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Problematizar los conjuntos numéricos
para repensar su ensenanza:
entre las expresiones decimales

y los numeros decimales
Irma Elena Saiz, Edith Gorostegui y Diego Vilotta

Resumen: La Didactica de la Matematica inaugura una nueva via de acceso al
analisis de los fenomenos didacticos: el estudio del contenido. Repensar la ense-
nanza de un contenido exige problematizarlo, cuestionarlo, en suma, plantearse
preguntas intentando desnaturalizar los conocimientos involucrados.

En este articulo, presentamos el estudio didactico del contenido Conjuntos
numeéricos, en particular, la tarea de determinar la naturaleza de un numero,
estudio que pone en evidencia la complejidad de los conceptos involucrados, las
multiples relaciones que se establecen con otros conocimientos y que provee, a
la vez, categorias de andlisis de propuestas didacticas.

Para repensar la enseiianza de los conjuntos numéricos, partimos de proble-
matizar la relacion entre las expresiones decimales de los elementos de dichos
conjuntos y el conjunto de los niimeros decimales.

Palabras clave: nimeros decimales, expresiones decimales, conjuntos nume-
ricos, naturaleza y representacion de un ntimero.

Problematize numerical sets to rethink their teaching:

Among decimal expressions and decimal numbers

Abstract: Mathematics Didactics inaugurates a new way of access to the analysis
of didactic phenomena: the study of content. Rethinking the teaching of certain
content requires problematize it, to question it, that is, to ask questions intended
to denaturalize the knowledge involved.

In this article we present the didactic study of the content numerical sets and,
particularly, the task of determining the nature of a given number. The study
makes evident the complexity of the concepts involved, the multiple relations that
are established with other knowledge and, at the same time, it sets categories for
the analysis of didactic proposals.
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Problematizar los conjuntos numéricos para repensar su ensenanza

In order to give a new thought to the teaching of numerical sets, we began by
problematizing the relationship between the decimal expressions of the elements
belonging to such sets and the set of decimal numbers.

Keywords: decimal numbers, decimal expressions, numerical sets, nature and
representation of a number.

INTRODUCCION

El trabajo que presentamos en este articulo forma parte del proyecto: “Qué mate-
matica vive hoy en las aulas de EGB3? Una aproximacion a la complejidad del aula”.

El tema conjuntos numeéricos constituye una parte importante de los conte-
nidos por aprender en los primeros afios de la escuela media' v con frecuencia
se asume que su aprendizaje puede considerarse como concluido después de
los dos o tres primeros anos de este nivel.

Sin embargo, en los alumnos puede detectarse —incluso varios anios después—
que muchas de las dificultades a las que se enfrentaron durante su estudio,
debido en particular a la complejidad del propio conocimiento, no siempre han
podido ser superadas.

Los conocimientos iniciales son necesariamente provisorios, incompletos e
incluso erroneos, por tanto, su tratamiento posterior es ineludible.

Nos referimos, por ejemplo, a la confusion entre ntimero y representacion
—en particular entre niumero decimal y representacion decimal de un ntimero-,
a la falta de discusion sobre la naturaleza de los ntimeros, a la falta de relacion
entre los conjuntos numeéricos, a la ausencia de identificacion del conjunto de
referencia en el cual se desarrolla la actividad matematica, etcétera.

El articulo esta organizado en tres apartados: “Acerca de la construccion de
los conjuntos numéricos”; “Analisis de la tarea de pertenencia de un nimero
a un conjunto” y “Problematizacion del contenido Conjuntos numeéricos”.

ACERCA DE LA CONSTRUCCION DE LOS CONJUNTOS NUMERICOS

Los conocimientos que se poseen hoy sobre los nuimeros reales y sobre los
conjuntos numéricos incluidos en este tltimo son la consecuencia de un largo,

' La escuela media comprende a los alumnos de 12 a 17 anos.
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paciente v laborioso trabajo de matematicos de muy distintas civilizaciones. A lo
largo de mas de 20 siglos se fueron construyendo muy lentamente conceptos
que hoy dia pretendemos con frecuencia que los jovenes alumnos aprendan en
un poco mas de un cuatrimestre escolar. Basta citar los ntimeros naturales, que
tan “naturalmente” aparecen desde el principio de la escolaridad y cuya forma-
lizacion como conjunto numeérico, sin embargo, fue la ultima en lograrse con la
axiomatizacion realizada por Peano a fines del siglo xix, incluso después de
la de los numeros complejos y negativos.

A partir de su invencion para resolver problemas practicos, los matematicos
lograron, apenas 2 500 anos después de su aparicion, una definicion de nimero
v de conjunto numérico, basada totalmente en fundamentos logicos, evitando la
intuicion y rechazando los recursos a la percepcion.

Siguiendo la exposicion de Gonzalez, Iriarte y otros (1990)? en el siglo XX es
cuando la matematica dio un formidable salto hacia su liberacion de lo concreto.
Tal como lo sefialaba Hermann Hankel (1987)° en su libro Teoria del sistema
de los ntimeros complejos, publicado en 1867: “La condicion para construir una
aritmética universal es, por tanto, la de una matematica puramente intelectual,
separada de todo tipo de percepciones sensibles”.

“Al igual que otros matematicos de su época estaba convencido de que las
matematicas son una creacion humana y, en consecuencia, sus conceptos no
se deducen de hechos empiricos ni vienen impuestos desde afuera, sino que
son construcciones intelectuales y, como tales, no han sido descubiertas sino
inventadas”

Hankel no busco la justificacion de la existencia de los niimeros en situaciones
reales que “expliquen” su comportamiento, sino en las leyes formales, concreta-
mente, en el “principio de permanencia” que habia sido introducido por George
Peacock algunos anos antes, a fin de fundamentar el algebra vy justificar las
operaciones con expresiones literales.

El principio de permanencia afirma que todas las reglas que se verifican al
operar con los niimeros naturales —conmutativa y asociativa de la multiplicacion
y de la suma vy distributiva de la multiplicacion respecto de la suma- siguen veri-
ficindose para todos los demas ntimeros u objetos representados por las letras.
Asi, la importancia del significado de los simbolos quedo relegada a un segundo

2 Gonzélez, Iriarte y otros (1990), Numeros enteros, Editorial Sintesis, p. 48.
3 H. Hankel (1967), citado en op. cit.
* Op. cit.
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plano ante la primacia de los simbolos por si mismos vy sus leyes de combinacion;
la adicion significard cualquier proceso que se ajuste a determinadas leyes.

Retomando la iniciativa de Peacock, Hankel formulé el principio de perma-
nencia de las leyes formales que establece el criterio general de algunas amplia-
ciones del concepto de numero:

1. La palabra ntimero respondera a simbolos o agregados de simbolos que no
necesariamente representan numeros del campo numérico previamente
dado o conocido, sino que su significado puede ser cualquiera.

2. Se definiran, para el nuevo campo numeérico, las operaciones fundamen-
tales de la aritmética (adicion y multiplicacion) y el concepto de igualdad, de
manera que las definiciones en el campo menos amplio se conserven
como caso particular de las nuevas definiciones y subsistan las leyes for-
males de uniformidad, asociativa, conmutativa, distributiva y conservacion
del elemento neutro?

Tal como afirman Courant y Robbins (1962): “La ampliacion del dominio natu-
ral introduciendo nuevos niimeros, de forma tal que las propiedades o leyes validas
en aquel dominio se cumplan también en la extension del conjunto natural, es un
aspecto caracteristico en el proceso matemético de generalizacion”.

Y en particular, cuando describen el proceso de construccion de los ntimeros
racionales, senalan:

En matematica, una subunidad obtenida dividiendo la unidad inicial en n

. . , 1 . ) .
partes iguales se designa con el simbolo = v, si una cantidad contiene exac-
n

tamente m de estas subunidades, su medida se denota con el simbolo E. Este
n

simbolo se llama fraccion o razon. El paso siguiente, verdaderamente decisi-
vo, solo se dio de modo consciente después de varios siglos de tentativas. El
resultado fue que el simbolo m/n quedo6 desposeido de referencias concretas
a procesos de medidas y a las cantidades medidas y fue considerado simple-
mente como un numero, un ente en si mismo, en el mismo plano que los
numeros naturales (p. 61).

..La generalizacion del concepto de niimero natural al de nimero racio-

> Op. cit p. 49.
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nal satisface, por una parte, la necesidad tedrica de suprimir las restricciones
a la sustraccion y a la division y cumple, por otra, la necesidad practica de
tener numeros para representar los resultados de mediciones. Del hecho de
que los ntimeros racionales satisfagan esa doble necesidad resulta verdadera-
mente su gran importancia. Como hemos visto, esta extension del concepto
de numero ha sido posible por la creacion de nuevos ntimeros en forma de

) 3
simbolos abstractos, tales como 0, —2, y T Hoy, acostumbrados como estamos

a tratarlos como cosa corriente, resulta dificil creer que hasta el siglo xvi
no fueron admitidos con los mismos derechos que los enteros positivos y
que, aunque usados cuando se hacian necesarios, no era sin ciertas dudas
y prevenciones. A la natural tendencia humana se debe la lentitud con que se
dio este paso inevitable. Unicamente en el dominio de lo abstracto puede ser
creado un sistema satisfactorio de aritmeética (pp. 64 y 65).

Esta breve revision de la construccion de los conjuntos numeéricos siguiendo
a Courant y Robbins (1962) nos permite, ademds, poner en evidencia aspectos
fundamentales de la actividad matematica, a menudo ausente en la ensefianza,
relacionados con la necesidad de tomar decisiones para garantizar algunas
propiedades como la coherencia de escrituras o la unicidad de los objetos v la
relacion entre ambas problematicas.

Tomemos el caso en el que se pretende definir en Q el opuesto de una frac-

. . 2 . ) 2 .
cion, por ejemplo el opuesto de 3 la notacion de su opuesto seria —5; sin

embargo, esta escritura no corresponde a la de un elemento de (). Entonces, écudl

fraccion podria ser el opuesto de %? _g cumple con la condicion % +_§ =0,
asf como cualquier otra fraccion equivalente a _% Se puede, por tanto, elegir la
fraccion irreducible —representante de esa clase- como opuesto de % Y es aqui
donde aparece el interés de preservar la unicidad, puesto que tanto _g Ccomo
_% son equivalentes, verifican la propiedad del opuesto v son irreducibles. Por

. . -2 2 2
tanto, ¢cudl de las dos fracciones 3 0 3 seria el opuesto de E? Es necesa-

rio elegir una de ellas, por ejemplo la del denominador positivo. Esto llevaria a
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incluir la condicion de denominador positivo en la definicion de fraccion irre-
ducible.

Resulta entonces que el opuesto de 212 |2 :_E = 3

3 3 3 =3

Podemos sefialar que el signo igual asume en la afirmacion anterior significa-
dos muy diferentes: la primera igualdad proviene de la coherencia con escrituras
anteriores (los opuestos de... se indican con un signo menos delante del ntimero)
en el contexto de una estructura; la segunda se valida poniendo a funcionar la pro-
piedad necesaria y suficiente —es decir la definicion- que caracteriza al elemento
opuesto de otro, en este caso de una fraccion, y la tercera expresa la independen-
cia del representante de una misma clase de equivalencia.

En las tres instancias, el signo igual atrapa relaciones algebraicas, pero éstas
corresponden a distintos niveles del proceso de algebrizacion que transforman
los significados de un mismo conjunto numérico.

Develar las diferentes relaciones que atrapa cada uno de los iguales ante-
riores no forma parte, en general, de las discusiones presentes en la formacion
docente en el tratamiento de la construccion de los conjuntos numéricos.

DE LOS NATURALES A LOS ENTEROS

Siguiendo las ideas anteriores, podemos revisar brevemente la construccion del
conjunto de ntimeros enteros a partir de los naturales para empezar a identi-
ficar, precisar y profundizar algunas cuestiones constitutivas puestas en juego
en estos conceptos y aproximarnos, a la vez, a una tarea especifica de nuestra
investigacion relacionada con el problema de la pertenencia de un numero a
un conjunto.

¢Cual es la razon de ser de la introduccion de esos nuevos numeros que se
llamaran posteriormente enteros negativos?

En la aritmética ordinaria de los nimeros naturales se pueden efectuar siempre
las dos operaciones fundamentales: adicion v multiplicacion. En cambio, las
operaciones inversas no son siempre posibles. La diferencia b — a de dos
enteros ay b, es el entero ¢ tal que a + ¢ = b, es decir, es la solucion de la
ecuacion a + x = b. Pero en el dominio de los numeros naturales, el simbolo
b — a posee significacion tnicamente cuando es b > @, ya que Unicamente
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entonces la ecuacion a + x = b tiene una solucion que sea un numero natu-
ral. Un gran paso para suprimir esta restriccion se dio cuando se introdujo el
simbolo 0 mediante la relacion a — a = 0. De mayor importancia atin fue la
introduccion de los simbolos —1, —2, —3,... junto con la definicion b — a =
—(a — b) para el caso b < a, lo que permitio la sustraccion, sin restricciones,
en el dominio de los enteros positivos y negativos (Courant y Robbins, 1962,
p. 62).

Se constituye asi un conjunto diferente, formado por los niimeros naturales,
el cero y unos nuevos ntimeros que, aunque hoy pueden ser representados por
un numero precedido por un signo menos, tal como lo senalamos antes, podrian
ser imaginados, por el momento, como un conjunto de elementos cuya Unica
caracteristica conocida es la de ser el resultado de la diferencia de algin par de
ntmeros naturales vy los cuales podrian representarse sin relacion con ellos, por
ejemplo, con letras del alfabeto griego.

Ahora bien, ¢qué tipo de estructura se puede imaginar para este nuevo con-
junto? ¢Es posible operar con sus elementos? Es posible, si se trata de operar
con los ntimeros naturales entre si, restar incluso dos ntiimeros naturales, ya que
en este nuevo conjunto la diferencia entre naturales es una operacion cerrada,
pero no entre los “nuevos’, es decir entre dos “resultados de diferencia de natu-
rales”, o incluso entre uno “nuevo” y uno natural, o entre cualquiera de ellos y
el cero.

Por otro lado, para que sean considerados ntimeros de pleno derecho, es
necesario definir las operaciones con ellos, es decir una nueva suma y una nueva
multiplicacion vy estas definiciones se realizan de manera tal que

.las reglas de las operaciones aritméticas con los ntimeros naturales se con-
serven para el nuevo dominio; por ejemplo, la regla (—1)(—=1) = 1, que servira
para regir la multiplicacion de los enteros negativos, es una consecuencia
del deseo de conservar la ley distributiva alb + ¢) = ab + ac. Fue necesario
mucho tiempo para que los matematicos comprendieran que la “regla de los
signos” junto con todas las demas definiciones que se refieren a los enteros
negativos v a las fracciones no podian ser “demostradas” (p. 63).

Tal como afirma Hankel (1967): “Todas son creaciones hechas con objeto de
alcanzar libertad en las operaciones, conservando siempre las leyes fundamenta-
les de la aritmética. Lo que puede y debe probarse es tinicamente el hecho de
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que, con tales definiciones, las leyes conmutativa, asociativa y distributiva de la
aritmética se conservan’.

Puede hablarse, entonces, de un nuevo conjunto al que se denomina habi-
tualmente Z en el cual algunos elementos son los “viejos” niimeros naturales.
Sin embargo, estos numeros han adquirido ciertas propiedades que no poseian
en cuanto numeros naturales, como la de tener elemento opuesto y nuevas
formas de representacion, exigidas por el proceso de construccion de un nuevo
conjunto numérico. Considerar las propiedades v las formas de representacion
que adquiere un ntimero seguin el conjunto en el cual se inserta constituye un
aspecto fundamental en la tematica desarrollada en este articulo.

En su calidad de naturales, cada uno de ellos podia ser representado de
distintas maneras, por ejemplo el ntimero 9 como 10 — 1; 4 + 5; 18 + 2; 4/81;
32, ete., es decir, posefan en N distintas escrituras equivalentes. Al insertarse en
el nuevo conjunto Z el mismo numero puede ahora escribirse también como
—(=8 — 1) 0 como (—=3)% 8 — (—1); —(-9); etcétera.

ANALISIS DE LA TAREA DE PERTENENCIA
DE UN NUMERO A UN CONJUNTO

Tal como lo senalan los disefios curriculares en vigencia, el estudio de los conjuntos
numericos en el nivel medio se realiza a partir de distintas tareas. Para cada uno de
los conjuntos: enteros, decimales, racionales y reales, se plantean actividades que
permiten identificar sus elementos, representarlos de distintas maneras (expresion
fraccionaria y decimal de los ntimeros racionales, en la recta numérica, etc.), operar
con ellos, ordenarlos, conocer las propiedades de las operaciones, etcétera.

En nuestro trabajo, decidimos estudiar la tarea de determinar la naturaleza
de un numero, es decir, la pertenencia a un conjunto y, en particular, estudiar la
influencia de sus distintas representaciones en esa tarea.

En principio la pregunta sobre si un ntimero pertenece o no a un conjunto
puede responderse en términos sintacticos, es decir, en relacion con la definicion
o caracterizacion de cada conjunto: un numero racional es un cociente de ente-
ros; los enteros son los naturales, los negativos y el cero, etcétera. 7

De esa manera, puede afirmarse que 2 es un numero entero, tal como s

/ . ‘ 71 iy
es un ntmero racional. Sin embargo, la pregunta si s es 0 no una fraccion de-

cimal, no puede responderse tan solo “mirando”.
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Mas aun, para responder la pregunta si % pertenece a D (conjunto de nu-

meros decimales), recurrir a la definicion de nimero decimal no aparece como
una solucion simple, ya que no es evidente que ese niimero posea una escritura
decimal finita o que pueda escribirse como una fraccion decimal. Entonces, ¢a
qué se puede recurrir para responder? Una posibilidad es analizar si se puede
usar el hecho de que todo cociente de ntimeros decimales es decimal, otra
manera serfa realizar el cociente y analizar el resultado.

EL CONJUNTO DE REFERENCIA

En parrafos anteriores, al analizar las distintas representaciones del mismo ntimero
que aparecen al extender los conjuntos numéricos, surge la necesidad de identi-
ficar cudl es el conjunto de referencia en el cual se plantea la pregunta sobre la
pertenencia de un ntimero a un cierto conjunto, ya que la representacion que se
utilice para presentar el numero puede no tener sentido en el conjunto indicado
en la pregunta. Por ejemplo en: ¢EI numero (—3F pertenece a N?, la pregunta
remite al conjunto N, pero si el contexto en el que esta planteada la pregunta es
ese mismo conjunto, no es posible responderla, puesto que en N, el cuadrado
de un ntimero solo esta definido para los elementos de N.

Si el conjunto de referencia es Z (o los conjuntos que lo contienen como D,
Qv R), las operaciones definidas en ese conjunto poseen ciertas propiedades que
permiten plantear esa pregunta y responder que se trata de un ntimero entero
que es a la vez natural. En el caso de preguntarse si el niimero (—2)° pertenece
a N, si el conjunto de referencia es N, la pregunta no tiene sentido, ya que el
cubo de un numero no estd definido para un ntimero que no pertenece a N;
sin embargo, si nos ubicamos en el conjunto Z la pregunta puede ser plantea-
da, aunque la respuesta es “No” en este caso. Es decir, se trata de analizar, en
primer lugar, si tiene sentido plantear la pregunta en el conjunto de referencia
y, posteriormente, si la respuesta es Si o No en dicho conjunto. Por ejemplo,
si el conjunto de referencia es N, no tiene sentido plantear ninguna de las dos
preguntas siguientes: d(—3F pertenece a N?y i(—3)° pertenece a N? En cambio,
si se trata de Z -0 de cualquier otro conjunto numérico que lo contenga-, la
respuesta a la primera pregunta es siy a la segunda es no.

Se muestra, de esta manera, que pensar en los naturales en relacion con nue-
vos conjuntos numéricos “exige” nuevas representaciones, va que su significado
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cambia y ademas “habilita” —para tales ntimeros— el uso de propiedades especi-
ficas del nuevo conjunto.

Algo similar ocurrira cuando se considere (Q construido a partir de los resul-
tados de las divisiones de ntiimeros enteros cuyo cociente no sea entero, es decir,
eliminando las restricciones de la division de enteros. También en este caso, al

considerar los ntimeros enteros como racionales, aparecen nuevas representa-

. , 9 25
ciones de tales numeros como E; -

Y, a su vez, en relacion con los reales, la ampliacion de Q por medio de los
irracionales hace aparecer nuevas representaciones de los racionales, incluso de

. 2 c ’
los naturales, por ejemplo, (\/2 ) CcOMO una nueva representacion del niimero 2.

Entonces, si el contexto de trabajo es R, (\/? ) = 2y, por tanto, puede afirmarse

que se trata de la expresion de un ntimero natural.

En conclusion, hemos puesto en evidencia la importancia de identificar -al
trabajar con estas cuestiones en cualquier nivel educativo- el conjunto en el cual
se pretende desarrollar la actividad matematica, sin que esto signifique ubicarse
por defecto en R, como sucede habitualmente en la formacion de grado de los
futuros profesores de matematica. Si no se discute el conjunto en el que se esta
trabajando, resultara dificil entender por qué, por ejemplo, al estudiar las ope-
raciones v las propiedades de los ntimeros racionales en el nivel medio se pre-

senta la igualdad J2 =2 v no se puede a la vez tratar la equivalencia con el
2
numero (\/E ) .

Algo similar sucede con la falta de identificacion del dominio de definicion
de una ecuacion. En relacion con el nimero de soluciones, se habla de una,
ninguna o infinitas, pero dificilmente se trabaja con situaciones en las que el
ntimero de soluciones puede ser una cantidad finita, dependiendo del conjunto
de referencia. Carmen Sessa alude a esta situacion:

..La ecuacion, en definitiva, define un conjunto: el conjunto de valores de x
para los cuales es verdadera. Ahora bien, para que ese conjunto esté bien
definido, hay que explicitar sobre qué dominio numérico se esta consideran-
do la ecuacion: por ejemplo, si nos restringimos a los numeros naturales,
el conjunto solucion de la ecuacion 2x + 4 = 7 no tiene ningtin elemento.
Mientras que, si consideramos la misma ecuacion definida en el conjunto de
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ntimeros racionales, el conjunto solucion estd conformado por el ntiimero
> En la escuela, el dominio de definicién de la ecuacion suele ser implicito

y, en general, no se presenta la ocasion de resolver una misma ecuacion en
dos conjuntos numericos diferentes (Sessa, p. 67).

PROBLEMATIZACION DEL CONTENIDO CONJUNTOS NUMERICOS

El marco tedrico de la investigacion es la didactica fundamental, que surge alrede-
dor de fines de los arios 1960, a partir de vislumbrar la necesidad de elaborar un
modelo propio de la actividad matematica. Guy Brousseau (1986), como fundador
de dicha teoria, fue el primero en plantear la importancia de la problematizacion
y cuestionamiento del conocimiento matemético involucrado en los fenbmenos
de ensenanza y aprendizaje estudiados. Tal como afirman Chevallard, Bosch vy
Gascon (1997): “Todo fenémeno didactico (..) tiene un componente matematico
esencial, inaugurandose una nueva via de acceso al andlisis de los fendbmenos
didacticos: el propio conocimiento matematico.”® La perspectiva epistemologica
que plantea esta teoria involucra volver la mirada sobre el conocimiento en juego
-en nuestro caso, los conjuntos numéricos— para cuestionarlo, interrogarlo vy
problematizarlo; basicamente para plantearse preguntas.

Nuestra investigacion también incluye el analisis de las practicas escolares
habituales: tipo de actividades, temarios de evaluaciones y formas de validacion,
analisis de libros del nivel medio vy una indagacion sobre los conocimientos que
los alumnos de profesorados de matematica —poco tiempo antes de recibirse-
poseen acerca de los conjuntos numéricos. No obstante, en este articulo presen-
taremos Unicamente el estudio didactico del contenido matematico en juego
en relacion con la tarea citada, ya que sera este marco el que sirva de referencia
para los analisis mencionados antes.

Metodologicamente, abordamos el estudio formulando preguntas que proble-
matizan la tarea de identificar la naturaleza de un ntimero, seleccionando “ciertos”
ntmeros, representados de “ciertas” maneras v “ciertos” conjuntos. Esta seleccion
estuvo comandada por la posibilidad de poner en evidencia las cuestiones que
nos planteabamos. A la vez, la puesta en juego de la tarea en los numeros,

6 Op. cit, Anexo A, p. 71.
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representaciones y conjuntos elegidos abrié nuevos cuestionamientos que enri-
quecieron el estudio.

Las preguntas que planteamos -si bien en ocasiones hacen referencia a los
mismos conceptos—, al ser formuladas de manera diferente, ponen en evidencia
distintas propiedades, desnaturalizando de ese modo los conceptos involucrados
mas alla de las respuestas que puedan darse, las cuales estaran necesariamente li-
gadas a los conocimientos v significados que les atribuyan los que las respondan.

En el articulo nos centraremos en el conjunto D de ntimeros decimales, ya que
no solo nos permite profundizar el conocimiento sobre estos ntimeros, sus propie-
dades vy estructura, sino también cuestionar las definiciones de otros conjuntos
numeéricos, discutir la diferencia entre ntimero vy su representacion, propiedades
de las operaciones, etc. Consideraremos, asi, cuestiones del orden de lo ontolégi-
co, lo semidtico y lo didactico en relacion con el contenido Conjuntos numeéricos,
a fin de identificar cuestiones que permitan definir categorias de analisis de las
précticas escolares.

NUMEROS DECIMALES Y REPRESENTACION DECIMAL DE LOS NUMEROS
Nuameros con punto

Un primer significado que se le atribuye a los ntimeros decimales es, sin duda,
el de niimeros con punto. Cabe entonces preguntarse:

e ¢Todo numero que tiene punto es un nimero decimal?

e ¢Un numero que se escribe sin punto puede ser un ntimero decimal?

e Para que un ntimero sea decimal, étiene necesariamente que escribirse
con un punto?

El conjunto de los ntimeros decimales tiene una existencia ambigua en la
escolaridad obligatoria. Son los ntimeros que, junto con las fracciones, aparecen
tempranamente en la escuela primaria en oposicion al conjunto de los ntime-
ros naturales vy ligados al tratamiento de problemas de medicion de longitudes,
dinero, etcétera.

Se aprende a compararlos, operarlos, representarlos en la recta numérica, etc,
lo que permite, en principio, aceptarlos como ntimeros de pleno derecho. En gene-
ral, su uso en la resolucion de situaciones en contextos extramatematicos v lo que
puede hacerse con ellos es lo que define su naturaleza en este nivel. Aparecen, en
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cierto modo, en paralelo con el tratamiento de las fracciones y no necesariamente
a partir de ellas, si bien en el nivel de 6° grado se inicia la puesta en relacion con
las fracciones decimales.

Por el contrario, en la escuela media, el tratamiento de los niimeros decimales
esta incluido habitualmente en el capitulo destinado a los racionales v, en este
caso, se introducen como una escritura diferente de la fraccionaria -la llamada
expresion decimal- de tales nimeros. A veces, esa expresion decimal se identifica
con el nombre de niimero decimal y, por tanto, se veran aparecer tipos de ntimeros
como: numeros decimales periddicos o incluso numeros decimales irracionales, el
objeto matematico numero decimal esta ausente. Los niimeros decimales, consi-
derados como conjunto numeérico, se identifican con expresiones del tipo: ntimeros
con expresion decimal finita, exacta o que termina.

No queda claro como se transforman en ntimeros las escrituras decimales, a
pesar de que las tareas planteadas son especificas del tratamiento de ntimero,
como comparar expresiones decimales, operar con ellas, etcétera.

Coherentemente con la presentacion como escritura diferente, las tareas que
aparecen remiten a obtener la escritura fraccionaria a partir de la decimal, o
bien, lo contrario.

Sin embargo, se trata de una version “restringida” de expresiones equivalentes
de un ntimero, pues se establece una relaciéon uno a uno entre una expresion
fraccionaria y su correspondiente decimal sin ampliar esta presentacion a otras

escrituras también equivalentes como las aditivas, cocientes, etc. Por ejemplo,

expresiones equivalentes como 3 =075 = 1 + 1 =3-025=1-025
4 2 4

resultan de gran utilidad incluso para obtener expresiones decimales de otros

ntimeros. Por otro lado, no es frecuente encontrar en las practicas en aula acti-

vidades que permitan aprender a seleccionar la escritura mas conveniente para

la tarea que se va a realizar.

Puesto que, en la primaria, la primera aproximacion a los numeros decimales
aparece ligada fuertemente a su representacion “con punto”, en oposicion a los
numeros naturales “sin punto”, la caracterizacion de tales niimeros como “nume-
ros con punto” es inevitable, sin que esto sea cuestionado en los estudios poste-
riores de los alumnos. En este sentido, es importante sefialar que el tratamiento
posterior —en la escuela media- deberia problematizar las relaciones entre los
conjuntos v, en particular, se deberia aprender que, si bien una de las formas de
representacion de los niimeros decimales incluye el punto, ni todos los niimeros
con punto son decimales ni todos los que no lo tienen no son decimales.

EpucACiON MATEMATICA, vol. 23, num. 1, abril de 2011 135



Problematizar los conjuntos numéricos para repensar su ensenanza

Por ejemplo, el ntimero 2.345555555... tiene punto en su representacion,
pero se trata de un ntimero racional no decimal® por su parte, el nimero 7 es
un numero decimal, aunque no tenga punto en su representacion, va que posee
una expresion decimal finita, en este caso, formada por ceros. Asi como un nime-

ro entero p puede ser considerado racional a partir de la escritura % también

puede ser identificado como decimal mediante la escritura p.0000. Por otra parte,
algunos ntmeros racionales que son periodicos, como 4.59999.. poseen una
expresion decimal finita, en este caso 4.6 v, por consiguiente, se identifican como
ntimeros decimales.

En el apartado anterior se empezaron a poner en evidencia ciertas diferencias
entre nuimero y representacion de un numero, en particular, con la representa-
cion decimal ligada a una expresion con punto. Y, por otra parte, se establecen
algunas relaciones entre conjuntos: los niimeros naturales son también decima-
les v no todos los racionales son nuimeros decimales.

Sistema de numeracion decimal

Ya mencionamos en el apartado anterior que, en libros de texto y practicas esco-
lares, a menudo néimero decimal y expresion decimal se utilizan indistintamente
para referirse a un mismo concepto.

La palabra decimal procede de la palabra diez y hace referencia a la base de
numeracion decimal. Distinguir el objeto matematico “ntimero decimal” de una
de las formas de representacion de los ntiimeros, precisamente la representacion
decimal, aparece como una discusién importante.

En este sentido nos preguntamos:

* ¢Qué significa que un nimero —no necesariamente natural- esté escrito en
sistema de numeracion decimal? ¢Se puede afirmar que el niimero \/E esta

. ) , 12, .., ,
escrito con base 10?7 Y el niumero Q? ¢Cuales son los ntimeros que se

pueden escribir con base 10?

8 Asumimos en esta escritura que los puntos sucesivos seflalan que continta repitiendose
indefinidamente la cifra 5.
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En principio, podemos afirmar que un nuimero esta escrito en el sistema de
numeracion decimal cuando su escritura es una yuxtaposicion de cifras —que
incluye o no un punto-y cuyo valor es el resultado de la suma de cada digito
multiplicado por la potencia de la base -10 en este caso- correspondiente a la
posicion que ocupa en el numero.

Simbolicamente, un niimero N escrito con base 10 corresponde a la siguien-
te expresion:

N=d,. d,d, - dd,. -d

v su valor corresponde a:

donde d. son digitos

n

N=d,..dd-dd,..d :21{

~10

Esta claro que esta escritura permite escribir los niimeros naturales y decima-
les positivos con base 10, pero étambién permitira escribir los enteros negativos,
racionales e irracionales?

Podemos preguntarnos si el numero —4 582 esta escrito con base 10 o no.
¢Cual seria la sumatoria que le corresponde?

—(4-1000+5-100+ 8- 104 2) o tal vez (~=4)1 000 + (=5)100 + (=8)10 + (—2)

0(=5)1000+4-100+1-104+2

Si las cifras pudieran ser negativas, se modificaria totalmente el sistema habi-
tual de escritura y se perderia la unicidad. Por ejemplo, étendria sentido hablar del
ntmero formado por —7 centenas, 2 decenas y —4 unidades? ¢Se escribiria asi:
(=7)2(=4)? y écudl serfa su descomposicion polinomica: (—7) X 100 4+ 2 X 10 + (—4)?
pero entonces su valor seria —684.

Vemos que tiene sentido convenir que todas las cifras de la escritura de un
ntmero de base 10 sean digitos y que un ntimero, tanto entero como decimal
negativo, se escriba como los positivos con un signo menos delante.

Para escribir un numero fraccionario no decimal o, en general, numeros
reales no necesariamente naturales o decimales en el sistema de numeracion
decimal, es necesario ampliar el concepto de sumatoria finita de potencias de
10 a infinitos términos a partir de la definicion de serie.

Asi:
1.3
3 <10

y en general cualquier nimero real x se escribe como:

=il

i=—k
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El anterior es un resultado matematico general valido para todos los niime-
ros reales, si bien, para algunos numeros, no es posible escribir la totalidad de
sus cifras ni conocer todas y cada una de ellas.

) - 12
Entonces, podemos afirmar que si bien tanto V2 como 3 son numeros

reales y, por tanto, poseen una escritura de base 10, las dos escrituras anteriores
(que utilizan un signo radical y una fraccion) no corresponden a una escritura
de base 10, va que no se trata de una yuxtaposicion de cifras cuyo valor se obtiene
a partir de la suma de productos de sus cifras por potencias de 10, a pesar de
que tanto el radicando del primer nimero como el numerador v denominador
del segundo estan escritos con base 10.

En algunos casos, la escritura de base 10 no es tnica, ya que, por ejemplo,
234y 2.33999.. (ambas de base 10) son dos escrituras diferentes que corres-
ponden al mismo numero. Por otra parte 2.34 = 2.34000...

Pero cabe senalar que esta situacion solo puede aparecer en el caso de los
numeros decimales, que son los que poseen una expresion periodica de periodo
9 0 0y, ala vez, una cantidad infinita de expresiones decimales finitas: 2.34 =
2.340 = 2.3400 = ... Para los naturales ocurre, por supuesto, algo similar, ya que
4 =4000.. = 3.999.. e incluso poseen infinitas escrituras finitas 4 = 4.0 = 4.00
= 4000 = ..

En definitiva, el que todos los niimeros reales se puedan escribir con base
10 nos permite afirmar que todos poseen una expresion decimal, es decir una
escritura con punto,® si bien, en los casos de reales no decimales, puede suceder
que no sea posible escribir todas sus cifras o incluso no conocerlas y, en el caso
de los enteros, existe una expresion sin punto.

Las expresiones decimales pueden ser:

« finitas, que corresponden a los numeros decimales (incluidos los enteros) o
« infinitas (numeros no decimales), las cuales pueden ser periddicas (racio-
nales no decimales) o no (ntmeros irracionales).
Estas expresiones decimales —que existen para todo numero real- son las
que no deberian ser confundidas con los niimeros decimales.
Lo analizado previamente muestra que, aun cuando “sistema de numeracion
decimal”, “representacion con punto” y “expresiones decimales de los nimeros”

8 El punto es reemplazado por una coma en algunos paises y la denominacion “ntimeros
con punto” corresponde a “ntimeros con coma’.
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pueden responder a cuestiones diferentes, las relaciones que pueden estable-
cerse entre ellas deberian ocupar, sin duda, un lugar importante tanto en la
ensenanza obligatoria como en la formacion de futuros docentes.

Como ejemplo de lo que sucede a menudo en la escolaridad podemos men-
cionar el tratamiento de los sistemas de numeracion, cuyo estudio se organiza,
en general, solo en los capitulos dedicados a trabajar con los nimeros naturales
y no se retoma para los deméas conjuntos numéricos ni se relaciona con expre-
siones decimales de los ntimeros. Cuando afios mas adelante se trabaja con la
existencia de la expresion decimal de un numero real, se plantea la escritura
decimal genérica para un ntimero real genérico, sin discutir qué sucede con nu-

1
meros “concretos” como: 3 —2.3666.., etc, objeto central de la futura tarea de

un profesor de matematica.

Definicion, estructura y representacion de los numeros decimales

En los parrafos anteriores ha ido quedando en evidencia que, en el lenguaje
matematico habitual, existe una serie de palabras que incluyen el término “deci-
mal”. Nos referimos, por ejemplo, a: “sistema de numeracion decimal”, “expresion
decimal”, “notacion decimal”, “desarrollo decimal”, “cifras decimales”, “ntimeros
decimales”, “ntimero racional decimal”, etc. Cada uno de estos términos o
expresiones tiene su propio significado que es necesario distinguir, aunque en
ocasiones se puede permitir cierta ambigliedad en el discurso. Tal como expresa

Centeno (1988):

..La expresion numero decimal es ambigua, porque la palabra ntimero exige
un adjetivo que se refiera a su naturaleza intrinseca. Por ejemplo, los adjetivos
natural, racional, real nos permiten identificar la naturaleza de los numeros
de los que hablamos. Naturaleza que es independiente de la forma de repre-
sentar estos niimeros vy, en particular, del sistema de numeracion elegido. En
cambio, la palabra decimal, que procede de “diez”, hace referencia a la base
de numeracion mas extendida, llamada numeracion decimal (..) En la préc-
tica, se comete abuso de lenguaje cuando se identifica “escritura con punto”
v “numero decimal”. Pero los abusos de lenguaje son indispensables en el
curso escolar -y hasta en todo discurso matematico-, porque hablar y escribir
con la maxima precision alargaria indefinidamente las frases. Es importante,
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sin embargo, que los abusos de lenguaje sean conscientes y conocidos por
profesores y alumnos, de modo que no exista ambigiiedad ni confusion en
el lenguaje (p. 67).

Si bien en general es posible distinguir en una tarea si se alude al concepto
de nimero o a una de sus representaciones, es necesario tener claro que solo es
posible el acceso a una conceptualizacion de los niimeros mediante alguna de
sus representaciones.

El conjunto de ntimeros decimales puede definirse a partir de los nimeros
enteros, o bien, una vez construido el conjunto de los racionales, como ciertos
elementos especiales de éste.

Como extension de los enteros, pueden surgir al considerar todas las
soluciones de la ecuacion 10"x = a, donde a es un numero entero y n es un
ntmero natural. De esa manera, se genera, por ejemplo, 4.5 como el ntimero
que multiplicado por 10 da 45. Para lograr esto, se define en Z X N una relacién
de equivalencia y operaciones de suma y multiplicacion, compatibles con esta
relacion de equivalencia, que prolonguen las va definidas en los ntimeros ente-
ros. Esta manera de definir los decimales es similar a la que puede darse para
los racionales, con la diferencia de que, en lugar de considerar tinicamente los
enteros de la forma 107 se considera cualquier niimero entero. En este caso, un
ntimero decimal se escribe con una parte entera, un punto y un numero finito
de cifras decimales.

Otra posibilidad de definir D -a partir de los numeros enteros— es anadir
primero a este Ultimo conjunto un solo elemento “d’, de tal manera que 10 - d =1
y, a partir de este nuevo elemento vy los enteros, generar todos los ntiimeros de-
cimales.

Por otra parte, es posible definir D a partir de una restriccion de los racio-
nales, definidos por medio del subconjunto de los nimeros racionales cuyo

. . ‘ a
denominador es una potencia de 10, es decir de la forma 107 con p entero no

negativo.

La organizacion didactica que se desarrolle para trabajar con los nimeros
decimales no serd la misma si se parte de N, como sucede en general en la
escuela primaria, donde los nimeros decimales -0 si se quiere los niimeros con
punto- se presentan en paralelo con las fracciones y no a partir de ellas, que si
se parte de Q, donde los decimales son ciertos racionales particulares.

Se deberd elaborar, en cada caso, una organizacion matemética de referencia
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atendiendo a las propiedades de cada conjunto —por ejemplo D no es cerrado
con respecto a la division, en cambio, en ), todos los elementos tienen inverso
multiplicativo- v, a la vez, a los conocimientos prescritos para el nivel.

También puede percibirse la necesidad de incluir en la formacion de los
futuros docentes las distintas formas de construccion de D.

Construido de una u otra manera, se pueden definir en D dos operaciones:
suma y multiplicacion, que verifican las propiedades aritméticas fundamentales,
dotando a este conjunto de una estructura de anillo.? Puesto que no todo ele-
mento de D posee un inverso multiplicativo, este conjunto no puede tener una
estructura de cuerpo. Esta ultima afirmacion nos permite, a la vez, asegurar
que no siempre un cociente de decimales sera un numero decimal, afirmacion que
aparece con cierta claridad a partir del andlisis de la estructura del conjunto D.

Ahora bien, si se plantea la pregunta ées este cociente de ntimeros decimales
un numero decimal?, para responder, no basta recurrir a que D no es cerrado

o . . 23 . ,
con respecto a la division, va que si el cociente es s se tratara de un numero

. . 23
decimal, mientras que 45 no lo es.

Para medir la importancia del aprendizaje de los niimeros decimales en la
escuela, podemos citar las practicas sociales de referencia: situaciones de medi-
cion, en particular medidas aproximadas de cantidades continuas que forman
una gran parte de las actividades humanas; uso generalizado de instrumentos
tecnolodgicos de calculo vy, ya dentro del contexto matematico, situaciones de
aproximacion de ntimeros racionales v reales. Todo ntimero racional no deci-
mal, e incluso todo real, puede ser aproximado dada la densidad de D por una

. . 1 .
sucesion de numeros decimales. 3 no es un numero decimal, pero puede ser

aproximado por la sucesion 0.3; 0.33; 0.333;...

En relacion con D, podemos senalar que, al igual que Z, posee una estructura
de anillo, aun cuando este ultimo conjunto es, ademas, un dominio de factoriza-
cion unica.'? Sin embargo, en la ensefanza de la matematica y en la formacion
de los futuros profesores, no se le asigna la misma importancia a cada uno de
ellos. Asi, del conjunto de niimeros decimales, se retoma la propiedad de poder

9 Para ampliar este concepto, se puede recurrir a Lentin y Rivaud (1961) u otras publi-
caciones sobre estructuras algebraicas.
10 Vease Lentin y Rivaud (1961).
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aproximar a los ntimeros racionales vy reales —propiedad que no verifica Z-, pero
no se problematiza su estructura.

Escritura decimal y fraccionaria de un namero decimal

Los nuimeros decimales pueden representarse mediante dos tipos de escrituras:
. . a . .
la fraccionaria o Y la decimal b.b,b,..b,. Cada una de estas escrituras pone en

evidencia ciertas propiedades del niimero y, por tanto, en funcion de la tarea por
realizar, puede resultar mas adecuado usar una u otra representacion.

Cuando hablamos de ntimero decimal y, en particular, de fraccion decimal,
nos referimos no solo a que se encuentre efectivamente escrito como fraccion
decimal, sino también a que pueda ser escrito de esa manera. Es el caso de
fracciones como: 13175
' "27 4825507

Si se conoce la expresion decimal de un ntmero, su escritura fraccionaria
puede obtenerse escribiendo como numerador dicha expresion en cuanto ntime-
ro entero dyd,d, .. d, y, como denominador, la potencia p de 10 (p: cantidad de
cifras decimales).

Si se parte de la expresion fraccionaria de un ntimero decimal, la division por
una potencia de 10 permite obtener la expresion decimal de éste.

La tarea de determinar si un numero racional es o no decimal

Analicemos ahora una de las tareas en las que se pueden poner en juego las
distintas escrituras, la de determinar si un nimero racional es o no decimal.

a) Si se encuentra representado por su expresion decimal, observar si la
misma es finita 0 no permite responder la pregunta.

Si estd escrito en forma fraccionaria y se puede encontrar una fraccion equi-
valente a la dada con denominador potencia de 10, la respuesta es inmediata.
Ahora bien, dependiendo del denominador de la fraccion, esta busqueda puede
ser compleja, por ejemplo, no es inmediato determinar una fraccion decimal

‘ 3 . o .
equivalente a e En este ultimo caso, la division provee un recurso valido para
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obtener su expresion decimal y, de esta manera, determinar si es o no un ntime-
ro decimal.

El interés por seguir economizando calculos nos lleva a preguntarnos si es
posible anticipar el caracter decimal de un numero racional escrito en forma
fraccionaria sin realizar la division, va que, en algunos casos, efectuar la division
también puede ser una tarea engorrosa. A partir de la descomposicion factorial
del denominador, puede afirmarse que, si en ésta los tnicos factores primos son
2 0 b, serd un numero decimal, ya que es posible obtener otra fraccion decimal
equivalente que tenga como denominador una potencia de 10 multiplicando
numerador y denominador por tantos 2 0 5 como sean necesarios.

La descomposicion factorial del denominador permite anticipar el factor por
el cual habra que multiplicar para obtener la fraccion decimal equivalente. Por

3
ejemplo, en Py pensamos el denominador 8 = 2 X 2 X 2 = 2% luego, multipli-
cando numerador vy denominador por 5° resulta la fraccion decimal buscada.
3 ,
Situacion similar se presentara en 20 donde 40 = 23X 5y, por tanto, el factor

por el cual hay que multiplicar numerador y denominador sera 5%
Podria suceder, no obstante, que el denominador no tenga tinicamente como

. 6 . L
factores primos 2y 5, como es el caso de 15 cuyo denominador también tiene 3
como factor, no serfa entonces un nimero decimal. Pero dicha fraccion es equi-

2 4 .
valente a T que es, a su vez, equivalente a — 10 y, por consiguiente, es un nUMero
decimal a pesar de tener en la descomposicion del denominador un factor dis-
tinto de 2 v 5. En el caso de fracciones mayores que la unidad, una técnica que
también permite determinar su naturaleza (decimal o no) es descomponerla en

. . . 45
una suma de enteros mas una fraccion menor que la unidad. Por ejemplo 18

9 1 5
es decimal, ya que se puede descomponer en: 2 + donde B=-2-10

De lo anterior, ¢se podria concluir que si dos fracaones tienen igual denomi-

7 45
nador ambas seran o no decimales? Las fracciones ITRAT permiten mostrar

que esta conclusion no es posible.

Queda claro entonces que, antes de hacer afirmaciones sobre el caracter
decimal de una fraccion a partir de analizar los factores primos del denominador,
debe verificarse si se trata de una fraccion irreducible.
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Podemos senalar también que, si en el denominador de una fraccién se
encuentra un factor primo distinto de 2 o 5 que no se encuentra en el nume-

20
rador —por ejemplo la fraccion T tiene en el denominador el factor primo 3

que no se encuentra en el numerador-, esto es suficiente para determinar que
dicha fraccion no es decimal, sin necesidad de obtener la fraccion irreducible
correspondiente.

b) Se puede plantear si, en todas las tareas relativas a esta temdtica, siempre es
necesario buscar la fraccion irreducible. Ya vimos que, si se obtiene una
fraccion equivalente con denominador potencia de 10, esto no es nece-

. 15 4 .
sario, como sucede en el caso de %0 que es equivalente a la fraccion

30
decimal 100 Para determinar que la fraccion no es decimal, tampoco

es necesario buscar la fraccion irreducible en los casos en los que se
encuentre un factor primo distinto de 2 y 5 en el denominador que no

0
sea factor del numerador, por ejemplo en 1 el factor 3 del denominador

no se puede eliminar.

Sera necesario llegar a una fraccion irreducible solo en los casos en los que
no se encuentre en el denominador un factor distinto de 2 y 5 que no esté en el
numerador para estar seguros de que dicho factor realmente no existe. De todos
modos, incluso en estos casos, puede suceder que, para responder a la pregunta de
si una fraccion es decimal o no analizando el denominador, no haga falta concluir
el proceso de simplificacion. Es decir, se deberia utilizar esa técnica sin perder ni
la pregunta ni el control de si ya se puede contestar o no. Por ejemplo, la fraccion

0
75 si no se percibe que 3 es el Uinico factor primo distinto de 2 v de 5 que posee

el denominador, se puede recurrir a la simplificacion, pero, al llegar a % aunque
no es la irreducible, ya se puede afirmar que se trata de una fraccion decimal.

Buscar la fraccion irreducible aparece en las practicas escolares como un
mandato muy fuerte: toda fraccion debe ser dejada en su version irreducible,
tarea justificada tnicamente por la obtencion de algo “méas simple”, sin conocer,
en general, cudl seria la necesidad de realizarla.
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Sobre este punto podemos retomar lo afirmado por G. Cirade (2006):

La razon de ser primigenia de la simplificacion de fracciones y de otros
gestos de naturaleza similar (como racionalizacion de denominadores, orden
de los polinomios,..) tiene que ver con el esfuerzo de aportar una respuesta
uniforme a la pregunta: ¢Como reconocer si dos objetos matematicos de un
cierto tipo, designados de una cierta manera, son o no el mismo objeto? Por
ejemplo, ées 7 X 5 — 8 = 3%

También afirma que:

Para un tipo de objetos matematicos - por ejemplo, para los ntimeros racio-
nales - se dispone de una escritura que se la puede calificar de canonica, de
modo tal que cada uno de los objetos considerados se escribe usandola de una
Unica manera o, para decirlo de otra manera, recibe un tnico “nombre”; asi
5 . . .
3 es el nombre canénico de un nimero racional que puede ser designado
i 5 10 | 2
por otras escrituras 3% = + 3
() Encontrar la solucion canénica consiste en:

* crear un sistema de escritura de objetos del tipo considerado en el que
cada uno tenga una escritura y solo una;

* “calcular” la escritura canonica de cada uno de los objetos por com-
parar:

TX5—-8=35—-8=27,.

e decidir entonces, s6lo con una mirada sobre sus escrituras canonicas,
si los dos objetos son idénticos o no: se tiene asi 7 X 5 —8 =27y
33 =27 porlotanto 7 X 5 — 8 = 3° (p. 221).

Sin embargo, luego de desarrollar este tema, la autora sefiala que
(..) cualquiera que sea la escritura que recibe un cierto objeto en un momen-

to dado del trabajo, conviene, en funcion del proyecto matematico que se
realiza, reescribirla en una forma en general no canonica, pero apropiada
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para mostrar ciertas propiedades del objeto, mediando algtin razonamiento
sobre la forma de la escritura (p. 223).

El ejemplo que plantea es el de un polinomio de grado 2 cuya expresion
canonica es 2x* + x — 1, escritura que no revela inmediatamente que se anula

en x = —1, mientras que escrituras como: (2x — 1) (x + 1) y, mas aun, 2(x — %)

(x — (=1)) si lo revelan.

¢) Siguiendo con la tarea planteada de determinar si una fraccion es o no
decimal, abordamos otras preguntas que, en su formulacion, ponen en
evidencia nuevas relaciones o profundizan los aspectos analizados.

Nos referimos a:

\2

4&~= es una fraccion decimal, porque tiene a 5 como tnico factor primo del
5

denominador?

Y
.7 . . ‘ .
<,% es una fraccion decimal, ya que termina en O v las potencias de 10 ter-

minan en 07?
En los dos casos, si bien preguntamos por niimeros particulares, podriamos
plantearlas en términos mas generales:

* Siuna expresion fraccionaria tiene 5 como denominador, ées una fraccion
decimal, ya que multiplicando por 2 numerador y denominador se obten-
dria como denominador una potencia de 10?

e ¢Toda fraccion con denominador multiplo de 10 es una fraccion deci-
mal?

2 2\6’

En el primer caso, la expresion fraccionaria ~—= puede escribirse como T
5
pero esta claro que dicha expresion no representa un numero decimal por ser un

numero irracional. En general, saber que una expresion fraccionaria (o racional)
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tiene denominador 5 no es suficiente para afirmar que se tratara de un ntimero
decimal, ya que al hablar de fraccion decimal nos referimos a un cociente de
enteros, es decir, a un racional.

La segunda pregunta cuestiona la diferencia entre potencia y mltiplo de 10.

Parece dificil aceptar a priori que la fraccion % no sea decimal, cuando fraccio-

a a a_ 0a d; a; . .
nes como —; —; —; — — —— si lo son, independientemente de sus respec-
10" 20 40 50 80 100
tivos numeradores. En general, frente a una fraccion con denominador multiplo
de 10, para determinar si es o no una fraccion decimal, serd necesario realizar
analisis como los citados anteriormente.

En resumen, hemos mostrado que:

e Para afirmar que una fracciéon es decimal, es suficiente encontrar una
equivalente que tenga como denominador una potencia de 10, asumiendo
que se trata de un cociente de enteros; ademas, no sera necesario obtener
la fraccion irreducible.

e Mas general, si el denominador de una fraccion no es potencia de 10,
habra que determinar si sus tnicos factores primos son 2 y 5. De ser asi,
se puede afirmar que es decimal y no requerira que se analice su irreduc-
tibilidad.

* En caso de que existan otros factores primos distintos de 2 v 5 en la
descomposicion factorial del denominador, sera necesario analizar si éstos
se encuentran o no en el numerador. Para asegurar que es decimal, sera
necesario mostrar que no existen, por ejemplo, encontrando la irreducible.

* Que el denominador sea un multiplo de 10 no es suficiente para afirmar
que la fraccion es decimal, porque un multiplo de 10 puede poseer un
factor distinto de 2 v 5 que, en caso de no estar en el numerador, haria
que la fraccion no sea decimal.

El analisis anterior nos permite aseverar que, lejos del mandato escolar
de dejar en su version irreducible cualquier fraccion, en muchas ocasiones, es
posible utilizar recursos diferentes, o incluso composicion de varios, a fin de
economizar calculos y/o mantener el control de los pasos seguidos.
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CONSIDERACIONES FINALES

En este trabajo hemos propuesto algunas ideas que permiten problematizar el
contenido Conjuntos numéricos, con la intencion de mostrar buena parte de su
complejidad vy, de esta manera, contribuir a repensar su ensenanza. A menudo
realizamos la problematizacion a partir de cuestionar la relacion entre ntimero
y representacion de un ntiimero y, en particular, entre niimero decimal y expre-
sion decimal de un numero. Elegimos plantear preguntas que, como sefialamos
a lo largo de la exposicion, nos permitieron poner en evidencia distintas propie-
dades, desnaturalizando de este modo los conceptos involucrados.

La larga construccion historica que concluye siglos después en la compleja
formalizacion matematica actual y los andlisis realizados sobre esta tematica, nos
permite afirmar que su aprendizaje dificilmente puede lograrse con un trabajo
concentrado Unicamente en los primeros afios de la escuela media y, menos aun,
si de lo que se trata es de aprender reglas y técnicas sin un control de sentido
vy sin que se justifiquen con la matematica disponible en este nivel. Por otro lado, la
presentacion axiomatica que tiene lugar en la formacion superior tampoco pone
en evidencia este largo proceso de construccion, va que, en general, no se realiza
un trabajo que ligue el inicio del estudio —propio de la escuela media- con lo
que se realiza mas adelante en este nivel. Estas visiones —tanto de la escuela
media como de la formacion superior- de lo que significa aprender estos conte-
nidos no permite poner al descubierto las dificultades propias de alumnos que
estan aprendiendo (concepciones, interpretaciones) y las propias del contenido
(epistemologicas).

La confusion entre ntimero decimal y expresion decimal revela una confusion
mas amplia entre el numero y su representacion. En la formacion superior, los
numeros decimales no se reconocen, en general, como conjunto numérico, y
a menudo se identifican como los néimeros con punto, lo que corresponde en
realidad a la representacion decimal, valida para todo ntimero real. Asi también,
la presentacion algebraica de los conjuntos numeéricos —donde generalmente
no se incluyen las distintas posibilidades de construir D- no es suficiente para
fundamentar matematicamente la ensenanza de estos temas en la escuela
media, donde el estudio de la estructura de los conjuntos no esta presente como
contenido.

Tal como sefialamos en distintos apartados del articulo, las preguntas que
hemos planteado no son de la misma indole que las que se podrian plantear
en el estudio de la estructura de los conjuntos v, por otro lado, las que aluden
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a otro tipo de escrituras semioticas no presentes explicitamente en la definicion
de los conjuntos plantea cuestionamientos sobre las mismas definiciones. Nos
referimos a cuestiones como las siguientes:

e Puesto que la definicion de numero racional alude a un cociente de niume-
ros enteros, ¢también un cociente de numeros decimales serd un ntimero
racional? ¢Y uno de fracciones?

* Los numeros decimales éson los numeros con punto?!!

» ¢Cudles son los numeros que se pueden escribir con base 10?Y équé rela-
ciones existen entre esas escrituras, las expresiones decimales y los niimeros
con punto?

A'lo largo del estudio didactico realizado, hemos ido identificando aspectos
constitutivos de los conceptos involucrados a partir de los cuales definimos cate-
gorias de analisis.

Estas categorias nos sirvieron como marco matematico-didactico de referen-
cia tanto para el analisis de las practicas educativas como de los libros de texto!?
y, fundamentalmente, para elaborar organizaciones didacticas pertinentes en el
aula.

Nos referimos a:

» Distincion entre nimero y representacion de un numero vy trabajo con
distintas representaciones, en particular, con la expresion canonica.

* Determinacion de la naturaleza de un ntimero e identificacion del con-
junto de referencia en la actividad matematica.

* Relaciones entre los conjuntos numericos.

Por ejemplo, la primera categoria permitiria analizar no solo como se definen
los nuimeros, sino también qué papel desemperian las representaciones, si se tra-
baja con diferentes representaciones, si se seleccionan seglin la tarea por realizar,
si se busca la expresion canonica, etcétera.

' Ta denominacion “numeros con punto” corresponde en otros paises a la expresion
“niimeros con coma’.

12 “Organizaciones matematicas en torno a las expresiones decimales en los libros de
texto”, Revista Arandu, num. 5, DGES, Provincia de Corrientes, 2010; “Estudio comparativo
de las organizaciones matematicas en torno a las expresiones decimales en los libros de texto”,
Revista Arand, num. 5, DGES, Provincia de Corrientes, 2010.
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El estudio realizado nos proporciona un conjunto de criterios que considerar
a la hora de organizar la ensenanza. En primer término, que el conocimiento de
la actual formalizacion matematica no basta para organizar su ensefianza en el
nivel medio. Que es necesario indagar sobre los recursos al alcance de los alum-
nos para validar las afirmaciones que hagan, teniendo en cuenta el nivel escolar en
el que se encuentran. Muchos de los recursos de los que dimos cuenta en este
trabajo no podrian ser objeto de estudio en este nivel. Es necesario un trabajo
sistematico con los distintos tipos de representaciones y sus formas de equiva-
lencia y no pueden quedar reducidas a la mera manipulacion de simbolos carente
de significacion. No tendria sentido organizar una ensefianza de Unicamen-
te reglas, por un lado, porque son demasiadas y muy complejas vy, por otro, por-
que es necesario entender y tener recursos de control sobre lo que se hace.

No estamos pensando que todas las preguntas pueden ser planteadas en cual-
quier nivel de aprendizaje, pero si que sera necesario tenerlas presentes cuando
se quiera analizar libros o elaborar propuestas de ensenanza y, por supuesto,
deberian ser parte de la formacion de profesores. No solo deben disponer de las
herramientas que justifiquen matematicamente los conocimientos, sino también
deben poder reconocer cudles son las maneras posibles de justificacion en el
nivel medio.
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