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Choquet 積分の Vitali 型収束定理

信州大学工学部 河邊 淳

Jun Kawabe

Faculty of Engineering, Shinshu University

1 はじめに

抽象 Lebesgue 積分の収束に関する Vitali の定理によれば,有限測度空間 (\mathrm{X}, A,  $\mu$) 上

の可測関数列 \{f_{n}\}_{n\in \mathrm{N}} が一様  $\mu$‐可積分で,  f_{n} が可測関数 f に  $\mu$‐測度収束すれば,  f は  $\mu$-

可積分で,

\displaystyle \int_{X}|f_{n}-f|d $\mu$\rightarrow 0 ) \displaystyle \int_{X}f_{n}d $\mu$\rightarrow\int_{X}fd $\mu$
が成り立つ.この結果はLebesgue積分論における最深の収束定理である.実際,他の重

要な積分収束定理,例えば,有界収束定理や優収束定理は,このVitaliの収束定理から導

かれる [12].
近年,人間が行う評価や意思決定に関わる諸問題を取り扱うには,加法性を仮定しない

測度である �非加法的測度� と,その積算概念としての �非線形積分� が有効であること

が認識されてきた [3, 9, 16, 18, 19]. 非線形積分は幾つか提案されているが,その中でも

Choquet 積分 [1] は,非加法的測度が  $\sigma$‐加法的なときは抽象 Lebesgue 積分と一致するこ

とから,理論と応用の両面で特に重要である.

この講演では,Choquet 積分とその対称/反対称拡大に対して Vitali 型の収束定理が成

り立つことと,その定理からChoquet積分の有界収束定理や優収束定理が演繹されること

を報告する.従前の研究結果の紹介や定理の証明を含むより詳細な内容については [8] を

見よ.また,非加法的測度や非線形積分の数学的な展開に焦点を当てた日本語による解説

は [5] が詳しい.

2 記号と準備

Xは空でない集合, \mathcal{A} はXの部分集合からなる集合体とする.関数 f :  X\rightarrow [-\infty, \infty]
(は,任意の t \in [-\infty, \infty] に対して, \{f \geq t\} := \{x \in X: f(x) \geq t\} \in \mathcal{A}, \{f > t\} :=

\{x \in X: f(x) >t\} \in \mathcal{A} のときん可測といい,その全体を \mathcal{F}(\mathrm{X}) で表す.任意の定数

関数や任意の集合 A \in  A の定義関数 $\chi$_{A} は \mathcal{A}‐可測である.また, f と g が \mathcal{A}‐可測 , c

が実数ならば, f^{+} :=f\vee 0, f^{-} :=(-f)\vee 0, |f| :=f\vee(-f) , cf, f+c, (f-c)^{+},

数理解析研究所講究録
第2041巻 2017年 184-190

184



f\vee g, f\wedge g はすべて \mathcal{A}‐可測となる.以下では, \mathcal{F}_{r}(X) := {f \in \mathcal{F}(X) : f は実数値},

\mathcal{F}^{+}(\mathrm{X}) :=\{f\in \mathcal{F}(X): f\geq 0\}, \mathcal{F}_{r}^{+}(\mathrm{X}):=\{f\in \mathcal{F}_{r}(X): f\geq 0\} とおく.

定義1. [2, 10, 18] 集合関数  $\mu$:\mathcal{A}\rightarrow[0, \infty] は次の2つの条件

(i)  $\mu$(\emptyset)=0 (下方有界性)

(ii) A, B\in \mathcal{A} で A\subset B ならば  $\mu$(A) \leq $\mu$(B) (単調増加性)

を満たすとき非加法的測度といい,その全体を \mathcal{M}(X) で表す.特に,  $\mu$(X) < \infty のとき

 $\mu$ は有限といい, \mathcal{M}_{b}(\mathrm{X}) :=\{ $\mu$\in \mathcal{M}(X): $\mu$(X) <\infty\} とおく.  $\mu$ が有限なとき,その双

対測度 \overline{ $\mu$} を

\overline{ $\mu$}(A) := $\mu$(X)- $\mu$(A^{c}) , A\in \mathcal{A}

で定義する.ただし, A^{c} は集合 A の補集合を表す.

通常の測度論の結果を非加法的測度の枠組みで定式化する際には,非加法的測度に  $\sigma$‐加

法性に代わる何らかの �擬加法的� 性質を課す必要がある.次に紹介する自己連続性はその

ような擬加法的性質の中でも特に重要である.

定義2. [17]  $\mu$ \in \mathcal{M}(\mathrm{X}) とする.任意の A \in \mathcal{A} と任意の \{B_{n}\}_{n\in \mathbb{N}} \subset \mathcal{A} に対して,

 $\mu$(B_{n})\rightarrow 0 ならば  $\mu$(A\cup B_{n})\rightarrow $\mu$(A) かつ  $\mu$(A\backslash B_{n})\rightarrow $\mu$(A) のとき,  $\mu$ は自己連続と

いう .

例1 次の非加法的測度は自己連続である.

(1) 劣加法的,すなわち,任意の  A, B \in \mathcal{A} に対して, A\cap B = \emptyset ならば  $\mu$(A\cup B) \leq

 $\mu$(A)+ $\mu$(B) を満たす非加法的測度

(2) \displaystyle \inf\{ $\mu$(A): A\in \mathcal{A}, A\neq\emptyset\}>0 を満たす非加法的測度

(3) 歪測度,すなわち,各 A\in \mathcal{A} に対して,  $\mu$(A)= $\varphi$(m(A)) で定義された非加法的測

度.ただし, m は (X, \mathcal{A}) 上の有限加法的測度,  $\varphi$ : [0, m(X)]\rightarrow[0, \infty] は  $\varphi$(0) =0

を満たす連続な単調増加関数で,原点の近傍で狭義単調増加.

このように自己連続な非加法的測度の例は数多くあるが,次の例が示すように,非加法

的測度  $\mu$ が自己連続であっても,その双対測度 \overline{ $\mu$} は必ずしも自己連続とは限らない.

例2. (1) X := [0 ,
1 ] , 2^{X} はXのすべての部分集合からなる集合族とする.非加法的測

度  $\mu$ :  2^{X}\rightarrow[0 ,
1 ] を

 $\mu$(A):= \left\{\begin{array}{l}
1 \mathrm{i}\mathrm{f} A\neq\emptyset,\\
0 \mathrm{i}\mathrm{f} A=\emptyset
\end{array}\right.
で定義すると,  $\mu$ は劣加法的,それゆえ自己連続.しかし,その双対測度 \overline{ $\mu$} : 2^{X} \rightarrow [0 ,

1 ] は

\overline{ $\mu$}(A)= \left\{\begin{array}{l}
1 \mathrm{i}\mathrm{f} A=X,\\
0 \mathrm{i}\mathrm{f} A\neq X
\end{array}\right.
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となり,自己連続でない.

(2) X := [0 ,
1 ] , \mathcal{A} はXのLebesgue 可測集合からなる  $\sigma$‐集合体,  $\lambda$ は (X, \mathcal{A}) 上の

Lebesgue 測度とする.非加法的測度  $\mu$:A\rightarrow[0 ,
2 ] を

 $\mu$(A):= \left\{\begin{array}{ll}
1+ $\lambda$(A) & \mathrm{i}\mathrm{f} A\neq\emptyset,\\
0 & \mathrm{i}\mathrm{f} A=\emptyset
\end{array}\right.
で定義すると,  $\mu$ は劣加法的,それゆえ自己連続.しかし,その双対測度 \overline{ $\mu$}:\mathcal{A}\rightarrow[0 ,

2] は

\overline{ $\mu$}(A)= \left\{\begin{array}{ll}
2 & \mathrm{i}\mathrm{f} A=X,\\
 $\lambda$(A)  & \mathrm{i}\mathrm{f} A\neq X
\end{array}\right.
となり,自己連続でない.

3 Choquet 積分

非加法的測度による積算概念としては,次に紹介する Choquet積分の他に,Šipoš積
分 [15] , Sugeno 積分 [11, 16] , Shilkret 積分 [14, 20] などがよく用いられる.今回はそれ

らの中でも,数学的取り扱いが比較的容易で,非加法的測度が  $\sigma$‐加法的なときは通常の抽

象Lebesgue 積分と一致する Choquet 積分について考察する.

定義3. [1] ( $\mu$, f)\in \mathcal{M}(X)\times \mathcal{F}^{+}(\mathrm{X}) とする. f の  $\mu$ に関する Choquet 積分を

\displaystyle \mathrm{C}\mathrm{h}( $\mu$, f):=\int_{0}^{\infty} $\mu$(\{f>t\})dt
で定義する. f\in \mathcal{F}(\mathrm{X}) で \mathrm{C}\mathrm{h}( $\mu$, |f|) <\infty のとき,  f は(絶対)  $\mu$‐可積分という.

定義4. [13]  f の  $\mu$ に関する対称 Choquet 積分,反対称 Choquet 積分を,それぞれ

\mathrm{C}\mathrm{h}^{8}( $\mu$, f) :=\mathrm{C}\mathrm{h}( $\mu$, f^{+})-\mathrm{C}\mathrm{h}( $\mu$, f ( $\mu$, f)\in \mathcal{D}^{s}

\mathrm{C}\mathrm{h}^{a}( $\mu$, f) :=\mathrm{C}\mathrm{h}( $\mu$, f^{+})-\mathrm{C}\mathrm{h}(\overline{ $\mu$}, f ( $\mu$, f)\in \mathcal{D}^{a}

で定義する.ただし,

\mathcal{D}^{8}:= { ( $\mu$, f)\in \mathcal{M}(X)\times \mathcal{F}(X):\mathrm{C}\mathrm{h}( $\mu$, f^{+})<\infty または \mathrm{C}\mathrm{h}( $\mu$, f^{-})<\infty }
\mathcal{D}^{a}:= { ( $\mu$, f)\in \mathcal{M}_{b}(X)\times \mathcal{F}(X):\mathrm{C}\mathrm{h}( $\mu$, f^{+})<\infty または \mathrm{C}\mathrm{h}(\overline{ $\mu$}, f^{-})<\infty }

とする. ( $\mu$, f)\in \mathcal{D}^{s} で |\mathrm{C}\mathrm{h}^{s}( $\mu$, f)| <\infty のとき,  f は対称  $\mu$‐可積分といい, ( $\mu$, f)\in \mathcal{D}^{a}
で |\mathrm{C}\mathrm{h}^{a}( $\mu$, f)|<\infty のとき,  f は反対称  $\mu$‐可積分という.

定義4より,非加法的測度  $\mu$ が与えられたとき,関数  f に対して,  $\mu$‐可積分性, \overline{ $\mu$}‐可積

分性,対称  $\mu$‐可積分性,対称 \overline{ $\mu$}‐可積分性,反対称  $\mu$‐可積分性,反対称 \overline{ $\mu$}‐可積分性の計6
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つの可積分性が定義できる.しかし,次の命題が示すように,これら可積分性の間に成り

立つ相互関係はあまりにも貧弱である.

命題1. f\in \mathcal{F}(X) ,  $\mu$\in \mathcal{M}(\mathrm{X}) とする.

(1) f は  $\mu$‐可積分 \Rightarrow f^{+} と f^{-} 1は  $\mu$‐可積分 \Rightarrow f は対称  $\mu$‐可積分.

(2)  f^{+} と f^{-} が  $\mu$‐可積分であっても,  f が  $\mu$‐可積分とは限らない.

(3)  f の  $\mu$‐可積分性と  f の反対称  $\mu$‐可積分性は互いに独立な概念である.

(4)  f の  $\mu$‐可積分性 (対称  $\mu$‐可積分性,反対称  $\mu$‐可積分性) と  f の \overline{ $\mu$}‐可積分性 (対称 \overline{ $\mu$}-

可積分性,反対称 \overline{ $\mu$}‐可積分性) は互いに独立な概念である.

(5) f は  $\mu$‐可積分かつ \overline{ $\mu$}‐可積分 \Leftrightarrow f^{+} と f^{-} は  $\mu$‐可積分かつ \overline{ $\mu$}‐可積分 \Leftrightarrow f は対称  $\mu$‐可

積分,対称 \overline{ $\mu$}‐可積分,反対称  $\mu$‐可積分かつ反対称 \overline{ $\mu$}‐可積分.

(6)  $\mu$ は齢劣加法的 (k \geq 1) , すなわち,任意の A, B\in \mathcal{A} に対して,  A\cap B=\emptyset なら

ば  $\mu$(A\cup B) \leq $\mu$(A)+k $\mu$(B) とする.このとき, \overline{ $\mu$}\leq k $\mu$ となるので,  f は  $\mu$‐可積

分(対称  $\mu$‐可積分,反対称  $\mu$‐可積分) \Rightarrow f は \overline{ $\mu$}‐可積分 (対称 \overline{ $\mu$}‐可積分,反対称 \overline{ $\mu$}‐可

積分).

4 一様可積分性

Lebesgue 積分の場合と全く同様にして,Choquet 積分に対しても関数族の一様可積分

性,一様積分有界性,一様絶対連続性が定式化できる.

定義5.  $\mu$\in \mathcal{M}(X) , \mathcal{F}\subset \mathcal{F}(\mathrm{X}) は空でないとする.

(1) \displaystyle \sup_{f\in \mathcal{F}}\mathrm{C}\mathrm{h}( $\mu$, |f|)<\infty のとき, \mathcal{F} は一様  $\mu$‐積分有界という.

(2) 任意の  $\epsilon$>0 に対して,  $\delta$>0 が存在して,任意の A\in \mathcal{A} に対して,  $\mu$(A) < $\delta$ なら

ば \displaystyle \sup_{f\in \mathcal{F}}\mathrm{C}\mathrm{h}( $\mu$,  $\chi$_{A}|f\mathrm{D}< $\epsilon$ のとき, \mathcal{F} は一様  $\mu$‐絶対連続という.

(3) \displaystyle \lim_{c\rightarrow\infty}\sup_{f\in \mathcal{F}}\mathrm{C}\mathrm{h}( $\mu,\ \chi$_{\{|f|>c\}}|f|)=0 のとき, \mathcal{F} は一様  $\mu$‐可積分という.

次の命題の証明もLebesgue積分の場合とほぼ同様である.

命題2.  $\mu$\in \mathcal{M}_{b}(\mathrm{X}) , \mathcal{F}\subset \mathcal{F}(\mathrm{X}) は空でないとする.このとき, \mathcal{F} が一様  $\mu$‐可積分であ

るための必要十分条件は, \mathcal{F} が一様  $\mu$‐積分有界かつ一様  $\mu$‐絶対連続である.

次の命題は一様可積分な関数族の例を与えると同時に,Vitali型収束定理から有界収束

定理や優収束定理を導く際の橋渡しの役目も担っている.

命題3.  $\mu$\in \mathcal{M}(\mathrm{X}) , \mathcal{F}\subset \mathcal{F}(\mathrm{X}) は空でないとする.

(1) \mathcal{F} が一様  $\mu$‐本質的対称有界,すなわち,定数  c>0 が存在して,任意の f\in \mathcal{F} に対
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して,  $\mu$(\{f\geq c\})= $\mu$(\{f\leq-c\})=0 ならば, \mathcal{F}^{+} と \mathcal{F}^{-} は一様  $\mu$‐可積分.

(2)  $\mu$ は有限で, \mathcal{F} が一様  $\mu$‐本質的有界,すなわち,定数  c> 0 が存在して,任意の

f\in \mathcal{F} に対して,  $\mu$(\{f\geq c\})=0 かつ  $\mu$(\{f\geq-c\})= $\mu$(\mathrm{X}) ならば, \mathcal{F}^{+} は一様  $\mu$-

可積分.一方, \mathcal{F}^{-} は一様 \overline{ $\mu$}‐可積分.

(3)  $\mu$‐可積分な  g\in \mathcal{F}^{+}(\mathrm{X}) が存在して,任意の f\in \mathcal{F} に対して |f| \leq 9 とする.この関

数 g を \mathcal{F} の優関数という.このとき, \mathcal{F} は一様  $\mu$‐可積分.

(4) ある  p>1 に対して \displaystyle \sup_{f\in \mathcal{F}}\mathrm{C}\mathrm{h}( $\mu$, |f|^{p})<\infty ならば, \mathcal{F} は一様  $\mu$‐可積分.

注意1 (1)  $\mu$ が有限で,関数族 \mathcal{F} が一様有界,すなわち,定数 c>0 が存在して,任意

の f\in \mathcal{F} に対して |f| \leq c ならば, \mathcal{F} は一様  $\mu$‐本質的有界かつ一様  $\mu$‐本質的対称有界で

ある.

(2) 関数族の一様本質的有界性と一様本質的対称有界性は互いに独立な概念である.

(3) 命題3の(1) と (2) は,次の節で紹介するVitali型収束定理から有界収束定理を導

く際に,また,(3) は優収束定理を導く際に利用される.

5 Vitali 型収束定理

この節では紙面の都合上,非負関数族に対するVitali型収束定理だけを紹介する.以下

では (X, \mathcal{A}) は可測空間とする.

 $\mu$\in \mathcal{M}(X) , \{f_{n}\}_{n\in \mathbb{N}}\subset \mathcal{F}_{r}(\mathrm{X}) , f\in \mathcal{F}_{r}(\mathrm{X}) とする.任意の  $\epsilon$>0 に対して,

 $\mu$(\{|f_{n}-f|> $\epsilon$\})\rightarrow 0

のとき, \{f_{n}\}_{n\in \mathbb{N}} は f に  $\mu$‐測度収束するといい,  f_{n} \rightarrow^{ $\mu$}f とかく.明らかに, f_{n} \rightarrow^{ $\mu$}f
ならば, |f_{n}| \rightarrow^{ $\mu$}|f|, f_{n}^{+}\rightarrow^{ $\mu$}f^{+}, f_{n}^{-} \rightarrow^{ $\mu$}f^{-} である.

次の定理は Lebesgue 積分に対する Vitali の定理の非加法化/非線形化になっている.

定理1.  $\mu$\in \mathcal{M}_{b}(\mathrm{X}) とする.次の3つの条件は同値:

(i)  $\mu$ は自己連続.

(ii) 任意の \{f_{n}\}_{n\in \mathbb{N}}\subset \mathcal{F}_{r}^{+}(\mathrm{X}) と任意の f\in \mathcal{F}_{r}^{+}(\mathrm{X}) に対して, \{f_{n}\}_{n\in \mathbb{N}} が一様  $\mu$‐可積

分でん \rightarrow^{ $\mu$}f ならば, f も  $\mu$‐可積分で, \mathrm{C}\mathrm{h}( $\mu$, f_{n})\rightarrow \mathrm{C}\mathrm{h}( $\mu$, f) .

(iii) 任意の \{f_{n}\}_{n\in \mathrm{N}}\subset \mathcal{F}_{r}^{+}(X) と任意の f\in \mathcal{F}_{r}^{+}(X) に対して, \{f_{n}\}_{n\in \mathbb{N}} が一様 \overline{ $\mu$}‐可積

分で f_{n}\rightarrow^{ $\mu$}f ならば, f も \overline{ $\mu$}‐可積分で, \mathrm{C}\mathrm{h}(\overline{ $\mu$}, f_{n})\rightarrow \mathrm{C}\mathrm{h}(\overline{ $\mu$}, f) .

注意2. (1) 定理1の (\mathrm{i})\Leftrightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}) では,双対測度 \overline{ $\mu$} ではなく,元の測度  $\mu$ の自己連続性と

 $\mu$‐測度収束性を仮定している点に注意せよ.  $\mu$ が自己連続ならば  f_{n} \rightarrow^{ $\mu$}f から f_{n} \rightarrow^{ $\mu$\overline{}}f
は従うが,例2より \overline{ $\mu$} は自己連続とは限らないので, (\mathrm{i})\Leftrightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}) は (\mathrm{i})\Leftrightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i}) からの自明な帰

結ではない.
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(2)  $\mu$ が  k‐劣加法的 (k\geq 1) , 特に劣加法的ならば, \overline{ $\mu$}\leq k $\mu$ となるので,一様  $\mu$‐可積分

性から一様 \overline{ $\mu$}‐可積分性が導ける.

(3) 定理1と同様の主張が , 対称Choquet積分や反対称Choquet積分に対しても成り
立つ.

(4) 定理1において  $\mu$ はさらに強順序連続,すなわち,任意の \{A_{n}\}_{n\in \mathbb{N}} \subset \mathcal{A} と任意

の A\in \mathcal{A} に対して, A_{n}\downarrow A で  $\mu$(A) =0 ならば  $\mu$(A_{n}) \downarrow 0 であるとする.このとき,

\{f_{n}\}_{n\in \mathbb{N}} が f に  $\mu$‐概収束すれば  $\mu$‐測度収束するので,Vitali 型収束定理は概収束する関

数列に対しても成り立つ.

6 今後の課題

命題3より,一様有界な関数族や優関数をもつ関数族はChoquet積分に関して一様可積

分となるので,Choquet 積分,対称 Choquet 積分,反対称 Choquet 積分の有界収束定理

や優収束定理は,定理1とその対称Choque積分,反対称Choquet積分への拡張命題から

直ちに得られる.

非加法的測度論では,今回取り扱ったChoquet積分の他に,Šipos積分,Sugeno積分,
Shilkret 積分などの非線形積分がよく用いられる.それゆえ,これら非線形積分に対して

も同様の定式化が可能かどうかを考察することは非常に重要である.また,[4, 6, 7] などの

研究指針に基づき,最終的には,非線形積分の種類によらない汎用的なVitali型収束定理

を確立することが今後の課題である.
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