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Nonoscillation of quasi‐periodic Mathieu equations
with two frequencies

石橋和葵 (Kazuki Ishibashi)

島根大学大学院総合理工学研究科

Interdisciplinary Graduate School of

Science and Engineering, Shimane University

1 序文

遊具のブランコの一人乗りの揺らし方は,いくつかのパラメータを周期的に変化させる
ことによって振幅が拡大する振動現象である.このような現象をパラメータ励振と呼ぶ.

パラメータ励振系のメカニズムをもつ物理現象はブランコだけではなく,支点が上下する

倒立振り子や鉄道車両におけるパンタグラフの架線からの離線現象などが挙げられる.

パラメータ励振の先駆的研究として,Mathieu[10] は楕円型太鼓膜の振動に関する研究

を行い,次の2階線形微分方程式

x''+(- $\alpha$+ $\beta$\cos(2t))x=0

を導いた (ただし,  $\alpha$ と  $\beta$ は任意の実数である) . この方程式は後に彼の名前をとってマ

シュー方程式 (Mathieu equation) と呼ばれている.パラメータ励振系の他の運動方程式

もマシュー型方程式に帰着できる場合が多い.また,マシュー型方程式やそれを拡張した
方程式は物理および工学分野において広く応用されている (例えば,[11] を参照せよ) .

マシュー方程式は次の方程式

\ddot{y}+(-\tilde{ $\alpha$}+\tilde{ $\beta$}\sin s)y=0

に同値変換できる (ただし, \cdot=d/ds, \tilde{ $\alpha$}= $\alpha$/4, \tilde{ $\beta$}= $\beta$/4 である) 実際,マシュー方

程式の解を x(t) とし, s=2t+ $\pi$/2 かつ y(s)=x(t) と変数変換をすれば

\displaystyle \dot{y}=x'\frac{dt}{d_{\mathcal{S}}}=\frac{1}{2}x'
であるから

\displaystyle \ddot{y}=\frac{1}{2}x''\frac{dt}{ds}=\frac{1}{4}( $\alpha$- $\beta$\cos(s-\frac{ $\pi$}{2}))x= (\tilde{ $\alpha$}-\tilde{ $\beta$}\sin s)y
が得られる.マシュー方程式とその同値な方程式のすべての非自明解が振動するための十

分条件は El‐Sayed [5], Leighton [9], Sun et al. [15] によって既に得られている.
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最近,Ishibashi‐Sugie [7] はマシュー方程式をより一般化した方程式

 x''+(- $\alpha$+ $\beta$\cos( $\omega$ t))x=0 (1.1)

の解の振動性を考察し,すべての非自明解が振動もしくは振動しないことを保証するパラ
メータ ( $\alpha$,  $\beta,\ \omega$) 条件を以下のように与えた.

定理 A.

もし

 $\alpha$>0 かつ | $\beta$| \geq $\omega$\sqrt{2 $\alpha$}+ $\alpha$

ならば,方程式 (1.1) のすべての非自明解は振動する.

定理 B.

もし

(\mathcal{Y}\geq 0 かつ |,-\displaystyle \mathrm{j}1|\leq\frac{ $\omega$\sqrt{2 $\alpha$}}{2}+ $\alpha$
ならば,方程式 (1.1) のすべての非自明解は振動しない.

方程式 (1.1) において,正の実数  $\omega$ は周波数に相当している.定理 \mathrm{A} と定理 \mathrm{B} の条件か

ら周波数  $\omega$ が大きいとき,方程式 (1.1) のすべての非自明解は振動しにくく,小さいと振

動しやすいことが分かる.また,定理 \mathrm{A} の振動条件は先行研究 [5, 9, 15] を拡張している

(詳しくは,[7] の第4節を見よ).
方程式 (1.1) の係数項 - $\alpha$+ $\beta$\cos( $\omega$ t) は言うまでもなく周期関数である.しかし,実際

の物理モデルではしばしば係数項が非周期的なモデルが現れる.そのため,我々は係数項

が非周期的な場合にも適用可能な結果を得るため,2つの周波数をもつ2階線形微分方

程式

x''+(- $\alpha$+ $\beta$\cos($\omega$_{1}t)+ $\gamma$\cos($\omega$_{2}t))x=0 (1.2)

を考える.ここで,新たに加えたパラメータ  $\gamma$ は任意の実数であり,周波数  $\omega$_{1} と $\omega$_{2} は正

の実数である.もし  $\gamma$=0 もしくは  $\beta$=0 のとき,方程式 (1.2) は方程式 (1.1) となる.ま

た, $\omega$_{1}=$\omega$_{2} の場合も方程式 (1.1) に帰着できる.したがって,本稿では $\omega$_{1}\neq$\omega$_{2} を仮定し

て,話を進める.

方程式 (1.2) の係数項 - $\alpha$+ $\beta$\cos($\omega$_{1}t)+ $\gamma$\cos($\omega$_{2}t) は, $\omega$_{1}/$\omega$_{2} が有理数ならば,周期関
数であり, $\omega$_{1}/$\omega$_{2} が無理数ならば,周期関数ではない.後者の場合,方程式 (1.2) は準周

期マシュー方程式 (quasi‐periodic Mathieu equation) と呼ばれている (例えば,[12, 22] を

参照せよ). 準周期マシュー方程式の安定性理論は活発的に研究されている ([2, 4, 12, 22]
を参照せよ) が,振動理論については報告されていない。

本稿では,方程式 (1.2) のすべての非自明解が振動しないことを保証する十分条件を与

えたい.まず,解の振動性に関する基礎知識を紹介するため,方程式 (1.2) より一般的な

方程式

x''+c(t)x=0 (1.3)
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を考える (ただし,係数 \mathrm{c}(t) は実連続関数である) 方程式 (1.3) の初期値に関する解の

一意性とすべての解の時間大域的存在性は保証されているので,方程式 (1.3) のすべての

解に対する解の振動性を議論することができる。方程式 (1.3) の非自明解が振動するとは,

解が発散する無限個の零点列をもつときをいう.すなわち,方程式 (1.3) のある非自明解

x(t) に対して

 x(t_{n})=0, n=1, 2, \displaystyle \cdot\cdot , \lim_{n\rightarrow\infty}t_{n}=\infty
を満たす数列 \{t母盤1が存在するとき,その解は振動するという.逆に,方程式 (1.3) の

非自明解が振動しないとは,解が有限個の零点しかもたないときをいう。すなわち,方程

式(1.3) のある非自明解が十分大きな時刻がに対して

x(t)\neq 0 (t\geq t^{*})

を満たすとき,その解は振動しないという.また,方程式 (1.3) のような線形微分方程式

の場合,スツルムの分離定理から,一つの解が振動しないならば,すべての非自明解も振
動しないことがよく知られている (例えば,[16, p.5] を見よ) .

方程式 (1.3) に対する振動問題は古くから現在まで研究されてきた.例えば,スツルム
の比較定理 ([16, p. 45] 参照) から,十分大きな時刻 t に対して,係数 \mathrm{c}(t) が非正ならば,

方程式 (1.3) のすべての非自明解は振動しない.また,係数 \mathrm{c}(t) が

\displaystyle \int^{\infty}c(t)dt=\infty
を満たすならば,方程式 (1. 3) のすべての非自明解は振動する.これはLeighton‐Wintner
の振動定理と呼ばれている ([16, p.45]を見よ) .

これらの結果を方程式 (1.2) に適応すれば

 $\alpha$\geq | $\beta$|+| $\gamma$| (1.4)

ならば,方程式 (1.2) のすべての非自明解は振動しない.実際,任意の t\geq 0 に対して

- $\alpha$+ $\beta$\cos($\omega$_{1}t)+ $\gamma$\cos($\omega$_{2}t)\leq - $\alpha$+| $\beta$|+| $\gamma$| \leq 0

であるから,方程式 (1.2) のすべての非自明解は振動しないことが分かる.また,Leighton‐
Wintner の振動定理から

\displaystyle \int_{0}^{t}(- $\alpha$+ $\beta$\cos($\omega$_{1}s)+ $\gamma$\cos($\omega$_{2}s))ds= [- $\alpha$ s+\displaystyle \frac{ $\beta$}{$\omega$_{1}}\sin($\omega$_{1}\mathcal{S})+\frac{ $\gamma$}{$\omega$_{2}}\sin($\omega$_{2}s)]_{0}^{t}
=- $\alpha$ t+\displaystyle \frac{ $\beta$}{$\omega$_{1}}\sin($\omega$_{1}t)+\frac{ $\gamma$}{$\omega$_{2}}\sin($\omega$_{2}t)
\displaystyle \geq- $\alpha$ t-\frac{ $\beta$}{$\omega$_{1}}-\frac{ $\gamma$}{$\omega$_{2}}

を得る。したがって,  t\rightarrow\infty のとき,  $\alpha$<0 ならば,方程式 (1.2) のすべての非自明解は

振動する.以上の理由から,考察すべき場合は

0\leq $\alpha$<| $\beta$|+| $\gamma$| (1.5)
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である.本稿では,(1.5) の場合にも適用可能な方程式 (1.2) のすべての非自明解が振動し

ないことを保証する条件を報告する.

\underline{\mathrm{r}\mapsto}\mathrm{I}田11

-- Iffl t .

方程式 (1.2) において,2つの周波数比 $\omega$_{1}/$\omega$_{2} が有理数であれば,係数は周期関数であ

るが,比が無理数であれば,係数は周期関数ではない.したがって,比が無理数であると
きは,ヒル方程式 (Hill equation) には属さない.定理1.1と定理1.2は方程式 (1.2) の係

数が周期的であってもなくても適用することができる.パラメータッが零であるとき,方
程式 (1.2) の周波数は1種類となるので,  $\omega$_{1}= $\omega$ とみなしてよい.したがって,このとき,
定理1.1は定理 \mathrm{B} に一致する.同様に,パラメータ  $\beta$ が零であるとき,  $\omega$_{2}= $\omega$ となり,定
理1.2は定理 \mathrm{B} に一致する.

本稿の構成は次の通りである.第2節では,相平面解析を利用して得られる非振動定

理を紹介する.第3節では,2節で紹介した非振動定理を利用して,定理1.1を証明する.
定理1.2は,定理1.1と同様な手法で証明できるため,省略する.

2 減衰項付き2階線形微分方程式の非振動定理

2階線形微分方程式

y''+a(t)y'+b(t)y=0 (2.1)

を考える.ただし, a(t) は連続的微分可能かつ b(t) は連続関数である.一般に方程式 (2.1)

の左辺の第二項を減衰項と呼び,左辺の第三項を復元項と呼ぶ.この方程式は,振り子

やバネの運動などの振動現象を記述する微分方程式のモデルとして有名であり,純粋数学
のみならず応用化学,工学の分野で取り扱われる.このような理由から,方程式 (2.1) や

それを一般化した非線形微分方程式のすべての非自明解が振動または振動しないことを

保証する条件を見つけるため,多くの論文が挙げられている.例えば,参考文献として

[1 , 3, 6, 8, 13, 14, 17−21] を挙げることができる.
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この節では,[14] を参考にして,相平面解析を用いることで,定理1.1及び定理1.2を
証明するために必要な非振動定理を紹介する.

任意の実数 h とんは h\geq k>0 を満たすとして,次の台形領域

T (h
) k) = { (u, v):2h-k\leq u\leq 2h+k and 0\leq v\leq hu-h^{2} }

を定義する.このとき,以下の非振動定理を与える.

定理2.1.

十分大きな時刻 t_{0} で,任意の  t\geq あに対して,

(a(t), b(t))\in T( $\rho$,  $\sigma$)

を満たすような,ある実数  $\rho$ と  $\sigma$ が存在すると仮定する.ただし,実数  $\rho$ と  $\sigma$ は  $\rho$\geq
 $\sigma$>0 を満たす.このとき,方程式 (2.1) のすべての非自明解は振動しない.

注意2.1. 台形領域 T(h , 紛は領域

D= { (u, v):u\geq 0 and 0\leq v\leq u^{2}/4 }

内に含まれる.なぜなら, (u, v)\in T(h, k) のとき, u\geq 2h-k\geq h>0 かつ

0\displaystyle \leq v\leq hu-h^{2}=\frac{u^{2}}{4}- (\frac{u^{2}}{4}-hu+h^{2})
=\displaystyle \frac{u^{2}}{4}- (\frac{u}{2}-h^{2})^{2}\leq\frac{u^{2}}{4}

であるから, (u, v)\in D となる.

定理2.1の証明.方程式 (2.1) は振動する解 y(t) をもつとする. z=y' とおくとき,方程式

(2.1) は方程式系

y'=z, z'=-b(t)y-a(t)z (2.2)

となる.方程式 (2.1) は振動する解をもつことから,方程式系 (2.2) の正の解軌跡は無限時

間原点のあたりを時計回り方向に回転する.

以下,集合 T=T( $\rho$,  $\sigma$) と表す.任意の t\geq t_{0} に対して, (a(t), b(t)) \in T の仮定から,

ある時刻 t で

0\leq b(t) \leq pa(t)-$\rho$^{2} (2.3)

が成り立つ.また a(t) が有界であるから

u_{0}=\displaystyle \sup_{t\geq \mathrm{t}_{0}}a(t) \mathrm{r}\backslash (2.4)

とする.ただし,  0< $\rho$\leq 2 $\rho$- $\sigma$\leq u_{0}\leq 2 $\rho$+ $\sigma$ である.  t_{1} \geq t0 に対して, a(t_{1})=u_{0} と

なるような時刻 t_{1} を決める.このとき,  t_{1}=\infty の場合も考えられる.集合  T は閉集合で

あるから, (u0, b(t_{1}))\in T である.また,(2.3) と(2.4) から

0\leq b(t_{1}) \leq $\rho$ u_{0}-$\rho$^{2}=v_{0}
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が分かる.

方程式系 (2.2) の正の解軌跡と比較することを目的に,(2.4) で定めた u_{0} と v_{0} を係数に

もつ方程式系

y'=z, z'=-v_{0}y-u_{0}z (2.5)

を考える.(2.4) で定めた v_{0} =pu0-$\rho$^{2} を考慮すると,方程式系 (2.5) は解 (y(t), z(t)) =

( -e^{- $\rho$ t}
)  $\rho$ e^{- $\rho$ t} ) をもつ.さらに,方程式系 (2.5) の解曲線は任意の y<0 に対して, z=- $\rho$ y

によって与えられる.また

 $\rho$=\displaystyle \frac{$\rho$^{2}}{u_{0}}+\frac{v_{0}}{u_{0}}>\frac{v_{0}}{u_{0}}
であることから,領域

R_{2}= { (y, z):y<0 and -(v_{0}/u_{0})y<z<- $\rho$ y }

を定義する.領域 R_{2} は (y, z) 平面において,第2象限である.

以下,方程式系 (2.2) と方程式系 (2.5) のベクトル場について考える.方程式系 (2.2) の

ベクトル場から,方程式系 (2.2) の正の解軌跡は無限時間原点のあたりを時計回り方向に

回転していた.したがって,任意の t= $\tau$\geq t_{0} に対して,方程式系 (2.2) の正の解軌跡が

通り抜ける点 P\in R_{2} を P=(y_{1}, \mathrm{z}_{1}) とする.このとき,任意の y<0 に対して,

y_{1} <0<z_{1}<- $\rho$ y_{1} (2.6)

であることに注意して,点 P から出発する方程式系 (2.2) の正の解軌跡を $\Gamma$^{+}(\mathrm{P}) と表す.

一方, $\Gamma$^{+}(P) と比較するため,点 P から出発する方程式系 (2.5) の正の解軌跡を $\gamma$^{+}(\mathrm{P}) と

する.方程式系 (2.5) が自励系であることから, $\gamma$^{+}(\mathrm{P}) は解曲線 z=-四に交わらないこ
とは初期値問題の一意性から分かる.領域 R_{2} 内において,方程式系 (2.5) のベクトル場を

考慮すれば, $\gamma$^{+}(P) は x\rightarrow 0^{-} のとき,原点に近づくことが分かる.一方, $\Gamma$^{+}(P) が領域

R_{2} を去るとき,正の z 軸にぶつかる.なぜなら,正の解軌跡 $\Gamma$^{+}(P) は時計回り方向に回

転しているからである. $\gamma$^{+}(P) と $\Gamma$^{+}(\mathrm{P}) の動きから,それぞれの正の解軌跡の傾きは

-\displaystyle \frac{u_{0}z_{1}+v_{0}y_{1}}{z_{1}}\leq-\frac{a( $\tau$)z_{1}+b( $\tau$)y_{1}}{z_{1}} (2.7)

をみたす点 P をとることができる.ただし,必要ならば R_{2} 内の他の点と点 P を変更する

ことは可能である.(2.3) と(2.4) から

v_{0}-b( $\tau$)= $\rho$ u_{0}-$\rho$^{2}-b( $\tau$)
\geq $\rho$ a( $\tau$)-$\rho$^{2}-b( $\tau$) \geq 0
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であることに注意して,(2.3) と(2.6) を利用すれば

a( $\tau$)z_{1}+b( $\tau$)y_{1}=u_{0}z_{1}+v_{0}y_{1}-(u_{0}-a( $\tau$))z_{1}-(v_{0}-b( $\tau$))y_{1}

>u_{0}z_{1}+v_{0}y_{1}-(u_{0}-a( $\tau$))z_{1}+(v_{0}-b( $\tau$))\displaystyle \frac{z_{1}}{ $\rho$}
=u_{0}z_{1}+v_{0}y_{1}-(u_{0}-a( $\tau$))z_{1}+( $\rho$ u_{0}-$\rho$^{2}-b( $\tau$))\displaystyle \frac{z_{1}}{p}
=u_{0}z_{1}+v_{0}y_{1}+z_{1}(a( $\tau$)- $\rho$-\displaystyle \frac{b( $\tau$)}{ $\rho$})
\geq u_{0}z_{1}+v_{0}y_{1}

を得る.したがって,(2.7) に矛盾する.ゆえに,方程式 (2.1) のすべての非自明解は振動

しない.□

3 主定理の証明

定理1.1を証明するため,方程式 (1.3) と減衰項をもつ方程式 (2.1) の同値変換を与える.

方程式 (1.3) に対して,

x=y\displaystyle \exp(\frac{1}{2}.J_{0}^{t}a( $\tau$)d $\tau$)
とする.次の条件

\displaystyle \frac{1}{4}a^{2}(t)+\frac{1}{2}a'(t)+c(t)=b(t) (3.1)

が成立するならば

x''+c(t)x= (y''+a(t)y'+(\displaystyle \frac{1}{4}a^{2}(t)+\frac{1}{2}a'(t)+c(t))y) \displaystyle \times\exp(\frac{1}{2}\int_{0}^{\mathrm{t}}a( $\tau$)d $\tau$)
= (y''+a(t)y'+b(t))\displaystyle \exp(\frac{1}{2}\int_{0}^{t}a( $\tau$)d $\tau$)

であることから,方程式 (1.3) のすべての非自明解が振動しないことと,方程式 (2.1) のす

べての非自明解が振動しないことは同値である.この同値変換と定理2.1を用いて,定理
Ll の証明を行う.

定理1.1の証明.Leighton‐Wintner の振動定理から,  $\alpha$<0 の場合の方程式 (1.2) のすべて

の非自明解が振動することは第1節で述べた.したがって,  $\alpha$\geq 0 とする.最初に  $\beta$\geq 0
の場合を考える.  $\alpha$=| $\gamma$| のとき,定理1.1の条件 (1.6) から  $\beta$=0 であり,方程式 (1.2) は

x''+ $\alpha$(-1+\cos($\omega$_{2}t))x=0 (3.2)

となる.方程式 (3.2) の係数は任意の t>0 に対して

 $\alpha$(-1+\cos($\omega$_{2}t)) \leq 0
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である.したがって,スツルムの比較定理から方程式 (3.2) のすべての非自明解は振動し

ない.以下,  $\alpha$> | $\gamma$| の場合を考える.

第1節でも紹介したが,条件 (1.4) ならば,方程式 (1.2) のすべての非自明解は振動しな

い.したがって,条件 (1.5) と t\mathcal{Y}>| $\gamma$| の仮定のもとで証明を続ける.

ここで,ある2つの定数  $\rho$ と  $\sigma$ を

 $\rho$=\displaystyle \frac{ $\beta$+| $\gamma$|- $\alpha$}{$\omega$_{1}}+\sqrt{\frac{( $\beta$+| $\gamma$|- $\alpha$)^{2}}{$\omega$_{1}^{2}}+2 $\alpha$} , (3.3)

 $\sigma$=\displaystyle \frac{2( $\beta$+| $\gamma$|- $\alpha$)}{$\omega$_{1}}
と定める。ただし,条件 (1.5) から p と  $\sigma$ は  $\rho$\geq $\sigma$>0 を満たして,  $\alpha$ と  $\beta$,  $\gamma$ に依存する

正の実数である。さらに,(3.3) を用いて,方程式 (2.1) の係数項  a(t) と b(t) を

a(t)=2 $\rho$- $\sigma$\sin($\omega$_{1}t) ,

b(t)= $\alpha$+ $\rho \sigma$(1-\displaystyle \sin($\omega$_{1}t))+( $\alpha$-| $\gamma$|)\cos($\omega$_{1}t)+ $\gamma$\cos($\omega$_{2}t)+\frac{$\sigma$^{2}}{4}\sin^{2}($\omega$_{1}t)
(34)

と定めれば,直接計算から(3.1) を満たす.したがって,(3.4) をもつ方程式 (2.1) と方程式

(1.2) は同値である.

以下,(3.4) をもつ方程式 (2.1) が定理2.1を満たすことを確認していく.  $\alpha$>| $\gamma$| と(3.3)
から,任意の t>0 に対して

\sqrt{\frac{( $\beta$+| $\gamma$|- $\alpha$)^{2}}{$\omega$_{1}^{2}}+2 $\alpha$}=2 $\rho$- $\sigma$\leq a(t)
\displaystyle \leq 2 $\rho$+ $\sigma$=\frac{4( $\beta$+| $\gamma$|- $\alpha$)}{$\omega$_{1}}+2\sqrt{\frac{( $\beta$+| $\gamma$|- $\alpha$)^{2}}{$\omega$_{1}^{2}}+2 $\alpha$}

かつ

b(t)\displaystyle \geq \frac{$\sigma$^{2}}{4}\mathrm{s}\mathrm{m}^{2}($\omega$_{1}t)\geq 0
であり,さらに任意の t>0 に対して

\displaystyle \frac{1}{4}a^{2}(t)-b(t)=$\rho$^{2}- $\alpha$- $\rho \sigma$-( $\alpha$-| $\gamma$|)\cos($\omega$_{1}t)- $\gamma$\cos($\omega$_{2}t)
= $\alpha$-( $\alpha$-| $\gamma$|)\cos($\omega$_{1}t)- $\gamma$\cos($\omega$_{2}t)

\geq $\alpha$-( $\alpha$-| $\gamma$|)-| $\gamma$|=0

が分かる.したがって,任意の t>0 に対して, (a(t), b(t))\in D=\{(u, v):u\geq 0 and  0\leq

 v\leq u^{2}/4\} である.

ここで, u=a(t) かつ v=b(t) とおく.(3.4) から,  2 $\rho$- $\sigma$\leq u\leq 2 $\rho$+ $\sigma$ 及び

\displaystyle \sin($\omega$_{1}t)=\frac{2 $\rho$-u}{ $\sigma$} \hslash 1^{\vee\supset} \cos($\omega$_{1}t)=\pm\sqrt{1-\frac{(2 $\rho$-u)^{2}}{$\sigma$^{2}}}
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であるから

v= $\alpha$+ $\rho \sigma$- $\rho$(2 $\rho$-u)\displaystyle \pm( $\alpha$-| $\gamma$|)\sqrt{1-\frac{(2 $\rho$-u)^{2}}{$\sigma$^{2}}}+ $\gamma$\cos($\omega$_{2}t)+\frac{(2 $\rho$-u)^{2}}{4}
を得る.いま,  2 $\rho$- $\sigma$\leq u\leq 2 $\rho$+ $\sigma$ に対して,2つの関数  g_{+}(u) と 9-(u) を

g_{+}(u)= $\alpha$+p $\sigma$- $\rho$(2 $\rho$-u)+( $\alpha$-| $\gamma$|)\displaystyle \sqrt{1-\frac{(2 $\rho$-u)^{2}}{$\sigma$^{2}}}+| $\gamma$|+\frac{(2 $\rho$-u)^{2}}{4}
かつ

9-(u)= $\alpha$+ $\rho \sigma$- $\rho$(2 $\rho$-u)-( $\alpha$-| $\gamma$|)\displaystyle \sqrt{1-\frac{(2 $\rho$-u)^{2}}{$\sigma$^{2}}}-| $\gamma$|+\frac{(2 $\rho$-u)^{2}}{4}
と定義して,領域 S を

S= { (u, v):2 $\rho$- $\sigma$\leq u\leq 2 $\rho$+ $\sigma$ and  g_{-}(u) \leq v\leq 9+(u) }
と定める.明らかに領域 S は有界かつ閉じた集合であり,任意の t>0 に対して, (a(t), b(t)) \in

 S である.簡単のため,関数 g_{+}(u) と g_{-}(u) を

g_{+}(u)=\displaystyle \frac{u^{2}}{4}-( $\alpha$-| $\gamma$|)(1-\sqrt{1-\frac{(2 $\rho$-u)^{2}}{$\sigma$^{2}}})
及び

9-(u)=\displaystyle \frac{u^{2}}{4}-( $\alpha$+| $\gamma$|)-( $\alpha$-| $\gamma$|)\sqrt{1-\frac{(2 $\rho$-u)^{2}}{$\sigma$^{2}}}
と書き換える.  2 $\rho$- $\sigma$\leq u\leq 2 $\rho$+ $\sigma$ と  $\alpha$> | $\gamma$| を考慮すると,

9+(u) \displaystyle \leq \frac{u^{2}}{4}
かつ

g_{-}(u) \displaystyle \geq/J^{2}-p $\sigma$+\frac{$\sigma$^{2}}{4}-(rx+| $\gamma$|)-( $\alpha$-\mathrm{M}|)
=2 $\alpha$+ $\rho \sigma$- $\rho \sigma$+\displaystyle \frac{$\sigma$^{2}}{4}-( $\alpha$+| $\gamma$|)-( $\alpha$-| $\gamma$|)
=\displaystyle \frac{$\sigma$^{2}}{4}>0

であるから,第2節の注意2.1で紹介した領域 D 内に領域 S は存在することが分かる.ま

た,曲線 v=u^{2}/4 と v=g_{+}(u) は点 (2 $\rho,\ \rho$^{2}) において唯一の共通接線をもつ.共通接線は

v= $\rho$ u-$\rho$^{2} で与えられる.実際,簡単のため, f(u)=u^{2}/4 とおく.  2 $\rho$- $\sigma$\leq u\leq 2 $\rho$+ $\sigma$
に対して,関数  f(u) と 9+(u) の導関数は

\displaystyle \frac{d}{du}f(u)=\frac{u}{2},

\displaystyle \frac{d}{du}9+(u)=\frac{u}{2}+\frac{( $\alpha$-| $\gamma$|)(2 $\rho$-u)}{$\sigma$^{2}\sqrt{1-\frac{(2 $\rho$-u)^{2}}{$\sigma$^{2}}}}
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である.  2 $\rho$- $\sigma$ \leq  u \leq  2 $\rho$+ $\sigma$ に対して,接点の  u 座標を u、とすると,2曲線 f(u) と

g+(u) が接する条件は

f(u_{*})=g_{+}(u_{*}) , (i)

\displaystyle \frac{d}{du}f(u)|_{u=\mathrm{u}}. =\displaystyle \frac{d}{du}9+(u)|_{u=u_{*}} (ii)

である.条件 (i) と(ii) から, f(u) と g_{+}(u) の接点は (2 $\rho,\ \rho$^{2}) が分かり,接線の方程式は

v= $\rho$ u-$\rho$^{2} を得る.

以下,関数 g_{+}(u) が共通接線 v= $\rho$ u-$\rho$^{2} 以下であることを示す.すなわち,  2 $\rho$- $\sigma$\leq

 u\leq 2 $\rho$+ $\sigma$ に対して,  v= $\rho$ u-$\rho$^{2}\geq g+(u) であること示すため,関数 G(u) を

G(u)= $\rho$ u-$\rho$^{2}-g+(u)

=$\rho$^{1}u-$\rho$^{2}-\displaystyle \frac{u^{2}}{4}+( $\alpha$-| $\gamma$|)(1-\sqrt{1-\frac{(2 $\rho$-u)^{2}}{$\sigma$^{2}}})
とおく.定理1.1の条件 (1.6) と関数 G(u) の導関数が

\displaystyle \frac{d}{du}G(u)= $\rho$-\frac{u}{2}-\frac{( $\alpha$-| $\gamma$|)(2 $\rho$-u)}{$\sigma$^{2}\sqrt{1-\frac{(2 $\rho$-u)^{2}}{$\sigma$^{2}}}}
=(2p-u) (\displaystyle \frac{1}{2}-\frac{ $\alpha$-| $\gamma$|}{$\sigma$^{2}\sqrt{1-\frac{(2 $\rho$-u)^{2}}{$\sigma$^{2}}}}1

であるから,関数 G(u) は唯一の極値  u=2 $\rho$ をもつ.また,  G(2 $\rho$)=0 及び

\displaystyle \frac{d}{du}G(u)|_{\mathrm{u}=2 $\rho$}=0
が分かる.さらに,  2 $\rho$- $\sigma$\leq u\leq 2 $\rho$+ $\sigma$ に対して,条件 (1.6) に注意すれば

 G(u)|_{u=2 $\rho$- $\sigma$}= $\alpha$-| $\gamma$|-\displaystyle \frac{$\sigma$^{2}}{4} \geq 0
かつ

G(u)|_{u=2 $\rho$+ $\sigma$}= $\alpha$-| $\gamma$|-\displaystyle \frac{$\sigma$^{2}}{4} \geq 0
が分かる.以上のことから,関数 G(u) は  u=2 $\rho$ に関して対象なグラフであり,  2 $\rho$- $\sigma$\leq

 u\leq 2 $\rho$+ $\sigma$ に対して,  G(u) \geq 0 である.したがって,関数 g_{+}(u) が共通接線 v= $\rho$ u-$\rho$^{2}
以下であるから,集合 S は台形領域

T( $\rho$,  $\sigma$)= { (u, v):2 $\rho$- $\sigma$\leq u\leq 2 $\rho$+ $\sigma$ and  0\leq v\leq $\rho$ u-$\rho$^{2} }

内に含まれる (図1を参照せよ).ゆえに,十分大きな時刻 t に対して, (a(t), b(t)) \in T( $\rho$,  $\sigma$)
であることが分かる.この事実は,定理2.1を満たしている.したがって,(3.4) をもつ方
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v

$\rho$'

図1:  $\alpha$=3,  $\beta$=3,  $\gamma$=1, $\omega$_{1}=1 のと

きの集合 S と台形領域 T.

程式 (2.1) のすべての非自明解が振動しないことが分かる.すなわち,(3.4) をもつ方程式

(2.1) と方程式 (1.2) は同値であるから,方程式 (1.2) のすべての非自明解も振動しないこ

とが分かる.

最後に  $\beta$<0 の場合を考える.方程式 (1.2) に対して

s=t-\displaystyle \frac{ $\pi$}{$\omega$_{1}} かつ z(s)=x(t)

と変数変換すれば,任意の s\geq 0 に対して

\displaystyle \frac{d^{2_{Z}}}{ds^{2}}+ (- $\alpha$- $\beta$\displaystyle \cos( $\omega$ \mathrm{i}s)+ $\gamma$\cos($\omega$_{2^{S}}+\frac{$\omega$_{2}}{$\omega$_{1}} $\pi$))z=0 (3 \cdot 5)

を得る.言うまでもなく,方程式 (1.2) のすべての非自明解が振動しないことと,方程式

(3.5) が振動しないことは同値である.ここで,ある2つの定数 \tilde{ $\rho$} と \tilde{ $\sigma$} を

\displaystyle \tilde{ $\rho$}=\frac{| $\gamma$|- $\beta$- $\alpha$}{$\omega$_{1}}+\sqrt{\frac{(| $\gamma$|- $\beta$- $\alpha$)^{2}}{$\omega$_{1}^{2}}+2 $\alpha$} , (3.6)

\displaystyle \tilde{ $\sigma$}=\frac{2(| $\gamma$|- $\beta$- $\alpha$)}{$\omega$_{1}}
と定める。ただし,条件 (1.5) から \tilde{ $\rho$} と \tilde{ $\sigma$} は \tilde{p}\geq\tilde{ $\sigma$}>0 を満たす.さらに,(3.6) を用いて,

方程式 (2.1) の係数項 ã(s) と \tilde{b}(s) を

\~{a}(s)=2 $\rho$- $\sigma$\sin($\omega$_{1}s) ,

\tilde{b}(s)= $\alpha$+ $\rho \sigma$(1-\sin($\omega$_{1}s))+( $\alpha$-| $\gamma$|)\cos($\omega$_{1}s) (3.7)

+ $\gamma$\displaystyle \cos($\omega$_{2}s+\frac{$\omega$_{2}}{$\omega$_{1}} $\pi$)+\frac{$\sigma$^{2}}{4}\sin^{2}($\omega$_{1}s)
と定めると,直接計算から条件 (3.1) を満たす.したがって,(3.7) をもつ方程式 (2.1) と方

程式 (3.4) は同値である.  $\beta$\geq 0 の場合と同様に (3.7) をもつ方程式 (2.1) に対して,定理

2.1を用いると,  $\beta$<0 の場合も証明できる □
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