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Bevezetés

Doktori disszertaciom témaja specidlis szorzatrendszer-konstrukciok vizsgélata. Az ilyen rendsze-
rek kiilonosen fontosak a fliggvényapproximécio teriiletén, ugyanis a rendszerre vonatkozo Fourier-
egylitthatok altalanositott gyors Fourier transzformacioval (GFFT) szamolhatok, melyek miivelet-
igénye (O(n-logn)) lényegesen alacsonyabb a direkt formula altal eredményezett (O(n?)) mtvelet-
szamnél.

Az elmult években elsGsorban a Haar-szerti wavelet konstrukciok kiilonb6zé altalanositasaival
foglalkoztam. A konstrukciok harom klasszikus rendszer — a Rademacher-, a Walsh-Paley- és a Haar-
rendszer — specidlis tulajdonségaira és kapcsolatara épitenek. A Rademacher rendszer tekinthetd
a legegyszertibb UDMD-rendszernek (unitér diadikus martingal differencia rendszer) és a Walsh-
Paley rendszer, mint a Rademacher-rendszer szorzatrendszere, nevezheté a legegyszertibb UDMD-
szorzatrendszernek. A disszertacioban diszkrét ortogonalis és biortogonalis rendszerek konstrukcioja-
nak egy egyszert és eléggé altalanos modszerét alkalmazzuk, kiindulva a rendszer Dirichlet-féle mag-
fiigvényeibdl. Ezen az tton igazolhatjuk a diszkrét trigonometrikus rendszer, a diszkrét Malmquist-
Takenaka-rendszer ortogonalitasat. Az ortogonalis polinomok Dirichlet-féle magfiiggvényeire vonatko-
z6 Christoffel-Darboux-formulak alapjan diszkrét ortogonélis polinomokat szerkeszthetiink. A Walsh-
Paley-féle rendszer 2" indext magfiiggvényei a Paley-t6l szarmazo6 formula alapjan egy jol kezelhe-
t6, egyszer alakban irhatok fel. Ez a formula annak a kovetkezménye, hogy a Walsh-rendszer a
Rademacher-rendszer szorzatrendszere. Ugyanez a formula a Haar-tipusi rendszerek konstrukcioja-
nak az alapja. Az els6 fejezetben a Rademacher-rendszer egy altalanositasabol kiindulva ismertetjiik
az UDMD-rendszerekkel kapcsolatos alapvets fogalmakat és eredményeket, amelyek az 6nallo eredmé-
nyeket tartalmazo késébbi fejezetek kiinduld pontjaul szolgalnak. Itt a Paley-formula bizonyitaséval
egyiitt azt is megmutatjuk, hogyan igazolhato6 a formula alapjan a szorzatrendszer ortogonalitasa. Az
UDMD szorzatrendszerek esetén az FFT-hez hasonl6 gyors algoritmusokkal szamithatok a rendszer
szerinti Fourier-egyiitthatok, és rekonstrualhatok az eredeti fiiggvények.

A Haar-rendszer tobbféleképpen is szarmaztathato. A Haar-rendszerrel kapcsolatos kutatasok az
1980-as évektdl kezd6dGen megujultak. A rendszernek az a tulajdonsaga, hogy egy alapfiiggvénybdsl
transzlacioval és dilatacioval szarmaztathato, arra inspirdlta a kutatokat, hogy ilyen tipusu rendsze-
reket konstruéljanak. Kideriilt, hogy ezek az tigynevezett waveletek nemcsak a fiiggvényapproximécio
hatékony eszkozei, hanem a jel- és képfeldolgozas napjainkban leginkdbb elterjedt eljarasainak is az
alapjat képezik. Ezzel Osszefiiggésben 1j, a gyakorlatban is jol hasznalhato fogalmak és technikak
alakultak ki, mint pl. a multirezolicio, skalédzasi egyenlet, stb. Ezek a fogalmak és modszerek egyre
novekvd mértékben bekeriilnek a mitszaki és informatikus szakemberképzésbe. A jeleknek ezekkel
torténd felbontasara és visszaallitasara igen hatékony algoritmusokat dolgoztak ki. A még el6készits
jellegt 2. fejezetben az oktatés szempontjait is figyelembe véve a Haar-rendszer modelljén mutatom
be az emlitett fogalmakat és algoritmusokat.

A tovabbi, Gj 6néllo6 eredményeket tartalmazod fejezetekben az els§ két fejezetben ismertetett
eredmények kiilonb6zd tipusu altalanositasaival foglalkozunk. Minden fejezet elején réviden emlékez-



tetiink azokra a fogalmakra és formuldkra, amelyek kiterjesztéseit vizsgaljuk.

A Haar-rendszer a Walsh-Paley rendszer Dirichlet-féle magfiiggvényeibdl szarmaztathato. Ez az
Osszefiiggés tovabbi konstrukciok kiindul6é pontja lehet. Ezekkel a késébbi fejezetekben foglalkozunk.
Ez a tulajdonsag az alapja az tgynevezett skalazasi egyenleteknek, melyek az FFT-algoritmusok
elmeéleti hatterét biztositjak. A dolgozatom 2. fejezetében a Haar-rendszer tulajdonsagaival foglalko-
zom és a fejezet végén kitérek a kétdimenzios Haar-rendszer ismertetésére is, melynek vizsgalatat a
2004-ben irt szakdolgozatomban kezdtem el.

Az elmult években a szorzatrendszer konstrukeié tobb altalanositasat is bevezettiik [45, 46, 47, 48|
a [18] cikkben bemutatott Haar-szert wavelet konstrukcio alapotletébd] kiindulva. Eljarasainkkal
olyan adaptiv biortogonalis rendszerekhez jutottunk, melyek megérizték a Haar-szerd waveletkonst-
rukcio legfontosabb tulajdonsigait, nevezetesen hogy a Haar-Fourier egyiitthatok altalanositott FFT
algoritmussal szamolhatok. Igy hatékony, jol kezelhetd interpolacios eljarasokat konstrualhatunk, ra-
adéasul az interpolacié alappont-rendszerét is a feladat igényeihez igazithatjuk. Ezen altaldnositasok
lépéseit kovethetjiik végig a 3. fejezetben. FFT tipusi algoritmusok olyan ortogonalis fiiggvényrend-
szerek esetén szerkeszthetSk, emelyek martingal differencidk szorzatrendszereiként allithatok els. Az
els6 fejezetben olyan modellel foglalkoztunk, amelyben a sztochasztikus bézist atomos o-algebrak
generaljak. A 3. fejezetben a sztochasztikus bézist kétrétd leképezések szuperpoziciojaboél kiindulva
definialjuk.

A 3.1. alfejezetben a [18| cikkben ismertetett konstrukcio soran a Csebisev polinomok 2" in-
dext sorozata generalja a szorzatrendszert. Célunk az volt, hogy a diszkretizacié alappontjai a jol
ismert és szamos jo tulajdonsaggal rendelkezs Csebisev-abszcisszék legyenek. A [18] cikk lépése-
it nem lehetett egy az egyben atemelni, ezért a [45] cikkben a konkrét példa esetén biortogonéalis
szorzat-rendszerpart konstrualtunk. Az igy készitett polinomrendszert és a racionalis fliggvényekbdl
allo biortogonalis rendszerpéarjat neveztitk Walsh-Csebisev rendszernek. A Walsh-Csebisev rendszer
tetszbleges f fiiggvény esetén interpolal a Csebisev-abszcisszakon. Az eredményeket a 2006-os MaCS
konferencian ismertettiik és a Pure Mathematics and Applications folydiratban publikaltuk [45].

A Walsh-Csebisev rendszernél tapasztaltakkal 6sszhangban vezettiik be a 3.2. alfejezetben a szor-
zatrendszer fogalmanak egy altalanositésat, majd igy konstrudlunk Walsh-szert rendszereket, melyek
segitségével hatékony és adaptiv interpolacios eljaras definialhato. Az ilyen rendszerekre vonatko-
z6 Walsh-Fourier egyiitthatok altalanositott gyors Walsh-transzformacioval szamolhatok. A témarol
2009-ben Dobogokén a Workshop on Dyadic Analysis and Related Fields cimd konferencian tartot-
tam elGadést és az Annales Universitatis Scientiarum Budapestinensis De Rolando Eotvos Nominatae
Sectio Computatorica folyoiratban jelent meg a cikk [46].

A [46] cikkben szerepld altalanositas lehetdséget adott az eljaras kiterjesztésére kétvaltozos fligg-
vények esetére. A MaCS7 és MaCS8 konferencidkon errsl a kétvaltozos kiterjesztésrdl tartottam
el6adasokat. A két el6adas anyagabol késziilt [47] cikk a MaCS8 konferencia kotetében jelent meg
2011-ben. A dolgozat 3.3. alfejezete foglalkozik ezzel a témaval.

A 3.4. alfejezetben a korabban bevezetett Walsh-szerii rendszerekbdl kiindulva Haar-szert rend-
szereket és a Haar-skalazasi fliggvények ilyen rendszerekhez kapcsolodd megfelelGit értelmeztiik. Az
ilyen rendszerek nagy elénye, hogy felirhatd rajuk a skalazési egyenletek megfelelGje, mely az altala-
nositott Haar-Fourier transzformacio alapjat képezi. Az altalanositott Haar-Fourier transzformaciorél
tartottam elGadast Siofokon a MaCS9 konferencidn. Az Annales Universitatis Scientiarum Budapes-
tinensis De Rolando Eotvos Nominatae Sectio Computatorica folyoirat konferenciakotetében jelent
meg a [48] cikk az el6adas anyagaval.

A 4. fejezetben bevezetésre keriil§ altalanositas lehetévé teszi a korabbi konstrukciok egységes
targyalasat. A fejezet a DARFA14 és 6th Workshop on Fourier Analysis and Related Fields kon-



ferencidkon tartott eladasok anyagabol késziilt és a Mathematica Pannonica folyoirathoz leadésra
keriilt. Ebben a fejezetben, bevezetve a silyfiiggvényre ortogonéalis és biortogonalis rendszer fogal-
mat, igen altalanos forméban értelmezziik a Haar-tipusu ortogonalis rendszereket és lefrjuk azokat
az Osszefliggéseket, amelyek alapjan multirezolicié és hatékony algoritmusok szerkeszthetsk.

A dolgozat 5. fejezetében egy specialis racionélis interpolacios eljarast mutatunk be az also-, il-
letve felsé-félsik tgynevezett Malmquist-Takenaka rendszereinek segitségével, melyet 2014-ben Pap
Margittal és Pilgermajer Akossal kézos cikkben publikiltunk[49]. Bar ez az eljaras nem illeszkedik
szorosan az eddig targyalt konstrukciok korébe, a 3.2. alfejezet megjegyzései alapjan — remélhetéleg
csak kis modositasok ardn — a két modszer 6tvozhets és egy mindkét eljaras elényos tulajdonsagait
megdrz6 adaptiv racionalis interpolécios operator nyerhets. A fejezetben nem-korlatos sévszélessé-
gt folytonos jelek frekvenciatartomanyait vizsgaljuk. Szamos, gyakorlati szempontbdl fontos LTI-
rendszer (lineéris idé-invarians rendszer) reprezentalhatd N-edrendd konstans egyiitthatos linearis
differencialegyenletekkel. Az ilyen rendszerek transzfer fiiggvényei racionalis fiiggvények. Igy célunk
olyan mintavételezési és interpoléacids algoritmus konstrualasa, amely a racionalis fliggvények esetén
jo konvergenciatulajdonsagokkal rendelkezik. A konstrukciéban altalanositott Fourier-tipusu repre-
zentaciot hasznalunk, amelyet specialis racionalis fliggvényekbdl allo ortogonélis bazisok, az also-,
illetve felss-félsik Malmquist-Takenaka rendszereinek segitségével irunk le. Ez a fajta reprezentacio
sokkal hatékonyabb mint a Fourier tipusi reprezentacio, kiilonosen akkor, amikor a transzferfiiggvény
valamely apriori médon rogzitett tulajdonsaggal rendelkezik.

A Malmquist-Takenaka rendszer diszkrét orotgonalitasat kihasznalva egy 1j racionélis interpo-
laciés operatort vezetiink be, mind a fels6-, mindpedig az also-félsik esetén. Ezt a két interpoléaciot
kombinalva egzakt interpolaciot készithetiink racionalis fliggvények igen széles osztalyara, koztiik a
Runge-féle tesztfiiggvényre is.






1. fejezet

UDMD-szorzatrendszerek és tulajdonsagaik

1.1. UDMD-szorzatrendszerek.
A Rademacher- és a Walsh-rendszer

A kovetkezd definiciokon keresztiil bevezetjiik az UDMD- (unitér diadikus martingal differencia)
rendszer fogalmat, elsGsorban a [31] jegyzet 3. fejezetére épitve.

Legyen Q = [0, 1), ekkor n-edrend (n € N) diadikus intervallumon egy [£, &) intervallumot
értiink, ahol 0 < p < 2". Nyilvanvalo, hogy tetsz6leges a € [0, 1) elem esetén pontosan egy olyan
n-edrendi diadikus intervallum van, amely a-t tartalmazza. Jeloljiik ezt az intervallumot I,,(a)-val.

Jeloljik A,-nel az ilyen I,(a) (a € ) intervallumok altal generalt o-algebrat. A szoban forgo
intervallumokat az A, atomjainak nevezziik. Nyilvanvalo, hogy A, minden eleme elall az atomok
véges diszjunkt uniojaként.

Az f:Q—K fiiggvényt A,-mérhetének nevezziik, ha az A,, atomjain konstans értékekkel rendel-
kezik, az Q-n értelmezett A,-mérhets fiiggvények halmazat L(.A,) jeloli. Konnyen lathato, hogy ha
f A,-mérhetd, akkor integralhato is.

Vezessiik be az f € L'(Q) fiiggvény A,-re vonatkozo &, f feltételes varhato értekét a kovetkezd-
képpen:

b
AIn(@)) 1)

A fent definialt &, f feltételes varhato érték fiiggvény A,-mérheté minden f € L'(Q) fiiggvény esetén,
tovabba &, : L'(Q) — L(A,,) linearis leképezés. Minden f € LY(Q) és g € L(A,,) fiiggvény esetén

Enlgf)=9gEnf

(Enf)(x) = fdx xeq.

Legyen n,m € N, ekkor

gn(gm(f» = gm(gn<f)) - gmin{m,n}(f)u
és minden f € L'(Q) fiiggvény esetén

(Eof)(x) = / far zeq.
Q
1.1.1. Definicié. Az (f,,n € N) fiiggvénysorozatot diadikus martingalnak nevezziik, ha

fo € L(An) & &E(far1)=fa (nEN).
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1.1.2. Definici6. A
On = fny1—Ifn (n S N)

fiiggvénysorozatot az (f,,,n € N) martingal differencia sorozatanak nevezziik.
Nyilvanvalo, hogy a (¢,,n € N) fiiggvénysorozat pontosan akkor martingél differencia sorozat, ha

minden ¢, eleme A, 1-mérhetd és

£.(60) =0 (neN).

A legegyszertibb ilyen rendszer a Rademacher-rendszer.

1.1.3. Definicié (Rademacher-rendszer). Tekintsiik az r: R — [—1,1] 1-szerint periodikus fliggvényt,

ahol [ 1)
1, haxel0, 3)
r(@) = { —1, haze [%,1),

tovabba r, (z)=r(2"z) (z€R, neN). Ekkor az (r,,, n€N) rendszert Rademacher-rendszernek nevezziik.

1.1. 4bra. A Rademacher-rendszer elsé harom eleme

1.1.4. Megjegyzés. A 1.1.3. Definiciéban bevezetett Rademacher-rendszer valoban martingal differen-
cia sorozat, azaz

l) T € L(AnJrl),
i) E,(ry,) =0.

1.1.5. Megjegyzés. Legyen x €0, 1) és jelolje (x;, j€N) az x binaris kifejtésének egytitthatosorozatat,
azaz

x:ZIj'Qi(J#l), T; € {0,1}
5=0
Ekkor a Rademacher-fiiggvényekre az alabbi igaz:
ro(x) =(=1)" (z€]0,1),n €N).

Egyszertien igazolhatd, hogy a Rademacher-rendszer ortogonalis a szokisos skalaris szorzatra
nézve, azaz

<7’k,7’e>=/rk(x)rg(a:)da::0 (k,leN, k#£Y).
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1.1.6. Megjegyzés. A Rademacher-rendszer nem teljes az L[20,1) térben, ugyanis példaul az f = rqry
fiiggvény minden Rademacher-fiiggvényre ortogonélis, azaz minden k € N esetén

(Tk,f>:0-

1.1.7. Megjegyzés. Legyen g € L(A,,), ekkor

On =Tn"Gn (1.1.1)

egy martingal differencia sorozat és minden martingal differencia sorozat felirhato a fenti alakban,
egy alkalmasan valasztott g, € L(A,,) figgvény segitségével.

I[gaz tovabba az is, hogy ha (¢,,n € N) martingal differencia sorozat, akkor a sorozat minden ¢,
eleme konstans az I,,(a) mindkét felében, és az intervallum két felében vett értékek azonos abszolut-
értékd, de kiilonbozo elGjeld konstansok.

1.1.8. Definici6. A (¢,,, n€N) diadikus martingal differencia sorozatot UDMD-rendszernek (unitary
dyadic martingale difference) nevezziik, ha az (1.1.1) feltételen kiviil

[on(@)|=1 (n€eN, z€9Q)
is teljesiil.

1.1.9. Megjegyzés. A Rademacher-rendszer esetén ez a feltétel is teljesiil, igy a rendszert a legegysze-
riibb UDMD-rendszernek tekinthetjiik.

1.1.10. Definici6. Legyen (¢,, n € N) egy tetsz6leges fiiggvényrendszer, ekkor a ¥ = (1),,, m € N)
rendszert, ahol

U = H QSTja
=0

a (¢n, n €N) rendszer szorzatrendszerének nevezziik.

1.1.11. Megjegyzés. A Rademacher-rendszer szorzatrendszere a Walsh-Paley rendszer, mely a legegy-
szertibb UDMD-szorzatrendszer.

1.1.12. Definici6é (Walsh-Paley-rendszer). Legyen m € N egész szam és 2-es szamrendszerbeli alak-
janak jegyei (my, k € N), azaz
m = Z kak.
k=0

Ekkor a -
Wy 1= Hrkm’“ (meN)
k=0

rendszert Walsh-Paley-rendszernek nevezziik, azaz a Walsh-Paley-rendszer a Rademacher-rendszer
szorzatrendszere.

1.1.13. Megjegyzés. Mivel won =1, (n€N), ezért a Rademacher-rendszert tartalmazza a Walsh-Paley-
rendszer.
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1.1.14. Tétel ([31]). Legyen a ¥ = (¢,, m € N) rendszer a (¢,,, n € N) UDMD-rendszer UDMD-
szorzatrendszere, ekkor U ortonormdlt az L*(Q2) térben.

Bizonyitds. Mivel (¢, n€N) UDMD-rendszer, azaz |¢,(z)|=1 minden n €N és minden x €2 esetén,
tovabba 2 mértéke 1, ezért ¥ biztosan normalt.

Az ortogonalitas bizonyitasdhoz legyen m,n € N, m # n. Tekintsiik az m és n indexek binaris
kifejtéseit. Ekkor biztosan létezik egy ¢ index, hogy m; # n;, de minden j > ¢ esetén m; = n;. Ekkor
Yy -0, az alabbi forméaban frhato:

vj

¢n ¢m Hgbn] _Ti'ha

ahol h egy alkalmasan valasztott A;-mérhets fliggvény. A feltételes varhato érték tulajdonsagait
felhasznalva innen az allitas azonnal adodik:

/Q@Z}n'@b_m dA=&Ey(&i(ri-h)) =&(h-&(r;)) =0.

]

1.1.15. Definicié. Legyen ® = (¢, n € N) egy UDMD-rendszer és jeldlje ¥ = (¢,,, m € N) a &
UDMD-szorzatrendszerét, legyen n€N és x, y €€ tetsz6leges pontok, ekkor a U rendszer Dirichlet-féle
magfiiggvénye az aldbbi hozzarendeléssel definialt:

DY(r0) =3 t(a) T5(0) (a,1€9)

1.1.16. Tétel ([31]). Legyen a ¥ = (¢, m € N) rendszer a (¢,,, n € N) UDMD-rendszer UDMD-
szorzatrendszere, ekkor a V-rendszer Dirichlet-féle magfiigguénye

_ " h I, )
DY, (x,1) H 1+¢,(x t))Z{ 20: hz;;hgg

azaz Dy, nem fiigg a ¥ rendszertdl.

Bizonyitds. Az n =0 esetben DY =y(z)-1o(t) = 1, hiszen ¥ normalt. A tételben szereplé szorzat
ebben az esetben definicié szerint legyen egyenls 1-gyel.

A bizonyitést n>1 esetén teljes indukcioval folytatjuk. Az n=1 esetben az allitds automatikusan
igaz.

Tegyiik fel, hogy az éllitas valamely n € N* esetén teljesiil. A szorzatfiiggvény definici6ja miatt
minden 0 < k < 2" esetén Won = ¢y €és igy

Uan k() hgn 1 (1) = D (), (£) 101 ()14, (8).
Innen tetszdleges 0 < £ < 2" esetén

/-1
Dy g(,t) = Dya(2,0) 4+ Y than i (2) o () = D (2, 1)+ 60(2)d, (1) DY (1),
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Tekintsiik az ¢ = 2™ esetet és alkalmazzuk az indukeios feltételt:
D31 (2,) = Din (2, 1) + ¢ (1), () Dy (2, 1) = D (2, 1) (14 ¢y, ( )= [J(1+5(2)- (1))
7=0

Ezzel a szorzatalakot minden n € N esetén igazoltuk. A DY, (x,t) = Dy (x,t)(1+ ¢n(2) D, (1))
alakbol az is azonnal lathato, hogy ¢ ¢ I,,(z) esetén D, (z,t) = 0.

Folytassuk a vizsgalodast esetszétvalasztéassal. Legyen t€ I, () és jelolje (tg, kEN) at és (xy, kEN)
az x binaris jegyeinek sorozatat. A t € I,(z) feltétel pontosan akkor teljesiil, ha ezen sorozatok elsd
n eleme megegyezik, azaz ha x; =¢; minden j < n esetén. Mivel létezik egy h A,-mérhets fiiggvény,
melyre |h| =1 és ¢, =1,h, ezért

Gn (@) (t) = ra(@)ra(t) = (=1)"F (L€ L). (1.1.2)
Az indukcios feltétel (Dy.(x,t) =2" ha t € I,(z)) felhasznalasaval
DY (z,t) = D3 (2, ) (14 (=1)™ ") (tel,)

adodik. A fenti formula eredménye ¢ € I,,4, esetben x,, = t,, miatt 2" és ¢ ¢ I,,,1, de t € I,, esetben
T, # t, miatt 0. O

1.1.17. Megjegyzés. A rendszer ortogonalitasa bizonyithato lenne a Dirichlet magfiiggvény felirasanak
kovetkezményeként is. Ehhez vezessiik be a 2"-elemd X, diszkretizacios halmazt, amely A, minden
atomjanak pontosan egy elemét tartalmazza.

Legyen A= [ (s)];_", (s€X,) és B= @(s)]i:;, (s € X,,). Ekkor a Dirichlet magfiiggvényre
kapott formula AB = 271, alakban irhat6, ahol I a R*"*2?"-es egységmatrix.
A matrixegyenletet adjungalva a kovetkezs Osszefiiggés kaphato
B*A* =9I,
melyet kifejtve
1 _
on > Ur()0y(s) = e,

seEX,,

azaz a fliggvények tényleg ortonormaltak.

1.1.18. Kovetkezmény. Legyen a ¥ = (¢, m € N) rendszer a ® = (¢,, n € N) UDMD-rendszer
szorzatrendszere. A U rendszer teljes, azaz barmely f € L*(Q) fiigguény esetén az

/fﬂndAzo (n €N),
Q

feltételbdl kovetkezik, hogy az f figgvény majdnem mindenitt 0 az €2 halmazon.

Bizonyitds. Vizsgaljuk az &, f feltételes varhato érték fiiggvényt az €2 intervallum tetszéleges x pont-
jaban. A 1.1.16.Tétel felhasznalasaval minden n € N esetén

2" —1

= vl /f A(E) =0

adodik. Mivel a Lebesgue-tétel értelmében &, f — f majdnem mindeniitt az €2 halmazon, ezért az f
fiiggvény majdnem mindeniitt 0 az () halmazon. O]

Enf() / FO)dA(t /f (t) DY, (z, t)d\(t)
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1.1.19. Koévetkezmény. A Walsh-Paley rendszer teljes ortonormdlt rendszer az L*(S)) térben.

A kovetkezd tétel a Dirichlet-féle magfiiggvényre ad formulét tetszéleges, nem csak kettGhatvany
indexek esetén lasd|31].

1.1.20. Tétel (|31]). Tetszdleges m € N index és x,t € Q pontok esetén a V= (1,,, m € N) rendszer
Dirichlet-féle magfiigguvénye:
Dy, t) = by (@) b (t) Y myry (x)r; (8) Dy (w,8) = by (@) (8) Y my (D3 (2, 8) = D3 (, 1)).
=0 =0
1.1.21. Kévetkezmény. Tetszéleges W UDMD-szorzatrendszer DY Dirichlet-féle magfiigguénye ki-
fejezhetd a Walsh-rendszer DY Dirichlet-magfiigguényének segitségével :
Dy (1) = Y ()Y ()W (2)win (8) Dy (2, 8) - (2,1 € Q, mEN).

1.1.22. Megjegyzés. A Walsh-rendszer Dirichlet-féle magfiiggvénye felirhaté egyvéltozos fiiggvényként
is, ehhez felhasznéaljuk a Walsh-rendszer azon tulajdonsagat, hogy

wi(z)w(t) =wp(x+1t) (z,t€Q, keN),
ahol az Osszeadas bitenkénti logikaiosszeadas miiveletét jeloli, azaz
a+b=(c,, n€N),
ahol ¢, = |a, —b,| = a, +b, mod 2, nevezetesen
DY (x,t) = Dy (z+1).
Ennek felhasznélasaval a Walsh-Paley-rendszer Dirchlet-magfiiggvénye az aldbbi explicit alakba ir-

hato:
2N 1

Don(x) = Z we(z) =

o

(1+7x(2)).



2. fejezet

Haar-fuggvények, Haar-skalazasi fiiggvények

2.1. Haar-rendszer

Hilbert a trigonometrikus rendszer szerinti Fourier-szintézis problémaival 6sszefiiggésben feltette
a kérdést, hogy egyaltalan létezik-e olyan teljes ortogonalis rendszer, mely szerinti Fourier-sorfejtés
minden folytonos fiiggvény esetében konvergens. Haar Alfréd 1909-ben igenld valaszt adott erre a
kérdésre.

A Haar-fliggvények ortogonalisak az L?([0,1]) térben a szokésos skalarszorzatra nézve, és egy f €
€ L'([0,1]) fiiggvény Haar-Fourier sora normaban és majdnem mindeniitt tart f-hez. Ha a fiiggvény
még folytonos is , akkor a konvergencia egyenletes. Ez a tulajdonsag nem teljesiil a trigonometrikus
Fourier sorokra, ezért is jatszott kitiintetett szerepet a Haar-rendszer. Késébb kideriilt, hogy mas
tulajdonséigaival is kitiinik a bazisok koziil, s6t a Haar rendszer waveletekkel is kapcsolatos, hiszen a
legegyszertibb wavelet rendszerként is felfoghato.

Ebben a fejezetben a Haar Alfréd éaltal 1909-ben konstruélt Haar-féle ortogondlis rendszerrel és
annak altalanositasaival foglalkozunk.

2.1.1. Definicié. A [0,1) intervallumon értelmezett fiiggvényekbdl allo
(h2n+k = hnk’a nec N, k= 0,1, c 7271_ 1)

rendszert Haar-rendszernek nevezziik, ahol

B /1, hazel0,1),
o) = X, () = { 0, kiillonben,
és
23, haw €[5 5rbr),
honp (1) = hoi(2) = § =25, haw € [FH, 5,
0, kiilonben.
k. k+1

2.1.2. Megjegyzés. A h,; figgvény tartoja a [2—n, o ) intervallum és értéke az intervallum elsé felében
23, a masodik fél-intervallumban pedig —27. Igazolhato, hogy a Haar-fiiggvények és tartoik kolesono-
sen egyértelmd modon megfeleltethetSk egymasnak, azaz a h,,; fiiggvény indexelhets a I, = [ﬁ w)

2n b 2n
tartointervalluméval is.

15
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(a) hOX[o,l)

(b) h=h1 = hoo

(¢) ha = hig (d) hz=hn

(€) ha=hag (f) hs = ho1 (8) he = hao (h) h7 = hos

2.1. abra. A Haar-rendszer els6 néhany eleme

Ismeretes és egyszertien igazolhato [40], hogy

2.1.3. Tétel (|40]). A (h, m € N) rendszer ortonormdlt az L[20,1) térben a szokdsos skaldris szorzatra
nézve, azaz

1

0

A korabbiakban a klasszikus definicio alapjan bevezetett Haar rendszer wavelet konstrukcioval is
szarmaztathato a h anya-waveletbdl transzlacidval és dilatacioval:

P () = hon () == 2"2h(2"x — k) (2 €[0,1],0 <k < 2", n€N), (2.1.1)
ahol
1, hao<z<i,
h(z):=¢ -1, has<az<l, (2.1.2)
0, egyébként.
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A Haar-rendszer szarmaztathatd tovabba a Walsh-Paley-rendszer Dirichlet magfiiggvényeibdl is.
Az 1.1.16 Tétel alapjén

272, () Don (k27" 1) = hgnyi(t) (0<k < 2", neN,te[0,1)).

Innen kévetkezik, hogy

2ntl_q 2ntl—q
2—n/2 Z Wy = Z hk (nEN)
k=2 k=2

Felhasznalva a Walsh-Paley rendszer teljességét, innen egyszertien adodik, hogy a Haar-rendszer is
teljes az L'[0,1) térre nézve.
2.2. Gyors Haar-Fourier analizis, Haar-Fourier szintézis

Az egyszertibb szamolas érdekében tekintsiink el a normélasi konstansoktol, igy a Haar-rendszer
helyett vegyiik az alabbi fliggvényrendszert :

]-7 ha = € [2%’ 312_1_11)7
U = Sighhy, azaz  an(z) =a,p(z) =4 —1, hax € 2 EH)
0, kiilonben.

Ahogy a Haar-fliggvények indexezhetsk a tartoikkal is, azaz

ko k+1
)

és hy := hg., Ggy igaz ez a most bevezetett nem-normalt a rendszerre is.
Legyen x; az I intervallum karakterisztikus fiiggvénye, azaz

(x) = 1 hazxel,
X\ = 0 kiilonben,

és legyen az I intervallum két részintervalluma I’ és I” (I’ a baloldali félintervallum). Ekkor igazak
a kovetkezd Osszefiiggések:

X1 = Xr+Xi,
ar = Xr—Xr-

A Haar-Fourier egyiitthatok is indexezhetSk az intervallumokkal és az alabbi skalaris szorzatokkal
szamolhatok:

o= fr=f, ar) = / F(t)-art) dt.

Mivel a; az I intervallumon kiviil azonosan 0, ezért a fenti integralast elég az I intervallumon végezni.
Az el6z6 Osszefliggéseket felhasznélva az egylitthatokra a kovetkezdk irhatok fel:

<f7 X1> = <f7 XI’>+<f7 XI”>7
(f, ar) = {fs xi)—=f, xam)-
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Jelolje Ty a QLN hosszisagu diadikus intervallumok halmazat, ahol N € N. Legyen f allandé az [ € Ty
intervallumokon, ekkor minden m > 2N esetén (f, a,,) =0 és

(f, xi)=2"""f(a1),

ahol I € Ty és x; € I. Ezek az Osszefliggések egy rekurziot definidlnak a Haar-Fourier egyiitthatok

kiszadmitéasara.

2.2.1. Megjegyzés. 1.) Az (f, x1) (I € Ly) skalaris szorzatok mindegyikében megjelenik a 27 e-
gyiitthato. A skalaris szorzat tulajdonsagai és a rekurzi6 felépitése miatt nyilvanvald, hogy ez a
szorzd minden Haar-Fourier egyiitthatoban megjelenik. Célszert a rekurzié sorén ettél a szorzotol
eltekinteni és csak az egyiitthatok tarolasakor figyelembe venni.

2.) Mivel az a; rendszer ortogonélis, de nem ortonormalt, igy a rekonstrukcio soran az egyes elemek
norma-négyzetével osztanunk kell, azaz

N Wa)a g~ fa)
f_z (ar, ar) Z (ar, ar) "

IeT

3.) Mind az analizis, mind a szintézis megvaldsithato egy ,helybenjaro” algoritmussal.

A probléma egy altalanositasahoz jutunk, ha binaris, de nem diadikus esetet tekintiink. Az ilyen
intervallumrendszer esetén [ = I'UI” és I'NI" = (), ugyantgy fennall, mint a diadikus esetben, de
(1) == py # p(1") == pa, ahol p(I) az I intervallum mértékét jeloli.

Ekkor a kovetkezs Osszefiiggések lesznek igazak: pq + o = pu(I), tovabba hy = Cy-xp 4+ Co- x o

Mivel €(hy) =0, ezért E(Cy-xp+Cy-xv) =0, ahonnan Oy - iy +Cy - i = 0. Igy Cy = —Z—;C’l és

hr=Ci-(xr— &'X1")~
2

C1-et érdemes tigy valasztani, hogy E(|h;|?) =1 az euklideszi normara teljesiiljon, azaz

2

2
E(ln?) = € /hl'hl dp ) =¢€ C%/X%—Q%XFXI"-F%X%H dp | =
2
Q Q

2 2

42
H H2 2
Q
Ahonnan Cy =+ £2_ A pozitiv egyiitthatot valasztva a fliggvényekre az alabbi rekurzi6 irhato

p1-p2tpy

S S N S TR
fi - po + 1 po \ g potpd

X1 = Xr+Xr-

fel:



2.3. HAAR-WAVELET ANALIZIS 19

2.3. Haar-wavelet analizis

Jelen fejezet elsGsorban a [4] konyv alapjan késziilt.

2.3.1. Waveletek

A Haar-rendszert véve mintaul az 1980-as évektdl kezdve tobben is konstrualtak a jelfeldolgo-
zasban fontos szerepet jatszo ortogonalis rendszereket, tgynevezett wavelet rendszereket. Ebben a
témakorben nélkiilozhetetlen otletek fiizédnek Ingrid Daubechies [9] és Yves Meyer [21], [22] nevéhez
is.

2.3.1. Definicio. Az L%-tér szokésos
()= [ Falgta)da

skalaris szorzatara nézve ortonormalt rendszereket, melyeket egyetlen 1) € L? alapfiiggvénybél, az agy-
nevezett anyawaveletbsl transzlacio és dilatacio segitségével szarmaztathatunk, affin waveleteknek
nevezziik, azaz legyen

Yi(z) == 2" (2 s — k) (reR, k,neZ),
ekkor
<7v/}]?7 ¢én> = 5k55nm-

2.3.2. Megjegyzés. A legegyszertibb affin wavelet a 2.1. alfejezetben bemutatott Haar-rendszer. Kénnyen
lathato az is, hogy ha az anyawavelet normalt, azaz

wwszmm:L

akkor ||| =1 is teljesiil minden k és n esetén.

2.3.3. Megjegyzés. A wavelet-konstrukcio felirasakor szokas hasznalni a transzlacio- és dialtacioé ope-
ratorokat, melyek az alabbi Osszefiiggésekkel definidlhatok:

(raf)(x) = flz+a) azeR,
(0sf)(x) == f(sz) z€R,s>0.

A fenti jelolésekkel a definicioban felirt affin wavelet ¢ eleme 1 = 2"/2 = 7;,(63n1)) alakban frhato.

2.3.2. A Haar skalazasi fiiggvény és tulajdonsagai

Mint azt mar a 2.3.2. Megjegyzésben emlitettiik, a Haar-rendszer a

1, haze€l0, %),
¢($) = hgo([L‘) = hl(l’) = —1, ha z € [%,1),
0, kiilénben.

fliggvénybdl, mint anyawaveletbdl szarmaztathato.

Szintén fontos szerepe van a waveletanalizisben az ugynevezett skalazasi fiiggvénynek, amelyet
szokés apa-waveletnek is nevezni. A Haar-rendszer esetében ez a fliggvény az tgynevezett Haar ska-
lazési fliggvény :
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2.3.4. Definicio. A 0.1)
1, haxz€]0,1),
o(x) = ho(z) = X[0’1)<x> o { 0, kiilénben.

fliggvényt Haar skdaldzdsi fiiggvénynek nevezziik.

A 2.2. dbran szemléltettiik a Haar skalézasi fiiggvény grafikonjat.

05 1

2.2. dbra. A Haar skalazasi fiiggvény grafikonja

Legyen Z C 7Z egész szamok egy véges halmaza. A

Vo= {f€L2:f(x)—Zakqﬁ(m—k),akER,xER}

keZ

halmaz elemei olyan kompakt tartoju szakaszonként konstans fiiggvények, melyek szakadasai csak
egész helyeken lehetnek.
Hasonléan legyen

Vi= {f€L2:f(x):Zakqb(Zx—k),akER,:UER}.
keZ

A Vj halmaz elemei a fél-egész helyeken lehetséges szakadasokkal rendelkezs, kompakt tartoja, sza-
kaszonként konstans fiiggvények.
A fenti konstrukciot folytatva a kovetkezd altaldnos definiciohoz juthatunk.

2.3.5. Definici6. Legyen 7 € N. A
V; :=span{¢p(2’z—k), k€ Z, x € R}

halmazt a 2% (k € Z) helyeken lehetséges szakadasokkal rendelkezs, kompakt tartoja, szakaszonként
konstans fiiggvények terének nevezziik.

Nyilvdnvalo, hogy a V; halmazok kozott az alabbi tartalmazési relacio all fenn:
WwcWVvic...cV.,cV,C...

Az is trivialis, hogy a tartalmazéas mindig szigort, hiszen példaul ¢(2x) € Vi, de ¢(2z) ¢ Vj, ugyanis
a szakadasa r = %-ben van. Ezt a tartalmazasi relaciot biztositottuk azzal, hogy a dilatacios egyiitt-
hatonak 2 hatvanyokat valasztottunk.
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2.3.6. Tétel ([4]).
— Az f fiiggvény pontosan akkor Vi-beli, ha a 0y f dilatdltja V;-beli.
— Az f fiiggvény pontosan akkor V;-beli, ha a 65 f dilatdltja Vy-beli.

Bizonyitds. Az els§ allitas igazolasahoz tegyiik fel, hogy az f fliggvény Vj-beli, ekkor f elGall a
{p(x—k), ke Z, x € R} = {716} fiiggvények linedris kombinéciojaként. Ekkor a d,; f fiiggvény
nyilvanvaléan a {¢(2'x—k), k€ Z, x eR}={7_1.04¢} fliggvények linearis kombinéciojaként kaphato,
ami azt jelenti, hogy a dy; f fliggvény Vj-beli.

A mésodik allitas hasonloan igazolhato. O

2.3.7. Tétel ([4]). A {2727 10y, k € Z} fiigguényrendszer a V; tér ortonormdlt bdzisa.

Bizonyitds. Elegendé megmutatnunk, hogy {7_.¢, k € Z} ortonormalt és hogy [|27/27_105i6|| = 1
minden k € Z és minden j € N esetén, ugyanis ekkor a {27/27_,.6,¢, k € Z} rendszer ortogonalitasa
a lineéritas nyilvanvalo kévetkezménye.

A 7,0 € L? fiiggvények egység normajiak, hiszen

0o k41
I = / (6(z— k) do = / lde — 1
J /

és ortogonalisak, azaz ha k # ¢, akkor
(T_1D, T1®) = / ¢(x—k)p(x —{)dx =0,

hiszen a 7_,¢ fiiggvény tartoja a [k, k+1) intervallum, a 7_,¢ fliggvényé pedig az [¢, (+1) intervallum,
azaz a fiiggvények diszjunkt tartojuak, igy a ¢(z —k)p(z — ) szorzat minden x € R esetén 0.
Legyen j € N és k € Z, szamoljuk ki a 29/27_,04; ¢ fliggvény normajat

o ki1
H2j/27'k52j¢H2:/(2j/2¢(2jx—k))2dx:2j/2j ldz = 1.
K

Ezzel az allitast igazoltuk, hiszen a {2//27_10,;¢, k € Z} rendszer definici6 szerint a V; tér generéator
rendszere és most mar az is nyilvanvalo, hogy linearisan fiiggetlen (ugyanis barmely két kiilonb6z8
eleme ortogonalis). O

2.3.3. A Haar wavelet és tulajdonsagai

Legyen j €N rogzitett. Az el6z6ek alapjan a V; halmaz a V;_; halmaz minden elemét tartalmazza.
Keressiik V; azon elemeit, amelyek nem tartoznak a V;_; halmazhoz, ehhez a V; halmazt a V;_; halmaz
és a komplenterének ortogonalis 6sszegére bontjuk.

Legyen j = 1. Keressiik a Vj halmaz Vj-re vonatkozé komplementer halmazat. A komplementer
teret egy 1 fiiggvény és eltoltjai altal szeretnénk generalni, ekkor a kovetkezs két tulajdonsag egyiittes
teljesiilése sziikséges:
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e Mivel ¢ € Vi, ezért elGall

Y(a) =Y ap(2r—1) (z€R),
¢
ahol az ay € R egyiitthatok kozott csak véges sok nem nulla egyiitthato van.

e A 7 fiiggvény — mint az altala és az eltoltjai altal generdlt komplementer tér barmely eleme —
ortogonalis Vj-ra, ami ekvivalens azzal, hogy

(V, 7_10) = / Y(x)p(z—k)dr =0

minden k € Z esetén.

A legegyszeriibb fiiggvény, amely mindkét fenti feltételt kielégiti a
1
V(@) =0(22) =02z — 7)) = 0(2z) —¢(22z—1),  (z€R)

2
ugyanis az elGéllitas alapjan nyilvanvaléan ¢ € V] és
<77Z)7 T—k¢> = 07

mivel k # 0 esetén 1 és 7_p¢ fiiggvények tartoi diszjunktak, igy a skalaris szorzat altal definialt
integral trividlisan 0. A £ =0 esetben pedig a

(Y, 9) = 7¢($)¢($)dx:i1dx—j1dx:0

egyenl@ség adodik. Hasonlé modon igazolhato, hogy a 1 fiiggvény 7,1 eltoltjai ugyanilyen tulajdon-
saggal rendelkeznek, azaz
(T_ot), T_rp) =0 (k,teZ).
2.3.8. Definicié. A v :R — R,
U(z):=¢(2z)—9(2z—1),  (z€R)
utasitassal értelmezett fiiggvényt Haar waveletnek nevezzik.

A 2.3. abran szemléltettiik a Haar wavelet grafikonjat.

05 1

2.3. 4bra. A Haar wavelet grafikonja
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2.3.9. Lemma ([4]). Az
flz):= Z ard(2z —k) relR

keZ

Vi-beli figguény pontosan akkor ortogondlis a Vy térre, — azaz minden 7_4¢ (£ € Z) fiigguényre — ha
Ao = —Aomy1 Minden m € Z esetén.

Bizonyitds. Ha a feltétel teljesiil, akkor

f@) =) an(¢(2r—2k)—p2r—2k—1) = aydb(z—k) (z€R).

keZ keZ

Az el6z6ek alapjan (71, 7_4p) =0 minden k, ¢ € Z esetén, igy

<f7 T,g(b> =0.

Ha a feltétel nem teljesiil, azaz létezik olyan 2m € Z index, hogy as,, # —ao;,11, akkor

(f, T_m®) = asm /_OO &(2x —2m)p(x —m)dx + agm1 /_Oo d(2x—2m—1)p(x —m)dx =

m+1

m+
= agm/ 1da:‘+a2m+1 / ldr = % % 0.
m m+

N[

N|=

Ezzel az allitast bebizonyitottuk. O

Jelolje Wy azon fliggvények Osszességét, amelyek elGallnak

f@):=> ap(z—k)  (z€R)

keZ

alakban, ahol az a;, egyiitthatok kozott legfeljebb véges sok nem nulla egytitthato szerepel. Az el6bbiek
alapjan Wy a V4 halmaz V;-re vonatkozo6 ortogonélis komplementere és Vi = Vo d Wj.
Hasonl6 modon igazolhatd a kovetkezd altalanos allités.

2.3.10. Tétel (|4]). Legyen jeN rogzitett. Jelolje W; azon figgvények dsszességét, amelyek elddllnak

fl@):=> app(Pz—k)  (z€R)

kEZ

alakban, ahol az ay, egyiitthatok kozott legfeljebb véges sok nem nulla szerepel. Ekkor a W; halmaz a
V; halmaz Vjii-re vonatkozo ortogondlis komplementere €és

Vin=V;8W;.
Bizonyitds. A tétel igazolasahoz az aldbbi két allitas belatasa sziikséges:
1.) Barmely W;-beli fiiggvény ortogonalis barmely Vj-beli fiiggvényre.

2.) Minden olyan Vji-beli fiiggvény, amely ortogonéalis Vj-re, sziikségszertien W;-beli.
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Az els6 allités igazolasahoz tegyiik fel, hogy a g fliggvény Wj-beli, azaz
v)i=Y ap(Pr—k) (zER),
keZ
legyen tovabbé f € V;. Meg kell mutatnunk, hogy ekkor

(9, 1) = / " o) F@)de =

o0

Mivel f € Vj, ezért 2.3.6. Tétel alapjan 6,5 f € Vi. gy (6o-i f, 7_xt0) = 0, azaz

0= [ S awte-nFEImd =2 [ an@y-1T0d =2 [ S o

® kez ® keZ
y=2"Jx, drx=2dy

azaz a g fiiggvény ortogonalis minden Vj-beli f fiiggvényre.
A masodik allités igazolasat j=0 esetre a bevezet&ben elvégeztiik. Az altalanos bizonyitas teljesen
hasonléan végezhetd, ennek meggondolasat az olvasora bizzuk. O

Az el6z6 tétel szerint, ha j € N rogzitett, akkor a V; tér felbonthat6 az alabbi médon:
Vi=WiaeVia =W 80W; 20V, o=...=W;.16W,;28... oW W,
azaz minden f Vj-beli fliggvény egyértelmten felbonthato
f=wj1twjo+...+wo+ fo

osszegre, ahol wy € W, (0 < /(< j) és fo € V.
A fenti gondolatmenetet j — oo hataratmenet alkalmazasaval folytatva az alabbi tétel nyerhetd,
melyet bizonyitas nélkiil kozliink.

2.3.11. Tétel ([4]). Az L? figgvénytér felbonthatd kompakt tartoji lépcsds fiigguények tereinek vég-
telen ortogondlis direkt osszegére:

L=VioWoaW,®..eoW,s...

azaz minden f € L* fiigguény egyértelmiien irhato fel

f:f0+zwj
=0

alakban, ahol fo € Vy és wj € W; minden j € N esetén.

2.4. Haar dekompozicié és rekonstrukcié

2.4.1. Haar dekompozicié

Az L?-beli f fiiggvény 2.3.11. Tétel szerinti felbontdsanak elGallitasa soran elGszor a fiiggvényt
egy .
fi(x)= Zagqb@]x—é) (2.4.1)
LeZ
alaku lépcss fliggvénnyel approximéljuk, ahol ;5 elegendGen nagy.
A dekompozicios algoritmus alapjat a kovetkezd lemma szolgaltatja.
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2.4.1. Lemma. Minden x € R helyen és minden j € N esetén igazak a kovetkezd Osszefiiggések:
$(2z) = (6(27 ')+ (2 12))/2,
¢(2x—1) = (2 'x) -y (2 x))/2.
Bizonyitds. A j =1 esetben az igazolandé allitasok
o(2z) = (o(z)+1(x))/2,
¢2r—1) = (¢(z)—v(x))/2

alaktuak, melyek a ¢ és ¢ fiiggvények definicidja alapjan nyilvanvaléan teljesiilnek.
Az osszefiiggések altalanos alakja azonnal nyerhetd, ha a (2.4.4) és a (2.4.5) egyenlségekben x
helyére 2/~1z-et frunk. O

Valasszuk kiilon a (2.4.1) Gsszeg paros és paratlan indexd tagjait

filw) =" and(Px—2k)+ Y aspp1d(2w—2k—1). (2.4.6)

kEZ keZ

A (2.4.2) és (2.4.3) sszefiiggéseket = helyett z— k2! J-re felirva a

¢z —2k) = (o2 x—k)+(2 e —k))/2, (2.4.7)
¢(2r—1) = (62w —k)=9(2 e —k))/2

egyenlségeket nyerhetjiik. Ezen eredményeket az (2.4.6) egyenlGségbe visszahelyettesitve

Fi(@) = an(d(2 x—k)+ (e — k) /24> ana (2 s —k)— (2 e —k))/2 =

keZ keZ
A — @ i Qg +a -
— % %T%“¢(23 Ly —k)+ %gb(? Lo —k) = w1+ fj_1,

ahol w;_y € W;_y =span{7_j09-1¢, k € Z} és f;_1 € V;_1 =span{71_j09-1¢, k € Z}.
Az el6z6 tapasztalatokat foglaljuk 6ssze a kovetkezd tételben.

2.4.2. Tétel (|4] Haar dekompozicio). Az

fi=> 71056
kEZ
V;-beli fiigguény egyértelmien felbonthato egy W;_1-beli w;_y €s eqy V;_1-belt f;_1 fiigguény dsszegére,
ahol

fi-1= Z a;(gjfl)Tfk(Szjf@
keZ
wisr =Y b Gy
keZ
az eqyltthatokra pedig ' 4 4
G-1) agk)‘*’agjk)ﬂ s U — agjk) _a’gk)—&-l
af =—7"— és by =TT
2 2
teljestil.
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Az eljaras folytathato és igy f;_1 felbonthat6 egy W;_o-beli w;_o és egy V;_o-beli f;_o fliggvény
Osszegére és igy tovabb, egészen addig, mig az
fi=wjitwja+...+wot fo

elsallitashoz nem jutunk.

2.4.2. Haar rekonstrukcid

Tegyiik fel, hogy ismerjiikk az f fiiggvény felbontasat a Vy és W, 0 < ¢ < 7 halmazbeli elemek
Osszegére, azaz
J=wj 1 twja+...+wot fo,

fo= Z Cl;(go)ﬂkéﬁ

kEZ

ahol

és
we=Y b7 btr (0<L< ).
keZ
Kérdés, hogyan tudjuk elGallitani az {aéo), keZ} és {bg), keZ, 0<{<j} egylitthatok ismeretében
az f fiiggvény
f= Z a%)ﬂk(sm‘(ﬁ
meZ
alakjat.
A rekonstrukcios algoritmus alapjat a kdvetkez6 lemma szolgéltatja.

2.4.3. Lemma. Minden x € R helyen és minden j € N esetén igazak a kovetkezd dsszefiiggések

P2 ) = (p(22)+9(2z—1))/2, (2.4.9)
V(Ir) = (¢(2x)— (X —1))/2. (2.4.10)
Bizonyitds. A j =1 esetben az igazolandé allitasok
o) = (p(2x)+¢(2x—1))/2, (2.4.11)
P(x) = (0(20)—(22-1))/2 (2.4.12)

alaktak, melyek a ¢ és ¢ fliggvények definicija alapjan nyilvanvaléan teljesiilnek.
Az Osszefliggések altalanos alakja azonnal nyerhetd, ha (2.4.11) és (2.4.12) egyenlSségekben x
helyére 2/~1z-et frunk. [

Az fy figgvény elGallitasat felirva és abban a (2.4.11) eredményt x helyett x — k-ra alkalmazva
minden x € R helyen a kovetkezd Osszefiiggésre jutunk:

folw) =" a)d(x—k) =" al’ (622 — 2k) + p(22 — 2k — 1)) /2.

keZ keZ

Igy fo minden z € R helyen felirhat6 az alabbi alakban
folx) ="y p(2x—10),

LeZ
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ahol

. _ | a hat=2k
ay (0)
a,’, hatl=2k+1.

Hasonloan, a wy fliggvény elGallitasat és a (2.4.12) egyenlSség = helyett x — k-ra felirt alakjat
osszevetve, minden z € R helyen a kdvetkezs Osszefiiggés kaphato:

2)=> b —k) =00 (22 —2k) — p(20 — 2k — 1)) /2.

keZ k€eZ

Igy wo minden 2 € R helyen felirhat6 az alabbi alakban:

Zb (2x—1),

LeZ

ahol

i _ p'” ha € =2k,
¢ b ha 0 =2k+1.

A kapott két eredményt Osszeadva

fol@)+wo(x) = a2 —1) (v €R)

LeZ

kaphato, ahol

a(l)_a —|—b a/(€0)+b§g())> ha€:2k7
Lo Db haf=2k+1.

Az eljaras kovetkezs lépésében az el6zéekhez hasonloan az fo+wg 6sszeg (2.4.9) felhasznalaséval
Jo(z) +wo(z Z a,"p(dx—1), (xeR)
LeZ

alakban irhato, ahol
~(2) _ ag), ha ¢ =2k,
al’, hal=2k+1.

és a wy fliggvény (2.4.10) felhasznalasaval
v) =Y 0P¢(4r—0) (v€R)
tez.

alakban irhato, ahol

i _ bV ha € =2k,
¢ b, ha 0=2k+1.

A két eredményt Osszevetve

fo(z)+wo(z) +w; (x Z a,’¢ — (x €R)

LeZ
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kaphat6, ahol

1 1
a® — a4 d;+&£,ha£:2h
g o al! =", ha £=2k+1.

A fenti eljarast folytatva az a@m) (1 <m < j) egylitthatok szamolasara egy rekurziv algoritmus

definialhato. Ezt a tapasztalatot foglaljuk 6ssze a kovetkezd tételben:

2.4.4. Tétel (|4] Haar rekonstrukeio). Tegyiik fel, hogy adott az
f=fotwo+w+.. Awig

eldallitas, ahol

Jo= Z a;(CO)T—kcb

keZ
€s
Wy = Z b](f)T_ké‘QldJ (O S f < ])
keZ

Ekkor f az ’
F=>"al'm kou¢

LeZ
alakban irhato, ahol az aéj ) egyitthatok az alabbi rekurziv utasitds alapjan szamolhatok minden 1 <
<m < j index esetén:
(m) | a,gm_l) —l—b,(gm_l), ha =2k,
ag = (m—1) ;(m—-1) _
a, — b, , hal=2k+1.

Az alabbi MatLab program alkalmas a Haar-dekompozicié6 megvalositasara. Ezenkiviil azt is de-
monstralja, hogy a probléma egy tgynevezett helybenjdrd algoritmus! segitségével is megoldhato.

n=length(f);

for k=0:N-1

for i=0:2"(k+1):n-2
A=(f(i+1)+f (i+2"k+1))/2;
B=(f(i+1)-f(i+2"k+1))/2;
f(i+1)=A;
f(i+2"k+1)=B;
end;

end;

Ugyeljiink az adatok kiolvasasi sorrendjére. Az eljaras soran végzet szamitasokat és adattarolasokat

szemléltettiik a 2.4. 4bran. Az dbra minden egyes sora megfelel az algoritmus egy 1épése soran elGalli-

tott vektornak. A legfelsé sorban az indulé adatok vektora, a legalsé sorban pedig az eredményvektor

lathato. A szamitasokat nyilakkal jeloltiik, zold nyillal az Gsszeadast és pirossal a kivonast. (Példaul
@) @) _ 2

a b\" elemhez piros nyilak érkeznek az a” és a\” elemektsl, ez a b\") = 2~ szamolasi utasitasnak

2
felel meg.)

LAz ilyen algoritmusok soran az eredmény a bemend adatok helyén jelenik meg és az tjonan szamolt értékekkel a
régi adatokat feliillirjuk. Ez azt jelenti, hogy az algoritmus tarhelyigénye gyakorlatilag ideélis.
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2] [a] [a] [
aél) b(()l) agl) bgl)
CI,(()O) b(()l) bé()) bgl)

2.4. 4bra. A Haar wavelet dekompozicié szamolasi sémaja

29
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2.5. Kétvaltozos Haar-rendszer

Az ebben a fejezetben targyalt eljarast a 2004-ben irt [44] szakdolgozatomban ismertettem.

A kévetkezkben bemutatjuk, hogyan lehet olyan kétvaltozos (R? — R) fiiggvény-rendszert szer-
keszteni, amely az el6bb targyalt rendszerhez hasonlé tulajdonsagokkal rendelkezik. Magat a konst-
rukciot fogjuk atiiltetni magasabb dimenzioba. Ehhez tekintsiik a diadikus négyzeteket, definialjunk
olyan fiiggvényeket, melyeknek ezek a tartoik. (Egy-egy diadikus négyzeten rendelkeznek csak nem-

nulla értékkel). Legyen J a diadikus intervallumok halmaza, ekkor a fiiggvény-rendszer elemeit a

kovetkezSképpen adjuk meg:

Legyeln I’+1J € J valamint teljesiiljon, hogy || = |J|. Konkrétan legyen I := [%, %) és legyen
J =T, )

2 0 on
—2n71 ha El<gp<kHl e 2ol <ycm
1 _ _ .
WO, = 27 he Al <<kl @ me<y<me
0, az egység-négyzet tobbi pontjaban
(270 ha Bl<o<gh e mpl<y <l
B y(y) =4 -2 ha E<o<kl e mloy<mil
| 0, az egység-négyzet tobbi pontjaban.

(

2”71, haxG[Q—n,2—n)es yE[;}L,mQj:l),

vagy €[ £ Bl e ye[mad m),

3 n—. m
WY (z,y):=4 =27 haze[hl ke ye[m=l my

vagy z€ [, Etl)es ye[z, mily

0, az egység-négyzet tobbi pontjaban.

\

Ily modon tehat barmely (I, J)€T?(|I|=|J|) négyzethez harom Haar-fiiggvény tartozik, melyeknek
a tartdja éppen ez a négyzet.

af -~ -
e - J
(a) ), (b) A2, (c) K,

2.5. abra. Az I x J négyzethez tartozo kétvaltozos Haar-fiiggvények

Az alabbi stilizalt abrak segitenek elképzelni ezeket a kétvaltozos fiiggvényeket.
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(a) BY), (b) b2, (c) h$Y,

2.6. dbra. Az I x J négyzethez tartozo kétvaltozos Haar-fiiggvények sematikus abrai

A fenti fliggvények szarmaztathatoak az egyvéltozos Haar-fliggvényekbdl is. Ehhez értelmezni kell
két fliggvény egy specidlis szorzatat a kovetkezGképpen:

(f x9)(x,y) == f(x)-9(y)-
Konnyen igazolhato az aldbbi allitasok helyessége.

WY (2, y) = —vV27x1 x hy = —(|he| x hy) (2, y),

W) (w,y) = V2rhe x xg = (hr x b )z, y),

W) (2,y) = —(hr x hy)(z,y).

Vegyiik észre, hogy az ortogonalitds az egydimenzids esethez anal6ég modon lathatéo be. Mivel
ez a diszjunkt tartéju fiiggvénypar esetén trivialisan teljesiil, elég olyan fiiggvényeket vizsgalni, me-
lyek tartoja kozos, vagy az egyik fliggvény tartoja tartalmazza a masik fiiggvényét. Az utobbi eset
targyaldsa analog modon torténik, mint az egydimenzios bizonyitas. Az tjdonségot a kozos tartoju
fiiggvényparok jelentik, hiszen ilyenek nem voltak egydimenzioban. Ezért egy ilyen eset vizsgalatat
részletezziik, a méasik két eset teljesen analdég modon targyalhato:

1 2 1 2
<h§>3J’h‘g><)J>://Q hgx)J'hgx)dedya

ahol Q az egység-négyzet. Mindkét fiiggvény a kozos tarton (I x J -n) kiviil azonosan nulla, igy a
skaléris szorzatban az integralast elegendé az I X J négyzetre elvégezni.

Legyen ez a négyzet a kovetkezs: [ := [2, &t1); J .= [2 mtl) Ekkor

1 2 1 2
<h§>2J7hg><)J>:/ hgx)J'hgx)dedy'

IxJ

A fenti integral kiszamitasahoz célszeri az I x J négyzetet 4 tovabbi négyzetre bontani, gy mint

[1 X Jl;Il X JQ;IQ X Jl;IQ X JQ,

ko 2k+1y. 7. _ [kl k+1y. T _ 2m41y. 7. _ [m+l 1
ahol I} = (3%, 5571 ); I, = 5, 55 ); J1 = 5%, 35); Jo = [5555, 251), melyek az alabbi modon helyez-

kednek el:
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Il Il I L
| ] |
| | |
| | |
| [ [
| | |
| | |

'J1 Lzd [LxJ)
J Lz )Lz,

2.7. dbra. Az I x J négyzet felosztasa

Ez szintén az egyvaltozos eljaras atiiltetése. Ezt a modszert a késGbbiek soran még fogjuk hasz-

nalni.
2
< ]><J7 I><J // IxJ" Idexdy—i_//hgx)J hg'x)dedy—i_
I xJp Iy xJ2

[ w2 oy ([0, dady.
Iax Jy IoxJ2

Konnyen lathato, hogy ezekre az integralokra igaz a kévetkezd:
2 1 (2
JJ oy = [0 12 oy~
11 ><J1 12 ><J2
1 2 2
= [0, 2wy = [, b2, dway
Il><J2 12><J1

Igy valoban igaz, hogy <h§1X)J, hf)le> =0.
A tovabbi két eset igazolasa hasonloan végezhets. A fenti gondolatmenethez analég modon, szé-

molassal igazolhato a fliggvényrendszer normaltsaga is.
Legyen hy az egységnégyzeten azonosan 1 fiiggvény. Vezessiikk be a kétvaltozos Haar-rendszer

o . o@Dy . o
szerinti sorfejtés S,y ) részletosszeg-operatorat!

PV f = (f.ho) ho+22 B RE) s+ (FhE R+ (R RS,

k=1 I,J€T;

ahol J;, az 5 hossz intervallumok halmaza.

2.5.1. Tétel (KB[44]). Legyen f € L*(Q) az Q egységnégyzeten négyzetesen integrdlhato fiigguény,
ekkor
(SEP) 1) (2, y _22"/ f(t,u)dtdu, ahol zel, yeJ és I,JeT
IxJ
Bizonyitds. A tétel bizonyitasa az egydimenzids esethez hasonldan, teljes indukcioval torténik, az
eltérés minddssze annyi, hogy a diszkusszié soran tobb esetet kell vizsgalnunk. n =0 esetén az &llitas

nyilvanvald, hiszen
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(SégD)f)(:c Y) ( (2D f)(a:' y)=(f, ho) hoscy //ftuhotudtdu—/ f(t, w)dtdu.

[0,1)x[0,1)

Tegyiik fel most, hogy minden n-nél kisebb n’ esetén az allitast mar igazoltuk. Ekkor

2D 1
(5527 ) (. y) = WLy iy (o w2 Y 5 (o V5 (e 552 f (),
ahol IxJ az a s—Xz—1-es négyzet, amelyre (x,y)elxJ. Nyilvanvalo, hogy

<f7 I*><J> Iz*)><J* :O

minden olyan esetben, ha I* # I vagy J* # J, mert a in 1><2n1 r nagysagu négyzeten nem-nulla
ertekkel rendelkezo kétdimenzios Haar-fiiggvények koziil csak a fent felsorolt harom fiiggvényre igaz,

hogy hli(x y) # 0.
Igy

(SEP) )z, y) =h) @, 1) / Ft,w)nY (¢ w)dtdu+hY @, 1) / £t w)RS (¢, u)dtdut
—i—hIXJ z,y //f (t,u) IXJ (t, u)dtdu+ 22"~ 1/f (t,uw)dtdu.
IxJ

A hjyy figgvények tulajdonsiagai miatt a skalaris szorzatokhoz elég csak az I x .J négyzeten integral-
nunk, vagyis

(S$P) ) (z,y) = th)Jx y/ f(t,u) IXJ(t u)dtdu—l—hIXJZE y/ f(t, u) thX)J(t,u)dtdu+
IxJ IxJ

h(l?;)Jx y/ f(t,u) I><J (t u)dtdu+22" 1/ f(t,u)dtdu.
IxJ IxJ

Célszert, az egydimenzids esethez hasonléan az integralasi tartoméanyt részekre bontani.
Legyenek ezek a részek a kovetkezdek:

]1><J1, Il><<]2, ]QXJl, IQXJQ.
Ekkor pedig

(SézD)f)(x Y) Ixe y/f (t,u) h(IX)J t u)dtdu+h1xjx y/f (t,u) h(jlx)J (t,u)dtdu+

Il><J1 11><.]2
+hIXJx y/f (t,u) h(I><)J t u)dtdu+h1xjx y/f (t,u) h(IX)J (t,u)dtdu+
IQXJI IQXJQ
Ixe y/ f(t,u) I><J (t u)dtdu—i—hIXJx y/ f(t,u) IXJ(t u)dtdu+
IxJ IxJ

4 22(n— 1>/ f(t,u)dtdu,

IxJ
Amint kozelebbrsl megvizsgaljuk a fenti integralokat, egybdl kideriil, hogy valéban praktikus
volt a felosztas, hiszen egy-egy integral kiszamitasa soran a hglx) ; fiiggvény konstans, értéke +2"71 a
tartoménytol fiiggGen. A t6bbi fliggvény is hasonloan viselkedik, konnyen meggondolhaté a kovetkezd:
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(S22 1) (@, y) = B, ) ( "—y Fltu)dtdu— 2”—7 ftudtdu+2”‘7 F(tu)dtdu+

Iy xJ1 Iox Jp I1 xJo

+2”y Ftu)dtdu) +h) @, y) +2“/ f(tu)dtdu— 2”‘/ftudtdu4r

IaxJ2 I xJy IaxJy

+2”‘/ ftu)dtdu— 2”‘7 f(tu) dtdu —I—hIXJx y ”‘7 f(tu)dtdu+

I1 xJo Isx Jo I xJq

+2“—y F(tu) dtdu+2”—/ f () dtdu— 2”‘7 f(tu)dtdu) +2°" 1/ f(t, u)dbdu.

IgXJl IlXJQ 12><]2 IxJ

A kiemelt konstansok értéke csak attol fiigg, hogy az (z,y) pont melyik tartoményban van, ez
alapjan négy esetet kell megkiilonboztetni, melyek koziil azt részletezem, ahol (x,y) € I1 x J; , a masik
harom eset teljesen analég modon targyalhato. Tegytik fel tovabba, hogy I x J=1I;x J;. A bizonyitast
erre az esetre konkretizalom, végig szem elGtt tartva, hogy a tovabbi esetek ezzel megegyezé modon,
mas-mas konstansok felhasznalasaval targyalhatoak.

Ha (z,y) € I x J;, akkor

hgng(za y) = _2n—1’ h§2><)J(xv y) - Qn_l, hg?;)J(JTv y) = _2n—1.
Ekkor

(SEP) £)(z,y) = 22 D). (/ tudtdu—l—/ F(t, u)dtdu / F(t, u)dtdu / F(t, w)dtdut

11><J1 IQXJ1 Il><J2 IQXJQ

/ftudtdu/ tudtdu+/ftudtdu/ftudtdu+
11><J1 12><J1 11><J2 IQXJQ

/ f(t,u)dtdu / f(t,u)dtdu / ftudtdu—l—/ ftudtdu)
Il><Jl IQXJl IlXJQ IQXJQ

+22"1/ f(t, u)dtdu.
IxJ

Osszevonas utan pedig:

(SSZD)f)(a:y—Qﬂn D. (/ f(t,u)dtdu / f(t,u)dtdu / f(t, u)dtdu / ftudtdu)

Il><.]1 IQXJl 11XJ2 IQXJQ

4 22(n— 1)/ f(t,w)dtdu.

IxJ

Bontsuk most szét az utols6 integralt is, az el6bbi modszerrel:

(SéiD)f)(aty—QQ"1 (/ ftudtdu/ ftudtdu/ ftudtdu/ ftudtdu)

I xJy Iax Jy I xJa Iax Jo

4 22(n—1) (/ ft,u dtdu+/ ft,u dtdu+/ ft,u dtdu+/ ft,u dtdu)
Il><J1 IQXJl 11><J2 IQXJQ

Lathato, hogy csak az I; x J; négyzeten értelmezett integral nem esik ki, tehat:

(SEP) £)(z, y) = 22— D). /ftudtdu—22"/ F(t,u)dtdu.

I1 xJ1 I xJ1

Ahonnan az allitas méar kovetkezik. O
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Az eddig hasznalt indexezés hasznos, mikor el szeretnénk képzelni az egyes fiiggvényeket, mert
rogton leolvashato az indexbdl a fliggvény tartdja. Praktikus akkor is, amikor beszélni szeretnénk
a fliggvényeinkrdl, hiszen egy-egy fliggvény beazonositasara két ismertetd jelet hasznélunk, az egyik
egy négyzet, ahol nem-nulla értékekkel rendelkezik, a méasik azonosité pedig azt mutatja meg, hogy
a harom azonos tartéju fiiggvény koziil melyikrél van szo. Az iterdcid soran viszont kénnyebben
algoritmizalhaté indexezésre van sziikségiink. Most is az egydimenzioban mar hasznélt modszert
alakitjuk a problémahoz.

hoon g (m—1—gn—1).2n—14 (h—1—2n-1) = R1x J,
ha I = [ﬁ M) és J = [m m“).

2n ) 92n 2_717 an
Az algoritmizalas a fenti formula segitségével mar nem jelent sokkal nagyobb problémat, mint az

egydimenzioés esetben, ezért a részletes magyarazattol most el is tekintiink.




36

2. FEJEZET. HAAR-FUGGVENYEK, HAAR-SKALAZASI FUGGVENYEK



3. fejezet

Altalanositott szorzatrendszer konstrukciok

Az ebben a fejezetben bemutatasra keriils konstrukciok alapotletét a [18] cikkben bemutatott
Haar-szert wavelet konstrukeio adta. A [45] cikkben ezt a konstrukciot alkalmaztuk a Csebisev po-
linomok 2" indext sorozata, mint 2"-réti leképezés sorozat felhasznalasaval. Célunk az volt, hogy a
diszkretizacio alappontjai a jol ismert és szdmos j6 tulajdonséggal rendelkezd Csebisev-abszcisszak
legyenek. A [18] cikk lépéseit nem lehetett egy az egyben atemelni, ezért a [45] cikkben a konkrét
példa esetén biortogonalis szorzat-rendszerpart konstrualtunk. A konstrukcio sorén tapasztaltak fel-
hasznalasaval a késobbi cikkekben [46, 47, 48] az eljarast tovabb altalanositottuk, igy olyan adaptiv
biortogonélis rendszerekhez jutottunk, melyek megérizték a Haar-szer waveletkonstrukeié legfonto-
sabb tulajdonsagait, nevezetesen hogy a Haar-Fourier egyiitthatok altaldnositott FFT algoritmussal
szamolhatok. Igy hatékony, jol kezelhets interpolacios eljarasokat konstrualhatunk, rdaadasul az in-
terpolacio alappont-rendszerét is a feladat igényeihez igazithatjuk.

3.1. Walsh-Csebisev rendszer és alkalmazasai

Jelen fejezet a 2006. nyaran a MaCS6 konferencian tartott el6adasom és az ott elhangzottakbol
késziilt [45] cikkem alapjan késziilt. A konstrukcio soran a kettShatvéany indexti Csebisev-polinomok,
mint 2"-rétd leképezések segitségével készitiink biortogonélis szorzatrendszer-part.

3.1.1. Definicié. Legyen X egy nem iires halmaz. Az X-en értelmezett A: X — X fliggvényt kétrétd
leképezésnek nevezziik, ha minden = € X elemhez pontosan két X-beli elem létezik — jeloljiik ezeket
x'-vel és x”-vel, — melyekre

A(z") = A(2") ==x.
A Rademacher-fliggvények konstrukcioja soran cseréljiik le a
d(z) :=2x (mod 1)
dilataciot egy A: X — X kétréti leképezésre, az alapfiiggvényt pedig egy ¢ : X — T fiiggvényre, ahol

T:={z€C:|z| =1} és melyre minden = € X esetén igaz, hogy az x € X elem két 6sképén — x'-ben
illetve z”-ben — kiilonbo6z6 elGjelt, de azonos abszolutértéki fiiggvényértékekkel rendelkezik, azaz

o(x') = —g(2"). (3.1.1)

[lyen moédon Haar-szer fiiggvényekhez jutunk.

37
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Készitsiink a kétrétd leképezésiink iteralt hasznélataval 2"-rétd leképezést a kdvetkez6 modon:

Ao(z) =2, An(z):=A(Ar-1(z)) (meN":={12,---}, z€ X)

Egy rogzitett x) € X elem A, leképezésben vett Gsképei az alabbi 2"-elemt halmazt alkotjak:

X'={rzeX : Ay(x)=a} = {2} k=0,1,--- ,2"—1}.

n—1
Zo
zg =7

3.1. 4bra. Az X™ diszkrét halmaz

X

n
Ton—3 Ly

A diszkrét Haar-szert fliggvényeket ezen az X™ halmazon fogjuk értelmezni.
Az igy értelmezett Rademacher-szerd ¢, fiiggvények szorzatrendszereként szarmaztathatok a
Walsh-szerti rendszerek és azokbol nyerhetjiik a Haar-szeri fiiggvényeket az alabbi médon:

Hpn(2) := ¢ () H(1+¢](:B)¢_J(:EZ)) (0<k<2"neN). (3.1.2)
Természetesen az
X =10,1), A(z) =2z (mod 1) (z € X) (3.1.3)

speciélis esetben a

_ [ 1 (z€[01/2)),
o) —{ ~1 (ze[1/2,1)

alapfiiggvény valasztéasa mellett visszakaphatjuk az eredeti Haar-rendszert:

hk,n = Hk:,n (0 <k<2".ne N)

Tovabbéa az X™ diszkrét halmaz pontjain a két fiiggvény altalanos esetben is megegyezik:

Pn(27N) = Hpp(z)) (0<k<2"),0<n<N,0< <2V, (3.1.4)
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3.1.1. Haar-Csebisev és Walsh-Csebisev rendszerek

Tekintsiik az X = [—1,1] halmazon az
Alr) =221 (z € X) (3.1.5)

kétrétd leképezést. Az alapfiiggvény pedig legyen a ¢(z) := z (z € X) identitas.
A Csebisev-polinomok Tyn (z) (z € X, n€N) részrendszere az A(x) =Ty (x)=cos(2 arccos x) kétréti
leképezés 6nmagaval vett iterativ kompoziciéiként szarmaztathato:

Ty (2) = An(z) (z € X,n €N). (3.1.6)

A fenti allitas teljes indukcioval egyszertien igazolhato.
Definici6 szerint A;(z) = Ty(z). Tegyiik fel, hogy az allitast valamely n € N* esetén igazoltuk.
Ekkor

Apii(z) = A(A,(2)) = cos(2arccos(A,(r))) = cos(2 arccos(cos(2™ arccos ))) = cos(2" ! arccos z).

A ¢, =T (n € N) rendszer
n—1
wm - H (bZ’bk’
k=0

szorzatrendszerének elGallitasaban az my, kitevSk az m index binaris jegyei, azaz my € {0, 1} és
m =31 m2k.

(A 3.1.3)-ban bemutatott specidlis esetben a ¢, rendszer az eredeti Rademacher-rendszer, a
m (m € N) szorzatrendszer pedig az ortonormélt Walsh-Paley rendszer lenne.

A ¢, =T, fiiggvények 1, szorzatrendszerének elemei m-edfoki polinomok, de ezek akkor és csak
akkor esnek egybe a megfelels indext Csebisev-polinommal, ha m kettShatvany.

Mivel a Csebisev-polinomok nem alkotnak UDMD-rendszert, ezért a szorzatrendszer nem orto-
gonalis.

Egy maésik, ¥, (m € N) szorzatrendszert konstrualtunk, amely biortogonéalis part alkot az eredeti
tm (m € N) rendszerrel az X™ halmaz

(.00 = 3 f@)gla) (317)

reXn
diszkrét skalaris szorzatéara nézve.

3.1.2. Tétel (KBJ[45]). Legyen ®p=2¢y/(pr+1+1) (KEN) és jeldlje V,,, az igy szdrmaztatott rendszer

szorzatrendszerét :
n—1

U, =[]0 (0<m<2m).
k=0

Ekkor a (1,0 <m <2") és a (V,,,0 <m < 2") rendszerek biortogondlisak, azaz
(Y, Wp) =k (0 <Kk, 0<2"). (3.1.8)

A tétel bizonyitasara késébb visszatériink. Egyel6re annyit jegyeznénk meg, hogy a fenti konst-
rukcioé soran a ¢r41(t)+1 nevezd az X" diszkrét halmaz semelyik ¢ pontjaban nem egyenld nullaval.
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3.1.3. Definicio. A (¢,,, meN) és a (V,,, m €N) szorzatrendszerek vegyes Dirichlet-féle magfiigg-
vényét az alabbiak szerint értelmezziik

2"—1

Don(s,t) 1= m(s)Wn(t) (s,t€X"). (3.1.9)

3.1.4. Definici6. Tetszbleges f: X — R fliggvény esetén bevezethet§ a fliggvény

2m—1

Sonf =Y {f W) m

m=0
biortogonélis sorfejtése.
Nyilvanvalo, hogy Son f egy 2™ — 1-edfoki polinom.

3.1.5. Tétel (KB[45]). A szorzatrendszerek (3.1.9)-ben definidlt vegyes magfiggvényére igaz a ko-
vetkezd tulajdonsdg :
D2n<8,t):2n53t (S,tEXn)

Tovdbbd az Son f biortogondlis sorfejtés interpoldlja az f figgvényt az X™ halmazon, azaz
(S f)(2) = flx) (xe X).

Bizonyitds. A vegyes magfiiggvény

2" —1 n—1

Dan(s,t) = Z VYr(s)Wi(t) = H <1+¢k(8>#g:‘1>

k=0
szorzatalakjat felirva, az alabbi esetszétvalasztast végezhetjiik.
Ha s#t, akkor létezik a pontoknak egy els6 kozos Gse, amit jeloljlink z-szel. Ekkor 1étezik p index
(0<p<n—1), hogy o' := AP(s) £ AP(t) =: 2", de x = APT!(s) = APTL(1).
Ekkor a Dirichlet magfiiggvény szorzatalakjanak p-edik tényezGje
2¢p(1) 14 22" ‘
Ppa(t) +1 r+1

1+ ¢,(s) (3.1.10)

alakban frhato.

Mivel z = A(z'") = A(2"), ezért 2’ és 2" a 222 —1 =12 masodfoki egyenlet gyokeiként kaphatok, igy
—x—1

5
A kapott eredményt (3.1.10) egyenletbe visszairva a tényezére

o =229 =

—z—1

1+—2—=0
r+1

adodik, ahonnan kovetkezik, hogy a szorzat nullaval egyenld.
Az s =t esetben vezessiik be az 2’ 1= ¢p(s) = ¢ (t) és x := gp,1(t) = 22 — 1 jeloléseket. Ekkor a
szorzat minden tényezGje

212 1 r+1

1 — 14— =
+x+1 +x+1

2,

igy a szorzat 2™-nel egyenld.
Fontos ismételten kiemelniink, hogy az .S, f biortogonalis sorfejtés egy n-edfoku polinom, igy egy
specialis interpolacios polinomot allitottunk el6. O
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Most mér visszatérhetiink a 3.1.2. tétel bizonyitasara.

Bizonyitds. A tétel a 3.1.5. tétel kivetkezménye.
A Dirichlet-magfiiggvényre kapott

2" —1

Don(s,t) = () Ws(t) = 2", (3.1.11)

Osszefliggést matrix-egyenlet forméjaban fogjuk felirni, amihez vezessiik be a kovetkezs jeloléseket.
Legyen A = [ih(s)]7,", (s € X,,) és B = [\Ilk(s)]il_ol, (s € X,,). Ekkor a (3.1.11) egyenlGség az
alabbi alakban irhato:
AB=2"1,

ahol I € R?"*?" az egységmatrix.
Az adjungalés miiveleti tulajdonsagait kihasznalva kaphaté a kovetkezs Osszefiiggés:

B*A* =2"],

melynek részletes kiirasa utan azonnal addédik a bizonyitandd biortogonalitas:

2% > Uils)Wils) = o

seX,,

A
Cm = (f,Um) (0<m<2")

egylitthatok szamolasara FFT-algoritmust hasznalva O(n2") miiveletre van sziikség és ugyanennyi
miiveletet igényel a rekonstrukcio is.

3.2. Walsh-szeri rendszerek konstrukciéja

Ebben az alfejezetben kétrétd leképezésekbdl kiindulva konstrualunk Walsh-szerd rendszereket.
Az itt definialt rendszerek specialis esetként adjak vissza az el6z6 alfejezetben téargyalt rendszereket
és az altalanos esetben is megérzik azt a tulajdonsagot, hogy a Walsh-Fourier egyiitthatok egy &l-
talanositott Gyors-Fourier transzformacioval szamolhatok, a biortogonélis sorfejtés segitségével most
is hatékony és adaptiv interpolacios eljaras definidlhato. Az alfejezet a [46] cikk alapjan késziilt.

3.2.1. Motivacid

Az r, (n € N) Rademacher-fiiggvények szarmaztathatok az r alapfiiggvénybdl dilatacio segitségé-
vel:

ro(x) :=r2") (x€]0,1),n€N),
ahol

(3.2.1)

1
() ::{ 1, zelk, k+3), keZ,

—1, ze€k+3, k+1), ke Z
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Bevezetve az A(x) =2z (mod 1)(x € [0,1)) kétréti leképezést az r, fliggvény az ro = r,r .1 =
=roA (neN) rekurzioval szarmaztathato. Mint azt korabban emlitettiik, a Walsh-Paley rendszer a
Rademacher-rendszer szorzatrendszereként is elGallithato, azaz

wo = [[ri, m=>)"mi2", mpe{0, 1}. (3.2.2)
k=0 k=0

A w,, (m € N) Walsh-rendszer teljes ortonormalt rendszer a szokésos

(f.9) = / £(t)-g(t)dt (3.2.3)

skalarisszorzatra nézve.
Tekintsiik a w,, (m < 2V) részrendszert. A részrendszer ortonorméalt az alabbi diszkrét skalaris
szorzatra nézve:

o0l = g O F(0) (). (324

rzeXN

ahol Xy a kovetkezs diszkretizécidés ponthalmaz:
k N

A diszkrét Walsh-rendszer szintén teljes az f: Xy — R diszkrét fliggvények terén.

Gyors Walsh Transzformacioval (FWT) a c,(f) = [f, wn]x, (0<n <2V) diszkrét Walsh-Fourier
egyiitthatok (DWFC) O(N -2V) miivelettel szdmolhatok. Az f: Xy — R diszkrét fiiggvény diszkrét
Walsh-Fourier egyiitthatoibol valo elgallitasara ugyanennyi miiveletre van sziikségiink, azaz a Walsh
dekompozicidhoz illetve a Walsh rekonstrukciohoz ugyanannyi miiveletre van sziikség, mint a diszkrét
Fourier transzforméciohoz FFT algoritmust hasznalva.

3.2.2. A Rademacher-rendszer altalanositasa

A Walsh-rendszer konstrukciojanak altalanositasahoz elGszor a Rademacher-rendszer alapfiiggvé-
nyének altaldnositasat fogjuk megadni. Ehhez a kovetkezd fogalmakra van sziikségiink.

Legyen Z C R egy valds intervallum. Az A :7Z — 7 leképezést kétrétii leképezésnek nevezziik, ha
minden y € 7 esetén pontosan két olyan pont létezik, melyeknek képe az A leképezésben y, azaz
létezik x1, 20 € I, w1 # 9, hogy

A(xy) = A(xq) =y, (3.2.6)

ezt a két pontot az y elem Gsképeinek fogjuk nevezni.

A @, [(p(l)] fiiggvényt péaros |paratlan| fiiggvénynek nevezziik az A kétréti leképezésre nézve,
ha minden y pont két &sképében (A(z') = A(z") =y és 2/ # 2" ) a fiiggvényértékekre

PP (') = (=1 (z") (j=0, 1) (3.2.7)

teljestil.
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Legyen Ag az identikus leképezés az Z intervallumon. Készitsiik el az A leképezés onmagaval vett
iterativ kompozicioit, azaz legyen A, 41(x) := A(A,(x)) minden x € 7 esetén.
Nyilvanvalo, hogy az A, : T — 7T leképezés egy 2"-rétii leképezés.

A oV (2) =MW (A4,(z)) (n € N) fiiggvényeket Rademacher-szer( fiiggvényeknek nevezziik.

Konstrukcionkban az A kétréti leképezés hasonlo szerepet fog betdlteni, mint az eredeti Rademacher-
konstrukcioban a 2z (mod 1) fiiggvény, az r alapfiiggvény szerepét pedig a (V) péaratlan fiiggvény
veszi at.

c s

fliggvényparok aldbbi rendszerébdl:
oo =1{e", M}, m=0,1,..., N1 (3.2.8)

Ekkor a
N—-1
H (p(gk), = Z Ek'Qk, gk c {0,1}
k=0

rendszert a (3.2.8) rendszer altalanositott szorzatrendszerének nevezziik.

(0)

A fenti definici6 valoban a szorzatrendszer fogalmanak altaldnositasa, hiszen ¢y, = 1 valasztéas

mellett a hagyomanyos szorzatrendszer definiciohoz jutunk. Igy, ha az emlitett speciélis esetben a
Rademacher-szert fliggvényeket az eredeti Rademacher-rendszer megfelels elemeire cseréljiik (gp%) =

= 1) visszakapjuk az eredeti Walsh-Paley rendszert.

Jelolje {®y, 0< <2V} a {p,, 0<n< N} rendszer szorzatrendszerét és {U,, 0<(<2V} az {1, =
= {wgo (1)} 0<n< N} rendszer szorzatrendszerét. Ekkor a szorzatrendszerek vegyes Dirichlet-féle
magfiiggvénye:

Don(s,t):= > ®y(s)Wy(t). (3.2.9)

A szorzatrendszerek definiciojat felhasznalva a vegyes Dirichlet magfiiggvényre az aldbbi explicit
formula frhat6:

2N 1 N-1 N—
Dax (5,1) Z () Tty = 3 [[ el () 0t H (60 O+ (5) 0 ®)
(=0 k=0 k=0

A Rademacher-szert fliggvények tehat az alabbi médon definidlhatok:

on(@) = {e) (@), o) (2)} == {0 (Au(2)), " (An(2))}. (3.2.10)

Egy rogzitett zy € Z pont Ay leképezésben vett 2V kiilonbozd Gsképének halmaza legyen
Yy ={r€T: Ax(z) =20} = {ap :k=0,1,--- , 2V —1}. (3.2.11)

A fiiggvényeket a fenti Yy halmazra sziikitve az altalanos szorzatrendszer diszkretizélhato.
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Jelolje {®,, 0</<2V} a (3.2.10)-ben definidlt {gbn:{gp%o), goq(ql)}, 0<n< N} rendszer altalanositott
szorzatrendszerét, azaz

N-1 N-1
b= H o, = Z 028, 0 €{0,1}. (3.2.12)
k=0 k=0

Tegyiik fel, hogy az Yy diszkrét halmaz pontjaiban sem ¢©, sem pedig ¢! nem ttinik el, azaz
minden x € Yy esetén o0 (z) # 0 és oM (z) # 0. Kezdjiik tjra a konstrukciés eljarast az alabbi
fliggvényparbol kiindulva:

1 1
T:={p, pM} = {_—> _—} : (3.2.13)
90(0) 90(1)
Jelolje {U,, 0 <l <2V} az

To(2) = {0 (2), 037 (@)} = {$17(Au(2)), ¥V (An(2))} (0<n<N) (3.2.14)

rendszer altalanositott szorzatrendszerét, azaz

N-1 N-1
vo= [T, (=Y 02 e (o), 3219
k=0 k=0

3.2.1. Tétel (KB[46]). A fent definidlt dltaldnositott szorzatrendszerek — {®,, 0 <0< 2N}, amit a
(3.2.12) ésszefiiggéssel definidltunk és {V,, 0 <0 <2V}, melynek definicidja (3.2.15)-ban taldlhato —
biortogondlisak az Yy halmaz diszkrét skaldrisszorzatdra nézve, azaz

[ @0, Uiy, =0 (0<L, m<2V).
Bizonyitds. Tekintsiik a szoban forgd szorzatrendszerek vegyes Dirichlet-féle magfiiggvényét:

2N 1

Don(s,t):= Y ®p(s)-Up(t) (s,t€Yy). (3.2.16)

m=0

A bizonyitand6 biortogonalitas ekvivalens a Dirichlet magfiiggvény kovetkezd tulajdonsagéaval:
Dyn(s,t) =26, (s,t € Yy). (3.2.17)

A Dirichlet-féle magfiiggvény korabban mar felirt szorzatalakjanak és a szorzatrendszerek defini-
cioinak felhasznélaséaval, kihasznalva a (3.2.13) kapcsolatot, a

Dor(s.t)= 3 n(s)Tn(t) = [T (7060570 +67(0)- T 0)) =
- h=0 (3.2.18)
_ OFESE. W5y, 1
1 (“”“ ) o o so,i”<t>>

alakot kaphatjuk, melyet esetszétvalasztéssal vizsgalunk tovabb.
Az s =t esetben a szorzat minden tényezGjére, azaz minden m (0 < m < 2V) esetén

1 1
= ¢ (5)-

orm Eamie 1 (3.2.19)
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adodik, ahonnan Dy (s,t) =2V,
Ha s # t, akkor létezik s-nek és t-nek egy els6 kozos Gse, nevezziik ezt x-nek és ennek kapcsan
létezik egy p (0 < p < N) index, hogy

' =A,(s) # Ay(t) = 2", (3.2.20)

ugyanakkor x = A, 1(s) = Ap1(2).
Tudjuk, hogy a ¢ az A leképezésre nézve paros fiiggvény, azaz ¢ (2') = ¢ (2") és mivel o)

paratlan fiiggvény ugyanerre az A leképezésre nézve, ezért M (z') = —p()(2”). Innen
P () —m—+p(s) - —5— = PO (Ay(8)) - 5 + (A, (5)) s =
A0 ) EIVNG) AT oo
—PO) s ) e =110
Ez pedig azt jelenti, hogy a (3.2.18) szorzat egyik tényezGje nulla, igy tehat maga a szorzat is:
Dyn(s,t) =0, ha s #t. ]
3.2.2. Tétel (Interpolacios formula, KB[46]). Legyen
2N 1
Son = [fs Ul vy ¥om (3.2.22)
m=0

a biortogondlis szorzatrendszer-pdr szerinti biortogondlis sorfejtés 2N -edik részletdsszege. Ekkor az
Son finterpoldlja az f fligguényt az Yy halmaz pontjain, azaz

(Sonf)(z) = f(z), x€ Y. (3.2.23)

c e,

bizonyitasa soran belatott tulajdonsagat felhasznalva minden x € Yy esetén az alabbi Osszefliggésre
jutunk:

Sovf(@) = 3 [f Unlyton(®) = 3 (2% 3 f(yﬁm(y)) Yonlr) =

= o ) Y @) Tuly) = 5y 3 F@)Dax () = F(x).

yeEYN yeYN

3.2.3. Példak

A fent bemutatott konstrukcié meglehetésen altalanos. Megfelels, specialis ¢ fiiggvények hasz-
nalatéaval visszanyerhetjiik a jolismert ortonormalt vagy biortogonélis szorzatrendszereinket, de 1j,
adaptiv biortogonalis rendszereket is konstrualhatunk a vizsgalt problémahoz igazodva.

I. Legyen v:[0, 1)— 10, 2) szigortan monoton folytonos bijekcio és vy (z):={v(x)}, ahol {a} jeloli
az a valos szam tortrészét. Szokas a vy, fiiggvényre a v;(z) = y(z) (mod 1) jeldlést hasznalni.
A~ :[0, 1) — [0, 1) figgvény Z = [0, 1) intervallumon kétrétd leképezés.
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A ~ fliggvény és az altala generalt v, kétrétd leképezés

A konstrukcié folytatasahoz sziikségiink lesz egy paros ¢© és egy paratlan ) fiiggvényre a
most bevezetett kétréti v, leképezésre nézve. Legyen € € [0, 1) az a pont, amelyre v(§) = 1.
A £ pont két részintervallumra bontja a [0, 1) intervallumot, nevezetesen legyen Z; a [0, &)
intervallum és 7, a [£, 1) intervallum. A ¢ fliggvény Z; intervallumon vett értékei egyértelmiien
meghatarozzak az Z, intervallumon vett értékeket.

Speciélisan, ha ¢(©)(z) = 1 minden z € [0, 1) esetén és
1, 0<z<¢
eW(z):={ -1, £<z<1 (3.2.24)
0 egyébként,
egy ortonormalt rendszerhez jutunk.

e Tovabb konkretizalva, ha a v(x)=2z fuiggvényt hasznaljuk a kétréti leképezés létrehozéséra,
az alabbi fliggvényekhez jutunk.

() =2z n(x) = {2z}

Az igy megadott v, tgynevezett fiirészfog-fiiggvényt hasznélva kétréti leképezésként, akkor
a fenti specidlis esetben felirt ¢ fiiggvénybdl kiindulva a konstrukcié az eredeti Rademacher-
rendszert allitja el6, majd pedig annak altaldnositott szorzatrendszereként megkaphatjuk a
Walsh-rendszert.
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IL.

ITI.

e Az eljardsunk ugyanakkor alkalmas egy konnyen hangolhaté adaptiv interpolacios eljaras
konstrualasara is. A példa kedvéért tegyiik fel, hogy a vizsgalandé fiiggvény tulajdonsagaira
az 7 intervallum méasodik felében vagyunk kivancsiak. Ekkor olyan Yy diszkrét pontrendszerre
van sziikségiink, amelynek pontjai az intervallum mésodik felében stirtibben helyezkednek el.
Ha a v, kétrétd leképezésiinket egy olyan v fiiggvénybdl szarmaztatjuk, ahol ha & > %, akkor
a pontok stirtisége az Z, sokkal nagyobb lesz, mint az Z;-en, hiszen Yy-nek ugyanannyi pontja
van mindkét részintervallumon.

Legyen v: [0, 1) — [0, 2) most is szigortian monoton folytonos bijekcio, de v (x) := |y(x) —1].

A v fliggvény és a bel6le szarmaztatott v, fliggvény

A ¢ alapfiiggvény az el6z6 esethez hasonldan vélaszthato.

e Specidlisan, ha v(x) = 1 —2x, akkor vi(z) := |y(z) — 1| is egy kétréti leképezés a (0, 1]
intervallumon, de generalhato a [0, 1)-en kétrétii leképezés a v, :=1—-y; transzformacioval, igy
a jol ismert B; Basic-splinehoz jutunk.

y(r)=1-2z n(z) 7a(2) = Bi(22)

A konstrukciot a vy kétréti leképezésre épitve a Schauder-fiiggvényeket kapjuk vissza.

Tekintsiik az Z = (=1, 1) intervallumon értelmezett A(x) = 2z%—1 kétréti leképezést. Ha a
konstrukcié sordn a ¢©(z) =1 és a pV)(z) = p(z) = x alapfiiggvényeket hasznéljuk, akkor a
[45] cikkben bemutatott Walsh-Csebisev rendszert allithatjuk eld.
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A(z) =Ty(x) =22%—1.
Az emlitett cikkben a
or(x) = p(Ap(x)) = Ty (x) = cos(2" arccos x), v €T

fiiggvényeket allitottuk els. A 3.2.13 konstrukciot és a 3.3.11.Tétel allitasat hasznalva ugyanazt
a biortogonalis part allithatjuk eld, amelyet a [45] cikkben a konkrét fliggvényrendszer specialis
tulajdonséigait kihasznalva kaptunk.

Szintén a [45] cikkben igazoltuk, hogy a

2%

b, = —"—
Yr+1+1

rendszer WV, szorzatrendszere biortogonalis a ¢ rendszer 1, szorzatrendszerére a Csebisev-
abszcisszédk Xy halmazénak diszkrét skalarisszorzatara nézve.

Legyen 49 =1 és M) = ﬁ, ahogyan a 3.3.11.Tétel szerint sziikséges.

1 1 1 _ 2cos(2Farccosz)

ou(z)  or(x) - cos(2k arccosz)  2cos?(2F arccosz)
2 cos (2" arccos )

cos?(2F arccos x) —sin?(2F arccos x) + cos? (2 arccos x) +sin?(2* arccos )
2cos(2Farccosx)  2p(x)
cos(2-(2karccos 7)) +1  pppa(z)+1°

3.2.3. Megjegyzés. A 111. Példa az Z transzformaciojaval a II. Példabol is szarmaztathato.

Legyen a € D és z € T, azaz a a komplex nyilt korlemezbdl, z pedig az egységkorbdl. Ekkor a

fiiggvényeket Blaschke-fliggvényeknek nevezziik. Tudjuk [29], hogy
B, (eit) _ ¢ifal®),

ahol
1+7r

1—r

) , (a=(re e e B, t € R)
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és vs(t):=2 arctan(e® tant). Mivel (3,:[0, 27| —[0, 27| egy folytonos szigortian monoton bijekcio,
ezért, B, bijektiv leképezés a toéruszon.

Legyen B,, és B,, két Blaschke-fiiggvény. Ekkor

Bal(z) . Bag (Z) — ei(:@al (t)+Bay)(t) — elﬂ(t)

ahol 3 : [0, 2rr] — [0, 4x] folytonos szigorian monoton bijekcio.

Legyen (1(t) := ((t) (mod 2m). Nyilvanvalo, hogy 3 : [0, 27] — [0, 27] kétréti leképezés.

a ((z) figgvény a (1 (z) fliggvény

Az
A(t) — B1(t)

kétréti leképezéshbdl kiindulva racionalis szorzatrendszereket konstrualhatunk.

3.2.4. Tovabbi lehet6ségek az Altalanositasra

L

IT.

Az eredeti konstrukcioban az A, 2"-réti leképezést az A kétrétd leképezés dnmagaval vett
iterativ kompozicidjaként kaptuk. Ehelyett hasznalhatunk egy kétréti leképezésekbdl allo (ay,)
sorozatot és ekkor a 2™-réti leképezés A, = a,0a,_10---oa; kompozicioként kaphato.

Tovabb altalanosithato a szorzatrendszer definicidja is. Legyen m > 1, m € N egész szam és a
fliggvényparok rendszere helyett induljunk ki a rendezett fliggvény m-esek alabbi rendszerébdl:

¢ _{30%0)7 Qon )t gngm_l)}J n:OJ 17"'7 N_l (3225>
Ekkor a
N—1
Hwn =3 bt e 0L 1)
k=0

rendszer lesz a (3.2.25) rendszer altalanositott szorzatrendszere. Specidlisan m = 2, oV =1 6s

<p7(11) = ¢, valasztas mellett visszanyerhet§ a szorzatrendszer eredeti definicidja.

Jelolje {®y, 0<l<m™} a {¢,, 0<n< N} rendszer altalanositott szorzatrendszerét és {¥,, 0<

<l<m™}az {Y,= {1/)7(10), wgl), o ,wv(@m_l)}, 0 <n < N} rendszerét. Ekkor a szorzatrendszerek
vegyes Dirichlet-féle magfiiggvénye az alabbi alakban irhato:

N_1

Dy (s,t) := > @y(s)Ty(t). (3.2.26)
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3.2.4. Megjegyzés. A vegyes Dirichlet-féle magfiiggvény ebben az esetben is felirhat6é szorzat-

alakban is:
mN -1 mN—-1N-1 N—1m— ‘
Dots) = - w0 = 3 [T 0570~ 1 S - 700
£=0 =0 k=0 k=0 j=0

T stz

szereket konstruédlni. A diszkrét biotogonalis sorfejtésrél be fogjuk latni, hogy az alappontokon inter-
polalja a fiiggvényt. Az ilyen rendszerekre vonatkozé diszkrét Fourier-egyiitthatok és a rekonstrukcio
soran az alappontokon vett fliggvényértékek egy altalanositott Gyors Fourier Transzformécioval sza-
molhatok, hatékony interpolacios eljarast adva feliiletek kozelitésére.

Korébbi konstrukcionk az X nem iires halmaz A : X — X kétrétd leképezésébdl és az r: X — C
alapfiiggvénybdl kiindulva iterativ fiiggvénykompoziciét hasznalva Rademacher-szert rendszereket
allitott eld.

Legyen tehat Ag(z):=xz, Api1(2):=A(A, (7)) (r€X,neN); ekkor az 1, (z)=r(A,(z)) (xeX,neN)
rendszert neveztilk Rademacher-szerd rendszernek.

A fiiggvények diszkretizalasdhoz bevezettiik az z, rogzitett elem Ay 2V-rét( leképezésben vett
Gsképeinek Xy :={x € X | Ay(x) =20} = {2z} | k=0,1,--- 2V —1} halmazat.

A Rademacher-szerd rendszer

N-1 N-1
Wy 1= Hrik7 g:ZEk.Qk’ lr €{0,1}
k=0 k=0

szorzatrendszerét Walsh-szert rendszernek neveztiik, majd az el6bb bemutatott eljarassal a w, (0 <
<0< 2N ) rendszerhez biortogonélis part konstrualtunk a Xy diszkrét halmazon.

Az altalanositott konstrukcié alkalmas kétvaltozos fliggvények kozelitésére interpolacié segitségé-
vel.

Az alfejezet a 2010. nyaran tartott MaCS8. el6adas és az annak anyagat tartalmazo [47] cikk
alapjan késziilt.

3.3.1. Altalanositott szorzatrendszer

Induljunk k1 most is az X # () halmazbol és tekintsiink néhany, ezen a halmazon értelmezett
fliggvényt : fn X—>C(0<j<m,0<n<N),ahol NNmeN":={12,---} ésm >2.
Tekintsiik ilyen fiiggvényeknek az alabbi véges rendezett halmazéat:

:{fr(LO)7 fr(zl)v"'w fr(Lm_l)}7 n:07 ]-7"'7 N —1. (331)
3.3.1. Definici6. Az . := {F,|0 < ¢ <m"} rendszert, melynek elemeire

N—-1 N—-1
=1 A% ¢=>tmh toefo1,... . m—1}, (3.3.2)
k=0

k=0

z (Fn, n < N) fiiggvény-kollekcio altal generalt altalanositott szorzatrendszernek nevezziik.
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Az m =2 speciélis esetben az f,SO) =1 és fr(Ll) = f, fliggvényvélasztassal az eredeti szorzatrendszer
definicijahoz jutunk.
Az F altalanositott szorzatrendszer az F; (0 < j < N) rendezett fiiggvényhalmazok szorzataként
is megkaphato:
Fo-Fr- o Fna={F|l0<t<mN}=7F. (3.3.3)

Jelolje @ :={G,|0<l<mV -1} a
gn:{gé,())? g7(Ll)7“'7g£Lm_1)}7 OSTL<N

fliggvénygytijtemény altalanositott szorzatrendszerét.
Az F és ¢4 rendszerek vegyes Dirichlet magfiiggvénye az aldbbi alakban irhato:

n—1

Dy(s,t) =Y Fy(s)Gy(t) (n€N). (3.3.4)

=0
A vegyes magfiiggvény kovetkezd tulajdonsiga teljes indukcioval igazolhato.

3.3.2. Lemma. Ha n=m", akkor az F és 9 szorzatrendszerek veqyes Dirichlet magfiigguénye az
aldabbi szorzat alakban is felirhato :

mN—-1N-1 N—-1m—1
PRICOED N | OB SIOES | DN OB 0] (3.3.5)
(=0 k=0 i=0 j=0

A fenti formula a [30]-ban és a [24]-ban bemutatott Paley azonossag altalanositésa.
Sziikségiink lesz még a kétréti leképezések altalanositasara.

3.3.3. Definici6. Legyen X egy nem iires halmaz és m € N*:= {1,2,--- } egy rogzitett egész szam.
Az A: X — X fuggvényt X halmaz m-réti leképezésének nevezziik, ha minden y € X elemhez

létezik g, x1, -+, T;m_1 € X, pontosan m darab kiilonboz6 6skép. Az Gsképekre igaz, hogy A(xg) =
=A(r)) = =A(@m-1) =y, az y € X elem Gsképeinek halmaza tehat:

Ail(y> = {.Z'o, L1, 7xm71}-

3.3.4. Definicio. Az F := {f© 0 ... fm=DY a5 G .= {¢©@ ¢ ... ("D rendszereket az X
halmaz A m-réti leképezésére nézve biortogonalisnak nevezziik, ha minden y € X esetén

LS @) =6, (0<ij<m). (33.6)

zeA—1(y)

Ha a két rendszer egybeesik, azaz F =G, akkor azt mondjuk, hogy az F rendszer ortogonalis az A
m-rétl leképezésre nézve.

A 3.1.2 tételhez hasonloan igazolhato, hogy a (3.3.6) Osszefiiggés ekvivalens a kovetkezovel :

=S O 0) = (w0 A7) (3:3.7)

Az m = 2 esetben célszertd a kovetkezdket bevezetni.
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3.3.5. Definici6o. Az f© : X — C fiiggvényt A kétrétii leképezésre nézve parosnak nevezziik,
ha A(2') = A(2”) esetén fO(2') = fO(27) teljesiil. Ha az f) : X — C fiiggvényreA(z') = A(z”) és
o' #z” esetén az f(V(2') = —fI(27) egyenldség all fenn, akkor azt mondjuk, hogy f() paratlan az
A kétréti leképezésre nézve.

Koénnyen igazolhatd a kovetkezd allitas:

3.3.6. Kovetkezmény. Ha az O fiigguény pdros, az fO) figguény pedig paratlan az A 2-rétid leké-
pezésre nézve, tovdbbd | £ (x)| = |fN(z)| =1 minden x € X esetén, akkor az F={f©, fV} rendszer
ortogondlis az A leképezésre nézve.

A konstrukciénkhoz az A m-réti leképezés kiovetkezd iterativ kompozicidjara lesz sziikségiink.
Legyen Ay az identikus leképezés X-en és A, 1(z) := (Ao A,)(x) := A(A,(z)) minden x € X esetén.
Nyilvanvalo, hogy A, egy m™-réti leképezés az X halmazon.

Az altalanositott szorzatrendszer diszkretizicidjahoz bevezetjiik az

Xy ={z X : Ay(x) =mo} = {2 | k=0,1,--- ,m"N —1} (3.3.8)

diszkrét halmazt és a rajta értelmezett diszkrét skalaris szorzatot:

[f,91x Z flw f.g:X —C). (3.3.9)

reX N

A biortogonalis szorzatrendszer par elGallitasahoz induljunk ki az el6bbi F és G rendezett fiiggvény
halmazokbol és az A m-réti leképezés iteralt alkalmazasaval hozzuk létre az aldbbi rendszereket :

Foi={foA,|fEF}, G,={goA,|gecq}. (3.3.10)

Vezessiik be az F = {F,, 0 </l <m”}, illetve a 4 := {Gy, 0 <l <m?} jeloléseket az altaldnositott
szorzatrendszerekre, melyeket az {F,,, 0<n<N} illetve a {G,,, 0<n< N} rendszerek generalnak. Azt
fogjuk mondani, hogy az .# illetve ¢ szorzatrendszereket a F, illetve G rendezett fiiggvény-m-esek
és az. A m-réti leképezés generélta.

3.3.7. Tétel (KB|47]). Tegyiik fel, hogy az F, és a G, rendszerek biortogondlisak az A m-rétd leké-
pezésre nézve. Ekkor az F, illetve G rendezett fligguény-m-esek és az A m-rétd leképezés dltal generdlt
F illetve G szorzatrendszerek biortogondlisak az Xy halmaz diszkrét skaldrisszorzatdra nézve, azaz

[Fy, Gilx, =0 (0<L, k<m™). (3.3.11)

Tovdbbd az dltaldnositott szorzatrendszer vegyes Dirichlet magfiigguénye a kiovetkezd tulajdonsdggal
rendelkezik :

D (s,t) =mNéy (s, t € Xy). (3.3.12)

Bizonyitds. Nyilvanvalo, hogy a (3.3.11) és a (3.3.12) allitasok ekvivalensek. Tovabba (3.3.5) alapjan

mi -1 N—
D,n(s,t) = ;; U

g (1) (3.3.13)

%MS

kaphato.
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[smét esetszétvalasztast alkalmazunk. Ha s#t, akkor létezik egy y kozos 6skép és egy p (0<p<N)
index, hogy
y=A,1(8) = Apii1(t), ui=A,(s)#vi=A,t), u,ve A (y). (3.3.14)

Az F, illetve a G, elemeinek definiciojat felhasznalva

£2(s) = fO(A(5)) = FO(w), g (1) = gV (A(2) = 9" (v)

60 = 1w T = b =0

=0 i=0

Osszefiiggés adodik.

Ez pedig azt jelenti, hogy a vegyes Dirichlet-féle magfiiggvény szorzat alakjaban az egyik tényezé
0, azaz D,,~(s,t) =0, ha s #t.

A t=sesetben u:=A,(s) =v:=A,(t) minden 0 <p < N indexre, tovabba (3.3.7) felhasznalasaval
lathato, hogy a szorzat minden tényezGje m. O]

A 3.3.7.Tétel és a 3.3.6.Kovetkezmény Gsszevetésébdl adodik:

3.3.8. Koévetkezmény. Ha a 3.3.6. Kévetkezmény feltételei teljesiilnek az F={f©, f1)} rendszerre,
akkor az ¥ dltaldnositott szorzatrendszer, melyet az F rendszer és az A kétrétd leképezés generil,
ortonormdlt.

Legyen f: X — C rogzitett fliggvény és tekintsiik a 3.3.7.Tételben definialt .# és ¢ rendszerekre
vonatkozo biortogonalis sorfejtését. Jelolje a biortogonalis sorfejtés n-edik részletosszegét

n—1

Sof =Y _[f,Gilxy Fi (0<n<m").

k=0
Ekkor a (3.3.12) alapjan a kovetkezd allitas fogalmazhato meg:

3.3.9. Kovetkezmény. Az S,,~ f részletosszeg interpoldlja az f fiigguényt az Xy halmaz pontjaiban,
azaz

(S [)(2) = f(z) (2 € Xn).

3.3.2. Szorzatrendszerek Kronecker-szorzata

Az Ay, Ay X — X fiiggvények A Kronecker-szorzata az X2 := X x X halmazon értelmezett és az
aldbbi moédon definidlhato:

A(l’) = <A1 OAQ)({E) = (A1<£L'1), AQ((EQ)) (ZIZ’ = (l’l, 1'2) < XQ) (3315)
Ekkor barmely y = (y1,y2) € X? elem sképe az alabbi formaban adhat6 meg.
AN y) = {(1, 72) € X2 | Ay(21) = 11, Aa(2) = 9o} = A7 (1) X A3 (1)

Ha tehat A; és Ay is m-réti leképezés az X halmazon, akkor az A egy m2-réti leképezés X 2-en.
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Az f,g: X — C komplexértéki fliggvények Kronecker-szorzata:
(f xg)(x) = f(z1)g(w2) (= (21,22) € X?)
és az F és G rendezett fliiggvényhalmazok Kronecker-szorzata az alabbi moédon értelmezhets:
FxG:={fxg| feF,geg}.
Jeloljiik a szokésos modon az
Fo={fP:0<t<m}, Go:={g": 0<l<m} (0<k<N).
rendszerek altal generalt szorzatrendszereket :
Fo=Fo-FrFn-1, §:=Go-Gi--Gno1.

Ekkor a szorzatrendszerek Kronecker-szorzata a generald rendszerek Kronecker-szorzata altal ge-
neralt szorzatrendszer, azaz

k=0 k=0 k=0

Az A= A0 Ay leképezés az A illetve Ay leképezésre valo biortogonalitas (3.3.6) tulajdonsagot
orokli. Valéoban, tegytiik fel, hogy az f; € F és g; € G fliggvények biortogonalisak az Ay, az fo € F és
g2 € G fiiggvények pedig az Ay leképezésre nézve. Ekkor a megfelels fliggvények f := f; x fs illetve
g := ¢1 X go Kronecker-szorzataira és az y = (y1, y2) pont esetén

Y = Y A AR )5 ) =
)

m?
z€A-1(y z€AT (y1)x A7 (y2)
1 _ 1 _
. Z fl(:ﬁ)gl(xl)'a Z Jo(22)95(72) = 0719, Ongs-
z1€AT (1) z2€A5  (y2)

adodik.
A fenti tulajdonsagok alapjan fogalmazhaté meg a kovetkezd allitas:

3.3.10. Kovetkezmény. Ha az fi és a g1 fiigguények biortogondlisak az Ay leképezésre nézve és az
fa €s a go fiigguények biortogondlisak az As leképezésre, akkor az fi X fa €s g1 X go Kronecker-szorzatok
biortogondlisak az A= A0 Ay leképezésre nézve.

A fenti eredményeket felhasznélva altalanos eljaras adhato a kétdimenzios biortogonalis szorzat-
rendszer konstrukciojara.

3.3.11. Tétel (KB|47]). Tegyiik fel, hogy az F és G rendszerek biortogondlisak az X halmaz A m-rétid
leképezésére nézve. Ekkor a rendszerek onmagukkal vett F? := F x F, illetve G? := G x G Kronecker-
szorzatai is biortogondlisak az X? halmaz A? .= Ao A m2-réti leképezésére nézve, gy az F? és G
rendszerek dltal generdlt szorzatrendszerek is biortogondlisak lesznek az A? leképezésre nézve.
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3.3.3. Példak

1. Legyen Z:=]0, 1) intervallum és £€(0,1). Legyen A4;:]0,£)—[0,1) egy szigortan monoton fiiggvény,
tovabba Aj : [£,1) — [0,1) szintén szigortian monoton fliggvény. Mindkét fiiggvény értékkészlete
legyen a [0,1) intervallum. Kénnyen lathato, hogy az

Az) = { j;gg 2 i " ? (3.3.16)

kétréti leképezés az 7 intervallumon.

Egyszertien konstrualhatunk péaros illetve paratlan fiiggvényeket a fenti kétréti leképezésre nézve.
Példaul legyen f(@ 1) : T — R esetén f©(x):=1 minden x € Z helyen és

P ={ 1y 2t

Konnyen lathato, hogy az gy készitett f(© paros, az f) pedig paratlan fiiggvény az A kétréti
leképezésre nézve. Mivel az F = {f©, f(U} fiiggvény teljesiti a 3.3.6. Kévetkezmény feltételeit,
ezért az F ortogonalis az A leképezésre, tovabba a % szorzatrendszer, melyet az F és a kétrétd
leképezés generalnak, ortonormalt.

3.3.12. Megjegyzés. Ha & = %, akkor (F,,0 <n < N) az eredeti Rademacher-rendszer, (%,,,0 <

<m < 2V) pedig a Walsh-Paley-rendszer.

2. Legyen A a kétrétid leképezés, amelyet az 1. Példaban 3.3.16 megadassal definidltunk, ekkor az
af = Ao A leképezés 4-1ét1i leképezés az egységnégyzeten. Jeloljiik F2-tel a F rendezett fiiggvény-
halmaz onmagaval vett Kronecker-szorzatat, azaz

Fa,y) = (Fx F)(z,y) = {1, fO(a), fOy). fD (@) fOy)} 2.y €01).

Mivel F? kielégiti a 3.3.7.Tétel feltételeit, ezért az altala generalt .2 szorzatrendszer ortonormaélt.

3.3.13. Megjegyzés. Ha =1, akkor (F?2,0<n<N?) a kétvaltozos Rademacher-rendszer, a (F2,0<
<k<4N 2) szorzatrendszer pedig a kétdimenzios Walsh-Paley-rendszer.

3.4. Altalanositott Haar-Fourier transzformacio

Ebben az alfejezetben a Haar-rendszer egy ujabb altalanositasat fogjuk bemutatni. Az altalano-
sitott konstrukci6é Walsh-szert rendszerekbdl indul ki és az eredeti Walsh- és Haar-rendszer kapcso-
latara épil. Az 4j rendszer bevezetésével a Haar-Fourier Transzformacioé altalanositasat is megadjuk.
Az alfejezet a [48] cikk alapjan késziilt.

3.4.1. Alapfogalmak

A Haar-rendszernek szamos altalanositasa ismert (ezekrsl részletesebben a kévetkezs cikkekben
olvashatunk: [2|, [34], [30]). A Haar-rendszer legelterjedtebb &ltalanositésai a waveletek. A wavelet
konstrukcié soran a rendszer fiiggvényeit egy anyawaveletnek nevezett ¢ € L*(R) alapfiiggvénybsl
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szarmaztatjuk transzlacio és dilatdcio segitségével: 1, x(z) := 22 (2"r —k), (r€R, 0< k<2 n €
€N). A Haar-rendszer esetén az anyawavelet az alabbi h fiiggvény, mely az eredeti konstrukeio soran
hq1-ként szerepelt a rendszerben:

1, (0<z<1/2),
h(z):=< -1, (1/2<z<1), (3.4.1)
0, (1<z<).

Szerepet kapnak még a diadikus intervallumok ., karakterisztikus fiiggvényei, melyeket szo-
kéds Haar-skalazasi fiiggvényeknek is nevezni. Ezek a fiiggvények a Haar-fliggvényekhez hasonléan
szarmaztathatok, a xp,1) = x fliggvénybdl kiindulva:

Xnk(2) =x2"x—k) (reR, 0<k<2" neN).

A Haar-Fourier transzformécié szervezésénél kiilonosen nagy jelentésége van a Haar-fiiggvények
és a Haar-skalazasi fiiggvények kapcsolatat leird skélazasi egyenleteknek:

Xnk = Xnt12k+Xnt12k+1, (0<Ek<2" neN), (3.4.2)
I = 2n/2(Xn+1,2k —Xn+12641), (0<k<2" neN).

Legyen f:[0,1) =R egy diszkrét fiiggvény, mely a [k27V, (k+1)27Y) (k=0,1,--- 2V —1) diadikus
intervallumokon konstans fliggvényértékekkel rendelkezik, jelolje tovabba

2N _1

(fog):=2"N " f(k2~V)g(k2™™)

az [ és g figgvények diszkrét skalaris szorzatat. Ekkor az f fiiggvény Haar-Fourier egyiitthatoira
fennéllnak a kovetkezs Osszefiiggések :

(fs hng) = Qn/2(<f, Xn+1,2k) — (fs Xn+1,2641)), (3.4.4)

(fsxnk) == ({f, Xn+1.26) + {fs Xnt1.2641)), (0<Ek<2"0<n<N). (3.4.5)

A Haar-Fourier analizis és szintézis ezen Osszefiiggéseken alapul. Ezek direkt felhasznalésaval a
Haar-Fourier egyiitthatok O(2Y) miivelettel szamithatok és ugyanennyi miiveletre van sziikség a
fliggvény rekonstrukciohoz is.

A (3.4.2) és (3.4.3) egyenletek waveletekre felirt megfelelGje biztositja a wavelet analizis hatékony
felhasznalhatosagat.

Ebben a fejezetben a Haar-rendszer egy tovabbi altalanositaséat fogjuk vizsgalni. A vizsgalodasunk
alapja a Haar-, Walsh- és a Rademacher-rendszer kozotti kapcsolat. Ilyen tipust altalanositasokat
vezetett be Alexits a [2], [3] cikkekben, de mar Kaczmarz is emlitést tesz roluk 1929-ben [16]. A Haar-
rendszer konstrukcidja soran a Rademacher rendszert kiilonb6zd tipusi multiplikativ rendszerekre
cserélik, az ilyen konstrukcié eredményeként Haar-szeri rendszerek kaphatok. Ezekrdl a rendszerekrsl
belattak [34], [30], hogy ugyanolyan jo konvergencia tulajdonsagokkal rendelkeznek, mint az eredeti
Haar-rendszer.

Konstrukcionkban az eltolast fogjuk lecserélni, mégpedig egy megfelels kétrétd leképezés iterélt-
javal. Az ilyen modon szarmaztatott Haar-szert fliggvények vizsgalata soran be fogjuk mutatni, hogy
ebben az altalanos esetben is fennall az (3.4.2) és (3.4.3) Osszefliggéseknek megfelels kapcsolat.
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3.4.2. Kétréti leképezések, Rademacher-szerii fiiggvények

Ebben az alfejezetben Rademacher-szert rendszert fogunk konstruélni, azaltal, hogy a wavelet-

P

Induljunk ki egy rogzitett X # () halmazbol és jeloljon A : X — X egy kétréti leképezést X-en,
azaz

Vee X 2" 2’ € X 2’ #2": A(2') = A(2") = . (3.4.6)

Az A leképezés iteraltjait az alabbi rekurzidval értelmezhetjiik:
A(z)=2, A":=A"10A (zeX,neN":={12---}). (3.4.7)

Konnyen lathato, hogy az A" leképezés egy 2"-rét leképezés az X halmazon. Egy rogzitett 23 € X
elem A™ leképezésben vett Gsképeinek diszkrét halmazat jeloljiikk X,,-nel, azaz

X, ={re X :A"z) =20} =A"{25}) (n€N). (3.4.8)

Nyilvanvalo, hogy az X,, halmaz 2"-elemii. Az X, ={z}:0<k<2"} halmaz elemeit indexezhetjiik
gy, hogy A7 ({ap}) = {abl,, o'} teljesiiljon, illetve megforditva a kapcsolatot, A(z}™") = T3 o1
ahol [s] jeloli az s valos szam egészrészét. Indukcioval kaphato az

Al(ap) = apy?, (0<0<2"0<j<n) (3.4.9)

Osszefliggés.
Legyen N € N* rogzitett egész szam. Tekintsiik az X halmaz kovetkezd részhalmazait :

L =A"N{2}}) (0<k<2",0<n<N). (3.4.10)

Az I, 2N="_elemii halmazt az Xy halmaz diadikus intervallumanak nevezziik, mivel hasonlo
tulajdonségokkal rendelkezik, mint a valos k27", (k+1)27") intervallumok:

Too=A""({zp}) = Xn, Ivs = A"({z'}) = {=}'},

(3.4.11)
Lniioes1Ulngion =Inp (0<k<2",0<n<N).

Fontos ismételten ravilagitanunk, hogy a fenti részhalmazok hasonléan viselkednek, mint a valos
diadikus intervallumok. Ezek a részhalmazok kiilonleges kapcsolatban allnak egymaéssal, hiszen két
ilyen részhalmaz vagy diszjunkt, vagy az egyik tartalmazza a mésikat.

A ¢: X — C fiiggvénybdl kiindulva az A: X — X kétrétd leképezés iteraltjat hasznélva az alabbi
fliggvényrendszer definialhato:

on(z) = p(A"(z)) (r€ X,neN). (3.4.12)
Abban a specialis esetben, ha X =[0,1), a kétréti leképezés pedig A(z) =2z (mod 1), a

1, 0<z<4i,
90@):}1@): _]-7 %7§1‘<]—a
0, egyébként,

fiiggvénybdl kiindulva a Rademacher-rendszerhez jutunk. Ezért az altalanosan eljaras eredményeként
kapott (¢n,n € N) rendszert Rademacher-szerii rendszernek nevezziik.
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A {? o'}, {0, ¥} fiiggvényparokat, ahol ¢/, ¢/ : X — C (j =0,1) az A kétréti leképezésre
nézve biortogonalisnak nevezziik, ha minden = € X esetén, ha A(z2') = A(2") = x, 2’ # 2", akkor az
1,7 = 0,1 indexekre a kdovetkezs teljestil:

ST G (2) = S (@) (@) + o (@) () = b, (3.4.13)

2€A~1(z)

N —

Ha ¢’ =17, akkor a ¢’ (j =0,1) part ortonormaltnak nevezziik.
Az emlitett specialis esetben az 1 és h fliggvények ortonorméltak a bevezetett A kétrétd leképe-
zésre.

3.4.3. Walsh-szerii és Haar-szerii rendszerek

Legyen N € N* rogzitett egesz. A {¢), ¢;} (7 €N) illetve {1?,4;} (j €N) rendszerek szorzatrend-
szere az alabbi médon definialhato:

N-1 N-1 N-1
O =0y = [[ 07, N =Tn= [0, (m=D m2). (3.4.14)
j=0 j=0 j=0

A Rademacher-szerii rendszer szorzatrendszerét Walsh-szert rendszernek nevezziik.

Az emlitett speciélis esetben, amikor @) =1 és ) =7; (j €N), a (®,,, m € N) szorzatrendszer a
Walsh-rendszer.

A fenti rendszerek vegyes Dirichlet-féle magfiiggvénye az alabbi szorzatalakra hozhato:

Dove9) = 3 Bul@Tnly) = [] (I 0) + 0} 2171 0) 3.415)

Bevezetve az
—0 —1
L(z,y) = " (@)¥ (y) +¢' ()0 (y) (2,y € X)
fliggvényt, a Dy~ Dirichlet-féle magfiiggvény az alabbi egyszertibb alakban irhato:

N—-1
Do (z,y) == [ [ LIAN " (2), AN (y)) (2, € X).
7=0

Az alabbi 7, fliggvények a x,,, Haar-skalazasi fiiggvények megfelel6i:

Tosle) =2 [ AN 0(), AN a),

(xeX,0<k<2"n=12--- N).

(3.4.16)

A 0 =90 =1 és p! = ! = h specidlis esetben vissza is kapjuk a Haar-skalazasi fiiggvényeket.
Meg fogjuk mutatni, hogy a Haar-skélazasi fiiggvényekhez hasonléan az 7, fliggvények az I,
halmazok karakterisztikus fiiggvényei.
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3.4.1. Tétel (KB[48]). Ha a (3.4.13) egyenldségben leirt biortogonalitdsi feltétel teljesiil, akkor az
1,1 skalazdsi fiigguényekre az Xy halmazon igaz, hogy

Tor=x1,, (0<k<2" n=12--- N), (3.4.17)
és igy az Xy halmaz pontjaira teljesil az aldbbi skdldzdasi eqyenlet:

Tos1,26(2) + Loy o1 (x) = Iy (),

3.4.18
(re Xy, 0<k<2" n=1.2,---,N). ( )

Bizonyitds. Minden x € I,, , esetén AN " (x) =27 és
AN () — A AN () = A7) =
(0<j<mn, 0<l<2M).

lgy
_2 HL [122_JJ+1 n]) [k23+1 n]) (TLZO71, 7N7 xe[n,é)‘

Innen azonnal lathato, hogy az In,k fliggvény azonos helyettesitési értékkel rendelkezik minden x €
€ I, pontban. A produktumban az i =n—j—1 index-cserét végrehajtva, az alabbi egyszeriibb alak
kaphato a fliggvényre

n—1
Toe(z) =27" [ Llafly 2fnt), (2 €L, 0<k<2"0<n<N). (3.4.19)
=0

A (3.4.13) feltétel felhasznéalasaval
Lz, 2") =20 wn, (A(2') = A(2") = ).

kaphato.

A bizonyitést esetszétvalasztassal folytatjuk. Ha k#£ ¢ (0 <k, £<2"), akkor létezik egy i (0<i<n)
index, hogy 2’ := [(27"] #£ 2" = [k27], de A(z') :=[(27" ] = A(z") = [k27"1].

A fentlekbol azonnal adodik, hogy a (3.4.19) szorzatban legalabb egy tényez6 — az i indexhez
tartoz6 — biztosan nulla.

A k =/ esetben az emlitett szorzat minden tényezGje 2, igy a szorzat éppen 1-et ad eredményiil.

A (3.4.18) skalazasi egyenlet a (3.4.13) feltétel felhasznalasaval a (3.4.17) egyenletbdl azonnal
adodik. O

Az eredeti konstrukeio (3.4.2), (3.4.3) Osszefiiggéseihez hasonloan bevezethetjiikk a Haar-szerd
fliggvényeket :
Hn,k = In+1,2k _In+1,2k+1 (0 <k<2"n=01,--- ,N— 1)~

3.4.2. Tétel (KB[48]). A H,r (0<k<2".n=0,1,---,N—1) rendszer diszkrét ortogondlis rendszer
az Xy halmaz

(f.g):=2"">" f(x)g(x), (3.4.20)

zeX N
diszkrét skaldris szorzatdra nézve, azaz részletesen kifejtve:

<Hn,ka Hm,€> =27" 5n,m . 5k},é’
(0<k<2", 0<n<N, 0<{<2" 0<m<N).
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Bizonyitas. Ha I, ), = I, ¢, akkor

(Hokr Hone) =27+ ) 1=2"N. 2N = 97n,

wEInyk

Ha I, # Ine és m < n, akkor vagy I, NI, =0 vagy pedig létezik egy p € N* ¢és egy s €
€ {0,1,...,2?—1} index-par, hogy I, = Limipovits-

Az els6 esetben az X,, halmazon H,, j - H, e = 0.

A masodik esetben H,, ;.- Hy ¢ = £H, i és ebbdl kovetkezGen

(Hus Hime) = 1275 >~ My pi(z) = 0.

IEIn,k
[l

3.4.3. Megjegyzés. Normalassal ortonormalt Haar-szerd rendszert szarmaztathatunk a most definialt
rendszeriinkbdl:
Hyp =22 My, (0<k<2",n=0,1,...,N—1).

3.4.4. Példak és specialis esetek

A [45]-ben bevezetett Walsh-Csebisev rendszer ezzel a konstrukcioval is szarmaztathato.

Induljunk ki az X =[—1,1] intervallumbol. Az A(x)=222—1, v € X fiiggvény kétrétii leképezés az
X halmazon. Egészen pontosan, ha A(z')=A(x") (és 2’ #£12"), akkor ' =—2". Az A kétréti leképezés
iteracidjaval szarmaztatott 2"-réti A" leképezés nem més, mint a 2" indext Csebisev-polinom, azaz
A (x) = Ton(z).

Az X, diszkrét halmaz pontjai éppen a Csebisev-abszcisszék.

A{e? pi} (keN) és {42 1)} (k€ N) Rademacher-szer( rendszerek az alabbi alapfiiggvényekbdl
kiindulva kaphatok:

{0t ={la}, {¥'(2)=19"(z) =22/(A(2)+1)}.

Ebben az esetben a (3.4.13) biortogonalitasi relacio teljesiil és az eldallitott Rademacher-szerd rend-
szerek

() =Ty (2), Yp(w) =2T0(2)/(1+ Ty (2)) (kEN)

alakban irhatok.

A szorzatrendszer ®,, fiiggvényei m-edfokii polinomok, a biortogonalis rendszer ¥,, fiiggvényei
pedig racionalis fiiggvények. A ®,,(m € N) rendszert neveztiik Walsh-Csebisev rendszernek.

Ezen rendszerek vegyes Dirichlet-féle magtiiggvényét felhasznélva a Haar-Csebisev skalazasi fligg-
vények és a Haar-Csebisev fiiggvények felirhatok.



4. fejezet

Ortogonalis és biortogonalis
szorzatrendszerek konstrukci6ja

Ebben a fejezetben a szorzatrendszer fogalménak altalanositasaval, adott silyfiiggvényre nézve
ortogonélis rendszerek illetve biortogonalis rendszerparok konstrukciojara adunk eljarast. Az ilyen
rendszerek szamos elénye koziil kiilénosen fontos, hogy segitségiikkel hatékony interpolacios algorit-
musok készithetdk, melyek soran a rendszerre vonatkozé Fourier egylitthatok FFT-szerd algoritmus-
sal szamolhatok.

A fejezetben a Rademacher-, Walsh- és Haar-szert rendszerek konstrukcidjanak altaldnos eljarasat
fogjuk megadni, az itt bevezetésre keriil6 altalanositas specialis esetként visszaadja az el6z6 fejezetben
targyalt konstrukciokat.

A fejezet a DARFA14 és 6th Workshop on Fourier Analysis and Related Fields konferencidkon
tartott eladasok anyagabol késziilt. Az eredményekbdl osszallitott cikket a Mathematica Pannonica
folydiratba fogadtak el publikilasra.

4.1. Alapfogalmak, definicidk

Tekintsiik kiindulési pontnak az eredeti 7, (n € N) Rademacher fiiggvényeket, ahol
ro(x) :=r2"z) (xe€][0,1),neN), (4.1.1)

és
r(x) 1, z€lk, k—i—%), keZ,
T -1, zelk+s, k+1), ke Z

A fent definidlt Rademacher rendszer szorzatrendszere a Walsh-Paley rendszer, melynek elemei
felirhatok a Rademacher-rendszer fliggvényeinek segitségével a kovetkezdképpen:

Wy 1= Hr?k (meN), (4.1.2)
k=0

ahol m = " my2* az m index binaris kifejtése.
k=0
A Walsh-Paley rendszer teljes ortonormalt rendszer a négyzetesen integralhato fiiggvények L?

terében. A Walsh-Paley rendszer Dirichlet-féle magfiiggvényének egyik fontos tulajdonsaga, hogy az

61
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zart forméaban irhato:

|
—

n

DY (1) = [T (14750 1,(0)

ami az 1.1.22. megjegyzés alkalmazasaval az alabbi egyvaltozos alakra hozhato:

Dys(z)= 3 wila) = [] (14 rele)).

A t6bb szempontol is jelentés Haar rendszer a Walsh-Paley rendszer Dirichlet-féle magfiiggveé-
nyébol szarmaztathato. A Haar-rendszer tekinthetd az elsd és legegyszertibb waveletnek, ugyanis az
Osszes Haar-fliggvény egy h alapfiiggvénybdl — amit szokas anyawaveletnek is nevezni — transzlacié
és dilatacio segitségével szarmaztathato:

hon i () :=2"2h(2"x — k) (x € [0,1],0 < k < 2", k,n €N), (4.1.3)
ahol
1 (0<z<1/2),
h(z): =< —1 (1/2<z<1),
0 (x>1).

Bizonyos alkalmazéasoknal praktikusabb a folytonos indexezés helyett kettés indexezést hasznalni:
P () == honyi(z), (x€][0,1],0<k<2" k,neN).

A diadikus intervallumok X, ; karakterisztikus fiiggvényeit a konstrukcié sordn szokis Haar skéa-
lazasi fliggvényeknek nevezni.

k k+1
1 on S < on
0 egyébként.

Xn o () := {

Ezek a fiiggvények a Haar fiiggvényekhez hasonléan szérmaztathatok a xjo1) = x fliggvénybdl
kiindulva:

Xnk(2) =x(2"x—k) (reR, 0<k<2" neN).

A Haar és Haar skalazési fiiggvények kapcsolatat irjak le az alabbi, ugynevezett skalazasi egyen-
letek:

Xnk = Xnt12k+Xnt12k+1, (0<Ek<2" neN),
Pk = 2% (Xni1ok —Xnp12ks1) (0<k<2" neN).

Ezek az Osszefiiggések adjak a Haar transzformacié alapjat.
Mind a Haar fiiggvények, mind pedig a Haar skalazasi fiiggvények kifejezheték a Rademacher
rendszer és a Walsh-Paley rendszer Dirichlet-féle magfiiggvényének segitségével:

hoi(z) = 272, (2)Don(x, k27") (4.1.6)
Xnk(z) = 27"Don(z,k27") (2 €][0,1),0<k<2",neN).
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A konstrukcio altalanositasa

4.2.1. Altalanositott szorzatrendszer

Legyen m rogzitett egész, m € N**:={23,---} és X egy nem iires halmaz. Induljunk ki a ¢£§)

fliggvények alabbi véges rendszerébdl

dn=(p0<i<m), (0<n<N<oo, ¢¥:X—0C). (4.2.1)

n

4.2.1. Definicié. A (4.2.1) rendszer altalanositott szorzatrendszere legyen adott az alabbi konst-
rukciéval:

N-1 N—
o= [l = tem* Gef{01,...,m-1}. (4.2.2)
k=0 k=0
4.2.2. Megjegyzés. I. A 4.2.1. Definici6 valoban a szorzatrendszer fogalméanak altalanositasa, ugyan-
isam=2 és 4,020) =1, cpél) = y specidlis esetben éppen a @, rendszer szorzatrendszerének

definiciojahoz jutunk. Specidlisan gpél) = r; esetben a Walsh-Paley rendszert kapjuk.

II. Ha N = oo, akkor az el6allo végtelen szorzat mindig konvergens, ha gaq(zo) =1(0<n<N).

4.2.2. Sulyfiiggvényre nézve biortogonalis p-réti leképezések

4.2.3. Definicio. Legyen m most is rogzitett, egynél nagyobb egész szam m € N** := {23, ...} és
X # () halmaz. Az X halmazon értelmezett A : X — X leképezést m-rétii leképezésnek nevezziik,
ha minden x € X elemnek a leképezésben pontosan m Gsképe van, azaz az

A_l(l’) = {.Io,l'l,...,.fﬁm_l} re X. (423)
m-elemd halmaz.

4.2.4. Definicié. Jeldlje
f9D g9 X -C, j=01,...,m—1,

fiiggvények két véges rendszerét és legyen p: X — (0, +-00) egy pozitiv stlyfiiggvény. Az F=(f©, f1) fm=1)
és G=(g, ¢, ... gmV) rendszereket (A, p)-biortogonalisnak nevezziik, ha minden z € X esetén

> 90 gD 0)pt) =D fD(xr) - g (wr)plax) = 5. (4.24)

0

3

W
m
o

L

&

ol
i

Ha F' = G, akkor azt mondjuk, hogy az F' rendszer (A, p)-ortonormalt.

4.2.5. Lemma. A (4.2.4) biortogonalitdsi feltétel ekvivalens a kivetkezd egyenldséggel:

Zf” w) 9D (z)plar) =0k (0< kL <m). (4.2.5)
1=0
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Bizonyitds. Vezessiik be a kdvetkez6 matrixokat :

U =luilliso € C™™, wie = fO(wi)V/ple) (0 <i, k<m),
V= [U,;k];?k;lo eC™™ vy =g (z)Vp(e) (0<ik<m).

A fenti jeloléssel a szoban forgo (4.2.4) feltétel a kovetkezs ekvivalens alakban irhato:
UVt =1, (4.2.6)

ahol I jeloli a C™*™ tér egységmétrixat.

A négyzetes matrixokra vonatkozé miiveleti tulajdonsagok felhasznalasaval a (4.2.6) egyenlet [ =
= VU* alakba irhato, melybdl a (4.2.5) allitas kozvetleniil adodik.

Az allitas megforditasa hasonldéan igazolhato. n

4.2.3. Az X,, diszkretizaciés halmaz

Tekintsiik az m-réti leképezések A, : X — X, n € N* sorozatat, ekkor az
AN (r)Cc X (re X, neN¥)

halmaz minden n € N esetén pontosan m elemet tartalmaz.
A fenti leképezések kompozicidiként az aldbbi leképezés-sorozat definialhato:

To(z) =z (x € X), T, = ApoA,_10...04 =A,0T, 1 (neN"). (4.2.7)

Nyilvanvalo, hogy az ilyen modon definialt T), leképezés az X halmazon m™-réti.
Jelolje X, a rogzitett o € X pont T), leképezésben vett Gsképeinek halmazat, azaz

X, =T, (z9) (n€N).

Az X, halmaz m"-elemi.
Ha az zy pont az Osszes A, leképezésnek fixpontja, azaz A, (x¢) = x¢ (n € N), akkor a fenti

halmazokra
X, DX,.1D...0X,.

Ha az xy pont m Gsképe az A,, leképezésben: A1 (xg)={xo, 1, ..., Tm_1}, akkor az X,, halmaz alabbi
felbontésa irhato fel:
X, =X, UX} JUX?2 U..ux™!

ahol X7 | =T " (2;) (j=1.2,...,m—1).
Az X, = {27 : 0 < k < m"} halmaz elemeit a kovetkez6képpen indexezhetjiik: A~!({z}}) =

_ [ontl o+l +1
={@n > Toer 1> = L etm—11 -
. - ,
A](x?):xwm{j] (0<l<m™0<j<n).

4.2.6. Definici6. Legyen N € N* rogzitett. Vezessiik be az X halmaz alabbi részhalmazait:
Lipi=A"N{27}) (0<k<m™,0<n<N). (4.2.8)

Az I, ;, halmaz mN""-elemt és az X"V halmaz m-adikus intervallumanak nevezziik.
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3 .3 .3 E .3 .3 .3 3 .3 5 3 3 3 3 3 3 S S ‘S S
szt xf xf vl T 2l Ty 3z 25, T T1oTTa B4 B T1eTIrE 18T 1o T300 1 Ty £5 475 4755 Tag

4.1. abra. Az X™ diszkrét halmaz m = 3-rétd leképezés esetén

4.2.7. Lemma. Az Xy halmaz m-adikus intervallumai hasonld tulajdonsdgokkal rendelkeznek, mint
a [k27" (k+1)27") diadikus intervallumok:

Ioo=A"N({20}) = Xn, Ing = A"({x}) = {1},

(4.2.9)
In+1,mkUIn+1,mk+1 U... UIn+1,mk+m—1 = In,k (0 S E<m 70 S n < N)

Tovdbba igaz az is, hogy két m-adikus intervallum mindig vagy diszjunkt, vagy az eqyik tartalmazza
a masikat.

4.3. Diszkrét biortogonalis szorzatrendszerek

( 0) (1) (m—l))

Induljunk ki rendezett fliggvény m-esek F,:= (fy(lo), fél), ce fém 2 ) ésGrn:=(gn s gn -, 0n

rendszerébdl, ahol
fO g9 X 5C(i=01,...,m—1) (neN).
Legyen p,, : X — (0,+00) (n € N) pozitiv sulyfiiggvények egy sorozata és tegyiik fel, hogy az F),
és G, m-esek (A1, p,) biortogonélisak minden 0 <n < N esetén.
A (4.2.7) m™-réti leképezésekkel vett kompozicio segitségével készitsiik el az alabbi rendszereket

60 = fDoT,, AW = gPoT, (0<i<m) (neN),
és tekintsiik most is az ezekbdl készitett fliggvény m-esek rendszerét
®, = (oW 0<i<m), Ty:=(W0<i<m) (neN).

A fenti modon definialt rendszereket Rademacher-szerd fiiggvények rendszereinek nevezziik, a
rendszerek szorzatrendszereként kaphatok a Walsh-szerid rendszerek:

N-1 N-1 N-1
vo= [ o8 ne=]] ©0<e<m®) ¢=>"tm' £;€{01}.
1=0 1=0 1=0
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3 .3 .3 E o3 .3 .3 3 .3 3 3 3 3 3 o3 3 S S S S
wh xt x§ xf vl T 2l T8 ozl xf 2f, T BT B4 Bl T1eTIrE 8% 1o TR00T 1 Ty B3T3 4755 Tas

4.2. dbra. Az X® halmaz I, 4 3-adikus intervalluma

4.3.1. Tétel (KB[51]). A (1p,0<l<m®N) és (n,0<0<m) rendszerek m"-edik vegyes magfiigguénye
szorzatalakra hozhato :

g
;
A
3
[
A

Dy (,t) : Zwk Dye(t) = [[0 @7 0+ 6 @ )+ 4o @ @),

aholz,t € X és0<n<N.

Bizonyitds. [. Az allitas n =1 esetén teljesiil:

S
3
8
~
~—

I
=
B
=
=
Bl
=

I

o8 ()78 () + 68 ()75 () +. ..+ 6V @)F TV (8).

I1. Tegyiik fel, hogy valamely n € N* esetén az allitas a D,,,» magfiiggvényre teljesiil.

ITI. Megmutatjuk, hogy teljesiil n+ 1-re is.

Bontsuk fel az {¢ € N: 0 < ¢ < m™"!} halmazt az alabbi paronként diszjunkt halmazokra:

m—1 m—1
{feN:0<l<m"!} = U{€<m"+1:€n:j}: U{jm”+k:: 0<k<m"}.
=0 =0

A szorzatrendszer definicidja alapjan az alabbi Gsszefiiggés igaz:

imr4k = nl Yk, 77jm”+k:7n' M-
0 ¢(J) 0 )
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Igy az m™*'-edik Dirichlet magfiiggvény az alabbi forméaban irhato:

mnrtl_1 m—1m"—1
Dy (z,) = > du(@)met) =D Y 6D (@)v()nd (#)me(t) =
=0 =0 k=0
m—1 m"—1 m—1
_ D (D (1 1) = ) ()7 (£) D t
O (@) () D ()i (t) & ()7 () D (2, 1)
j=0 k=0 Jj=0
Tehat az allitas igaz minden n € N* esetén.
O
4.3.2. Tétel (KBJ51]). A
N-1 N-1
doi=[] o8 (0<e<m®), = tm', €{01,... . m-1}
=0 1=0
és
N-1 N-1
ng—Hv’ 0<l<m™) E:Z&m’, t; €{0,1,..., m—1}
i=0 1=0
szorzatrendszerek biortogondlisak az
)i= Y fla)g(@)on(x),
zeXN
diszkrét skaldris szorzatra nézve, ahol
on(z)Dpyn (z,t) =0 (2,8 € Xn), (4.3.1)
és
N-1
on(@)i= [ m(Ti() (€ Xn).
i=0

4.3.3. Kévetkezmény. Tetszdleges f fiigguény esetén a Fourier-sor m” -edik részletisszegére

(Suv ) @)= D (fomdvn(x) = > f(#) Z = 3" F(O) Dy (2, 0)on (1),
k=0 teX N k=0 teXn

Ebbol kivetkezik, hogy az m™ -edik részletisszeq interpoldlia a figguényt az Xy halmaz pontjaiban,
azaz (S f)(x) = f(x), z € Xy.

4.3.1. Altalanositott Haar skalazasi fiiggvények
Az m"-edik Dirichlet magfiiggvény

m"—1 —

Dy (,t) : Zwk H&O 70+ @A)+ + 8"V @AV (1)

1=0
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szorzatalakjabol kiindulva az

L(z,y) = ¢V (2)7O (y) + ¢V (27D (y) + ...+ 6™ D (@)ymD(y) (z,y € X)

jelolés felhasznalasaval a D,,~ Dirichlet-féle magfiiggvény az alabbi alakba irhato:
Dy (,y) HLAN (), AN (y) (z,y € X)),

Most mér bevezethetjiik a X, Haar skalazasi fiiggvények alabbi megfeleldit :
n—1
T ) = m =" [ LAY (@), AN a)),
j=0
(reX,0<k<m"n=12,...,N).
[gaz a kovetkezs tétel, amely azt jelenti, hogy a Haar skalazasi fiiggvényekhez hasonl6an a most
definialt Z,, ;, fiiggvények az I, halmazok karakterisztikus fiiggvényei.

4.3.4. Tétel (KBJ|51|). Legyenek I, ), az Xn halmaz pontjain ortonormdlt figguényekbdl készitett
Haar skaldzdsi fiigguények, ekkor

Lok =X1,, (0<k<m’n=12...N),
19y az Xy halmaz pontjaiban teljesil az alabbi skdldzdsi egyenlet:

In—&-l,mk(I) +In+1,mk+1 (ZL’) +.. -+In+1,mk+m—1(x) - In,k (ZL’),
(xe XN, 0<k<m™",n=12,...,N).

4.3.5. Megjegyzés. A 4.3.4.Tétel bizonyitasa azon alapul, hogy az X, halmaz két tetszdleges pontja
vagy egybeesik, vagy pedig kozos Gsképpel rendelkezik.

[gy megmutathato, hogy az T, fiiggvény szorzatalakjaban minden tényezs m, az x € I,, , esetben
és a szoban forgo szorzatnak legalabb egy tényezdGje nulla, ha ¢ I, k.

4.3.2. Haar-szeri biortogonalis rendszer
A kovetkezd egyenletekkel definialhatjuk a Haar-szeri fiiggvényeket :
Hfji ::In,kgpfﬁ 0<k<m"n=01,...,N—=1, j=1,...,m—1),
és '
KO =T, (0<k<m’n=01,... ,N-1 j=1,...,m-1).
4.3.6. Tétel (KBJ51]). A HSL és /Cgi: rendszerek diszkrét biortogondlis rendszerpdrt alkotnak az

(frg):=m ™ Y f(a)g(e)

reEXN
diszkrét skaldris szorzatra nézve, azaz
<H7(lj7;77 ICZI)Q =m="- 5n,€ : 5p,k : (51',]'7
0<p<m", 0<n<N, 0<k<m’ 0</{<N, 1<i,j<m).

4.3.7. Megjegyzés. A 4.3.6. Tétel egyszerti szamolassal igazolhato, mely soran m-adikus intervallumok
fent emlitett specialis tulajdonsagét kell felhasznalnunk.
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4.3.3. Tovabbi altalanositasi lehet&ség

A szamrendszer rogzitett m alapja helyett egy m,, € N** (n € N) sorozatot véve a természetes sza-
mok Cantor-féle elGallitdsabol indulhatunk ki és értelmezhetjiik m,, elembdl allo fiiggvényrendszerek
szorzatrenszerét. Az m-rétd leképezéseket m,,-rétiekre cserélve eljuthatunk a Vilenkin-féle rendsze-
rek altaldnositasahoz. A Vilenkin-szerd rendszerek tovabbi tulajdonsagairdl a [13] cikkben, vagy a
[30] kényvben olvashatunk.
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5. fejezet

Racionalis interpolaci6 és alkalmazasai

Az ebben a fejezetben bemutatott ortogonélis és diszkrét ortogonélis rendszerek konstrukcidja
eltér az el6z6 fejezetekben bemutatottaktol, de ezek segitségével is hatékony interpolacios eljarésok
szerkeszthetdk. Ily modon illeszkedik az el6zd fejezetekhez. Ebben a fejezetben bemutatott eredmé-
nyek a [49] cikkben jelentek meg.

A fejezetben nem-korlatos sévszélességt folytonos jelek frekvenciatartoményait vizsgaljuk. Sza-
mos, gyakorlati szempontbol fontos LTI-rendszer (lineéaris id6-invarians rendszer) reprezentalhato N-
edrendti konstans egyiitthatos linearis differencidlegyenletekkel. Az ilyen rendszerek transzfer fliggvé-
nyei racionalis fiiggvények. Igy célunk olyan mintavételezési és interpoléacios algoritmus konstrualésa,
amely a racionalis fliggvények esetén jo konvergenciatulajdonsagokkal rendelkezik. A konstrukciéban
altalanositott Fourier-tipustu reprezentéiciot hasznalunk, amelyet specialis racionalis fiiggvényekbdl
allo ortogonalis bazisok, az also-, illetve felsG-félsik tgynevezett Malmquist-Takenaka rendszereinek
segitségével irunk le. Ez a fajta reprezentacié sokkal hatékonyabb mint a Fourier tipustu reprezen-
tacio, kiilondsen akkor, amikor a transzferfiiggvény valamely apriori médon régzitett tulajdonsaggal
rendelkezik. A Malmquist-Takenaka rendszer diszkrét ortogonalitasat kihasznalva egy 1j racionélis
interpolacios operatort vezetiink be, mind a fels6-, mindpedig az also-félsik esetén. Ezt a két inter-
poléaciot kombinélva egzakt interpolaciot készithetiink racionalis fliggvények igen széles osztalyara,
koztiik a Runge-féle tesztfiiggvényre is. Ezen racionélis interpolécios operatorok tulajdonsagait fogjuk
tanulmanyozni.

5.1. Bevezetés

5.1.1. Motivacio

A racionalis ortonormalt rendszerek hasznélatat a mérndoki teriileteken az 1950-es években Kautz,
Huggins és Young vezették be.

A téma matematikai alapjainak vizsgalata egészen az 1920-as évekig, Takenaka[41], Malmquist[19]
és Walsh [43] munkassagaig nyulik vissza, amikor a Szegd altal hasznalt polinom-interpolacios és
approximécios Otleteket altaldnositotték és 1j racionalis ortogonélis rendszereket vezettek be.

Jelolje F(z)(w) vagy X (w) az x(t) jel Fourier transzformaltjat, melyet az

F(z)(w)=X(w) = / r(t)e ™dt  (w € R)

—0o0
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Osszefiiggéssel definidlhatunk.
Az X (w) jel inverz Fourier transzformaltja az alabbi modon értelmezett :

FA0 =20 = [ Xieaw @)

Tegyiik fel, hogy egy folytonos z(t) input-tal és y(¢) output-tal rendelkezd rendszeriink van. Kiza-
rolag olyan rendszerekkel fogunk foglalkozni, melyek linearisak és az id6ben invariancidt mutatnak.
Az olyan rendszerekre, melyek e két fontos tulajdonsaggal rendelkeznek linearis, idé-invarians (linear
time-invariant (LTT)) rendszerekként szokés hivatkozni.

Tegyiik fel tehat, hogy egy x(t) inputtal és y(t) outputtal rendelkezs LTI-rendszerrel van dolgunk,
melynek impulzus-valasza h(t). Az ilyen rendszerek viselkedését az

y(t) = x(t)*h(t).
alakt konvolucioval lehet leirni.

Jelolje rendre X (w),Y (w), és H(w) az z(t),y(t) and h(t) figgvények Fourier transzformaltjait.
A fenti egyenlet mindkét oldalanak Fourier-transzformaéltjat véve az

Y (w) = Flaxh) (w)

Osszefiiggéshez jutunk. A Fourier-transzformacio és a konvolucié kapcsolatat felhasznalva a fenti
Osszefiiggés az alabbi alakba frhato:

Y(w)=X(w)H(w) (weR).

Ez az eredmény egy alternativ lehetGséget biztosit az LTI-rendszerek viselkedésének vizsgalatéra.
Nevezetesen, megfigyelhetjiik a rendszert azaltal, hogy az input és output jelek Fourier transzformalt-
jain mrtiveleteket végziink a frekvencia térben. Ebben az esetben a fazistérben hasznélatos konvolucié
helyett a frekvenciatérben szorzast hasznalhatunk. Az output jel frekvencia spektruma (azaz a Fou-
rier transzformaltja) az input jel frekvencia spektrumanak (azaz a Fourier transzformaltjanak) és az
impulzus-vélasz frekvencia spektruméanak (azaz a Fourier transzforméaltjanak) szozataként kaphato.
A H(w) Fourier transzforméaltra a tovabbiakban tigy fogunk hivatkozni, mint a rendszer frekvencia
valasza. Ha ismerjiik az inputot, az X (w) Fourier transzformalt szamolhato, ez a két mennyiség
pedig meghatarozza az Y (w) Fourier transzformaltat. Inverz Fourier transzforméacio alkalmazéséaval
megkaphato az y(t) output.

A gyakorlatban, még abban az esetben is, amikor mind az input, mind pedig az output folytonos,
végezhetiink diszkrét méréseket az input- és output-jeleken, mind a fazis-, mind pedig a frekvencia-
térben. Ez azt jelenti, hogy a probléma, amivel szembesiiliink, hogy hogyan lehet a frekvenciavalaszt,
az input illetve output jeleket rekonstrualni a H(w) néhany pontban ismert értékébsl. A problé-
méat korlatos savszélességi jelek esetében, mintavételezés és interpolacié hasznalataval, példaul a
Whittaker-Kotelnikov-Shannon-féle tétel alkalmazaséval meg lehet oldani. Ehhez viszont sziikséges
a jel savszélességének apriori ismerete. Célunk, hogy rekonstrukcios eljarast adjunk arra az esetre is,
amikor a sévszélességet apriori nem ismerjiik vagy a jel nem-korlatos savszélességii.

Szamos, gyakorlati jelentéséggel bird LTI-rendszer N-edrendi allando egyiitthatos linearis diffe-
rencidlegyenletekkel reprezentalhato. Tegyiik fel, hogy a rendszeriink input jele z(t) és outputja y(t).
Ekkor a rendszer input-otput viselkedése az alabbi tipusu egyenlettel irhato le:

N gk Mo gk
> by y(t) = > ax e (t)
k=0 k=0
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(ahol M < N). Jelolje az x(t) és y(t) jelek Fourier-transzformaltjait rendre X (w) és Y (w). A fenti
egyenlet mindkét oldalanak Fourier transzformaltjat véve és felhasznalva a Fourier transzformalt
tulajdonségait, az Osszefiiggést a kovetkezd ekvivalens formaban irhatjuk &t:

M

Zbk}“( Tt ) %akf<ikk ()>

A differencial operator és a Fourier transzformalt kapcsolatat kihasznalva:

N
Zbk iw) kY Zak iw)
k=0

Kiemelés utan kapjuk:

w) > bp(iw)* = X (w) > ay(iw)*,

Az egyenletet atrendezve a rendszer H(w) frekvenciavélasza kifejezhetd:

H(w) = Y(w) _ Yoo m(iw)
X (w) Zivzo by (iw)*
Vegylik észre, hogy a fent jellemzett tulajdonsagu fiiggvények esetén a frekvencia vélasz racionélis

fiiggvény, igy a feladatunk egy ilyen esetben nem mas, mint racionalis fiiggvények kozelitése a mérési
adataink felhasznalasaval.

5.1.2. Mintavételezés és interpolacid

Gyakran talalkozunk olyan problémaval, amikor egy idében folytonos jelet szeretnénk a diszkrét
fazistérben leirni, vagy éppen forditva. Példaul, ha egy id6ben folytonos audidjelet szeretnénk a
digitalis szamitogépiinkkel feldolgozni (ami egy id6ben diszkrét rendszer), vagy ha az id6ben diszkrét
audio jeliinket egy hangszoron szeretnénk lejatszani (ami meg idében folytonos rendszer). Nyilvanvalo
tehat, hogy szamos eszkoz igényli, hogy kapcsolatot talaljunk a folytonos és diszkrét fazistér kozott.
Az eljarasokat, amelyekkel ezt a kapcsolatot létrehozhatjuk, mintavételezésnek és interpolacionak
nevezzik.

A mintavételezés lehetdséget ad arra, hogy idében diszkrét jelet készitsiink egy eredetileg foly-
tonos jelbdl. Noha a mintavételezésnek szdmos kiilonb6z6 modja ismeretes, a leggyakrabban mégis
a periodikus mintavételezés hasznalatos. Az ilyen rendszer egy y[n] minta-sorozatot allit el§ az x(t)
idében folytonos jelbdl az y[n] = x(nT) kapcsolat segitségével minden n egész esetén, ahol T egy
pozitiv valos konstans. A T konstanst mintavételezési periodusnak szokés nevezni, wy = 27 /T pedig
a mintavételi frekvencia.

Id6ben diszkrét jelbdl kiindulva az interpolécio segitségével tudunk folytonos jelet késziteni. Gya-
korlatilag az eljaras soran célunk, hogy a jelhez a mintavételi pontok kézotti pontokban is értékeket
rendeljiink. Korlatozott savszélességii fiiggvények esetére jol ismert interpolécios eljardsok vannak.
Az interpolacio eredményeként egy idében folytonos Z(t) jelet kapunk a diszkrét y[n| jelsorozatbol az
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relacio alapjan, ahol £ valamely az y[n] értékekbdl eldallitott fiiggvény. Az L fiiggvény pontos alakja
fiigg az alkalmazott interpolécios eljarastol. Az interpolaciot megvaldsité rendszert idealis diszkrét-
folytonos atalakitonak (D/C-converter) szokas nevezni.

A szokasos koriilmények és feltételek mellett az idSben folytonos jel tokéletesen helyreallithatod
a mintavételezettjébdl. Kiilonésen abban az esetben, ha a mintavételezett jel korlatos savszélességi
volt.

A Whittaker-Kotelnikov-Shannon-féle tétel szabalyos mintavételezési formulat ad az f jel rekonst-
rukcidjara annak nm/b-beli mintavételezetjébdl:

sm b(t —nm/b)
nzoof —m/b) : (5.1.1)
A tétel ,b-band-limited”, véges energiaji jelek esetén alkalmazhato, azaz olyan f L2(R)-beli fiigg-
vények esetén, melyek Fourier-transzforméaltjanak tartoja legfeljebb a [—b, b] intervallum. Az Gsszes
ilyen fiiggvény terét (PW ([—b,b])) Paley-Wiener-térnek nevezziik. (A Paley-Wiener terek tulajdon-
sagaival a [27] jegyzet foglalkozik). A Whittaker-Kotelnikov-Shannon-tételnek szamos altalanositasa
van és szamos gyakorlati alkalmazasa van a mérnoki tudoméanyokban. Egy ilyen altalanositas példaul
Grochenig a [14] cikkben bizonyitott tétele, amely a fenti eljarast kiterjesztette a valos egyenes egy
tetszbleges K kompakt részhalmazara és f € PW(K) fliggvényekre.

A Whittaker-Kotelnikov-Shannon-féle mintavételezési torvény a Paley-Wiener-terek tulajdonsa-
gaibol kévetkezik. A (PW|[—b,b]) Paley-Wiener-tér egy reprodukcios-maggal rendelkezé Hilbert tér,
melynek reprodukciés magfiiggvénye:

sin b(t—u)
sinblt—u) = 4 £y
k:(t,u):{ A t: (5.12)

A k magfiiggvény zérushelyei a t = mm /b, u = nm /b helyeken vannak és a

lokalizalt magfiiggvény a PW[—b, b] tér ortonorméalt bazisat adja. A mintavételezési torvény ekviva-
lens a kovetkez6 ortonormalt sorfejtéssel:

o

=3 %(f,km/b>km/b(t) (teR).

n=—oo

A bizonyitas lépéseit nem vihetjiik at, ha a K = [—b, b] kompakt tarto helyett a K = (0, 0o) halmazt
tekintjiik. (lasd: [27]). Ennek a kévetkezd a magyarazata: tekintsiik a felss félsikon értelmezett Hardy
teret, H?(C,)-t. Ez a tér izomorf az F ' (L?(0, +00)) térrel. Ugyanis

B zim %dt = /f(g)e%fzdg, (z€Cy), (5.1.3)
o )

ahonnan kovetkezik, hogy a K(z,t) = m (teR,z€C,) a felss félsikon értelmezett Hardy tér

reprodukciés magfiiggvénye. Ennek a fliggvénynek azonban nincsenek zérushelyei, igy nincsenek (t,,)
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csomoépontok sem, melyekre a K (t,,t) lokalizalt magfiiggvények ortogonalis bazist alkotnanak H?(C
+)-ben. A késtbbi fejezetekben figyelmiinket elsésorban nem-korlatos sévszélességi jelek racionélis
interpolaciojara forditjuk.

A racionélis interpolaci6 egyike a legnehezebb interpolacios modszereknek. Elénye viszont a nagy
pontossdg és az, hogy itt nem jelentkeznek azok a problémak, amelyek a polinom-interpolacié soran
tipikusak. Ugyanakkor ezeknek az eljarasoknak szédmos gyengesége ismert, példaul amig interpoléci-
6s polinom barmely alappont-rendszer esetén talalhato, az interpolécioé racionalis fliggvényekkel nem
minden pontrendszer esetén megoldhatéd. Nagy problémat jelent tovabba a polusok helyes megvalasz-
tasa is.

A legelsé racionélis interpolacio megvalositasara irt algoritmus nem volt mas, mint a p(x) és q(x)
polinomok (p a szamlalo és ¢ a nevezd) ismeretlen egyiitthatoinak meghatarozéasara felirt egyen-
letrendszer megoldasa. Azonban, ha az alappontok szama tdl nagy, az egyenletrendszer rosszul-
kondicionéltta valik és az egytitthatok szamottevs hibaval szamolhatok. A racionélis interpoléaciorol
altalanossdgban elmondhato, hogy az egytlitthatok szamolasa soran mindig jelentkezik hiba. Még ha
egészen kis hibarol van is sz, ezek azt okozzak, hogy a racionalis interpolacioval elGallitott fiigg-
vény nem fog dtmenni az 6sszes megadott ponton. Ez az, amiért nem terjedtek el ezen algoritmusok
gyakorlati felhasznalasban.

1986-ban C. Schneider and W. Werner baricentrikus reprezentaciot hasznalt a racionéalis interpo-
lacidhoz. Berrut és szerzétarsai tovabbfejlesztették ezt az algoritmust. Sajnos ennél az algoritmusnal
is igaz, hogy a szamlélo- és a nevezdé-polinom fokszamanak novekedésével a probléma rosszul kondi-
cionaltta valik. Igy az algoritmus megbizhatosaga és stabilitdsa nem elég j6 ahhoz, hogy altalanos
megoldasi modszerként javasolhatnank.

Floater és Hormann a [12]| cikkben leirtak egy eljarast az interpolacios fiiggvény poélusok nélkiili
elgallitasara. A Floater-Hormann algoritmus gyors, stabil és megbizhato. A [—5;5] intervallum ek-
vidisztans felosztasa mellett Osszehasonlitottak az interpolacié hibajat kiillonboézé N-ekre mind az
f(x) = sin(z), mind pedig az f(z) = 1/(1+ 2?) Runge-féle tesztfiiggvény esetén. Az el6bbi fiigg-
vény jol interpolalhatd a szokésos polinom-interpolaciokkal. A Runge-féle tesztfliggvény viszont a
klasszikus példafiiggvény, amely nem interpolalhaté polinomokkal ekvidisztans felosztas mellett. A
Floater-Hormann racionalis interpolacié megoldja ezt a problémét, de még mindig jelentkeznek hibak.

A mintavételezés és a polinom- vagy racionalis interpolacié kapcsolatanak tovabbi részleteirdl a
kovetkezd monografidkban olvashatunk: [27, 38, 39.

A tovabbiakban speciélis racionalis interpolacios eljarast fogunk javasolni, amely egzakt inter-
polaciot ad raciondlis fliggvények egy széles osztalyara, melyek nem rendelkeznek polussal a valos
tengelyen, koztiik a Runge-féle tesztfiiggvényre is.

5.1.3. A fels6- és az als6-félsik Hardy-tere

Legyen C, = {z € C:Im(z) > 0} a komplex szamsik fels¢ félsikja és C_ = {z € C:Im(z) < 0} az
also félsik, D :={z € C: |z| < 1} pedig az origd kozépponti egységkorlemez, Jelolje tovabba H(C,),
H(C_), H(D) rendre a C,, C_ és a diszk holomorf fliggvényeinek halmazat.

A tovébbiakban a

H2(C,) = {h cH(C,): Sup{/R h(z+ig)]? do:y > o} < oo} , (5.1.4)

HX(C_) = {h cH(C.): Sup{/R h(ztig)]? do:y < 0} < oo} , (5.1.5)
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H*(D) = {h c H(D) : sup{/oo \h(re“)f dt:r e (0,1)} < oo} (5.1.6)

o0

Hardy-tereken fogunk dolgozni. Ezen terek legfontosabb tulajdonsagai megtalalhatok példaul a [8]
és a 20] konyvekben.

Minden f€H?*(C,) vagy f€H?(C_) esetén létezik egy L?(R)-beli nem-tangencialis hatarfiiggvény.
Az f € H*(C,) hatéarfiiggvény Fourier transzformaltjanak tartéja [0, oco)-beli, illetve f € H*(C_)
hatarfiiggvény Fourier transzformaltjanak tartéja (—oo,0]-beli. Ismeretes, hogy L*(R) = H?(R)®
@ H%(R), ahol H?(R) a H*(C,) analitikus fiiggvényeinek hatarfiiggvényeit tartalmazza és H2(R) a
H?(C_)-beli analitikus fiiggvények hatarfiiggvényeinek halmaza.

Hasonloképpen minden f € H*(ID) fiiggvény esetén létezik egy L?*(T)-beli nem-tangenciélis hatar-
fliggvény.

Az egyszeriiség kedvéért ugyanazt a jelolést hasznaljuk a Hardy terekbeli fliggvények esetén, mint
a nem-tangencialis hatarfiiggvényeikre.

H?(C,), H*(C_) és H*(D) Hilbert terek az alabbi skalaris szorzatokkal :

b= [ 1050 .9 €H(C,), (5.17)
(fs Dec /f g(t)dt, f,g € H3(C_), (5.1.8)

1 TAPNIRTEY 2
e / F(e")g(edt, f,g € HA(D). (5.1.9)

A felss-félsik Hardy-tere és az egység korlemez Hardy-tere dsszekapcsolhato a Cayley-transzfor-
méci6 segitségével, amely C -t D-re képezi és az alabbi formulaval adott:

L weCy. (5.1.10)

A Cayley-transzformacié az egységkort a valos tengelybe viszi at, amelyet a kovetkez6 megfelel-

tetés ir le: .
. 71—
e=K(t)=—,teR, s€e
() i+t ( )

ahonnan s = 2arctan(t), t € R.
A Cayley-transzformacio segitségével H*(D)-r61 H*(C,)-ra az alabbi lineéris transzformécio léte-
sithets. Legyen f € H*(ID), ekkor

1 1
T :=—
/ NZIOE

(foK) (5.1.11)

és ez egy izomorfizmus a két tér kozott.
Tegyiik fel, hogy F valés értékt L?(R)-beli fiiggvény. Ekkor a H?(C,)-ra vett projekcioja

Fr(z)= 2%” / %dt

—00

alakban frhato. Jeloljiik F*(z) nem-tangencialis hatarfiiggvényét F*(t)-vel, ekkor F(t) = 2ReF " (t).
Ez elégséges F't felbontésahoz.
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A fels6-félsikra a Cauchy-formula a kovetkezs: minden F' € HP(C™) fiiggvény esetén, ahol 1 <p <
< 400, ha F(s) jeloli az F' nem-tangencialis hatarfiiggvényét, akkor

o0

1 F(s)
F(Z)_Zm / S_st,z€C+. (5.1.12)

A Kklasszikus Fourier bazisokkal bizonyitottan jol reprezentalhatok a lineéris stacionarius jelek,
ugyanakkor a nemlinearis stacionarius jelek reprezenticidjaban mér nem olyan hatékonyak ezek a
bézisok (részletesebben [28]-ben). Ilyen esetekben célszertibb racionalis fiiggvények ortonormélt ba-
zisait hasznalni. Az egységkorlemezen a jol ismert Malmquist—Takenaka rendszert szokas hasznélni
(|1, 5, 6, 7, 19, 23, 26, 25, 28, 32, 36, 35, 37, 39, 41|). Létezik ennek a rendszernek egy megfelelGje a
felso-félsik esetén.

Egy tetszbleges {\;}2, felss-félsikbeli komplex szamokbol allo sorozat segitségével definialjuk a
{U,}>, fiiggvényrendszert a kovetkezSképpen:

R

=l|y
e
S
3
—~
N
S~—
|
|T¥
3
3
|
—
N
|
>~
ES
—~
N
I
N
w
S~—

1\ = —, =
1(2) z—N\ Z—A

(5.1.13)

A {2, polusoknak megfeleltetett racionalis fiiggvények rendszere az also-félsikban értelmezett. A

12y 1. L . .. L e , .. . , ..
Z=1i7 +;’j linearis-tort transzformécio a rendszert az egység kor Malmquist-Takenaka rendszerébe viszi.

A {V,}>°, rendszer ortonormalt a valos tengelyen a kovetkezd értelemben:

/ U, ()W, (2)dr = . (5.1.14)

—0o0

Tovabba, ha rendszer paraméterei teljesitik a kovetkezd, t.n. nem-Blaschke feltételt a fels-félsik

esetén
[ee]

Sk
SM 5.1.15
kz:; RPN ( )

akkor a {¥,}°°, rendszer teljes ortonorméalt rendszer a H?(C, ) térben.

Dzrbagjan [10] cikkében bebizonyitotta a Darboux-Christoffel formula felsé-félsikra vonatkozo
analogonjat, mely szerint a fenti rendszer Dirichlet-féle magfiiggvénye zart alakban irhato6 felhasznalva
a félsikon vett Blaschke szorzatokat, amelyeket N > 0 esetén a kovetkezSképpen definidlunk:

N

~ Z—A
By(z) =] —Em,

kel Z—/\k

A . _ _
ahol g, = TSV ha Ay #1i, és gy =1 ha A\, = 1.
k

A Darboux-Christoffel formula szerint tetszéleges z#€ esetén minden N-re ( 1< N < oo ) teljesiil,
hogy

S0 (2) T E) — 1‘5:%’_33 ), (5.1.16)




78 5. FEJEZET. RACIONALIS INTERPOLACIO ES ALKALMAZASAI

5.1.4. Specialis racionalis fiiggvényterekre vett projekcidés operatorok tu-

lajdonsagai
Jelolje Py, a legfeljebb k-adfokt polinomok halmazat, legyen n(2)=] ] _; (2= ) és w(z)=]["_, (z—
— A\n). Vezessiik be az alabbi specialis racionalis fiiggvények halmazat:
P
RN 2:{5: pGPNl}, (5117)
_{P.
Rﬁ.:{;. pGPN_l}. (5.1.18)
Hasonléan legyen
p
Rywv:=3—: pE€ 1 5.1.19
N,N { 1w p € Pan 1} ( )

Nyilvanvalo, hogy Ry x = Ry ® Ry, azaz Ry és Ry ortogonalis komplementerek H?-ben.
A
\I‘N:{\Ijna n:1,2,...,N}

rendszer ortonormalt bézist alkot a felsG-félsikon értelmezett Hardy tér

Ry =span{¥,, {=1,... N}

alterében.
Célszeri a Wy rendszert kiterjeszteni és negativ indexekre is értelmezni. Jel6lje tehat
H Z— )\k
S5 (2= A
és

Uy ={¥_,=ByV,n=12... N}
Mivel Ry = ENRN, ezért a W rendszer ortonormalt béazis Ry-ben, és
Ry =span{¥,, {=—1,...,—N},

igy az Ry az also-félsik Hardy terének altere.
Egy tetszéleges f € H*(C,) fiiggvény Ry altérre vett merdleges vetiiletén az alabbi fiiggvényt
értjiik:
N

Puf(z) =) (f, W) Wi(z (5.1.20)
k=1

Hasonloan értelmezhets egy tetszéleges f € H? (C.) fiiggvény Ry altérre vett merdleges vetiilete is:
-1

Pyf(z)= Y (f, UR)Ts(2). (5.1.21)

k=—N

A fenti projekcios operatorok Py f, illetve Py f magfiiggvényei:

=) W (w) Uy (w), (5.1.22)
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K(w, w) = i U (w) T (w). (5.1.23)

k=—N
Ekkor a projekcios operatorok kifejezhetSk a skaléris szorzat segitségével:

Prf(z) = / FO Kz t)dt = (F(), Kl 2)). (5.1.24)
Pyf(z)= / fO) Kx(z,t)dt = (f(.), Kx(., 2))- (5.1.25)

Az Ry tér reprodukcios magfiiggvénye Ky (w,w), azaz minden f € Ry esetén

Pnf(z) = (f(), Kn(.,2)) = f(2). (5.1.26)

Hasonloan Ky (w,w) lesz a Ry altér reprodukcios magfiiggvénye, igy minden f € Ry fiiggvény
esetén

Pyf(2)=(f(), Kx(.,2)) = f(2). (5.1.27)
A Ry w reprodukcios magfiiggvénye pedig
N
Kyyww)= > T(w)¥(w).
k=—N,k#0

Ez a magfiiggvény is zart alakban irhato, azaz ha € # z, akkor

By (2)Bx(§) — Bn(§)Bn(2)
2im(€—2) .
Ha a (5.1.15) feltétel teljesiil, akkor mind {¥y, k=1,..., 00}, mind pedig {¥y, k=—1,...,—
—o0} teljes ortonormalt rendszer el6bbi a H*(C,.) térben, utobbi pedig H*(C_)-ban. Ebbél adodéan
kapjuk, hogy ha N — oo, akkor ||f — Py flluzc,y — 0 ¢s || f — Py flluzc_) — 0.
Megmutathaté tovabba, hogy Py f egy raciondlis interpolacios operator a {Ax, k=1,..., N}
halmazon és Pgf egy racionalis interpolacios operdtor a {\, k=1,..., N} halmazon.

KN,W(& z) = (5.1.28)

5.2. Racionilis interpolaci6
5.2.1. A projekcios operator interpolaciés tulajdonsaga
5.2.1. Tétel (KB,PM,PA[49]). Minden f € H*(C,) fiigguény esetén a Py f projekcids operdtor in-
terpoldcids operdtor a {\g, 1 <k < N} halmazon, azaz
Pyf(A)=f(\r), (1<E<N). (5.2.1)

Tovdbbd minden f € H?(C_) fiigguény esetén a Pxf projekcids operdtor interpoldcids operdtor a
{\e, 1<k < N} halmazon, azaz

Pyf(w) = f(%), (1<k<N). (5.2.2)
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Bizonyitds. A felss félsik esetén az allitas elss felét bizonyitotték [11]-ban. A bizonyitas gondolat-
menete atvihets az also félsikra is. Mindkét allitas bizonyitéasanal felhasznaljuk hogy a megfelels
magfiiggvények zart alakban irhatok és hasznaljuk a Cauchy integral megfelel§jét a felss- és also-
félsikra vonatkozoan. Itt az also-félsikra mutatjuk meg a bizonyitast. Dzrbasjan (5.1.16) eredményeit
felhasznalva w # w esetén adodik, hogy

w)= 3 T W) = B(w) Br(w) 3 Tlw) We(w) =

~ 1 — By(w)By(w) BN(@)BN(W) —1

= By(w)By(w) 2im (W —w) - 2im (W —w)
Innen w = M, (k=1,..., N) esetén adodik
Ko (O, ) = —— (we C) (5.2.3)
, _ w 2. 2.
g 20 (W — Ay

Barmely f € H?(C_) fiiggvény visszaéllithaté a hatarfiiggvényébdl a Cauchy-féle integralformula
segitségével:
+oo

f@):% _‘];(?Zdt, (€C.).
Igy
—+00
1 f) B
Py f() = 5 —t+A_kdt_f(Ak) (k=1,...,N).

—00

5.2.2. A projekciés operator pontonkénti konvergenciaja

5.2.2. Tétel (KB, PM,PA[49]). Tegyiik fel, hogy az (5.1.15) feltétel teljesiil. Ekkor barmely f€H?*(C,)
fiigguény és barmely z € C, esetén Py f(z) — f(2), ha N — oo, és hasonldan birmely f € H*(C_) és
z € C_ esetén Pxf(z) — f(2), ha N — oo.

Bizonyitds. Az (5.1.26) és (5.1.16) eredmények felhasznalasaval kaphato:
|f(Z)—PNf(Z)|=|f(Z)—<f()KN( )>|=

|1 1 BN (t)Bn(2) |
| 2mi —z 27TZ/f —2z) i =

RENERE LS
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Alkalmazva a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlStlenséget és felhasznalva, hogy \E ~(t)|=1 min-
den t € R esetén, a kovetkezs becslésre jutunk:

+ 2

Z (’BiN(;

dt <

t
-z

oo
0= PuG)l < o= |Buta)] | [ £0a

1f1l2 /@.

A (5.1.15) feltétel kivetkeztében N — oo esetén | By (z)] — 0. Igy a fenti egyenlétlenségb6l kévetkezik
a tétel allitasa. N _

Vegyiik észre, hogy z € C_ esetén |By(2)| = |Bn(Z)| — 0 (az (5.1.15) feltétel kovetkeztében). A
bizonyitas f € H*(C_) fiiggvények esetére ugyanigy végezhetd. O

1 |~
< —|B
_27'(" N(Z>

A fenti bizonyitasbol kovetkezik, hogy Py f egyenletesen konvergal f-hez a fels6-félsik barmely
kompakt részhalmazéan és Py f — f egyenletesen az also-félsik barmely kompakt részhalmazan.
Kivancsiak vagyunk tovabbé arra is, hogy hogyan viselkedik Py és Py a valds szdmegyenesen.

5.2.3. Tétel (KB,PM,PA[49]). Ha az f € H?*(C,) fiiggvény olyan raciondlis fiiggvény, melynek
parcidlis-tort felbontdsa

f(z) = Z 047_, Ye € Cy, (5.2.4)

akkor |f(t)— Pn f(t)] — 0 egyenletesen R-en. Tovabbd A}im maxer(1+2%)|f(t) — Pn f(8)]* = 0.

Hasonldan, ha f € H*(C_) olyan raciondlis fiigguény, melynek parcidlis-tért felbontdsa

f) =3 ", yecC,, (5.2.5)

Z_
— e

m

akkor |f(t) — Pxf(t)] — 0 egyenletesen R-en és A}im max;er (1+t%)|f(t) — Pxf(t)]> =0.

Bizonyitds. Alkalmazzuk az

f(Z)IZ 4_7 75€C+7 ’)/f:Oég—FZBgE(CJr
— ~ N
fiiggvényre a Cauchy formulat:
(f0k) = c2imWy(v). (5.2.6)
=1

A (5.2.6) osszefliggésnek megfelelen Py f(z) az alabbi alakban irhato:
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Becsiiljiik most a projekcio |f(t) — Py f(t)| hibajat:

[f(6) = P f()] = 204% - EN(t)ZCE%N—(X) _
—|B — By () S |C€||BN V)| = |eel| By (e
= |Bu(t)] ; et SZ; o ; o

Az (5.1.15) feltétel kévetkeztében limy_.o By () = 0. Igy | f(t) — Py f(t)| egyenletesen tart 0-hoz
R-en.
De ennél tobbet is mondhatunk. Létezik egy M > 0 konstans, hogy

(1+¢2)]f(t) = Py f(t) |2<Z|0e| By () Z |1+i|2 _MZICeI By (),

ahol v, € C,. Ebb6l kovetkezGen

lim max(1+t%)|f(¢t)— Py f(t)]* < hm maxMZ|Cz|2|§N(W)|2:0-

N—oo teR —o0 teER

]

5.2.3. A Kkiterjesztett Malmquist-Takenaka rendszer diszkrét ortogonali-
tasa

Az eredeti egységkoron vett Malmquist-Takenaka rendszer diszkrét ortogonalitasat Pap és Schipp
a [25]-ben publikalta. Eisner és Pap [11|-ben igazoltak a tétel analogonjat a felsg-félsik Malmquist-
Takenaka rendszerére. A kovetkezSkben megmutatjuk, hogy a diszkrét ortogonalitas érvényes marad
az also-félsikra kiterjesztett Malmquist-Takenaka rendszer esetében is.
Az egységkorlemez Malmquist-Takenaka rendszere olyan ortonormélt rendszer, melyet az a =
= (ay, asg, ...) € D komplex szamok generalnak és kifejezhetsk a
z—b

op(2) = — (beD,zeC)
1-bz

Blaschke tényezdk segitségével.
A diszk (9, n € N*) Malmquist-Takenaka rendszere az alabbi formulaval adott:

VI—a]? V1= a2
®y(2) = lal’ n(2) = " a|a| H (zeD,n=23,...).

1—aiz

A H?*(D) Hardy-téren a fenti rendszer ortonormalt rendszert alkot, azaz

2
1 G
Py / P, ("), (et)dt = 0y, (m,n € N¥),
T
0

[D,,, D,,] =

ahol 9,,,,, a Kronecker-szimboélum.
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Ha az egység-korlemezen teljesiil a nem-Blaschke-feltétel, azaz >~ (1—|a,|) =00, akkor a rend-
szer teljes az egységkoron négyzetesen integralhato fliggvények diszkre-valo analitikus kiterjesztésének
H?(T) Hilbert-terén.

Ha b € D, akkor ¢, kolcstndsen egyértelmi leképezés D-n illetve T-n. Tovabba (a [7]| cikkben
igazoltak szerint) ¢, az alabbi alakban irhato

op(e) =P (teR,b=re" €D),

ahol

t 1
B(t) :=T+7s(t—7), s(t) :=2arctan (stan 5) : (t €l-mm),s:= 1+T> :
—r
A vy a ys(t+21) = 2 +74(t), t € R Osszefliggés segitségével lett a teljes R-re kiterjesztve. A (3
fiiggvény tovabbi tulajdonsagairol a [5] cikkben olvashatunk.
A Hf;l ¢4, Blaschke-szorzat az alabbi alakban frhato:

N
BN(eit) _ H Pa, (6it) — ¢HBay )+ ABap (1)) (t ER,N=12,.. )
j=1

Ez azt eredményezi, hogy a
Z—ay Z— a9 Z—Aan

=1 (5.2.7)

l—aiz 1—azz ~ l1—ayz

egyenletnek N kiilonb6z6 megoldasa van, amelyeket a kovetkez6 modon irhatunk fel
=™ m=0'2r(k—-1)/N) (k=12,...,N), (5.2.8)

ahol 0;,1 a
On(t) = - (u () -+ Buy (1) (€ R)

fiiggvény inverze.
Vezessiik be az egységkor egyenletes felosztasdhoz tartozd osztopontok halmazat:

Ty :=T% ={wp =™ :7, =0 2r(k—1)/N),k=12,...,N}, (N=1.2,...).

Definialjuk tovabba a py stlyfiiggvényt az alabbi Osszefliggés segitségével:

1 1— |ag|?
::Z|ﬂ (:eT,N=12,...).

A [25] cikkben igazoltak a kovetkezs tételt:

Tétel (Theorem A [25]). A &,(1<n<N) fiiggvények véges gyijteménye diszkrét ortonormdlt rendszer

F,Gly = 3 F()G@pn(2)

ze€Tn

skaldris szorzatra nézve, azaz
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Hogy a fenti tétel megfelelGjét bizonyithassuk az also- illetve felss-félsik Malmquist-Takenaka

rendszereire, vezessiik be a kévetkezd jeloléseket. Jelélje ¢, =tan %, ahol 7, (k=1,...,N) az (5.2.8)-
ban meghatarozottak, azaz z, = e'™ = : +§:, (k=1,...,N). Vezessuk be a kovetkezo osztopontok

halmazat a valos szdmegyenesen:

Tegyiik fel, hogy minden osztopont véges és vezessiik be a kévetkezd sulyfiiggvényt:

L i SN 4R (5.2.10)
) 2 it ’ =

és a segitségével az alabbi diszkrét skaléris szorzatot:

(F.G)y =) _ F(t)G(t)pn(t). (5.2.11)

teRN

5.2.4. Tétel (KB,PM,PA[49]). A {\I/n}szl fligguények véges gydjteménye diszkrét ortonormadlt rend-

szert alkot a
teER N

skaldris szorzatra nézve, azaz
(U, V)N =0 (1 <m,n < N). (5.2.12)

Hasonléan a {\Pn};i,N fliggvények véges gyijteménye diszkrét ortonormdlt rendszert alkot a (., .) N
skaldris szorzatra nézve, azaz

(U, Uy )N =0 (=N <m,n<-—1). (5.2.13)

Bizonyitds. A tétel allitasanak elss felét a [11] cikkben igazoltak. Az allitas masodik felének igazola-

sahoz jelolje w = 1122, w = i+= a, = 2% Vegyiik észre, hogy

1+2° 1+&0 itk
1+z — A [T+ Z1_+£_)“'f|1+)‘2| _ AT §—ay
=2\, 1+ z——Ak 1+ A2 1—arz \1—ap )

A fenti egyenlGséghbdl kdvetkezik, hogy

By (w)By(w) = By(2) By ().

Az ésty (k=1,...,N) pontok definiciojabol és az el6z6 egyenlGséghdl kapjuk:

BN(tg>BN(tk) - Bﬁ(tg)Bﬁ(tk) = BN(Zk)BN(Zg) =1. (5214)

Innentdl a bizonyitas megegyezik a [25| cikkbeli A Tétel bizonyitasaval.

Legyen
v_,=DBxg¥V,, n=12,... N,
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és

Ve - = Bﬁ(f@)\I’k(tg) ﬁN@g) (1 S k’, € S N)
Ha j # ¢, akkor

> vt = £/ P () (te) By () By (£) > Wie(t;) Uy (te) =

1
= 1—Byn(t;)Bn(te)

= ti)pn(t — =0.
P (t;)pn (te) 2im(E; —t7)
A 7 =/{ esetben nyilvanvaléan
N
> UkiT =1
k=1

adodik. A fentiekbdl kovetkezik tehat, hogy

N

k=1

85

ami azt jelenti, hogy a V' = [W]{X s—1 Matrix éppen az egységmatrix. Ez a tény pedig azt eredményezi,

hogy
N

k=1

tehat a vektorok ortonormaéltak. Azaz a {\I!n};f  rendszer diszkrét ortonormalt rendszer a (-, )y

skaléris szorzatra nézve.

A diszkrét ortogonalitds kovetkezményeként kaphato:

]

5.2.5. Kovetkezmény. Minden f € Ry figguény esetén a megfeleld diszkrét és folytonos Malmquist-

Takenaka egyiitthatok megegyeznek, azaz

és

Pnf(z) =(f(), Kn(,2)) = (f(), Kn(, 2))w = f(2) (2€Cy).

Hasonloan, minden f € Ry fliggvényre

<f7\Ijk>:<f7\Ijk>N (—NSk’S—l),

és

Pyf(z) = (f(), Kx(,2)) = (f(), Bz (. 2))ny = f(2) (2€C).

(5.2.15)

(5.2.16)

(5.2.17)

(5.2.18)
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5.2.4. Racionilis interpolacios operator a valés szadmegyenesen elhelyezke-
dé6 osztéHpontokra

Eisner és Pap a [11] cikkében bevezetett a felsg-félsikban egy raciondlis interpolacios operatort,
melynek konstrukcioja a fels6-félsik Malmquist-Takenaka rendszerének diszkrét ortogonalitasan ala-
pult. Ebben a fejezetben az operator tovabbi tulajdonsagait tanulményozzuk és egy hasonld inter-
polécits operatort fogunk bevezetni az also-félsikban. Ennek a két interpolacionak a kombinalasaval
egy a racionalis fliggvények széles osztalyara — koztiik a Runge-féle tesztfiiggvényre is — egzakt inter-
polaciot adhatunk.

Jelolje A(C,) a fels6-félsik analitikus fliggvényeinek algebrajat, amely azokat a fiiggvényeket
tartalmazza, melyek analitikusak C_-on, folytonosak C,-on, és a hatarfiiggvényeikre teljesiil, hogy

i f() = lim_f(r) =

A fent emlitett [11] cikkben Eisner és Pap bevezettek egy interpolacios operatort az A(C,) al-
gebraban. Ehhez hasonlé operatort tanulmanyozott a [39] cikkében Szabé Zoltan az egységkorlapon
értelmezett diszk-algebran.

Az Ry-beli csomépontokbdl kiindulva tekintsiik a kévetkezé interpolacios operatort:

Z KN t t (5.2.19)

ahol f € A(C,).
Hasonloan az also-félsik analitikus fiiggvényeinek A(C_) algebrajan tekintsiik az

Lyf = %N gﬁt i;f(t), (5.2.20)

interpolacios operatort, ahol f € A(C_).
Vezessiik be a kovetkez§ jeloléseket :
KN(wa t) Kﬁ(wa t)
l =0, Ux =——-=, (teRy,weR). 5.2.21
N,t(w) KN<t7 t) N,t(w) Kﬁ(t,t) ( N W ) ( )
Az Ry halmaz és a Ky, Ky fiiggvények definicioibol az (5.2.14) osszefliggeés felhasznéalasaval kévet-
kezik, hogy 1 < k, ¢ < N esetén

KN(tg7tk) Kﬁ(tg,tk)
Unyg, (L) = ——L5 =0y, lx, (L) = "5 =19 5.2.22
azaz {{ns, t € Ry} a {¥y, £=1,..., N}, rendszerhez és {(5,, t € Ry} a {¥,, {=—-N,...,—1}

rendszerhez tartozo tgynevezett Lagrange-féle fiiggvények.

Ez azt eredményezi, hogy az Ly f és az Ly f fliggvények interpolaljak az f fiiggvényt az Ry
halmaz pontjaiban.

A Ky és K3y magfiiggvények reprodukcios tulajdonsagat felhasznalva igazolhato, hogy fy+(w), (t€
€ Ry) ortogonilis bazist alkot Ry-ben és (5 ,(w), (t € Ry) ortogonalis bazis Ry-ben.

Az interpoléacios operator kifejthetd a diszkrét skalarisszorzat segitségével is:

ACNf(Z) = <f7 KN('7 z))N (f S A(C+)v z e (C+)7 (5'2'23)
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illetve
Lyf(z)=(f,Kx(,2)n (fEA(C.), z€C._). (5.2.24)

A (5.2.15) és (5.2.18) Osszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy a fenti operatorok egzaktak azRy illetve Ry
halmazokon, azaz

Lnf=Pnf=Ff f€RN, Lyf=FPxf=[ [€Ry (5.2.25)
Az el6z6 tulajdonsag kovetkeztében egy djabb egzakt interpolacios modszert adhatunk Ry w-beli
fliggvények esetére. Legyen tehat f € Ry 5, ekkor f felbonthat6é f = f1+ f2 Gsszegre, ahol f; € Ry
és f2 € Ry és legyen Ly f = Ly f1+ Ly f2. Ekkor minden f € Ry fiiggvény esetén

Lnf=Lynh+Lxfo= i+ =T
A A\ =i valasztéas mellett a Runge-féle teszt-fliggvény Ry -beli. Valoban

1 1 1

f(z) = 241 2(z—i)  2i(z+i)

Az fi(z) = S e +1 ERN és fo(z) = 22%7 € Ry fiiggvények felhasznalasaval a kovetkezs egzakt inter-
polaciot nyerjiik a Runge-féle teszt-fiiggvényre:

Lyf=Lnh+Lygfa=hH+fa=1
Eisner és Pap a [11] cikkben igazoltédk a kévetkezd tételt:

5.2.6. Tétel ([11]). Legyen \y =i, A\ € C, gy, hogy

i She
14 | Ag[?
Ha f € A(Cy) egyenletesen folytonos a Co-on és

lim max(1+#%)|f(t)— Py f(t)|> =0,

N—oo teR

akkor az

onf = Y0 el g

= (i)
interpoldcios operdtor normdban konvergdl az f fiiggvényhez, azaz
Jim [ Lyfl=0.

A 5.2.6.Tétel
lim max(1+)] £(1) ~ Py f ()" =

N—oo teR
feltétele H?(C,)-beli fiiggvények igen széles osztalyara teljesiil.
Ha f € Ry, akkor f(t) = Pxf(t), ebbdl kovetkezGen th max;er(1+t%)|f(t) — Py f(t)|> =0.
Az 5.2.3. Tétel miatt, ha az f € H?(C,) fiiggvénynek létezik

m
C

74
f(Z): —) fyfe(CJm
= 7T

parcialistort felbontasa, a fenti feltétel automatikusan teljesiil.
Az also félsikra egy hasonlo tétel fogalmazhaté meg.



88 5. FEJEZET. RACIONALIS INTERPOLACIO ES ALKALMAZASAI

5.2.7. Tétel (KB,PM,PA[49]). Legyen A\ =i, A\, € C_ gy, hogy
— =
= 1+ |/\k|

teljesiilion. Ha az f € A(C_) fiigguény egyenletesen folytonos a C_ halmazon és
lim max(1+£)£(t) — Py f(5)F =0,

N—oo teR

akkor az

Lof= Y RHD g

tERN Kﬁ(t7 t)

interpoldcios operdtor normdban konvergdl az f figgvényhez, azaz
i ||~ Lxeflla =0

Bizonyitds. A bizonyitasban felhasznaljuk az (5.2.17) és (5.2.19) feltételeket, a Ky (tx, ty) = K5 (tx, tx)
tulajdonsagot, tovabba a [11] cikk 1. Lemmajat. Ezek alapjan a kévetkezot kapjuk:

If =Ly fllz < If =Py Sl 1 £xf = Lx(Prf)ll2 =

=f=Pyflla+| > (

1/2
LS G+ DRy, ) (L+R)| f (1) — PNf(tk)F] <

: 1/2
< =Pflat [ max(1+ O F0O=PfOF Y o tk>] )

L trERN

_ 1/2
— = Pfla [max(1+ ) 0) - Pyf P =0 (¥ = o0)

5.2.5. Egy numerikus szempontbél jél kezelhets speciilis eset

Legyen N =20+1 és tegyiik fel, hogy \p, =1, k=1,..., N. Ekkor a diszkretizaci6 alappontjainak
halmaza a valos szamegyenesen Ry = {t; = tan %’r, k=1,...,N} és a megfelels sulyfliggvényt az
alabbi modon definialhatjuk:

Ebben az esetben tekintsiik a trigonometrikus rendszer megfelelGit a fels6- illetve az also-félsik
esetén a

CwHi \wi w—1 \w—1
fiiggvények diszkrét ortogonalis rendszert alkotnak az alabbi diszkrét skalaris szorzatra nézve

(F,G)y = % S FO)GE)(#2+1).

teR N

bV ()7 Vi (=) e
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5.1. abra. Az egységkor ekvidisztans felosztasa és az osztopontok t;, = tg%’r, (k=1,...,N).
Cayley-transzforméltjainak halmaza a valos egyenesen

A szoban forgo specialis esetben a K reprodukecios magfiiggvény kifejtése a felsé-félsikban az alabbi:

)N

1- (59" (&
Bl w) = — i —w)

a lokalizalt reprodukciés magfiiggvény pedig

1_(:12)1\7 tk#w

Ky(w,tg) = 2mi(tp—w) 5.2.26
(w, k) S i ( )
T k—f—l
ezeknek megfelelGen a felsé-félsik interpolacios operatora
KN('7 t)
Lyf=> f()
teRN N (t’ t)
Az also-félsikra a magfiiggvény:
(55)" -1
Ky(w,ty) = e U at (5.2.27)
T e =W,
k

és a segitségével elgallitott interpolacios operéator

Lyf=> Wf(t)-

Mind Ly f, mind pedig Ly f tp = tan %r, (k=1,...,N) alappontokhoz tartozo racionalis inter-
polacio, mely normaban tart az f fliggvényhez és teljesitik a 5.2.6. illetve a 5.2.7.Tétel feltételeit.
A kapott eredményt tekinthetjiik LTI-rendszerek transzferfliggvényeinek véges mintavételezési téte-
lének. Tovabba Ly f = Ly fi1 + L+ f2 egzakt interpoléciot ad, minden olyan f fiiggvényre, melynek
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létezik f = f1+ fo felbontasa, ahol

f1 € span

és

f2 € span
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