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Resumo

Este estudo procura compreender os contributos que a percentagem pode dar na
construcdo de uma aprendizagem comparticipada dos nimeros racionais numa etapa
inicial do seu estudo — 3.° e 4.° ano de escolaridade do 1.° ciclo do ensino basico —
alicercada numa perspetiva de sentido de nimero e de continuidade no desenvolvimento
numerico dos alunos. Especificamente, pretende perceber de que modo a percentagem
contribui para o alargamento do conhecimento de nimero ao conjunto dos numeros
racionais, bem como para uma compreensdo inter-relacionada de percentagem, numeral
decimal e fracdo. Pretende perceber também de que modo as normas sociais e
sociomatematicas contribuem para a construcdo de uma aprendizagem comparticipada
dos numeros racionais atraves da percentagem.

O quadro conceptual remete para uma abordagem sociocultural da aprendizagem
da Matematica, como atividade humana, inerentemente social e cultural. As ideias que o
alicercam envolvem a aprendizagem dos nudmeros racionais como construgdo
comparticipada e realista, interpretada como uma extensdo do conhecimento dos
nameros inteiros, que privilegia a percentagem numa compreensdo entrelacada de
representacdes, numa perspetiva de sentido de niamero.

Do ponto de vista metodoldgico, trata-se de uma investigacdo baseada em
design, com base numa experiéncia de ensino na sala de aula. A situacdo de
aprendizagem envolve uma turma, no 3.° e no 4.° ano de escolaridade, numa escola
publica em Lisboa, em que a professora da turma é também a investigadora. Os dados
foram recolhidos através de observacédo participante, apoiada num diario de bordo, e de
gravacdes audio e video de momentos de discussdo matematica coletiva e da recolha
documental, nomeadamente das producbes escritas dos alunos. A analise procurou
evidéncias de construgcdo de um conhecimento conceptual de percentagem e de nimero
racional, bem como a interpretagdo das acOes dialégicas na turma, com vista a
identificagdo das normas sociais e sociomatematicas.

Os resultados evidenciam que as normas sociais e sociomatematicas da cultura
da sala de aula, como comunidade de aprendizagem de matematica, permitiram suportar
a compreensdo dos conceitos e relagdes envolvidos na nocdo de percentagem, tendo
conduzido a construcdo de praticas matematicas partilhadas relativas a natureza

multiplicativa dos numeros racionais. Para além disso, através da percentagem, foi



possivel integrar os conhecimentos numeéricos prévios e conhecimentos intuitivos dos
alunos e apoiar a construgdo de uma aprendizagem das diferentes representacdes
simbdlicas, de forma inter-relacionada, numa perspetiva de desenvolvimento de sentido
de namero. Deste estudo emerge ainda um conjunto de principios que suportam uma
conjetura sobre a aprendizagem comparticipada dos nimeros racionais que privilegia a
percentagem, nesta etapa da escolaridade, no sentido promover o envolvimento dos

alunos e produzir efeitos na sua aprendizagem.

Palavras-chave: Aprendizagem comparticipada; NuUmeros racionais; Percentagem;

Normas sociais e sociomatematicas; Representacfes; Modelacdo emergente



Abstract

This study seeks to understand the contributions of percentage in fostering co-
participated initial learning of rational numbers, at grades 3 and 4, in primary school,
rooted in a number sense perspective and seen as process of progressively broadening of
students’ numerical development. In particular, it aims to understand how percentage
allows the extension of number understanding to rational numbers and fosters an
entwined understanding of percentages, decimals and fractions. It also aims to
understand how social and sociomathematical norms contribute to a co-participated
learning of rational numbers enhanced by percentage.

The conceptual framework involves a sociocultural perspective of mathematical
learning, as a human activity, inherently social and cultural. The theoretical elements
considered concern rational number learning as realistic and co-participated, entailed as
an extension of the understanding of whole numbers, which addresses percentage, as an
entwined understanding of rational number representations, in a number sense
perspective.

This study is developed as design based research methodology through a
classroom experiment. It takes place in grades 3 and 4 within a classroom, in a public
primary school in Lisboa, where the researcher is also the teacher. Data collection took
place through participant observation, supported by the teacher’s research journal, video
and audio recorded moments of whole-class discussions and students’ written work.
The analysis sought for evidences of students’ percentage and rational number
conceptual understanding, as well for social and sociomathematical norms, as students
participated in classroom social interaction.

The results highlight that social and sociomathematical norms of the classroom
culture, as a mathematical learning community, supported conceptual understanding of
percentage for learning rational numbers as it enabled an approach to its multiplicative
nature and the establishment of mathematical practices taken as shared. Additionally,
through percentage, it was possible to connect students’ prior whole numbers
knowledge with intuitive understandings and relations to support the understanding of
different symbolic representations, in an entwined manner, attending to a number sense

perspective. From this study it emerges a set of principles, that supports a conjecture to



improve co-participated learning through percentage, in these grades of primary school,

in order to promote student engagement and improve learning.

Keywords: Co-participated learning; Rational numbers, Percentage, Social and

sociomathematical norms; Representations; Emergent modeling process
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Prefacio

Este trabalho escrito € por mim entendido como um produto de uma construcdo
social e cultural, na medida em que resulta das interacdes sociais e dialogicas que fui
estabelecendo, ao longo de toda a experiéncia investigativa, com Outros. E,
naturalmente, produto das minhas decisGes, da minha interpretacdo, mas que se
desenvolveu na reflexdo e discussdo que fui fazendo com os outros participantes, com
0s autores, com os orientadores, com outros investigadores, com colegas, nas diferentes
comunidades que integro e onde o estudo, ao longo de toda a experiéncia investigativa,
foi sendo partilhado e escrutinado. Deste modo, assumo este trabalho como a expressédo
escrita de um ato de aprendizagem. Aprendizagem que se construiu pela minha
participacdo nessas comunidades, como espacos sociais de negociacao de significados e
pela interacdo com os demais que as integram. Aprendizagem que se aprofundou pela
transformacédo dessa participacdo a medida que fui dando sentido ao que fui lendo e
observando, que me fui interpelando, que fui discutindo e integrando outros olhares, que
fui perseguindo a compreensdo dos fendmenos, com a ambigdo de construgdo teorica,
ainda que modesta e local. Uma transformacdo que circunscreve a aprendizagem no
tempo e no espaco, 0 que, consequentemente, perspetiva este trabalhno como um produto
inacabado.

O facto deste trabalho, na sua forma escrita, se constituir um conjunto de
trabalhos de investigacdo, discutidos num todo que se pretende coeso e coerente,
constituiu também uma aprendizagem desafiante, que embora tenha sido levado a cabo
com Outros, envolveu a tomada de decisGes a varios niveis, que determinaram o rumo
da investigacdo. O envolver um formato menos comum em Educagcdo Matematica,
sobretudo em Portugal, implicou arriscar na definicdo da sua forma e estrutura. A
redacdo do documento agregador impbs o desafio de uma escrita intencionalmente
concisa e de metadiscussdo. As limitagfes impostas pela producdo de artigos deixaram
de lado aspetos, provavelmente ndo menos interessantes, mas que ndo foi possivel
retomar. A discussdo aprofundada com outros investigadores, nas diferentes etapas da
investigacdo, determinou uma analise retrospetiva critica e criteriosa, produzindo
refinamentos e reajustamentos conceptuais e metodoldgicos.

Nesta etapa de balanco, e considerando o foco do estudo em funcdo das opgdes

tomadas, importa explicitar as inquietacBes subliminares, inerentes a qualidade de
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professora, sobretudo de professora da turma em estudo. Eu sabia que aprender
significava uma tomada de consciéncia do mundo e da capacidade de nele intervir, mas
queria assegurar que todos os alunos teriam oportunidade de lidar com a complexidade
que isso envolve. Eu acreditava que juntos, na sala de aula, aprendiamos melhor, mas
queria perceber como podia garantir que a atividade conjunta dava resposta as
especificidades da Matematica. Eu sabia que a aprendizagem dos nimeros racionais era
complexa, contudo, ndo queria que constituisse uma rutura em rela¢do ao que os alunos
ja sabiam e traziam consigo, mas ndo sabia exatamente como fazé-lo. Eu via na
percentagem uma oportunidade para a aprendizagem dos numeros racionais como um
todo, que néo havia antes antecipado, e que tanto me desafiou.

Cada uma destas inquietagdes conduziu-me, como investigadora, por caminhos
diferentes. Caminhos com paisagens que desconhecia e que me deslumbraram, mas
também caminhos dificeis de trilhar e outros que levaram a clareiras sem saida.
Caminhos que acabaram por se encontrar, & medida que as muitas leituras e uma
observacdo distanciada do trabalho da turma se foram interligando. O uso das
ferramentas metodologicas escolhidas, com a mediacdo de outros investigadores,
permitiu que se desenvolvesse um estudo sistematico e intencional dos processos de
aprendizagem e dos meios que os suportam na sala de aula, sala de aula enquanto
espaco de Todos e lugar de relagdes, produces, discussoes e sobretudo, de emogdes.

Este estudo proporcionou-me inimeras aprendizagens, o que ndo se faz, como
nos lembra Paulo Freire, sem abertura ao risco e a aventura de espirito. Aprendizagens
relativas a um natural e gradual desenvolvimento numérico dos alunos numa
comunidade de aprendizagem de Matematica. Aprendizagens acerca dos processos de
aprendizagem dos nameros racionais, como processo de transformacéo da participacédo
na cultura da sala de aula. Aprendizagens no sentido de saber tirar partido de um
pensamento intuitivo, arriscando também com intuicdo e ganhando a confianga dos
alunos, mas de saber avangar para um pensamento analitico, para ndo deixar perder essa
mesma confianca. Aprendizagens em termos de saber reduzir a realidade a categorias,
alicercada num modelo de analise que permitiu interpreta-las, mas ao mesmo tempo
ganhando a consciéncia de que a realidade ndo cabe toda nessas categorias. Mas
também aprendizagens que vao além dos seus resultados. Permitiu conhecer-me melhor
como professora de Matematica. A fala, as acdes, 0s gestos, as produgdes dos alunos
projetavam, inevitavelmente, a minha acéo. E, se no inicio, ao revisitar os momentos em

sala de aula, o sentimento de insatisfacdo sequestrou a minha capacidade de reflexao,
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gradualmente, aliado a transformacdo da minha compreensdo matematica, fui refletindo
e melhorando a minha acdo na atividade conjunta em matemaética, transformando
também a minha compreensao didética.

Chegada a esta etapa, recordo a pergunta de Svein Sjgberg, fisico da
universidade de Oslo e orador convidado num seminario no Instituto de Educacéo, que
numa conversa informal perguntava, a um grupo de jovens investigadores, em que eu
me incluia, se j& tinhamos passado pela fase da depressdo, pois, nas suas palavras, s6
depois dessa fase se podia dizer que se tinha passado pela experiéncia de doutoramento.
Na verdade, esta experiéncia de investigacdo foi muito intensa, repleta de incertezas e
insegurangas, mas desenvolveu-se num movimento permanente de enriquecimento e
aperfeicoamento do trabalho como investigadora, como professora e, sobretudo, como
pessoa, com 0s Outros, que nunca me fez sentir s6 e a quem devo este trabalho, a quem
estou, profundamente, grata.

A Professora Lurdes, pela sempre pronta disponibilidade e carinho, pelo lancar
desafios, com rede de seguranca, pela confianca, fazendo-me acreditar que seria capaz.

Ao Professor Jodo Pedro, pelo desassossego, pela atencdo e pormenor, pela
confianca, e por me ajudar na diplomacia afirmativa do meu trabalho.

Aos Professores e Colegas do doutoramento, que, com 0 seu contributo nos
seminarios, me ofereceram outros olhares, valiosos na clarificacdo e refinamento do
estudo, nas suas diferentes etapas. Aos colegas da sala 210, nomeadamente a Cristina, a
Isabel, a Joana, a Joana C., a Marisa, a Nadia, a Paula pela disponibilidade e apoio
permanentes, pelo ambiente de estudo securizante. E, em particular, a Cristina,
companheira de viagem pelo mundo dos nimeros racionais, a Joana, por me ter levado
para a sala e por ter estado sempre 14, & Marisa, pelas reflexdes que me suscitou. As trés,
pela reflexdo e desafio conjuntos, que permitiram vencer insegurangas e fazer avancar
contra o tempo.

A Universidade de Lisboa, Instituto de Educacéo, pela atribuicio da uma bolsa
de doutoramento, que me permitiu chegar até aqui.

A (Professora) Cristina e & Graciosa, bem como aos colegas do projeto da
cultura de sala de aula em Matematica da ESE de Lisboa, pelas reflexdes conjuntas e
desafios lancados em torno do repensar a cultura de sala de aula, em contextos de
formacéo.

Aos colegas do MEM que, em permanente movimento de reflexdo sobre a

pratica, comigo caminham no sentido da construcdo de uma escola promotora de saber
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e fazer, mas sobretudo de intervencao social, para maior bem-estar, progresso, equidade
e justica nas relagBes humanas, como sempre nos lembra Sérgio Niza. Em particular, a
Clara, que me ajudou nas primeiras etapas da escrita, a Inacia, que pela sua humildade e
saber, tanto me tém inspirado, e ao Sergio, que permanentemente nos abala certezas e
nos obriga a sair de nds, com quem tive o privilégio de ir discutindo também este
trabalho.

Aos pais e encarregados de educacdo dos meus alunos, por confiarem no meu
trabalho, sem restricdes. Aos meus alunos, pelo caminho que fizemos juntos. Pela forma
entusiastica com que vivemos cada momento, pelos desafios que me proporcionaram,
pelo muito que me ensinaram.

Aos colegas da escola. Ao Francisco, ao Paulo, ao Jorge e & Rosa por terem
criado as condigBes necesséarias a realizacdo deste trabalho. A Familia Real pelo espirito
de equipa, pela amizade, pela determinacdo e trabalho conjunto na persecucéo do lema
uma escola com vida é uma escola que convida. Em particular, a Filomena, pela leitura
atenta. A Dina, a Lena, a Paula e & Susana, ao lado de quem tenho caminhado ha mais
de uma década na construcdo de uma cultura de sala de aula e de escola que assenta na
producdo e no sentido social para alcancar a compreensdo. Amigas ao lado de quem
sou, diariamente, téo feliz.

Aos restantes Amigos, que me ouviram, me questionaram e me deram forca para
ir caminhando. Pela amizade que nos une.

A familia, que esteve sempre comigo e é o meu suporte. Em particular, 8 minha
irma, pela compreensdo e apoio permanentes. Aos meus pais, pela vida, pelo amor e
carinho, e que, por nédo terem tido oportunidade de estudar, sempre me incentivaram e
fizeram fé na escola publica. Ao Jodo, pelo amor incondicional, por me fazer acreditar,
por ser o meu porto de abrigo. A Mariana e ao Artur, pela paciéncia de terem crescido
com uma méae estudante.

Aguarda-me, um desejado e sereno regresso a escola. Levo comigo uma mala de
ferramentas metodoldgicas e um querer continuar a fazer ciéncia que me vao deixar

sempre ligada a investigacéo.
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1 Apresentagdo do estudo

Motivacdo emergente de um percurso

Depois de ter concluido o curso de Professores do Ensino Béasico na variante
Matematica/Ciéncias, na Escola Superior de Educacdo do Instituto Politécnico de
Lisboa, a opcéo de trabalhar no 2.° Ciclo do Ensino Béasico (CEB) conduziu-me, em
1997, a uma escola que vivia a implementacdo do projeto-piloto de Gestdo Flexivel do
Curriculo, que me proporcionou trabalhar com uma mesma turma nas disciplinas de
Matematica, Ciéncias da Natureza, Formacdo Civica, Area de Projeto e Estudo
Acompanhado, sendo ao mesmo tempo, diretora de turma. Esta experiéncia
interdisciplinar e de relacdo humana intensa veio reforcar o meu interesse pela
abrangéncia que o trabalho no 1.° CEB parecia oferecer. A mudanca para o 1.° CEB
aconteceu trés anos depois e é sobretudo a este ciclo que tenho dedicado o meu trabalho
nos Gltimos anos.

Numa atitude critica e autorreflexiva do meu desempenho profissional, procurei,
desde cedo, quer na Associacdo de Professores de Matematica, quer no Movimento da
Escola Moderna, junto dos demais colegas, respostas para as inquietacdes que foram
surgindo da minha reflexdo sobre a pratica, numa tomada de consciéncia de que a
criatividade pedago6gica se constréi em didlogo e ndo no isolamento (Oliveira-
Formosinho, 2003).

O gosto e a intuicdo para questionar e querer compreender o que se aprende e
como se aprende, colocou a investigacdo no meu caminho. Primeiro numa relagéo
intima com o ser professora, como refere Alarcdo (2001), para responder a problemas
gue emergiam e na procura de outros olhares. Depois, de uma forma mais sistematica e
rigorosa, para cruzar a teoria com a pratica, procurando compreender 0S processos € 0S
meios que suportam a aprendizagem, numa discussao critica permanente.

No trabalho de mestrado, estando envolvida na animacao da rede das escolas do
1.° CEB, promovida pelo Programa Internet na Escola, o foco da investigacdo foi a
comunicagdo e a participacdo na resolugdo de problemas em Matematica, com recurso
as Tecnologias da Informagédo e Comunicacgédo (Guerreiro, 2005). Mais tarde, o facto de

ser professora de um 1.° ano de escolaridade trouxe-me ao doutoramento pela



necessidade de aprofundar o estudo, em particular, dos niimeros racionais,® um tépico
que me desafiava pela importancia que assumia na aprendizagem da Matemaética, pela
ligacdo que permitia estabelecer com a vida, mas também pela complexidade que
oferecia, constatada pela experiéncia, quer como professora de Matematica, no 1.° e no
2.° CEB, quer como formadora de professores. Este propdsito leva-me a estudar a
aprendizagem como processo, situando-a no grupo social em que acontece — a turma —
de modo a fazer o seu estudo no ambiente mais natural possivel. A turma, além de
unidade administrativa, reine alunos e professor numa relagdo estreita de cooperacao,
de confianca, de partilha, uma relacdo que envolve a corresponsabilizacdo dos
diferentes elementos na construcdo da aprendizagem, ganhando uma dimenséo social
incontornavel. Esta dimensdo era indissociavel do estudo que pretendia fazer, o que
reforcou a escolha da minha turma para desenvolver este trabalho, turma com quem

dera inicio a uma relacdo de quatro anos.

O curriculo oficial portugués: (Des)construcdo de sentido

Em Portugal, a aprendizagem dos nameros racionais constitui um desafio atual
que se coloca a escola. Este desafio surge também devido ao facto do curriculo oficial
de Matematica, que se traduz essencialmente no programa de Matematica, ter vindo a
sofrer alteracGes varias, num curto espaco de tempo, que provocaram reajustamentos
profundos e, por vezes, divergentes das orientagdes preconizadas pela investigacdo. Os
professores, nem sempre apoiados nesse processo de mudanca curricular, tém
vivenciado uma experiéncia critica de adaptacdo e implementacdo de um curriculo que
se pretende que seja coerente e adaptado a todos os alunos.

Nos altimos anos, as politicas educativas em Portugal tém sido estabelecidas a
curto prazo, ficando dependentes das oscilagdes governativas. Remontemos a 2007.
Neste ano foi homologado um novo Programa de Matematica do Ensino Basico (ME,
2007) que veio introduzir, entre outras, uma alteracdo profunda e inovadora em relagao
ao topico dos numeros racionais, orientando o trabalho com estes numeros numa
perspetiva de desenvolvimento de sentido de numero (Brocardo, 2010). Era sugerido
que o alargamento do conhecimento dos nimeros aos nimeros racionais acontecesse

através da exploracdo de situagdes de partilha equitativa e de parte-todo. Contudo, era

! Neste estudo, o termo niimeros racionais remete para o conjunto dos nlimeros racionais n&o negativos.



também destacada a exploracdo de situacbes que contribuissem para “o
desenvolvimento dos conceitos de razdo e de propor¢ao” (ME, 2007, p. 15). A
abordagem sugerida por este programa revelava-se ambiciosa e sem paralelo noutros
paises, como afirmou Kilpatrick (2009), pois embora a fracdo fosse privilegiada, era
seguida da representacdo decimal, prevendo-se ainda a inter-relacdo entre diferentes
representacfes dos numeros racionais — fracdo, numeral decimal e percentagem — na
construcdo de valores de referéncia. Estas alteragcfes eram enquadradas por uma
estrutura mais geral, que destacava trés capacidades transversais — Resolucdo de
problemas, Raciocinio matematico e Comunicacao matematica — no sentido de valorizar
processos matematicos fundamentais as aprendizagens matematicas dos alunos (Ponte
& Serrazina, 2009).

Subitamente, em 2013, eis que surge um outro programa de Matematica (MEC,
2013), que traz consigo uma visdo conservadora e mecanicista da aprendizagem da
Matematica. Um inesperado e retumbante back to basics (Ponte, 2013). A sua
implementacdo vem recentrar o trabalho em Matematica, em geral, em torno da
memorizacdo de regras e do dominio de procedimentos, e tratar com ligeireza, em
particular, a aprendizagem dos nUmeros racionais, minimizando a sua complexidade e
ndo valorizando qualquer preocupacdo de articulagdo com o conhecimento prévio ou o
conhecimento informal dos alunos. Muito contestado pela comunidade de Educacéo
Matematica em Portugal, e em particular pelos alunos e professores nas escolas, é
complementado em 2016 por um conjunto de orientacdes de gestdo curricular (ME,
2016), fruto de uma mudanca de governo, que acarretou a alteracdo das politicas
educativas. Estas orientacOes permitiram reorientar 0 ensino numa perspetiva de
aprendizagem com compreensao e retomar o trabalho com os ndmeros racionais de
forma cuidadosa, convocando a constru¢cdo de modelos e a conexdo entre diferentes
representacdes e topicos matematicos.

Ja em 2017, seguindo as recomendacOes da Comissdo Europeia (2006) no
sentido de os curriculos serem orientados, sobretudo, para o desenvolvimento de
competéncias numa perspetiva de aprendizagem ao longo da vida, é tracado o Perfil dos
alunos a saida da escolaridade obrigatéria (ME, 2017), um referencial na defini¢do das
politicas educativas futuras em Portugal, tendo em vista o desenvolvimento dessas
competéncias. Na Matematica, em particular, este referencial permite a reconciliagdo
com um ensino que privilegia uma aprendizagem da Matemética com compreensao, no

sentido de proporcionar aprendizagens relevantes e sustentaveis para todos os alunos
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(ME, 2017). Trata-se de uma reconciliacdo imperiosa, que a comunidade de Educacéo
Matematica em Portugal reivindica (Ponte, 2013; Rodrigues, 2017; Serrazina, 2015),
mas que, curricularmente, ainda ndo esta operacionalizada, dada a dificil articulagdo

com o programa oficial que ainda vigora (MEC, 2013).

Estudar a construcéo comparticipada das aprendizagens em Matematica

Reconhecer a aprendizagem, em particular da Mateméatica, como um
entrelacamento de conhecimentos, capacidades e atitudes, como sugere o Perfil dos
Alunos (ME, 2017), ndo se coaduna com uma visao individualista, reprodutora e, por
vezes, elitista, que oferece 0s mesmos exercicios para todos a0 mesmo tempo
(Perrenoud, 2000). Ao invés, reforca o papel da turma e do ambiente social e cultural da
sala de aula na construcdo comparticipada das aprendizagens em Matematica, uma vez
que, ao participar na construgdo conjunta de significados, com os outros, os alunos
constroem significados eles mesmos, ampliando assim a sua compreensdo (Wells,
1999). Na sua esséncia, a Matematica possui uma natureza dial6gica, decorrendo de
fendmenos sociais e culturalmente enraizados (Ernest, 1994). A sua estrutura relacional
simbolica resulta da necessidade de estruturar o mundo matematicamente, uma
atividade que se constroi através de processos de interacdo e ndo como um produto de
reinterpretagdo simples e direta (Martin, Towers, & Pirie, 2006; Steinbring, 2005).

Por conseguinte, a sala de aula, como espaco institucional de ensino, pode ser
perspetivada como uma comunidade de aprendizagem, cuja dindmica de funcionamento
tem por base a atividade conjunta, facilitadora do desenvolvimento de conceitos
(Serralha, 2018). A sua organizac¢do, quando apoiada em estruturas de cooperacdo e
circuitos de comunicacgdo, contribui para o desenvolvimento de um sentimento de
pertenca que une os seus membros no sentido de que o “sucesso de um aluno contribui
para o sucesso do conjunto dos membros do grupo” (Niza, 1998, p. 4), isto &, da
comunidade. A identidade desta pequena comunidade define-se na atividade, no
discurso e na reflexdo que se desenvolvem, bem como no reportério partilhado de
praticas e normas, sociais e sociomatematicas, elementos de uma cultura pedagogica
que se vai construindo (Wenger, 1998; Yackel & Cobb, 1996). Trata-se de uma cultura
que guia a acdo dos que dela fazem parte, mas a0 mesmo tempo € transformada pela
reflexdo que essa agdo oferece, a medida que se constroi um entendimento comum de

que “o saber tem um valor social e é socialmente construido” (Niza, 2012, p. 529).
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Assim, estudar a aprendizagem de um topico curricular especifico, como o0s
nameros racionais, de forma isolada e descontextualizada em relacdo & comunidade
onde a aprendizagem acontece implica perdas significativas em termos de compreensédo
da construcdo dessa aprendizagem. Pelo que, num estudo que preconiza uma Visdo
sociocultural da aprendizagem, é fundamental interpretar a atividade matematica dos
alunos, embebida na cultura da sala de aula, uma cultura que promove a interagéo
comunicativa e a troca de produgdes e saberes, concretizando a dimenséo social das
aprendizagens (Niza, 1998). Deste modo, compreender a construcdo da aprendizagem
em Matematica, neste caso em particular dos numeros racionais, implica estudar
também o0s meios que a suportam e 0s processos subjacentes, no ambiente natural da

aprendizagem — a sala de aula.

Conquistas e desafios da investigacdo em torno dos nimeros racionais

A ampla investigacdo em torno dos numeros racionais, realizada ao longo dos
ultimos 40 anos, evidencia a importancia que este tdpico curricular assume na
aprendizagem da Matematica no ensino basico (e.g., Behr, Lesh, Post, & Silver, 1983;
Fosnot & Dolk, 2002; Kieren, 1988; Mamede, 2007; Monteiro & Pinto, 2005; NCTM,
2000, 2010; Steffe & Olive, 2010; Ventura, 2014). Contudo, a devolucgdo a pratica do
conhecimento produzido tem-se revelado, aparentemente, pouco eficaz, uma vez que 0s
ndmeros racionais continuam a ser um topico que professores e alunos consideram ser
dos mais dificeis de ensinar e aprender (Smith, Silver, Stein, Boston, Henningsen, &
Hillen, 2005; Tian & Siegler, 2018).

A complexidade dos nimeros racionais estd associada, ao facto destes nimeros
poderem assumir uma multiplicidade de significados, apresentarem uma natureza
relacional, dependente da unidade, e serem expressos por diferentes representacGes
(Behr et al., 1983; NCTM, 2010). As dificuldades com que os alunos se deparam na sua
aprendizagem encontram-se bem documentadas na literatura (e.g., Cramer, Post, &
Delmas, 2002; Lamon, 2012; Monteiro & Pinto, 2005; Nunes, 2008). Na abordagem
inicial ao estudo destes numeros, a escolha da representacdo a privilegiar recai
essencialmente sobre a fracdo ou sobre o numeral decimal (Tian & Siegler, 2018),
embora a fragéo seja, de um modo geral, a representacdo mais escolhida, como acontece
no caso portugués (Common Core State Standards Initiative, 2010; MEC, 2013).

Todavia, trata-se de uma discussdo que, para alem de dar pouco espago a percentagem,
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ndo parece enfatizar o conjunto dos nimeros racionais como um todo, nem perspetivar o
desenvolvimento numérico dos alunos de forma integrada (Tian & Siegler, 2018).
Alguns autores atribuem ainda ao conhecimento numérico prévio dos alunos o 6nus das
dificuldades na compreensdo dos nimeros racionais, destacando a necessidade de uma
mudanca conceptual para a compreensdo das propriedades que distinguem o conjunto
dos ndmeros racionais do conjunto dos nimeros inteiros? (Behr, Wachsmuth, Post, &
Lesh, 1984; Vamvakoussi & Vosniadou, 2010). No entanto, embora seja uma forma
possivel de interpretar o desenvolvimento da compreensdo do numero, ndo € a que
norteia este estudo, uma vez que a construcdo da aprendizagem dos nameros racionais
parece desenvolver-se de forma semelhante a aprendizagem dos numeros inteiros
(Hackenberg, 2010; Moss & Case, 1999), podendo ser perspetivada como uma extensao
natural da forma como os alunos usam os numeros (Siegler, Thompson, & Schneider,
2011). Assim, o seu estudo pode constituir uma oportunidade para aprender que, apesar
das diferencas, nimeros inteiros e numeros racionais ttm em comum o facto de
expressarem uma grandeza, que é possivel ordenar numa reta humérica e traduzir por
diferentes representacdes (Siegler et al., 2011). Nesta perspetiva, neste estudo, a
aprendizagem dos nimeros racionais é entendida, numa etapa inicial,> como uma forma
de ampliar a nogdo de ndmero que os alunos trazem, considerando que 0S
conhecimentos que possuem dos ndmeros inteiros constituem os alicerces para a
construcdo do conhecimento dos nimeros racionais (Olive, 1999).

Esta extensdo dos conhecimentos relativos ao numero pode comecar por tirar
partido da nocéo de proporcionalidade que os alunos intuitivamente possuem (Moss &
Case, 1999; Rosenthal, llany, & Almog, 2009). Trata-se de mobilizar formas naturais de
pensamento e potencia-las na construcdo de raciocinios poderosos, numa atitude de
respeito pela forma como os alunos pensam (Steffe & Olive, 2010). Envolve criar
oportunidades de sensibilizacéo para as relagdes de proporcionalidade que as diferentes
representacdes dos numeros racionais traduzem, a medida que interpretam a relacdo
entre 0 que esta a ser descrito e a unidade a que se refere (Van Galen, Feijs, Figueiredo,
Gravemeijer, Van Herpen, & Keijzer, 2008). E precisamente este olhar para as relacées
que permite despertar para a distingdo entre quantidades absolutas e relativas (Lesh,
Post, & Behr, 1988).

? Neste estudo, 0 termo nlimeros inteiros remete para 0 conjunto dos nimeros naturais com o zero.
* Neste estudo, considera-se que a etapa inicial da aprendizagem dos niimeros racionais diz respeito ao 1.°
CEB.



Ja no que se refere a percentagem, embora a revisao do estado da arte tenha
demonstrado que esta ndo tem sido objeto de estudo da maior parte da investigacédo
realizada em torno dos nimeros racionais, esta representacdo parece reunir um conjunto
de caracteristicas com potencialidades para uma aprendizagem numa perspetiva de um
desenvolvimento numérico integrado (Hunter & Anthony, 2003; Moss, 2002; Moss &
Case, 1999; Siegler et al., 2011). Efetivamente, pensar a percentagem, quer como objeto
de investigacdo (Costa, 2010; Jacobs, 2013; Rianasari, 2011), quer como contetdo
curricular, ndo nos remete de imediato para um trabalho no 1.° CEB.

Em concreto, no programa de Matematica atualmente em vigor em Portugal
(MEC, 2013), a percentagem ndo é considerada no estudo dos numeros racionais,
surgindo apenas como informacdo estatistica, no ambito do tema de Organizacdo e
Tratamento de Dados. Neste contexto, a percentagem € apresentada sem que os alunos a
explorem no sentido da construcdo do conceito de nimero racional e sem mobilizar o
conhecimento intuitivo que ja possuem (Lembke & Reys, 1994; Moss & Case, 1999;
Risacher, 1991), isto é, sem que adquiram uma relacdo amigavel com a percentagem
(Gay, 1990; Van de Walle, 2007). Na verdade, esta abordagem vai ao encontro das
preocupacOes traduzidas na literatura em torno da percentagem que, para além de ser
escassa e, na sua maioria, pouco recente, refere que a trajetéria mais comum de ensino
enfatiza regras e procedimentos em vez da construgdo do seu conhecimento conceptual,
tendo por base a compreensdo da relacdo proporcional que oferece (Gay & Aichele,
1997; Parker & Leinhardt, 1995). A percentagem €, portanto, um tépico curricular que
parece ser tratado de forma simplista e como topico isolado, o que pode contribuir para
o facto de ser considerado dificil e confuso, quer por professores, quer por alunos
(Parker & Leinhardt, 1995; Rosenthal et al., 2009).

Com efeito, os progressos alcancados em termos de investigacdo ainda néo
permitem alcancar uma aprendizagem efetiva dos ndmeros racionais, como referem
Tian e Siegler (2018), uma vez que os alunos continuam a revelar dificuldades na
compreensdo e destreza com qualquer uma das representacGes de numero racional —
fracdo (e.g., Gabriel, Coché, Szucs, Carette, Rey, & Content, 2013; Stafylidou &
Vosniadou, 2004), numeral decimal (e.g., Durkin & Rittle-Johnson, 2015; Steinle &
Stacey, 2004) ou percentagem (e.g., Lembke & Reys, 1994; Risacher, 1991). Contudo,
existe um forte apelo no sentido de os alunos se movimentarem, de forma flexivel, entre
as diferentes representacdes de numero racional (Markovits & Sowder, 1994). Assim,
um trabalho que inter-relacione estas representagdes numa etapa inicial do estudo dos
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numeros racionais, privilegiando a percentagem, como representacdo adequada a
extensdo do estudo das relagdes multiplicativas (White & Mitchelmore, 2005) que
permita mobilizar o conhecimento prévio e intuitivo dos alunos, oferece-se como uma

area de estudo com potencialidades a explorar.

Objetivo e questdes do estudo

Dado tratar-se de um estudo que reine uma dimensédo de contelldo matematico e
uma dimensédo pedagdgica, assumindo-se numa perspetiva social, cultural e, sobretudo,
relacional em Educacdo Matematica, este foi concretizado através de uma investigacao
baseada em design (IBD) em que se ambicionava analisar cada uma dessas dimensdes
de forma distinta, embora interpretando-as de modo complementar.

O objetivo deste estudo € assim compreender que contributos a percentagem
pode dar na constru¢do de uma aprendizagem comparticipada dos numeros racionais,
numa etapa inicial, alicercada numa perspetiva de sentido de nimero e de continuidade
no desenvolvimento numérico dos alunos.

Deste objetivo resultam as seguintes questdes de investigacéo:

1) De que modo a percentagem contribui para o alargamento do
conhecimento de nimero ao conjunto dos nimeros racionais?

2) De que modo a percentagem contribui para uma compreensao inter-
relacionada de percentagem, numeral decimal e fragéo?

3) Qual o contributo das normas sociais e sociomatematicas na
construcdo de uma aprendizagem comparticipada dos ndmeros

racionais através da percentagem?

Kappa e artigos

Este estudo é apresentado como um conjunto de trabalhos de investigacdo, que
engloba quatro artigos publicados em jornais cientificos na area da Educacdo
Matematica, cuja coeréncia lhe é atribuida por um documento agregador, o kappa. O
proposito do kappa € apresentar e discutir as conclusdes do estudo na sua relagdo com o
objetivo definido, para o que concorrem os artigos e o quadro conceptual construido,

suportados pela modalidade de investigacdo desenvolvida.



Os artigos. Os quatro artigos cientificos, que se enumeram de | a IV, fazem a
discussdo da parte empirica deste estudo em funcdo das questbes de investigacao para as

quais cada artigo pretende contribuir.

Artigo | Guerreiro, H. G., & Serrazina, M. L. (2017). Indexado

(Anexo 1) Aprendizaqem dos nUmeros racionais com  em Qualis
compreensdo envolvendo um processo de (Al)e
modelacdo emergente. Bolema, 31(57), 181- Scopus
201.

Artigo Il Guerreiro, H. G., Serrazina, L., & Ponte, J. P. (2018a). Indexado

(Anexo 2) A percerltagem na apren_diza_gem com  em Qualis
compreensdo dos numeros racionais. Zetetiké, (A2)
26(2), 354-374

Artigo 111 Guerreiro, H. G., & Serrazina, L., (2018) Normas Indexado

(Anexo 3) sociais e sociomatematicas numa aprendizagem  em Qualis
comparticipada da nocdo de 10%. Quadrante, (B1)
27(1), 69-94.

Artigo IV Guerreiro, H. G., Serrazina, L., & Ponte, J. P. (2018b). Indexado

(Anexo 4) Uma trajetéria na aprendizagem dos nimeros  em Qualis
racionais através da percentagem. Educacdo (A2)

Matematica Pesquisa, 20(1), 359-384.

A sequéncia dos artigos neste kappa ndo € cronoldgica. Cada artigo é por si
independente, focando uma dimens&o diferente do fendmeno em estudo, de acordo com
0 seu objetivo, contudo, a sua apresentacdo traduz a uma sequéncia que evidencia a sua
relacdo muatua.

Estrutura do kappa. Este kappa tem seis seccOes, onde se fundamentam e
discutem as diferentes seccdes do estudo, procurando traduzir a sua relacdo num todo
coerente. A secc¢do 1, Apresentacdo do estudo, apresenta 0s motivos que desencadearam
a realizacio deste estudo, bem como os que justificam a sua pertinéncia. E ainda
apresentado o objetivo do estudo e as questdes de investigacdo que o operacionalizam,
bem como o kappa e os artigos em que se suporta. A seccdo 2, A coconstrucéo da
compreensdo de numero racional apoiada pela percentagem, fundamenta e discute as
ideias tedricas, selecionadas pela relevancia que assumem no problema em estudo, na
construcdo de um quadro conceptual que permite alicercar uma compreensédo
aprofundada dos fendmenos. Pretende ainda destacar a relacéo entre os conceitos chave
que suportam a discussdo. A seccdo 3, Consideracdes metodologicas numa investigacao

baseada em design, fundamenta e discute a op¢do por uma IBD neste estudo. Descreve



0s participantes e a situacdo de aprendizagem. Discute a recolha e a anéalise dos dados.
Sao ainda explicitadas as questfes éticas que norteiam o estudo. A sec¢do 4, Artigos,
resume 0S quatro artigos, relacionando-os entre si e traduzindo a forma como se
enguadram no estudo. A seccdo 5, Discussao, apresenta a metadiscussao dos resultados
dos quatro artigos na sua relagdo com o quadro conceptual e com os principios de
design subjacentes, considerando o objetivo geral. Finalmente, a sec¢do 6, Conclusoes,
apresenta os contributos do trabalho para a investigacdo em Educacdo Matemaética e
para a pratica letiva, discute as op¢des metodoldgicas tomadas e as suas implicacdes

para os resultados do estudo, bem como deixa sugestdes para futura investigacao.
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2 A coconstrucdo da compreensdo de numero racional apoiada pela

percentagem

A aprendizagem como construgdo comparticipada e realista

Considerar a aprendizagem da Matemética como comparticipada significa
interpretar a sua construgdo como um processo social e cultural em que o que se
aprende decorre da participacdo na interacdo social na sala de aula, como comunidade
de aprendizagem. Inseparavelmente, a Matematica, objeto de aprendizagem dessa
comunidade, é interpretada como uma atividade e a sua aprendizagem implica
matematizar a realidade, numa comunidade de aprendizagem, no sentido de reinventar a
Matematica que se deve aprender. Como referéncia, este estudo considera o sistema
relacional dindmico e reflexivo que constitui a cultura de matematizagéo da sala de aula,
alicercado na triade: praticas matematicas, normas sociais e sociomatematicas e acoes
dialdgicas. Este sistema apoia um ensino-aprendizagem de natureza exploratéria, que
tem por base tarefas matematicas realistas e situadas em funcdo da comunidade de
aprendizagem onde decorre.

Uma perspetiva sociocultural da aprendizagem. Um dos eixos do referencial
tedrico deste estudo é um entendimento da aprendizagem num paradigma sociocultural,
como uma (re)construcdo de significados resultante da participacdo na interacdo social,
apoiada no uso de ferramentas culturais a disposi¢do num dado contexto (Vygotsky,
1978; Wells, 1999). O quadro conceptual deste paradigma oferece uma perspetiva
integrada do desenvolvimento humano, como afirma Rogoff (2003), em que o0s
processos cognitivos, sociais, fisicos, emocionais constituem aspetos da atividade social
e cultural como um todo. Estes processos desenvolvem-se em fungédo dessa atividade,
pelo que ndo devem ser entendidos como isolados. Esta perspetiva integrada permite
interpretar a aprendizagem como um processo inerentemente sociocultural, que envolve
relacbes sociais e experiéncia cultural. Ndo se trata meramente da aquisicdo de
conhecimento, mas de um processo ativo de transformacéo reciproca: de transformagéo
da forma de pensar e do proprio conhecimento, a medida que cada um participa na
atividade social e cultural da comunidade em que se insere, e de transformacéo da forma

de participacdo nessa comunidade, assumindo diferentes papéis e responsabilidades
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(Rogoff, 2003). Deste modo, as praticas e contextos socioculturais ndo sdo considerados
como algo que influencia a aprendizagem, mas sim como duas dimensdes inerentes ao
processo de aprender, que se constituem mutuamente (Rogoff, 2003; Wertsch, 1994).
Este entendimento contraria uma visdo de esséncia cognitivista da aprendizagem, que
prevalece na escola, em que contexto e aprendizagem sdo encarados como entidades
distintas, sendo a aprendizagem analisada e avaliada com um foco praticamente
exclusivo no pensamento individual do aluno. Implica também remeter o olhar ndo
apenas para o que cada aluno consegue fazer sozinho, mas, sobretudo, como nos indica
Vygotsky (1996), para o que faz com o apoio dos outros, em interacdo social, na sua
zona de desenvolvimento proximal, enquanto intervalo de aprendizagem potencial.

Interpretar a aprendizagem como transformacdo na participacdo na pratica
sociocultural da sala de aula requer que se discuta a sua dimensao relacional. Envolve
interacdo com 0s outros, professor e alunos, e com 0s instrumentos culturais, fisicos e
simbdlicos, do contexto da sala de aula. Acontece, segundo Vygosky (1996), como um
processo primeiro interpessoal, que decorre da interacdo social com os outros, e depois
intrapessoal, num processo de interiorizacdo, consigo proprio, que se devolve aos outros
através da transformacao na participacao na pratica sociocultural da sala de aula.

Nesta concecdo da aprendizagem, a construcao do conhecimento em Matematica
ndo se deve traduzir num conjunto de procedimentos e técnicas distintos, cometidos a
memorizacdo por parte dos alunos (Swan, 2006), mas sim processar-se como uma
reconstrucdo de significados que acontece em interacdo, através da negociacdo social na
pratica da sala de aula (Bauersfeld, 1980; Steinbring, 2005). O conhecimento
matematico ndo existe como um produto externo acabado, a adquirir pelos alunos, mas
resulta de uma construcdo pessoal que, ndo podendo ser realizada por outro, se realiza
com os outros, em interacdo (Pirie & Kieren, 1992; Soares, 2003). Trata-se de um
processo dindmico de organizagdo e reorganizacdo do conhecimento, que envolve um
movimento de andar para diante e para tras, em termos de formalizacdo, entre atividades
e tarefas, em diferentes niveis (Pirie & Kieren, 1992). Por conseguinte, o processo de
ensino-aprendizagem da Matematica, como refere Bauersfeld (1980), é um processo de
interacdo humana altamente complexo, que ndo pode ser reduzido a uma relagdo
unilateral do tipo emissor-recetor. A sala de aula, enquanto cenario institucional, foi
explicitamente pensada para desencadear essa construcdo de significados partilhados,
pelo que nela deve ser permitido aos alunos partilhar ideias e negociar abertamente
esses significados (Bauersfeld, 1980; Bishop & Goffree, 1986).

12



Esta perspetiva pressupde uma cultura participada pelos alunos e professor, que
tem subjacente a construcdo comparticipada de conhecimentos, préaticas, expectativas e
normas que regulam a vida da turma e caracterizam a sala de aula como comunidade de
aprendizagem (Bereiter & Scardamalia, 2014; Goos, Galbraith, & Renshaw, 1999). Esta
comunidade pode ser interpretada, a luz da teoria da aprendizagem situada, como uma
comunidade de préatica (Lave & Wenger, 1991; Wenger, 1998), neste caso, remetendo a
pratica para a aprendizagem da Matemética socialmente construida, com base na
negociacdo permanente de significados matematicos através da participacdo na
interacdo social. Esta comunidade tem um projeto de acdo conjunto em torno do
objetivo ultimo de fomentar uma cultura de aprendizagem, através de um
empreendimento comum em aprender a aprender Matematica, no sentido de fazer
avancar o conhecimento matematico da comunidade, e consequentemente de cada um,
individualmente (Bielaczyc & Collins, 1999; Wenger, 1998). Exige um sentido de
responsabilidade mutua aos seus membros, num comprometimento de participacdo em
atividades conjuntas, trabalhando juntos para alcangar objetivos partilhados (Johnson &
Johnson, 2009). Trata-se de um processo de negociacdo em que os alunos vao também
construindo a confianga necessaria a sua autonomia e perseveranga em matematica. “As
ideias de todos merecem atencdo e de cada um é esperado que consiga desenvolver a
sua participacdo numa dada tarefa. De todos se espera que consigam aprender.” (Fosnot
& Dolk, 2002, p. 35). Os participantes discutem juntos, ajudam-se mutuamente,
encorajam-se uns aos outros a trabalhar mais e melhor. Vivem juntos um conjunto de
emoc0des, como a motivacdo no envolvimento numa tarefa, o sentimento de esforco, a
frustracdo ocasional ou a satisfacdo quando os objetivos sdo atingidos, que condicionam
a aprendizagem (Damasio, 2000). E no envolvimento com os outros, no confronto com
outras formas de acdo e emocdo, que a aprendizagem se vai construindo de forma
comparticipada, tendo por base a cooperacgdo entre os seus elementos, assegurando que
cada um, individualmente, seja matematicamente fortalecido (Johnson & Johnson,
2009; Wells, 1999).

A construcéo de uma cultura de matematizagdo na sala de aula. Participar na
comunidade de sala de aula de Matematica é participar numa cultura de matematizacao
(Cobb & Bauersfeld, 1995). Trata-se de uma cultura que tem capacidade de produzir
acao e transformacdo na construcdo de praticas matematicas, tendo como base um
didlogo com sentido para pensar com 0s outros através da interacdo (Alrg &
Skovsmose, 2003; Cobb, Stephan, McClain, & Gravemeijer, 2001; Mercer, 2008).
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As préaticas matematicas podem ser entendidas como resultado de um processo
de matematizacdo, de um fazer Matematica, em funcdo de um dado contetdo ou ideia
matematica (Freudenthal, 1991). Contudo, traduzem uma construcéo social e situada da
aprendizagem matematica coletiva, a medida que ocorrem na comunidade da sala de
aula, bem como com cada um dos alunos individualmente (Cobb & Yackel, 1996). Os
alunos constroem ativamente a sua compreensdo da Matemética a medida que
participam nas praticas matematicas da sala de aula, em coletivo, em pequenos grupos
ou a pares, contribuindo para a evolucdo dessas mesmas praticas. Isto €, cada préatica
matematica emerge como resultado de reorganizacdo de praticas matematicas
anteriores, & medida que os alunos vdo mobilizando os conceitos que ja tém e se
envolvem criticamente e de forma construtiva, na discussdo do conhecimento uns dos
outros (Bauersfeld, 1980; Mercer, 2002). Como refere Vygotsky (2007), a formacéo dos
conceitos pode ser considerada como um ato de generalizacao, e a sua construcdo como
um processo que consiste na transicdo entre generalizacdes, progressivamente mais
formais. Em situacGes de matematizacdo genuinas, os alunos constroem relacGes entre
conceitos, procuram regularidades, constroem modelos, formulam conjeturas e
descobrem juntos generalizagdes (Fosnot & Dolk, 2002). Por conseguinte, a forma
como os alunos participam nas préaticas coletivas na sala de aula vai-se modificando
com o que vao aprendendo, induzindo a transformacdo dessas mesmas praticas. Por sua
vez, as praticas matematicas coletivas, nas quais o0s alunos participam, apoiam também
a aprendizagem dos alunos individualmente (Cobb & Yackel, 1996; Cobb et al., 2001).

Deste modo, considerar a aprendizagem matematica, & medida que emerge na
comunidade da sala de aula, implica remeter o olhar para a participacdo dos alunos e do
professor, para as suas acdes na construcao das praticas matematicas dessa comunidade.
Trata-se de uma construcdo que resulta de uma interagdo e negociacdo que envolve
aspetos normativos, especificos da cultura de cada comunidade de sala de aula.

A cultura da comunidade de sala de aula é regulada por normas, que dizem
respeito aos direitos e deveres de cada um na comunidade, traduzindo um
consentimento muatuo sobre as regras as quais cada um se deve submeter
deliberadamente (Jonnaert & Borght, 2002). As normas de uma comunidade sdo um
produto social, construido em interacdo, ndo podendo ser consideradas como um
conjunto de regras basicas estipuladas e impostas do exterior. Resultam de uma
construcdo coletiva da turma, sendo vélidas para todos na sala de aula e permitem

percecionar as expectativas reciprocas, especificas de cada turma, enquanto comunidade
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de aprendizagem (Yackel & Cobb, 1996). Na atividade matematica da sala de aula,
essas normas traduzem um entendimento partilnado do que nela deve ser a agdo, quer
do professor, quer dos alunos (Cobb, Yackel, & Wood, 1992). Cada sala de aula, a
trabalhar em Matematica, enquanto comunidade de aprendizagem, tem as suas normas
sociais e sociomatematicas, de acordo com o0 seu propoésito e valores subjacentes
(Yackel & Cobb, 1996). Assim, se se privilegia um processo de ensino-aprendizagem
da Matemética de natureza exploratoria, proporciona-se um envolvimento ativo dos
alunos, quer na resolucdo das tarefas matematicas, quer na sua discussao e posterior
reflexdo (Ponte, 2005).

Esta abordagem pedagdgica da Matematica requer que os alunos assumam um
papel diferente daquele que de si é esperado numa aula tradicional, de ensino direto, em
que as oportunidades de interagdo sdo reduzidas e em que predomina o que Alrg e
Skovsmose (2003) designam pelo paradigma do exercicio. Aulas neste paradigma sdo
centradas no manual e caracterizadas pelo mondlogo do professor, ou em que o
professor pergunta e os alunos apenas séo convidados a responder (Alrg & Skovsmose,
2003). As aulas que se enquadram numa abordagem de natureza exploratoria revelam
um padrdo de comunicacdo mais amplo, pelo que nelas a qualidade da aprendizagem,
como referem Alrg e Skovsmose (2003), esta diretamente relacionada com a qualidade
do didlogo que se estabelece. Através do Modelo de Investigacdo em Cooperacao, Alrg
e Skovsmose (2003) identificam um conjunto de acbes dialégicas que podem ser
assumidas, quer pelo professor, quer pelos alunos, durante a interacdo em torno da
realizacdo de uma tarefa matematica, que influenciam a aprendizagem da Matematica.
Essas acOes decorrem de estabelecer contacto para cooperar; descobrir a perspetiva do
outro; identificar uma ideia matematica robusta; defender, argumentando; pensar alto,
envolvendo os outros no seu pensamento; reformular, parafraseando ou completando
ideias; desafiar, questionando o que esta a ser discutido e avaliar, procurando regular a
aprendizagem.

Se analisarmos, especificamente, o avaliar na atividade matematica da sala de
aula, devemos esperar que todos avaliem, se avaliem uns aos outros e se autoavaliem.
Avaliar ndo é uma tarefa exclusiva do professor, o que implica necessariamente uma
gestdo negociada do poder na sala de aula (Bishop & Goffree, 1986). Avaliar envolve
um conjunto de agdes de regulacdo e monitorizagdo, como a correcdo de erros, a
procura por uma solu¢do mais eficaz, a critica construtiva, bem como o aconselhar,

apoiar e elogiar (Alrg & Skovsmose, 2003). Avaliar integra um conjunto de acGes que
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se estabelecem na sala de aula com base numa relacdo dialdgica regulada, inerente a
atividade matemaética, cujo entendimento se constréi em interacdo social (Alrg &
Skovsmose, 2003; Yackel & Cobb, 1996).

Destas acOes dialogicas resulta o estabelecimento de entendimentos comuns
relativamente a processos de raciocinio matematico, como a formulacdo de questfes, a
construcdo de estratégias na resolucdo de problemas, a construcdo de conjeturas, com
base em argumentos logicos, e a justificacdo (Mata-Pereira & Ponte, 2017).
Efetivamente, ndo existem critérios previamente definidos sobre os argumentos que
devem ser apresentados para considerar uma resolucdo matematicamente diferente ou
uma justificagido matematicamente valida. E na comunidade de aprendizagem da sala de
aula que vao sendo estabelecidos, assegurando-se, como refere Stylianides (2007), que
sdo honestos para com a Matematica, como disciplina, e se vdo alterando, de forma
gradual e coerente no decurso da atividade matematica da sala de aula.

A cultura da sala de aula deve permitir assegurar, através da negociacdo, em
interagdo, que professor e alunos vao tornando comum o significado do que é
considerada uma resolucao diferente, contribuindo para o estabelecimento de resolucéo
matematicamente diferente, como norma sociomatematica (Yackel & Cobb, 1996).

A construcdo negociada desta e de outras normas sociomatematicas determina a
natureza da atividade matematica da comunidade da sala de aula, enquadrando as a¢des
que alunos e professor desenvolvem, e é refletida nessas acdes (Lopez & Allal, 2007).
Construidas na acdo dialdgica, fazem emergir uma predisposicdo para a Matematica
enquanto os alunos véo construindo expectativas sobre 0 seu papel na comunidade e
confianca nas suas capacidades, a medida que se sentem envolvidos na tomada de
decisbes. E, gradualmente, os alunos vao adquirindo autonomia na construcdo da sua
aprendizagem (Cobb & Yackel, 1998).

Segundo Alrg e Skovsmose (2003) as caracteristicas das acOes dialogicas da
atividade matematica da sala de aula permitem compreender as caracteristicas da
aprendizagem matematica. A construcdo das praticas matematicas acontece atraves da
participacdo na interacdo social regulada por normas, sociais e sociomatematicas, o que,
por sua vez, vai introduzir um aperfeicoamento dos proprios aspetos normativos, dado
que estes ndo existem como um produto finalizado, sendo modificados pelo proposito e
em interacdo (Cobb et al., 2001; Lopez & Allal, 2007; Mercer, 2008). Deste modo,
praticas matematicas e normas sociais e sociomatematicas devem ser interpretadas de

forma reflexiva, uma vez que se influenciam mutuamente, num sistema dindmico que
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integra e expressa a cultura de cada sala de aula de Matematica. Quando inerentes a uma
comunidade de aprendizagem cujo foco é fazer Matematica, sdo dimensbes que
determinam a cultura de matematizacdo dessa comunidade.

Matematizar a realidade como construcdo de sentido. Quando Freudenthal
(1991) considera a Matematica como atividade humana, e ndo como um corpo de
conhecimentos pronto a transmitir, considera a sua aprendizagem como um processo de
matematizacdo, isto €, uma construcdo em que os alunos sdo guiados numa acgdo
significativa e realista de fazer Matematica, de matematizar. Esta perspetiva alicerca os
principios da Educa¢do Matemadtica Realista para quem “a aprendizagem da Matematica
¢ considerada uma atividade social” (Van den Heuvel-Panhuizen, 2002, p. 8).
Matematizar conduz assim a um entendimento negociado de interpretacfes matematicas
e de processos de raciocinio associados a discussdo de um dado contetudo ou ideia
matematica, que conduzem ao estabelecimento de praticas matematicas especificas
(Cobb et al., 2001).

Na perspetiva da Educacdo Matematica Realista o ser realista para os alunos
deve ser entendido como ser sempre significativo, envolvendo situacGes do mundo real
ou situacBes que conseguem imaginar e as quais atribuem significado (Van den Heuvel-
Panhuizen, 2002). Matematizar é matematizar a realidade, ou partes da realidade, algo
que é ainda pouco matematico, como afirma Freudenthal (1991), pelo que a
aprendizagem da Matematica deve emergir do senso comum, dando sentido aos
conhecimentos que os alunos ja possuem e convocando a sua intui¢do, constituindo uma
oportunidade de construirem estratégias e ideias, orientadas em funcdo de um
determinado objetivo (Bakker, 2004). A ideia de matematizacdo tem subjacente uma
atividade em que os alunos aprendem Matematica fazendo, num processo de reinvencdo
guiada, sob a orientacdo do professor (Van den Heuvel-Panhuizen, 2002). Trata-se de
um processo participado e apoiado que se constrdi na interagdo social da comunidade de
aprendizagem da sala de aula. Trata-se de um processo participado, na medida em que
os alunos ndo sdo vistos como recetores da Matematica como um produto acabado, mas
sim como elementos ativos na sua construc¢ao (Van den Heuvel-Panhuizen, 2002). Deste
modo, uma dada pratica matematica emerge como uma construcdo participada,
resultando de diferentes entendimentos, diferentes formas de pensar e argumentar (Cobb
& Yackel, 1996). E um processo apoiado, dado que, a medida que uma préatica
matematica emerge e se desenvolve a partir dos contributos de cada um, orientada pelo

professor, também esses contributos se vao modificando em funcdo da participagédo
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nessa construcdo. A interacdo promove reflexdo, permitindo reforcar o poder
matematico da comunidade da sala de aula, e dos alunos individualmente, respeitando
que cada aluno faca o seu caminho a seu ritmo (Van den Heuvel-Panhuizen, 2002).

O facto de a matematizacdo decorrer da realidade leva a que se considerem 0s
contextos como dominios da realidade que devem ser apresentados aos alunos para
serem matematizados (Freudenthal, 1991). Deste modo, os problemas contextualizados
e realistas para os alunos, séo o ponto de partida do processo de aprendizagem, segundo
a Educacdo Matematica Realista. Na resolucdo de um problema contextualizado, a
construcdo de um modelo, mobilizando diferentes representaces como um desenho,
um esquema ou um diagrama é fundamental para apoiar a sua resolucdo (Gravemeijer,
2005). Estas representacdes sdo a base da atividade de modelagdo emergente que
permite aos alunos progredir de uma atividade matematica informal, ancorada no
contexto, para uma mais formal. Numa fase inicial os modelos sdo modelos de
interpretacdo de uma dada situacao especifica e, a medida que a atencdo dos alunos vai
recaindo sobre as relagfes que o modelo permite estabelecer, os modelos véo-se
tornando a base do raciocinio em construcdo, encorajando a reinvencdo de uma
Matematica mais formal (Gravemeijer, 1999; Van den Heuvel-Panhuizen, 2002). Deste
modo, ndo faz sentido considerar os contextos como ruido que perturba a mensagem
matematica, pois o contexto € ele proprio a mensagem e a Matematica uma forma de o
descodificar (Freudenthal, 1991).

Um outro aspeto a destacar, e que constitui um dos principios basilares da
Educacdo Matematica Realista, prende-se com a perspetiva de ser importante trabalhar
cada conteido, ndo de forma estanque, mas sim entrelacada com outras ideias
matematicas (Van den Heuvel-Panhuizen & Drijvers, 2014). Com efeito, relativamente
a aprendizagem dos numeros, faz sentido considerar a sua constru¢gdo como um
processo de desenvolvimento integrado. A medida que cada conjunto numérico vai
sendo trabalhado ao longo da escolaridade, o conhecimento de numero vai sendo
gradualmente alargado. A sua aprendizagem implica a reformulagdo de conceitos
adquiridos anteriormente, e ndo a sua anulagdo, no sentido da construcdo de uma nova
estrutura (Vygotsky, 2007). Nesta perspetiva, importa pensar a aprendizagem da
Matematica em geral, e dos numeros em particular, de forma integrada. Deste modo, no
caso do desenvolvimento numérico, importa enfatizar a estrutura comum, centrada na
compreensdo da grandeza do nimero e, progressivamente, ir discutindo as propriedades

que se mantém, as que sofrem alteragdo e como incorporar as que surgem de novo
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(Siegler et al., 2011). Relacionar 0s novos conceitos com o conhecimento que os alunos
ja possuem ¢é fundamental para interpretar a Matematica como um corpo de
conhecimentos relacionado e ndo um conjunto de conceitos e procedimentos isolados
(NCTM, 2000).

Extensdo do sentido de nUmero aos nUmeros racionais

O sentido de numero como uma construcdo de sentido. Saber pensar em
geral, e em particular em Matematica, parece ser “sobretudo uma questdo de adquirir
habitos e predisposicdo para interpretar e dar sentido, ao invés de adquirir um conjunto
de capacidades, estratégias ou conhecimentos” (Resnick, 1988, p. 39). Esta ideia de dar
sentido reflete uma certa predisposicdo para ver sentido na Matematica (Kilpatrick,
Swafford, & Findell, 2001) e esté relacionada com a forma como os alunos pensam e
atribuem significado a determinada situacdo, contexto ou conceito matematico a partir
do conhecimento que ja possuem (NCTM, 2009). Envolve compreensdo de um dado
topico ou conteldo matematico e bom senso na apreciacdo e tomada de decisGes,
considerando as suas relagfes. Trata-se de um conceito que esta na base da construcao
de diferentes sentidos de em Educacdo Matematica, nomeadamente do sentido de
namero (Abrantes, Serrazina, & Oliveira, 1999; Hope, 1989; Howden, 1989; Mcintosh,
Reys, & Reys, 1992).

O desenvolvimento deste sentido de ndo acontece através de um processo de
aprendizagem especifico, que resulta diretamente da realizacdo de um conjunto de
tarefas desenhadas para esse fim, podendo ser interpretado como um efeito colateral da
aprendizagem de um contelldo matematico especifico (Greeno, 1991). Trata-se de um
conceito que surge associado ao raciocinio matematico e com o qual se relaciona de
forma reflexiva. O dar sentido permite identificar caracteristicas comuns num conjunto
de situacOes e relaciona-las com a experiéncia anterior, conduzindo a construcdo de
processos de raciocinio, nomeadamente, a formulacdo de questbes, a construcdo de
estratégias na resolucdo de problemas e a justificacdo de conjeturas (Mata-Pereira &
Ponte, 2017), que séo formas de expresséo da acdo de dar sentido (NCTM, 2009).

A ideia de sentido de nimero ganhou expressdo em Educacdo Matematica e nos
curriculos escolares a partir do final dos anos 80, sustentada pelo trabalho de véarios
investigadores (Hope, 1989; Howden, 1989; Mcintosh et al., 1992). Embora ndo exista

uma definicdo consensual de sentido de numero, as diferentes interpretacdes do que se
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considera ser sentido de numero estdo, no entanto, inter-relacionadas,
complementando-se e tendo em comum o facto de se enquadrarem numa mesma
perspetiva de pensar a aprendizagem da Matematica e, em particular, do numero. Trata-
se de uma aprendizagem que se assume como uma construcdo de sentido, em que 0s
alunos sdo levados a desenvolver o que Schoenfeld (1991) designa por uma
predisposicdo para analisar e compreender, para percecionar relagdes estruturais, para
ver como as ideias mateméaticas se encaixam, para estabelecer conexdes.
Especificamente, em relacdo aos numeros, implica uma predisposicdo para percecionar
as diferentes interpretacdes e utilizacdes do numero (Mclintosh et al., 1992, p. 4). Esta
predisposicdo tem associada o que alguns autores referem como uma intui¢do sobre 0s
nameros e as suas relacdes, no sentido de ser capaz de encontrar solucbes apropriadas
para realizar atividades do quotidiano e ndo apenas dominar o seu conhecimento escrito
(Hope, 1989; Howden, 1989; Spinillo, 2006). Trata-se de uma perspetiva de pensar a
aprendizagem da Matemaética, e em particular dos nimeros, como uma construcdo de
sentido. E uma perspetiva que norteia também esta investigacao.

Sentido de numero implica, por um lado, um conhecimento aprofundado do
namero e das operacOes e, por outro, a capacidade de usar esse conhecimento, de modo
flexivel, para fazer julgamentos matematicos e construir estratégias adequadas para lidar
com problemas envolvendo numeros e operacdes (Abrantes et al., 1999; Mclntosh et al.,
1992). Néo sendo facil encontrar uma definicdo satisfatdria para sentido de numero, 0s
diversos autores que se dedicam ao seu estudo procuram esmiugar esta nocao,
identificando um conjunto de capacidades que estdo associadas ao seu desenvolvimento
e que sdo apontadas como sendo componentes do sentido de nimero (Abrantes et al.,
1999; Berch, 2005; MclIntosh et al., 1992; Sowder & Schappelle, 1994). Estas
componentes constituem, ao mesmo tempo, indicadores que facilitam o seu
reconhecimento, no sentido de tracar um perfil do desenvolvimento do sentido de
numero. No entanto, como alertam Mclntosh et al. (1992), importa ter presente que uma
analise individual de cada componente ndo reflete o perfil de cada aluno relativamente
ao desenvolvimento do sentido de nimero.

As relacGes de componentes apresentadas por Abrantes, Serrazina e Oliveira
(1999), Berch (2005) e Mclintosh et al. (1992) sdo complementares e em comum tém o
facto de convocarem um conjunto de capacidades fundamentais para alicercar a
construcdo do conhecimento e da destreza com o0s nameros, relacionando-as com 0s

conhecimentos que ja possuem e se desenvolvem no decorrer da experiéncia
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matematica de cada aluno. No entanto, identificar as diferentes componentes de forma
objetiva e sem sobreposi¢fes constitui um desafio, que se prende com o caracter
transversal do sentido de ndmero, que envolve Varios aspetos, inter-relacionados
(Sowder & Sowder, 1988). E interessante verificar como sentido de nimero e
capacidade de resolucdo de problemas envolvem componentes que estdo estreitamente
interligadas, como evidenciam os estudos que identificam uma correlagdo positiva forte
entre ambas (Louange & Bana, 2010). Para promover o desenvolvimento de um sentido
de namero robusto (NCTM, 2000), € destacada a importancia de assegurar que 0S
alunos se envolvem em tarefas apropriadas, significativas e com intencionalidade, uma
vez que este desenvolvimento ndo acontece de forma natural e espontanea para a
maioria dos alunos (Sowder & Sowder, 1988). E necessario que as tarefas conduzam os
alunos a pensar sobre 0s nimeros e as suas relacdes e que lhes permitam estabelecer
conexdes com contextos da vida real, que envolvam informacdo do dia-a-dia,
nomeadamente através da resolucdo de problemas (Hope, 1989; NCTM, 2000). Muitas
vezes considerados dificeis de destringar, sentido de nimero e resolucdo de problemas
(Louange & Bana, 2010), sdo alicerces centrais numa perspetiva de dar sentido a
Matematica, de promover uma aprendizagem centrada numa cultura de matematizacao.
A este respeito, Sowder e Schappelle (1994) referem que salas de aula em que os alunos
conseguem um bom desenvolvimento do sentido de nimero tém em comum Varios
elementos, entre eles, um ambiente facilitador da construcéo de sentido.

O sentido do numero, como sugere Howden (1989), é uma competéncia que se
desenvolve gradualmente, a partir das perce¢des que os alunos ja possuem, como
resultado da exploracdo dos nimeros, de lidar com os nUmeros em varios contextos e de
os relacionar de formas diferentes, considerando as suas propriedades, e ndo s através
dos algoritmos. Abrantes, Serrazina e Oliveira (1999) destacam que a construcdo de
uma aprendizagem significativa, promotora de desenvolvimento do sentido de nimero,
ndo pode centrar-se apenas em procedimentos rotinados, “é¢ necessario transforma-los
em instrumentos de pensamento” (p. 41). O NCTM (2014) refor¢a que a fluéncia no
calculo esta fortemente relacionada com o sentido de niumero, sendo necessario ir além
da memorizacdo de factos ou de procedimentos sem compreensdo. Assim, €
fundamental que os algoritmos, determinantes na fluéncia de célculo, decorram do
trabalho centrado no desenvolvimento do sentido de numero, de forma indissociavel da
construcdo de um conhecimento conceptual de numero, da sua estruturacdo e ancorado

na compreensao do sistema de numeracdo decimal (Brocardo & Serrazina, 2008).
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Desenvolvimento numérico numa perspetiva de sentido de numero. Pensar
no curriculo de Matematica ao longo da escolaridade em termos de sentido de niamero é
0 que sugere a Norma Numeros e Operacdes (NCTM, 2000), apelando a uma
construcdo progressiva, desde o pré-escolar ao 12.° ano, de um robusto conhecimento
dos numeros. Um conhecimento que envolve perceber o que sdo, como se podem
representar, de que forma se relacionam e como se estruturam em diferentes sistemas
numericos, numa perspetiva progressivamente mais abrangente. O ser capaz de
relacionar os numeros de diversas formas é um alicerce em que se apoia o trabalho
posterior em Matematica (Howden, 1989). Assim, importa que a intuicdo sobre os
nameros e as suas relagcdes se desenvolva ndo apenas no trabalho com os numeros
inteiros, mas que continue a ser desenvolvida, nomeadamente, no alargamento aos
numeros racionais (Mclntosh et al., 1992).

Pensar na aprendizagem dos numeros, ao longo da escolaridade, numa
perspetiva de desenvolvimento de sentido de nimero, vai ao encontro de uma perspetiva
de desenvolvimento numérico como uma extensdo natural da forma como usamos 0s
nameros (NCTM, 2010). Isto é, trata-se de um processo continuo de enriquecimento do
conhecimento relativo aos nudmeros, que envolve adicionar nova informacdo as
estruturas conceptuais existentes, reorganizando-as (Hackenberg, 2010; Siegler et al.,
2011). Nesta perspetiva, a aprendizagem dos numeros racionais, como um conjunto
numérico alargado em relacdo aos nimeros inteiros, pode ser interpretada como um
processo de alargamento do conhecimento relativo aos numeros inteiros numa extensao
aos nameros racionais.

No entanto, este processo de alargamento do conhecimento dos numeros €
questionado por alguns autores, apontando que as dificuldades em relacdo a
aprendizagem dos numeros racionais se prendem com a aplicacdo inapropriada das
regras relativas aos nimeros inteiros (Vamvakoussi & Vosniadou, 2004; Vamvakoussi,
Van Dooren, & Verschaffel, 2012). Estes autores consideram que 0 conhecimento
prévio dos alunos relativo aos nimeros naturais se atravessa no caminho para a
compreensdo dos numeros racionais, dificultando-a e dando origem a conceces erradas
e erros, como generalizar que quanto mais algarismos tem um nimero, maior a sua
grandeza. Os seus estudos sugerem que a aprendizagem dos numeros racionais requer
uma mudanga conceptual, que envolve rever a estrutura relacional do conceito de

namero. O o6nus das dificuldades é atribuido ao conhecimento que os alunos
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construiram anteriormente relativamente ao numero, pelo que a atencdo se foca nas
diferengas entre 0s nimeros inteiros e os numeros racionais (Vamvakoussi et al., 2012).

Na verdade, todo o processo de desenvolvimento numérico, ao longo da
escolaridade, envolve dificuldades e confronto com obstaculos conceptuais, que
provocam a reorganizacdo do conhecimento que os alunos trazem consigo. A
aprendizagem do zero, como um nada que de facto representa alguma coisa, que
representa a totalidade do que ndo esta 14, como refere Kaplan (1999), no processo de
alargamento dos ndmeros naturais aos numeros inteiros, cria dificuldades aos alunos e
conduz a erros como ler o numero 205 como “vinte e cinco”. No entanto, este erro pode
acontecer porque o aluno ndo interpreta o zero como nimero de preenchimento ou
porque ndo reconhece o seu valor de posicdo. A sua aprendizagem requer um
alargamento do conhecimento do aluno sobre os nimeros, no sentido de integrar este
novo elemento, ndo sendo necessariamente encarada como uma mudanca conceptual na
estrutura relacional que apoia o desenvolvimento do conceito de numero.

Os erros e concecdes erradas que os alunos revelam numa dada etapa da
aprendizagem podem acontecer, como explica Swan (2001), por diversas razdes. Podem
ser lapsos de concentracao ou raciocinios precipitados ou podem mesmo resultar de uma
interpretacdo ou concecédo alterativa da situacdo. Deste modo, podem ndo traduzir, na
realidade, uma efetiva falta de compreenséo relativa a um dado assunto (Swan, 2001).
Assim, uma concecdo errada corresponde muitas vezes a um conceito em
desenvolvimento ou mesmo uma generalizacdo local, que acontece com base nos
conhecimentos prévios relativos a um dado sistema numérico, podendo ser interpretados
como uma etapa natural do desenvolvimento conceptual (Swan, 2001). Serad redutor
considera-los como algo certo ou errado, com um caracter permanente, quando refletem
raciocinios dinamicos adequados, num dado quadro de referéncia, num dado momento.
Sao pequenas teorias ou generalizagdes locais em que os alunos, de forma intuitiva, com
a sua experiéncia e conhecimentos, tentam dar significado a novos conceitos
matematicos (Confrey, 1991; Swan, 2001), podendo n&o refletir uma solugdo
convencionalmente aceite ou que ndo se verifica num sistema numérico especifico.
Confrey (1991) vai mais longe, afirmando que é o confronto com uma situacdo de
conflito que oferece um obstaculo conceptual que produz inquietacdo e leva a sua
reformulacdo. E por esta razdo que devem ser acolhidas e tornadas explicitas, de modo
a que os conceitos envolvidos possam, progressivamente, ir sendo alargados e

reinterpretados tendo em conta o novo dominio de referéncia (Swan, 2001).
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No processo de aprendizagem dos numeros racionais, as concegdes erradas e 0s
erros dos alunos estdo estudados e sdo reconhecidos um pouco por todo o mundo
(Swan, 2001). O estudo da natureza destas concecdes e erros, vastamente documentada
na literatura (e.g., Durkin & Rittle-Johnson, 2015; Monteiro & Pinto, 2005; Ni & Zhou,
2005; Resnick, Nesher, Leonard, Magone, Omanson, & Peled, 1989), procura
identificar a sua causa, no sentido de poderem ser evitados, parecendo tratar-se de
formas cristalizadas de conhecimento. Contudo, estas concecgdes e erros podem ser
vistos como conhecimentos emergentes em Matematica que importa ndo prevenir, mas
sim discutir. Podem ser entendidos como provocadores de conflitos cognitivos que
conduzem ao desencadeamento de reflexdo, assim o permita a natureza da cultura da
sala de aula (Swan, 2001). Esta reflexdo, e a consequente reformulacdo de pensamentos
iniciais e intuitivos, deve decorrer da interacdo social na turma, onde é esperado que 0s
alunos participem e discutam as resolu¢des uns dos outros, construindo argumentos que
evidenciem desacordo ou que as justifiguem (Wood, 1999). Deste modo, o estudo das
concecdes erradas e dos erros dos alunos implica que sejam analisados, considerando 0s
diferentes elementos que integram a “ecologia da sala de aula” (Cobb, Confrey, diSessa,
Lehrer, & Schauble, 2003). Uma ecologia complexa, como referem Cobb et al. (2003)
que envolve ndo sé as tarefas que se resolvem, mas também a forma como se resolvem,
a interacdo que em torno da sua resolucdo se estabelece, as normas sociais e
sociomatematicas que a regulam, os recursos materiais envolvidos e a forma como estes
elementos se relacionam na prética da sala de aula.

Deste modo, ndo parece fazer sentido que os alunos tenham que mudar o que
sabem sobre nimeros, isto é, que seja necessario desencadear uma mudanca conceptual
no seu conhecimento sobre os ndmeros, quando iniciam o estudo dos ndmeros
racionais. Entendido como um processo de enriquecimento conceptual, a aprendizagem
dos numeros racionais, segundo a Teoria Integrada do Desenvolvimento Numeérico
(Siegler et al., 2011) envolve uma reorganizagdo do conhecimento numérico dos alunos,
no sentido de lhes permitir estender o seu conhecimento da experiéncia com 0s nimeros
inteiros (Siegler, Fazio, Bailey, & Zhou, 2013).

Cada etapa do desenvolvimento numérico, nesta perspetiva integradora, implica
acolher e discutir os aspetos que oferecem continuidade em relagdo ao que os alunos ja
sabem sobre numeros, e os aspetos de descontinuidade, que provocam diferenca em
relacdo ao conhecimento numérico que os alunos ja possuem (Siegler et al., 2011).
Ambos fazem parte do processo de aprendizagem dos numeros e devem ser
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compreendidos. Como referem Siegler et al. (2011), na introducdo dos numeros
racionais, é redutor tomar como ponto de partida apenas os aspetos de descontinuidade.
Importa compreender e reconhecer o0 que é comum e o que € diferente em cada conjunto
numérico, apelando a uma tomada de consciéncia do que distingue 0s nimeros em cada
conjunto.

Esta perspetiva remete o olhar para o desenvolvimento numeérico como um
processo integrado, na medida em que se trata de um processo de alargamento
progressivo da classe dos numeros, que vai integrando outros conjuntos numéricos,
neste estudo desencadeado pelo aparecimento dos nimeros nao inteiros. Esta perspetiva
integrada do desenvolvimento numérico tem por base a no¢do de grandeza numérica na
compreensdo do que sdo 0s numeros, propriedade que € comum ao desenvolvimento
numérico no campo real* (Siegler et al., 2011).

A forma como os alunos percecionam a grandeza de um numero é fundamental
para a compreensao do conceito de nimero racional, como afirmam Behr, Wachsmuth e
Post (1984), sublinhando que nédo faz sentido adicionar duas fracbes sem que se tenha
nocdo da quantidade que se esta a adicionar. Esta no¢do desenvolve-se a medida que os
alunos vdo conseguindo interpretar a grandeza ou valor de um numero nos diferentes
conjuntos numericos, constituindo-se como um aspeto transversal ao trabalho com os
nameros inteiros e com os numeros racionais (Siegler & Braithwaite, 2017). Envolve
necessariamente a compreensdo de que todos os nimeros tém uma grandeza, segundo a
qual podem ser ordenados, e a qual corresponde um ponto especifico na reta numérica
(Siegler et al., 2011). E a compreensdo da grandeza de um nimero que permite que 0s
alunos sejam capazes de comparar numeros, reconhecer qual de dois nimeros estd mais
préximo de um terceiro ou mesmo de descobrir nimeros entre dois numeros dados
(Markovits & Sowder, 1994). Subjacente a este entendimento esta o facto de que a todo
0 numero real corresponde um ponto da semirreta e de que a todo o ponto da semirreta
corresponde um numero real, como indica Caraca (1998) a propoésito do processo de
construcdo dos diversos universos numéricos, relembrando que “o conjunto dos pontos
da semirreta é equivalente ao conjunto dos niimeros reais” (p. 83) positivos. Trata-se de
uma compreensdo que decorre de forma gradual no processo de desenvolvimento

numérico e que se traduz pela capacidade de representacdo da grandeza de um namero

* O campo real, de acordo com Caraca (1998), diz respeito ao conjunto dos ntimeros reais, que engloba 0s
nlmeros racionais e irracionais.
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na reta numeérica. A reta numérica comeca por ser uma estrutura que é usada para
representar nimeros inteiros pequenos, vai sendo prolongada para a direita para
representar numeros inteiros progressivamente maiores, para a esquerda para
representar 0s ndmeros negativos e de forma intersticial, no intervalo entre dois
nUmeros inteiros, para representar numeros nao inteiros (Siegler & Braithwaite, 2017).
Trata-se de um modelo dinamico que acompanha e reflete o processo de extenséo do
conhecimento dos nimeros aos numeros racionais, apoiado na compreensdo da sua
grandeza (Brown, 2015).

Nesta perspetiva, a medida que os conhecimentos relativos aos nimeros véo
sendo alargados e reinterpretados, os alunos véo identificando aspetos comuns, como a
grandeza, e descobrindo outros, que o0 ndo sdo, entre 0s quais a propriedade da
densidade. Do estudo dos numeros inteiros, os alunos reconhecem que um dado nimero
nesse conjunto possui sucessor e antecessor. Quando os alunos representam dois desses
nameros na reta, no trabalho com os nimeros racionais, visualizam que estes definem
um segmento de reta com infinitos pontos que, nesta fase, interpretam como
representando nimeros racionais. O conjunto dos ndmeros racionais surge assim como
um conjunto com um grau de completude maior do que o conjunto dos numeros
inteiros, um conjunto denso (Dedekind, 1901). Posteriormente, sdo levados a descobrir
a existéncia de uma descontinuidade associada ao conjunto dos numeros racionais,
tornando-se necessario que seja “alargado” pela criagdo de novos numeros, de modo a
gue o0 novo conjunto adquira a completude, ou seja a continuidade de uma reta
numeérica, como descreve Dedekind (1901). Consequentemente, a compreensdo da
densidade é um processo lento e gradual, como afirmam Vamvakoussi e Vosniadou
(2004). Contudo, tal como outras propriedades, importa que os alunos a descubram
realizando tarefas que envolvam ndmeros inteiros e nimeros racionais, de modo a que
possam atender as semelhancas e diferencas (Boyce & Norton, 2016) e assim,
progressivamente, reorganizem o seu conhecimento sobre os numeros, aprofundando a
compreensdo dos nimeros racionais (Siegler, 2016).

O desenvolvimento numérico, nesta perspetiva, remete para a tomada de
consciéncia da complexidade que o estudo dos numeros oferece. Na compreensao desta
complexidade destacamos o papel essencial da capacidade de apreciar com preciséo e
estimar a grandeza de um numero, sem recorrer ao calculo, no sentido da construcéo de
um efetivo desenvolvimento numérico dos alunos, requerendo que estabelecam

conexdes entre a nova informacdo e os conhecimentos que ja& possuem (Reys, 1994).
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Esta ideia traduz a construcdo do sentido que a aprendizagem dos numeros deve
assumir, como uma componente fundamental do sentido de numero, que se
consubstancia no trabalho com os nimeros racionais (Berch, 2017; Brocardo, 2010).
Por esta razdo, o desenvolvimento numérico, também neste estudo, é visto de forma
entrelacada com o desenvolvimento do sentido de numero, sendo interpretado como
uma forma de dar sentido aos numeros racionais, isto €, como sentido de ndmero

racional.

Conhecimento conceptual dos nimeros racionais

Pensar o desenvolvimento numérico com ndmeros racionais de forma integrada
e numa perspetiva de sentido de numero implica, por um lado, perceber que
conhecimento e ideias estdo subjacentes aos nimeros neste novo conjunto numérico. E,
por outro lado, implica perceber como se constroi a compreensdo desse conhecimento e
ideias, articulando-os com os conhecimentos prévios dos numeros gque os alunos

possuem.

Construgdo do conhecimento com compreensdo. A ideia de aprendizagem
com compreensdo remete para a construcao de um conhecimento rico em relacdes entre
conceitos, com base numa aprendizagem significativa, isto €, que atribui significado a
essas relacOes entre conceitos, organizando-as numa estrutura coerente. Trata-se de uma
compreensdo relacional (Skemp, 1976), que se traduz na constru¢do de conhecimento
conceptual (Hiebert & Lefevre, 1986; Kilpatrick et al., 2001). Falar de conhecimento
conceptual, remete para a ideia de que existe conhecimento que ndo é conceptual. Na
verdade, Skemp (1976) destaca que o conhecimento de regras e algoritmos, aprendidos
de forma mecanizada, constitui conhecimento procedimental, que faz uso do sistema de
representacdo simbolico. Trata-se de um conhecimento que pode ser construido sem
significado, por memorizagdo, sem se apoiar nas relagcdes entre conceitos (Hiebert &
Lefevre, 1986; Skemp, 1976). Contudo, embora seja possivel considerar o dominio de
procedimentos sem ligacdo a conceitos, a construcdo dos procedimentos deve acontecer
de forma inter-relacionada com a constru¢do do conhecimento conceptual, de modo a
que possam ser aprendidos com significado (Hiebert & Lefevre, 1986). A construgédo
deste conhecimento conceptual permite aos alunos compreender os principios e as inter-
relagdes entre conhecimentos num dado dominio e também estabelecer conexdes entre

conceitos e procedimentos, bem como dar significado ao sistema de representacdo
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simbolico em Matematica (Hiebert & Lefevre, 1986; Kilpatrick et al., 2001; Rittle-
Johnson & Siegler, 1998). Na verdade, compreender a relagcdo entre conceitos torna
alguns procedimentos mais simples, e menos suscetiveis de se cometerem erros, e
dominar procedimentos € importante para reforcar e desenvolver a compreensdo dos
conceitos (Kilpatrick et al., 2001). Deste modo, uma compreensao conceptual robusta
aliada a uma fluéncia procedimental, duas aprendizagens que se encontram
positivamente correlacionadas, como referem Rittle-Johnson e Siegler (1998), constitui
condicdo necessaria a construcdo e aplicacdo do conhecimento matematico (CCSSM,
2010).

Assim, a construcdo de procedimentos deve ser desenvolvida a partir da
compreensdo conceptual, tornando-se cada vez mais fluente (NCTM, 2014). Por
conseguinte, a constru¢cdo de um conhecimento de ndmero com compreensdo deve
permitir um entrelacamento entre conhecimentos e 0 uso de procedimentos que conduza
a uma escolha fluente de estratégias adequadas a resolucdo de problemas. Este parece
ser um caminho plausivel para um desenvolvimento numérico numa perspetiva de

sentido de nimero, sendo o que se persegue neste estudo.

Ideias implicadas na construcdo de sentido de ndamero racional. A
aprendizagem com compreensdo dos nUmeros remete para uma construcdo do
conhecimento que exige um entendimento integrado e funcional das ideias matemaéticas,
organizando-se num todo coerente e permitindo que novas ideias se inter-relacionem
com o que os alunos ja sabem (Kilpatrick et al., 2001). Esta forma de pensar a
construcdo do conhecimento relativo aos nimeros permite uma articulagdo com o
desenvolvimento numérico numa perspetiva de sentido de nimero, uma vez que este,
como indica Greeno (1991), pode ser visto como uma forma de compreensdo no
dominio conceptual dos nimeros e das quantidades, que relaciona entre si factos,
conceitos, principios, procedimentos e fenGmenos.

Assim, 0 cruzamento das componentes associadas ao desenvolvimento de
sentido de numero identificadas nos trabalhos de Mclintosh et al. (1992), Abrantes,
Serrazina e Oliveira (1999) e Berch (2005) conduz a um possivel referencial que
permite, por um lado, interpretar o desenvolvimento do sentido de nimero e, por outro,
identificar as ideias e conhecimentos implicados no alargamento do conhecimento de
numero ao conjunto dos numeros racionais. Este referencial reine um conjunto de

capacidades que podem ser vistas como componentes e, a0 mesmo tempo, como
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indicadores de sentido de numero: (1) compreender a regularidade dos numeros, tendo
por base a compreensdo da estrutura no sistema decimal de posigédo; (2) relacionar
maltiplas representagdes dos numeros, reconhecendo diferentes representacdes e
interpretando o seu significado em funcao do contexto; (3) compreender a grandeza dos
numeros, identificando o seu valor relativo e a ordem de grandeza da sua representacao;
(4) construir numeros de referéncia, interpretando-os como referentes, a partir da
experiéncia matematica, na tomada de decisdes; e (5) estabelecer relagdes numericas de
natureza multiplicativa para interpretar relacdes proporcionais e para estabelecer
comparac0es, identificando relacbes entre relagcdes envolvendo quantidades de unidade
e/ou grandezas diferentes.

O desenvolvimento destas capacidades tem subjacente a construcdo de novo
conhecimento relativo ao dominio dos ndmeros racionais, que permitam ir além das
ideias que os alunos tém relativamente aos ndmeros inteiros. Isto €, passar a
compreender 0s nimeros na sua relacdo com os outros nimeros e ndo apenas como
traduzindo uma quantidade fixa (Moss, 2005), o que inclui, em suma, compreender a
regularidade dos nameros, relacionar multiplas representacfes, compreender a grandeza
dos numeros, construir nimeros de referéncia e estabelecer relacdes.

Compreender a regularidade dos nimeros. Compreender a regularidade dos
ndmeros racionais no sistema de numeragdo decimal, ou seja de base 10, implica
aprofundar o conhecimento da estrutura de um sistema de numeracao posicional. Trata-
se de um sistema multiplicativo, que se baseia na escolha de uma base, isto €, escolha de
um numero superior a unidade, neste caso dez, que através de sucessivas poténcias,
permite fazer a decomposicdo polinomial de qualquer nimero, em que cada parcela
indica quantas vezes a poténcia da base cabe nesse numero (Sequeira, Freitas, &
Néapoles, 2009). Esta estrutura, que se vai estender do estudo dos numeros inteiros,
envolve, por um lado, que os alunos compreendam a noc¢do de valor de posicao, isto é
que cada algarismo representa uma unidade de tamanho diferente (elementos, grupos ou
grupos de grupos) consoante a posi¢cdo que ocupa no numero (Ponte & Serrazina, 2000).
E, por outro lado, que sejam capazes de contar e combinar unidades de tamanhos
diferentes traduzindo unidades de ordem diferente (Monteiro & Pinto, 2005; Nunes &
Bryant, 1997). A interpretacdo das regularidades desta estrutura na extensdo ao campo
dos ndmeros racionais permite compreender que, na verdade, entre dois numeros
inteiros, conseguimos encontrar infinitos numeros. E, se no estudo dos nimeros inteiros,

os alunos compreendem que a contagem pode prolongar-se sem limites, isto é, é
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infinita, com 0s numeros racionais, 0s alunos compreendem que é também infinito,
embora limitado, o0 conjunto de nimeros entre quaisquer dois nimeros racionais, ideia
fundamental a propriedade da densidade deste conjunto numérico (Hannula, Pehkonen,
Maijala, & Soro, 2006).

Relacionar maltiplas representacdes dos numeros. O sistema de numeragdo
decimal é um sistema de numeracdo, com um numero finito de simbolos basicos,
estruturado por regras e convengdes simbdlicas. As regras de produgdo e transformacéo
desses simbolos traduzem uma mensagem que advém da forma como esses simbolos se
relacionam (Goldin & Kaput, 1996), como por exemplo, o facto de o limite no nimero
de simbolos fazer com que surjam agrupamentos de vérias ordens. Para além disso,
estes simbolos assumem o lugar de algo que é abstrato, neste caso, representando uma
dada quantidade, ou grandeza, ou uma acdo que se produz sobre essa quantidade
(Duval, 2006; Hiebert, 1988).

3

Se alcangar “uma compreensdo robusta e flexivel de todas as notagdes de
numero racional” (Tian & Siegler, 2018, p. 18) parece ser crucial para trabalhar de
forma flexivel com os numeros racionais, constituindo-se como grande finalidade do
seu ensino, um dos grandes desafios que se colocam a escola é como dar significado a
essa notacdo, a esses simbolos e configuracdes de simbolos (Goldin, 2003; Hiebert,
1988). Hiebert (1988) refere que se trata de um processo moroso, que se desenvolve de
forma encadeada tendo por base a associacdo desses simbolos a referentes realistas, e
também concretos, para os alunos. Envolve o uso de representacBes ativas, iconicas,
simbdlicas e a linguagem natural oral e escrita (Bruner, 1966; Ponte & Serrazina, 2000),
recorrendo a transformacdes dentro e entre representacdes (Duval, 2006), na construcao
de modelos de interpretacdo de situacdes realistas.

Numa primeira fase, trata-se de “ancorar os simbolos no ambiente quantitativo
familiar ao aluno” (Hiebert, 1988, p. 340), de modo a que os significados que se
constroem relativos a grandeza ou quantidade a que se vao associando os simbolos,
permitam apoiar o seu uso. A medida que se vai trabalhando esta relagdo, os simbolos
vao sendo manipulados e o significado é transferido para os préprios simbolos,
permitindo fazer emergir a sintaxe do sistema simbolico em que se inserem (Hiebert,
1988). Esta competéncia com 0s simbolos continua a desenvolver-se, sendo os alunos
capazes de transferir significados de um sistema simbolico familiar para um novo, mais
abstrato, como nos indica Hiebert (1988). E assim, conseguem estabelecer relagoes

entre sistemas, de modo a que os simbolos e as regras ja familiares possam servir de
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referéncia para a construcéo de significado num novo sistema simbdlico. E através desta
relacdo entre sistemas que simbolos, e configuracdes de simbolos, bem como as regras
que os convencionam, vdo ganhando significado (Goldin, 2003).

Esta competéncia no uso dos simbolos parece ganhar-se a partir da identificacéo
de semelhancas entre sistemas e o reconhecimento da forma como o nivel de abstracédo
seguinte da seguimento a essas semelhancas (Hiebert, 1988). Esta ideia vai ao encontro
da perspetiva de desenvolvimento numérico de Siegler et al. (2011), na medida em que
enfatiza a continuidade entre o conhecimento que os alunos ja trazem e 0S novos
conhecimentos, tendo por base os padrfes e as continuidades entre sistemas simbolicos,
especificamente dos nimeros inteiros para 0s nUmeros racionais.

Neste processo de extensdo do conhecimento aos nimeros racionais, os alunos
precisam de ampliar a relacdo de correspondéncia um (grandeza) para um (simbolo),
entre o conjunto de elementos ou objetos matematicos e o conjunto de simbolos que os
representam, que trazem dos ndmeros inteiros. A descoberta de outros nimeros entre
dois nimeros inteiros consecutivos alarga 0 campo numérico para 0 conjunto dos
nameros racionais, deixando de fazer sentido falar de sucessor ou antecessor de um
nimero ou pensar numa sucessdo de numeros. Para além disso, neste novo campo
numerico, 0 mesmo numero pode assumir diferentes representacdes, de diferentes
sistemas simbdlicos — fracdo, numeral decimal ou percentagem — de acordo com regras
de notacao e significados especificos de cada um deles.

Pelo que, com o estudo dos nimeros racionais o reportdrio de simbolos e termos
convencionados vai ampliar-se, associado a constru¢do dos novos conceitos (NCTM,
2000), preferencialmente, sem perder contacto com o referente familiar inicial, até que
adquiram abstracdo, como refere Hiebert (1988), e possam representar a grandeza ou a
guantidade, per se, sem recurso a referentes.

A importancia que a mobilizacdo de multiplas representacfes desempenha na
construcdo dos conceitos relativos aos nimeros racionais € justificada pelo facto de cada
uma ndo evidenciar as mesmas propriedades do objeto matematico, mas traduzir apenas
um aspeto da sua estrutura, uma possivel interpretacdo (Duval, 2006; Tripathi, 2008).
Esta ideia reforca a necessidade de trabalhar com multiplas representagdes de modo a
que se complementem na compreensdo dos conceitos associados a este conjunto
numérico (Duval, 2006; Tripathi, 2008) e, consequentemente, dos sistemas simbolicos

que o apoiam. Essa compreensdo implica ndo sé que os alunos possam dar significado
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aos simbolos em cada um deles, mas também que sejam capazes de optar, em cada
situacéo, pela representacdo que lhes parecer mais adequada (Mclintosh et al., 1992).

Compreender a grandeza dos numeros. A forma como os alunos interpretam a
grandeza de um numero, o seu valor ou tamanho, é de extrema importancia como
referem Behr, Wachsmuth, & Post (1984). Mclintosh et al. (1992) afirmam que se
desenvolve com a experiéncia matematica ao longo do desenvolvimento numérico dos
alunos. Representar a grandeza numérica de forma intuitiva € uma capacidade que se
revela desde os primeiros anos de vida e que parece determinar o conhecimento
intuitivo que temos de nimero (Dehaene, 1997).

Antes de o fazerem de forma simbdlica, os alunos sdo capazes de representar a
grandeza dos numeros de forma ordenada ao longo de uma estrutura continua que
metaforicamente € designada por reta numérica mental (Ansari, 2012; Dehaene, 1997;
Siegler, 2016). A medida que ocorre o desenvolvimento numérico dos alunos, e
recorrendo a esta metafora, podemos afirmar que esta reta numérica se expande para
representar grandeza dos nimeros racionais (Siegler & Lortie-Forgues, 2014).

No entanto, para alunos mais novos, esta representacdo pode revelar-se ruidosa,
uma vez que estes tendem a representar nimeros mais pequenos de forma mais distante
e numeros de maior grandeza mais proximos, segundo uma escala logaritmica (Ansari,
2012; Dehaene, 1997). Progressivamente, a precisdo vai aumentando, a medida que
aumenta a capacidade de os alunos estimarem a grandeza de um numero, aproximando-
se de uma escala linear, em que a representacdo na reta passa a fazer-se segundo
divisdes iguais, em que uma mesma diferenca de grandeza € representada pela mesma
distancia (Ansari, 2012; Dehaene, 1997).

A Teoria Integrada do Desenvolvimento Numérico (Siegler et al., 2011) destaca
a grandeza dos nameros como caracteristica comum aos elementos do conjunto dos
nameros inteiros e dos numeros racionais, considerando-a uma ideia-chave de
continuidade no desenvolvimento numérico dos alunos. Trata-se de uma caracteristica
que permite ordenar e representar nimeros numa reta numérica, através da sua
representacdo simbolica e que constitui uma componente central do conhecimento
matematico (Fazio, Kennedy & Siegler, 2016; Siegler & Lortie-Forgues, 2014).

Ao longo da aprendizagem dos numeros nos diversos conjuntos, os alunos vao
compreendendo a grandeza do numero e percebem que esta implica também a sua
relacdo com outros numeros (Dehaene, 1997). A dada altura do estudo dos ndameros

inteiros, quando s&o confrontados com um numeral, por exemplo 7, percecionam a sua
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grandeza como ficando entre 6 e 8 e mais perto de 10 do que de 1. Gradualmente, vao
percecionando o numeral como um todo, independente do nimero de algarismos que 0
representam, visualizando-o como tendo uma dada grandeza (Dehaene, 1997). O
mesmo acontece com 0s numeros racionais, nas diferentes representaces simbolicas
que estes podem assumir. Frages, numerais decimais e percentagens podem expressar
um mesmo numero, pelo que importa que os alunos percecionem cada uma destas
representacfes simbolicas como uma forma de representar uma grandeza, vendo-as
como um todo. Esta compreenséo parece ser mais facil de construir com a representagédo
decimal e mesmo com a percentagem, por semelhanca com o0 que acontece com 0S
nameros inteiros, do que com a fracdo (DeWolf, Grounds, Bassok, & Holyoak, 2014).
A fracdo apresenta uma estrutura mais relacional, que apela a relacdo entre os dois
nimeros que a compdem, tornando a grandeza do nimero menos evidente (DeWolf,
Bassok, & Holyoak, 2015). Esta constitui, inclusivamente, uma das raz6es pela qual
Moss e Case (1999) remetem a aprendizagem da fracdo para ultimo lugar no curriculo
experimental que apresentam para a compreensdo do ndmero racional, com base no
estabelecimento de relagbes entre percentagens, decimais e fracBes, comparando e
ordenando as grandezas que representam.

No entanto, a capacidade de comparar dois nimeros depende tanto da estrutura
associada a representacdo simbolica como da grandeza desses numeros (Dehaene,
1997). Esta capacidade é influenciada, por um lado, pelo efeito da distancia a que se
encontram os nameros, sendo mais facil distinguir dois nimeros distantes, isto é, dois
nameros cuja diferenca de grandeza é maior, do que dois numeros préximos. Além
disso, o efeito da grandeza faz com que, para dois nimeros que se encontram a mesma
distancia, seja mais facil comparar nimeros de grandeza pequena do que de grandeza
maior (Ansari, 2012; Dehaene, 1997). Contudo, com o desenrolar do desenvolvimento
numérico dos alunos, a precisdo na capacidade de estimativa da grandeza de um nimero
inteiro aumenta, sendo alargada a outros conjuntos numericos, como aos ndmeros
racionais e reais, na medida em que “todos os nimeros reais possuem grandezas que
podem ser representadas e ordenadas numa reta numérica” (Siegler & Braithwaite,
2017, p. 189). A compreensdo do sistema de numeracdo decimal, nesta perspetiva,
considera a reta numérica um modelo potente para o desenvolvimento da capacidade de
estimar e comparar grandezas no conjunto dos niimeros racionais, uma vez que ‘retas
numericas podem ilustrar claramente a grandeza das fragdes, a relagcdo entre numeros

inteiros e fragdes e as relagdes entre fragcdes, decimais e percentagens” (Siegler et al.,
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2010, p. 20). Ainda assim, importa ter presente que a reta numérica, sO por si, €
insuficiente para fazer progredir a compreensdo da grandeza (Fazio et al., 2016). E a
interacdo social em torno da localizacdo de nimeros na reta, segundo a sua grandeza,
que aumenta a confianca dos alunos, conduzindo a construcdo da representacdo da
grandeza dos numeros segundo uma escala linear (Booth & Siegler, 2008) e permitindo
representar a grandeza de um conjunto cada vez mais amplo de nimeros, envolvendo
diferentes representacGes simbdlicas.

Deste modo, a grandeza, como caracteristica comum aos numeros inteiros e aos
nlmeros racionais, permite entender a constru¢do do conhecimento relativo ao niumero
como um processo de alargamento progressivo, um processo que envolve para além da
grandeza, e sem menor importancia, o estudo das propriedades novas que, néo
contrariando as anteriores, as ampliam (Caraca, 1998).

Construir nameros de referéncia. A compreensdo da grandeza de um numero
envolve comparar e ordenar ndmeros, bem como identificar nimeros entre dois
nameros dados (Markovits & Swoder, 1994). Estas capacidades desenvolvem-se a par
da identificacdo de nimeros de referéncia que permitam pensar e dar sentido a outros
nameros (Mclntosh et al., 1992).

Um namero de referéncia, embora esteja associado a uma dada representacdo
simbdlica, é reconhecido pela sua grandeza, sendo desprovido de um referente concreto
ou contextual (Mclintosh et al.,, 1992). No estudo dos numeros racionais essa
representacdo simbolica — fracdo, numeral decimal ou percentagem — expressa a
grandeza de um numero que constitui um conhecimento conceptual intuitivo ou um
facto matemaético, como 1/10, 1/2, 0,5, 0,75, 10%, 50%, entre outros (Pilmer, 2008;
Sowder & Schappelle, 1989). Os nimeros de referéncia sdo pontos médios, multiplos de
10 ou numeros que possuem uma grandeza acerca da qual os alunos tém um
conhecimento seguro (Mclntosh et al., 1992). Tém significado matematico resultante da
experiéncia pessoal, e que se desenvolvem a medida que os alunos véo estabelecendo
relacfes entre uma dada representacdo simbdlica e os referentes que lhe sdo familiares
(Hiebert, 1988).

Numeros de referéncia servem como ancora, como referem Mclintosh et al.
(1992), permitindo estabelecer comparagfes ou fazer arredondamentos, no sentido de
apreciar a grandeza de outros numeros ou de os representar. Uma das estratégias para
desenvolver flexibilidade no uso de nimeros de referéncia passa por localizar na reta

numérica e usar esses numeros para localizar outras grandezas numéricas (Siegler &
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Booth, 2004). Esta ideia permite associar a flexibilidade no uso de numeros de
referéncia a uma compreensédo de fracdo, numeral decimal e percentagem, de forma
inter-relacionada (Pilmer, 2008). O uso de numeros de referéncia, nomeadamente no
estudo da percentagem, com valores como 1%, 10%, 25% ou 50%, constitui uma
estratégia fundamental a uma abordagem mais intuitiva e menos formal da percentagem
(Lembke & Reys, 1994)

Estabelecer relagdes. A aprendizagem dos numeros racionais, numa perspetiva
de alargamento do conhecimento relativo ao ndmero, implica que os alunos
compreendam o namero na relagdo com outros nimeros (Moss, 2005). Na verdade, 0s
nimeros, como todos os objetos matematicos, “sdo determinados e compreendidos
através da rede de relagcdes que desfrutam com todos 0s outros objetos da sua espécie”
(Mazur, 2008, p. 225). Alias, o desenvolvimento histérico dos numeros racionais
destaca a importancia desta dimensdo relacional, evidenciando que o aparecimento
deste campo numérico foi provocado pelas relacbes que se estabeleceram entre
nameros. Como explica Caraca (1998) foi a necessidade de traduzir uma medida por um
nlmero, numa situacdo em que o comprimento escolhido como unidade de medida ndo
caberia um numero inteiro de vezes no comprimento a medir, que levou ao
aparecimento dos nimeros ndo inteiros. O ultrapassar desta aparente impossibilidade
alargou o0 conjunto dos numeros inteiros aos numeros racionais, trazendo novos
nameros e novas relacdes numéricas, relacdes multiplicativas, que fizeram emergir a
noc¢ado de razao, associada ao significado de medida.

Como num processo de isomorfismo historico-matematico, sdo estas relacOes
multiplicativas que se pretende que os alunos construam no estudo deste conjunto
numérico, a partir da tendéncia natural para fracionar quantidades, em pedacos de
diferentes tamanhos com comodidade, isto €, em funcdo da situacdo e convocando a
representacdo mais adequada (Van Galen et al., 2008; Lamon, 2002; 2007; Moss, 2005).
Neste processo, fracdo, numeral decimal ou percentagem, podem assumir diversos
significados, ou subconstrutos (Behr et al., 1983; Lamon, 2007), nomeadamente,
medida, operador, parte-todo, quociente ou razdo. O trabalho com os diferentes
significados constitui uma oportunidade de os alunos desenvolverem flexibilidade no
processo de (re)unitizagdo e de compreenderem a natureza dos numeros racionais
(Lamon, 2007) No entanto, como refere Lamon (2012), cada um destes significados
pode ser interpretado como medida: medir para quantificar uma qualidade, como o

comprimento; medir o que muda em relacdo a uma quantidade inicial; medir a relagéo
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multiplicativa da parte com o todo; medir o que se recebe quando se partilha com um
dado nimero de objetos, de individuos ou medir uma grandeza relativa (Lamon, 2012),
uma perspetiva abrangente do significado de medida que se privilegia neste estudo.

Freudenthal (1983) relembra que a palavra racional remete para razdo, nao no
sentido de raciocinio, mas sim de proporcdo, de medida, como contexto de
aprendizagem, que pode surgir apoiada nos principios associados & medicdo que 0s
alunos conhecem e trazem consigo (Lamon, 2002; NCTM, 2010). Medir para
compreender a relacdo entre os diversos significados, apoiada numa composicdo e
recomposicao de unidades e, sobretudo, para compreender a estrutura multiplicativa dos
nameros racionais (Lamon, 1996). Estrutura essa fundamental para aquisi¢cGes
matematicas futuras, nomeadamente no campo da Algebra (Siegler et al., 2011), a
medida que os alunos alargam e aprofundam a compreenséo das relacdes multiplicativas
(Lamon, 2007).

Um ndmero racional pode ser entendido como o quociente de dois nimeros
inteiros, m e n, sendo n diferente de zero (Caraca, 1998). Podemos dizer que este
quociente é uma fracdo, como refere Freudenthal (1983), dado que este considera
fracdo, do ponto de vista epistemolégico, como o fendmeno que da origem aos numeros
racionais, dado que resulta da agéo de cortar, fracionar. No entanto, esse quociente pode
ser expresso por uma fracdo, enquanto representacdo simbolica, mas também por
numeral decimal ou percentagem. Cada uma destas representacdes envolve o uso de
algarismos associados a outros simbolos, como o traco de fragdo, a virgula ou o simbolo
de percentagem, cujo significado se constr6i na forma como estes simbolos sdo
combinados e que, progressivamente, se vai transferindo para as ac¢oes e relagdes que se
estabelecem, quer na mesma representacdo, quer entre varias, pelo que se torna
fundamental compreender essas relacées (Van Galen et al., 2008; Hiebert, 1988).

Cada uma das representacOes traduz a razdo entre 0 que esta a ser descrito e a
unidade a que se refere, o que envolve proporcionalidade, tendo por base relacbes de
natureza multiplicativa (Van Galen et al., 2008; Post, 1989). Entre essas rela¢Oes
destacamos as que garantem coeréncia para a variedade de significados que os nimeros
racionais podem assumir e que contribuem para uma conceptualizacdo da nocdo de
unidade (Hackenber, 2010; Lamon, 2002; Nunes & Bryant, 1997). A importancia da
conceptualizagdo da unidade amplia-se no trabalho com os nimeros racionais dado que
a grandeza de um namero racional depende do que se considera como unidade (Lamon,

1996; Monteiro & Pinto, 2005). Esta conceptualizagdo da unidade no trabalho com os
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numeros racionais apela a compreensdo da unidade antes, durante e apds a particdo e
envolve processos de estruturacdo que implicam composicdo e recomposicdo de
unidades (Hackenber, 2010; Lamon, 1996, 2002; Monteiro & Pinto, 2005). Estes sdo
processos inter-relacionados, permitindo descrever quantidades diferentes de alguma
coisa em relacdo ao tamanho da unidade (Lamon, 1996). Deste modo, a parte ou 0
namero racional emerge da divisdo da unidade em partes, num processo de refinamento
de quantidades, e da iteragdo dessas partes na reconstrucdo da unidade, promovendo a
reorganizacdo dos processos de estruturacdo e coordenacdo de unidades (Hackenber,
2010; Lamon, 1996; Norton & Boyce, 2013; Moss & Case, 1999; Steffe, 2002).
Perceber que 25%, 1/4 ou 0,25 representam uma parte de um todo que, se retirado a esse
todo e iterado quatro vezes, forma o todo. Que para formar um todo, possuindo 75%,
3/4 ou 0,75 desse todo, implica dividir cada uma dessa partes em trés, para encontrar a
“parte unitaria”, 25%, 1/4 ou 25%. Que 75%, 3/4 ou 0,75 e, por exemplo, 125%, 5/4 ou
1,25 resultam da iteragdo da “parte unitaria”. Ou ainda que 75%, 3/4 ou 0,75 resultam
de uma composicao de 3 unidades de 25%, 1/4 ou 0,25, de uma unidade que é 100%,
4/4 ou 1, envolve o estabelecimento de relacdes multiplicativas que relacionam a parte
em funcdo da unidade. A construcdo destas relacdes multiplicativas permite reorganizar
as nocgOes de estruturacdo e composicdo de unidades que os alunos trazem dos nimeros
inteiros, cruciais para o desenvolvimento do conhecimento conceptual e consequente
fluéncia no calculo com nameros racionais (Norton & Hackenber, 2010; Lamon; 2002).

A identificacdo das ideias matematicas que a compreensdo de nimero racional
envolve nesta etapa da escolaridade surge neste estudo na relagdo com o
desenvolvimento do sentido de nimero racional, numa perspetiva de desenvolvimento

numérico progressivamente mais abrangente e integradora.

A percentagem na construcao de uma compreensao entrelacada de representacoes

A aprendizagem dos ndmeros racionais envolve o uso de diferentes
representacdes simbdlicas para um mesmo objeto matematico. Contudo, como refere
Duval (2006), o importante ndo séo as representacdes em si, mas a transformagéo dessas
representacfes umas nas outras, uma vez que 0S processos subjacentes a atividade
matematica envolvem substituir uma representacdo por outra, no sentido de

compreender 0 objeto matematico, dissociando-o da sua representacao.
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Percentagem como representacdo visual versatil. A percentagem, como
representacdo de numero racional, reine um conjunto de caracteristicas que permitem
que seja equacionada como uma representacdo a considerar numa fase inicial do estudo
dos nimeros neste conjunto numérico, como processo de alargamento do conhecimento
relativo aos numeros, numa perspetiva de sentido de namero.

Uma dessas caracteristicas diz respeito a correspondéncia seméantica existente
entre a percentagem e a representacdo dos ndmeros inteiros, tendo por base o
significado estrutural que um numero escrito em percentagem traduz. Valores de
percentagem simples, como 50% ou 10%, convocam 0 uso dos numerais usados para
representar os nimeros inteiros, o que lhes atribui um significado intuitivo, ancorado
nos conhecimentos que trazem do trabalho com esse campo numérico. A parte numeral
da percentagem usa os algarismos com uma estrutura semelhante a usada nos nimeros
inteiros, o que ndo acontece com a fracdo, em que os algarismos sdo organizados numa
nova estrutura bipartida ou na representacdo decimal, em que algarismos e virgula
surgem combinados segundo as regras do valor de posicdo, provocando alteragfes na
forma como os algarismos sdo dispostos. Para além disso, numa fase inicial do estudo
dos nameros racionais nimeros em percentagem, que representem partes de um mesmo
todo, podem ser ordenados linearmente para facilitar a sua comparagdo. Apreciar a
grandeza relativa de um namero racional na forma de percentagem, é processo apoiado
pela analogia com a relacdo de ordem dos nimeros inteiros, com base na ordem natural
do sistema de numeracdo decimal (Parker & Leinhardt, 1995). Assim, a
correspondéncia semantica entre a notacdo da percentagem e a notagdo dos nimeros
inteiros é maior quando comparada com a fracdo ou a representacdo decimal, o que
parece ser um aspeto relevante quando se pensa na representacdo a privilegiar, tendo por
base 0s conhecimentos que o0s alunos trazem dos nimeros inteiros.

Uma outra caracteristica relevante prende-se com o facto da palavra
percentagem ganhar um significado intuitivo na lingua portuguesa, que a torna um
instrumento cultural para a aprendizagem da Matematica (Nunes, Dorneles, Lin, &
Rathgeb-Schnierer, 2016; Vygotsky, 1978). A morfologia da palavra traduz uma forte
semelhanca entre o numeral cardinal cem e o quantificador numeral por cento. A
semelhanca entre estas duas expressdes é grande, dada a origem da nossa lingua. O
temo por cento deriva do latim per centum. A palavra centum deu origem a palavra
portuguesa cento, que posteriormente ganhou a forma apocopada cem. Contudo, no

portugués contemporaneo o termo cento é usado quando nos referimos, nomeadamente,
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a numerais cardinais entre cem e duzentos, como por exemplo cento e um. Esta situacdo
ndo acontece por exemplo com o inglés, pois embora a lingua inglesa também tenha por
base o latim, é uma lingua germénica que sofreu grande influéncia anglo-saxonica.
Assim, a palavra percent (por cento) ndo apresenta a mesma semelhanca morfologica
que a palavra hundred (cem), como acontece em portugués. Quando pensamos em
alunos do 1.° ciclo, esta semelhanga entre as palavras é muito importante, numa altura
em que a lingua, escrita e falada, para além de ser um instrumento fundamental a
construcdo de aprendizagem em diferentes areas, como na Matematica, € ela propria
objeto de aprendizagem. O termo por cento remete para a expressao por cada cem ou
em cada cem, 0 que torna intuitiva a compreensdo do significado desta expressédo, na
sua relacdo com algo que esta para cem, uma relacdo de natureza multiplicativa, que
estd na esséncia do significado de percentagem. Esta semelhanca fonética entre as
palavras pode ser potenciada, nesta etapa do desenvolvimento, no estabelecimento de
relagOes entre 0s conceitos.

O uso corrente da percentagem no quotidiano constitui uma outra caracteristica
importante que sugere o seu estudo para esta etapa da escolaridade (Moss & Case,
1999). Pensemos em 40%. E um valor que a maioria das pessoas visualiza com
facilidade em relagdo a um todo. E interpretado como préximo de metade, sem chegar a
metade. A escala de 0 a 100 em que se apoia é precisa o suficiente para a maioria das
situacbes do dia-a-dia (Van Galen et al., 2008). Ha vinte anos atras, Gay e Aichele
(1997) afirmavam que ter um bom sentido de numero envolvendo percentagem era
fundamental para que os alunos pudessem tornar-se cidaddos informados e esclarecidos.
Esta ideia é hoje em dia mais premente, uma vez que 0 uso da percentagem se encontra
generalizado na sociedade em que vivemos. A percentagem constitui uma linguagem de
relagbes concisa, que descreve informagdo de um modo simplificado (Parker &
Leinhardt, 1995), o que a torna um dos conceitos matematicos com maior difusdo na
vida real. Por esta razdo, a constru¢do de um conhecimento intuitivo de percentagem
comeca antes da entrada na escola, resultando da experiéncia do dia-a-dia, da forma
como a percentagem € usada na sociedade (Lembke & Reys, 1994). Dado o papel que
assume na sociedade “a percentagem ¢ um dos conceitos mais uteis no curriculo de
Matematica” (Lembke & Reys, 1994, p. 237), pelo que importa trazer esse
conhecimento para a sala de aula e usa-lo na constru¢do de uma compreensdo
gradualmente mais profunda de percentagem, que privilegie inicialmente a sua

aprendizagem conceptual (Parker & Leinhardt, 1995; Yapici & Kayhan Altay, 2017).
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Como ultima caracteristica, destacamos o facto de a percentagem ser uma
representacdo que se pode converter de forma simples e intuitiva em fragdo e na
representacéo decimal (Moss & Case, 1999; Van Galen et al., 2008). Historicamente, a
percentagem surgiu das trocas comerciais, das relacdes de proporcionalidade, que por
questdes de simplificacdo conduziram ao estabelecimento de uma base em particular, a
base 100 (Parker & Leinhardt, 1995). A escolha da escala de 0 a 100 n&o parece ter sido
coincidéncia, pois permite arrumar as percentagens de forma ordenada no nosso sistema
de representacdo. O mudar a unidade de referéncia de 100 para 1, permite que a
expressao 10% possa ser convertida no numeral decimal 0,10 ou 0,1 ou na fracdo
10/100 ou 1/10 com relativa facilidade (Parker & Leinhardt, 1995; Van Gale et al.,
2008). Trata-se de conversdes congruentes, em que ha uma correspondéncia semantica
entre os elementos de cada representacao, sendo a representacdo de partida transparente
em relacdo a representacdo de chegada, o que explica que sejam mais simples e
intuitivas (Duval 1999). Embora congruente neste sentido, isto é, qualquer percentagem
pode ser convertida em fracdo ou numeral decimal equivalente, ndo o é no sentido
oposto (Moss & Case, 1999). Deste modo, a percentagem permite, de uma forma
intuitiva e ancorada no conhecimento relativo aos numeros inteiros, uma compreensao
geral de como as trés representacdes se inter-relacionam. Este aspeto é determinante
numa fase inicial da aprendizagem dos nimeros racionais, pois, como refere Duval
(2006), “a compreensdo matematica comeca quando a coordenacgdo de registos também
comega” (p.126).

A percentagem perdura até a atualidade constituindo um conceito matematico
dindmico que foi evoluindo ndo sé simbolicamente, mas também nas interpretacdes que
Ihe estdo associadas e nos dominios de utilizacdo (Parker & Leinhardt, 1995). Estas
quatro caracteristicas da percentagem realcam o seu poder enquanto representacao
versatil (Goldin & Kaput, 1996), permitindo um uso eficiente e a movimentacao entre
diferentes representages simbolicas, mas também a evidenciam como representacéo
visual potente, dado que permite reconhecer de forma rapida e relativamente
espontanea, o que é matematicamente relevante (Duval, 2014), neste caso, a grandeza

do nlimero que expressa.

Aprendizagem da percentagem numa perspetiva de sentido de nimero. A
percentagem € um tdpico do curriculo de Matemaética que a investigacdo em Educacéo

Matematica tem mantido afastado da discussdo sobre que representacdo simbolica
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privilegiar no inicio do estudo dos numeros racionais (Tian & Siegler, 2018).
Tradicionalmente, a percentagem é trabalhada depois do estudo da fracdo e da
representacdo decimal, e, dada a sua complexidade, é facilmente convertida numa
dessas representacbes e abandonada numa etapa em que os alunos ainda estdo a
construir o seu significado (Parker & Leinhardt, 1995).

De facto, a investigacdo apresenta inimeras evidéncias de que os alunos revelam
dificuldade na compreenséo de percentagem. O problema parece ter sido identificado ha
cerca de 100 anos (Risacher, 1991) persistindo até aos dias de hoje, em que a
percentagem € considerada um dos topicos mais dificeis de aprender e de ensinar (e.g.,
Gay & Aichele, 1997; Parker & Leinhardt, 1995; Yapici & Kayhan Altay, 2017), pelo
que, incluir este conceito no trabalho nos primeiros anos, ainda que ancorado no tema
dos nameros racionais, ndo é consensual.

As dificuldades com a percentagem parecem residir no facto de ndo ser dedicado
tempo suficiente a constru¢cdo de um conhecimento conceptual de percentagem, que
permita aos alunos compreender que o seu significado vai além das conversdes e
procedimentos (Dewar, 1984; Parker, 2004). Embora um trabalho inicial envolva o uso
de representacBes familiares, ancoradas em contexto, estas sdo rapidamente
abandonadas, passando-se desde logo para o ensino de estratégias de resolugdo de
problemas com percentagens que remetem sobretudo para a memorizagdo de regras e
procedimentos (Dewar, 1984; Gay & Aichele, 1997; Parker, 2004) que, como alertam
Van Galen e Van Eerde (2013), se ndo estiverem ancorados na compreensao,
rapidamente se transformam em truques faliveis. Deste modo, o ensino formal de
percentagem, de um modo geral circunscrito ao 5.° ou 6.° ano de escolaridade, tende a
limitar a criatividade e flexibilidade dos alunos na resolucdo de problemas com
percentagens, fazendo com que estes figuem mais dependentes dos procedimentos, em
detrimento da compreensdo das relagdes proporcionais implicitas (Koay, 1998; Parker
& Leinhardt, 1995).

A primeira etapa do trabalho com a percentagem, bem como de qualquer outro
conceito matematico, é talvez a mais importante do ponto de vista da compreensdo
conceptual. Focando a atencdo no significado de percentagem, Risacher (1991) sugere
que a investigacao sobre este tema procure compreender como 0 ensino da percentagem
se podera desenvolver tendo por base o conhecimento informal de percentagem dos
alunos, remetendo para os primeiros anos um trabalho que promova experiéncias em

que esse desenvolvimento ocorra.

41



Antes do seu ensino formal, os alunos revelam intuicdo para a proporcéo,
enquanto relacdo que se mantem constante, e um conhecimento informal de
percentagem que lhes permite interpretar valores de referéncia, bem como usar
estratégias aditivas para resolver problemas (Moss &Case, 1999; Parker & Leinhardt,
1995; Rosenthal et al., 2009; Spinillo, 2002). Importa tirar partido desta compreensao
informal e intuitiva na construcdo de uma compreensdo mais aprofundada da
percentagem, das relagdes multiplicativas que oferece, bem como da sua notacdo, uma
vez que estas ndo sdo adquiridas de forma intuitiva (Risacher, 1991).

Numa perspetiva de sentido de nimero, isto implica encorajar 0s alunos a pensar
nas comparagBes e nas relacbes que se estabelecem entre os numeros numa dada
situacdo antes de avancar para o dominio de procedimentos (Koay, 1998; Moss & Case,
1999; Parker, 2004). Segundo Gay (1990), o sentido de numero associado a
percentagem inclui que os alunos desenvolvam as capacidades de (1) compreender o
significado de um nimero ou quantidade representado em percentagem, apoiado por
uma representacdo icénica; (2) comparar nimeros ou quantidades expressas em
percentagem e (3) reconhecer o efeito relativo de uma percentagem de um dado nimero
ou quantidade. Este desenvolvimento requer necessariamente a construcdo de
estratégias com sentido e o uso de diferentes representagdes, que permitam tornar
evidentes as relagdes entre os nimeros envolvidos e reconhecendo a natureza relacional
da percentagem, num processo que se desenvolve de forma gradual (Koay, 1998;
Parker, 2004; Van Galen & Van Eerde, 2013). A barra de estado, a tabela de
proporcionalidade, escalas de comparacdo, a reta numérica dupla sdo algumas dessas
representacdes que podem ser usadas como modelos pelos alunos, para apoiar as suas
estratégias de resolucdo, dando expressdo as relacdes proporcionais que a percentagem
traduz, destacando a percecdo do todo (Moss & Case, 1999; Parker & Leinhardt, 1995;
Van den Heuvel-Panhuizen, 2003; Van Galen & Van Eerde, 2013).

A natureza relacional da percentagem. A percentagem é um conceito
dindmico, do ponto de vista historico, tendo ganho um significado matematico e
sociocultural complexo. Matematicamente, o conceito de percentagem encontra-se
intrincado com o conceito de numero racional, contudo, 0 seu uso no quotidiano
conduziu a uma variedade de interpretagdes do seu significado. Um mesmo numero
representado em percentagem assume diferentes significados de acordo com a situacao

em que € usado, podendo ir além dos significados de numero racional, pelo que, é
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necessario dizer mais acerca do numero representado para que se compreenda a
mensagem que pretende traduzir (Parker & Leinhardt, 1995). A percentagem, como
afirmam Parker e Leinhardt (1995), “é uma linguagem de proporc¢éo privilegiada que
simplifica e condensa descricbes de comparacdes multiplicativas” (p. 472). Uma
percentagem traduz sempre uma comparagdo, que tem na base uma relacdo
multiplicativa entre duas quantidades. No entanto, sendo uma representacdo simples
que, por vezes, envolve uma linguagem aparentemente aditiva, acaba por esconder a
natureza multiplicativa dessa relacdo (Parker & Leinhardt, 1995).

Numa fase inicial do estudo da percentagem, o significado parte-todo é muitas
vezes valorizado (Koay, 1998; Parker & Leinhardt, 1995). Todavia, uma percentagem é
uma afirmagéo de proporgéo, traduzindo uma comparacdo que permite que a medida
relativa da parte possa ser vista com um sentido de completude ao longo de uma escala
linear, em que 0% representa vazio e 100% cheio (Dole, Cooper, Baturo, & Conoplia,
1997; Moss & Case, 1999; Parker & Leinhardt, 1995). Esta ideia conduz a interpretagdo
de uma dada quantidade na sua relagdo com outra quantidade que é 100, através de um
raciocinio proporcional que traduz que isto € 10% de algo que é 100%, ou interpretando
como medida, em que 10% cabe 10 vezes em 100% (Lamon, 2012; Parker & Leinhardt,
1995).

O estudo da percentagem, numa etapa inicial, segundo Parker (2004), deve
destacar o que a percentagem realmente é, em vez de se focar nas caracteristicas da sua
representacdo ou na resolucdo de problemas para aplicacdo de procedimentos. Deve
focar-se na compreensao da relacdo proporcional que a percentagem oferece entre dois
nameros, duas quantidades de um mesmo conjunto ou de conjuntos diferentes (Parker,
2004). Nesta perspetiva, 0 estudo da percentagem deve iniciar-se com a compreensao da
sua dimensdo relacional, destacando a importancia de 100 como base privilegiada, em
vez de procurar conversdes com a representacdo decimal ou a fracdo (Parker &
Leinhardt, 1995).

A compreensdo da dimenséo relacional da percentagem, numa perspetiva de
sentido de numero, envolve a construgcdo de um conhecimento conceptual que envolve
descobrir, nomeadamente, que a percentagem: 1) traduz uma relagdo proporcional entre
dois nimeros ou quantidades, de natureza multiplicativa; 2) possui propriedades de
numero racional, ndo podendo ser interpretada sem ter em conta o referente; 3) traduz
uma relacdo parte-todo, que também pode expressar uma medida relativa ou

comparacao entre a grandeza de dois nimeros ou quantidades; 4) descreve uma situacao

43



fixa, em que o tamanho do todo nédo influencia o valor da percentagem; 5) possui um
caracter ndo linear, dado que o referente muda quando se faz aumentar ou diminuir a
parte; e 6) descreve duas situagdes: o tamanho da parte em relagdo a um todo e um todo
que aumenta e diminui por acdo da parte (De Corte, Depaepe, Eynde, & Verschaffel,
2005; Lembke & Reys,1994; Parker & Leinhardt, 1995; Van den Heuvel-Panhuizen,
2003). Deste modo, a construcdo de um conhecimento conceptual robusto de
percentagem acontece na sua relagdo com conhecimentos anteriores e com novos
conceitos matematicos de forma entrelacada, como a conexdo com a representacdo
decimal e a fracdo, permitindo ancorar uma construcdo gradual de um conhecimento
procedimental flexivel (De Corte et al., 2005).

A construgéo do conceito de percentagem com sentido pode ser concebida como
um processo de matematizacao progressiva, no qual o uso de diferentes representacdes
como modelos assume um papel fundamental (De Corte et al., 2005, Van den Heuvel-
Panhuizen, 2003). Os resultados de um estudo realizado por Dole et al. (1997) com
alunos do 8. 9.° e 10.° ano, com o objetivo de analisar o conhecimento que os alunos
possuiam de percentagem, bem como perceber que estratégias mobilizavam na
resolucdo de problemas, evidenciaram que apenas um grupo muito restrito de alunos
conseguiu resolver os problemas propostos de forma eficaz. Além disso, na construcao
das suas estratégias de resolucdo, nenhum dos alunos mobilizou qualquer representacao
iconica, de forma esponténea. Estes resultados reforgam a importancia de “desenvolver
um sistema de representagdes flexiveis para os diferentes significados de percentagem”
(Parker & Leinhardt, 1995, p. 464).

O ser capaz de interpretar percentagens tendo como suporte uma representacao
iconica constitui um dos aspetos que contribuem para a compreensdo da natureza
relacional da percentagem (Lembke & Reys, 1994). Deste modo, o uso de
representagdes constitui uma das dimensdes de um conhecimento conceptual de
percentagem robusto, a par da construcdo de um reportorio de estratégias eficazes,
embora ndo algoritmicas, como o uso de numeros de referéncia, de raciocinio
proporcional, da estimativa, de calculo mental, ou da conversdo entre representacdes
(Dewar, 1984; Lembke & Reys,1994; Parker & Leinhardt, 1995), em situagdes que,
partindo da experiéncia do dia-a-dia dos alunos, apelem a um pensamento critico. Posto
isto, importa, como refere Swart (1981) contornar o simbolismo e o formalismo dos

algoritmos e procurar modelos e esquemas que permitam compreender a natureza da
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Matematica, procurando que esses modelos e esquemas se articulem com um uso de
procedimentos de calculo progressivamente mais formais, com sentido.

Num curriculo experimental relativo a aprendizagem dos numeros racionais, no
4.° ano de escolaridade, desenvolvido por Moss e Case (1999), a percentagem foi a
representacdo privilegiada para iniciar o trabalho neste conjunto numérico, apoiada no
uso de representacdes ativas e iconicas, mobilizadas como ferramentas de visualizacao,
como sugere Duval (2014), que convidavam os alunos a apreciar proporcionalmente,
em percentagem, a completude de diferentes recipientes, em multiplos contextos. Este
curriculo procurou desenvolver uma rede de conceitos e relacbes em torno dos nimeros
racionais, apoiada na estrutura multiplicativa do sistema de numerac¢do, mobilizando
conhecimentos prévios de numero dos alunos e capitalizando as suas experiéncias do
dia-a-dia com a percentagem (Moss, 2005; Moss & Case, 1999). A representacdo
decimal surgiu a seguir e depois a fracdo, embora ao longo da intervencdo os alunos
fossem fazendo conversdes intuitivas entre estas representacdes. Os resultados deste
estudo evidenciam que a inter-relacdo entre percentagens, numerais decimais e fragoes
foi potenciada na construcdo de estratégias de resolucdo intuitivas e com significado
para os alunos, desenvolvendo “uma compreensao geral de como as trés representagdes
estdo relacionadas” (Moss, 2005, p. 324), tendo por base um entendimento da grandeza
do namero racional. Com o uso de representacGes ativas e iconicas, os alunos foram
interpretando com sentido, os diferentes significados de nimero racional, bem como
desenvolvendo um reportorio de estratégias eficazes de resolucdo de problemas,
destacando-se que a aplicacdo inapropriada de propriedades relativas aos nameros
inteiros teve pouca expressdo (Moss, 2005; Moss & Case, 1999).

Para Moss e Case, (1999), a sequéncia de trabalho com os nimeros racionais
percentagem - numeral decimal - fracdo deve valorizar: 1) a construgdo de um
significado apoiado na natureza proporcional dos numeros racionais; 2) a mobilizagédo
dos conhecimentos de numeros inteiros, destacando as diferengas com 0s numeros
racionais; 3) quantidades continuas, num significado de medida, em detrimento de
quantidades discretas, destacando as relagdes entre as diversas representacgoes; 4) 0 uso
de numeros de referéncia, bem como outras estratégias espontaneas de resolucéo
(metades sucessivas ou particdo em 10 e iteracdo), apelando ao sentido de nimero; e 5)
0 uso de representacdes com uma forte componente visual, como forma de explicitar a
relacdo entre quantidades proporcionais e representacfes simbolicas. No seu entender,

esta sequéncia contribui para “uma compreensdo aprofundada do sistema de nimeros
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racionais como um todo” (Moss & Case, 1999, p. 142), desde o inicio do estudo deste
conjunto numérico (Lembke & Reys, 1994; Moss & Case, 1999).

Com efeito, incluir a percentagem na aprendizagem da Matemética nos
primeiros anos parece fazer sentido, quer no ambito do estudo dos numeros racionais,
quer como forma de antecipar a construcdo de um conhecimento conceptual de
percentagem, dando significado, como refere Parker (2004), a relacdo proporcional que
a percentagem oferece, bem como a capacidade de se movimentar entre representagdes

simbolicas mobilizando a mais apropriada a cada situacdo (Behr et al., 1983).
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3 Consideracbes Metodoldgicas numa Investigacdo Baseada em Design

Compreender é finalidade ultima desta investigacdo, que se assume cOmo
qualitativa (Bogdan & Biklen, 1994) num paradigma interpretativo (Eisenhart, 1988).
Em concreto, pretende compreende a relacdo entre os processos de aprendizagem dos
alunos, numa etapa inicial do estudo dos nimeros racionais, € 0S meios que 0S
suportam, no sentido de construir conhecimento fundamentado e valioso que permita
desencadear essa aprendizagem. Considerando esta finalidade, a IBD (Ponte, Carvalho,
Mata-Pereira, & Quaresma, 2016) apresenta-se como uma modalidade de investigacao
adequada para desenvolver este estudo, dado que exige um comprometimento para
compreender como transformar ideias tedricas sobre o ensino e a aprendizagem em
aprendizagem efetiva na pratica (Design-Based Research Collective, 2003). O
fundamento por esta op¢do ganha sentido a medida que se apresentam e discutem as
caracteristicas da IBD de forma situada neste estudo.

Construcdo tedrica em inter-relacdo com a prética: conjetura e principios de

design

Foi através de uma IBD que este estudo se concretizou, uma vez que esta
modalidade de investigacdo permite estudar os processos de aprendizagem de um dado
topico matematico, bem como a forma de os promover, no ambiente natural onde esses
processos acontecem — a sala de aula (Gravemeijer & Van Earde, 2009; Ponte et al.,
2016). Este foco na compreensdo traduz-se numa preocupacdo de construcdo teorica,
por parte da IBD, que conduz ao desenvolvimento de teorias sobre os processos de
aprendizagem e sobre 0s meios que os suportam (Gravemeijer & Cobb, 2006). Na IBD
as teorias que se constroem sao modestas e locais, na medida em que sdo situadas num
topico matematico especifico e num dado contexto de aprendizagem, como esclarecem
Gravemeijer e Van Earde (2009), mas pretendem ser representativas de fendbmenos mais
abrangentes.

Neste estudo, a teoria local em construcdo diz respeito a uma etapa inicial da
aprendizagem dos nUmeros racionais, no contexto particular de uma turma, e tem por

base o quadro conceptual discutido na sec¢édo 2, traduzindo-se, de forma sucinta, na
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seguinte conjetura inicial, que se foi refinando e aperfeicoando no decurso do estudo
(Confrey & Lachance, 2000):

No topico dos numeros racionais, um trabalho apoiado numa sequéncia de
tarefas, que privilegia a percentagem e a subsequente inter-relacdo com as outras
representacdes (decimal e fracdo), gera aprendizagens neste conjunto numérico, a
medida que os alunos participam na atividade social da sala de aula e constroem
significados partilhados, numa perspetiva de desenvolvimento do sentido de namero.

Esta conjetura tem subjacente a compreensdo do ambiente de aprendizagem no
seu todo, isto €, atende a sua complexidade, o que traduz uma das caracteristicas da
dimensdo teorica da IBD, como referem Cobb et al. (2003). Estes autores convocam a
metafora da ecologia de aprendizagem para conceptualizar os ambientes de
aprendizagem como sistemas interativos que envolvem a relacdo entre multiplos
elementos, e ndo como um conjunto de fatores isolados que os influenciam. Elementos
esses, sociais e culturais, que, nomeadamente neste estudo, dizem respeito as tarefas em
que os alunos se envolvem, as relacBes dialdgicas que se estabelecem na interagcdo em
torno da sua resolucdo, as normas sociais e sociomatematicas que regulam essa
interacdo e a participacdao, bem como as representaces e modelos que sdo mobilizados
e construidos (Cobb, Jackson, & Dunlap, 2016; Gravemeijer & Cobb, 2006). Esta
caracteristica da IBD evidencia o seu forte cunho interpretativo, na medida em que tem,
na sua esséncia, a ideia de que a aprendizagem da Matematica é uma experiéncia social
de construcdo de significados, em que atividade, contexto e significado sdo inextricaveis
(Eisenhart, 1988). Por seu lado, os processos de aprendizagem sdo interpretados na IBD
de forma ampla, abrangendo uma dimens&o de conhecimento matematico, mas também
uma dimensdo pedagogica, que se foca na compreensao da evolucéo das praticas sociais
da sala de aula, numa articulagdo entre os diversos elementos da ecologia de
aprendizagem (Cobb et al., 2003). Consequentemente, a definicdo da conjetura neste
estudo surge alicercada nestas duas dimensdes, de conteldo e pedagogica, cada uma
reunindo principios que informaram a preparacao do design desta investigacdo (Cobb et
al., 2003; Herrington & Reeves, 2011).

Esses principios sdo, por um lado, especificos do conteudo matemaético, focando-
se na resposta a pergunta O qué?, isto é, o que deve ser ensinado e que os alunos devem
aprender e que se apresentam em cinco ideias chave: C1) desenvolver o sentido de
namero, na construgdo de relagbes e conceitos relativos aos nudmeros racionais; C2)

privilegiar inicialmente a percentagem, a que se segue 0 numeral decimal e
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posteriormente a fracdo, numa articulacdo entrecruzada entre estas representacoes; C3)
apoiar as estratégias de calculo na estrutura conceptual dos numeros inteiros; C4)
suportar a construgdo de modelos nas representacfes ativas, iconicas, simbolicas e na
linguagem oral e escrita, partindo dos conhecimentos intuitivos e informais dos alunos;
e Cb) privilegiar tarefas que envolvam os significados de medida e razdo, tendo em
vista 0 desenvolvimento de relagbes multiplicativas e de capacidades associadas ao
raciocinio proporcional. Os principios, por outro lado, remetem para uma dimensdo
pedagdgica, cuja preocupacdo € o Como?, que dizem respeito a forma como esse
conteddo pode ser trabalhado na sala de aula (Confrey & Lachance, 2000), que se
organizam em torno de cinco ideias-chave que destacam a importancia de: P1) escolher
contextos significativos e relacionados com as vivéncias dos alunos; P2) construir
tarefas tendo em vista a construcdo de modelos pelos alunos; P3) promover a realizacéo
das tarefas de acordo com uma abordagem exploratéria, valorizando as discussdes
coletivas; P4) promover a aprendizagem comparticipada, por meio da interacdo e da
negociacdo de significados e P5) privilegiar a compreensdo dos conceitos em

detrimento da mecanizacgéo de regras e procedimentos.

Tabela 1
Principios de design iniciais.

Principios de conteido matematico

Principios pedagdgicos

C1. Desenvolver o sentido de numero, na
construgdo de relacBes e conceitos relativos aos
ndimeros racionais.

P1. Escolher contextos significativos e
relacionados com as vivéncias dos alunos.

C2. Privilegiar inicialmente a percentagem, a que
se segue o numeral decimal e posteriormente a
fracdo, numa articulagdo entrecruzada entre estas
representagoes.

P2. Construir tarefas tendo em vista a
construcdo de modelos pelos alunos.

C3. Apoiar as estratégias de célculo na estrutura
conceptual dos nimeros inteiros.

P3. Promover a realizacdo de tarefas de
acordo com uma abordagem exploratéria,
valorizando as discussfes coletivas.

C4. Suportar a construcdo de modelos nas
representacdes ativas, iconicas, simbdlicas e na

P4. Promover a aprendizagem
comparticipada, por meio da interacdo e da

linguagem oral e escrita, partindo dos . PR

A S ; : negociacdo de significados.
conhecimentos intuitivos e informais dos alunos.
C5. Privilegiar tarefas que envolvam o0s

significados de medida e de razo, tendo em vista
o desenvolvimento de relagdes multiplicativas e
de capacidades associadas a um raciocinio

proporcional.

P5. Privilegiar a compreensdo dos conceitos
em detrimento da mecaniza¢do de regras e
procedimentos.

A conjetura e os principios apresentados (Tabela 1) explicitam a proposi¢do
teorica da IBD, local e situada neste estudo, evidenciando a sua relagdo com a pratica,

que foi operacionalizada através da construgcdo e realizacdo de uma experiéncia de
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ensino na sala de aula (Cobb et al., 2016; Gravemeijer & Cobb, 2006). E deste modo
que a construcdo tedrica da IBD acontece em estreita relacdo com o trabalho que se
desenvolve na pratica, assumindo um carécter de intervencédo e experimentacdo (Bakker
& Van Eerde, 2012). Como refere Simon (2000), a experiéncia de ensino € uma
“metodologia viva” que ¢ desenvolvida para a exploracdo e explicacdo da atividade
matematica dos alunos (p. 274). Trata-se de um instrumento conceptual usado para
compreender o progresso que os alunos fazem ao longo de um dado periodo de tempo,
que permite atender, simultaneamente, a aspetos praticos e tedricos (Simon, 2000). O
desenvolvimento de uma experiéncia de ensino na sala de aula permite desenvolver
constructos tedricos a partir da necessidade de dar sentido ao que |4 se passa, mantendo
os elementos da sua ecologia, mas também influenciando a construgéo do conhecimento
matematico dos alunos (Cobb, 2000; Simon, 2000).

A intervencao através de uma experiéncia de ensino na sala de aula

Uma experiéncia de ensino em IBD é pensada para dar resposta a caracteristicas
emergentes especificas de uma dada situacéo de aprendizagem (Design-Based Research
Collective, 2003). A experiéncia de ensino na sala de aula levada a cabo neste estudo,

como sugere, aconteceu no ambiente natural de aprendizagem, a sala de aula.

Participantes e situacdo de aprendizagem. A situacdo de aprendizagem em
estudo remete para a ecologia de aprendizagem da sala de aula de uma turma, numa
escola pablica de Lisboa, em que eu era professora. O facto ser professora da turma, de
estar imersa na situacdo de aprendizagem, de conhecer bem o percurso dos alunos e de
ter, com cada um, uma relacdo de confianca e afeto justificam a escolha da turma. Os
elementos desta turma, um total de 22 alunos e eu, como professora, séo os participantes
do estudo. Todos os alunos tinham portugués como lingua materna e dez beneficiavam
de apoio social escolar. Eram 12 rapazes e 10 raparigas, seis com necessidades
educativas especiais (decreto-lei n.° 3/2008), dois dos quais de caracter permanente. A
sala de aula possuia um quadro interativo multimédia (QIM) e acesso a internet sem
fios. Todos os alunos possuiam Magalhdes® e usavam-nos na sala de aula desde o 1.°

ano de escolaridade. A experiéncia de ensino decorreu na sala de aula desta turma

> Computador portatil pessoal distribuido aos alunos, até 2011, ao abrigo da Iniciativa Governamental “e-
Escolinha”.
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durante o terceiro periodo letivo do 3.° ano e o primeiro periodo do 4.° ano, tendo sido
consideradas neste estudo 20 aulas.

A preparagdo de uma experiéncia de ensino na sala de aula, numa IBD, tem
como ponto de partida as caracteristicas reais da situacdo de aprendizagem que se
pretende estudar (Cobb et al., 2003). Deste modo importa explicitar as caracteristicas da
turma envolvida neste estudo, antes do seu inicio, de modo a compreender o0s elementos
de base da sua ecologia de aprendizagem, em que se fundeou a construcdo da
experiéncia de ensino.

No que respeita ao contedo matematico, a turma acompanhou o Programa de
Matematica a data em vigor (ME, 2007), tendo a sua atividade sido desencadeada com o
proposito norteador de desenvolvimento das “capacidades de resolugdo de problemas,
de raciocinio e de comunicacdo matematicos e de as usar na construcdo, consolidacéo e
mobilizacdo dos conhecimentos matematicos” (p. 29). Especificamente no tema
NUmeros e Operacdes, o trabalho teve como ideia central o desenvolvimento nos alunos
de sentido de nimero. Uma primeira abordagem intuitiva aos niumeros racionais teve
lugar no 2.° ano, recorrendo sobretudo a situacGes de partilha equitativa, num
significado de quociente, mas também a situacbes de parte-todo, explorando-se a
representacdo em forma de fracdo. O numeral decimal e a percentagem ndo foram
representacdes trabalhadas antes do inicio do estudo. O aproveitamento da turma em
Matematica era bastante satisfatorio, embora houvesse situacbes de maior fragilidade,
devidamente documentadas no projeto curricular da turma. Os alunos em geral
revelavam confianca, gosto e predisposicdo para a aprendizagem da Matematica.

Relativamente a dimensdo pedagdgica, a atividade da turma apoiou-se no
modelo pedagdgico do Movimento da Escola Moderna, que assenta em trés subsistemas
integrados de organizagdo do trabalho de aprendizagem: os circuitos de comunicagéo,
como dispositivo cultural que promove as aprendizagens em interagdo comunicativa; as
estruturas de cooperacdo educativa, como mecanismo em que 0s alunos trabalham
juntos para alcangarem objetivos comuns; e a participagdo democratica direta, como
construcdo de cidadania, tomando parte na gestdo e avaliacdo do curriculo e na
construcdo de normas de vida da turma, acrescentando sentido social & comunicagéo e a
cooperacdo (Niza, 1998). Esta organizagéo do trabalho da turma permitia que todos os
alunos tivessem oportunidade de participar na pratica matematica da comunidade de
aprendizagem da sala de aula e que crescessem matematicamente (Cobb & Bowers,
1999). Através da diferenciacdo pedagoOgica, bem como da adequacdo do trabalho
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curricular as situacoes de diferenca vividas por alguns alunos, foi possivel construir uma
resposta adequada a diversidade de alunos, promovendo oportunidades de aprendizagem
efetiva para todos os alunos (Niza, 2004).

Em relacdo a atividade matematica da turma em Numeros e Operacgdes, esta acontecia
nos momentos de Matematica e Calculo mental, cuja dindmica tinha por base um
ensino-aprendizagem exploratério (Ponte, 2005). Nestes momentos, os alunos eram
introduzidos numa tarefa matematica, resolviam-na em pequenos grupos, ou
individualmente no caso das tarefas de calculo mental, seguindo-se a sua discussao e
sistematizacdo em coletivo. Nos momentos de Tempo de Estudo Auténomo os alunos
tinham ainda oportunidade de reforcar o trabalho realizado, nomeadamente em
NUmeros e Operagdes, guiados pelo seu Plano Individual de Trabalho, como
instrumento organizador do seu percurso individual e de compromisso social perante a
turma, elaborado a partir da avaliacdo semanal realizada em Conselho de Cooperacgédo
(Niza, 1998; Santana, 2007). Nestes momentos de estudo diério, os alunos
consolidavam conceitos e treinavam procedimentos, apoiados por colegas ou pela
professora, individualmente. A periodicidade destes momentos decorria em funcéo da

agenda semanal da turma estabelecida (Figura 1).

SEGUNDA-FEIRA TERGA-FEIRA QUARTA-FEIRA QUINTA-FEIRA SEXTA-FEIRA
9:00 TAREFAS/PLANG DO DIA TAREFAS/PLANO DO DIA TAREFAS/PLANG DO DIA TAREFAS/PLANG DO DIA
9:15 CONSELHO DECOOPERAGRD || _APRESENTACAO DEPRODUCOES (| APRESENTACKO DE PRODUCOES/ | APRESENTACAO DE PRODUCOES || APRESENTACAO DEPRODUCGES
Tarefas/Plano da dia CALCULO MENTAL CALCULO MENTAL CALCULO MENTAL CALCULO MENTAL
9:45
ATEMATICA ATEMA E
ESTUDO DO MEIO/ Lo WSDEAES MATEMATICA PORTUGUES
- . meros e Operagdes OTD Gramdatica /Crtografia
APRESENTACAO DE PRODUCOES
10:30 INTERVALO
11:00
i PORIUGUES TEMPO DE ESTUDO AUTGNOMO | TEMPO DE ESTUDO AUTONOMO
MATEMATICA T
e Trabalho de texto
12:00 TEMPO DE ESTUDO AUTGNOMO £
1 [ERILETS I ESTUDO DO MEIO/
Os Livros e a Leitura
12:30 ALMOCO
14:00
PORTUGUES ) . i Estupo no Meio/
- MATEMATICA PORTUGUES MATEMATICA
Produg&o Geometria/Medida Trabalho de fexto ety
Escrita/Cormrespondéncia T B - S
15:00 CONSELHO DE COOPERACAO
TEMPO DE ESTUDO AUTONOMO | TEMPO DE ESTUDO AUTGNOMO EXPRESSOES ESTUDO DO MEIO/
15:45 || TARerAs/AVALACAC DO DIA TAREFAS/ AVALACAO DO DIA TAREFAS/AVALIACAO DO DIA TAREFAS/AVALIACAD DO DIA TAREFAS/ AVAUACAO DO DIA
16:00 LANCHE / ATIVIDADES DE ENRIGUECIMENTO CURRICULAR

Figura 1. Agenda semanal da turma envolvida neste estudo.

Numa experiéncia de ensino, o termo ensino remete para um objeto de estudo
que é um conteudo curricular, como refere Kelly (2004). Nesta investigacao, em que se
pretende compreender o contributo que a percentagem pode dar na aprendizagem dos
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nimeros racionais, numa etapa inicial da escolaridade, importava perceber como se
relacionavam os alunos com a percentagem, tendo por base a sua experiéncia
quotidiana, de modo a poder antecipar uma trajetéria de aprendizagem tdo natural e
préxima da turma em estudo quanto possivel (Simon, 1995). O estudo de diagnostico
realizado na turma, nesta etapa de preparacdo da experiéncia de ensino, permitiu
perceber que os alunos possuiam uma intuicdo relativa & nocdo de percentagem,
parecendo apoiada pelas suas vivéncias fora da escola. Trata-se de um conhecimento
informal que tem por base o conhecimento dos nimeros inteiros de 0 a 100, aliado a
uma percecdo proporcional intuitiva. Este conhecimento permitiu que os alunos
interpretassem a percentagem, sobretudo quando foram utilizadas representacdes visuais
familiares, associadas a utilizacdo do computador e dos telemdveis no seu dia-a-dia
(Artigo 1V).

Trajetéria de aprendizagem antecipada. Caracterizada a situacdo de
aprendizagem, foi tracada uma trajetéria hipotética de aprendizagem (Simon, 1995),
com enfoque no contedldo matematico em estudo. Esta trajetdria foi suportada pela
dindmica pedagdgica que os elementos da ecologia de aprendizagem, especificos da sala
de aula em estudo, ofereciam, tendo como referéncia a teoria local em construcdo
anteriormente apresentada (Gravemeijer & Van Earde, 2009). Trata-se de uma trajetoria
que antecipava os contetidos e processos de aprendizagem, relativos a aprendizagem dos
nameros racionais, que os alunos da turma podiam vir a construir quando envolvidos
numa sequéncia de tarefas pensada para ser realizada na sala de aula com esse fim
(Gravemeijer & Van Earde, 2009). Dado que cada aluno responde de forma diferente
em cada momento, decidiu-se neste estudo optar por antecipar a aprendizagem
matematica dos alunos da turma enquanto comunidade de aprendizagem de Matematica,
isto é, como um todo coletivo (Cobb, 1998).

A trajetdria de aprendizagem antecipada foi inspirada no curriculo experimental
de Moss e Case (1999) que se organiza em trés etapas. Comeca por privilegiar a
percentagem “como representacdo inicial dos nlimeros racionais” (Moss, 2005, p. 334)
num significado de medida. Seguidamente, é introduzida a representacdo decimal,
fazendo-a decorrer da percentagem. E, por ultimo, é trabalhada a fragcdo na sua relagdo
com a percentagem e o numeral decimal. A trajetoria de aprendizagem antecipada neste
estudo, esquematizada na Figura 2, foi estruturada considerando estas trés etapas. No

entanto, foi construida uma sequéncia de niveis de acrescida inter-relacdo de conceitos,
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de acordo com o quadro conceptual apresentado na seccdo 2 deste kappa e indo ao

encontro da ideia de niveis subjacente a perspetiva da EMR (Prediger & Péhler, 2015).

* dar sentido a nogdo de completude da percentagem;

* conhecimento intuitivo de proporgdes e conhecimento dos nimeros inteiros de 1
a 100 na construgéo da nogdo de percentagem;

* representagdes familiares /construgio de modelos num significado de medida

* composigdo/decomposicio; metades/dobros; metades sucessivas;

Compreensdo da particdo/agrupamento; estratégia dos 10%;

percentagem

* dar sentido aos numerais decimais, na relagdo com a percentagem, com
arredondamento as centésimas

* representagties em situagBes contextualizadas e uso de modelos
* numerais decimais, com arredondamento &s décimas
Compreensdo * grandeza, equivaléncia e ordenagdo

da representagdo
decimal

* dar sentido as fragdes decimais, na relagdo com a representagéo decimal e com a
percentagem
* fragbes de / fragtes
Compreensio da * grandeza, comparagéo, equivaléncia e ordenagdo.
fragdo em * movimentagdo entre percentagem, decimal e frag8o de acordo com a situagdo
inter-relagdo com
percentagem e
decimal

Figura 2. Trajetoria hipotética de aprendizagem do contedo matematico em estudo.

Importa, no entanto, explicitar que ndo se tratou de uma sequéncia linear, nem
estanque, apenas se apresenta assim estruturada por uma questdo de simplificacdo da
sua leitura. A primeira etapa apontava para um trabalho em torno da compreensao da
percentagem, centrado na exploracdo do sentido de completude, num significado de
medida. O conhecimento intuitivo de propor¢édo dos alunos seria mobilizado, bem como
0s conhecimentos que ja possuiam dos ndmeros inteiros, sobretudo na exploracdo da
escala de 1 a 100. Apelava ainda a necessidade de construcdo de modelos, de forma
natural, a partir do uso de diversas representagfes familiares, com uma forte
componente visual, ativas e iconicas. Seguia-se depois um trabalho mais quantitativo,
envolvendo a mobilizacdo de referéncia de percentagem. A segunda etapa, numa
perspetiva de continuidade, partia do conhecimento de percentagem para introduzir a
representacdo decimal, com arredondamento as centésimas, como forma de representar
a percentagem da distancia entre dois numeros inteiros, em contextos de medicdo de
distancias e alturas, mobilizando a reta numérica dupla. O arredondamento as décimas
surgia de seguida, como forma de agrupamento, focando a compreensao das relacGes da
estrutura do sistema de numeracdo decimal. A terceira etapa, estreitamente ligada a

anterior, remetia para a compreensao da fracdo decimal, em articulagcdo com o numeral
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decimal e apelando a relacGes de equivaléncia em contextos reais e familiares aos
alunos. A compreensdo da fragéo decorreria da sua relagdo com a representacao decimal
e a percentagem, sendo mobilizadas diferentes representacdes, procurando a construgéo
de estratégias de resolucdo de problemas que permitissem uma tomada de decisdo
consciente na escolha da representacdo mais adequada.

Esta trajetoria de aprendizagem, que se antecipou alicercada na conjetura e nos
principios de design delineados, operacionalizou-se numa sequéncia de tarefas, que,
embora pensada a partida nas suas linhas gerais, foi sendo efetivamente construida ao
longo da conducdo da experiéncia de ensino, a partir da realidade dos alunos,
considerando a cultura da sala de aula em estudo (Cobb, 2000). A analise preliminar
realizada no fim de cada aula, & medida que as tarefas iam sendo realizadas e se ia
analisando a participacdo e a aprendizagem que efetivamente se observava, originou,
por vezes, alteracbes no que houvera sido antecipado para as sessdes seguintes (Bakker
& Van Eerde, 2012).

O carécter ciclico de intervencao e revisao do design

Numa IBD, o processo de conduzir uma experiéncia de ensino é ciclico,
envolvendo um processo iterativo de antecipacdo, intervencao e revisdo (Gravemeijer,
1994; Prediger, Gravemeijer, & Confrey, 2015). Gravemeijer (1994) destaca que “o
que é inventado atrds da secretaria € colocado imediatamente em prética e 0 que
acontece na sala de aula ¢ consequentemente analisado” (p. 449), sendo os resultados
desta analise usados no processo de revisao tedrica, traduzindo-se numa reconstrucédo da
teoria em acéo (Gravemeijer, 1994).

Este caracter ciclico pode ser considerado a varios niveis. A IBD que se
desenvolve neste estudo tem na sua base o microciclo, em que a analise do que acontece
na sala de aula numa tarefa ou conjunto de tarefas, em fungdo do que foi antecipado,
informa o planeamento das tarefas seguintes a desenvolver na sala de aula, com a
mesma turma, na mesma experiéncia de ensino (Cobb, 2000; Cobb et al., 2016). Em
concreto, a conducdo da experiéncia de ensino foi estruturada em trés microciclos,
apoiados, respetivamente, nas trés etapas da trajetdria de aprendizagem descritos. O
primeiro microciclo remeteu para a compreensdo da percentagem, o segundo retomou o
trabalho do primeiro, conduzindo no sentido da compreensdo da representacéo decimal

e o terceiro procurou a compreensdo da fracdo, suportada pela percentagem e na
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representacdo em numeral decimal. Cada um destes microciclos, norteado pelas grandes
ideias subjacentes a cada etapa, envolveu trés fases: (i) preparacdo, que envolveu a
construcdo e/ou ajustamento de tarefas, antecipando situacGes que pudessem ocorrer;
(if) conducdo na sala de aula; e, posteriormente, (iii) analise, que permitiu cruzar o que
tinha sido planificado com o que se observou, no que respeita ao processo de
participagdo e aprendizagem dos alunos, conduzindo & revisdo de aspetos especificos do
design (Gravemeijer & Cobb, 2006). Estas fases traduzem uma sequéncia iterativa que
permitiu testar, aperfeicoar e compreender os fendmenos em estudo.

Os trés microciclos integram um Unico ciclo neste estudo (Figura 3), o que
traduz a natureza ciclica da metodologia a um nivel mais abrangente (Gravemeijer &
Cobb, 2006), envolvendo o planeamento do design, onde se inclui também a preparacédo
da experiéncia de ensino, a conducdo da experiéncia de ensino e a andlise retrospetiva

de todos os dados gerados no seu decurso (Cobb, 2000; Prediger et al., 2015).

Teoria Local

planeamento

Anélise @ condugio
Planeamento Condugdo da experiéncia de ensino retrospetiva . anélise retrospetiva

Figura 3. Ciclo de intervencdo e revisdo do design deste estudo.

Este caracter ciclico, conjuntamente com a andlise retrospetiva, permitiu situar a
aprendizagem, e a ecologia da sala de aula que a suporta, num contexto tedrico mais
abrangente, que se traduz num refinamento da teoria local, que se constroi
empiricamente fundamentada (Cobb, 2000; Gravemeijer & Cobb, 2006).

Processos de recolha e de anélise dos dados. Ao longo da preparacdo e
conducdo da experiéncia de ensino, documentaram-se 0s processos de aprendizagem
que aconteciam na turma, bem como os elementos da ecologia de aprendizagem da sala
de aula em estudo, recorrendo a dados qualitativos, que foram recolhidos através de
maultiplos processos. A escolha dos processos de recolha de dados foi pensada de modo
a permitir abordar as questfes teoricas na sua relacdo com a situacdo de aprendizagem

em estudo (Cobb et al., 2016). Sendo a prépria situacdo de aprendizagem a fonte dos
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dados, os dados recolhidos através de situacdo de teste, individual e descontextualizada,
ndo pareceram promissores como base para a analise que se pretendia realizar (Greeno,
1997). Deste modo, dada a natureza desta IBD, a recolha de dados envolveu a gravagédo
audio e video das aulas, nos momentos de discussdo coletiva das tarefas, o que permitiu
revisitar esses momentos e realizar a analise a partir das transcri¢cdes. Envolveu também
a recolha documental, que incluiu as produgdes dos alunos, individuais e de turma, e o
projeto curricular da turma, documento de gestdo curricular que documentava as
especificidades da turma, bem como o percurso de cada aluno. A recolha de dados
decorreu ainda da observacdo participante e do diario de bordo, onde como
investigadora, fui registando, diariamente, elementos de caracter descritivo e reflexivo.
Esta variedade de processos de recolha de dados permitiu a triangulagdo dos dados,
assegurando uma descricdo o mais fiel e completa possivel dos momentos em analise,
acautelando uma possivel implicacdo excessiva minha, enquanto investigadora e
professora da turma (Confrey & Lachance, 2000).

A analise dos dados neste estudo, enquadrada numa perspetiva sociocultural da
aprendizagem, e situada na sala de aula em estudo, € de natureza qualitativa e tem como
unidade de andlise a turma, isto €, a atividade dos alunos, mediada pela atividade da
professora, em torno das tarefas propostas, com o0s recursos a disposicao, reconhecendo
os elementos da ecologia de aprendizagem da sala de aula da turma como parte
integrante dessa unidade (Rogoff, 1995; Saxe, 2002). Deste modo, a unidade de anélise
assume uma natureza coletiva, mesmo quando a analise recai sobre a acdo de um aluno,
dado que esta se encontra inerentemente imersa na situacdo cultural e social da sala de
aula em que acontece (Wertsch, 1994).

Ao longo da experiéncia de ensino foram feitos ajustamentos na estrutura de
participacdo na sala de aula e nas tarefas propostas, considerando a observagdo da
atividade individual dos alunos, de modo a atender as diferencas entre o que alguns
alunos conseguiram efetivamente fazer e as praticas de sala de aula que iam sendo
construidas na turma. Estes ajustamentos ndo resultavam da interpretacdo das
caracteristicas cognitivas individuais, mas sim das caracteristicas da sua forma de
participacdo na construcdo das praticas matematicas da turma (Cobb & Bowers, 1999;
Greeno, 1997). A interpretacdo da atividade dos alunos nesta perspetiva, como
explicitado no quadro conceptual que suporta este estudo, prospetiva as dificuldades e
sucessos na turma ndo em funcdo das caracteristicas dos alunos individualmente nem

das tarefas desenvolvidas, mas sim na relacdo entre o que alunos, mediados pela a¢éo da
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professora, coconstruiram no decurso da interacdo que estabeleceram em torno das
praticas matematicas, tendo por base o0s elementos da ecologia de aprendizagem da sala
de aula. Aliés, esta perspetiva da aprendizagem, encerrando em si uma forte dimenséo
ética de compromisso com todos os alunos da turma, direcionou a analise neste estudo.
Assim, a conducdo desta analise acontece ndo no sentido de identificar
conhecimentos ou capacidades adquiridos individualmente, mas sim de os considerar
em termos de participacdo na construcdo de praticas matematicas, social e culturalmente
situadas, em que esses conhecimentos e capacidades ganham significado (Cobb &
Bowers, 1999; Greeno, 1997; Rogoff, 1995). Para além disso, embora a conducdo desta
experiéncia de ensino permitisse estudar a perspetiva do professor, na forma como
apoiava a aprendizagem matematica dos alunos, a medida que interagia com eles, como
refere Cobb (2000), neste estudo, optou-se por focar a atencdo na interacdo na turma,
sem analisar em particular o papel do professor. Esta decisdo aconteceu, por um lado,
pela necessidade de se focar o estudo, de modo a poder aprofundar a compreensé@o dos
fendmenos, e, por outro, pelo facto de, como professora da turma, ser também a

investigadora, um constrangimento que foi assumido desde o inicio do estudo.

A analise dos dados. A analise neste estudo, qualitativa e de cunho descritivo,
decorreu de forma continua ao longo de todo o processo investigativo ((Bogdan &
Biklen, 1994). Primeiro, foi realizada uma analise preliminar, durante a conducgédo da
experiéncia de ensino (Confrey & Lachance, 2000) e, depois, uma analise retrospetiva
apos a conducdo da experiéncia de ensino (Cobb et al., 2016). Esta analise foi apoiada
pelo software NVivo, que facilitou 0 manuseamento dos dados e o levantamento de
categorias, tendo permitido desenvolver um processo de analise mais sistematico.

A analise preliminar aconteceu depois da realizagdo de cada tarefa e no fim de
cada microciclo, o que permitiu tomar decisdes sobre as etapas seguintes da experiéncia
de ensino em curso. Foi um processo que atendeu ao que se observou durante a
participacdo da turma na resolucdo e discussdo coletiva de cada tarefa ou conjunto de
tarefas, projetando os resultados dessa analise nas tarefas pensadas para a etapa
seguinte. Implicou adaptacfes ao nivel das tarefas, nomeadamente a introducdo de
novas tarefas, como na situacdo de sistematizar 10% como estratégia de célculo,
adaptacdes ao nivel das representagdes privilegiadas, como o0 uso de uma grelha de
escrita de numeros, na representacdo decimal, para apoiar a identificacdo do nome da

ordem associada a cada valor de posic¢ao, usando o MAB (Multibase Arithmetic Blocks),
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e a adaptacdes na dinamica de trabalho na sala de aula, como o agendamento de tempos
especificos, no Tempo de Estudo Auténomo, para o apoio individualizado a alunos num
dado aspeto trabalhado.

A andlise retrospetiva envolveu um novo olhar sobre todos os dados, procurando
construir uma narrativa coerente e situada dos acontecimentos relativos a cada tarefa,
relacionando os trés microciclos de design. Pretendia-se que evidenciasse a
aprendizagem dos alunos e 0s meios que a apoiaram e organizaram, produzindo
refinamentos da conjetura, no sentido da revisdao emergente da teoria de aprendizagem
local (Gravemeijer & Van Earde, 2009; Shavelson, Phillips, Towne, & Feuer, 2003).
Tratou-se de uma interpretacdo contextualizada dos dados, que envolveu revisitar todo o
conjunto de dados e destacar os dados considerados significativos para a compreensédo
do fendbmeno em estudo, permitindo chegar a uma sequéncia otimizada de tarefas em
relacdo ao que fora antecipado (Gravemeijer & Cobb, 2006). Este processo de analise
retrospetiva foi assistido pela discussdo com os orientadores deste estudo, com outros
investigadores nos seminarios de doutoramento no Instituto de Educacdo e por outros
investigadores em encontros de Educacdo Matematica, nacionais e internacionais, 0 que
conduziu a uma explicitacdo e enriquecimento dos processos de analise (Cobb &
Gravemeijer, 2008) e a publicacdo, entre outros, dos quatro artigos cientificos que
integram este trabalho.

Neste processo de analise retrospetiva foi usada a inducdo analitica como
estratégia de analise de conteldo de modo a permitir a identificacdo de categorias a
partir dos dados (Goetz & LeCompte, 1984). Numa primeira etapa, os diferentes tipos
de dados referentes a cada tarefa foram organizados, tendo como pano de fundo a
conjetura que norteia o estudo. Depois, o conjunto de dados foi percorrido tendo em
vista encontrar unidades de sentido, intuitivas e informais, para 0s acontecimentos e de
as relacionar entre si, através da estratégia de comparacdo sistematica (Goetz &
LeCompte, 1984). Esta estratégia permitiu que todos os elementos da ecologia de
aprendizagem da sala de aula do conjunto de dados associado a uma dada tarefa, fossem
sendo comparados com os do conjunto de dados referente a tarefas anteriores, o que
possibilitou a descoberta de novas relacbes e a emersdo de novas categorias.
Posteriormente, recorreu-se a estratégia de analise tipoldgica (Goetz & LeCompte,
1984). Nesta etapa, foi necessario voltar a olhar todo o conjunto de dados e dividi-lo em
categorias, desta vez baseadas em tipologias predeterminadas geradas a partir do quadro
conceptual. Esta estratégia procurou identificar evidéncias da aprendizagem dos alunos,
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destacando padrbes e relacOes, atribuindo-lhes um significado ancorado no quadro
conceptual que suporta este estudo. O sistema de codificacdo resultante da conjugacéo
destas duas dimensdes da analise retrospetiva teve por base um processo de redefinicéo
e manipulacdo de categorias. O cruzamento destas estratégias de analise de dados
permitiu o refinamento dos dados e a sua reducao, tendo em vista o objetivo de cada um
dos artigos produzidos.

O quadro de analise a que se chegou envolve dois niveis de analise (Cobb et al.,
2003) atendendo a dimensdo de conteudo matematico e a dimensdo pedagogica da
conjetura, que embora sejam inextrincaveis do ponto de vista da aprendizagem, foram
analisados de forma distinta, por uma questdo de simplificagdo da prdpria analise. Em
relacdo a dimensdo do contetdo matematico, com enfoque numa compreensdao dos
nimeros racionais alicercada na percentagem, a analise procurou evidéncias de
construcdo de um conhecimento conceptual de nimero racional, numa perspetiva de
sentido de numero, remetendo para categorias que envolviam conceitos e relagdes
numeéricas mobilizados e estratégias de manipulagdo dos nimeros construidas (Artigos |
a IV). Uma andlise mais focada na percentagem teve por base categorias que descrevem
evidéncias de construcdo de um conhecimento conceptual especifico desta
representacdo (Artigo Il). Relativamente ao dominio pedagdgico, a anélise requereu
considerar a atividade da comunidade de aprendizagem, analisando a forma como o0s
alunos se envolviam na participacdo com o0s outros, a medida que juntos constituiram e
foram constituidos pela atividade sociocultural especifica da sala de aula em
Matematica. Focou-se a analise para a interpretacdo das acfes dialdgicas na turma, na
construcdo de praticas matematicas, com vista a identificagdo das normas sociais e
sociomatematicas que regulavam a interacdo nesses momentos (Artigo I11). Este quadro
de analise procurou encontrar evidéncias que documentassem a gramatica
argumentativa deste estudo (Cobb et al., 2016), ou seja, assegurando a compreensdo dos
processos de aprendizagem e 0S meios gque 0s suportam na sua relacdo com as decisoes
tomadas e as caracteristicas de design desta IBD, interpretando a transformacdo na
participacdo dos alunos, como reorganizacdo emergente de conhecimento anterior e
identificando os principios de design que apoiaram 0s processos de aprendizagem na

sua relacdo com a ecologia da sala de aula em estudo.
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Responsabilidade ética

Qualquer investigagdo exige um comprometimento, por parte do investigador,
para agir, permanentemente, de forma ética. Num estudo desta natureza, em que a
investigadora é também professora da turma, as inquietacdes relativas aos aspetos éticos
ganharam especial relevancia, pois o nivel de envolvimento com os participantes era
elevado e havia conhecimento prévio da situacdo que acarretava implicacOes
inequivocas (Mercer, 2007). Para além disso, quando se conduz uma investigacdo que
acontece no local onde se trabalha e em que o investigador assume diferentes papéis,
alguns dos dilemas que surgem podem ndo ser detetados, desde logo, numa primeira
reflexdo sobre as questdes éticas (Floyd & Arthur, 2012).

Nesta perspetiva, houve necessidade de garantir um comprometimento ético
perante a investigacdo a dois niveis. Por um lado, uma preocupacdo em assegurar 0
respeito pelos principios e normas dos cddigos de ética da comunidade, nacional e
internacional, de investigadores em educagdo (AERA, 2011; BERA, 2011; IE — Lisboa,
2016; SPCE, 2014). E, por outro, uma atencdo para questdes de sensibilidade intuitiva,
gue nem sempre se resolvem pela aplicacdo de um cddigo, e que implicam um
comprometimento ético interno por parte do investigador, sobretudo numa situacédo
como a que se viveu neste estudo, em que me encontra emocionalmente ligada aos
participantes (Floyd & Arthur, 2012). O desafio de antecipar estas questdes aconteceu
de forma consciente, desde o inicio da fase de planeamento da investigacdo, e
acompanhou todo o processo investigativo. Nesta reflexdo foram envolvidos quer
elementos da comunidade profissional (alunos, pais e encarregados de educacao,
colegas, coordenador da escola, diretor do agrupamento), quer da comunidade de
investigacdo (orientadores, colegas de doutoramento, participantes em encontros da
especialidade). E foi desta forma comparticipada que aconteceu a explicitacdo das
inquietacdes, tendo sido possivel encontrar a resposta adequada para os dilemas que
foram surgindo associados ao facto de ser professora da turma e ser parte da situacdo de
aprendizagem em estudo, como a dificuldade em me distanciar dos acontecimentos ou
em contaminar a interpretacdo dos dados com informacgdo prévia (Floyd & Arthur,
2012; Mercer, 2007). No entanto, importa ter presente que nesta investigacao existe um
grau de subjetividade critica, que se assume a partida, associado as decisdes que sdo

tomadas em cada momento do trabalho.
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Uma das ideias-chave, transversal a todos os documentos de regulacéo
deontoldgica da acdo do investigador, é o exigir que 0s participantes sejam tratados de
forma justa, com sensibilidade, dignidade e respeito, pois, s6 assim, se considera
possivel manter a integridade da investigacdo, da comunidade de investigacdo e de
todos aqueles com quem o investigador se relaciona (AERA, 2011; BERA, 2011; IE-
ULisboa, 2016; SPCE, 2014). Neste estudo, esta foi uma das principais inquietagdes.

O duplo papel de professora e investigadora, que me propus assumir, acarretava
uma preocupacdo acrescida com situacGes potencialmente geradoras de conflito de
interesses e de influéncia indevida (AERA, 2011; IE-ULisboa, 2016; SPCE, 2014). Era
inequivoco que a honestidade, transparéncia e equidade, que pautavam a relagcdo que
construira com os alunos e as familias, seriam norteadoras do meu trabalho como
investigadora, quer ao longo de toda a investigacdo, quer quando O processo
investigativo estivesse concluido. Essa informacdo foi transmitida aos pais e
encarregados de educacdo numa reunido que decorreu no 1.° periodo do 3.° ano de
escolaridade, em que todos os alunos da turma estavam representados. Nesta reuniéo foi
explicado como se iria processar a recolha de dados, em termos de instrumentos,
nomeadamente através de gravacdes audio e video, duracdo e envolvimento dos alunos.
Foram ainda dados a conhecer os possiveis beneficios e constrangimentos da
investigacdo, bem como as implicagdes do duplo papel de professora e investigadora
que iria assumir. Os pais e encarregados de educacdo foram ainda informados que todos
os alunos da turma tinham sido convidados a participar no estudo, contudo, ficou claro
que esta participacdo era voluntaria, garantindo-se fazer sempre prevalecer as
necessidades dos alunos sobre qualquer aspeto do processo investigativo. Por
conseguinte, ficou salvaguardado que o consentimento era dado sem coercéo,
acrescentando-se que ndo haveria qualquer desvantagem para os alunos que ndo fossem
participantes nesta investigagdo (IE-ULisboa, 2016; SPCE, 2014). Caso 0s pais e
encarregados de educacdo o entendessem, poderiam ndo autorizar a participagdo ou
desistir a meio do processo investigativo, com a garantia de que, enquanto professora da
turma, em momento algum, seria posta em causa a oportunidade de participar na
construcdo de praticas matematicas da comunidade de aprendizagem da sala de aula.
Obteve-se assim o consentimento, oral e escrito, de participagdo de todos os alunos
nesta investigacdo, de forma informada, livre e consciente (AERA, 2011; Cohen,
Manion, & Morrison, 2007; IE-UL, 2016). N&o obstante, esta situagdo constituiu-se

como eticamente sensivel, pois foi necessario garantir que a preocupagao, enquanto
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professora da turma, de ter sempre todos os alunos “em jogo” ndo pervertia a obtengao
deste consentimento.

Ainda de modo a assegurar a protecdo dos alunos, das familias e da comunidade
escolar, a garantia da confidencialidade e da privacidade foi também apresentada (IE-
ULisboa, 2016; SPCE, 2014). Os pais e encarregados de educacdo foram informados
acerca do modo como a disseminagdo dos resultados da investigagdo estava prevista,
pelo que, o acesso a informacdo relativa & investigacéo ficaria disponivel & comunidade
de investigadores, bem como a todos os interessados. Alertei ainda para o facto desta
situacdo levantar um constrangimento, que se prende com o anonimato institucional.
Embora a escola ndo fosse identificada nos diversos instrumentos de divulgacdo da
investigacdo, tal como acontece neste documento, ndo se conseguiria garantir que nao
fosse, eventualmente, possivel chegar a sua identificacdo. Esta fragilidade foi partilhada
com os pais e encarregados de educacdo, tendo sido assumido o compromisso de
assegurar a protecdo da informacdo confidencial, nomeadamente, garantindo o
anonimato dos alunos e a discricdo relativamente a caracteristicas do seu foro pessoal
(IE-ULisboa, 2016; SPCE, 2014). Para salvaguardar ainda questGes referentes a
protecdo dos participantes e recolha dos dados, a proposta de investigacdo foi apreciada
pelos drgdos da direcdo do agrupamento, bem como pela coordenacdo da escola, tendo
sido expressa autorizagéo escrita para que pudesse ser realizada.
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4 Artigos

Os artigos nesta IBD

Para obter uma visdo geral deste estudo e perceber de que modo os quatro
artigos o integram, recorro a uma representacdo esquematica apoiada numa seccao

transversal da concha do nautilo (Figura 4).

ARTIGO |

a num processo

-

ARTIGO IV

Uma trajetoria §ja apre
ra Ivn

percentagem

dos

participada

Figura 4. Visao geral do estudo na sua relacdo com os artigos.

No esquema da Figura 4, na linha curva que forma a espiral, para além de
apresentar voltas que se afastam do centro de forma progressiva e regular, cada volta da
espiral tem ligagbes a anterior. Este esquema relune, como metéafora, duas ideias
subjacentes a experiéncia de ensino realizada neste processo investigativo: a progressao
na complexidade e o retomar conhecimentos anteriores na construgdo de novas
aprendizagens. Estas ideias surgem inspiradas na nogdo de curriculo em espiral de
Bruner (1960), que assenta em trés pressupostos: 1) o facto dos alunos, ao longo da sua
escolaridade, revisitarem um mesmo topico varias vezes; 2) de cada vez que um topico

é revisitado, a complexidade com que é abordado aumenta e 3) a construcdo das novas
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aprendizagens relaciona-se com conhecimentos anteriores, que as contextualizam e
suportam. E considerando esta nogdo de curriculo em espiral que, neste estudo, cada
conceito e processo matematico é abordado e retomado tendo em vista o reforgo da sua
aprendizagem, através do estabelecimento de relagdes, progredindo de ideias mais
simples para as mais complexas, retomando as mais simples sempre que necessario. Os
alunos sdo encorajados a apelar a conhecimentos anteriores, que ja possuem, e a um
pensamento intuitivo, para avangarem juntos na construcao de novos conhecimentos.

Em simultaneo com a realizacdo da experiéncia de ensino, tal como previsto
numa IDB, foram sendo realizadas “interpreta¢des continuas da atividade matematica
dos alunos e do ambiente de aprendizagem da sala de aula” (Cobb et al., 2016, p. 484),
de modo a encontrar explicagdes para os fendmenos em estudo. Estas interpretacfes
foram retomadas posteriormente no processo de analise retrospetiva do estudo,
associado a ultima etapa desta investigacdo. Esquematicamente, a andlise retrospetiva
pode ser interpretada como uma espiral coincidente com a realizacdo da experiéncia de
ensino e da qual emergem os quatro artigos, de modo sequenciado. O Artigo |, ao focar-
se na compreensdo do papel que a modelacdo emergente assume, apoiada em multiplas
representacdes, conduziu a necessidade de aprofundar a compreensdo da construcdo da
natureza relacional da percentagem. Deste modo, o Artigo Il vai centrar-se na
compreensdo que os alunos constroem da natureza relacional da percentagem, bem
como no modo como a percentagem pode contribuir para uma aprendizagem dos
nameros racionais. O processo de compreensdo de percentagem surge como uma
construcdo cultural e social, cujo estudo € aprofundado no Artigo Ill, que se foca na
compreensdo do modo como as hormas sociais e sociomatematicas da cultura da sala de
aula contribuem para uma aprendizagem comparticipada da percentagem, em particular
da nocéo de 10%, como numero de referéncia. Por fim, o Artigo IV discute a trajetoria
de aprendizagem comparticipada dos numeros racionais, com um foco inicial na
percentagem que faz emergir o numeral decimal e posteriormente a fracdo, e que
envolve trabalhar estas representagcdes de forma inter-relacionada.

Cada um dos artigos, que se descreve, seguidamente, de forma sumaéria foi
construido ao longo do processo de analise retrospetiva, focando, em particular, uma
dimensdo dos fendmenos em estudo de acordo com as questdes de investigacdo. Todos
o0s artigos incidem a sua discussdo sobre os trés microciclos da experiéncia de ensino,
com excecgédo do Artigo I, que tendo sido realizado numa fase inicial, remete apenas para

0s dois primeiros microciclos.
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Artigo I.  Aprendizagem dos ndmeros racionais com compreensao

envolvendo um processo de modelacdo emergente

Autores: Helena Gil Guerreiro e Maria de Lurdes Serrazina
Publicado em: Bolema, 31(57), 2017

O propdsito deste primeiro artigo é discutir 0 processo de representacdo e
construcdo de modelos dos nimeros racionais, com compreensao, numa etapa inicial da
aprendizagem, em que é privilegiado um trabalho com a percentagem, num significado
de medida. O objetivo é compreender o papel que as representacdes assumem a medida
que sdo usadas e transformadas como modelos de situagdes contextualizadas, por alunos
do 1.° CEB, e véo evoluindo para modelos de raciocinio. A aprendizagem dos nimeros
racionais com compreensdao € o foco do quadro tedrico deste artigo. Em concreto,
articula a compreensdo conceptual dos ndmeros racionais, nas suas multiplas
interpretaces, com o desenvolvimento de sentido de numero. Neste processo, a
percentagem, como conceito com diversas interpretacfes sociais, ganha especial
relevancia como representacdo dos numeros racionais, muito em particular por ter
associadas representacGes familiares com potencial para se desenvolverem como
modelos na resolucdo de um problema. A construcdo de modelos, a partir de
representacdes, ativas, iconicas ou simbdlicas, bem como a linguagem oral e escrita,
acontece em situacdes situadas na turma e contextualizadas. Progressivamente, 0s
modelos evoluem e fazem evoluir o conhecimento e 0s processos de raciocinio dos
alunos, num processo de modelacdo emergente, através de uma aprendizagem
comparticipada, em torno do estabelecimento de relagdes, que acontece pela
participacdo na interacdo na sala de aula. A analise de dados remete o olhar para as
representagdes que os alunos mobilizam na construgdo de modelos, interpretando as
estratégias que suportam o seu raciocinio, bem como os significados do numero e
relagbes numeéricas que estabelecem. A discussdo dos resultados evidencia que o uso de
representacdes associadas & percentagem, como uma bateria de telemével, um recipiente
do dia-a-dia, uma barra de estado ou uma tabela de raz&o constituem-se como modelos a
medida que os alunos os usam e reconstroem na resolucdo de problemas. A opgéo por
contextos realistas, permite mobilizar um pensamento intuitivo natural resultante do
trabalho com os ndmeros inteiros, encorajando um pensamento relacional, apoiado em

modelos, que envolve a construgdo do raciocinio multiplicativo. Trata-se de um
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processo de modelacdo emergente, apoiado na interacao social e dialogica, que fortalece
a interpretacdo de relacGes e conduz a uma aprendizagem comparticipada dos nimeros
racionais, a partir da percentagem, numa perspetiva de desenvolvimento de sentido de

ndamero.

Artigo Il. A percentagem na aprendizagem com compreensdo dos numeros

racionais

Autores: Helena Gil Guerreiro, Lurdes Serrazina e Jodo Pedro da Ponte
Publicado em: Zetetiké, 26(2), 2018

O proposito deste segundo artigo é a caracterizagdo do conhecimento conceptual
de percentagem e a discussdo em torno das potencialidades que esse conhecimento pode
trazer para a aprendizagem dos numeros racionais. Este artigo tem como objetivo
perceber que compreensdo constroem os alunos da natureza relacional da percentagem
numa etapa inicial da aprendizagem dos nimeros racionais e de que modo a nogdo de
percentagem pode contribuir para essa aprendizagem. O artigo desenvolve-se
convocando um quadro tedrico que traz a discussdao a percentagem, enquanto
representacdo dos numeros racionais, a privilegiar numa primeira etapa da
aprendizagem destes nimeros. A opcdo tomada por uma perspetiva sociocultural da
aprendizagem, como constru¢cdo na participagdo em interacdo social, determina o
caminho que é tracado no enquadramento deste artigo, no sentido de uma aprendizagem
com compreensdo dos ndmeros racionais. Esse caminho é apresentado seguindo uma
teoria integrada do desenvolvimento numérico, que define a aprendizagem dos nimeros
racionais como um processo de alargamento do conceito de numero, através da
percentagem. Como linguagem de proporcdo privilegiada, a construcdo do
conhecimento conceptual de percentagem é apresentada tendo por base a compreensdo
da sua natureza relacional. Esta ideia implica compreender as relacbes e comparacdes
implicitas que a percentagem tem subjacentes, partindo da intuicdo dos alunos sobre a
proporcdo, bem como dos conhecimentos prévios relativos aos numeros inteiros,
apoiados em representacfes visuais e familiares. A andlise dos dados recai
especificamente sobre elementos que evidenciam compreensdo de aspetos conceptuais
da percentagem, em tarefas de diferentes etapas da experiéncia de ensino realizada. A

discussdo dos resultados permite perceber que os alunos percecionam a natureza
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relacional da percentagem, compreendendo as relacGes e conceitos que envolve. Este
entendimento proporciona um caminho na compreensdo da natureza multiplicativa dos
nameros racionais, bem como da sua grandeza, traduzindo a capacidade dos alunos se
movimentarem entre representacfes. O artigo salienta que a percentagem, dadas as
caracteristicas apresentadas, pode ser equacionada com muito bons resultados numa

etapa inicial da aprendizagem dos nimeros racionais.

Artigo IlIl. Normas sociais e sociomatematicas numa aprendizagem

comparticipada da nocéo de 10%

Autores: Helena Gil Guerreiro e Lurdes Serrazina
Publicado em: Quadrante, 27(1), 2018

O proposito deste terceiro artigo é compreender como a interacdo social na sala
de aula, com caracteristicas de comunidade de aprendizagem de Matematica, contribui
para a construcdo conjunta e participada por todos na comunidade de aprendizagem.
Especificamente, tem como objetivo compreender de que forma as normas sociais e
sociomatematicas da cultura de uma sala de aula contribuem para uma aprendizagem
comparticipada da nocdo de 10%, como numero de referéncia, alicercada numa
perspetiva de desenvolvimento do sentido de ndmero. O quadro tedrico deste artigo
debruga-se sobre a relacdo entre as normas sociais e sociomatematicas, como expressao
da cultura de uma sala de aula especifica, e a participacdo na construcdo conjunta das
praticas matematicas. O Modelo de Investigacdo em Cooperacdo € convocado como
forma de interpretar as relacdes dialégicas que se estabelecem, em processos de
negociacdo, permitindo percecionar 0s processos e relagcdes matematicas que sao
mobilizados na aprendizagem comparticipada da percentagem, enquanto representacao
dos nimeros racionais, numa compreensao integrada dos nimeros racionais. A analise
dos dados neste artigo recai sobre as duas dimensdes da conjetura, identificando, por um
lado, as normas sociais e as normas sociomatematicas que emergem na sala de aula e,
por outro, os conhecimentos dos nUmeros racionais que o0s alunos constroem e as
relagbes que mobilizam, em torno da aprendizagem comparticipada da nogéo de 10%. A
discussdo dos resultados neste artigo permite perceber que as normas sociais e
sociomatematicas, especificas da cultura da sala de aula em estudo, séo reguladoras da

interacdo social, criando oportunidades que suportam o estabelecimento das préaticas

69



matematicas partilhadas, especificamente relativas a aprendizagem comparticipada da

nogdo de 10% como numero de referéncia.

Artigo 1V. Uma trajetéria na aprendizagem dos numeros racionais através da

percentagem

Autores: Helena Gil Guerreiro, Lurdes Serrazina e Jodo Pedro da Ponte

Publicado em: Educagdo Matematica Pesquisa, 20(1), 2018

O proposito deste ultimo artigo € trazer a discussdo uma trajetoria de
aprendizagem dos numeros racionais com um foco inicial na percentagem, que faz
emergir de seguida o numeral decimal e posteriormente a fracdo. Esta trajetoria envolve
trabalhar estas representacbes de forma inter-relacionada na construcdo de uma
compreensdo das relacbes que apoiam o processo de alargamento do sentido de nimero
aos numeros racionais. O objetivo especifico deste artigo € perceber os contributos
dessa abordagem na construcdo da compreensdo da natureza relacional dos nimeros
racionais, no 1.° CEB. O quadro tedrico deste artigo tem por base uma perspetiva de
desenvolvimento de sentido de nimero em que o conhecimento numerico se assume
como um processo de enriquecimento conceptual gradual, apoiado nos principios da
Educacdo Matematica Realista. Os numeros racionais sdo interpretados como
traduzindo uma relacdo relativa a uma dada unidade, que se traduz na sua grandeza, que
permite que possam ser representados e ordenados numa reta numérica. A compreensao
da natureza relacional dos nimeros racionais pode ser analisada em termos de sentido
de nimero a medida que os alunos relacionam a nova informagdo com conhecimento
numerico ja adquirido, apropriando-se da natureza multiplicativa dos nimeros racionais
e dos seus multiplos significados. E convocado um curriculo para aprendizagem dos
nameros racionais que destaca o papel da percentagem e faz as representacdes em
numeral decimal e fracdo decorrer da percentagem, tendo por base a aprendizagem do
modo como as trés representacdes se relacionam, apoiado num ambiente de sala de aula
facilitador da construgdo de sentido. Neste artigo, a analise de dados recai sobre
componentes de sentido de numero, apontadas pela investigacdo, que sdo também
consideradas como indicadores que facilitam o seu reconhecimento, identificando por
um lado, as relagdes numericas mobilizadas, bem como as estratégias de manipulagéo

dos nameros construidas na turma. Os resultados revelam que a sequéncia segundo a
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qual as trés representacbes dos numeros racionais surgiram na trajetoria de
aprendizagem, por um lado, permite integrar 0os conhecimentos numéricos prévios
intuitivos dos alunos na compreensdo dos nimeros racionais, relacionando as ideias
subjacentes a este novo conjunto numérico e, por outro, apoia a construcdo de uma
aprendizagem das diferentes representacbes, de forma inter-relacionada, numa

perspetiva de desenvolvimento de sentido de nimero.

Relacéo dos artigos com o estudo

Os quatro artigos que estdo na base deste kappa decorrem das questbes de
investigacdo deste estudo. Embora haja, em cada um dos artigos, aspetos discutidos que
contribuiram para informar cada uma das questdes de investigacdo, associa-se cada um
dos artigos as questBes de investigacdo que nos parece dar um maior contributo. Deste
modo, o Artigo I, em que se pretende compreender o papel que as representacfes
assumem a medida que sdo usadas e transformadas como modelos de situacdes
contextualizadas e como véo evoluindo para modelos de raciocinio, remete sobretudo
para a construcdo de uma resposta a questdo de investigacdo 1, que se foca no
contributo da percentagem para a extensdo do conhecimento de nimero aos nimeros
racionais. O Artigo Il, que procura perceber, por um lado, que compreensdo constroem
os alunos da natureza relacional da percentagem e, por outro, de que modo a
percentagem contribui para a aprendizagem dos numeros racionais, concorre
especificamente para a resposta a questdo de investigacdo 1, mas também a questdo de
investigacdo 2, que se foca no contributo da percentagem para uma compreensao inter-
relacionada de percentagem, numeral decimal e fracdo. O Artigo I1l, em que se pretende
compreender de que forma as normas sociais e sociomatematicas da cultura de sala de
aula contribuem para uma aprendizagem comparticipada da nocdo de 10%, contribui
para a resposta a questdo de investigacdo 3, que se foca no contributo que essas normas
da cultura de sala de aula podem dar na construcdo da aprendizagem comparticipada
dos nameros racionais. Por fim, o Artigo IV, que procura perceber os contributos de
uma abordagem que parte de um trabalho inicial com a percentagem e que faz emergir
depois o numeral decimal e a fracdo de modo inter-relacionado traz elementos para a

construcdo da resposta as questdes de investigagdo 1 e 2.
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5 Discussao

Normas sociais e sociomatematicas na aprendizagem dos nimeros racionais

Numa perspetiva sociocultural da aprendizagem, a compreensdo dos contributos
que a percentagem pode dar na construcdo de uma aprendizagem comparticipada dos
nameros racionais, alicercada numa perspetiva de sentido de nimero e de continuidade
no desenvolvimento numérico dos alunos, envolve, necessariamente, um olhar sobre a
cultura da sala de aula em que essa aprendizagem acontece. Esse olhar, em particular,
deve debrucar-se sobre as caracteristicas da interacdo social que se estabelece de modo
a perceber, como referem Alrg e Skovsmose (2003), de que modo as relacdes dialdgicas
determinam essa aprendizagem. A enfase é assim colocada na aprendizagem enquanto
construgdo na interacdo social e dialdgica, com os recursos culturais a disposicdo (Alrg
& Skovsmose, 2003; Rogoff, 2003; Vygotsky, 1978) e ndo numa perspetiva de
desenvolvimento cognitivo que faz depender a aprendizagem, na sua esséncia, do
desenvolvimento bioldgico espontdneo das estruturas mentais (Piaget, 1972). Deste
modo, assumiu-se a aprendizagem como comparticipada, ideia que integra o principio
de design P4 e analisou-se a participacdo na atividade matematica conjunta da turma
(Artigo I1), interpretando a cultura da sala de aula e as normas que a regulavam.

Ao longo do estudo, a atividade matematica conjunta da turma permitiu
identificar um sentido de comunidade de aprendizagem, que se traduziu num
compromisso de participacdo dos seus elementos nos diferentes momentos de atividade
matematica coletiva (e.g., Artigo I11). Este compromisso de participacéo foi interpretado
a partir das acdes dialdgicas decorrentes da interacdo social, que permitiram a inferéncia
de normas sociais e normas sociomatematicas (Yackel & Cobb, 1996) especificas da
cultura daquela sala de aula em particular, em cada momento.

As normas sociais identificadas, como ouvir e dar sentido as explicacfes dos
outros, participar, sem constrangimentos, nos diferentes momentos de discussdo ou
usar a linguagem para pensar com o0s outros (Artigo I11), espelham uma predisposigéo
para a interacdo social (principio de design P4), com confianca nas suas capacidades,
traduzindo expectativas da turma, como comunidade de aprendizagem matematica

(Artigo IIl, p. 187). Todos os alunos foram envolvidos em todas as tarefas e todos
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puderam participar, sendo que de todos era esperado que aprendessem, como referem
Fosnot e Dolk (2002) na atividade matematica com os outros, mediada pela linguagem e
pela mobilizacdo de diferentes representac6es, usadas como modelos, produtos sociais e
culturais daquela comunidade.

Normas sociomatematicas, como posicionar-se relativamente ao que considera
ser matematicamente valido, matematicamente diferente ou matematicamente eficaz,
quer em relacdo as suas resolucdes, quer as dos outros; apresentar argumentos que
considera serem matematicamente aceites; explicar as bases matematicas dos
procedimentos que usa, generalizar ideias matematicas contextualizadas ou convocar
conhecimentos matematicos anteriores na construcdo de solugfes sofisticadas (Artigo
I11), traduzem o que era esperado na turma da participacdo de cada um, para a
negociacdo de significados em Matematica. Para além disso, funcionaram ndo cada uma
por si, mas como um sistema, como indicam Lopez e Allal (2007), pois, por exemplo, o
posicionar-se relativamente ao que se considera matematicamente valido, implicou, por
vezes, apresentar argumentos que considera serem matematicamente aceites para
justificar a sua posicdo (Artigo Il, p. 162). Estas normas determinaram as a¢fes que
foram acontecendo na turma e permitiram a coconstrucdo de significados relativos a
conceitos e processos matematicos, no sentido da construcdo de praticas matematicas
partilhadas (Artigo I11).

No decurso da extensdo do conhecimento do nimero aos numeros racionais, as
normas sociomatematicas foram sendo renegociadas, permitindo reajustar o que se
considerava ser matematicamente aceite, valido ou eficaz em funcéo dos conhecimentos
que a turma foi construindo. A dada altura da construcdo do sentido de completude da
percentagem, como forma de medir a relacdo da parte com um todo que era 100%, a
turma considerou matematicamente validas justificacbes intuitivas que envolviam
determinar o valor que traduzia essa relacdo usando os dedos para medir e iterar (Artigo
Il, p. 155). Posteriormente, e a medida que a construcdo do sentido de completude de
percentagem foi acontecendo, as justificagbes matematicamente validadas pela turma
remeteram para relagdes multiplicativas, que permitiram interpretar a medida da parte
em relacdo ao todo, considerando quantidades de natureza diferente (Artigo Il, p. 158).
Deste modo, as normas sociomatematicas incorporadas no processo de construcdo de
praticas matematicas sofreram também influéncia dessas préticas, o que evidencia uma

relacdo reflexiva entre ambas, como destacam Yackel e Cobb (1996). As proprias
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normas foram sendo negociadas na interacdo social, a medida que os alunos se foram
envolvendo e a construcdo das praticas aconteceu (principio de design P4).

A procura de estratégias matematicas progressivamente mais eficazes decorreu,
de forma negociada, numa coconstrucdo de relagdes na turma. A interpretacdo da
representacdo em numeral decimal com arredondamento as décimas, por exemplo,
surgiu por reagrupamento, desencadeado pela construgcdo conjunta de relagdes
multiplicativas entre as ordens adjacentes (Lamon, 1996; Moss & Case, 1999). Com o
apoio do MAB, os alunos exploraram unidades de ordem diferente (Artigo 1V, p. 215),
a partir de agrupamentos e reagrupamentos de unidades (principio de design C4). Foi
neste processo de negociacdo de significados, durante os momentos de discussao
coletiva (principio de design P3), que, por exemplo, cinquenta centésimas foram
reinterpretadas como cinco décimas, na procura por uma solucdo matematicamente mais
econdémica. Ainda quando procuravam atribuir significado a relacdo entre a
percentagem e a representacdo decimal, os alunos fizeram emergir também a frago,
numa construcdo encadeada de pensamentos e agdes dialdgicas, a medida que discutiam
as caracteristicas que as relacionavam, mas também que as distinguiam (Artigo IV, p.
216). O facto de os alunos associarem 0,5 a 50% e a %2 e 0,05 a metade de 10%, ou seja
5%, contribuiu para ancorar a interpretacdo da diferenca entre 0,5 e 0,05, apoiada em
argumentos matematicamente validados pela turma, que tiveram por base a
compreensdo de percentagem (Artigo 1V, p. 212).

A atividade matematica decorrente da intera¢cdo com 0s outros e com 0s modelos
construidos (Artigo 1lI), contribuiu, nomeadamente, para que se estabelecesse,
gradualmente, como pratica matematica na turma que qualquer numeral decimal podia
ser escrito em fracdo decimal e como fazé-lo (principios de design C2, P2 e P4) (Artigo
IV). Tratou-se de um processo que envolveu a construgdo de inferéncias, enquanto o0s
alunos, em conjunto, revelavam confianca e fluéncia para pensar sobre e apreciar a
grandeza dos numeros (Booth & Siegler, 2008; Lembke & Reys, 1994). Em situacdes
que envolveram comparacdo de fragdes, a percentagem e o numeral decimal foram
usados para justificar a grandeza do nimero que cada uma das fracbes representava
(Artigo V), constituindo argumentos sofisticados, que foram aceites e validados na
turma, enquadrados por normas sociomatematicas (Artigo I111). Em particular, a dada a
altura, a comparagdo de um quarto com um quinto, num significado de medida e
apoiado pela reta numérica dupla, foi justificada pela conversdo da fragdo em

percentagem e numeral decimal.
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Ao longo da trajetoria de aprendizagem vivida pela turma, a compreensdo da
percentagem foi sendo consolidada, adquirindo um papel de representacao de referéncia
na construcdo de processos de argumentacdo e justificagdo matematicamente validados
pela comunidade de aprendizagem da sala de aula (Artigo IlI). A estratégia de usar
10%, por exemplo, foi-se constituindo na turma, como ndmero de referéncia na
compreensdo do numeral decimal e da fragdo (principio de design C1), tendo sido
mobilizada com confianga, e de modo gradualmente mais eficiente ao longo do estudo
(Artigo 1), tal como sugerem White e Mitchelmore (2005), justificando que a
exploracdo desta estratégia requer que sejam dados tempo e liberdade aos alunos. Essa
confianga foi adquirida na turma, como comunidade de aprendizagem de Matematica,
que foi reconhecendo e validando os argumentos e justificacbes matematicas e nao a
autoridade do professor, como destaca Stylianides (2007). Esta validacdo teve por base
0s conhecimentos matematicos que a turma possuia em cada momento, naturalmente
sob mediacdo do professor como elemento dessa comunidade com mais conhecimentos
matematicos (Lampert, 1990). As normas sociais e sociomatematicas contribuiram para
definir o que era expectavel em relacdo a participacdo de cada um nesse processo de
validacao (Artigo IlI).

Neste processo, os alunos aprenderam a relacionar cada representacao simbélica
dos nimeros racionais com a respetiva grandeza (principio de design C2 e C4) e que
cada nimero pode ser representado numa reta numeérica, num contexto de medida. As
situacOes de medida, consideradas eficientes para ajudar os alunos a desenvolver outros
significados de nimero racional, como refere Lamon (2012), contribuiram também para
uma compreensdo inter-relacionada das diferentes representacfes simbdlicas (Artigo I1),
em interacdo social, a medida que os alunos colaboraram, de modo dialégico, na
construcdo do seu significado (Alrg & Skovsmose, 2003; Wells, 1999).

As normas sociomatematicas da cultura desta sala de aula foram sustentadas por
normas sociais inerentes a dinamica social da prépria turma. O posicionar-se
relativamente ao que considera ser matematicamente valido aconteceu porque na sala
de aula era esperado que se ouvisse e se desse sentido as explicages dos outros. O
estabelecimento de uma norma sociomatematica surgiu apoiada pelas normas sociais
que foram parte integrante da cultura da sala de aula (Artigo I11), pelo que, dificilmente
poderiam ser vistas como algo que, quando necessario, podia ser introduzido a partir do
exterior, como sugerem Roy, Tobias, Safi e Dixon (2014) e que ao fim de algumas aulas

se podia esperar que viesse a integrar o reportorio cultural da turma.
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Estas normas sociais e sociomatematicas foram parte integrante da cultura da
sala de aula da turma, traduzindo-se num artefacto cultural resultante do processo
natural de aprendizagem daquela comunidade. A sua construgéo levou tempo, dado que
requereu um empreendimento comum em aprender e um sentido de responsabilidade de
todos na turma (Artigo I11), como referem Johnson e Johnson (2009). Deste modo, nao
parece que deva ser perspetivado como um processo desgastante, cuja construcao requer
esforco e paciéncia, por parte dos alunos e do professor, como alerta Widjaja (2012). Na
verdade, as normas foram parte integrante de uma cultura de acdo e transformacéo para
a construcdo de praticas matematicas, que tinham na sua base um envolvimento mutuo e
um didlogo com sentido para pensar com os outros (Alrg & Skovsmose, 2003; Cobb et
al., 2001; Mercer, 2008). Os alunos sentiam confianca em participar, em colocar
questdes, em desafiar o pensamento dos outros e em argumentar no decurso da atividade
matematica da turma (Artigo I11). Isto resultou num conhecimento partilhado na turma e
regulado sobre como fazer matematica, no sentido da construcdo de uma cultura de
matematizacdo (Cobb & Bauersfeld, 1995), isto é, um metaconhecimento, como refere
Sekiguchi (2005), que permitiu criar condi¢des para uma aprendizagem comparticipada
em Matematica, com compreensao e significativa para aquela comunidade

No entanto, importa destacar que as normas constituiram um recurso cultural
que integrou o reportério da turma de forma indireta, como refere Voigt (1994), sem
que houvesse necessidade de serem explicitadas para que se percebesse que os alunos
delas tinham consciéncia. Quando um aluno, na verificacdo do seu trabalho, assinala de
modo autébnomo que a sua resposta ndo estava absolutamente correta, interpretando a
diferenca matematica e percebendo a razdo de ndo ser matematicamente eficaz (Artigo
I1l, p. 185), revela uma tomada de consciéncia da importancia de uma autoavaliacéo
critica na interpretacdo do seu trabalho. Evidencia ainda um entendimento da
aprendizagem da Matematica como um processo em construcdo, que envolve
reorganizar o conhecimento, e ndo como um produto que se traduz num resultado certo
ou errado. Ideias que sdo um reflexo da cultura de matematizacdo daquela sala de aula e
ndo que aconteceram apenas pela acdo direta do professor. E também necessario que
essa acdo integre uma cultura de sala de aula participada e regulada por normas, como
alertam Stein, Engle, Smith e Hughes (2008), que manifestem o respeito pelo esfoco de
cada um e valorizem os processos de argumentacao que se constroem (Artigo I11).

De um modo geral, a atividade da turma em Matematica decorreu de uma

abordagem exploratéria (Ponte, 2005), que valorizou 0os momentos de discussdo
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coletiva (principio de design P3), em que a negociacdo de significados aconteceu de
forma dirigida, em fungéo do objetivo de cada tarefa (Bishop & Goffree, 1986). Assim,
toda a atividade matematica da turma que se analisou permitia inferir normas sociais e
sociomatematicas, pela identificacdo de regularidades nas acdes dialdgicas que
decorriam da interacdo social em torno da construcdo da compreensao dos numeros
racionais. Porém, ndo se pretendeu fazé-lo, pois, como alerta Sekiguchi (2005) poderia
correr-se 0 risco de perspetivar a atividade matematica como algo conceptualmente
normativo, pautado por uma indesejavel uniformizacdo de atitudes e comportamentos e,
consequentemente, limitador do processo de criatividade coletiva (Vale & Pimentel,

2016), que a interacdo na atividade matematica permite de gerar.

A percentagem no processo de extensdo de conhecimento de nimero

Uma perspetiva que considera a Matematica como atividade humana, como
afirma Freudenthal (1991), pressupfe encarar a sua aprendizagem como relacional e
integrada. Neste estudo, a construcdo de uma aprendizagem relacional implicou que esta
acontecesse com 0s outros, de forma comparticipada, mas também que compreendesse,
como afirmam Gravemeijer, Stephan, Julie, Lin e Ohtani (2017), a construcdo de um
conhecimento conceptual de ndmero racional. A dimensdo integrada envolveu a
construcdo de um sentido de pertenca a comunidade de aprendizagem, mas também um
desenvolvimento numérico e de sentido de nimero, numa perspetiva de continuidade,
isto é, em toda a sua amplitude, como um todo.

Deste modo, a aprendizagem dos nameros racionais decorreu do conhecimento
do numero que os alunos possuiam do trabalho com os ndmeros inteiros, como refere
Jacobs (2013), destacando a construcdo de estratégias que permitiram articular os
conceitos relativos aos numeros inteiros, com os relativos aos nameros racionais,
através de um processo continuo, tal como defendido por Siegler et al. (2011). Este
processo, que se pretendia que fosse situado na turma, na comunidade de aprendizagem
da sala de aula em estudo, implicou perceber que conhecimentos prévios dos nimeros
inteiros e a sensibilidade para a percentagem possuiam os alunos antes da experiéncia
de ensino (e.g., Artigo 1V). Os resultados do estudo diagnéstico evidenciaram que 0s
alunos da turma tinham um entendimento da grandeza dos nimeros inteiros, como
conjuntos de unidades tomando 1 como referéncia, e flexibilidade em manipular os

numeros inteiros de 0 a 100, usando de forma relativamente eficaz estratégias de
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decomposicdo dos nimeros que ja conheciam (Artigo 1V, p. 207). Este diagnostico
revelou ainda que os alunos possuiam ja algum conhecimento informal de percentagem,
corroborando resultados de outros estudos (Moss & Case, 1999; Rosenthal et al., 2009),
alicercado na sua experiéncia do quotidiano, dentro e fora da escola (principio de design
C4), bem como uma predisposicao intuitiva para as relacfes proporcionais e da natureza
multiplicativa dos nimeros racionais (Artigo 1V, p. 207).

Assim, através da percentagem (principio de design P1), foi possivel considerar
0s conhecimentos prévios e 0s conhecimentos intuitivos dos alunos como ponto de
partida para o alargamento do conhecimento numérico aos ndmeros racionais. Este
alargamento foi enquadrado numa perspetiva de sentido de numero (Artigo 1V), que se
reflete no principio de design C1, na medida em que se tratou de um processo de
construcdo de sentido na compreensdo de significados e relacdes (Artigo I1), que se
desenvolveu e amadureceu com a experiéncia matematica que os alunos foram vivendo,
como é reforcado na literatura (Abrantes et al., 1999; Bruner, 1960; Mclintosh et al.,
1992; Swan, 2001).

Este processo de transferéncia do conhecimento dos numeros inteiros aos
nameros racionais foi orientado no sentido de se focar nas caracteristicas que 0s
elementos destes dois conjuntos numéricos tém em comum, em vez de optar por
enfatizar as suas diferencas, como o fazem outros autores (Streefland, 1991;
Vamvakoussi & Vosniadou, 2004). A caracteristica dos numeros inteiros comum aos
nlmeros racionais, em que a percentagem se alicercou, é a no¢do de grandeza do
namero, como defendem Siegler et al. (2011). Qualquer nimero em percentagem traduz
uma grandeza, segundo a qual pode ser ordenado e a qual pode ser atribuido um ponto
na reta numérica. Para tal, a compreensdo da nocdo de grandeza no conjunto dos
nameros racionais decorreu da mobilizacdo e ampliacdo de conhecimentos prévios
relativos aos numeros inteiros (principio de design C1), bem como os conhecimentos
intuitivos de proporg¢éo, na construcao de um conhecimento conceptual da percentagem
(Artigo 1), isto é, um conhecimento rico no estabelecimento de relagdes, como referem
Hiebert e Lefevre (1986).

Neste estudo, a compreenséo conceptual da percentagem partiu da exploragéo de
representacdes iconicas, como a barra de estado ou o icone da bateria, as quais a
percentagem surgiu associada no quotidiano da turma (principios de design C4 e P1),
num significado de medida (Artigo 1), tendo em vista a constru¢cdo do sentido de
completude que a percentagem oferece (principio de design C5).
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Moss e Case (1999) enfatizam o papel que os contextos associados a medida
desempenham por permitirem trabalhar com quantidades continuas, o que foi também
importante neste estudo. Com efeito, o significado de medida, que apoiou a
coconstrucdo do sentido de completude da percentagem, permitiu identificar um valor
em percentagem como um ndmero que representa quanto de uma dada quantidade (que
resulta da particdo da unidade e iteracdo dessa parte) estd representado em relagcdo a
unidade, tida como 100% (e.qg., Artigo II).

As representacdes mobilizadas eram familiares aos alunos, constituindo-se como
realistas, como refere Van den Heuvel-Panhuizen (2002), uma vez que se tratava de
representagdes que faziam parte dos contextos da sua vida real (principio de design P1)
e as quais atribuiam um significado (Artigo I, p. 133). A barra de estado e o icone da
bateria serviram de base a construcdo de modelos de interpretacdo da situacdo pelos
alunos (principio de design C4), num processo de modelacdo emergente (Gravemeijer,
1999). Os modelos que construiram fizeram emergir a representagdo simbdlica de
percentagem para assinalar o valor correspondente a uma dada medida de
preenchimento do todo como 100% (Artigo ). Essa medida de preenchimento variou
numa escala de 0 a 100%, apoiada na estrutura conceptual dos numeros inteiros,
recorrendo a estratégias de manipulacdo como a composi¢cdo/decomposicdo ou
metades/dobros, indo ao encontro do principio de design C3 (Artigo 1V, p. 209). No
processo de descoberta do sentido de completude da percentagem os alunos foram
estabelecendo relacBes aditivas, mas também as primeiras relacBes de natureza
multiplicativa (Lamon, 1996), que passaram por, intuitivamente, comparar quantidades
de forma proporcional, recorrendo a estes modelos (e.g., Artigo I; Artigo V).

Para além destas representacdes iconicas foram também mobilizadas
representacdes ativas (principio de design C4), como recipientes de formas e
capacidades diferentes, que os alunos foram convidados a encher e vazar, avaliando em
percentagem o espaco ocupado pela 4gua, na sua relagdo com o todo, o recipiente 100%
cheio (Artigo 1V, p. 210). O facto de recipientes 100% cheios poderem ter quantidades
de agua diferentes despertou os alunos para uma tomada de consciéncia da importancia
gue a unidade assume no conjunto dos numeros racionais contribuindo para a
conceptualizacdo desta nocdo, como aponta a literatura (Lamon, 1996; Monteiro &
Pinto, 2005). A relagdo parte-todo ganhou significado, a medida que os alunos foram
compreendendo os elementos envolvidos nessa relacdo, como refere Brown (2015), isto

é, a quantidade que representa a parte, a quantidade que representa a unidade e o
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namero racional que traduz a sua comparacao, representando, em percentagem, o valor
dessa relacdo (principio de design P5). O trabalho de compreensdo do sentido de
completude da percentagem veio contribuir para reforcar o alargamento da nogéo de
unidade ao conjunto dos nimeros racionais. Se, inicialmente, a no¢cdo matematicamente
valida de unidade correspondia a que os alunos conheciam do trabalho com os nimeros
inteiros, gradualmente, essa nogdo foi sendo estendida. Por um lado, os alunos
percecionaram a unidade como um todo que dividiram em partes, de modo a que cada
parte estivesse contida um numero inteiro de vezes na unidade, numa procura por partes
cada vez mais pequenas, descobrindo a relacdo entre as partes, por particbes e
agrupamentos assentes na estrutura de numeragao decimal, na base da notagdo dos
nameros inteiros e que a percentagem permitiu dar continuidade (e.g., Artigo IlI). E,
por outro, que a grandeza da parte dependia da unidade de referéncia (Artigo I, p. 132).
Esta extensdo da no¢do da unidade veio redefinir o que era considerado na turma como
matematicamente valido em relacdo a unidade de referéncia, no trabalho com os
nameros racionais (Artigo IlI).

Na interpretacdo da relacéo entre o espaco preenchido numa barra de estado e o
tempo necessario para o preencher, foi mobilizada uma representacdo complementar, a
tabela de razdo, que permitiu uma descoberta sistematica de relacdes numéricas (Artigo
I, p. 133). Esta representacdo, como referem Nunes et al. (2016), permite a visualizagéo
das relacdes, separando 0os numeros que dizem respeito a cada quantidade envolvida. O
uso desta representacdo como modelo de razdo permitiu construir relacdes de
proporcionalidade, que envolveram determinar uma quantidade a partir do valor de
outra, de natureza diferente (principios de design C4 e C5). Permitiu ainda, aos alunos
interpretar a grandeza de um ndmero racional, que Middleton, Van den Heuvel-
Panhuizen e Shew (1998) sugerem sobretudo no trabalho com a fragcdo, mas que se
tornou importante também com a percentagem (principio de design C1).

Os alunos avancaram na compreensdo da dimens&o relacional da percentagem
interpretando-a tendo em conta a unidade de referéncia, a medida que foram
estabelecendo relagbes de comparacdo, entre valores de duas grandezas diferentes
(Artigo 1), para descobrir valores omissos (principio de design P5). A exploracdo de
situacbes que envolviam proporcdo permitiu o estabelecimento, na turma, de relagdes
multiplicativas e conduziu a descoberta de novas quantidades, envolvendo relacGes

proporcionais, a partir da intui¢cdo que os alunos da turma possuiam para a proporcao.
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A visualizacdo destas relacbes aconteceu apoiada pelo uso de representacdes,
que foram usadas como modelos, progressivamente mais independentes do contexto,
como refere Gravemeijer (2002). A barra de estado e o icone da bateria deram lugar a
duas retas numéricas paralelas (escalas verticais) e a reta numérica dupla, por forma a
ampliar o seu uso a outros contextos, e que permitiu fazer emergir a representacédo
simbdlica, interpretando o valor da distancia correspondente, na sua relacdo com a
unidade (Artigo I). A apropriacdo destas representacfes pelos alunos, como modelos
(principio de design P2), foi evidenciada quando os alunos, em momentos diferentes e
na resolucdo de problemas diferentes, as mobilizaram para apoiar a construcdo das suas
estratégias de resolucgdo (e.g., Artigo I; Artigo Il). Ap6s serem coletivizadas na turma, a
sua mobilizacdo por esta aconteceu, de forma espontanea, de acordo com a eficacia
matematica que cada um lhe reconheceu para a resolucdo de uma dada situacao
contextualizada (Artigo I, p. 137). E, embora ndo se pretenda destacar uma sequéncia na
transicdo de representacdes, usadas como modelos, como alerta Van Den Heuvel-
Panhuizen (2003), a ordem na transicdo dos modelos mobilizados na compreensao da
percentagem, neste estudo, proporcionou que fossem gradualmente usados na
construcdo de processos de raciocinio progressivamente de forma mais distanciada das
situacdes especificas do contexto (principio de design P2). A barra de estado, usada
como modelo para a interpretacdo de uma situacao real deu lugar a reta numérica dupla,
usada como modelo de base na construcdo de estratégias de resolucdo em multiplas
situacbes (Artigo 1), isto é, como suporte a construcdo do que Mata-Pereira e Ponte
(2017) designam como processos de raciocinio matematico.

A construcdo de estratégias de resolugdo emergiu na turma apoiada por valores
de percentagem de referéncia que se foram estabelecendo, como progressivamente mais
eficazes, a medida que os alunos iam construindo um conhecimento conceptual de
percentagem aliado a estratégias de calculo (Artigo Ill). Num primeiro momento,
surgiram sobretudo estratégias que tinham por base a decomposi¢do/composicdo de
valores em percentagem, proximas das gque usavam com 0S nUmeros inteiros ainda
apoiadas em relacGes aditivas (principio de design C3). Progressivamente, foram sendo
mobilizadas estratégias multiplicativas que envolviam o célculo de metades/dobros ou
metades sucessivas, recorrendo a 50% e a 25%, mas também estratégias apoiadas no
conhecimento dos maltiplos de um namero (principio de design C3). Ao avangar na
experiéncia de ensino, a estratégia do calculo de 10% ganhou forca suportada por um
raciocinio multiplicativo que, tendo por base a interpretacdo da unidade de referéncia, se
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traduziu na divisdo da unidade em dez partes iguais e a iteracdo de uma dessas partes,
tantas vezes quantas as necessarias para chegar ao valor pretendido (Artigo Ill). Para
além de ser usada com flexibilidade no apoio a outras representacdes, permitiu
posteriormente, a descoberta conjunta de outras estratégias matematicamente eficazes,
como a estratégia de 1% (Artigo Il, pp. 159-160). Estas estratégias constituiram-se
como numeros de referéncia, no sentido de Mcintosh et al. (1992), expressos em
percentagem, cujo significado integrou o reportorio partilhado da turma (principio de
design C1 e P4).

A mobilizacdo de uma diversidade de estratégias pelos alunos, numa procura por
uma estratégia cada vez mais eficiente, de forma comparticipada na turma (principio de
design P4) aconteceu pelo uso de representacdes ativas, iconicas, simbdlicas (Bruner,
1966), bem como da linguagem natural oral e escrita, que Ponte e Serrazina (2000)
valorizam nesta etapa da escolaridade, na construcdo de modelos. Tratou-se de um
processo de modelagdo emergente que conduziu a construcdo da compreensdo da
relagdo multiplicativa que a percentagem oferece, como destacam Parker e Leinhardt
(1995), envolvendo a coordenacdo de diferentes unidades e assumindo propriedades de
namero racional (Artigo IlI; Artigo I1). Nesta relacdo, ao interpretar a unidade, 0s
alunos foram descobrindo semelhancas e padrdes, estabelecendo analogias,
argumentando que se uma grandeza duplica aqui, tera que duplicar também ali, como
refere Freudenthal (1991), o que permitiu ir fazendo generalizac@es locais e descobrindo
relacGes entre quantidades que se mantinham constantes e que variavam em conjunto
(principio de design C5) (Artigo I). Nestas situacdes, embora as quantidades que se
mantinham constantes ndo fosse uma nocdo que tivesse sido destacada, constituiu um
elemento estruturante em construcdo, a espera de ser posteriormente descoberto
(Lamon, 2007). Tratou-se de uma construcdo inicial e intuitiva da nocdo de proporcao,
que envolveu ser capaz de raciocinar, como afirma Spinillo (2002), sobre rela¢Ges
multiplicativas de primeira e de segunda ordem (principio de design P5).

Neste processo de alargamento do conhecimento dos numeros inteiros aos
ndmeros racionais, atraves da percentagem, as regras da notacdo dos numeros inteiros
serviram de referéncia a construcdo da compreensdo da notagdo em percentagem, como
sugere Hiebert (1988). A medida que os alunos foram descobrindo as relagbes que
estavam implicitas, a notacdo de percentagem foi ganhando significado, um significado
relacional, em funcdo da unidade de referéncia (Artigo 1V, p. 211). Tratou-se de uma

compreensdo da dimensdo conceptual da percentagem que aconteceu de forma
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distanciada de uma aprendizagem com foco no estudo de regras ou procedimentos
(principio de design P5) uma vez que esta Ultima, como referem Gay e Aichele (1997),
pode condicionar a interpretacdo da escrita simbolica de percentagem e,
consequentemente, a sua compreensao.

Privilegiar a percentagem permitiu aos alunos construir uma perspetiva
abrangente dos numeros racionais, como um sistema, compreendendo a sua natureza
continua, mas também (re)conceptualizando da nogdo de unidade, como um todo de
referéncia, corroborando os resultados do estudo de Hunter e Anthony (2003).

Gradualmente, a turma foi revelando um nivel de abstracdo cada vez maior em
relacdo a compreensdo de numero e de quantidade, como refere Brown (2015), num
processo que resultou na construgdo de novo conhecimento, de forma integrada no
conhecimento prévio (e.g., Artigo IV). Em concreto, os alunos evidenciaram uma
gradual compreensdo da natureza relacional da percentagem e de que 0S numeros
racionais possuem uma esséncia fundamentalmente relacional (Artigo II). Esta
compreensdo aconteceu & medida que os alunos foram estabelecendo comparagdes entre
quantidades e mobilizando relages multiplicativas cuja grandeza a percentagem, como
linguagem de propor¢do privilegiada, conforme referem Parker e Leinhardt (1995),

permitiu quantificar como nimero racional.

Compreensao inter-relacionada de percentagem, numeral decimal e fracao

A aprendizagem da Matematica numa perspetiva relacional e integradora
encontrou na percentagem uma representacdo cujo caracter cultural e social, associado a
simplicidade que a fez perdurar ao longo da histéria, como referem Parker e Leinhardt
(1995), permitiu que fosse mobilizada para a sala de aula ancorada em situagGes
realistas para os alunos. A compreensdo da percentagem nessas situacgoes, trouxe
consigo conhecimentos informais que, articulados com os conhecimentos prévios de
namero, permitiram que fossem emergindo, intuitivamente, nimeros representados
simbolicamente através de numeral decimal e de fragdo (Artigo Il). Para alem disso, 0s
alunos foram estabelecendo, desde cedo, as primeiras relacGes entre percentagens,
numerais decimais e fragdes (Artigo Ill, p. 183), mobilizando valores de referéncia,
numa perspetiva de sentido de ndmero (principio de design C1), na construcdo da
compreensdo da estrutura simbdlica associada a notacdo de cada uma destas

representacdes, como refere Moss (2002).
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Assim, a compreensdo da representacdo em numeral decimal foi decorrente da
compreensdo da percentagem, isto é, aconteceu em articulagdo com o conhecimento
construido relativo a percentagem, a medida que os alunos foram estabelecendo
conexdes entre as duas formas de representacao (principio de design C2), bem como
entre as suas notacbGes (Artigo ). Neste processo, a reta numerica dupla foi a
representacdo usada como modelo, tendo permitido articular valores em percentagem e
em numeral decimal (principio de design P2). A nocdo de que um metro representa a
mesma distancia que cem centimetros foi um conhecimento prévio determinante, pois
permitiu que os alunos, que numa situacdo especifica interpretaram 100% como 100
centimetros, interpretassem entdo 100% como um metro, isto €, considerando 1 como
unidade (Artigo I, p. 139). Deste modo, os alunos descobriram que a medida do
comprimento de um dado objeto era uma parte da unidade considerada, uma
percentagem da distancia que ia de 0 a 1. Descobriram também que o valor dessa
medida se podia traduzir em numeral decimal, inicialmente com arredondamento as
centésimas e, posteriormente, por reagrupamento, as décimas e, por particdo, as
milésimas, tendo por base a compreensdo das relacbes multiplicativas entre as ordens
adjacentes, como explicitadas na literatura, nomeadamente, por Lamon, (1996) e Moss e
Case (1999).

Embora a reta numérica seja apontada em alguns estudos (e.g., Bright, Behr,
Post, & Wachsmuth, 1988; Pearn & Stephens, 2007) como complexa para 0s alunos na
representacdo de fracdes, neste estudo, permitiu visualizar o nimero como um todo,
identificando a sua grandeza e comparando e ordenando nimeros, independentemente
da representacdo simbdlica em que estavam expressos (principio de design C1 e C2).
Através da reta numérica dupla, os alunos visualizaram que a cada ponto na reta
correspondia uma dada distancia a zero, distancia essa que representava a mesma
grandeza, 0 mesmo numero racional, que podia assumir diferentes representacoes,
consoante se considerava a sua leitura em percentagem ou em numeral decimal e
também em fracdo decimal (Artigo 1V). Esta destreza na identificagdo da grandeza do
namero e no uso de diferentes representacdes de forma permutével, constituem, como
refere Moss (2002) caracteristicas de sentido de nimero racional. Ao alicercar-se na
percentagem permitiu alargar a compreensdo do padrdo relativo ao valor de posicéo,
familiar do trabalho com os numeros inteiros, a representacdo em numeral decimal
(NCTM, 2010), associada a composicao e recomposi¢do de unidades (Hackenber, 2010;
Lamon, 1996; Morais & Serrazina, 2017). Contribuiu ainda para a construgdo da

85



compreensdo de grandeza de um namero, na representacdo em numeral decimal (Artigo
IV, p. 212), como caracteristica independente do nimero de algarismos desse numeral
decimal, alargando o conhecimento de nimero que os alunos traziam do trabalho com
0S NUMeros inteiros.

A compreensdo da representacdo em numeral decimal, apoiada na percentagem,
que por sua vez se estabeleceu também como relagcdo de comparacdo, de natureza
multiplicativa, num processo de matematizacdo progressiva da realidade num dado
contexto (Freudenthal, 1991; Van den Heuvel-Panhuizen, 2003) encaminhou a
aprendizagem da turma para a compreensao da fracdo, de modo inter-relacionado com
as outras representacdes (principio de design C2). Embora a fracdo simples e a fracéo
decimal tivessem surgido anteriormente, a sua compreenséo nao tinha sido aprofundada,

tendo sido usada como forma de identificar ou rotular (Brocardo, 2010). A interpretacédo

1 . ~ .
de 10% como — , surgiu como uma representagéo equivalente, que se tomou como

referéncia na relagéo entre 100% e % (Artigo 111, p. 181).

A compreenséo da fracdo decimal decorreu do numeral decimal, apoiando-se em
representacdes como o0 MAB e também recorrendo a grelha de 10x10 e a reta numérica
dupla (Artigo 1V). E um facto que os alunos compreenderam que uma dada quantidade,
representada em numeral decimal pode ser representada em fragdo decimal, apoiando-se
na estrutura da sua notacdo, sem que isso requeresse grande esforco, como reconhece
Small (2014). Cinco centésimas, cinco centésimos, cinco por cento, por exemplo,
representavam a mesma parte de uma unidade, dividida em 100, apelando a uma relacédo
multiplicativa subjacente ao valor posicional no sistema de base 10 e, em simultaneo, o
mesmo ponto na reta, constituia-se como representacdo de uma mesma grandeza,
representacdo do mesmo numero (Artigo V). Esta conexdo foi facilitada ainda pelo
facto destas palavras, em portugués, terem em comum o mesmo morfema, que se
explicitou e discutiu, assumindo-se como um instrumento cultural, como descreve
Nunes et al. (2016) que facilitou o raciocinio dos alunos (principio de design C4).

Esta atividade em torno da compreensédo da fracdo decimal fez aparecer a

equivaléncia de fracOes, quer entre fragdes decimais, quer entre estas e outras fragdes
. ~ . 1 5
simples. Ao encontrarem fragdes equivalentes, como 5 €5, 08 alunos perceberam a

existéncia de uma relacdo multiplicativa entre 0 numerador e o denominador (Artigo 1),
um aspeto importante para a posterior compreensdo da simplificacéo de fragdes, como é
destacado na literatura (NCTM, 2010; Small, 2014) (principio de design P5).
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A compreensdo de fracdo nesta etapa foi construida tendo como suporte a
percentagem e o numeral decimal (principio de design C2) (Artigo IV, p. 218). A fragdo
surgiu como uma representacdo que evidencia a relagdo parte-todo, mas também como
representacdo de uma quantidade, de um numero, um aspeto importante destacado por
DeWolf et al. (2015). Para além disso, de acordo com a situacdo, os alunos podiam
traduzir a fragcdo em percentagem ou em numeral decimal. A relagdo inerente de
comparacédo entre duas quantidades que a fragéo oferece, referida por Monteiro e Pinto
(2005) foi intuitiva para os alunos, nomeadamente em situacdes de partilha equitativa,
ganhando independéncia como representacdo de numero racional, face ao numeral
decimal e a percentagem (Artigo I11). Na divisdo de trés sandes por cinco alunos, dar
meia sandes a cada aluno e depois dividir a Gltima metade por 5 e dar uma dessa partes

1 1 . . ;- . . . .
a cada um ( S+ E)’ foi considerada a estratégia mais comum no dia-a-dia, por ser mais

pratica do que dar 60% ou 0,6 de sandes a cada um.

As situaces que remeteram para um significado de medida, proporcionaram o
uso da reta numérica dupla, como modelo, que permitiu compreender que percentagem,
numeral decimal e fragcdo podiam representar o mesmo ponto na reta (Artigo I, p. 162),
isto €, 0 mesmo numero, olhando para a sua grandeza (principio de design C5). Estas
situacOes, consideradas por Lamon (2007) como eficientes na compreensdo de outros
significados de niumero racional, contribuiram para a compreensao inter-relacionada das
diferentes representacdes simbolicas (Artigo 1I1). Além do mais, o facto de
representarem uma distancia relativa na reta numérica, levou a que os alunos
percebessem, que existe uma distancia que separa sempre dois nimeros racionais,
quando representados na reta numérica, o que colocou a hipotese de, ao refinar a
unidade, ser possivel encontrar um outro numero entre eles, contribuindo assim para a
construgéo da nogéo de densidade neste conjunto numérico (Artigo 1V).

A percentagem constituiu um alicerce para uma movimentagdo, com sentido,
entre representagdes, apoiada na compreensdo da grandeza do nimero que representam,
0 que permitiu aos alunos interpretar o0 nimero como uma quantidade e atribuir
significado a notacdo usada para a representar, como referem Hunter e Anthony (2003).

Progressivamente, tal como a percentagem, numeral decimal e fracdo foram
ganhando identidade como representacbes de numeros racionais permitindo perceber
gue um numero, com uma dada grandeza, traduz uma relacdo multiplicativa entre o que

esta a ser descrito e a unidade a que se refere (principio de design C1 e C2). Este facto
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evidencia elementos de uma compreensdo robusta e flexivel das diferentes
representacdes (Tian & Siegler, 2018) e evidencia a construgdo de um entendimento da
natureza multiplicativa dos numeros racionais. Contudo, denota-se uma relagdo de
interdependéncia neste processo de construcdo da identidade de cada representacdo. A
compreensdo de percentagem, de numeral decimal e de fragdo aconteceu de modo inter-
relacionado, a medida que os alunos convocaram conhecimentos que ja tinham de uma
representacdo para compreenderem as caracteristicas da estrutura de outra, indo ao
encontro da ideia de Duval (2006) de que mais do que as representacdes em si, 0
importante € a transformacéo dessas representacdes entre si.

Além disso, destaca-se que, ao longo da trajetoria de aprendizagem vivida pela
turma, a compreensdo da percentagem foi sendo fortalecida, adquirindo um papel de
representacdo de referéncia (principio de design C1) na construcdo de estratégias de
resolucdo (Artigo Il1), progressivamente mais independente dos contextos, ao mesmo
tempo que contribuiu para uma compreensdo inter-relacionada e flexivel de numeral

decimal e de fracéo.

Em jeito de sintese

A aprendizagem comparticipada, enquanto construcdo resultante da atividade
matematica da turma, foi determinada por uma cultura da sala de aula regulada por
normas sociais e sociomatematicas, que encerravam em si um conhecimento cultural
construido na turma. Essas normas encorajaram o0s alunos a envolver-se e
responsabilizar-se num processo autorreflexivo e critico, que permitiu que todos se
sentissem desafiados. Em conjunto, apoiados em relacdes dialdgicas, os alunos
puderam, independentemente do que cada um conseguia fazer sozinho, tirar partido do
seu potencial (Vygotky, 1978) e fazer avangar a turma na compreensdo dos numeros
racionais. Através da percentagem, esta aprendizagem comparticipada aconteceu
apoiada no conhecimento que os alunos traziam do trabalho com os nimeros inteiros e
em mdltiplas representacGes, que se complementaram na constru¢cdo de modelos de
situacOes contextualizadas e que foram permitindo um olhar sobre as relagOes
conquistando o seu espaco como modelos de pensamento. Esta extensdao do
conhecimento de nimero permitiu integrar novas ideias e relagdes, que contribuiram
para a compreensao da natureza relacional dos nimeros racionais, numa perspetiva de

sentido de namero. Privilegiando a percentagem numa etapa inicial, os alunos revelaram
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uma compreensdo gradual integrada da estrutura do sistema de numeracdo decimal
como um todo, de forma independente da representacdo (Hurst & Cordes, 2016), isto é,
mobilizando diferentes representacGes em funcdo da situacdo, apoiadas em nimeros de
referéncia, comparando e interpretando a sua ordem de grandeza, estabelecendo
relacdes e relagcdes entre relacbes que envolveram diferentes quantidades (Abrantes et
al., 1999; Berch, 2005; Mclntosh et al., 1992).

A trajetoria de aprendizagem vivida pela turma ndo se traduziu num processo
linear, antes pelo contrario, envolveu avangos e recuos, que implicaram alteracGes na
sequéncia de tarefas de modo a ir ao encontro dos conflitos, naturais no processo de
aprendizagem, que foram surgindo. No entanto, o foco deste trabalho ndo foi em torno
das dificuldades que as caracteristicas que distinguem os nimeros inteiros dos nimeros
racionais oferecem. Essas dificuldades surgiram e “sdo importantes, mas nao sdo toda a
historia” (Siegler et al., 2011, p. 277), isto €, sdo parte integrante do processo de
aprendizagem dos ndmeros que se assumiu como uma construgdo de sentido,
constituindo uma oportunidade para os alunos compreenderem que as propriedades dos
nameros inteiros ndo sdo propriedades de todos os numeros, como destacam Siegler et
al. (2011).

A percentagem, um conceito matematico que sofreu grande evolucdo do ponto
de vista histérico e sociocultural (Parker & Leinhardt, 1995), trouxe consigo uma
mensagem forte, de proporcao privilegiada, que permitiu dela tirar partido e ampliar a
aprendizagem matematica na sala de aula muito além dos factos e procedimentos
matematicos, uma aprendizagem amplamente cultural e social, como refere Schoenfeld
(1991). Uma aprendizagem que se construiu como integrada, realista e relacional dos
nameros racionais, refor¢ando a ideia de Bruner (1960) de que “qualquer assunto pode
ser ensinado de forma efetiva de modo intelectualmente honesto a qualquer crianca, em

qualquer altura do seu desenvolvimento” (p. 33).
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6 Conclusao

Principios de design emergentes

Este estudo enfatiza a aprendizagem comparticipada dos numeros racionais,
socialmente construida pela participacdo na interacéo social e dialdgica da turma, como
comunidade de aprendizagem de Matematica. A compreensdo dos conceitos e relacdes
relativos aos nimeros racionais ndo € interpretada de modo separado da atividade
matematica da turma em que acontece, pelo contrario, essa atividade “é parte do que é
aprendido” (Brown, Collins & Duguid, 1989, p. 32). Deste modo, o refinamento dos
principios de design acontece de forma a contribuir para uma perspetiva da
aprendizagem, em que “métodos e procedimentos sociais Sdo insepardveis dos
conhecimentos (conteudos) que geram” (Niza, 2012, p. 195). Assim, os principios de
design emergentes reiinem numa sé dimensao principios que, no inicio do estudo, foram
estruturados em duas dimensdes, de contelddo matematico e pedagdgica. Embora a sua
separacgdo tenha permitido simplificar a analise, estas duas dimensdes sdo indissociaveis
numa perspetiva sociocultural de aprendizagem da Matematica. Para além disso, fruto
da discussdo, alguns principios iniciais sofreram reajustamentos, outros apenas
reformulacbes de enunciado, tendo surgido também novos principios, que sustentam
ideias no inicio ndo referidas. Para facilitar a interpretacdo dos principios, estes sdo
organizados em funcao de quatro temas no ambito da constru¢do de uma aprendizagem

comparticipada dos nimeros racionais.

Sala de aula como comunidade de aprendizagem de Matematica. Neste
estudo, os alunos aprenderam Matematica, especificamente niumeros racionais, fazendo
Matematica, & medida que foram explorando as situacdes apresentadas e discutindo as
suas resolucBes em interacdo social e dialdgica, uns com o0s outros e com a professora,
bem como com os recursos ao seu dispor. A sala de aula, como lugar da turma,
constituiu-se como comunidade de aprendizagem de Matematica, apoiada numa cultura
de sala de aula que encorajava a partilha de estratégias de resolucdo, de justificacdes e
argumentos, concordando ou discordando, numa negociagéo de significados, com vista
a coconstrucdo de praticas matematicas partilhadas. A coconstrucdo destas praticas

envolveu processos de raciocinio, que se coletivizaram, validaram ou reconstruiram na
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turma, nos momentos de discussdo coletiva, decorrentes da abordagem exploratdria
desenvolvida. Deste modo, as ideias em discussédo foram sendo ampliadas, ganhando
consisténcia, tendo por base ac¢Ges dialdgicas, como referem Alrg e Skovsmose (2003),
que conduziram a um descobrir e pensar em conjunto. Quando os alunos devolveram o
seu pensamento reformulado, a partir dos contributos dos outros, a autoridade que
determinou a sua validade foi a turma e ndo o professor. Do mesmo modo, a forma
como cada um participou na interagdo decorrente dos momentos de discussao coletiva
traduziu o que era considerado um contributo expectavel na turma em Matematica,
reforcando o papel da comunidade de aprendizagem.

Esta dindmica nédo se instituiu como resultado de uma construcdo do professor
per se, como sugere Kirshner (2002). Foi algo que se desenvolveu, gradualmente, a
partir da construcdo de uma cultura de cooperacdo da sala de aula, na ace¢do de Alrg e
Skovsmose (2003), assente em relagbes dialégicas e em normas que as regulam. Com
efeito, as oportunidades de participacdo nos momentos de discussdo matematica
coletiva foram criadas pelas normas sociais e sociomatematicas caracteristicas da
cultura da sala de aula, que regulavam a atividade matematica da turma, como referem
Yackel e Cobb (1996), atribuindo-lhe coeréncia, quer no sentido de honrar a
comunidade matemética fora da escola, quer de ir ao encontro da experiéncia
matematica dos alunos (Stylianides, 2007; Voigt, 1994). Deste modo, as normas foram
um dispositivo social e cultural fundamental, que se (re)construiu de forma situada na
turma, como comunidade de aprendizagem de Matematica. Em concreto, ajudaram a
definir e reajustar as expectativas sobre o pensamento e a participa¢do de cada um, na
interacdo com 0s outros. Era importante assegurar que seria expectavel que qualquer
aluno construisse conhecimentos relativos aos numeros racionais, porque todos podiam
aprender Matematica, no entanto, ndo o era que todos o fizessem do mesmo modo, nem
ao mesmo tempo. As normas sociomatematicas permitem orientar a atividade
matematica no sentido de uma aprendizagem progressivamente mais efetiva. A
aprendizagem comparticipada pela turma aconteceu assim na comunidade de
aprendizagem, determinada pela cultura da sala de aula e pela forma como os alunos
dela se apropriaram e como, simultaneamente, a modificaram e fizeram evoluir. A
importancia da turma se constituir como comunidade de aprendizagem de Matematica
sai reforgcada ainda pelo facto de os alunos aprenderem a pensar matematicamente

através da intensificacdo da sua participacdo na construcdo de praticas matematicas,
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proximas das que caracterizam as comunidades matematicas fora da sala de aula
(Bereiter & Scardamalia, 2014; Goos et al., 1999).

Deste modo, enquadrados neste tema, ficam os principios iniciais P3 e P4, que
por questdes de clarificacdo do seu enunciado se reescrevem do seguinte modo: propor
tarefas seguindo uma abordagem exploratdria, valorizando as discussdes coletivas [1]
e promover a negociacdo de significados através da interacao social e dialdgica [2].
Neste tema, de acordo com os resultados do estudo, surgem dois novos principios que
se apresentam como negociar normas sociais que apelem a comunicacao, participacao
e cooperacdo na sala de aula [3] e negociar normas sociomatematicas que desafiem a
construcdo de processos de raciocinio e ao desenvolvimento da autonomia na atividade

matematica da sala de aula [4].

Processo de alargamento de conhecimento, numa perspetiva de sentido de
namero. Para alguns autores, uma compreensao robusta dos ndmeros inteiros pode
constituir uma barreira a aprendizagem das fracdes, uma vez que desencadeia concegdes
erradas que condicionam novas aprendizagens (Hartnett & Gelman, 1998; Stafylidou &
Vosniadou, 2004). Neste estudo, pelo contrario, a compreensdo dos nameros inteiros,
nomeadamente a flexibilidade que os alunos revelavam na sua manipulacdo, foi
considerada como ponto de partida no processo de enriquecimento do conhecimento
conceptual de nimero, no sentido da sua extensdo ao conjunto dos nimeros racionais,
como referem Siegler et al. (2011). No entanto, a construcdo deste processo de
enriquecimento conceptual iniciou-se através da percentagem e ndo da fracdo, tendo
subjacente uma perspetiva do sentido de nimero. As tarefas em que os alunos se
envolveram, realistas e situadas na turma, desencadearam experiéncias que lhes
permitiram enriquecer o conhecimento de numero que ja possuiam, explorando
estratégias de calculo que lhes faziam sentido, em diversos contextos e ancoradas na
compreensdo das propriedades dos numeros e das suas relacbes, em vez de ser na
mecanizagdo de regras ou memorizagdo de procedimentos, como alerta a literatura
(Howden, 1989; Sowder & Schappelle, 1994). A percentagem constituiu-se como elo
entre os dois conjuntos numéricos, convocando os conhecimentos informais e intuitivos
de proporgdo e os conhecimentos prévios, no estabelecimento de conexdes no sentido
da extensdo da compreensdo do nimero, como refere Reys (1994). A aprendizagem

comparticipada da natureza relacional da percentagem permitiu o alargamento do
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conhecimento conceptual de numero aos ndmeros racionais, contribuindo para um
entendimento da sua natureza multiplicativa.

A caracteristica que, neste processo, permitiu entender a compreensdo dos
ndmeros racionais como uma extensdo dos conhecimentos relativos aos numeros
inteiros foi a nocdo de grandeza numeérica, associada a uma conceptualizacdo da
unidade. Ao interpretar a grandeza de um ndmero racional, os alunos foram capazes de
compreender a existéncia de uma relagdo de ordem no conjunto dos nimeros racionais e
de representar um mesmo numero atraves de diferentes representacdes, considerando a
unidade de referéncia. Neste processo, as tentativas dos alunos de reorganizar o
conhecimento conceptual de nimero foram consideradas como oportunidades para
discutir o que era comum e o0 que distinguia 0s nimeros inteiros dos ndmeros racionais,
ndo tendo sido consideradas como algo a evitar, como parecem sugerir Stafylidou e
Vosniadou (2004). Deste modo, e tal como no estudo de Moss e Case (1999), os
conhecimentos dos numeros inteiros contribuiram para a compreensao dos numeros
racionais, numa perspetiva de sentido de ndmero, em vez de condicionar essa
aprendizagem.

Assim, os principios iniciais C1 e C3 que se enquadram neste tema, sdo
reformulados, dando origem aos principios de design apoiar a construcdo do
conhecimento de nimero racional no conhecimento numérico prévio tendo por base a
nocdo de grandeza [5] e entender o desenvolvimento numérico numa perspetiva de
sentido de namero [6]. O principio inicial P5 é também apresentado, huma reescrita do
seu enunciado como promover a compreensdo de conceitos e a construcdo de
estratégias de calculo, em detrimento da memorizacdo de regras e mecanizacdo de

procedimentos [7].

Percentagem como conceito privilegiado numa inter-relagdo de
representacdes. Considerar a percentagem como representacdo a privilegiar numa etapa
inicial do estudo dos numeros racionais ndo € uma op¢ao curricular comum como
referem Tian e Siegler (2018). Pela ambiguidade e subtileza da sua linguagem, a
percentagem é considerada um topico matematico dificil, agravado pelo facto de ser
muitas vezes ensinado de forma simplista e com base na aplicagdo de procedimentos,
como refere a literatura sobre este assunto (Gay & Aichele, 1997; Ningtyas, 2014;
Parker & Leinhardt, 1995). No entanto, este estudo evidencia que uma compreensdo da

natureza relacional da percentagem contribuiu para a construcdo de um conhecimento
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conceptual de numero racional, numa perspetiva de pensar 0s nimeros e as operacoes
em termos de sentido do ndmero, como afirmam Brocardo e Serrazina (2008). A
percentagem, dada a ligagéo que permitiu estabelecer entre os contextos do dia-a-dia e a
intuicdo dos alunos para a proporcdo, contribuiu para o desenvolvimento nos alunos do
que Schoenfeld (1991) designa por ponto de vista matematico, isto ¢, “uma
predisposicdo para analisar e compreender, para percecionar as relagdes, estruturais e
ndo estruturais, e para ver como as coisas se encaixam” (p. 12). Esta predisposi¢ao
facilitou o estabelecimento de conexdes entre 0 conhecimento de numero que os alunos
possuiam e as caracteristicas das diferentes representacdes simbolicas de numero
racional, no sentido de compreender 0 que representavam, como se estruturavam, como
se relacionavam, numa descoberta gradual da estrutura dos nimeros racionais como um
todo (Moss, 2002). Num paradigma que privilegia a fracdo numa etapa inicial dos
nameros racionais e s6 depois a percentagem, alguns autores consideram ser desejavel
que os alunos estejam familiarizados com a nocdo de fracdo decimal em centésimos,
quando a percentagem ¢€ introduzida (Van Galen et al., 2008). Uma recomendagédo
adequada, contudo, na trajetoria de aprendizagem vivida pela turma, os alunos
construiram um significado negociado de fracdo decimal tendo por base préaticas
matematicas estabelecidas relativas as caracteristicas do numeral decimal e a natureza
relacional da percentagem, compreendendo as relagdes envolvidas e coordenando
unidades de referéncia.

A percentagem revelou ser um conceito relevante e adequado numa etapa inicial
da aprendizagem dos ndmeros racionais, tal como sugerem Moss e Case (1999). Os
resultados deste estudo apontam, no entanto, que é possivel antecipar uma compreensao
da percentagem ao 3.° e 4.° ano de escolaridade, numa abordagem que pressupbe a
extensdo dos conhecimentos dos ndmeros inteiros aos nUmeros racionais, numa
perspetiva de sentido de nimero. Além disso, e em contraste com o estudo de Moss e
Case (1999), esta abordagem teve por base a turma como comunidade de aprendizagem
de Matematica, pelo que, a interacdo social e dialdgica que decorreu dos momentos de
discussdo matematica coletiva foi determinante na coconstrugdo do conhecimento
conceptual de nimero racional. Assim, e dado que a ordem pela qual as diferentes
representacdes de numero racional devem ser trabalhadas ndo esta estabelecida na
comunidade de Educacdo Matematica (Tian & Siegler, 2018), considerar uma trajetoria
na aprendizagem dos nameros racionais que envolva uma ordem diferente da tradicional

e que contemple a percentagem numa primeira etapa, fazendo decorrer a representagéo
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decimal e depois a fracdo, deve ser considerada. Deste modo, o principio inicial C2 ¢é
refinado, dando origem aos dois principios que Sse enunciam como promover a
compreensdo da natureza relacional da percentagem, tendo por base o conhecimento
numerico prévio e a intuicdo para a proporcao [8] e fazer decorrer da compreensdo da
percentagem a compreensdo do numeral decimal e, posteriormente, a da fracéo, de

forma inter-relacionada [9].

Aprendizagem dos numeros racionais como processo de modelacao
emergente. Neste estudo, a atividade matematica, como processo de reinvencgdo
comparticipado pela turma, foi apoiado pela construcdo emergente de modelos. As
tarefas propostas convocaram representaces familiares e significativas para os alunos,
inicialmente associadas a percentagem, remetendo para a exploracdo de situacdes
realistas, num significado de medida (Lamon, 2007). Apoiados nessas representacdes,
os alunos foram dando sentido a modelos de interpretacdo da situacdo, que suportavam
estratégias de resolugdo espontaneas, a medida que iam sendo partilhados e negociados.
Gradualmente, esses modelos foram integrando o reportério partilhado da turma, sendo
usados para pensar nas relacdes matematicas envolvidas (Doorman & Gravemeijer,
2009; Van den Heuvel-Panhuizen, 2003), num processo emergente de reorganizacdo da
atividade matematica da turma, que permitiu a coconstrucdo de conceitos e relagfes. A
exploracdo de situacdes realistas num significado de medida apelou & comparacdo
multiplicativa de quantidades de uma mesma natureza, na sua relagdo com quantidades
de outra natureza, em funcdo da unidade considerada, traduzindo num numero essa
relacdo. Deste modo, a compreensdo de numero racional como relagdo ndo retirou a
atencdo da sua interpretacdo como grandeza, como refere Domoney (2002), permitiu
alias quantificar essa relacdo e expressa-la, de acordo com a situacdo, em percentagem,
numeral decimal ou fracdo.

Neste processo de modelacdo emergente, as representacfes simbolicas foram
adquirindo significado atraves da interacao social, de um modo faseado, como descreve
Goldin (2003). Inicialmente, de modo mais intuitivo, foram mobilizadas na construcéo
dos modelos apoiadas em representa¢es que os alunos ja dominavam do trabalho com
0s numeros inteiros, estendidas aos nimeros racionais através da percentagem. De
seguida, a compreensdo desta representacdo fez surgir, através deste processo de
modelacdo emergente, a representacdo decimal e depois a fracdo, num entendimento da

sua estrutura e notacdo. E, posteriormente, cada representacdo foi-se tornando
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autonoma, sendo interpretada como uma forma diferente de representar a grandeza de
um mesmo numero racional. Estas trés fases foram decorrentes do processo dindmico e
participado de modelagcdo emergente, um processo que reline uma dada representacao
ou representacdes, e as acdes dialdgicas em torno da sua transformacdo num modelo de
matematizacao, progressivamente mais independente dos contextos (Freudenthal, 1991;
Wells, 1999).

Deste modo, os principios iniciais C4, C5, P1 e P2, que se enquadram neste
tema, sofreram reajustamentos, que implicaram a reestruturacdo e juncdo de ideias,
apresentando-se com 0 seguinte enunciado: propor tarefas que envolvam situacdes
realistas, num significado de medida, que apelem a compreensdo da relacao parte-todo
e de grandeza numérica [10], suportar a construcdo de modelos nas representacdes
ativas, iconicas, simbolicas familiares e significativas, bem como na linguagem oral e
escrita [11] e apoiar a construcdo de conceitos, relacdes e propriedades dos nimeros
racionais no processo de modelagéo emergente [12].

Em sintese, sdo apresentados na Tabela 2 os principios de design, que resultam
deste estudo, para a construcdo de uma aprendizagem comparticipada dos numeros
racionais através da percentagem, organizados em funcdo dos temas para 0s quais

concorrem, sem que a sua numeracgédo constitua uma ordem.

Tabela 2

Principios para a aprendizagem comparticipada de nimero racional através da percentagem.

1. Propor tarefas seguindo uma abordagem exploratoria,

valorizando as discussdes coletivas.

Sala de aula como 2. Promover a negociacéo de significados através da interacdo
comunidade de social e dialogica.

3. Negociar normas sociais que apelem & comunicacao,

participacdo e cooperacao na sala de aula.

Matematica 4. Negociar normas sociomateméticas que desafiem a

construgdo de processos de raciocinio e ao desenvolvimento da

autonomia na atividade matematica da sala de aula.

5. Apoiar a construcdo do conhecimento de nimero racional no

Processo de alargamento | conhecimento numérico prévio tendo por base a nocgio de

de conhecimento grandeza.

6. Entender o desenvolvimento numérico numa perspetiva de

sentido de nimero.

7. Promover a compreensdo de conceitos e a construcdo de

namero estratégias de calculo, em detrimento da memorizacdo de

regras e mecanizacao de procedimentos.

aprendizagem de

numérico, numa

perspetiva de sentido de
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8. Promover a compreensdo da natureza relacional da
percentagem, tendo por base o conhecimento numérico prévio
e a intuicdo para a proporgéo.

numa inter-relacdo de | 9. Fazer decorrer da compreensdo da percentagem a
compreensdo do numeral decimal e posteriormente a da fragéo,
de forma inter-relacionada.

10. Propor tarefas que envolvam situaces realistas, num
significado de medida, que apelem & compreensao da relagéo
parte-todo e de grandeza numérica.

11. Suportar a construcdo de modelos nas representacdes
processo de modelagdo | ativas, iconicas, simbolicas familiares e significativas, bem
como na linguagem oral e escrita.

12. Apoiar a construgdo de conceitos, relaces e propriedades
dos nimeros racionais no processo de modelagdo emergente.

Percentagem como

conceito privilegiado

representacdes

Aprendizagem dos

ndmeros racionais como

emergente

Este conjunto de principios ndo deve ser entendido como receita para 0 sucesso, como
referem Herrington e Reeves (2011), contudo pode ser considerado como orientador da
construcdo de praticas matematicas na sala de aula ou como base tedrica de discussédo

para a construcao de outros designs de investigacgéo.

Teoria local emergente

Sendo este estudo uma IBD, o refinamento da conjetura inicial no sentido da
construcdo de uma teoria local emergente € um resultado desejavel e, de certo modo,
expectavel (Cobb et al., 2016). Teoria local essa que, tendo em vista 0 objetivo do
estudo, procura explicitar como os diferentes elementos da ecologia de aprendizagem se
articulam para suportar a aprendizagem (Cobb et al., 2003). Assim, importa recordar
que neste estudo se pretende compreender os contributos que a percentagem pode dar na
construcdo de uma aprendizagem comparticipada dos nimeros racionais, huma etapa
inicial, alicercada numa perspetiva de sentido de numero e de continuidade no
desenvolvimento numérico dos alunos.

Atendendo a este objetivo, e numa sintese da discussdo das questdes de
investigagdo, apresenta-se um refinamento da conjetura inicial, que sintetiza a teoria
local a que se chega neste estudo, suportada pelos principios de design emergentes, que
se enuncia do seguinte modo:

Numa perspetiva de sentido de numero e de continuidade no
desenvolvimento numérico, situando a sala de aula como comunidade de
aprendizagem de Matematica, uma compreensdo relacional de percentagem,
que faca decorrer a compreensédo de numeral decimal e, subsequente, de fracéo,
de modo inter-relacionado, apoiada num processo de modelacdo emergente,
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contribui para a aprendizagem comparticipada dos nimeros racionais como um
todo.

Esta teoria local ndo se encerra em si propria. Deve ser interpretada como uma
conjetura final neste estudo, mas que, adaptada, pode servir de ponto de partida a outras
IDB que se foquem na compreensdo de uma aprendizagem comparticipada dos nimeros
racionais, nesta etapa da escolaridade, e que considerem a vida na sala de aula como um

sistema sinergético (Brown, 1992; Kelly, 2004).

Reflexao final

Uma reflexdo final sobre os processos de aprendizagem estudados e 0s meios
que os suportaram implica retomar 0s aspetos que circunscreveram este estudo e que
envolveram decisGes conceptuais e metodoldgicas tomadas desde o seu inicio. Impde
ainda que se destaquem as implicacOes que os resultados podem ter na aprendizagem
dos numeros racionais, nesta etapa da escolaridade, bem como em termos de futura
investigacao.

Um desses aspetos diz respeito a decisao de orientar este estudo huma perspetiva
sociocultural da aprendizagem, sustentada pelos principios da Educacdo Matematica
Realista, decisdo assumida no quadro conceptual deste estudo. A ideia foi apoiar a
construcdo da aprendizagem dos ndmeros racionais, num processo de reinvencdo
guiada, que se apoiou num processo de modelacdo emergente, fazendo essa
aprendizagem decorrer dos conhecimentos numéricos prévios daqueles alunos, que se
estenderam através da percentagem. A escolha de situacdes familiares, associadas a
percentagem pelo uso da tecnologia, permitiu propor tarefas significativas para o0s
alunos, que foram ao encontro das suas vivéncias. Os alunos deram sentido a essas
situacbes e foram construindo estratégias de resolucdo que, através da percentagem,
permitiram relacionar as ideias subjacentes a este novo conjunto numérico numa
compreensdo da sua natureza relacional.

Um outro aspeto respeita ao facto deste estudo envolver uma IBD na sala de
aula, o que conduziu a que decorresse emerso na sua ecologia de aprendizagem, isto &,
que atendesse a um complexo sistema real de interagdes mdaltiplas, que é influenciado
pela relacdo entre diferentes elementos (Cobb, et al., 2003). Dada a sua complexidade,
ndo foi possivel considerar todos os elementos que integram esse sistema, pelo que,

neste estudo a atencdo recai sobre as tarefas e os contextos escolhidos, as representacoes
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mobilizadas, a abordagem exploratoria desenvolvida e as normas sociais e
sociomatematicas estabelecidas. A relacdo entre estes elementos sustenta a gramatica
argumentativa deste estudo, tendo permitido documentar a complexidade e desordem
natural da sala de aula (Cobb et al., 2001; Cobb et al., 2016) a medida que os alunos
participavam, e faziam evoluir a sua participacdo, na comunidade de aprendizagem.
Deste modo, fazendo emergir a constru¢cdo de uma aprendizagem comparticipada,
determinada pela cultura desta sala de aula em particular.

Ainda relativamente a IBD, importa trazer a esta reflexdo a teoria local sobre a
aprendizagem dos alunos e 0s meios que a suportam que resulta deste estudo. Embora
ndo se pretenda assegurar a repeticdo exata da experiéncia de ensino, uma suposi¢ao
central em IBD é que a teoria local emergente deve poder ser usada para apoiar a
aprendizagem dos alunos noutras sala de aula, constituindo uma base tedrica
(Gravemeijer & Cobb, 2006). Identificadas as diferencas em termos de contexto, é
expectavel que seja adaptada de modo a ser usada em estudos subsequentes, uma vez
que se perspetiva este estudo como um caso paradigmatico de fendmenos mais
abrangentes (Cobb et al., 2003). Embora tenha sido um estudo desenvolvido nesta turma
em particular, resultou numa estrutura interpretativa que permitiu relacionar os
elementos da ecologia com a aprendizagem matematica situada num dado contexto.
Deste modo, é expectavel que os processos de aprendizagem documentados possam ter
implicacdes na conducdo de uma experiéncia de ensino noutra sala de aula. Uma vez
que se trata de um processo que assenta numa situacdo de aprendizagem real, deve
atender as caracteristicas dos participantes, das suas agdes, e a complexidade do
contexto que a caracteriza. Para tal, implica considerar as condi¢cdes da ecologia de
aprendizagem particulares da sala de aula que se pretende estudar, em funcdo dos
conhecimentos que os alunos ja possuem, num processo de adaptacéo e producdo, e nao
apenas um consumo direto da teoria local emergente deste estudo (Cobb et al., 2001).

Adicionalmente, um outro aspeto que importa referir, prende-se com a trajetoria
de aprendizagem vivida pela turma, na perspetiva de reforcar a ideia de Simon (1995)
de que a Unica coisa que é previsivel na sala de aula é que a atividade que nela decorre
ndo acontece exatamente como previsto. Embora se tenha antecipado de acordo com a
mesma sequéncia de representacOes, percentagem — numeral decimal — fracdo, a
trajetdria de aprendizagem vivida envolve a complexidade dos acontecimentos na sala
de aula, estruturados em termos de constru¢do de normas sociais, sociomatematicas e

praticas matemaéticas, permitindo ver a aprendizagem como participacdo em torno da
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resolucdo de tarefas especificas, pensadas para aquela turma, num dado momento
(Gravemeijer & Cobb, 2006). Por se pretender que fossem situadas na turma, tdo
realistas quanto possivel de modo a dar resposta a situagfes problematicas do dia a dia
da turma, as tarefas ndo estavam totalmente definidas a partida. Este facto permitiu, ao
longo da andlise preliminar, criar novas tarefas que permitiram ir ao encontro do
desempenho da turma, reforcando os aspetos que, em cada momento, revelavam
necessidade de ser aprofundados ou revisitados, na perspetiva de um curriculo em
espiral (Bruner, 1960), em que conteddos e relacbes sdo continuamente (re)descobertos.
Deste modo, a trajetoria de aprendizagem vivida pode ser entendida como uma matriz
que, orientada pela teoria local emergente deste estudo, pode ser considerada, em
termos de desenho curricular, numa etapa inicial da aprendizagem dos ndmeros
racionais.

Outra caracteristica que importa referir diz respeito ao envolvimento prolongado
e proximo com os alunos. Brown (1992) refere que intervencGes de sucesso na sala de
aula devem garantir que envolvem suficientemente os alunos, que os seduzem. Nesta
investigacdo, o envolvimento foi prolongado na medida em que ndo se reduziu a um
namero limitado de episodios, evidenciado no conjunto sistematico e completo de dados
recolhidos e pela extensdo da prépria analise. Na verdade, este aspeto implicou uma
tomada de decisdo relativamente a selecdo de dados a integrar os artigos. Embora
tenham sido todos analisados, foram, no entanto, apresentados 0s que se consideraram
significativos e representativos dos fenomenos em estudo (Brown, 1992). Além disso,
foi também um envolvimento préximo, evidente pelo facto de, para além de
investigadora, ser também professora da turma, desde o seu 1.° ano. Essa caracteristica
proporcionou um impacto significativo na ligacdo entre a investigacdo e a pratica
(Reeves, McKenney, & Herrington, 2011). Em concreto, permitiu que, como
investigadora, estivesse por dentro da cultura da sala de aula, conhecesse o percurso
escolar da turma e tivesse uma relacdo de forte empatia e confianca com cada aluno,
contribuindo para antecipar problemas e interpretagdes ou mesmo evitar alteracGes de
comportamento desencadeadas, por exemplo, pela presenca de outro adulto na sala de
aula (Mercer, 2007). No entanto, este foi também um aspeto do estudo que ofereceu
constrangimentos, assumidos a partida e discutidos ao longo de todo o processo
investigativo, nomeadamente, a necessidade de distanciamento em relacdo aos
resultados e a preocupacgéo de nédo deixar contaminar a interpretagdo dos dados. Embora
Mercer (2007) afirme ndo haver investigacdo que evidencie em que medida o nivel de
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envolvimento do investigador afeta o processo investigativo e os resultados, importa ter
presente que numa investigacdo desta natureza existe um grau de subjetividade critica
associado as decisdes que sdo tomadas em cada momento da investigacao.

Relativamente a opc¢éo de privilegiar a percentagem nesta etapa da escolaridade,
é de salientar que os alunos neste estudo cresceram imbuidos nas tecnologias digitais
(European Commission, 2018). S&o alunos que integram a chamada Geragdo Z,
conhecidos por estar sempre ligados entre si e a0 mundo, por procurarem interatividade
e velocidade, por serem intuitivos e resilientes, mas também impacientes. Na procura
por seduzir estes alunos, a escola encontra nestas tecnologias digitais uma oportunidade
para desafiar e mudar a relacdo entre os alunos e 0s processos de aprendizagem e
contetdos (European Commission, 2018). O grau de familiarizacdo que os alunos deste
estudo possuiam com a percentagem, associado ao uso destas tecnologias digitais, e a
ponte que esta permitiu estabelecer com o0s conhecimentos intuitivos e 0s
conhecimentos prévios, fizeram com que esta se tornasse uma representacdo versatil
(Goldin & Kaput, 1996), na compreensao dos nimeros racionais. A percentagem foi
mobilizada em diferentes contextos, tornou-se eficiente na compreensdo de relacGes e
foi convertida, sem dificuldade, noutras representacdes, caracteristicas que devem
permitir trazé-la a discussdao quando se pensa na aprendizagem dos nimeros racionais,
nesta etapa da escolaridade.

Ainda no que respeita a percentagem, este permanece um tépico matematico que
carece de investigacdo, quer relativa a processos de desenvolvimento profissional, quer
a processos de aprendizagem. N&o s6 porque existem poucos estudos atuais, sobretudo
centrados na compreensdo do seu papel na aprendizagem dos nimeros racionais, mas
também porque permanece um conceito em relacdo ao qual os alunos revelam
dificuldade (e.g., De Corte et al., 2005; Jacobs, 2013). Na verdade, trata-se de um topico
para a aprendizagem do qual ainda ndo foram alcancados grandes progressos (Gay &
Aichele, 1997; Tian & Siegler, 2018). Este estudo, ndo tendo como objetivo a
compreensdo do conceito de percentagem per se, fornece, contudo, elementos que
evidenciam a importancia de trabalhar a percentagem mais cedo, numa etapa da
escolaridade anterior ao estudo formal da raz&o e das proporgdes, como resposta ao
desafio lancado por Risacher (1991). Justifica-se, assim, a realizacdo de trabalhos que
(1) promovam uma aprendizagem comparticipada da percentagem na sala de aula, como
comunidade de aprendizagem; (2) que explorem o conhecimento intuitivo que os alunos

trazem da vida em sociedade, na construgdo da compreensao da percentagem; (3) que se
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foqguem na compreensdo da relacdo de proporcdo privilegiada que a percentagem
oferece; (4) que decorram numa perspetiva de sentido de nimero, conduzindo a um
conhecimento conceptual da percentagem; e (5) que tragam a vida para a escola, isto é,
que as tarefas se construam a partir de representacfes e contextos realistas para 0s

alunos.

A concluir. Os resultados discutidos vém corroborar investigacfes anteriores
que destacam o papel que a percentagem pode ter na construcdo da compreensdo de
namero racional (Hunter & Anthony, 2003; Moss & Case, 1999), mas fornecem
também novos elementos sobre como a aprendizagem dos nimeros racionais se pode
perspetivar como uma construcdo de sentido, integrada, realista e relacional. Integrada,
porque reflete uma visao integradora do desenvolvimento numérico e da comunidade de
aprendizagem da sala de aula, como um todo, adaptando-se a par e passo a evolucao de
cada um, dando oportunidade a todos. Realista, porque reflete a dimensdo da
Matematica, enquanto atividade humana e situada, que se reinventa com 0s outros,
como forma de organizar e interpretar situac6es significativas e reais, e, gradualmente,
0s objetos matematicos. Relacional, porque reflete a natureza dos nimeros racionais e a
sua interligacdo com outros conteddos matematicos, com os quais se articula e
sobrepde, e com a vida fora da escola, mas também numa perspetiva de que decorre da
atividade conjunta da turma, em interacdo, negociacdo e cooperacdo. Trata-se de uma
interpretacdo que se enquadra numa perspetiva sociocultural da aprendizagem da
Matemaética, mas que ganha também significado no referencial socio-cultural-politico
emergente na ultima década da investigacdo em Educacdo Matematica (Planas &
Valero, 2016). A dimensao politica surge na orientacdo para os principios implicitos de
equidade, diversidade e inclusdo que norteiam a aprendizagem da Matematica na escola
publica e, necessariamente, esta investigacao, porque nela teve lugar.

Este estudo traz uma visdo sobre a aprendizagem da Matematica que coloca a
atividade da turma como unidade de analise, fornecendo elementos sobre 0 modo como
pode ser feito na relacdo com as normas sociais e sociomatematicas especificas da
cultura da sala de aula. Esta visdo destaca o papel das normas na construgdo da
aprendizagem comparticipada da Matematica, garantindo que as conclusdes desta
investigacdo dizem respeito & maioria dos alunos da turma e néo apenas a casos isolados
(De Beer, Gravemeijer, & Van Eijck, 2018). Neste sentido, os resultados traduzem o

conhecimento emergente da participacdo na construcdo de praticas matematicas na
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turma, social e culturalmente situadas, em que ganha um significado negociado, nao
traduzindo, tal como néo se pretendia que o fizessem, o que cada aluno era capaz de
fazer sozinho (Confrey & Maloney, 2015). No entanto, em termos de investigacdo
futura, podera ser interessante cruzar a aprendizagem comparticipada pela turma com a
apropriacdo das praticas matematicas pelos alunos individualmente, por forma a
aprofundar, nomeadamente, a compreensdo do desenvolvimento dos processos de
raciocinio matematico, numa perspetiva de alargamento do conhecimento numérico dos
alunos.

Por outro lado, uma investigacdo desta natureza, imbuida na vida da sala de aula
e centrada nos processos de aprendizagem, envolve orquestrar diferentes aspetos que
permitem compreender o sistema como um todo (Brown, 1992). E por esta razdo que
ndo se pode considerar que a aprendizagem construida decorre diretamente da
experiéncia de ensino realizada. As condi¢des do estudo refletem a complexidade da
ecologia da situacdo de aprendizagem e o modo como influenciou os processos de
aprendizagem (Prediger et al., 2015) na qual se inclui a pratica da professora e 0s
processos de ensino, aos quais a investigacdo ndo pode ser alheia (Mendes, Brocardo, &
Oliveira, 2017). No entanto, ndo era intencdo deste estudo considerar as aces da
professora e 0s processos de ensino como foco de andlise. Porém, aprofundar a
compreensdo do papel do professor, numa perspetiva de professor que ensina alunos e
ndo de professor que ensina conteudos, na negociacdo das normas da cultura da sala de
aula, no sentido da construcdo de uma comunidade de aprendizagem de Matematica, e a
sua influéncia nos processos de aprendizagem pode ser um ponto de partida para

investigacOes futuras.
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A Aprendizagem dos Numeros Racionais com Compreensao

Envolvendo um Processo de Modelagdo Emergente
Learning Rational Numbers with Understanding Through an
Emergent Modeling Process
Helena Gil Guerreiro

Maria de Lurdes Serrazina

Resumo

O estudo que se apresenta neste artigo foca-se no papel que as representacdes assumem a medida que
sdo usadas e transformadas como modelos de situagdes contextualizadas e véo evoluindo para modelos
de raciocinio, por alunos do 1.° ciclo do ensino bésico (dos 8 aos 10 anos). Remete para uma
aprendizagem dos nOmeros racionais com compreensdo, enquadrada numa perspetiva de
desenvolvimento do sentido de nimero. E apresentada uma trajetoria de aprendizagem que privilegia
inicialmente a compreensdo da percentagem e sdo analisadas quatro tarefas de uma experiéncia de
ensino, que segue os procedimentos metodoldgicos de uma Investigacdo Baseada em Design. Os dados
foram recolhidos através da observacao participante, apoiada num diario de bordo, gravagdes audio e
video das aulas e produgdes dos alunos. A andlise evidencia que a construgdo comparticipada de
modelos a partir de representagdes, inicialmente associadas a percentagem, fortalece a interpretagédo de
relacGes e facilita a compreensdo de conceitos relativos aos nimeros racionais.

Palavras-chave: Nameros Racionais. Sentido de Ndmero. Representagdes. Modelagdo Emergente.

Abstract

The study presented in this paper focus on the role that representations assume as they are taken as
models of a contextualized situation and reconstructed as models for reasoning, by primary school
students (aged between 8 and 10 years). It regards rational numbers learning with understanding framed
by the development of number sense perspective. Considering a learning trajectory that emphasizes
initially the understanding of percentage, we analyze four tasks of a teaching experiment that was
developed, following the methodological procedures of a Design Based Research. Data were collected
through participant observation, supported in a logbook, audio and video recorded lessons and students’
productions at the classroom. The analysis highlights that the socially construction of models from
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representations, initially associated with percentage, strengthens the interpretation of relations and
facilitates the understanding of concepts related to rational numbers.

Keywords: Rational Numbers. Number Sense. Representations. Emergent Modeling.
Introducéo

Os nlimeros racionais® constituem um dos temas matematicos mais complexos e
mais importantes com que os alunos se deparam ao longo do ensino basico (BEHR;
LESH; POST; SILVER, 1983). A investigacdo em torno da aprendizagem destes
numeros aponta que os alunos revelam dificuldade na compreensdo da rede de conceitos
que o estudo destes numeros envolve (BEHR et al.,, 1983; LAMON, 2006;
MONTEIRO; PINTO, 2005; VAMVAKOUSSI; DOOREN; VERSCHAFFEL, 2012), o
que torna este topico desafiante do ponto de vista do desenvolvimento curricular.

Neste estudo, pretendemos analisar um percurso que se foca na compreensao dos
conceitos em detrimento da tendéncia de sobrevalorizar um ensino centrado na
mecanizacdo de procedimentos e regras (FOSNOT; DOLK, 2002; MOSS; CASE,
1999). Este percurso segue uma trajetoria de aprendizagem, inspirada em Moss e Case
(1999), considerada pouco comum no 1.° ciclo do ensino basico, em que é inicialmente
privilegiado um trabalho com a percentagem, num significado de medida. O processo de
representacédo reveste-se de especial importancia neste estudo, uma vez que a utilizacdo
por parte dos alunos de variados tipos de representacdo e a flexibilidade com que os
usam é um aspeto determinante para alcancar um conhecimento mais profundo na
aprendizagem da matematica (PONTE; SERRAZINA, 2000; TRIPATHI, 2008).

A investigacdo em curso, em que se baseia este artigo, tem como objetivo
perceber como se pode construir uma aprendizagem com compreensdo dos ndmeros
racionais. Neste artigo, pretendemos compreender o papel que as representacfes
assumem a medida que sdo usadas e transformadas como modelos de situagdes
contextualizadas, por alunos do 1.° ciclo, e vao evoluindo para modelos de raciocinio.
Focamos o olhar em quatro tarefas de uma experiéncia de ensino numa trajetéria de
aprendizagem, alicercada no desenvolvimento do sentido de nUmero, que privilegia
inicialmente a percentagem, tirando partido das representacdes iconicas e dos contextos

realistas que Ihe estdo associados.

1. A aprendizagem dos nUmeros racionais com compreensao

® O termo nlmeros racionais, usado neste texto, diz respeito ao conjunto dos niimeros racionais nio
negativos.
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O desenvolvimento do sentido de nimero racional. Uma aprendizagem efetiva
da matemaética envolve compreensdo conceptual, isto é, de acordo com 0 NCTM (2014)
“a compreensao e articulagdo de conceitos, operagdes e relagdes” (p. 7), que permite a
construcdo de um reportorio de estratégias e representagdes negociadas, bem como
chegar a fluéncia na realizacdo de procedimentos na resolucdo de problemas. Esta
compreensdo conceptual estd estreitamente relacionada com o sentido de ndmero, na
medida em que este diz respeito ao conhecimento geral acerca dos numeros e das
operacdes, bem como a capacidade e propensao para usar esse conhecimento de forma
flexivel na construcdo de raciocinios matematicos e no desenvolvimento de estratégias
(MCINTOSH; REYS; REYS, 1992). Sem que haja uma defini¢do Unica para sentido de
namero, que apresente objetivamente todas as suas caracteristicas, podemos afirmar que
€ um constructo com uma natureza intuitiva, que cada um desenvolve gradualmente
como resultado de explorar os numeros, visualiza-los em varios contextos e de 0s
relacionar, estabelecendo conexfes com os conhecimentos que ja possui (HOWDEN,
1989; MCINTOSH; REYS; REYS, 1992). Espera-se assim que “o curriculo de
Matematica tenha em conta esta perspetiva de pensar 0s ndmeros e operacGes em
termos de sentido de numero” (BROCARDO; SERRAZINA, 2008, p. 101),
inicialmente com os nimeros inteiros, mas também depois, com 0s nimeros racionais.
O estudo dos numeros racionais tem associada uma mudanga conceptual e importa ter
presente que as experiéncias que os alunos vivenciaram anteriormente pode condicionar
essa aprendizagem, limitando ou favorecendo essa mudanca. (VAMVAKOQOUSSI et al.,
2012). A complexidade do trabalho com este conjunto numerico deve-se ainda a
multiplicidade de interpretacbes que 0s nimeros racionais podem convocar em cada
situacdo, os chamados subconstructos, como parte-todo, operador, quociente, medida e
razdo (BEHR et al., 1983; NCTM, 2010). Estes subconstructos apoiam-se em relacgoes e
significados, que variam de acordo com o0s contextos, sendo o seu sentido determinado
em funcédo da unidade definida, componentes fundamentais do sentido de nimero.

O papel da percentagem. Alguns estudos (HUNTER; ANTHONY, 2003;
MOSS; CASE, 1999) evidenciam que os alunos podem desenvolver uma efetiva
compreensdo dos numeros racionais quando a sua aprendizagem envolve o estudo da
percentagem, nas primeiras etapas do trabalho com este conjunto numérico. Esta
abordagem permite valorizar as estratégias de resolugbes espontaneas dos alunos,
maximizando o0s conhecimentos intuitivos em relacdo a propor¢do e aos numeros

inteiros de 1 a 100. A percentagem esta presente na linguagem do quotidiano, estando a
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sua utilizacdo generalizada aos mais diversos contextos da sociedade. A sua ligacdo aos
contextos do dia-a-dia, familiares aos alunos € uma das razGes que Moss e Case (1999)
apontam para a sua introducdo nesta fase da escolaridade. A simplicidade da sua
representacdo faz com que seja de utilizacdo corrente, mas é também esta simplicidade
que a torna, segundo Parker e Leinhardt (1995), um conceito de aprendizagem
complexa. Deste modo, numa introducdo a nogdo de percentagem no 1.° ciclo do ensino
bésico h& aspetos que devem ser tidos em conta, a comegar pela propria palavra,
percentagem, um conceito social com diversas interpretacdes. Um exemplo disso € o
facto da linguagem que normalmente surge associada a percentagem ser aparentemente
aditiva. Expressdes como custa menos 20% escondem a sua natureza multiplicativa.
Parker e Leinhardt (1995) referem ser importante ter em conta, mesmo numa fase inicial
de trabalho, que a percentagem “é uma linguagem de proporc¢do privilegiada que
simplifica e condensa descri¢des de comparagdes multiplicativas” (p. 472). Os mesmos
autores referem que para evitar que se torne ambiguo, o trabalho com a percentagem
ndo pode remeter-se apenas para o significado parte-todo, uma vez que esta é um
constructo com propriedades de numero, de parte-todo e de razdo. Importa assim
percecionar a relacdo que traduz entre quantidades e as comparagdes proporcionais que
oferece, muitas vezes escondidas atras da notacdo, mas que a torna uma ideia potente’
para uma aprendizagem dos ndmeros racionais com compreensdo, no 1° ciclo do ensino
bésico.

Multiplas representacbes na construcdo de modelos. As representacdes
assumem um papel primordial na compreensdo conceptual (NCTM, 2014). A
multiplicidade de representagdes ¢é justificada pela ideia de que “diferentes
representacdes matematicas de um conceito destacam diferentes aspetos da sua
estrutura, que se complementam no sentido da compreensdo desse mesmo conceito”
(TRIPATHI, 2008, p.438). Por esta razéo, os alunos precisam de desenvolver um bom
“repertorio de representagdes” (PONTE; SERRAZINA, 2000, p.45), representacdes,
ativas, iconicas, simbolicas (BRUNER, 1962), e linguagem oral e escrita (PONTE;
SERRAZINA, 2000), mais ou menos convencionais, com as quais “se sintam confiantes
a trabalhar” (p.45). Contudo, Boavida, Paiva, Cebola, Vale e Pimentel (2008) salientam
que nem todos os alunos estdo aptos ao mesmo tempo para trabalhar com a mesma

representacdo, o que reforca a necessidade de se discutirem diversos processos de

’ Entende-se por potente o ser adequada, eficaz e acessivel.
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exploracdo de uma mesma tarefa, de modo a que os alunos possam, progressivamente, ir
associando os novos conhecimentos a representacdes diversificadas.

A corrente de investigagdo holandesa (GALEN; FEWNS; FIGUEIREDO;
GRAVEMEIJER; HERPEN; KEWNZER, 2008; GRAVEMEIJER, 2005) fala em
modelos e associa 0 processo de modelacdo a atividade que os alunos desenvolvem
quando usam e transformam representacdes para chegar a solucdo de um problema. Esta
atividade implica uma evolucdo do proprio modelo, como afirmam Galen et al. (2008)
“de modelos de situagdes concretas para modelos de pensamento” (p.18), num processo
com uma dupla implicacdo, que se traduz na ideia de modelacdo emergente
(GRAVEMEUWER, 2005). Este processo considera por um lado “o processo através do
qual o modelo emerge” (p.3) e por outro, “o processo através do qual os modelos fazem
emergir um conhecimento matematico mais formal” (p.3). Progressivamente, o modelo
vai deixando a funcédo de representar um problema contextualizado (modelo de) para se
ir assumindo como a base do raciocinio matematico (modelo para). Um modelo é assim
interpretado como uma construcdo gradual que resulta da atividade do aluno sobre uma
representacdo, apoiando a construcdo de relacdes e constituindo a base do seu raciocinio
matematico.

Apoiado em representacfes e tendo em vista a modelagdo de situagdes
associadas a nocdo de percentagem, Moss e Case (1999) constroem um modelo
conceptual, que remete para 0 uso de recipientes e imagens, a que se vdo associando
procedimentos de calculo, que se constroem com sentido. Do mesmo modo, Van Den
Heuvel-Panhuizen (2003) apresenta 0 modelo da barra, como um modelo para pensar.
Esta barra é convocada na passagem da utilizacdo de representacGes ativas, tiras de
papel associadas a um dado contexto, para uma outra representacdo, icénica nao
implicada diretamente num contexto. Brocardo (2010), convocando o Programa de
Matematica do Ensino Basico (ME, 2007), sugere 0 recurso a contextos que envolvam o
uso da barra retangular e da reta numerica, considerando que estas representacdes se
podem constituir como modelos, uma vez que permitem interpretar relagdes complexas,
nomeadamente de proporcionalidade, com significado. Assim, as tarefas e os contextos
devem ser pensados, como refere Wood (1999), de modo a proporcionarem momentos
em que se espera que os alunos “participem, examinem, critiquem, e¢ validem o seu
conhecimento matematico através de um discurso pensado” (p. 188), isto é, possam,
progressivamente, ir desenvolvendo também a sua capacidade de raciocinio. Segundo a

autora, a apresentagdo de argumentos, com justificacdo e validagdo no grupo, sé&o
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precursores de um raciocinio mais formal, que se pretende que os alunos venham a
desenvolver ao longo da sua escolaridade.

A inter-relacdo entre estes elementos tedricos permite-nos considerar que a
aprendizagem dos numeros racionais com compreensao pode desenvolver-se alicercada
numa perspetiva de desenvolvimento do sentido de numero, Para tal, sdo convocadas
maltiplas representagdes no processo emergente de construcdo de modelos para
raciocinar matematicamente. A percentagem, pela sua ligagéo aos contextos do dia-a-
dia e pelas relagdes que oferece, faz sentido como representacdo a privilegiar, numa
trajetéria de aprendizagem que se desenvolve através de uma aprendizagem
comparticipada, apoiada nos conhecimentos prévios dos nimeros que os alunos ja

possuem, mas desencadeando a necessaria mudanca conceptual.

2. Metodologia

O estudo que apresentamos neste artigo enquadra-se numa investigacdo mais
alargada, de paradigma interpretativo, que se desenvolve segundo uma abordagem
qualitativa (BOGDAN; BIKLEN, 1994). A modalidade de investigacdo escolhida € a
Investigacdo Baseada em Design (ANDERSON; SHATTUCK, 2012; COBB;
JACKSON; DUNLAP, 2016; PONTE; CARVALHO; MATA-PEREIRA;
QUARESMA (in Press)) e apoia-se na construgédo e implementacéo de uma experiéncia
de ensino na sala de aula. O caracter ciclico cumulativo e de intervencdo de uma
investigacao desta natureza envolve interpretacfes da atividade matematica dos alunos e
do ambiente de aprendizagem da sala de aula, no sentido da constru¢cdo de uma teoria
local de aprendizagem (GRAVEMEIJER; COBB, 2006).

Conjetura e principios do design da experiéncia de ensino. A experiéncia de
ensino implementada é orientada por uma conjetura (CONFREY; LACHANCE, 2000)
e apresenta uma dimensédo de contetdo matematico e outra de conteudo pedagogico. A
primeira dimens&o incorpora alguns principios de design relacionados com contetdos e
processos matematicos que se pretende que os alunos aprendam e a segunda dimensao
tem por base principios de design que dizem respeito aos meios através dos quais se
pretende que os alunos aprendam. De uma forma sucinta, traduzimos a conjetura no
seguinte enunciado: No topico dos numeros racionais, um trabalho apoiado numa
sequéncia de tarefas, que privilegia a percentagem e a subsequente inter-relacdo com

as outras representacbes (decimal e fracdo), gera aprendizagens neste conjunto
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numérico, a medida que os alunos participam na atividade social da sala de aula e
constroem significados partilhados, numa perspetiva de desenvolvimento do sentido de

ndmero.

No que respeita a dimensdo especifica do conteddo matematico, podemos
identificar cinco principios que a sustentam: 1) desenvolver o sentido de ndmero, na
construcdo de relagdes e conceitos relativos aos numeros racionais; 2) privilegiar
inicialmente a percentagem, a que se segue o numeral decimal® e posteriormente a
fracdo, numa articulagdo entrecruzada entre estas representacbes; 3) apoiar as
estratégias de calculo na estrutura concetual dos numeros inteiros; 4) suportar a
construcdo de modelos nas representacdes ativas, iconicas, simbodlicas e na linguagem
oral e escrita, partindo dos conhecimentos intuitivos e informais dos alunos; 5)
privilegiar tarefas que envolvam os significados de medida e razdo, tendo em vista o
desenvolvimento de relagdes multiplicativas e de capacidades associadas a um
raciocinio proporcional. Relativamente a dimensdo do conteudo pedagdgico, 0s
principios associados sdo cinco e destacam a importancia de: 1) escolher contextos
significativos e relacionados com as vivéncias dos alunos; 2) construir tarefas tendo em
vista a construcdo de modelos pelos alunos; 3) implementar as tarefas de acordo com
uma abordagem exploratdria, valorizando as discussfes coletivas; 4) promover a
aprendizagem comparticipada, promovendo a interacdo e a negociacao de significados e
5) privilegiar a compreensdo dos conceitos em detrimento da mecanizagdo de regras e

procedimentos.

A trajetdria de aprendizagem. A implementacdo da experiéncia de ensino
acontece numa mesma turma em que a professora titular ¢ também investigadora
(primeira autora), ao longo de vinte aulas nos 3° e 4° anos, nos anos letivos de
2012/2013 e 2013/2014. A turma, com vinte alunos no 3.° ano e vinte e dois no 4.°, com
idades entre os 8 e 0s 10 anos, provenientes de um meio socioeconémico medio-baixo,
integra uma escola publica da Grande Lisboa, em Portugal. Ao longo do seu percurso
no 1.° ciclo esteve em vigor o anterior Programa de Matematica do Ensino Béasico (ME,
2007), sendo o aproveitamento dos alunos globalmente satisfatério. Os nimeros
racionais comecgaram a ser trabalhados nos dois primeiros anos, tal como sugeria o

mesmo Programa (ME, 2007), “com uma abordagem intuitiva a partir de situagdes de

® Neste texto designamos por numeral decimal a representacdo de niimeros racionais nio negativos,
através do sistema decimal, utilizando virgula.
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partilha equitativa e de divisdo da unidade em partes iguais, recorrendo a modelos e a
representacdo em forma de fragcdo nos casos mais simples.” (p. 15). Nos 3.° ¢ 4.° anos, o
seu estudo é aprofundado, seguindo uma trajetéria de aprendizagem, que é hipotética,
como explica Simon (2005), dado que reune um conjunto de pressupostos sobre o
processo de aprendizagem dos alunos e que tém por base os principios de design
anteriormente apresentados. Esta trajetoria traduz um percurso do ponto de vista do
conteddo matematico, que pode dividir-se, de forma esquematica (Figura 1), em trés

etapas, como sugere o estudo de Moss e Case (1999). Embora se apresentem de forma

*nogdo de percentagem (interpretacdo / significados)

* representacoes flexiveis / construgdo de modelos

s estratégias de célculo: composi¢do de decomposicéo dos
nlimeros inteiros; metades/dobros; metades sucessivas;
estratégia dos 10%

b 4 * numerais decimais, na relagdo com a percentagem, com
arredondamento as centésimas
 contexto de medida /construcdo de modelos
* numerais decimais, com arredondamento as décimas
(equivaléncia)

b 4  Fragdes decimais, na relagdo com a representacdo decimal e com
a percentagem
* Fragdes de / fragBes equivalentes
* Movimentagdo entre as multiplas representagdes de acordo com
a situacdo

A 4
sequenciada, para facilitar a leitura, ndo pretendem sugerir uma trajetéria de
aprendizagem linear. A primeira etapa remete para o inicio do desenvolvimento da
compreensdo da nocdo de percentagem. Segue-se-lhe a introducdo da representacdo
decimal, fazendo as centésimas decorrer da percentagem, e por ultimo, o trabalho com
as fracGes, como extensdo da representacdo decimal, inter-relacionando as diferentes

representagdes entre si.
Figura 1 — Esquema da trajetdria de aprendizagem do contetido matematico

A recolha de dados decorreu no ambiente natural de aprendizagem, a sala de
aula. Para acautelar uma excessiva implicagdo da primeira autora e obter uma descrigédo
o mais fiel e completa possivel dos episddios procuramos uma variedade de
procedimentos de recolha de dados (CONFREY; LACHANCE, 2000). Obteve-se o
consentimento informado voluntéario dos participantes e foi garantido o anonimato e
confidencialidade dos dados (AERA, 2012). Os dados resultam dos registos da
observacao participante, apoiados pelas gravacdes audio e video das aulas, do diario de

bordo da professora/investigadora, e das producdes escritas dos alunos.
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O processo de analise, tratando-se de uma investigacdo baseada em design,
desenvolveu-se em dois momentos, e envolveu uma analise continua e reflexiva durante
todo o processo investigativo (GRAVEMEIJER; COBB, 2006). Ao longo da preparacéo
e implementacdo da experiéncia de ensino na sala de aula decorreu uma analise
preliminar, cronoldgica, que permitiu a emersdo de categorias a partir dos dados.
Posteriormente & recolha de dados deu-se inicio a uma anélise retrospetiva, ainda em
curso, que implicou voltar a olhar todo o conjunto de dados e dividi-lo em categorias,
desta vez baseadas em tipologias predeterminadas geradas a partir do quadro teorico. O
cruzamento resultante destas duas dimensdes de analise de contetudo permite explicitar e
justificar a interpretacéo da aprendizagem dos alunos, traduzindo-se em refinamentos da
conjetura, no sentido da construcdo gradual e emergente de uma teoria de aprendizagem
local. A analise de dados que trazemos a este artigo remete para quatro tarefas da
experiéncia de ensino, que decorreram na 1.2 e 2.2 etapas da trajetoria de aprendizagem,
e envolve o estudo da relacdo entre trés categorias: estratégias que suportam o
raciocinio; significados do nimero e relacfes numéricas e representacdes na construcao
de modelos. Embora ndo sendo consecutivas, as tarefas sdo apresentadas pela ordem

que foram propostas aos alunos.

3. Episodios da Experiéncia de Ensino

Tarefa 1. A Tarefa 1 integra a primeira etapa da trajetoria de aprendizagem, que
diz respeito a Compreensdo da Percentagem (Figura 1), e pretende estabelecer conexdes
entre a percecdo natural que os alunos revelam relativamente a proporcionalidade e a
sua intuicdo em relacdo as percentagens. Esta tarefa envolve a exploracdo da dindmica
de uma bateria de telemodvel. A imagem dada (Figura 2) pretende apoiar a realiza¢do da

tarefa enquanto representacao iconica.

|
Jr

Figura 2 — Imagem dada no enunciado da Tarefa 1.

Na segunda parte da tarefa € pedido que os alunos identifiquem que percentagem
estd representada na imagem da bateria C. Alguns alunos sugerem que estdo

representados 20%, outros 25%. Para justificar a sua opinido, um grupo de alunos que
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considera representados 25% usa como estratégia o calculo das metades sucessivas,

apoiando-se na representacdo iconica, como explicita Dina, na discussdo em coletivo.
Dina — Eu vi 100 e fiz metade de 100, que deu 50 e depois parecia outra vez metade.

Nesta situacdo a aluna considera suficiente a resposta com um valor aproximado.
No entanto, quando estd a comunicar a estratégia do seu grupo a turma, usando como
suporte 0 Quadro Interativo Multimédia (QIM) (Figura 3), a devolucdo evidencia que
embora possa ser uma estratégia multiplicativa potente, ndo se revela eficaz nesta
situacdo. Quando a aluna marca metade de 50%, obtém uma por¢do que € maior que

zona sombreada na bateria C, chegando assim a um impasse.

Figura 3 — Registos no QIM no momento de discussdo em coletivo da Tarefa 1.

E a apresentacdo de uma estratégia alternativa, pelos colegas de outros grupos,

que contribui para a construgdo conjunta de uma solugdo comum.

Simdo — Isso ndo esta a 25 por cento.
Professora — 25 por cento seria a metade da metade. Entdo quanto € que seré que é?
Alunos — 20 por cento.

E entdo sugerido que a zona sombreada seja considerada como parte a iterar,

considerando como resultante da divisdo do todo em cinco partes iguais.

Professora — Porqué? Marco.

Marco — Porque cabe 5 vezes.

Professora — [considera a medida da parte representada e repete na imagem]
Dinis — Assim ja vais no 80 por cento...

Professora — Acham que cada uma destas partes representa 20 por cento?
Alunos — Sim.

Professora — Assim, quanto me falta para ter a bateria cheia? Ana.

Ana — Faltam 80 por cento.

O registo da tarefa de Ana, na figura 4, permite ilustrar esta estratégia usada pelo
Seu grupo, que passa por verificar quantas vezes a zona sombreada cabe na unidade e

chegando a conclusdo de cada parte corresponde a 20%.
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Figura 4 — Registo de Ana na resolucéo da Tarefa 1.

Este procedimento traduz uma estratégia multiplicativa, com recurso a divisao.
O significado de medida permite-lhes comparar a quantidade considerada em relagdo ao
tamanho da unidade, que seria representada por uma bateria completamente carregada.
Os alunos conseguem modelar a situacdo a partir da representacdo icénica da bateria,
evidenciando a relacéo entre as duas distancias, na qual vao incorporando elementos de
representacdo simbdlica. A construcdo de um modelo como estratégia de calculo, a
partir de uma representagdo com elementos contextuais, acontece em articulagcdo com a
experiéncia do dia-a-dia, apelando ao sentido de proporcionalidade dos alunos para

estimar uma percentagem representada.

Tarefa 2. A Tarefa 2 (Figura 5) também enquadrada na etapa de Compreensdo
da Percentagem (Figura 1), pretende permitir que a barra de estado, enquanto
representacdo familiar do quotidiano, se venha a constituir como modelo de uma
situacdo real, a gravacdo de um programa. Esta tarefa convoca ainda o uso de uma outra

representacdo, uma tabela de razéo.

QObserva a bara. O que esta gravado demorcu 20 minutos. Completa a tabela e descobre quantos minutos demorou a gravagdo
Quanto tempo demora a gravar fodo ¢ programa? Explica como de cada parcentagem do programa.
pensaste.

50% Percentagem | 10% | 20% | 30% | 40% | 50% | 60% | 70% | 80% | $0% | 100%
T ——
Tempo (min] 8 20 | 24 36

Figura 5 — Enunciado da Tarefa 2.

Os alunos interpretam a barra de estado com uma simplicidade natural, pois
diariamente se deparam com esta representacdo no Magalhdes®, quando descarregam
programas ou jogos. Nesta tarefa os alunos sdo mobilizados a estabelecer relacdes e
calcular percentagens de referéncia. A situacdo implica que os alunos determinem a
parte de um programa gravado, a velocidade constante, sabendo a percentagem e o todo.
Contudo, a interpretacdo da situacdo vai além de um significado parte-todo, permitindo
uma interpretagdo, ainda que intuitiva, do significado de raz&o. Nela estdo implicadas
quantidades de grandezas de natureza diferente: tempo e quantidade de programa
gravado em percentagem, sendo necessario que estabelecam uma relacdo de
comparacdo. Embora esteja subjacente uma estrutura multiplicativa, alguns grupos de

alunos, nas explicagdes que apresentam em linguagem escrita, verbalizam a relagéo de

Iu

° Computador portatil pessoal distribuido aos alunos, até 2011, ao abrigo da Iniciativa Governamenta
Escolinha”.
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proporcionalidade recorrendo a um sentido aditivo, como é o caso da justificacdo

apresentada no registo de Hélio, que podemos ler na figura 6.

Porgue se & vinte e se estd no 50 por cento entdo se vinte
mais vinte da quarenta, entdo vai demorar quarenta minutos.

B’WMI v Al ) 4‘:;7{}9 (AR (‘.67“&' no Ho boxr (‘.pn"m

Y A R P S Y ("H)&r(’n-[ﬁ\ 3 ond50" var dimorareien

Figura 6 — Justificacdo Hélio a 12 pergunta da Tarefa 2.

Outros alunos conseguem traduzir em linguagem natural uma relacdo de
natureza multiplicativa, que estabelecem apoiada na estratégia das metades/dobros,
comparando dois conjuntos de nimeros e mantendo a razdo constante, como evidencia

o testemunho de Mafalda (Figura 7).

Todo o programa demorou 40 minutos porque se
metade é vinte o dobro é quarenta a terminar a barra.

= e

So ‘D O OO lemoOrd L ) mn ,‘lng 106
T - : N

7=
’ N/ \ \ - A
se ‘I'\Q,'\‘O&U{ e Wk D Nors € auayetNia o l-um,nor

F}gura 7 — Justificacdo de Mafalda a 1.2 questdo da Tarefa 2

Ao justificar, Mafalda parece interpretar a propor¢ao simples entre 0s quatro
valores das quantidades referentes as grandezas envolvidas, apresentando o argumento
de que a relacdo que o tempo que demora a gravar metade do programa corresponde ao

tempo que demora a gravar todo o programa, como 50% corresponde a 100%.

Na segunda parte desta tarefa € apresentada uma tabela de razdo (Figura 8). Esta
representacdo é escolhida no sentido de tornar explicitas relacdes de comparacdo em
termos multiplicativos e facilitar o célculo do tempo de diferentes percentagens do

programa gravado.

ntagem | 10% | 20% | 30% | 0% | 50% | 60% | 70% | 80%

Figura 8 — Registo de Clara a 2% questdo da Tarefa 2.

A tarefa revelou-se desafiante para a turma. O primeiro facto descoberto é a
relacdo com os multiplos de quatro, uma regularidade sugerida pela tabela. Dinis, por
exemplo, verifica que na tabela os minutos vao aumentando “de quatro em quatro” e
assim consegue descobrir todas as percentagens relativas a quantidade de programa
gravado, recorrendo ao sentido aditivo da multiplicacdo, sem que explicite a relagédo

entre as duas grandezas:
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Dinis — Antes de preencher a tabela eu olhei para 0s nimeros para ver se 0s nUmeros
me davam uma pista e a verdade é que 0s nimeros me deram uma pista. O 20 e
0 24 deram-me uma pista.

Professora — Como assim?

Dinis — Eu vi que o vinte [apontando para os 50%] passou para este [apontando para
0s 60%)] fazendo mais quatro. . . . E sempre de quatro em quatro.

Nesta fase de construcdo de conceitos, outros alunos, tal como Dinis, também
compreendem a existéncia de uma regularidade, mas ndo a descobrem a partir da
estratégia dos 10%, como seria expectavel. Analisam a grandeza tempo, identificando
um padrdo crescente nos minutos, sem a relacionar com a quantidade de programa

gravado. Outros avangam um pouco mais, como o caso de Bruna:

Bruna — Eu fiz assim. Vi que duas vezes 10 ndo dava quarenta, fiz trés vezes dez e
também ndo dava quarenta e vi que quatro vezes dez dava, descobri que era o
quatro.

Esta aluna percebe a relagcdo entre os dois conjuntos de nimeros e avan¢a na
descoberta recorrendo a uma estratégia de tentativa-erro, a fim de encontrar o 10%,
tendo presente que para tal, teria que encontrar o nimero que multiplicado por dez daria
40, que corresponde aos 100%. A apresentacdo de varias estratégias na discussdo
coletiva permite que o grupo avance, acontecendo a reformulacdo de raciocinios, de

acordo com o que cada um consegue interpretar nesse momento:

Heitor — O processo era sempre de quatro em quatro minutos.

Simédo — 10% sdo 4, é sempre vezes 4.

Mafalda — O processo todo demorava dez vezes quatro minutos.

Professora — Todo o processo de gravagdo do programa demorava dez vezes quatro
minutos.

Hélio — Podiamos também olhar para 36 minutos e ver qual era 0 nimero que dava
40.

Neste dialogo a descoberta das relacbes numeéricas parece apoiada nos
conhecimentos que os alunos ja tém relativamente as regularidades da tabuada.
Podemos ainda constatar que todos os alunos percecionam gque o nimero de minutos vai
aumentando proporcionalmente em relacdo a percentagem de programa gravado. Ha
alunos ainda presos a estruturas aditivas e outros que, gradualmente, de acordo com
cada situagdo, conseguem ir comparando e compreendendo a nocao de percentagem
como parte de um todo que corresponde a 100, recorrendo a estratégias multiplicativas.
Enquanto representacdes privilegiadas nesta tarefa, quer a barra de estado, quer a tabela

de razdo vao sendo apropriadas como modelos da situagdo e como estratégias de

137



calculo, em que apoiam a construcdo do seu raciocinio. Ambas encorajam a construgédo
de estratégias que se apoiam em relagdes numéricas e que modelam uma situagéo real,
permitindo evidenciar o seu caracter proporcional. Os alunos efetuam célculos com os

numeros que lhes permitem percecionar que a relacdo, isto é, a razdo, se mantém.

Tarefa 3. A Tarefa 3 surge na sequéncia de um trabalho de projeto de um grupo
de alunos, em Estudo do Meio, sobre bulldogs franceses. Do ponto de vista do contetdo
matematico insere-se na etapa correspondente ao desenvolvimento da Compreenséao da
Percentagem (Figura 1), tal como as anteriores. Procura relacionar a massa com a
percentagem relativa a quantidade de racdo no saco, numa interpretacdo da percentagem
como um esquema de comparacdes, que remetem para a construcdo, numa etapa inicial,
do significado de razdo, apelando a intuicdo relativa a proporcdo. A imagem dada
apresenta uma representacdo iconica do saco de racdo apoiada por duas retas numeéricas,
representando duas escalas, visivel na figura 10, em que o topo do saco representa o
saco cheio, com 20 kg de ragédo, correspondendo essa indicacdo a 100%. A presenca
destas duas escalas permite estabelecer relagdes de comparacéo, fazendo variar a massa
de racdo de um saco em funcédo da quantidade de racdo que o saco leva, no sentido de

induzir a construcédo de sentido no uso da reta numérica dupla.

0 quilos —J

O cdo do Wilson come em 4 semanas 10 quilos de racdo.

Figura 10 — Registo de Carolina na resolucéo da Tarefa 3.

Todos os grupos calculam os 50% como metade da massa de racdo em
quilogramas, como sugerido, sem dificuldade. Alguns grupos de alunos usam a
representacdo iconica dada diretamente, como € exemplo a resolucdo da figura 10, de
Carolina. Qutros grupos convocam a imagem de apoio dada, mas reconstroem-na,
modelando a situacdo para apoiar a construcao de relagfes. Da imagem da figura 11, de

Mafalda, destaca-se a relacdo entre quantidades, suportada pelas duas retas, que o grupo
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usa para construir o seu raciocinio. Em cada alinea da tarefa, o grupo recorre a

reconceptualizagéo da unidade.

‘lo? LT 775 1000/, Sq T\——j1m o/

B
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Figura 11 — Registo de Mafalda na resolucéo a Tarefa 3 (1.2. e 1.3.).

Na segunda alinea da tarefa perceciona que o saco fica apenas com 10
quilogramas. Esses 10 quilogramas passam entdo a ser considerados como o todo, que
identificam como 100% e se 10 quilogramas ddo para quatro semanas, acham 50% para
determinar a quantidade para duas semanas. E repetem o procedimento para calcular a
racao que consome numa semana. Os alunos deste grupo usam a estratégia das metades,
mas mobilizam a relacdo que a percentagem oferece para interpretar a unidade,
percecionando que ha uma relacdo entre quantidades que se mantém constante e que as
duas véo variando em conjunto. Esta situacdo envolve uma construcéo inicial e intuitiva

do significado de razdo dos nimeros racionais.

Ainda num outro grupo, depois de calculada a percentagem correspondente a
50% e a 25%, os alunos optam por modelar a situacdo através de uma tabela de razéo

(Figura 12), que lhes permite interpretar também a relacdo em funcéo do tempo.

fp\ D (_,N AOW'\QM\ (€2 (‘v"\as e A SEMANGS,,
; a0 we 30 4
.

Figura 12 — Registo de Ana na resolucéo a tarefa 3.

Os alunos convocam uma tabela de razdo espontaneamente, atribuindo-lhe
significado no contexto da tarefa apresentada. Nesta situacdo a construgdo da tabela
assume-se como um modelo para raciocinar, tendo sido mobilizado de situagdes
anteriores para suportar um calculo generalizavel, neste caso num novo problema. Note-

se que quer as retas numéricas verticais, quer a tabela de razdo, sdo representacdes que
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os alunos reconstroem como modelos da situacdo, em que emergem elementos
simbdlicos. Ambas permitem que os alunos estabelecam relagGes entre quantidades de
grandezas diferentes, comparando-as, permitindo construir significados e evidenciando
os calculos e vao sendo apropriadas como modelos para raciocinar. O numeral decimal
surge nesta tarefa de forma natural, sendo por vezes apoiado pelo registo por palavras,
como é possivel ver na figura 12. Uma vez que a representacdo decimal ndo fora
trabalhada do ponto de vista formal, ha alunos que dominam a sua notagao e outros que
ndo, e importa que seja entendida e o seu significado posto em comum, no momento de

comunicacdo a turma.

Tarefa 4. A (ltima tarefa que apresentamos remete j& para a segunda etapa da
trajetoria de aprendizagem (Figura 1), a de Compreensdo da Representacdo Decimal.
Esta € uma das tarefas de introducdo formal da representacdo decimal dos numeros
racionais. A articulacdo com o conhecimento construido relativo a percentagem, como
se defende na conjetura do design, permite estabelecer conexdes entre as duas formas de
representacdo e os modelos a elas associados. A sequéncia desenvolve-se num contexto
real, associado a medicdo de objetos da sala de aula, que os alunos realizam, recorrendo
ao significado de medida dos nimeros racionais. A representacdo privilegiada é a reta
dupla. Os alunos usam conhecimentos prévios relativos aos ndmeros naturais para
estabelecer relagdes entre 0 nimero e 0 seu posicionamento em relacdo a outros
nameros, considerando como unidade de referéncia 100 centimetros. No sentido da
precisdo, alguns grupos procuram registar primeiro numeros de referéncia. Na figura 13,
percebemos que sdo marcados o 10% e o 20% na reta como forma de facilitar a
localizacdo de outros nimeros, neste caso 0 9, 0 21 e 0 27.

: 5
‘ Objeto I Medida do objeto (cm) 4%0 /) 2 VA ?7/
3 2]
\\ Ex. altura de um objeto “ 100 % 0% 9/ ‘ %’1% ,Z 1(?0%
acdles [ 1 e = | l l \ ]
‘ ! 7 0 100em = 1m
‘ CRI®INO & eSC ‘l 2 { N (cm) i A 24
| » 20 : 231,
SLPAY doc 1 2% cm

Figura 13 — Registo de Dina da Tarefa 4

Considerando o facto matematico que integra o reportorio partilhado da turma de
que um metro € equivalente a cem centimetros, o desafio langado a turma € de passar
para uma reta numérica dupla em que se considera como unidade um metro. Na

discussdo em coletivo, o primeiro nimero a marcar é noventa e um centimetros, que
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corresponde a medida da largura da porta e que tinha sido apontado correspondente

91% da unidade anterior.

Professora —[...] O que representa agora o um?

Dinis — E um metro.

Professora — VVamos considerar que a unidade € um metro e ndo os cem centimetros.
Entdo vamos agora representar na reta o noventa e um. Esta percentagem
corresponde a que parte do metro?

Siméo — N&o chega a um metro.

Nesta etapa é verbalizada uma forma de representar parte do metro, sem recorrer
a um submultiplo, através da interpretacdo do conceito de centésima, embora no

contexto de uma grandeza.

Clara — Tens zero virgula noventa e um metros.

Professora — Entdo esta é a sugestdo da Clara [escreve na reta 0,91, como se pode ver
na figura 14].

Clara — Porque ndo chega a um metro, portanto zero metros e depois escrevemos
noventa e um centimetros.

A representacdo decimal, familiar a maioria dos alunos atraves da experiéncia do
quotidiano, € neste momento convocada para designar uma quantidade inferior a um. A
compreensdo da simbologia associada a esta representacdo apoia-se na tomada de
consciéncia do valor de posi¢cdo do nimero, que se constroi com sentido neste contexto

de medicdo de grandezas.

° 0 1%
™ 0% 33/0 615/, | 1(?07.
f F _ 1
m 0 1
022 0% gy

Figura 14 — Captura de écran do QIM durante 0 momento de discusséo da Tarefa 4.

A reta numérica dupla permitiu suportar os raciocinios construidos (Figura 14),
constituindo-se como modelo que espelha a estruturagdo do raciocinio com a grandeza
considerada. Traduz uma relacdo de ordem, sendo que a0 mesmo ponto da reta
correspondem representagcdes equivalentes, em percentagem e em numeral decimal. O
papel da percentagem é aqui importante pois permite identificar uma posicdo na reta,
remetendo para um todo que corresponde a cem, numa estreita e favoravel relacdo de
sinonimia em relacdo as centésimas, e contribuir para a construcdo da nogdo de que

qualquer percentagem se consegue transformar, facilmente, num numeral decimal.
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4. Consideragdes Finais

As tarefas apresentadas tém em comum o recurso a diferentes representacoes,
ativas, iconicas, simbdlicas, bem como a linguagem oral e escrita (PONTE;
SERRAZINA, 2000), que sdo mobilizadas e apropriadas pelos alunos, que as
transformam. O recurso a estas representacdes parece ter apoiado a construcdo da
aprendizagem dos conceitos associados a compreensdo da percentagem, visando uma
abordagem inicial, intuitiva e que se pretende adequada a alunos de 1.° ciclo. A imagem
de uma bateria de telemdvel, um recipiente do dia-a-dia, uma barra de estado ou uma
tabela de razdo sdo usados pelos alunos e reconstruidos como modelos de situacdes
contextualizadas, para representar conceitos ou relacdes, que lhes permitem ir
atribuindo sentido a percentagem, numa perspetiva de desenvolvimento de sentido de
namero. Estas representacdes tém por base a visualizagdo, proporcionando a exploracédo
de comparacg6es, tornando visiveis 0s dois conjuntos de nimeros, as duas quantidades
que se comparam, numa construcdo intuitiva e informal do significado de razdo. A
imagem da bateria e a barra de estado sustentam a construcdo da reta dupla como
modelo para raciocinar como refere Gravemeijer (2005) e evidenciam, por exemplo, 0s
quatro numeros que estdo envolvidos numa dada situacao, relacionando-o0s, no que mais
tarde no seu processo de aprendizagem, os alunos véao formalizar como proporcéo.

Verifica-se nestes episddios que os alunos conseguem interpretar constructos do
namero racional menos habituais nesta etapa da escolaridade, como a medida e a razéo,
indo ao encontro das ideias de Parker e Leinhardt (1995) no que respeita a necessidade
de envolver varios constructos num trabalho inicial com a percentagem. De notar que
ndo se pretende encontrar a representacdo mais adequada, mas potenciar as vantagens
que cada uma traz numa abordagem conjunta da nocéo de percentagem, contornando as
suas limitacGes. Por outro lado, as representacdes escolhidas procuram potenciar o
conhecimento matematico informal desenvolvido fora da escola.

Os resultados permitem ainda evidenciar que o trabalho com a percentagem
pode ser desenvolvido afastado dos procedimentos de célculo formais, como afirmam
Moss e Case (1991), privilegiando-se o desenvolvimento de estratégias de calculo que
coordenam 0s conhecimentos intuitivos dos alunos com as estratégias que dominam, de

manipulacdo dos nimeros inteiros, como a da composi¢do e decomposi¢do dos numeros
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ou a das metades/dobros. A reta numérica dupla assume-se como modelo (e.g., na
Tarefa 4) na medida em que fez emergir a representagdo decimal suportada na
representacdo em percentagem, a partir dos conhecimentos que os alunos possuiam em
relacdo aos numeros inteiros. Esta situacdo reforca que a presenca de um natural
raciocinio tendencioso, resultante do trabalho com os ndmeros inteiros, como afirmam
Vamvakoussi et al. (2012), ndo tem que ser necessariamente encarada como um aspeto
negativo. A mudanca conceptual que se constroi, no alargamento a este novo conjunto
numérico, é desenvolvida através da negociacdo de significados, em interacdo,
permitindo uma coconstrucdo do que Wood (1999) identifica como sendo produtos
sociais, associados a um novo conjunto numérico.

Nesta discussdo procura-se destacar momentos em que a construcdo da rede de
relacbes e conceitos que a nocdo de percentagem envolve parece ser acessivel,
estimulante e potente na aprendizagem com compreensdo dos nimeros racionais, para
alunos do 1.° ciclo do ensino basico, através de num processo de modelacdo emergente.
Apoiados em representagOes familiares e contextos realistas, os alunos sdo encorajados
a um pensamento relacional, a partir dos modelos, que remete para um raciocinio
multiplicativo (LAMON, 2006), enquanto vao estabelecendo relacGes de comparacéo,
que integram o reportdrio partilhado pela turma. Esta abordagem permite que “0s alunos
possam ir fazendo as primeiras conversdes entre diferentes sistemas de representacao,
de forma direta e intuitiva” (MOSS; CASE, 1999, p. 129), o que contribui para uma
construcdo gradual de uma aprendizagem inter-relacionada das diferentes

representacdes simbolicas do numero racional.
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A percentagem na aprendizagem com compreensao dos numeros

racionais

Percentage in rational number learning with understanding

Helena Gil Guerreiro
Lurdes Serrazina
Jodo Pedro da Ponte
Resumo

Neste artigo discutimos a construgdo do conhecimento conceptual dos nimeros racionais, por alunos do
3.2 e 4.° ano do ensino basico, como processo integrado em que se privilegia a percentagem. Pretendemos
perceber, numa etapa inicial da aprendizagem dos nimeros racionais, que compreensdo constroem os
alunos da natureza relacional da percentagem e de que modo a percentagem contribui para essa
aprendizagem, considerando uma compreensdo das relagdes entre as diferentes representacdes 0s
nameros racionais. Este estudo tem por base uma experiéncia de ensino, seguindo uma metodologia de
Investigacdo Baseada em Design. Os dados foram recolhidos através da observagdo participante, apoiada
num diario de bordo, e de gravac¢des audio e video das aulas, sendo analisados os dialogos e as producdes
dos alunos de uma turma. Os resultados evidenciam que os alunos mostram compreender a natureza
relacional da percentagem e que a compreensdo das relacbes e conceitos envolvidos na nogdo de
percentagem contribuem para a construgdo de um entendimento da natureza multiplicativa dos nimeros
racionais.

Palavras-chave: aprendizagem; nuUmeros racionais; conhecimento conceptual; representaces;
percentagem.

Abstract

In this article we discuss the construction of conceptual knowledge of rational numbers by basic
education students in grades 3 and 4 as an integrated process with a focus on percentage. At an early stage
of learning rational numbers, we aim to know what understanding students develop of the relational
nature of percentage and how percentage contributes to this learning, considering an understanding of the
relations among different rational number representations. This study is based on a teaching-learning
experience, following a design based research methodology. Data was collected through participant
observation, supported in a logbook, with audio and video recordings of the lessons and we analyze the
dialogues and the productions of the students of a class. The results show that the students display an
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understanding of the relational nature of percentage and that the grasp of relationships and concepts
involved in this notion contributes to building an understanding of the multiplicative nature of rational
numbers.

Keywords: learning; rational numbers; conceptual learning; representations; percentage

Introducao

A compreensdo dos ndmeros racionais'® tem sido amplamente estudada, quer pela
importancia que assumem como alicerce de aprendizagens matematicas futuras, quer
pelas dificuldades que geram (Behr, Lesh, Post, & Silver, 1983; Lamon, 2007).
Contudo, a investigacdo neste tema continua a ser pertinente, dado o facto de serem
poucos 0s progressos alcangados para um ensino-aprendizagem efetivo (Tian & Siegler,
2017). Sendo importante saber que representacdo dos ndmeros racionais privilegiar na
sua aprendizagem, sdo poucos o0s estudos recentes que se focam na compreensdo da
percentagem (Tian & Siegler, 2017). Em particular, importa conhecer melhor o
contributo que pode dar numa etapa inicial da compreensdo dos nimeros racionais.

Tradicionalmente, o ensino dos ndmeros racionais envolve um trabalho com
fracdes, numerais decimais e percentagens de forma isolada, como topicos distintos,
sendo que todos eles oferecem dificuldades aos alunos (Moss, 2002; Tian & Siegler,
2017). Alcancar uma compreensdo aprofundada destas representacbes e das suas
relacGes é crucial para trabalhar de forma flexivel com os nimeros racionais, como
destaca 0 NCTM (2000), sendo este um desafio que a escola enfrenta.

Numa perspetiva sociocultural, que considera que a aprendizagem se constroi na
participacdo em interacdo social (Gravemeijer & Cobb, 2006), desenvolvemos uma
investigacdo que privilegia a percentagem numa etapa inicial da aprendizagem dos
nameros racionais. Tomamos como ponto de partida o facto da percentagem, enquanto
conceito matematico, permitir relacionar a vida real com a descoberta das estruturas
multiplicativas, potenciando uma construcdo gradual da aprendizagem das diferentes
representacfes simbdlicas do nimero racional e das suas relacées (Moss & Case, 1999;
Parker & Leinhardt, 1995). Neste artigo temos como objetivos: 1) perceber que

compreensdo constroem os alunos da natureza relacional da percentagem numa etapa

%0 termo niimeros racionais remete para o conjunto dos niimeros racionais ndo negativos. No curriculo
portugués estes aparecem ap6s o trabalho com 0s nlmeros naturais com o zero.
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inicial da aprendizagem dos numeros racionais e 2) de que modo a percentagem
contribui para a aprendizagem dos nimeros racionais, numa etapa inicial, considerando

uma compreensdo das relacdes entre as diferentes representacdes destes nimeros.

Enquadramento teorico

Compreensdo dos numeros racionais como processo integrado de enriquecimento
conceptual

As mudangas no ensino da matematica envolvem um esforco cada vez maior para tornar
as experiéncias de aprendizagem mais cooperativas, mais conceptuais e mais
interligadas (Dreyfus, 1999). O NCTM (2000) defende que os alunos devem aprender
Matematica com compreensdo, construindo ativamente 0s novos conhecimentos
apoiados na sua experiéncia e conhecimentos prévios. Esta ideia valoriza o
conhecimento da vida real, aplicado e circunstancial, correto ou incorreto e muitas vezes
ndo resulta diretamente de um ensino formal — conhecimento que Leinhardt (1988)
designa por “intuitivo”. Refor¢a que o ensino deve articular os novos conhecimentos
com o que os alunos ja& sabem. Isto é, deve tomar como ponto de partida o
conhecimento que os alunos possuem, intuitivo ou formal, e construir uma rede de
relagdes com novos factos e informagdes, o que Hiebert e Lefevre (1986) designam
como conhecimento “conceptual”.

Esta perspetiva permite entender a compreensdo dos ndmeros racionais como
extensdo dos conhecimentos numéricos que os alunos ja possuem, quer intuitivos, quer
conhecimentos sobre 0s nimeros inteiros'*. Leinhardt (1988) refere que “os nimeros
racionais representam a primeira extensdo dos numeros para além dos nimeros
naturais” (p. 120). Esta extensdo ndo muda o objeto em si, mas enriquece a conce¢ao
que os alunos tém acerca dos numeros, pois sobre ele vdo aprender novos factos
(Siegler, 2016). Ao contrario dos numeros inteiros, que sdo caracterizados pela
correspondéncia um (simbolo) para um (grandeza) no sistema de numeracao decimal, 0s
nameros racionais podem ser representados de diversas formas, nomeadamente através

de percentagens, fragdes ou numerais decimais. Estas representacdes, embora possuam

' 0 termo nlimeros inteiros remete para o conjunto dos nlimeros naturais com o zero.
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notacdo diferente, traduzem, na sua esséncia, um mesmo numero, a mesma grandeza
numerica.

A teoria integrada do desenvolvimento do conceito de nimero destaca o caracter
unificador da grandeza do numero para a aprendizagem dos diferentes conjuntos
numéricos (Siegler, Thompson, & Schneider, 2011). Segundo esta teoria, € possivel
pensar a construcdo da compreensdo dos nimeros racionais com base na ideia de que
estes nimeros (inteiros e ndo inteiros), ttm uma grandeza que pode ser representada e
ordenada numa reta numérica, através de uma dada notacao simbolica. Esta ideia apoia-
se na hipdtese de que os alunos representam a grandeza de um namero simbolicamente
numa reta numérica mental, como estrutura dindmica que é primeiro usada para
representar nimeros inteiros pequenos e que, progressivamente estendem e ampliam,
sendo subdividida para incluir outros numeros racionais (Siegler, 2016). Deste modo, 0
desenvolvimento numérico dos alunos, a medida que vao contactando e ganhando
experiéncia com cada conjunto numérico, pode ser consubstanciado na finalidade de
“criar representacdes da grandeza dos numeros cada vez mais precisas para um conjunto
cada vez mais abrangente de numeros” (Siegler, 2016, p. 342).

No inicio deste processo de alargamento dos conhecimentos dos ndmeros
inteiros aos nimeros racionais Siegler, Fazio, Bailey e Zhou (2013) destacam que 0s
alunos assumem a ideia de que as propriedades dos numeros inteiros sdo propriedades
de todos os nimeros. Importa assim que os alunos gradualmente possam ir integrando o
conhecimento dos nimeros fracionarios no conhecimento relativo aos nimeros inteiros
que ja possuem, num processo de enriquecimento conceptual continuo (Siegler,
Thompson & Schneider, 2011).

A Percentagem como Representacdo dos Numeros Racionais

Numa abordagem integrada do processo de desenvolvimento numérico, apoiada na
propriedade da grandeza dos numeros, a construgdo do conhecimento dos numeros
racionais resulta da interligacdo de redes de nds de conhecimentos parciais, num
processo de mudanga e reorganizacdo, & medida que os alunos procuram coordenar e
ligar pedacos de informagdo (Hiebert, Wearne, & Taber, 1991). Assim, dado que a
construgdo do conhecimento n&o decorre de forma linear, o processo de
desenvolvimento numeérico beneficia de uma abordagem continua com diferentes

sistemas de representacdo (NCTM, 2000). Com efeito, é a capacidade de fazer
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transformacdes, ndo s6 dentro de um sistema de representacdo, mas também entre
sistemas, que permite ir construindo as relagdes entre os conceitos e gradualmente, dar
significado aos conhecimentos relativos aos nimeros racionais (Behr, Lesh, & Post,
1981).

Fracdes, numerais decimais e percentagens sdo trés representacdes dos numeros
racionais. Umas sdo mais usadas que outras, em funcdo do contexto, contudo, todas
expressam os seus multiplos significados (Tian & Siegler, 2017). Goldin e Kaput (1996)
referem que o poder de uma representacdo € tanto maior quanto maior for a sua
versatilidade, isto €, a facilidade em ser aplicada a diferentes contextos e ser de uso
eficiente, permitindo que se relacione e seja convertida noutra facilmente. Nesta
perspetiva, a percentagem pode ser definida como uma representacdo versatil,
caracterizada essencialmente por trés aspetos. Em primeiro lugar, estd presente na
linguagem do quotidiano e a sua utilizacdo estd generalizada aos mais diversos
contextos da sociedade, sendo intuitivo o entendimento da expressao “por cento”, como
por cada cem ou em cada cem, isto €, algo que se compara com cem. Em segundo lugar,
a sua notacdo, na forma simples, como 10%, envolve um numeral, com propriedades de
namero inteiro, e um simbolo, que lhe imprime uma rela¢do multiplicativa. Esta notacao
apresenta-se mais préxima da notacdo dos numeros inteiros do que a fracdo ou o
numeral decimal, em que dois nimeros inteiros sdo usados, separados por um traco de
fracdo ou por uma virgula. Por ultimo, a percentagem relaciona-se facilmente com as
outras representacdes dos numeros racionais, na medida em que é simples converter
qualquer percentagem em fracdo ou em numeral decimal.

A discussédo sobre que representacdo deve ser privilegiada para iniciar o trabalho
com 0s numeros racionais assume na investigacdo uma dicotomia entre o numeral
decimal e em fracdo, estando a percentagem praticamente excluida (Tian & Siegler,
2017). Porém, Moss e Case (1999), dando enfase a natureza multiplicativa dos nimeros
racionais, sugerem que a percentagem seja privilegiada numa fase inicial do trabalho
com 0s numeros racionais, incidindo na sua dimensdo relacional. Esta opc¢do, que
assumimos neste estudo, surge apoiada nos conhecimentos intuitivos que os alunos
possuem em relacdo a propor¢do e nos conhecimentos que ja tm dos nimeros inteiros
de 1 a 100 e que constituem a base para uma entrada no campo das relagOes
multiplicativas (Moss, 2002; Moss & Case, 1999). Estes autores descrevem uma
abordagem aos numeros racionais através da percentagem que permite aos alunos ir

integrando 0s seus conhecimentos informais de percentagem com estratégias de
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composicdo e decomposicdo dos numeros inteiros (Moss & Case, 1999). Estas
estratégias baseiam-se em diversas representacOes, ativas, icénicas e simbdlicas
(Bruner, 1996) e na linguagem oral e escrita (Ponte & Serrazina, 2000). Paralelamente
ao trabalho com a percentagem, os alunos sdo desafiados a fazer conversdes
preliminares com representacfes simbolicas de referéncia simples que ja conhecem,
percecionando gradualmente como se relacionam e iniciando 0 processo de
movimentagéo entre elas.

Tal como referem Parker e Leinhardt (1995), apesar da aparente simplicidade da
percentagem, trata-se de um conceito de aprendizagem complexa, muitas vezes gerador
de conflitos. Isso é visivel desde logo pela prépria palavra que, em portugués corrente,
encerra diferentes significados, podendo de acordo com o contexto, ser interpretada
como uma taxa, a quantia que se obtém quando se aplica a taxa, uma informacéo
estatistica, um processo de calculo ou um conceito matematico. Esta multiplicidade de
significados mostra 0 quanto esta presente no dia-a-dia, o que reforca a pertinéncia de
antecipar a sua aprendizagem. No entanto, dada a sua complexidade, importa
salvaguardar que o estudo da percentagem se foca na compreensdo da sua natureza
relacional e ndo apenas nas caracteristicas da sua representacdo (Parker, 2004; Tian &
Siegler, 2017).

Construcéo de um Conhecimento Conceptual da Percentagem

Usualmente, a percentagem é trabalhada depois da fracdo e do numeral decimal e,
embora envolva o uso de diversas representacoes, estas sdo rapidamente abandonadas e
é dada enfase a conversdes, equacdes e calculos, que nem sempre destacam a natureza
do conceito (Parker, 2004; Parker & Leinhardt, 1995). Parker e Leinhardt (1995)
afirmam ser importante ter em conta, desde logo, que a percentagem “¢ uma linguagem
de proporgdo privilegiada que simplifica e condensa descricbes de comparacOes
multiplicativas” (p. 472). Isto ¢é, trata-se de uma linguagem que na sua esséncia descreve
relacfes que tém por base a proporcionalidade, mas que ficam escamoteadas pela sua
notacéo, pelo que importa explicitar.

Embora o ensino da percentagem tenha em vista a proficiéncia dos alunos em
procedimentos de calculo, as ideias-chave subjacentes a construcdo do conceito de
percentagem envolvem a compreensdo da sua dimenséo relacional (Parker & Leinhardt,

1995). Estas ideias tém subjacente conhecimentos conceptuais que os alunos devem
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poder descobrir e relacionar ao longo da sua escolaridade e nos quais devem ancorar 0
desenvolvimento de um conhecimento procedimental flexivel e eficaz (De Corte,
Depaepe, Eynde, & Verschaffel, 2005; Lembke & Reys, 1994). Alguns desses aspetos
conceptuais podem ser trabalhados no inicio da aprendizagem dos numeros racionais,
altura em que os alunos mostram propensdo para avaliar situagdes em termos
multiplicativos e comecam a entender a grandeza relativa dos nimeros numa perspetiva
de relagbes multiplicativas (Moss & Case, 1999). Nomeadamente, os alunos precisam
de compreender que a percentagem: 1) apesar da sua linguagem aparentemente aditiva
(por exemplo, 10% menos em relacdo ao valor inicial) traduz uma comparacdo entre
dois nimeros ou quantidades, de natureza multiplicativa; 2) possui propriedades de
namero racional, pelo que ndo pode ser interpretada sem ter em conta o referente, e
pode ser transformada numa fracdo ou num decimal; 3) traduz uma relacdo parte-todo,
mas também de razdo, envolvendo conjuntos diferentes; e 4) descreve uma situacao
fixa, representando como diferentes quantidades se relacionam entre si (De Corte et al.,
2005; Parker & Leinhardt, 1995; Van den Heuvel-Panhuizen, 2003).

A compreensdo da percentagem ndo comeca apenas quando o termo surge pela
primeira vez na escola. Desde cedo que as criancas tém tendéncia para assumir que
quantidades relativas mudam juntas, mostrando uma certa intuicdo na compreenséo de
situacOes de covariancia simples, como refere Lamon (2007), 0 que apoia a propensédo
intuitiva dos alunos para a propor¢do (Moss & Case, 1999). O contacto com a
percentagem comeca nas diversas situacfes da vida familiar, constituindo-se como
informacdo com significado para os alunos. Esta ligacdo ao quotidiano fornece
contextos reais, familiares aos alunos, que importa trazer para a sala de aula e reforca a
importancia de relacionar a aprendizagem formal da percentagem com 0s
conhecimentos informais dos alunos (De Corte et al., 2005; Van den Heuvel-Panhuizen,
2003). Esta abordagem a percentagem encontra eco na Educacdo Matematica Realista
(RME), que defende que “os alunos devem aprender matematica desenvolvendo
ferramentas e conceitos matematicos e a partir de situa¢des problematicas do dia-a-dia,
que lhes fagam sentido” (Van den Heuvel-Panhuizen, 2003, p. 9).

A experiéncia do dia-a-dia, com diferentes representacbes associadas a
percentagem, como 0s icones da bateria de um telemdvel ou a barra de estado de um
download, permite que estas representacOes possam ser usadas como modelos na
aprendizagem da percentagem, através de um processo de matematizacdo progressiva
da realidade (Freudenthal, 1968; Van den Heuvel-Panhuizen, 2003). Van Galen e Van
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Eerde (2013) referem a existéncia de varias representactes, familiares aos alunos, e que
constituem modelos para trabalhar a percentagem, como a barra da percentagem, a
tabela de percentagem ou a reta numérica dupla. As escalas de comparacéo sdo outra
representacdo que, permitindo interpretar com facilidade as relacdes inerentes a
percentagem, podem ser convocadas para o trabalho com os alunos mais novos (Parker
& Leinhardt, 1995).

Van den Heuvel-Panhuizen (2003) descreve uma trajetdria de aprendizagem da
percentagem, em que a barra ¢ usada como modelo de uma situagdo concreta para dar
sentido & percentagem e relacionar representacdes dos nimeros racionais. A medida que
evoluem as relagdes numéricas que os alunos séo capazes de estabelecer, a propria barra
pode evoluir para um modelo mais independente dos contextos (Van Galen, Feijs,
Figueiredo, Gravemeijer, Herpen, & Keijzer, 2008). Com efeito, a barra pode assumir
uma forma mais abstrata como reta numerica dupla, traduzindo a relacdo entre
quantidades de duas grandezas distintas que variam em conjunto, constituindo um
modelo a ser aplicado em diversos contextos (Van den Heuvel-Panhuizen, 2003).

Desta forma, as representacfes no trabalho com a percentagem constituem-se
como modelos poderosos para promover a construcdo de um conhecimento conceptual,
se derivam de contextos realistas e se sdo suficientemente flexiveis para serem usados
em niveis mais avancados (De Corte et al., 2005). Esta atividade de modelacdo implica
uma evolugao do proprio modelo, “de modelos de situagdes concretas para modelos de
pensamento” (Van Galen et al., 2008, p. 18) pelo que o papel dos diferentes sistemas de
representacdo € “crucial na progressao do conhecimento informal para o formal, bem
como a importancia atribuida aos contextos” (Serrazina, 2012, p. 25).

Considerando estas dimensdes da aprendizagem da percentagem, a compreensao
que os alunos mostram da sua natureza relacional, destacando a comparacdo que
permite fazer de algo com 100, enquanto proporc¢éo privilegiada, pode ser interpretada,
numa etapa inicial, considerando varios aspetos. Lembke e Reys (1994) destacam a
capacidade de: 1) interpretar a percentagem tendo como suporte uma representagdo
iconica; 2) relacionar fragdes, decimais e percentagens; 3) mobilizar nimeros de
referéncia ou outras estratégias para estimar percentagens; 4) resolver mentalmente
calculos de percentagem na resolucéo de problemas; e 5) apreciar a razoabilidade da sua
solucdo. Se a aprendizagem da percentagem comecar pela compreensdo da sua natureza

relacional, os alunos percecionam as relacfes e comparagdes implicitas que oferece,
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centrando-se no que a percentagem efetivamente é (Parker & Leinhardt, 1995) e, ao

longo da sua escolaridade, terdo oportunidade de se tornarem eficientes no seu célculo.

Metodologia

Este estudo segue os procedimentos metodoldgicos de uma investigacdo baseada em
design na sala de aula (Cobb et al., 2001; Ponte, Carvalho, Mata-Pereira, & Quaresma,
2016). A modalidade escolhida apoiou-se na construcdo e implementacdo de uma
experiéncia de ensino em sala de aula (Gravemeijer & Cobb, 2006). O seu objetivo foi
compreender o que os alunos aprendem e como aprendem no ambiente natural de
aprendizagem, determinando que a recolha de dados fosse feita na sala de aula e que a
escolha da unidade de analise recaisse sobre a prépria turma. Envolveu, por um lado,
uma dimensdo de contetdo matematico, que se inspirou no curriculo experimental de
Moss e Case (1999). Esta dimenséo centrou-se num trabalho em torno das diferentes
representacfes do nimero racional e das suas relagGes, traduzindo-se numa trajetoria de

aprendizagem prevista que se estruturou em trés etapas (Figura 1).

¢ dar sentido a nocdo de completude da percentagem,;
* conhecimento intuitivo de propor¢des e conhecimento dos ndmeros inteiros de 1
a 100 na construcdo da nocdo de percentagem;
* representagbes familiares /construgBo de modelos num significado de medida
EIUEEILERN « composicio/decomposicio; metades/dobros; metades sucessivas;
percentagem particdo/agrupamento; estratégia dos 10%;

« dar sentido aos numerais decimais, na relacdo com a percentagem, com
arredondamento as centésimas

* representacdes em situacdes contextualizadas e uso de modelos

* numerais decimais, com arredondamento as décimas

compreensdo s o
f s grandeza, equivaléncia e ordenacdo

do numeral
decimal

« dar sentido as fragdes decimais, na relagdo com a representacdo decimal e com a
percentagem

« fracdes de / fracdes

compreensdo da * grandeza, comparagdo, equivaléncia e ordenacdo.

el CISEER:T] » movimentacdio entre percentagem, decimal e fragdo de acordo com a situacio
com pen:entage me
decimal

Figura 1 — Trajetoria de aprendizagem prevista.
Fonte: Elaborado pelos autores.

Inicialmente focou-se na compreensdo da percentagem, num significado de
medida, a que se seguiu um enfoque na compreensdo da representacdo decimal e,
posteriormente, um trabalho em torno da compreensdo da fragdo. Esta organizagéo,
embora ndo deva ser entendida como linear, conduziu a que a experiéncia de ensino se

estruturasse em trés microciclos, numa relagéo entre as ideias tedricas e o desenrolar dos
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acontecimentos na pratica. Por outro lado, teve subjacente uma dimensdo pedagogica,
que procurou compreender 0s meios através dos quais a aprendizagem comparticipada
pela turma aconteceu, no contexto social da sala de aula, num processo de ensino-
aprendizagem de natureza exploratoria (Ponte, 2005).

A experiéncia de ensino decorreu ao longo de dois periodos letivos, do 3.° e 4.°
ano de uma mesma turma, numa escola publica de Lisboa, em que a primeira autora era
também professora da turma. Esta situacdo implicou a tomada de medidas no sentido de
minimizar a possibilidade de possiveis conflitos e enviesamentos. Assegurou-se a
protecdo dos alunos e das familias, garantindo os principios de honestidade,
transparéncia e equidade no decurso de toda a investigacéo. Foi obtido o consentimento
voluntario e informado de participacdo dos alunos e foram tomadas medidas para
salvaguardar o seu anonimato e privacidade.

Os dados foram recolhidos a partir dos registos da observacdo participante,
apoiados pelas gravacOes audio e/ou video das aulas, do diario de bordo da professora e
das producdes escritas dos alunos. A sua analise envolveu estratégias de inducédo
analitica, a comparacdo constante, bem como a analise tipologica que permitiram definir
categorias emergentes dos dados, atribuindo-lhes um significado ancorado no quadro
conceptual que sustenta o estudo (Goetz & LeCompte, 1984). Focamos a analise em
seis tarefas selecionadas por permitirem destacar evidéncias categorizadas de
compreensdo dos aspetos conceptuais da percentagem (Lembke & Reys, 1994, Moss &
Case, 1999; Parker & Leinhardt, 1995), como: 1) usar conhecimento intuitivo para
identificar a relacdo proporcional que traduz, apoiado em representaches e na sua
experiéncia do dia-a-dia; 2) usar conhecimentos dos numeros inteiros de 1 a 100,
nomeadamente, estratégias de composicdo e decomposicao, para interpretar o sentido de
completude (sense of fullness) que oferece; 3) interpretar a relacdo de comparacdo de
quantidades, considerando uma dada unidade; 4) usar valores de percentagem de
referéncia, para estimar calculos ou resolver problemas; e 5) tirar partido da sua relagdo

com a representacdo decimal e com a fracdo, inter-relacionando-as.

Resultados

O sentido de completude da percentagem

Comegamos por analisar uma das tarefas iniciais da primeira etapa da trajetoria. Nesta

tarefa era pedido aos alunos que descobrissem que percentagem de um download
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poderia estar representada em duas barras de estado, uma representacdo iconica familiar
aos alunos. Uma das estratégias espontaneas e intuitivas a que recorreram foi usar os

dedos para medir e iterar, considerando que uma unidade é 100% (Figura 2).
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Figura 2 — Resolucgdo da tarefa das barras de estado pelo grupo de Marco.
Fonte: Dados referentes a esta pesquisa.

Esta estratégia envolvia considerar a partida a barra de estado totalmente
preenchida como o todo — 100% — e antecipar uma forma de determinar quantas vezes a
parte considerada cabia nesse todo. A representacdo icénica foi usada como modelo da
situacdo permitindo construir a estratégia de resolucdo. A representacdo simbdlica
emergiu como medida da distancia correspondente a parte processada em cada uma das
barras de estado, em relacdo ao tamanho da unidade, remetendo para um significado de
medida.

Numa outra tarefa, foi pedido que os alunos estimassem, em percentagem, a

quantidade de energia de uma bateria (Figura 3).

Figura 3 — Resolugéo da fafefa da bateria pelo grupo de Dinis.
Fonte: Dados referentes a esta pesquisa

Alguns alunos sugeriram que estaria 50% carregada, no entanto, outros, pela sua
experiéncia, foram mais precisos na apreciacdo da quantidade de energia em rela¢do ao

tamanho da bateria quando completamente carregada:

Professora: Alguém acha que representa outra coisa?
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Dinis: 40%.
Professora: 40%, porqué?

Dinis: Porque quando estou no tablet a jogar e vejo a bateria
assim, sei que tenho mais ou menos 40%.

Professora: Aparece la escrito o valor em percentagem?

Dinis: Sim.

Professora: Mas aqui ndo tem nada escrito, por que é que ndo é 50%?

Dinis: Porque teria que estar mais para cima, teria que estar a
metade.

Embora os alunos evidenciassem um entendimento da compreensdo de 50%, as
divergéncias surgiram em relacdo a precisdo na medida da quantidade representada na

imagem, como mostra a justificacdo do grupo de Ivo (Figura 4).
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Figura 4 — Resposta do grupo de Ivo & tarefa da bateria.
Fonte: Dados referentes a esta pesquisa.

Na sua explicagdo, Ivo considerou que a bateria “estad quase no meio”, pelo que,
para este aluno, seria possivel que a quantidade representada fosse apenas 45%,
estimando um valor de 5% em falta para chegar aos 50%. A interacdo em torno desta
justificacdo evidencia que os alunos mobilizaram relacGes aditivas para compreender
que a consideracdo das diferentes partes em percentagem dava 100%, apelando a um
sentido de completude que a percentagem oferece, através de estratégias de composicao
e decomposicao dos nameros inteiros de 0 a 100.

Nesta etapa, quando os alunos estdo a avaliar um download ou estimar a
quantidade de energia de uma bateria, a interpretacdo dada, embora se apoie na relagéo
parte-todo, assume a parte num sentido de completude ao longo de uma escala linear,
que varia entre 0% e 100% e que tem subjacente uma ideia de continuidade numeérica,
apoiada em conhecimentos dos nimeros inteiros de 0 a 100. O valor em percentagem
que os alunos atribuem a parte é percecionado como a comparacgdo entre a medida que
essa parte assume em relacéo ao todo (100%), apoiada nas relagcdes de propor¢édo que a

percentagem envolve.

A percentagem como relacdo de comparagao
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Avancando na experiéncia de ensino, convocamos para analise uma tarefa do fim da
primeira etapa da trajetdria e outra do inicio da segunda. A primeira tarefa surge a
proposito de uma visita de estudo, em que a turma tinha escrito a instituicdo a solicitar
um desconto. A resposta trouxe consigo um desconto de 3€ no pre¢o do bilhete, cujo
custo inicial era 12€. Esta situagdo foi aproveitada para investigar o valor do desconto
em percentagem. A maioria dos grupos recorreu a reta numérica como base para o seu
raciocinio. Sabendo o custo do bilhete antes do desconto e o valor, em euros, do
desconto, o grupo de Ivo calculou o valor da percentagem correspondente verificando
guantas vezes a parte cabia na unidade, recorrendo a um significado de medida (Figura
5).

Figura 5 — Resolugéo do grupo de Ivo a tarefa através de uma reta numérica dupla.
Fonte: Dados referentes a esta pesquisa.

Ao identificarem os trés euros do desconto, os alunos foram verificar quantas
vezes essa quantia cabia no total e perceberam que conseguiam fazé-lo quatro vezes,
recorrendo a divisdo da unidade e iteracdo da parte. As marcacdes na reta emergiram
assim deste raciocinio que foram construindo e que explicitaram no momento de

discussao coletiva.

Professora: [...] Que percentagem ¢ de desconto? Martim

Martim: 25.

Dinis: 25%.

Professora: Pois é! 25% E o mesmo que dizer que me descontaram
quanto? Clara.

Clara: Metade da metade.

Ivo: Um quarto.

Professora: E porque é que é um quarto?

Ivo: Porque pagamos 75%.

Com recurso a reta numérica dupla, os alunos convocaram a representacdo em

fracdo, relacionando-a com a percentagem, alicercada em conhecimentos numéricos
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anteriores procurando diferentes representacdes para 0 mesmo namero, na tentativa de o
tornar comum na sua explicagdo. A justificacdo apresentada por este grupo apoia-se no
conhecimento de que 75% somado com um quarto, da mesma unidade, da a propria
unidade, mobilizando assim as duas representacdes simbdlicas de forma complementar.
A segunda tarefa surgiu do facto de um aluno ter constatado, e partilhado com a
turma, que num jogo de futebol, a equipa que teve maior tempo de posse de bola néo foi
a que ganhou o jogo. A proposito desta discusséo foi construida esta tarefa, em que era
apresentado um grafico circular, retirado de um jornal didrio, que mostrava a
distribuicdo do tempo de posse de bola durante o jogo. Os alunos eram convidados a
descobrir o tempo, em minutos, que cada equipa teria jogado, sabendo que a
percentagem correspondente era de 45% para o Benfica e 55% para o Sporting. Trata-se
de um contexto que fazia sentido para os alunos, pelo que, em interacdo, iam avaliando

a razoabilidade dos calculos e das suas interpretaces:

Professora: Vamos la ver, se uma equipa tiver 100% de posse de bola,
quantos minutos sdo de posse de bola?

Heitor: 90 minutos.

Simao: Mas isso é impossivel!

Marco: Num jogo ndo pode haver uma equipa com 100% de posse
de bola.

Professora: Claro que na pratica seria uma coisa improvavel...

A discussdo em coletivo centrou-se no debate das estratégias que cada grupo
encontrou para descobrir o tempo em minutos. Facilmente, a turma associou 50% a
metade da duracdo do tempo de jogo, 45 minutos. Depois, usando a estratégia da
composicdo e decomposi¢do dos numeros inteiros de 1 a 100, descobriram as relacdes
entre a percentagem e o tempo correspondente em minutos, como explicitou Luis no
excerto de didlogo seguinte:

Luis: Eu e a Dina fizemos assim, como nds sabiamos que era
45%, nos fomos buscar o 40%, que dava 36 minutos. E
depois fizemos mais 0 10%, mas vimos que ndo era 10%,

eram 5%, fizemos metade do 10% para dar 5%, dividimos o
9 ao meio e vimos que dava 4 minutos e meio.

Para calcular 45%, os alunos foram decompor 45% em 40% mais 5%. Como o

valor correspondente a 40% era conhecido, faltava s6 descobrir o 5%, que chegaram
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através do célculo da metade de 10%. A representacdo decimal da metade de nove
surgiu de forma espontanea, sendo que a maioria dos alunos chegou a 4,5, apesar de néo
ter havido um trabalho formal com esta representagdo e que, por isso, alguns grupos

justificaram como mostra a Figura 6.

Figura 6 — Justificagdo do grupo de Horacio para o calculo de metade de 9.
Fonte: Dados referentes a esta pesquisa.

Para descobrirem o tempo de posse de bola os alunos recorreram a estratégia de
decomposicdo das percentagens, mobilizando as regularidades que conheciam. Em
simultaneo, interpretaram a relacdo que estava associada a percentagem e encontraram
diferentes formas de obter o valor em minutos correspondente a 55% de posse de bola,

tal como mostra o registo da Figura 7.
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Figura 7 — Resposta do grupo de Barbara para o tempo de posse de bola do Benfica.
Fonte: Dados referentes a esta pesquisa.

Esta tarefa apelava a compreensdo das relacbes numéricas associadas a
percentagem, num contexto significativo para os alunos. As estratégias de calculo que
os alunos construiram tém por base os conhecimentos prévios na sua relacdo com os
novos numeros de referéncia 100%, 50% e 10%, numa situacdo em que a partilha de
tempo ndo é equitativa, pelo que os minutos relativos a cada equipa evidenciam uma
distribuicdo proporcional.

Destacamos que o0s alunos conseguiram movimentar-se entre representacoes
como a reta numerica dupla ou o grafico circular, que se apoiaram num significado
parte-todo de percentagem, e representacfes simbolicas, incluindo numerais decimais.

Estabeleceram relages multiplicativas entre valores de conjuntos de natureza diferente:
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desconto em euros/percentagem do desconto e tempo de posse de bola/percentagem de

posse de bola, interpretando a comparacéo entre quantidades especificas.
A percentagem como proporcgao

Reportamo-nos agora a uma tarefa da Gltima etapa da trajetoria de aprendizagem. Esta
tarefa emerge da comunicacdo de um projeto sobre Planetas, apresentado a turma por
um grupo de alunos. Nesta tarefa era pedido a turma que determinasse o diametro da
Terra, tendo como referéncia o diametro de Jupiter, de aproximadamente 142 000
quilometros, e sabendo que o didmetro da Terra seria aproximadamente 9% do de
Jupiter.

A resolucdo da tarefa pelos diferentes grupos envolveu usar 10% e 1% como
nameros de referéncia para o célculo. Um dos grupos calculou 10% e depois 1%,

usando a divisdo por 10, e fez a subtracéo (Figura 8).

Figura 8 — Resolucdo da tarefa do didmetro pelo grupo de Mafalda.
Fonte: Dados referentes a esta pesquisa.

Contudo, a maioria dos outros grupos, talvez devido a grandeza dos numeros
envolvidos, mobilizou outros modelos para apoiar a construcdo da sua estratégia,

nomeadamente, uma tabela de razdo, como fez o grupo de Hélio (Figura 9).

\

Figura 9 — Resolucdo da tarefa do didametro pelo grupo de Hélio.
Fonte: Dados referentes a esta pesquisa.

Este grupo recorreu ao calculo de 10% e depois de 1%, acabando por multiplicar
1% por nove. A tabela pareceu ter ajudado a estabelecer as etapas da estratégia seguida.
O grupo de Clara também parece ter-se apoiado na reta numérica dupla, tendo registado
as relagOes entre os valores em percentagem e os valores em quilometros (Figura 10).
Embora no inicio, tenham recorrido ao célculo de outros valores de referéncia, como

50% e 25%, acabam por chegar a 1% e usa-lo para determinar 9%.
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Figura 10 — Resolucéo da tarefa do didametro pelo grupo de Clara.
Fonte: Dados referentes a esta pesquisa.

A reta numérica foi a estratégia mobilizada por outros grupos, como no caso do
grupo de Ana (Figura 11). Este usou 0 modelo da reta numérica dupla para determinar o
valor de 1%, sem sentir necessidade de calcular 10%, valor esse que multiplicou por

nove, resolvendo assim o problema.
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Figura 11 — Resolucéo da tarefa do didmetro pelo grupo de Ana de Clara.
Fonte: Dados referentes a esta pesquisa.

Nesta tarefa, a percentagem foi interpretada como proporgdo, que 0s alunos
mobilizaram apoiando-se em numeros de referéncia para fazer o célculo. Este uso da
percentagem sucedeu a um entendimento da sua dimensdo relacional. As estratégias que
os alunos construiram, mobilizando a construcdo de modelos relacionados com
representacdes trabalhadas anteriormente, realgcam a necessidade de verem explicitas as
relagOes entre os referentes e as quantidades envolvidas, o que traduz uma compreensao

da grandeza relativa da percentagem.
A percentagem como representacéo de referéncia

Por fim, analisamos uma das Ultimas tarefas da experiéncia de ensino, que teve lugar na
terceira etapa da trajetéria de aprendizagem. Esta tarefa envolvia a comparacdo de

nameros representados em percentagem, fracdo e numeral decimal. Trata-se de uma
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tarefa de contexto matematico, onde os alunos podiam usar como suporte uma reta
numérica dupla, com diversos numeros de referéncia previamente marcados. O
momento de discusséo coletiva da tarefa procurou por em comum na turma algumas das
estratégias usadas para identificar e comparar a grandeza dos nameros envolvidos, em
diferentes representacOes, localizando-os sempre que possivel e necessario na reta
(Figura 12).
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Figura 12 — Captura de écran do quadro interativo durante a discusséo coletiva da tarefa.
Fonte: Dados referentes a esta pesquisa.

A medida que os alunos foram dando significado & grandeza dos nimeros, a
percentagem foi convocada para justificar as comparac¢des que iam fazendo. Dado que
3/4 se encontrava marcado, Ana localizou na reta as seis décimas sem dificuldade e
explicou a sua estratégia aos colegas:

Ana: Podemos fazer pedacinho a pedacinho. Como 50 centésimas

€ a mesma coisa que 5 décimas era s6 andar mais um e
vemos que é o 6 décimas.

Professora: Mais um qué?
Ana; Mais um décimo.

Ana apoiou-se na reta, usando um significado de medida, para explicar a turma
que as seis décimas correspondiam ao ponto que resultava de adicionar um décimo a
cinco décimas ou seja cinquenta centésimas. De modo a envolver toda a turma na
justificacdo da relagdo entre 3/4 e 0,6, os alunos foram convidados a identificar qual dos

nUmeros representava um segmento de reta maior:
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Professora: Olhem para reta. Vejam a posicdo do 3/4 e vejam as seis
décimas. Qual é que representa um segmento de reta maior?

Qual é que esta mais perto do 1? Carolina.

Carolina: O 3/4.
Dinis: Eu vi que 3/4 é 75% e que 6 décimas é 60%, e assim vé-se
logo...

Um dos alunos da turma, Dinis, explicou que usou a percentagem para justificar
esta relacdo, referindo que 3/4 representava 0 mesmo nimero que 75% e que 6 décimas
representava 0 mesmo que 60%, evidenciando fluéncia no uso de diferentes

representacdes. A discussdo avangou no sentido de partilhar outras estratégias:

Professora: Alguém pensou de outra forma?

Siméo: Eu fiz 0 do 1/5 e dividi em cinco e deu 3/5 nas 6 décimas e
3/5 é menos que 3/4.

Professora: O Simdo dividiu em quintos. Vem ca marcar.

Simao: O 3/5 é mais pequeno do que o0 3/4 (apontando na reta).

Professora: E outra forma de explicar. Assim, se pensarmos em dividir
em 5 partes vemos que sao divisdes mais pequenas do que
se dividimos em quatro. E, em percentagem, diz la Dinis, o
3/4¢é...

Dinis: 75%.

Professora: E 0 3/5? Vejam (aponta na reta). ..

Humberto: Séo 6 décimas.

Mafalda: 60%.

Professora: 60%, e entdo qual é que representa uma distancia maior?

Alunos: Ya.

Heitor: E como na piza!

Professora: Isso, entdo 6 décimas (aponta na reta), que sdo os 3/5, é

mais pequeno que 3/4.

Neste excerto, o contributo da percentagem traduz-se na forma como esta

permite interpretar a grandeza do mesmo numero em diferentes representaces. Usada
como representacdo de referéncia, contribuiu para que os alunos compreendessem as
fragbes 3/5 e 3/4, como correspondentes a 60% e 75%. Deste modo, os alunos
interpretaram corretamente as fragdes, sem fazerem associacOes inadequadas ou

raciocinios abusivos a partir da sua experiéncia com 0s nimeros inteiros.
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Discusséo

Pela sua utilizacdo no dia-a-dia dos alunos e pela relacdo de base 100 que oferece, a
percentagem ganha sentido a medida que permite “ligar os dois mundos” (Parker &
Leinhardt, 1995, p. 422), isto é, permite que a vida dé sentido a Matematica da escola e
que esta seja interpretada como instrumento de compreensdo da propria vida. Deste
modo, numa etapa inicial da aprendizagem dos nimeros racionais, procuramos perceber
que compreensdo os alunos constroem da natureza relacional da percentagem e de que
modo a percentagem contribui para essa aprendizagem, considerando uma compreensao
das relacOes entre as diferentes representacfes destes nimeros.

Na experiéncia de ensino desenvolvida neste estudo, o trabalho realizado com a
percentagem centrou-se na sua dimens&o relacional tendo-se focado numa compreenséo
gradual dos aspetos conceptuais da percentagem (Moss & Case, 1999; Parker &
Leinhardt, 1995). Inicialmente, remeteu para a construgdo de um sentido de completude,
a partir do olhar dos alunos sobre representacdes associadas a percentagem dos
contextos do dia-a-dia. Envolveu também a construcdo de estratégias de resolucéo
espontaneas, que tinham por base os conhecimentos relativos aos nimeros inteiros de 0
a 100, associados a uma compreensdo intuitiva da natureza proporcional do sentido de
completude oferecido pela percentagem. Esta etapa foi um marco importante no
processo de alargamento do conhecimento aos ndmeros racionais, uma vez que 0S
alunos compreenderam que uma percentagem representada pelo mesmo numero pode
traduzir quantidades diferentes, que correspondem a um todo também diferente, como
uma barra de estado ou uma bateria, mas que se considera 100%. Seguidamente, o
trabalho realizado procurou promover a compreensdo da no¢do de comparagdo
multiplicativa expressa pela percentagem. Os alunos deram significado a percentagem
enquanto relagdo entre dois numeros, duas quantidades de natureza diferente, como
desconto em percentagem e valor em euros ou percentagem de tempo de posse de bola e
minutos de posse de bola. Representacbes como a reta numérica dupla foram usadas
como modelos para interpretar situacdes da realidade, com significado para os alunos,
que se evidencia também na sensibilidade que mostram para apreciar a razoabilidade
dos resultados. Posteriormente, tendo por base a ideia que a percentagem traduz uma
proporcdo, desenvolveram-se tarefas tendo em vista a compreensdo de que a

percentagem esta sempre relacionada com algo, o todo a que diz respeito. Os alunos
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mobilizaram numeros de referéncia, como 10% ou 1% para determinar uma quantidade
proporcional em relacdo ao todo que se considera, numa propor¢cdo para 100,
evidenciando um entendimento das relagdes multiplicativas associadas a nocdo de
percentagem. A construcdo deste conhecimento conceptual por parte dos alunos
evidencia uma compreensdo emergente da natureza relacional da percentagem,
enquanto nocdo com propriedades de numero racional, que se desenvolveu
progressivamente @ medida que estabeleceram comparagfes multiplicativas de
quantidades, compreendendo as relagdes envolvidas e coordenando unidades de
referéncia.

Uma aprendizagem com compreensdo dos ndmeros racionais envolve também,
como relembram Tian e Siegler (2017), ser capaz de se movimentar entre as trés
representacdes simbolicas e saber escolher e usar a mais adequada a cada situacdo. Esta
capacidade de entrelacamento de diferentes representacdes na interpretacdo da grandeza
de um ndmero racional é evidenciada quando os alunos comparam ndmeros na Ultima
tarefa apresentada e descobrem, por exemplo, que 3/4 representa um ndmero maior que
0,6 e também um nimero maior do que 3/5. Na verdade, estas descobertas aconteceram
apoiadas em conversdes que convocam a percentagem, com 0 apoio da reta numérica
dupla, traduzindo a capacidade dos alunos se movimentarem entre representagdes. Estas
conversdes tém no seu &mago a compreensao da grandeza do nimero racional por elas
representado, para a qual parecem ter contribuido as oportunidades criadas pelo trabalho
com a percentagem. As diferentes situacdes que envolveram a percentagem permitiram
aos alunos raciocinar proporcionalmente com quantidades, estabelecendo comparagoes

e construindo um entendimento da natureza multiplicativa dos nimeros racionais.

Conclusao

Parker e Leinhardt (1995) e Moss e Case (1999) consideram que € nos niveis de
escolaridade béasica que devem ser langadas as sementes para reconhecer a importancia
de 100 como base privilegiada e para sensibilizar para as relagbes comparativas que a
percentagem oferece, maximizando a conexdo com 0s conhecimentos originais e
intuitivos de razdo. Por um lado, centrada na compreensdo das suas caracteristicas
conceptuais, a percentagem constitui uma forma de dar significado a relacdo
proporcional que oferece, integrando os conhecimentos relativos aos nimeros inteiros.

E, por outro lado, permite alicercar um entendimento da natureza multiplicativa dos
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numeros racionais, na medida em que conduz a interpretar de forma intuitiva a relacao
de comparacdo que estes numeros traduzem, isto é, como afirmam Galen et al. (2008) a
percecdo da razdo entre o que estd a ser descrito e a unidade a que se refere. Nesta
perspetiva, este estudo mostra que a percentagem constitui contetdo relevante e
adequado para ser trabalhado nesta etapa da escolaridade, permitindo aprendizagens
consistentes por parte dos alunos. Muito especialmente, a percentagem destaca-se como
uma representacdo de referéncia num processo integrado de extensdo dos
conhecimentos dos numeros inteiros aos nameros racionais e contribui para uma
aprendizagem dos nimeros racionais com compreensao, apoiada na inter-relacao entre

representacdes.
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Normas sociais e sociomatematicas numa aprendizagem

comparticipada da nocéo de 10%

Social and sociomathematical norms in a co-participated learning of 10%

Helena Gil Guerreiro
Lurdes Serrazina

Resumo. Neste artigo focamos a aprendizagem da matematica, huma perspetiva sociocultural,
como processo inerentemente social e cultural, que se constroi pela participacdo na interacao
social. O objetivo é compreender de que modo as normas sociais € normas sociomatematicas
da cultura da sala de aula contribuem para uma aprendizagem comparticipada de um contetdo
matematico especifico, a nocdo de 10%, como numero de referéncia, alicercada no
desenvolvimento do sentido de nimero. Os dados analisados referem-se a trés episddios de uma
experiéncia de ensino e aprendizagem na sala de aula, que seguiu uma metodologia de
Investigacdo Baseada em Design. Foram recolhidos a partir da observacdo participante,
apoiada num diario de bordo, nas gravacGes audio e video dos momentos de discussao
matematica coletiva e na recolha dos trabalhos escritos dos alunos. Os resultados evidenciam
gue as normas sociais e sociomatematicas proporcionaram o desenrolar de acdes dial6gicas
que permitiram suportar a construcdo de processos e relacdes numéricas que conduziram ao
estabelecimento de praticas mateméticas partilhadas em torno da aprendizagem
comparticipada da nogéo de 10%, como numero de referéncia.

Palavras-chave: interacdo social, normas sociais, normas sociomatematicas,
aprendizagem comparticipada, percentagem, nimeros racionais

Abstract. In this article we discuss the mathematical learning in a socio-cultural perspective,
as an inherent social and cultural process, which is constructed through students’ participation
in the social interactions of whole-class mathematical discussions. The aim is to understand the
relation between classroom social and sociomathematical norms and the emergence of a co-
participated learning of a mathematical content - the notion of 10% - as a benchmark in
number sense development perspective. The analyzed data refer to three episodes of a
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classroom experiment that follows the methodological procedures of a Design Research. Data
were collected through participant observation, supported by video and audio recordings of
whole-class discussions, students’ written work, and teacher’s research journal. The results
show that social and sociomathematical norms have led to the development of dialogical
actions that supported the construction of processes and numerical relations that led to the
establishment of mathematical practices taken as shared which involved a co-participated
learning of the notion of 10% as a benchmark.

Keywords: social interactions, social norms, sociomathematical norms, co-participated
learning, percentage, rational numbers

Introducao

A importancia que a interacdo social na sala de aula assume, nomeadamente
através das discussdes coletivas, no ensino e na aprendizagem da matematica, é
defendida por uma corrente de investigacdo com expressdo significativa em educacéo
matematica (Cobb, Yackel, & Wood, 1992; Voigt, 1994; Wood, Williams, & McNeal,
2006). O facto de se considerar que a aprendizagem se constréi na participagdo, em
interacdo social e ndo que o cenario social existe como algo estético para proporcionar
aprendizagem, traduz uma perspetiva sociocultural da aprendizagem e determina a
atividade matematica dos alunos na sala de aula, bem como as convicgdes e atitudes que
estes desenvolvem (Voigt, 1994; VVygotsky, 1996).

Um ambiente de aprendizagem alicergado na participagédo, segundo Bielaczyc e
Collins (1999), deve promover a capacidade de trabalhar e aprender com 0s outros,
respeitando os contributos de cada um. Isto é, pressupde uma cultura da sala de aula
com caracteristicas de comunidade de aprendizagem, em que alunos e professor
interagem, num esforco e responsabilidade muatuos, com o objetivo comum de
aprendizagem. Uma aprendizagem que dizemos comparticipada na medida em que
resulta de uma construcdo conjunta e participada por todos na comunidade (Bereiter &
Scardamalia, 2014; Bielaczyc & Collins, 1999; Niza, 1998; Santana, 2007).

A aprendizagem da matematica na sua relagdo com a cultura da sala de aula foi
amplamente estudada, sendo destacado o papel que a interacdo social assume na
negociacao partilhada de normas sociais e sociomatematicas (Cobb, Stephan, McClain,
& Gravemeijer, 2001; Cobb & Yackel, 1996; Cobb, Yackel, & Wood, 1992). Por sua
vez, a funcdo reguladora dessas normas no processo de ensino e aprendizagem da
matematica é também corroborada por outros investigadores (Kang & Kim, 2016;
Lopez & Allal, 2007). Contudo, ndo basta identificar os aspetos sociais e culturais como

pano de fundo da aprendizagem, mantendo o olhar direcionado para a sua natureza
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cognitiva (Rogoff, 2003; Wells, 1999), mas sim focar a atencdo na aprendizagem
comparticipada, como construcdo conjunta de significados, na sua relagdo com os
processos socioculturais que a suportam.

Neste estudo, procuramos aprofundar de que modo as normas sociais e
sociomatematicas, da cultura de sala de aula, suportam e organizam a construcdo de
praticas matematicas. Focamos em particular praticas matematicas relativas ao processo
de alargamento do conhecimento numérico, e do sentido de nimero, aos nimeros
racionais, por parte dos alunos (Mclintosh, Reys, & Reys, 1992; Siegler, Thompson, &
Schneider, 2011). Mais concretamente, o objetivo deste artigo € compreender de que
forma as normas sociais e sociomatematicas da cultura de uma sala de aula contribuem
para uma aprendizagem comparticipada da nogdo de 10%, como numero de referéncia,

alicercada numa perspetiva de desenvolvimento do sentido de namero.

Enquadramento tedrico

A aprendizagem comparticipada como construcao social e cultural

Pensar a aprendizagem numa perspetiva sociocultural é considerar o meio social
e cultural como parte integrante do processo de aprender (Bruner, 1996; Rogoff, 2003;
Vygotsky, 1996; Wells, 1999; Wertsch, 1994). Ndo se trata de lhe atribuir apenas o
papel de contexto, enquanto conjunto de circunstancias facilitadoras de construcdo da
aprendizagem, mas sim de Ihe conferir o poder dessa construcdo (Wertsch, 1994). E na
interacd0 com 0s outros que os alunos aprendem, mesmo antes de o fazerem
individualmente, como refere Vygotsky (1996), para quem o desenvolvimento cognitivo
é entendido como um processo de aquisicdo cultural, que envolve uma atividade
externa, seguida da sua reconstrugdo interna. A aprendizagem individual acontece
quando as fungdes sociais, que decorrem da atividade conjunta, sdo interiorizadas. A
aprendizagem, entendida como um processo inerentemente social e cultural, €
especificada neste estudo como comparticipada, no sentido de salientar que se trata uma
construgdo pessoal, mas que se faz com 0s outros em processos de negociagcdo na
interacdo comunicativa, com recurso a instrumentos culturais, conduzindo a um saber
socialmente construido (Lampert & Cobb, 2003; MEM, (s/d); Rogoff, 2003; Santana,
2007; Vygotsky, 1996; Wells, 1999). Este posicionamento conduz-nos a um ensino que

se desenvolve como uma forma de criar condigdes pedagogicas facilitadoras desta
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construcdo social, nomeadamente, o estabelecimento de circuitos de comunicagdo, bem
como de situacOes de aprendizagem em cooperacdo, na sala de aula em particular, em
matematica (de Freitas & Walshaw, 2016; MEM, (s/d); Santana, 2007; Wells, 1999).

Sala de aula como comunidade de aprendizagem

Podemos entender a sala de aula como uma comunidade, dado tratar-se de um
sistema dindmico caracterizado por uma dada cultura, que se desenvolve nas interagoes
entre os seus elementos. Contudo, para que seja considerada uma comunidade de
aprendizagem é necessaria uma cultura de sala de aula em que todos se encontrem
envolvidos num esfor¢o coletivo de compreensdo, que Bielaczyc e Collins (1999)
denominam por cultura de aprendizagem. Rogoff (2003) refere que pensar a sala de aula
como uma comunidade de aprendizagem envolve estabelecer relacbes complexas entre
os alunos no sentido de trabalharem juntos para atingir objetivos comuns e benéficos
para todos. Na verdade, o objetivo de uma comunidade de aprendizagem é contribuir
para a construgdo de um conhecimento coletivo que suporte o desenvolvimento do
conhecimento de cada um (Bereiter & Scardamalia, 2014).

E possivel estabelecer uma relacdo entre este conceito de comunidade de
aprendizagem e as comunidades de pratica de Lave e Wenger (1991), ja que se tratam
de espacos de participacdo social, em que esta é tida como um processo de
aprendizagem, como tal, global e inseparavel da pratica social. Nas comunidades de
pratica, os seus elementos compartilham um entendimento relativo ao que fazem,
construindo um reportorio partilhado de saberes, que reflete um sentido de missao
conjunta e de responsabilidade mitua e que passa pela negociacdo das
responsabilidades que se assumem num comprometimento de participacdo em agOes
conjuntas (Lave & Wenger, 1991). Interpretar a sala de aula neste sentido, implica
considerar a construcdo da aprendizagem na pratica da comunidade a que se pertence,
em que o conhecimento é coconstruido na participacdo em atividades conjuntas e tem
por base a cooperagdo entre os seus elementos (Wells, 1999). Os alunos discutem e
ajudam-se entre si, encorajando-se a ser perseverantes, no sentido de conseguirem um
desempenho melhor do que aquele que obteriam se trabalhassem individualmente
(Johnson & Johnson, 2009).

Deste modo, alunos e comunidade ndo sdo vistos como entidades separadas,

como afirmam Cobb e Yackel (1998), ndo apenas no sentido de que s&o

174



interdependentes, mas também de que “uma nédo existe sem a outra” (Cobb, 1999, p.
34). Pelo que, quando se considera uma perspetiva psicoldgica, analisa-se o raciocinio
individual do aluno a medida que este participa na pratica da comunidade de sala de
aula. E quando se pensa numa perspetiva social, o foco € a pratica coletiva, que se
constréi na atividade de participacdo individual (Cobb & Yackel, 1996). Assim,
procurando articular as duas perspetivas, o contributo individual é visto como forma de

participagdo na pratica coletiva da comunidade de aprendizagem a que se pertence.

Normas da cultura de sala de aula

Em cada sala de aula os alunos tém crencas relativas ao que devem fazer para
aprender e como é esperado que ajam. Trata-se de um conhecimento tacito que é
construido de forma partilhada por todos, sendo uma expressao da cultura especifica
dessa comunidade (Cobb et al., 2001). Enquanto comunidade, a sala de aula retine um
conjunto de crengas relativas a comportamentos, acdes e rotinas que se estabelecem
como normas eminentemente sociais. O que distingue uma sala de aula das demais € a
natureza das normas estabelecidas, uma vez que determina toda a atividade e discurso
que acontecem (Guven & Dede, 2017). Enquanto numa dada sala de aula mais
tradicional, em que impera 0 mondlogo do professor, permanecer em siléncio pode ser
considerada a norma social dominante, noutra, em que se promove um ambiente de
trabalho de investigacdo, podera ser expectavel participar, sem constrangimentos, nos
momentos de trabalho coletivo (Alrg & Skovsmose, 2003).

Com efeito, as normas sdo um artefacto cultural e social especifico de cada
comunidade, dado que sdo construidas na turma, pelo grupo de alunos e professor que a
integram, ndo tendo significado fora dela (Yackel & Cobb, 1996). A sua analise permite
assim interpretar a dinamica da sala de aula, bem como contribuir para clarificar o papel
que cada um assume.

Cobb e Yackel (1996) distinguem normas sociais de normas sociomatematicas,
na medida que consideram que devem ser estabelecidas normas especificas para a
atividade matemética dos alunos na sala de aula. Assim, ouvir e dar sentido as
explicagOes dos outros ou usar a linguagem para pensar com 0S outros podem ser
consideradas normas sociais. Ao invés, o que € estabelecido como, por exemplo, “uma
solucdo matematica diferente, uma solucdo matematica sofisticada, uma solugédo

matematica eficiente e uma explicagdo matematica aceitavel” (p. 178) remete para
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normas sociomatematicas, especificas da atividade matematica dos alunos. Estes autores
destacam ainda que as normas sociomatematicas ndo se circunscrevem a um dado tema
matematico, sdo transversais pois dizem respeito a um entendimento sobre o que é saber
e fazer matematica. Além disso, ndo sdo estaticas dado que, reflexivamente, cada um
vai moldando o seu papel e as suas acfes na construcdo das praticas matematicas da
comunidade, em fun¢do do que perceciona como expectavel num dado momento (Cobb
& Yackel, 1996; Kang & Kim, 2016).

Praticas matematicas da sala de aula

As préticas matematicas podem ser entendidas como a atividade matematica,
social e situada, que emerge e se estabelece na sala de aula, sendo esta interpretada
como uma comunidade de aprendizagem de matematica (Cobb, 1999; Wood et al.,
2006). As praticas matematicas envolvem um entendimento negociado de interpretacdes
matematicas, processos de raciocinio e de argumentacao, coletivizando-se associadas a
discussdo de um dado contetdo ou ideia matematica (Cobb et al., 2001). Decorrem da
participacdo na atividade matematica da comunidade de aprendizagem, tratando-se de
um fendmeno emergente e ndo de uma situacdo pré-estabelecida a que os alunos sédo
introduzidos (Cobb et al., 2001). Deste modo, podemos afirmar que as praticas
matematicas evoluem na medida em que os alunos juntos, em pequenos grupos e em
coletivo, com a orientacdo do professor, vdo melhorando a forma como analisam as
resolucdes uns dos outros e a pertinéncia dos seus comentarios, fazendo-as emergir
como um entendimento partilhado (Cobb et al., 2001; Wood et al., 2006).

Tal como em relacdo as normas, também em relacdo as praticas matematicas
existe uma relacdo reflexiva entre a aprendizagem individual dos alunos e a sua
participacdo na construgdo das préaticas (Cobb & Yackel, 1996). Contudo, em funcéo de
uma dada pratica matematica, que se estabelece como coletiva e partilhada por todos na
comunidade, ha diferentes entendimentos, diferentes formas de pensar e argumentar,
por parte dos alunos (Cobb & Yackel, 1996). A medida que uma pratica matematica
emerge e se desenvolve a partir dos contributos de cada um, também esses contributos
se vdo modificando em funcdo da participacdo na coletivizacdo dessa prética
matematica especifica. Nesta medida, a evolugdo em termos de aprendizagem individual
ndo se processa do mesmo modo para todos os alunos e decorre da participacéo de cada

um na construgdo das praticas matematicas da comunidade (Cobb et al., 2001).
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Acdes decorrentes da interacao social

As praticas matematicas traduzem o que os alunos fazem enquanto aprendem
matematica na atividade da comunidade da sala de aula. Deste modo, consideramos que
estudar a sua construcdo implica analisar as acdes que os alunos empreendem nos
momentos de interagdo que se estabelecem. Para analisarem a comunicagdo que se
estabelece nas aulas de matematica, Alrg e Skovsmose (2003) recorrem ao Modelo de
Investigacdo em Cooperacdo (Modelo-IC), atraves do qual procuram identificar um
padrdo no dialogo que se estabelece nos momentos de interacdo e assim compreender
como as relacdes dialdgicas influenciam a construcéo de praticas matematicas na sala de
aula. A partir do diadlogo, em momentos de discussdo matematica coletiva, Alrg e
Skovsmose (2003) identificam elementos de comunicagdo que integram o Modelo-IC e
que definem as seguintes acdes que podem ser assumidas, quer pelo professor, quer
pelos alunos: envolver (getting in contact), descobrir (locating), identificar (identifying),
defender (advocating), pensar alto (thinking aloud), reformular (reformulating), desafiar

(challanging) e avaliar (evaluating) (Figura 1).

I‘.
/  envolver

descobrir
identificar
defender
pensar alta
\ reformular
\ desafiar

avaliar
N
o

Figura 1. Modelo de Investigacdo em Cooperagéo (Alrg & Skovsmose, 2003,
p.162)

Neste modelo envolver pode corresponder a uma fase preparatoria. Implica o fazer
perguntas de aprofundamento ou de esclarecimento, afirmacdes de confirmacdo mdtua
ou de suporte. Implica estar atento aos contributos dos outros, numa relagdo que implica

respeito mutuo, responsabilidade e confianca, pelo que os autores defendem a
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importancia do seu significado emocional. Descobrir corresponde a a¢des que decorrem
durante o processo de compreensdo da perspetiva do outro e de construcéo e exploragéo
de caminhos diferentes de aprendizagem. Identificar resulta como consequéncia do
processo de explorar em conjunto. Traduz ac¢Ges que levam a construcdo de justificaces
ou tentativas de justificagdo, no sentido de tornar robusta uma ideia matematica.
Defender conduz a construcdo de conhecimento partilhado. Decorre da argumentacao
em torno do que se pensa e a0 mesmo tempo da analise dos conhecimentos que
suportam esse pensamento. Por pensar alto entende-se pensar para si proprio de modo
que os outros também oicam. Contribui para assegurar o envolvimento no processo
coletivo. Reformular implica repetir o que foi dito de outra maneira. Inclui parafrasear
ou completar afirmacdes. Trata-se de um elemento que representa o processo de
envolver. Desafiar envolve mudar a direcdo da conversa ou questionar algo
apresentado. Esta acdo pode conduzir a uma nova acdo de explorar e identificar,
conduzindo a novas possibilidades de aprendizagem. Por ultimo, avaliar envolve um
conjunto amplo de agGes como a correcdao de erros, a critica construtiva, o dar
conselhos, o apoiar, o elogiar, entre outras (Alrg & Skovsmose, 2003).

Estas acOes dialogicas envolvem processos sociais e/ou relacdes e processos
matematicos, nomeadamente processos de raciocinio, como a construcdo de estratégias
de resolucéo, argumentos, justificacdes e generalizacdes (Mata-Pereira & Ponte, 2012).
A sua andlise, uma vez que estas acfes acontecem focadas numa ideia ou contetdo
matematico, contribui para percecionar que processos e relagdes matematicas sdo
mobilizados na aprendizagem comparticipada dessa ideia ou contedo. Para além disso,
sendo acBes que decorrem da atividade matematica da turma na construcao das préaticas
partilhadas, a sua andlise permite percecionar as normas sociais e normas

sociomatematicas que regulam a cultura da sala de aula (Cobb, Yackel, & Wood, 1992).

Privilegiar a percentagem no alargamento aos nUmeros racionais

Neste estudo, assumimos que as normas dizem respeito a atividade matematica
dos alunos, enquanto as praticas matematicas da sala de aula se focam numa ideia ou
contedo matematico especifico. Neste pressuposto, a aprendizagem dos numeros
racionais remete para praticas matematicas da sala de aula que visam a construcéo de
um conhecimento solido acerca do namero, num perspetiva de desenvolvimento de

sentido de nimero, mas também para a capacidade de usar esse conhecimento, de modo
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flexivel, para fazer julgamentos matematicos e construir estratégias de resolucdo
negociados e partilhados na sala de aula, regulados por normas que os suportam (Hunter
& Anthony, 2002; Mclntosh et al., 1992).

Na nossa perspetiva, o desenvolvimento do sentido de numero deve ser
entendido como um processo de enriquecimento conceptual, que tem por base um
entendimento da grandeza do ndmero, no conjunto ordenado dos numeros racionais
(Siegler et al., 2011). Tratando-se de um processo de desenvolvimento continuo, 0s
nGmeros racionais' devem surgir como uma extensdo natural dos nimeros inteiros?,
permitindo resolver problemas que ndo seriam possiveis resolver apenas com 0s
nameros inteiros (NCTM, 2010). Esta ideia valoriza o conhecimento intuitivo dos
alunos, permitindo que se desenvolva gradualmente, como resultado de praticas
matematicas de sala de aula que lhes permita explorar os nimeros, visualiza-los em
varios contextos, nomeadamente culturais e sociais, e relaciona-los. O estabelecimento
de conexdes com conhecimento que os alunos ja possuem permite a constru¢do de um
sistema de numeros de referéncia, gradualmente desprovidos de contexto, que se torna
essencial para pensar sobre 0s nimeros e tomar decisdes (MclIntosh et al., 1992).

E neste sentido, coordenando os conhecimentos que os alunos ja possuem sobre
0s numeros de 1 a 100, com a intuicdo que apresentam em relacdo ao sentido de
propor¢do, que Moss e Case (1999) realcam o papel que a percentagem pode
desempenhar numa etapa inicial da aprendizagem dos nimeros racionais. Dado que 0s
alunos convivem com a percentagem desde cedo, nas mais diversas situacdes do
quotidiano, parece fazer sentido usa-la numa compreensdo integrada dos numeros
racionais, que envolva a construcdo de uma rede de esquemas e simbolos, bem como de
contextos que lhe ddo significado (Hunter & Anthony, 2003; Moss & Case, 1999).
Enquanto “linguagem de propor¢ao privilegiada” (Parker & Leinhardt, 1995, p. 472) a
percentagem pode constituir uma oportunidade para mobilizar o pensamento relacional
e explorar situagdes multiplicativas, apoiados nos conhecimentos intuitivos das relagdes
proporcionais dos alunos. Pelo que, um trabalho inicial com a percentagem deve incidir
no desenvolvimento do sentido de completude que a percentagem oferece, isto €, a
percecdo da relagdo da parte com o todo continuo, numa escala linear de 0% a 100%
(Parker & Leinhardt, 1995) e, gradualmente, conduzir & compreensdo da sua natureza
relativa, de forma interligada com a representacdo decimal e a fracdo. Deve ainda partir
dos conhecimentos informais dos alunos e privilegiar as suas estratégias espontaneas,

maximizando 0s conhecimentos intuitivos em relacdo a propor¢do e aos numeros
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inteiros de 1 a 100. Para isso, a compreensdo da percentagem requer o estabelecimento
de préticas matematicas de conexdo com diversas representagdes — ativas, iconicas e
simbdlicas (Bruner, 1996) e a linguagem oral e escrita (Ponte & Serrazina, 2000). Estas
praticas matematicas devem incluir processos de construcdo de modelos a partir de
diversas representacdes, de um sistema de valores de referéncia, de estratégias de
composi¢do e decomposicdo de numeros, que suportem um raciocinio multiplicativo,
em detrimento de procedimentos de célculo formais precoces (Moss & Case, 1999;
Parker & Leinhardt, 1995).

Metodologia

Design da investigacéo

Neste estudo, focamos o nosso olhar em diferentes momentos de uma
experiéncia de ensino e aprendizagem na sala de aula (Gravemeijer & Cobb, 2006), que
integra uma investigacdo baseada em design (Cobb et al., 2001; Ponte, Carvalho, Mata-
Pereira, & Quaresma, 2016). A construcao e implementacdo desta experiéncia de ensino
visava analisar a aprendizagem comparticipada pelos alunos na turma, a medida que
acontecia no contexto da sala de aula, tendo como preocupacdo a articulacdo entre a
dimensdo de conteldo matematico, centrada na construcdo de praticas matematicas
relativas aos numeros racionais, € a dimensdo pedagogica, focada na cultura da sala de
aula como comunidade de aprendizagem (Confrey & Lachance, 2000).

A primeira dimensdo incorpora contedos e processos matematicos que se
pretendia que os alunos aprendessem e desenvolvessem, segundo uma trajetoria de
aprendizagem, inspirada no curriculo experimental apresentado por Moss e Case (1999).
Esta trajetoria traduz um percurso do ponto de vista do conteddo matematico que
estrutura a aprendizagem dos numeros racionais, em trés etapas, de forma inter-
relacionada. A primeira etapa remete para o inicio do desenvolvimento da compreensao
da nogéo de percentagem, seguindo-se-lhe a introducdo da representacdo decimal, onde
as centésimas decorrem da percentagem e, por ultimo, envolve um trabalho com a
fracdo que apela a relacéo das trés representacdes entre si. A dimensdo pedagogica diz
respeito aos meios atraves dos quais se pretende que os alunos aprendam numa cultura
de sala de aula que sustenta uma comunidade de aprendizagem.

A dindmica de exploragéo das tarefas, as ages que os alunos empreenderam e as

normas que regulavam a interacdo na sala de aula séo alguns dos elementos da ecologia
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de aprendizagem especificos da situacdo de aprendizagem que envolvia esta turma
(Cobb, Confrey, diSessa, Lehrer, & Schauble, 2003). Convocamos esta metafora da
ecologia para evidenciar que 0s contextos subjacentes a estes estudos de design sé&o
pensados como um sistema dinamico que se apoia na relacdo dos seus elementos. E essa
ecologia que queremos analisar e compreender, no sentido de conseguir gerar teorias
locais, que Cobb et al. (2003) qualificam como modestas, procurando a explicagéo dos
fendmenos em estudo. Nesta perspetiva fizemos a recolha de dados no ambiente natural
de aprendizagem, a sala de aula, e consideramos como unidade de andlise a propria
turma, isto é, a atividade do grupo, alunos e professora, em torno das tarefas propostas,

com os recursos da comunidade a disposicao.

Contexto e participantes

A experiéncia de ensino decorreu ao longo do 3.° periodo do 3.° ano e do 1.°
periodo do 4.° ano de escolaridade, numa turma de 23 alunos, numa escola publica em
Lisboa, onde a primeira autora para além de investigadora era também a professora
titular da turma desde o seu 1.° ano de escolaridade. De modo a dar sentido a algumas
das opcdes tomadas importa referir que a organizacdo do trabalho de aprendizagem da
turma tinha subjacente o modelo pedagdgico do Movimento da Escola Moderna.
Destaca-se que este modelo da especial relevo a organizacdo cooperada do trabalho de
aprendizagem na sala de aula, como comunidade de aprendizagem, tendo em vista a
construcdo social dos saberes em circuitos dialégicos de comunicacdo (MEM, s/d). Este
modelo permitia que todos os alunos, independentemente do ponto de partida de cada
um, tivessem oportunidade de participar na construcdo das praticas matematicas da
turma. (Niza, 1998). Deste modo, a natureza da cultura da sala de aula, e das normas
que a regulam, deve ser interpretada segundo este enquadramento, que se reflete na
interacdo social da turma, nomeadamente nos momentos de discussdo matematica
coletiva. Estes momentos decorrem da discussdo em torno da resolugdo de uma tarefa
matematica, sendo dirigidos pelo professor e comparticipados pelos alunos,

correspondendo a Gltima fase do modelo de ensino exploratério de Ponte (2005).

Responsabilidade ética

Numa investigacdo desta natureza, em que o professor € também investigador, as

inquietacBes relativas aos principios éticos envolveram um comprometimento ético
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perante toda a investigacdo (Floyd & Arthur, 2012). Este implicou a discussao do
estudo, nas suas diferentes fases, e a explicitagdo das inquietagdes que foram surgindo
com outros investigadores, permitindo antecipar situagdes potencialmente geradoras de
conflito de interesses. Tornou indispensavel a obtencdo de um consentimento voluntario
e informado de participacdo dos alunos e garantiu, de modo a assegurar a protecdo dos
alunos e das familias, a protecdo da informacdo confidencial, bem como o anonimato e
a privacidade dos alunos (IE - UL, 2016).

Recolha e andlise de dados

Para acautelar uma possivel implicacdo excessiva da investigadora e professora
da turma e assegurar uma descricdo mais fiel e completa dos momentos em anélise,
desenvolvemos uma triangulacdo dos dados, recorrendo a uma variedade de métodos e
instrumentos de recolha (Confrey & Lachance, 2000), nomeadamente, aos registos da
observacdo participante, a gravagdes audio e video das aulas e a recolha documental das
producdes escritas dos alunos.

Neste artigo, focamos a nossa atencdo na nocdo de 10% como nUmero de
referéncia e nos meios que suportam a sua aprendizagem comparticipada, nos
momentos de discussdo matematica coletiva. Os momentos em analise resultam de um
recorte de trés tarefas, das vinte que integraram a experiéncia de ensino, e que foram
selecionadas por permitirem destacar evidéncias relacionadas com os fenémenos em
estudo. Salientamos que analisamos a aprendizagem comparticipada na sala de aula,
pelos alunos na turma, enquanto comunidade de aprendizagem, e ndo dos alunos
individualmente (Cobb, 1999).

A andlise retrospetiva dos dados envolveu estratégias de inducdo analitica, a
comparacao constante, bem como a andlise tipoldgica que permitiram definir categorias
a partir dos dados, atribuindo-lhes um significado ancorado no quadro conceptual que
suporta este estudo (Goetz & LeCompte, 1984). Na definicdo das categorias foi
convocado o Modelo-IC de Alrg e Skovsmose (2003) orientando a andlise nas
dimensdes pedagogica e de conteudo matematico. A interpretacdo das acOes dialogicas
do Modelo-IC procurou inferir, por um lado, as normas sociais e as normas
sociomatematicas estabelecidas e, por outro, identificar os conhecimentos dos numeros
racionais que os alunos construiram e as relacbes que mobilizaram, em torno da

aprendizagem comparticipada da no¢do de 10%. Esta analise permitiu percorrer 0s
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acontecimentos, procurando compreender a relacdo entre os elementos da ecologia de
aprendizagem e a aprendizagem dos numeros racionais realizada pela turma em estudo,

numa perspetiva de desenvolvimento do sentido de nimero.

Resultados

Negociando significados matematicamente véalidos

Trazemos a este episodio momentos que decorreram no ambito de uma tarefa
exploratoria que envolveu representacdes ativas e iconicas e que foi desenvolvida no 3.°
ano de escolaridade, numa etapa inicial da experiéncia de ensino. Centramo-nos na
ultima questdo dessa tarefa (Anexo 1) que pedia para os alunos descobrirem quantos
centilitros correspondiam a 50% e 10% de refrigerante numa lata. Nesta questdo era
dada uma representacdo iconica da lata que os alunos podiam usar para apoiar a
construcdo da sua estratégia de resolucéo.

Depois da discusséo da primeira parte da questéo, a apresentacao das resolugdes
construidas para o calculo de 10% gerou discordancia. Alguns alunos diziam ser 5
centilitros, outros 4 centilitros e outros ndo tinham conseguido chegar a um valor para a
resposta. Em interacdo, os alunos chegam a conclusdo que 5 centilitros representavam
metade de 25% e ndo os 10% que pretendiam, rebatendo a utilidade da estratégia das
metades sucessivas nesta situacdo, que tinha sido usada pela maioria dos alunos. A
discussdo avancou com a apresentacdo de uma estratégia matematicamente diferente
que desafiou a turma, quando um dos alunos, pediu a palavra para defender uma outra

forma de resolver o problema, que tinha descoberto com o seu grupo.

Simao: Eu sei outra maneira de explicar, professora. Posso?
Professora: Vamos ouvir a estratégia do Simdo.

Siméo: Como 10 vezes 10 d& 100, 4 vezes 10 da 40.
Professora: Que vos parece? Como pensou 0 Simao?

Heitor: Eu sei 0 que 0 Simé&o fez.

Ivo: Eu percebi o que o Simao disse.

Professora: Ok. E o resto da turma? . . .

Interpretando o significado de razdo que a percentagem oferece, o aluno
percecionou que a relacdo entre a parte e o todo, em termos de quantidade de cola e
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capacidade da lata, era proporcional e apresentou um raciocinio apoiado nessa relacéo.
Os outros alunos ouviram, procurando descobrir o raciocinio apresentado, em resposta
ao reforco da professora. Alguns intervieram com afirmacdes de suporte para confirmar
que tinham percebido a estratégia apresentada pelo colega, recorrendo a um pensar alto,
para si proprio e para 0s outros.

No sentido de envolver na discussdo todos os alunos, a professora espelhou a
ideia de Simdo, apelando a que os colegas considerassem a unidade de referéncia,

usando a representacdo iconica como suporte.

Professora: ... Entdo, olhando para o esquema, o Siméo viu que 100%
s&o 40 centilitros.

Heitor: 10% dez vezes da 100%.

Professora: Ok.

Ivo: Ele esta a ver dividido em 10 vezes o 4.

Professora: Isso. Qual é o nimero que eu tenho que usar 10 vezes para
chegar a 40?

Alunos: Eo4.

Rui: Porque 4 vezes 10 da 40.

As intervencdes dos alunos sucederam-se no sentido de reformular e completar o
raciocinio conjunto que se construiu, num processo de descobrir que envolveu quer a
construcdo de generalizagdes especificas, através de um pensar alto, como fez Heitor,
quer a identificacdo da relacdo entre a multiplicacdo e a divisdo, como fez Ivo,
mobilizando conhecimentos que ja possuia. A estratégia da divisdo da unidade em dez
partes iguais e a iteracdo de uma dessas partes constituiu o fio condutor do dialogo que
se construiu, para a compreensdo da nocdo de 10%. A confirmacgédo do raciocinio de
Simé&o por Ivo é realizada através da apresentacdo de um argumento que se constroi
como matematicamente valido, na medida em que € justificado por Rui.

Entretanto, a professora intervém para focar a aten¢do na relagdo que permitia

interpretar o valor de referéncia 10%.

Professora: ... Mas porque é que ele agarrou em 10?

Marco: Deve ter pensado que, se estava dividido em 10, e ele quer
chegar a quantidade de 40 centilitros, podia fazer 10 vezes o
4,
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Professora: Entdo, quando queremos descobrir 10% de uma quantidade
qualquer, o que podemos fazer?

Ana: ... Podemos ver qual ¢ nlmero que ...

Dina: ... Multiplicado por 10 d4 essa quantidade.

Bruna: Também podemos fazer os 100% a dividir por 10.

Professora: E outra forma de dizer... fazemos a divisio da quantidade
que temos, que temos como 100%, por...

Alunos: Por 10.

Professora: Ora bem. Que vos parece? Vamos registar.

Nesta sequéncia de intervencbes, os alunos tentaram colocar-se no lugar dos
colegas e reformular o seu raciocinio, validando-o e procurando introduzir novos
elementos, como fez Marco ao afirmar “[O Simao] deve ter pensado...”, que desta
forma procurou envolver também os colegas. Em resposta ao desafio da professora, a
construcdo das relaces multiplicativas que envolveram a nocdo de 10%, como numero
de referéncia, aconteceu de forma comparticipada, que se manifestou na acdo de Marco
ao captar o pensamento de Simdo, que defendeu, devolvendo-o reformulado. Deste
pensar em conjunto resultou uma sistematizacdo em cartaz, que registava 0s

significados negociados na turma (Figura 2).

Figura 2. Registos da sistematizacdo no momento de discusséo

Neste episodio destacamos momentos de discussdo matematica coletiva em que
se perceciona uma constru¢do comparticipada da relacdo que permite concluir que 10%
dos 40 centilitros séo 4 centilitros e ndo 5, e procura-se a sua extensdo, através de uma
generalizacdo. A apresentacdo de uma sugestdo por um aluno desencadeou a construgéo
conjunta das relacbes multiplicativas que envolveram a noc¢do de 10%, apoiadas em
conhecimentos dos nimeros e das operacdes que os alunos ja tinham e partilharam. As
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acOes que emergiram do dialogo, como envolver, descobrir, identificar, defender, pensar
alto, reformular e desafiar, evidenciam a existéncia de aspetos normativos, sociais e
sociomatematicos, que regulavam a interacdo permitindo percecionar uma cultura de
sala de aula caracterizada pela participacdo ativa de todos os seus elementos. Com
efeito, neste episddio, é possivel percecionar que a atividade matematica da turma é
regulada por normas sociomateméticas especificas que em interacdo se Vvdao
estabelecendo. Dos alunos era esperado que, autonomamente, apresentassem ideias
matematicas diferentes das dos colegas, consideradas por si mais eficazes, defendendo
explicacbes validas, apoiadas em procedimentos matematicos e que cabia a turma
validar. Era esperado ainda que o0s ouvissem e dessem sentido a essas ideias

devolvendo-as reformuladas a turma, sem constrangimentos, para serem coletivizadas.

Construindo explicacdes matematicamente eficazes

Ainda no 3.° ano de escolaridade focamo-nos agora num momento de discusséo
em coletivo de uma tarefa de célculo mental (Anexo 1). Trata-se de uma tarefa num
contexto matematico e que tem como suporte uma tabela de razao. A tarefa foi resolvida
por cada aluno individualmente durante cerca de 15 minutos. No fim desse tempo, foi
discutida em coletivo, nhum momento comparticipado de partilha das estratégias
encontradas e validacdo dos resultados, usando como suporte o Quadro Interativo
Multimédia. Pretendia-se que os alunos estabelecessem relagdes numéricas no célculo
mental com percentagens, recorrendo a estratégias como a das metades sucessivas, dos
dobros e metades, da composicdo e decomposi¢cdo de nimeros inteiros ou a no¢do dos
10%.

A discussdo em coletivo passou por identificar estratégias ja estabelecidas na
turma para a resolucéo de calculos simples com percentagens e outras que se apoiam em
descobrir relagdes numericas menos familiares. A estratégia dos dobros e das metades é
um exemplo de uma estratégia familiar. No entanto, nesta etapa, quando dessa divisao
resultou um ndmero na representacdo decimal, surgiram dificuldades. Foi o que
aconteceu, por exemplo, no céalculo do 5% de 50. O facto de, na proposta da tarefa, 5%
surgir logo a seguir a 10% na tabela tinha como intencdo apelar a essa estratégia. Ivo

avancou, apresentando uma explicacdo que defendeu:
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Ivo: Eu fiz, como 10% € o dobro do 5%, eu fiz metade de 5, que
é dois e meio, dois virgula cinco.

Professora: E como chegaste a essa concluséo?

Ivo: Porque se fosse dois, era metade de 4. E como dois mais
dois da 4 e sobra 1... fiz...

Heitor: Partiste-0 ao meio!

Ivo: Sim, deu dois e meio.

Professora: E como escreveste dois e meio?

Ivo: Dois virgula cinco.

Neste excerto do dialogo, enquanto Ivo apresentava a sua estratégia num pensar
alto desafiado pela devolugcdo da professora, os alunos ouviam ativamente, numa
procura por descobrir a forma como o outro pensou, apoiado na estratégia dos dobros e
das metades. “Partiste-o ao meio!” é a explicagdo que Heitor d4& como forma de
defender o raciocinio do colega, através de um pensar alto por parte de quem se
encontra envolvido no raciocinio, e que também deixa antever a necessidade de
encontrar argumentos que possam tornar-se matematicamente validos perante a turma.

Nesta etapa da experiéncia de ensino alguns alunos ainda hesitavam no registo
dos numeros na representacao decimal. Foi o caso de Bruna, a quem a intervencdo de
Ivo pareceu ter permitido descobrir uma representacdo diferente da sua. Ao comparar
com o seu trabalho, no processo de autocorregédo, a aluna decidiu corrigir, apagando o
seu registo inicial, “2 e meio” (“2” em cardinal e por baixo “e meio” por palavras) e
escreveu “2,5”. Contudo, ao fazé-lo, ndo colocou o simbolo de errado ou de correto,
mas assinalou, no registo da tarefa, essa corre¢cdo com um simbolo tracado (Figura 3), 0
que evidencia um posicionamento critico relativamente ao processo de autoavaliacdo e

as normas sociomatematicas que lhe estdo implicitas.

Cdiculo mental: percentagem de...

10% 5% 20%} 50% \ 60% \go‘y;\

Percentagem 100%

= Sy 3
—| Capacidade (cl) \ q / 9,5 A \O 164?50 Lon_
- 7 o
B oo | we |2 7] 1] aYle¥laa el
—| cComprimento (m) 140 ( TR 4_\/ 28 ’.\. 0"| 84 '”Q_*
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Figura 3. Registo da tarefa de calculo mental colado no caderno dlarlo de Bruna
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De realcar, que esta aluna, embora valorizando o seu trabalho, identifica a
diferenga matematica comparando o seu trabalho com o do colega e mobilizando o que
considera ser mais eficaz. Embora fosse expectavel que assim o fizesse, dado que as
resolucdes dos alunos eram valorizadas enquanto processo de construcdo e ndo apenas
como produto que se considerava certo ou errado, implica uma tomada de consciéncia
individual, que se devolve a turma, contribuindo para a institucionalizagdo no grupo da
propria norma sociomatematica.

Nesta etapa da trajetéria de aprendizagem era uma pratica matematica
estabelecida na turma que 10% de uma dada unidade traduzia uma quantidade relativa
10 vezes mais pequena e para a calcular, os alunos recorriam a diviséo por 10. Pelo que,
nesta tarefa os alunos foram desafiados a identificar relacbes numéricas e a descobrir
uma estratégia adequada que permitisse chegar ao resultado dos calculos indicados.
Assim, o valor de 10% foi usado como suporte de outros calculos, nomeadamente na

estratégia da decomposicao do nimero.

Dina: Eu para calcular o 50% fiz metade de 20, porque metade de
100 [%] eram 50 [%], entdo fiz metade de 20 que era 10.

Professora: Duvidas? Perguntas?

Alunos: N&o.

Afonso: 50% é sempre metade.

Professora: E 0 60% (de 20) queres aproveitar para fazer?

Dina: Posso fazer 50% (de 20) mais 10% (de 20), que da... 12.

Professora: Concordam? . . .

Alunos: Sim. ..

Barbara: Fiz igual.

Carolina: Eu tambem.

Neste excerto, Dina comegou por se apoiar na estratégia das metades,
interpretando a proporgéo, que Afonso validou ao reformular o que parecia ser um facto
matematico estabelecido na turma, através de um pensar alto: “50% ¢ sempre metade”.
Para determinar o 60% de 20, Dina recorreu a sua decomposi¢do em 50% mais 10%,
uma estratégia aditiva, provavelmente apoiada pela estrutura do modelo da tabela de

razdo. Tratava-se de uma estratégia familiar que, a avaliar, evidenciou consenso.
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De modo a envolver mais alunos na discusséo, apelando a que avaliassem 0s
procedimentos que permitissem validar a estratégia apresentada pelos colegas ou
partilhassem a sua, a professora deu a palavra a Marco:

Professora: ... Marco, que te parece?

Marco: Sim, mas também podia ser 6 vezes o 2, que da 12.

Professora: Porqué seis vezes o dois? Oicam |4 a estratégia do Marco.

Marco: Para descobrir o0 60% podemos fazer 6 vezes o0 10% (de 20),
que da 12.

Professora: Estdo a perceber? Da doze porque o Marco faz 6 vezes o
valor do 10%, que € 2 e 6 vezes 2 da 12.

Ana: Eu também fiz assim.

Professora: Uma boa estratégia alternativa! E agora o calculo de 80%? .
.. Dinis.

Dinis: Para descobrir 0 80% ¢é facil. Entdo, fazes 8 vezes 2 que é
16.

Professora: Boa! Oito vezes o valor de 10%, que sdo 16.

Por considerar que a sua estratégia era matematicamente diferente, Marco
desafiou a turma, na medida em que introduziu novos elementos a discussao,
suportando a sua estratégia num raciocinio multiplicativo proporcionado pelo 10%. A
apresentacdo de uma estratégia matematicamente diferente permitiu que cada aluno
pudesse avaliar outras formas de pensar e que comparasse com a sua. Essa comparagao
podia ser ou ndo verbalizada. Ana é o caso de uma aluna que sentia confianca em fazé-
lo, identificando a semelhanga com a forma como tinha resolvido. Quando Dinis
apresentou a sua estratégia para o calculo de 80% de vinte optou por usar a estratégia
multiplicativa apresentada por Marco. Independentemente de ter sido a que tinha usado
inicialmente, Dinis usou esta estratégia por lhe parecer ser, no momento, a
matematicamente mais eficaz, contribuindo para a legitimar como mais eficaz.

Neste episodio, estratégias diferentes relacionadas com o calculo de 10%
pareceram estabelecer-se a medida que diferentes alunos as apresentavam e,
comparando, davam sentido as dos outros. A nogdo de 10% foi-se desenvolvendo e este
numero foi-se assumindo como percentagem de referéncia para o calculo de outros
valores, ainda que suportado pelo modelo da tabela de razdo. Progressivamente a nogéo

de 10% foi-se constituindo como uma pratica matematica que integrava o reportorio
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partilhado pela turma. Isto aconteceu a medida que estratégias matematicamente mais
sofisticadas iam surgindo, sem que outras, mais familiares, deixassem de ser
consideradas véalidas.

Por um lado, as a¢Ges que foram empreendidas neste episodio, nomeadamente o
descobrir, identificar ou mesmo o reformular, permitiram percecionar normas sociais,
como estar atento e dar sentido as explicagdes dos outros, mas também normas
sociomatematicas, que se construiam como especificas da atividade matematica desta
turma. Neste processo, cada aluno podia ir mobilizando a estratégia matematica que lhe
parecia mais adequada em cada momento, indo ao encontro do que era capaz de fazer,
sem que se sentisse constrangido, mas percecionando ao mesmo tempo a vantagem e
necessidade de a fazer evoluir.

Por outro lado, a forma como era esperado que cada um interviesse na discusséo,
isto €, as normas sociais e sociomatematicas que regulavam essa interacao, foi também
ela moldada pelas acdes e (re)acdes dialogicas entre os alunos e com o professor, que se
sucederam na interacdo, convocando uma tomada de consciéncia do papel de cada um.
Note-se que, a intervencao da professora, quando deu a palavra a Marco, de modo a que
se envolvesse na discussdo, reforcou a importancia de apresentar solucdes

matematicamente diferentes, que caberia a turma apreciar e validar.

Percebendo solucGes matematicamente diferentes

Ja no 4.° ano de escolaridade, centramo-nos na discussdao em coletivo que
decorreu em torno de um problema contextualizado de partilha equitativa de trés sandes
por cinco meninas (Anexo 1). Os alunos trabalharam a pares na fase de exploracdo da
tarefa e a discussdo em coletivo centrou-se na apresentacdo e andlise de quatro
resolucbes diferentes na estratégia e, aparentemente, também no resultado a que 0s
alunos chegaram. Aquando da discussdo da terceira resolucdo, surgiu o desafio de

perceber que nimero respondia ao problema, dado que os autores, Bruna e Humberto,
: N L 1 1 . .
tinham chegado a expressao §+E’ sem conseguir resolver a adicdo de uma forma

satisfatoria. E a este momento que nos remetemos neste epis6dio, em que os alunos
ouvem e procuram descobrir a estratégia dos colegas e tentam ajudar a resolver o
impasse. Dinis apresentou uma solu¢do que ia ao encontro da resposta apresentada nas

duas resolugdes anteriores.
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Professora: Como é que posso saber quanto é que da? Um meio mais

um décimo?
Dinis: D& o0 mesmo que trés quintos.
Professora: Porqué?
Dinis: Porque é metade mais um bocadinho.

Dinis descobriu que o resultado ia dar “o mesmo que trés quintos” identificando que
as duas representacdes traduziam a mesma quantidade, que o aluno justificou como
sendo “metade mais um bocadinho”. Esta justificacdo surge depois de discutida em
coletivo a comparacao entre o modelo construido no quadro por Bruna e Humberto e 0s
modelos apresentados nas resolucdes de Berta e Rui e a de Carolina e Simao, e cuja

solucdo tinha sido validada na turma. (Figura 4).

Carolina e Simédo

Bruna e Humberto Berta e Rui

Figura 4. Modelos em trés resolucGes apresentadas no quadro, em discussdo

A discussdo realizada em torno das resolugdes apresentadas por Carolina e Simao e
por Berta e Rui, depois de debatida a falta de rigor quer na dimensao das sandes entre si,
quer na divisdo das partes, tinha permitido identificar que cada menina comia trés
quintos de sandes. Apds a intervencdo de Dinis, importava que a discussdo fosse

alargada, de modo a que outros alunos se envolvessem numa compreensdo
. 1 1 3 .
compartilhada de que E+E e z representavam a mesma quantidade, pelo que a

professora devolveu a pergunta aos alunos, parafraseando a afirmacgéo de Dinis:

Professora: Metade mais um bocadinho... mas quanto ¢ que da ao
todo?
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Ivo: E 60%.

Professora: 60%. Ok. Vamos perceber porqué. Estdo connosco?
Bérbara: Né&o!

Heitor: Como assim?

Professora: Explica l& Ivo, por que é que achas que € 60%.

Quando Ivo intervém, parece fazé-lo colocando-se na perspetiva do colega e
tirando dela partido para explorar um caminho diferente. E suportando-se na
percentagem que procura validar a afirmacdo “Da o mesmo que trés quintos”, através da
justificacdo “¢ 60%”. Os alunos ouvem a descoberta e alguns verbalizaram, sem
constrangimentos, que ndo estavam a acompanhar o raciocinio, pelo que, desafiado

também pela professora, Ivo explicitou como tinha pensado, defendendo a sua

estratégia.

Ivo: Aqui (apontando para a representacdo iconica de Berta e
Rui) cada uma comeu 20% numa fatia de sandes. Dividido
em cinco € 20%, entdo trés quintos é 60%.

Professora: Perceberam? Vamos 1a ver. O Ivo diz que [trés quintos] €
60%. Numa sandes dividida em 5 um quinto é 20% e entdo
trés quintos € 60%, € iss0?

Ivo: Sim, € um meio mais um décimo ¢ ...um meio ¢ 50%...

Professora: Isso! Ter um meio € a mesma coisa que ter 50% E um
décimo?

Ivo: E 10%.

Professora: Concordam? [Um décimo] Séo quantos por cento?

Alunos: 10%.

Dina: D& 60%.

Professora: Isso, temos que trés quintos sdo 60% e um meio e um
décimo...?

Mafalda: E 50% mais 10%...

Alunos: E 60%.

A medida que o aluno apresentou as relages encontradas, a turma foi desafiada a
descobrir, de forma comparticipada, essas relagcdes, num processo de reformulacéo do

raciocinio de Ivo. A percentagem foi convocada para suportar a comparagdo entre
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fragdes, permitindo relacionar as duas quantidades e contribuir para estabelecer a

« . . - 3
construcdo conjunta de uma pratica matematica. O converter c em 60%, teve por base
- . . . 1 «
o facto matematico conhecido de que 20% é equivalente a c Esta sugestdo de
« L .1
transformar fracdo em percentagem levou a que outros alunos visualizassem também 5

como 50% e % como 10%, o que dava também 60%.

A solu¢do do Ivo introduziu na discussdo uma solucdo matematicamente
eficiente, apoiada numa justificacdo que foi descoberta e reformulada em interacédo
social. Tratava-se de uma solucdo matematicamente sofisticada para a turma, na medida
em que veio desafiar outros alunos, a visualizar uma comparagdo que a representagdo
em fracdo, so por si, ndo parecia expressar de forma téo evidente, convocando assim a
percentagem.

As acbes que decorreram da atividade matematica da turma, e que sao passiveis
de ser identificadas nestes excertos do dialogo, envolveram um descobrir, identificar e
defender uma solugdo sofisticada, por justificacdo dos procedimentos de base
matematica que a compdem. Os alunos sentindo-se desafiados, envolveram-se num
reformular conjunto, que teve por base uma apreciacdo e avaliacdo critica da opcao
tomada, permitindo resolver o impasse a que chegaram. Podemos identificar a regulacéo
destas a¢Oes por normas sociais, como participar sem constrangimentos nos momentos
de discussao coletiva ou apresentar argumentos para ajudar a ultrapassar situacdes de
impasse. Para além das normas sociais, a regularidade com que estas acdes decorreram
ao longo da interacdo permitiram identificar normas sociomatematicas que se iam
estabelecendo. Neste episddio, uma solucdo matematicamente diferente pareceu
constituir-se como uma solugdo matematicamente sofisticada, dado que convocou
conhecimentos que os alunos ja possuiam, mas que foram mobilizados de outra forma
que, ao ser apresentada, contribuiu para a resolucao da situacgéo.

Isso mesmo se passou neste episddio com o valor 10% que parece ter sido usado
com relativa independéncia relativamente ao contexto, como um numero racional de
referéncia. Considerando a relacdo entre duas quantidades que quer a representacdo em
percentagem, quer em fracdo oferecem, os alunos parecem ter considerado a primeira

mais intuitiva, interpretando-a na estrutura do sistema de numeracdo decimal que ja
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conheciam. Esta representacdo simbdlica foi convocada para justificar relacbes de
grandeza entre representacOes em fracdo, que foram interpretadas e consideradas
matematicamente validas a medida que os alunos lhes atribuiam sentido. Estes
sentiram-se assim desafiados a usar a percentagem para dar sentido a uma adicdo de
fragdes que tinha gerado um impasse. Com efeito, a conversdo da representacdo em
fracdo na representagdo em percentagem, permitiu aos alunos estabelecer relagdes

numeéricas que, até ai, ainda ndo tinham tido oportunidade de mobilizar.

Discusséo

As normas sociais e normas sociomatematicas sdo elementos da cultura da sala
de aula, que permitem interpretar as oportunidades de aprendizagem matematica
coletiva que emergem, contribuindo para “compreender o que se passa na sala de aula”
(Cobb et al, 2001, p. 121). E nesse sentido que neste artigo procuramos compreender de
que forma as normas sociais e sociomatematicas da cultura de uma sala de aula
contribuem para a aprendizagem comparticipada da nocdo de 10%, como ndmero de
referéncia, alicercada numa perspetiva de desenvolvimento do sentido de nimero.

Neste artigo, trazemos um olhar focado nas ac¢Ges dialdgicas, que decorrem dos
momentos de discussdo matematica coletiva, centradas na compreensdo da nocdo de
10%. Trata-se de um processo de construcdo social, que resultou da atividade conjunta
realizada na sala de aula, mais ou menos participada, e que vem reforcar a relacdo entre
0 que se aprende e a forma como se aprende em matematica (de Freitas & Walshaw,
2016).

Relativamente ao conteddo matematico, envolvendo especificamente a
percentagem, pudemos constatar que os alunos, apoiados em conhecimentos intuitivos
relativamente a proporgéo e em conhecimentos prévios dos numeros inteiros de 1 a 100,
como referem Moss e Case (1999), comecaram por interpretar o seu sentido de
completude como uma parte de 100, mas mobilizando as relagbes multiplicativas que
envolviam o conceito de 10% construindo processos de raciocinio como a generalizacdo
ainda que intuitiva. Depois recorreram a 10% enquanto valor de referéncia, decorrente
da percecdo do valor relativo da percentagem, e usaram-no como estratégia facilitadora
do calculo de outros valores de percentagem, ainda que apoiada pelo uso de modelos,
como a tabela de razéo. E, posteriormente, convocaram este nimero de referéncia para

transformar fracGes em percentagens de acordo com a situacdo e interpretar estas
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representacdes simbdlicas dos numeros racionais de forma entrelacada. Verificamos que
a aprendizagem comparticipada da nocdo de 10% foi emergente, podendo ser
interpretada como uma préatica matematica partilhada que se foi estabelecendo
gradualmente na turma.

Nos momentos de interacdo, as acdes de envolver, descobrir, identificar,
defender, pensar alto, reformular, desafiar e avaliar, levadas a cabo pelos alunos,
aconteceram porque estes se sentiram livres para falar enquanto pensavam sobre
matematica, para si, para 0s outros, com os outros. Alrg e Skovsmose (2003) destacam
que a regularidade com que acontecem estas acdes traduz um padrdo de comunicacdo
mais amplo do que aquele que caracteriza uma aula de matematica tradicional, em que
predomina a fala do professor. Nos episddios apresentados é possivel percecionar que o
fio condutor do raciocinio se mantinha de forma coerente no discurso, a medida que
passava de uns alunos para os outros. Esta ideia evidencia que a cultura desta sala de
aula tinha subjacentes normas sociais e normas sociomatematicas que traduziam
expectativas sobre o que era esperado que cada um fizesse. A natureza das primeiras
permite-nos perceber que, embora tenham decorrido da atividade matematica, poderiam
ser normas igualmente expectaveis no trabalho noutra disciplina, como (1) ouvir e dar
sentido as explicacdes dos outros; (2) participar, sem constrangimentos, nos diferentes
momentos de discussdo ou (3) usar a linguagem para pensar com 0s outros. As normas
sociomatematicas, nomeadamente: (1) posicionar-se relativamente ao que considera ser
matematicamente valido, matematicamente diferente ou matematicamente eficaz, quer
em relacdo as suas resolucdes, quer as dos outros; (2) apresentar argumentos que
considera serem matematicamente aceites; (3) explicar as bases matematicas dos
procedimentos que usa (4) procurar generalizar ideias matematicas contextualizadas ou
(5) convocar conhecimentos matematicos anteriores na construgdo de solucdes
sofisticadas, sdo, por sua vez, normas que dizem respeito a processos especificos da
atividade matematica, como referem Yackel e Cobb (1996).

Importa destacar que o facto de os alunos terem intervindo sem
constrangimentos, sentindo-se seguros para apresentar resolugdes diferentes, remete
para uma norma social estabelecida. No entanto, ao mesmo tempo, esta pode
especificar-se como uma norma sociomatematica, quando na discussdo matematica das
tarefas, os alunos apresentaram resolucdes diferentes, que consideraram validas. Esta
relagdo dindmica que envolveu normas sociais e normas sociomatematicas evidencia

que estas ndo sdo mutuamente exclusivas, como descrevem Cobb et al. (2001). O
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sistema que as integra resulta de multiplas ligacGes e influéncias (Lopez & Allal, 2007),
pelo que, consideramos que para compreender o papel que as normas desempenham é
necessario interpreta-las na sua relacdo com a cultura da sala de aula.

Queremos ainda sublinhar a existéncia da relacdo reflexiva entre as normas
sociais e sociomatematicas e a construcdo de praticas matematicas partilhadas nesta
comunidade da sala de aula que Yackel e Cobb (1996) referem. As normas parecem ter
suportado o processo de construcdo das praticas matemaéticas, através da relacdo
dialdgica que se estabeleceu, mas é também da construcdo dessas praticas que a
(re)negociacdo dessas normas parece ter decorrido. Especificamente, as acGes dos
alunos na aprendizagem comparticipada da nogdo de 10% como numero de referéncia
permitem percecionar as normas da cultura da sala de aula que, por sua vez, vdo sendo
negociadas, em interacdo, a medida que suportam a atividade emergente, contribuindo
para uma aprendizagem comparticipada na turma. Esta aprendizagem acontece assim de
forma situada, evocando a perspetiva de Lave e Wenger (1991), com base na relagéo
entre a atividade matematica que os alunos vao vivenciando em conjunto e as
competéncias que cada um vai desenvolvendo. A medida que se sucede a apresentagio
de uma estratégia diferente ou de uma nova conjetura, a reconstrucao e apropriacdo das
normas sociomatematicas vao tendo também lugar. Estas acontecem através de uma
negociagdo implicita do significado de matematicamente diferente, valido ou/e eficaz
em cada momento, e que é especifico de um dado conteudo matematico, sendo
suportado por argumentos e justificacdes matematicos que vdo sendo validados na

turma, tal como referem Lopez e Allal (2007).

Conclusao

Neste estudo, discutimos a constru¢ao de uma pratica matematica partilhada, que
envolveu a aprendizagem comparticipada da nocdo de 10% como namero de referéncia,
documentando uma perspetiva social da atividade matematica (Cobb & Yackel, 1998),
isto €, evidenciando como, de forma mais ou menos participada, os elementos da turma
se envolveram na sua construcdo conjunta (Vygotsky, 1996). Contudo, e cientes de que
ultrapassa 0 objetivo deste estudo, seria interessante poder cruzar a aprendizagem
comparticipada na turma com a compreensdo da apropriacdo das praticas matematicas
pelo aluno individualmente, o que poderd ser orientador de futura investigacdo. A

intersecdo dos campos de intervencdo, associada ao duplo papel de investigadora e
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professora da turma, levou-nos a assumir a subjetividade critica associada a tomada de
decisbes (Floyd & Arthur, 2012). Assim, a opg¢do por centrar a discussdo nas relagdes
dialogicas que se estabelecem para compreender a aprendizagem, foi uma dessas
decisbes. No entanto, aprofundar o estudo das acbGes do professor na definicdo das
normas da cultura da sala de aula, pode ser um ponto de partida para outras
investigacdes, se a op¢do for compreender a préatica de ensino.

Salientamos que as normas sociais e sociomatematicas, especificas da cultura da
sala de aula desta turma, foram reguladoras da interacdo social, criando oportunidades
que suportaram o estabelecimento das praticas matematicas partilhadas, especificamente
a aprendizagem comparticipada da noc¢do de 10% como numero de referéncia. Por sua
vez, a construcdo dessas praticas matematicas partilhadas contribuiu para ajustar as
préprias normas sociomatematicas, na medida em que permitiu reinterpretar o que pode
ser considerado matematicamente valido, eficaz ou diferente, num dado momento.
Assim, numa perspetiva sociocultural da atividade matematica destacamos que a
aprendizagem da percentagem, enquanto representacdo privilegiada no estudo dos
nameros racionais no 1.° CEB, aconteceu tendo por base uma relacdo dialdgica regulada
por normas sociais e sociomatematicas. Tratou-se de uma atividade eminentemente
social e dialdgica, emergente na comunidade de aprendizagem da sala de aula, que se
traduziu numa aprendizagem comparticipada que atende a necessidade cultural de

coconstrucdo de significados matematicos.

Notas

' Neste texto usamos 0 termo ndimeros racionais para nos referirmos ao conjunto dos ndmeros
racionais ndo negativos.

? Neste texto usamos 0 termo nimeros inteiros para nos referirmos ao conjunto dos ndmeros
naturais com o zero.
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Anexo 1: Enunciado das tarefas

Esta lata de cola leva cheia aproximadamente 40cl. Quantos

centilifros tem quando esta 50% cheia? E 10%%

Tarefa do Episodio I

Cdlculo mental: percentagem de...

Percentagem 100% 10% §% | 20% | 50% | 60% | 80%
Capacidade (cl) 50

Massa (ka) 20
Comprimento (m) 140
Nome: Data:

Tarefa do Episodio II

Matematica — Partilhando sandes

MNa visita de estudo da semana passada, a Matilde do 4°B e quatro das
suas amigas, levaram para o lanche 3 sandss para partilharern entre si
igualmente. Que porgéo de sandes coube a cada uma das cinco

alunas? Explica como pensaste. (Podes usor palavras, esquemas &fou palavras.)

Tarefa do Episodio IIT
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Artigo IV

Guerreiro, H. G., Serrazina, L., & Ponte, J. P. (2018). Uma trajetdria na aprendizagem
dos nimeros racionais através da percentagem. Educacdo Matematica Pesquisa,
20(1), 359-384.

Versao dos autores

Uma trajetdria na aprendizagem dos niumeros racionais através da
percentagem

A trajectory in the learning of rational numbers enhanced by percentage

Helena Gil Guerreiro
Lurdes Serrazina
Jodo Pedro da Ponte

Resumo

Este artigo tem como objetivo indicar os contributos que uma trajetéria com um foco
inicial na percentagem, que faz emergir de seguida o numeral decimal e posteriormente
a fracdo, traz para a compreensdo da natureza relacional dos nimeros racionais.
Trata-se de uma investigacdo baseada em design na modalidade de experiéncia de
ensino na sala de aula. A recolha de dados resultou da observacdo participante,
apoiada num diério de bordo, de gravagdes audio e video e da recolha das producdes
escritas dos alunos. Os resultados revelam que esta abordagem, partindo da
percentagem, permite integrar os conhecimentos numéricos prévios intuitivos dos
alunos na compreensdo dos numeros racionais e apoia a construcdo de uma
aprendizagem das diferentes representacdes, de forma inter-relacionada, numa
perspetiva de desenvolvimento de sentido de nimero.

Palavras-chave: percentagem, aprendizagem, sentido de nimero, grandeza numérica,
nameros racionais

Abstract

This article aims to figure out the contributions that a trajectory with an initial focus on
percentage which leads to the emergence of decimals and later of fractions brings to the

203



understanding of the relational nature of rational numbers. A classroom teaching
experiment was developed as a design based research. Data were collected through
participant observation, supported by a logbook, audio- and video-recorded lessons
and collecting students’ written productions. The results show that this approach, based
on percentage, allows integrating students' previous intuitive numerical knowledge into
the understanding of rational numbers and supports the construction of learning of the
different representations, in an interrelated way, in a perspective of the development of
number sense.

Keywords: percentage, learning, number sense, numerical magnitude, rational numbers

Introducao

Construir uma aprendizagem dos nimeros racionais'? que se apoie nos conhecimentos
numéricos que os alunos ja possuem, constitui um desafio que se coloca a escola e a
investigacdo em educacdo matematica. A no¢do de numero racional, embora
fundamental, levanta fortes dificuldades aos alunos (MIDDLETON; VAN DEN
HEUVEL-PANHUIZEN; SHEW, 1998). Estas dificuldades prendem-se,
nomeadamente, com duas caracteristicas do seu ensino. Por um lado, a énfase colocada
no ensino dos numeros racionais centrado nas diferencas que este conjunto numérico
introduz, exigindo uma mudanca conceptual em relacdo aos conhecimentos numéricos
que os alunos ja possuem (SIEGLER; THOMPSON; SCHNEIDER, 2011). E, por outro
lado, o facto de se trabalhar os diferentes significados e representaces do nimero
racional de forma compartimentada, como se se tratassem de topicos distintos
(MIDDLETON; VAN DEN HEUVEL-PANHUIZEN; SHEW, 1998; TIAN; SIEGLER,
2017).

A extensdo dos conhecimentos dos alunos dos ndmeros inteiros*® para os
nameros racionais implica a compreensdo das relagfes que alicercam a estrutura deste
sistema numérico (PREDIGER, 2013). Independentemente da representacdo ou
significado que assumem, 0s numeros racionais tém subjacentes relacdes estruturais que
os alunos devem compreender a medida que exploram estes numeros, que os visualizam
em diferentes contextos e que os relacionam, dando-lhes sentido, num processo de
alargamento do sentido de ndmero (MARKOVITS; SOWDER, 1994; MCINTOSH;
REYS; REYS, 1992). E na compreensdo da natureza relacional dos niimeros racionais

que se esteia “uma compreensdo robusta e flexivel de todas as notacbes do ndmero

12 . . . . . . . . ~ .
Usamos o termo numeros racionais para indicar os niumeros racionais ndo negativos.
13 . . . . . B .
Usamos o termo numeros inteiros para indicar os niUmeros naturais com o zero.
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racional” (TIAN; SIEGLER, 2017, p. 18), como grande finalidade do ensino destes
nameros.

A literatura foca-se sobretudo na fracdo ou no numeral decimal®®

como
representacdo a privilegiar na introducdo aos numeros racionais (MOSS: CASE, 1999;
TIAN; SIEGLER, 2017). A percentagem é relegada para um plano secundario, havendo
poucos estudos recentes que a discutam, apesar de Ihe serem reconhecidas vantagens,
nomeadamente, pelo facto de integrar as experiéncias sociais dos alunos antes mesmo
da sua entrada na escola e permitir relacionar-se de forma intuitiva com as outras
representacdes (MOSS; CASE, 1999; TIAN; SIEGLER, 2017).

Neste estudo optamos por seguir uma abordagem aos nimeros racionais que se
foca na compreensao das relacbes numéricas envolvidas, privilegiando a construcao do
conhecimento da grandeza do numero, numa perspetiva de sentido de nimero, e inter-
relacionando as diferentes representacdes dos numeros racionais: numeral decimal,
fracdo e percentagem, a partir de um trabalho inicial com a percentagem e fazendo
emergir depois o numeral decimal e a fragdo (MOSS; CASE, 1999). O objetivo é
perceber os contributos dessa abordagem na construcdo da compreensdo da natureza

relacional dos nimeros racionais, por alunos de 3.° e 4.° ano do ensino basico.

Desenvolvimento numérico numa perspetiva de sentido de nimero

A construcdo do conhecimento dos numeros segue um desenvolvimento continuo ao
longo dos diferentes conjuntos numéricos e 0 seu aspeto central prende-se com a
compreensdo da grandeza numérica (SIEGLER; THOMPSON; SCHNEIDER, 2011).
Por conseguinte, no trabalho com o conjunto dos nimeros racionais € importante
descobrir as caracteristicas que sdo comuns com 0s numeros inteiros, como o facto de
qualquer nimero possuir uma grandeza que se pode representar na reta numérica, e as
que ndo sdo, identificando propriedades especificas do novo conjunto numerico. Esta é a
ideia central da teoria integrada do desenvolvimento numérico apresentada por Siegler,
Thompson e Schneider (2011). Segundo esta teoria, 0 conhecimento dos numeros
racionais emerge dos conhecimentos prévios dos numeros inteiros dos alunos, num
processo de enriquecimento conceptual gradual que requer uma reorganizacdo do seu
conhecimento numérico (SIEGLER; FAZIO; BAILEY; ZHOU, 2013). Este

14 . . o , . .
Usamos o termo numeral decimal para designar uma representacdo dos nimeros racionais
positivos, escrita de acordo com o sistema de numeragdo decimal, usando virgula.
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conhecimento consiste em considerar as propriedades que caracterizam 0S numeros
racionais enquanto elementos de um sistema numérico mais abrangente e deixar de o0s
ver a partir das caracteristicas que sdo especificas de um dado conjunto (SIEGLER,;
THOMPSON; SCHNEIDER, 2011).

Esta perspetiva de enriquecimento e reorganizacdo do conhecimento dos
nameros implica perceber o que sdo, como se podem representar, de que forma se
relacionam e como se estruturam em diferentes conjuntos numéricos. Implica pensar a
aprendizagem dos nimeros em termos de desenvolvimento de sentido de nimero, como
uma construcdo de sentido. Por um lado, isso implica um conhecimento acerca dos
nameros e das operagdes e, por outro lado, a capacidade de usar esse conhecimento de
modo flexivel para fazer julgamentos matematicos e construir estratégias adequadas
para lidar com os nimeros e as operacfes (ABRANTES; SERRAZINA; OLIVEIRA,
1999; MCINTOSH; REYS; REYS, 1992). Pensar os numeros deste modo implica o que
alguns autores designam por uma boa intui¢do sobre os nimeros e as suas relagdes, nao
apenas no trabalho com os numeros inteiros, mas também com outros conjuntos
numéricos, a medida que se avanca na escolaridade (HOWDEN, 1988; MARKOVITS;
SOWDER, 1994; MCINTOSH; REYS; REYS, 1992). Pensar o desenvolvimento do
conhecimento dos numeros nesta perspetiva implica compreender a sua grandeza,
notacéo, significados e representacées, de forma inter-relacionada, sendo capaz de fazer
um uso significativo e flexivel de procedimentos na resolucdo de problemas (NCTM,
2014; SIEGLER; THOMPSON; SCHNEIDER, 2011).

Esta perspetiva vem refletida nos principios da Educacdo Matematica Realista.
Na verdade, quando Freudenthal (1991) considera a matematica como atividade humana
e ndo como um corpo de conhecimentos a transmitir, encara a sua aprendizagem como
um processo de matematizagdo que emerge do senso comum. Por conseguinte, reforca a
ideia de que se deve partir dos conhecimentos que os alunos ja possuem e da sua
intuicdo, guiando-os numa acdo realista de reinvengdo da matematica
(FREUDENTHAL, 1991). A matematica sera “realista” para os alunos no sentido de ser
significativa, envolvendo situagdes do mundo real ou situagbes que estes conseguem
imaginar e as quais atribuem significado (VAN DEN HAUVEL-PANHUIZEN;
DRIJVERS, 2014). Um outro principio a destacar diz respeito ao facto de se entender
que cada assunto deve ser trabalhado de forma entrelagcada com outras ideias
matematicas (VAN DEN HEUVEL-PANHUIZEN; DRIJVERS, 2014). Deste modo, a

aprendizagem dos numeros pode ser interpretada como um processo de
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desenvolvimento integrado, em que o conhecimento conceptual dos nimeros inteiros é
gradualmente alargado aos numeros racionais, inter-relacionando os seus diversos
aspetos, e encarando a aprendizagem dos numeros como uma construcdo de sentido
(SIEGLER; THOMPSON; SCHNEIDER, 2011).

Extensdo do sentido de nUmero aos nUmeros racionais

Os ndmeros racionais apresentam uma natureza proporcional, envolvendo na sua
esséncia uma relacdo (GALEN; FENS; FIGUEIREDO; GRAVEMEIJER; HERPEN;
KEIJZER, 2008). Qualquer numero racional positivo traduz uma relagdo relativa a uma
dada unidade, que se traduz na sua grandeza: 0s niUmeros inteiros nomeiam conjuntos de
unidades e os numeros fraciondrios nomeiam uma razdo em relacdo a unidade
(LAMON, 2007). Esta propriedade de grandeza numérica permite que 0s ndmeros
racionais possam ser representados e ordenados numa reta numérica (CCSSI, 2010;
SIEGLER; THOMPSON; SCHNEIDER, 2011). Deste modo, 0s nimeros racionais
podem ser trabalhados de forma integrada com os nimeros inteiros, sendo que o seu
nome traduz o valor de medida relativa a unidade, o que tem subjacente uma relacéo de
comparacdo de ordem de grandeza (BROWN, 2015).

Com os numeros inteiros a medida esta presente na sua forma mais simples, a
contagem, em que se conta 0 nimero de vezes que se itera a unidade (STEPHAN;
CLEMENTS, 2003). E no alargamento dos conhecimentos numéricos que a medida,
como comparacao de quantidades continuas, subdividindo e iterando, permite atribuir a
uma quantidade de uma grandeza um namero racional (PONTE; SERRAZINA, 2000).
Assim, qualquer numero racional pode ser interpretado como medida, a qual esta
associada uma razdo, existindo assim uma relacdo direta entre a medida e os restantes
significados que o namero racional pode assumir (LAMON, 2012). Por conseguinte, a
medida desempenha um papel determinante na compreensdo dos numeros racionais,
bem como na compreensdo das relacbes multiplicativas. Os alunos podem construir
novas quantidades a partir de quantidades dadas e da interpretagdo da sua relagdo
constante (LAMON, 2012). A perce¢do de que a medida, enquanto valor aproximado,
pode ser mais ou menos precisa, constitui um caminho para a compreensdo da
densidade dos numeros racionais, processo que se desenvolve de forma lenta e gradual,
a medida que o trabalho neste conjunto numérico se vai desenvolvendo (PONTE;
SERRAZINA, 2000; VAMVAKOQUSSI; VOSNIADOU, 2004).
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A compreensdo desta natureza relacional dos numeros racionais pode ser
analisada em termos de sentido de nUmero, uma vez que alunos com um bom
desenvolvimento de sentido de numero racional revelam, como considera Lamon
(2007),

intuicdo em relacdo a grandeza relativa dos numeros racionais e uma
capacidade para estimar e pensar qualitativamente e em termos
multiplicativos, para resolver propor¢des e problemas, para se movimentar
entre interpretacdes e representacdes, para dar sentido e tomar decisdes
adequadas e apreciagdes plausiveis. (p. 636)

Deste modo, os alunos devem ser capazes de manipular os nimeros de forma
fluente e flexivel, no sentido de encontrarem solugbes apropriadas para as mais diversas
tarefas, numa “perspetiva de que os niimeros sdo uteis e de que a Matematica tem uma
certa regularidade (faz sentido)” (MCINTOSH; REYS; REYS, 1992, p. 4).

As diferentes interpretacbes de sentido de numero da literatura oferecem
diferentes referentes de capacidades que se complementam, podendo ser vistas como
componentes e, a0 mesmo tempo, como indicadores que permitem o reconhecimento do
sentido de nimero (ABRANTES; SERRAZINA; OLIVEIRA, 1999; BERCH, 2005;
MCINTOSH; REYS; REYS, 1992; SOWDER; SCHAPPELLE, 1994). Considerando o
inicio da construcdo da compreensdo dos numeros racionais, promovendo 0
desenvolvimento de sentido de numero, importa cruzar diversas ideias centrais dos
trabalhos de Mclintosh, Reys e Reys (1992), Abrantes, Serrazina e Oliveira (1999) e
Berch (2005) reorganizando-as em cinco topicos, que se constituem como competéncias
que alicercam a construcdo do conhecimento e da destreza com 0s numeros: 1)
compreender a regularidade dos numeros, tendo por base a compreensdo da estrutura no
sistema decimal de posicdo; 2) relacionar mdaltiplas representacGes dos numeros,
reconhecendo as suas diferentes representacdes e interpretando o seu significado em
funcdo do contexto; 3) compreender a grandeza dos numeros, identificando o seu valor
relativo e a ordem de grandeza da sua representacdo; 4) construir nimeros de referéncia,
interpretando-os como referentes, a partir da experiéncia matematica, na tomada de
decisOes; e 5) mobilizar relagdes de proporcionalidade, usando estratégias de natureza
aditiva, mas sobretudo multiplicativa, para interpretar relacbes numéricas, bem como
para estabelecer comparacOes, identificando relagdes entre relagdes envolvendo
quantidades de grandezas diferentes.

A construcdo destas competéncias, de forma integrada, traduz-se numa

compreensdo dos nameros racionais numa perspetiva de sentido de niumero, a medida
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que os alunos relacionam a nova informacdo com conhecimento numérico ja adquirido,
apropriando-se da natureza multiplicativa dos nimeros racionais e dos seus multiplos
significados (LAMON, 2007). Nesta perspetiva, Moss e Case (1999) desenvolveram um
curriculo para aprendizagem dos ndmeros racionais que preconiza uma compreensao
flexivel e integrada destes nimeros, huma abordagem que apela ao desenvolvimento de
sentido de nimero (MOSS, 2002). Os autores destacam o papel da percentagem, num
significado de medida, na fase inicial da aprendizagem dos nimeros racionais e fazem
as representacGes em numeral decimal e fracdo decorrer da percentagem, tendo por base
a aprendizagem do modo como as trés representacdes se relacionam (MOSS; CASE,
1999). O trabalho parte do conhecimento intuitivo que os alunos possuem de
percentagem, com ligacdo a contextos realistas, mas também do conhecimento dos
nameros inteiros, que permite manipular com facilidade os niumeros de 1 a 100, para
interpretar o sentido de completude (sense of fullness), mobilizando relacGes de
proporcionalidade, que a percentagem oferece. Ao privilegiar a percentagem, os alunos
vao construindo as suas estratégias e fazendo as primeiras conversdes entre diferentes
representacdes de forma intuitiva, sem se centrarem em procedimentos de rotina
(MOSS; CASE, 1999). Progressivamente, os alunos vdo construindo um leque de
aprendizagens que incluem, como refere Moss (2002), as capacidades de: 1) usar de
forma flexivel e indiferenciada as representacdes em numeral decimal, fracdo e
percentagem; 2) apreciar a grandeza dos nimeros racionais, comparando e ordenando
nameros; 3) encontrar estratégias de solucdo para calcular com nimeros racionais; e 4)
revelar confianca e fluéncia para pensar sobre 0s niumeros racionais, usando nimeros de
referéncia. Trata-se, assim, de uma abordagem em que a construcdo do conhecimento
dos numeros é apresentada de forma indissociavel do desenvolvimento de sentido de
namero, apoiada num ambiente de sala de aula facilitador da construcdo de sentido
(SOWDER & SCHAPPELLE, 1994).

Metodologia

Este estudo, enquadrado numa perspetiva sociocultural, segue uma abordagem
metodologica de investigacdo baseada em design, centrando-se na compreensdo dos
processos de aprendizagem dos numeros racionais e do modo de 0s promover no
contexto natural da sala de aula (COBB; JACKSON; DUNLOP, 2016; PONTE;
CARVALHO; MATA-PEREIRA; QUARESMA; 2016). Trata-se de uma investigagdo

que se consubstanciou numa interven¢do numa turma durante dois periodos letivos, no
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fim do 3.° ano de escolaridade e no inicio do 4.° ano, na modalidade de experiéncia de
ensino na sala de aula (COBB; CONFREY; DISESSA; LEHRER; SCHAUBLE, 2003).

Esta modalidade de investigacdo envolveu a construgdo de uma conjetura inicial
com duas dimensbes: uma de conteldo matematico, centrada nos processos de
aprendizagem, especificamente dos nimeros racionais, e outra pedagogica, que remete
para aspetos da cultura da sala de aula que potenciam essa aprendizagem pela turma
(COBB; JACKSON; DUNLOP, 2016; CONFREY; LACHANCE, 2000).

Nesta experiéncia de ensino tiveram lugar trés microciclos, cada um envolvendo
trés fases: a antecipacdo dos processos de aprendizagem, a implementacdo de tarefas e a
andlise dos elementos da ecologia de aprendizagem, isto é, das tarefas, dos materiais, da
interacdo, bem como das normas da sala de aula (COBB; CONFREY; DISESSA,
LEHRER; SCHAUBLE, 2003; PREDIGER; GRAVEMEIJER; CONFREY, 2015). O
caracter experimental e ciclico desta modalidade de investigacdo permitiu ir explorando,
adaptando e introduzindo reajustamentos na ecologia de aprendizagem, com cada ciclo
a proporcionar informagdo ao ciclo seguinte (GRAVEMEINER; VAN EERDE, 2009).
Este processo contribuiu para um refinamento progressivo da conjetura, no sentido de se
poder constituir como uma teoria local, isto é, situada em relacdo a um topico
matematico especifico trabalhado embebido na cultura da sala de aula de uma turma em
particular (COBB; CONFREY; DISESSA; LEHRER; SCHAUBLE, 2003).

A antecipacdo dos processos de aprendizagem permitiu definir uma progressao
hipotética no desenvolvimento da aprendizagem (SIMON, 1995). Neste estudo, essa
progressao foi conjeturada como uma trajetéria de aprendizagem inspirada no curriculo
experimental para o ensino dos nimeros racionais de Moss e Case (1999), que se
estruturou em trés etapas, cada uma constituindo-se como um microciclo da experiéncia
de ensino. Esta trajetéria de aprendizagem teve como pressuposto um trabalho com as
diferentes representacdes do numero racional, inter-relacionando-as de modo flexivel,
remetendo a primeira etapa para a compreensdo da percentagem. Em seguida, focou-se
a atencdo na compreensdo do numeral decimal, fazendo as centésimas decorrer da
percentagem. E por fim, promoveu-se a compreensdo da fracdo a partir do numeral
decimal (MOSS; CASE, 1999). Deste modo, e apesar de se descrever a trajetdria de
forma sequenciada, e aparentemente segmentada, cada etapa nao foi estanque, pelo que
0 seu desenvolvimento ndo pode ser interpretado de forma linear. Pretende-se,

sobretudo, detalhar a rede de ideias e conceitos considerados nesta experiéncia, para que
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os alunos se pudessem movimentar dos conceitos mais informais para 0s mais
complexos ao longo do tempo (CONFREY; MALONEY, 2010).

Recolha e analise de dados

Neste estudo optamos por focar a analise de dados nos processos de
aprendizagem da turma e nos meios que os apoiam, considerando a turma, enguanto a
comunidade da sala de aula, como unidade de analise (COBB; CONFREY; DISESSA;
LEHRER; SCHAUBLE, 2003). Neste artigo, comeg¢amos por analisar dados recolhidos
na fase da preparacdo da experiéncia, tendo por base as producdes escritas dos alunos
num trabalho de diagnéstico. Este diagndstico procurou perceber se a nogdo de
percentagem era familiar aos alunos, uma vez que na escola o trabalho no dominio dos
nameros racionais ja realizado tinha envolvido apenas a fracdo em situacBes
contextualizadas relativas aos significados quociente e parte-todo. Posteriormente,
trazemos diversos episddios de cada microciclo, focando a analise nos momentos de
discussdo coletiva de duas tarefas de cada etapa. Os dados foram obtidos através da
gravacdo audio e/ou video das aulas, das producbes dos alunos e da observacdo
participante, apoiada por um diario de bordo da primeira autora, como investigadora e
professora da turma, garantindo-se a responsabilidade ética que uma investigacdo desta
natureza implica (IE — UL, 2016).

A andlise retrospetiva dos dados envolveu o cruzamento de categorias
emergentes dos dados com categorias geradas a partir do quadro tedrico, para a
identificacdo de evidéncias do processo de desenvolvimento do sentido de numero
racional (GOETZ; LECOMPTE, 1984). Convocamos componentes de sentido de
namero apontadas pela investigacdo que, ao mesmo tempo, sdo consideradas como
indicadores que facilitam o seu reconhecimento (ABRANTES; SERRAZINA,
OLIVEIRA, 1999; BERCH; 2005; MCINTOSH; REYS; REYS, 1992). Focamo-nos na
dimensdo do conhecimento e destreza com 0s numeros, identificando por um lado, as
relacbes numeéricas mobilizadas: grandeza, ordenagdo, comparacdo, equivaléncia,
multiplas representacdes e proporcionalidade. Além disso, consideramos as estratégias
de manipulagdo dos ndmeros construidas na turma: factos numéricos,
decomposigéo/composicéo, metade/dobro; adigdes  sucessivas/multiplicacéo,

particdo/agrupamento, valores de referéncia e uso de modelos.
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Resultados
Estudo de diagndstico

Numa tarefa apresentada no estudo de diagnoéstico era pedido que os alunos indicassem,
justificando, quanto faltava para descarregar um jogo, tendo como suporte uma barra de
estado, em que era visivel que estava processado 15% do download (Figura 1).

Figura 1 — Explicagdo de Carolina e de Heitor na resposta a tarefa de download
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Fonte: Dados referentes a esta pesquisa

O argumento que os alunos apresentaram evidencia que mobilizaram o
conhecimento dos numeros inteiros de 0 a 100, usando a decomposicdo de 100 para
descobrir quanto faltava para o download do jogo ficar completo. A mensagem visual
que a barra de estado oferece foi interpretada corretamente pela maioria dos alunos,
permitindo-lhes associar o seu grau de completude a um dado valor de percentagem,
correspondendo 100% ao download completo.

Numa outra tarefa deste estudo, que envolvia interpretar uma promocao de 50%
numa camisola que custava inicialmente 40 euros, sem que fosse apresentada uma
representacdo iconica para apoiar a interpretacdo da situacdo, alguns alunos chegaram a
resposta correta, evidenciando uma intuicdo relativa & nogdo de percentagem, que

parece apoiada pelas suas vivéncias fora da escola (Figura 2).

Figura 2 — Explicacdo de Ana na resposta a tarefa das promogdes
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Fonte: Dados referentes a esta pesquisa
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Outros alunos convocaram o conhecimento dos numeros inteiros de 0 a 100,
aliado a um raciocinio proporcional intuitivo, como podemos ler na resposta de Clara

(Figura 3) para interpretar a situacao.

Figura 3 — Resposta de Clara na resposta a tarefa das promogdes
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Fonte: Dados referentes a esta pesquisa

Esta aluna perceciona a relacdo de proporcdo que a percentagem oferece,
estabelecendo, intuitivamente, uma igualdade de razdes.

No estudo de diagndstico, os alunos revelaram um conhecimento informal da
percentagem a partir da sua experiéncia do dia-a-dia com a utilizacdo de tecnologias
como o smartphone ou computador, em gue associam a percentagem a um dado grau de
completude. Além disso, resolveram outras tarefas que remetiam para situacdes da sua
vida familiar, que envolviam percentagem, sem o apoio de uma representacdo iconica,
estabelecendo relagdes proporcionais intuitivas. A construcdo deste conhecimento
informal parece resultar da experiéncia dos alunos com situagcdes em que a percentagem
estd presente em contextos do dia-a-dia e das estratégias espontaneas que Vvéao
construindo, tendo por base 0s conhecimentos relativos aos nimeros inteiros de 0 a 100,

associados a uma percecdo intuitiva da natureza multiplicativa dos nimeros racionais.
Compreensao da percentagem

Numa das primeiras tarefas desta etapa da experiéncia de ensino os alunos foram
convidados a encher e vazar recipientes com formas e capacidades diferentes,
avaliando, em percentagem, o espaco ocupado pela agua na sua relacdo com o todo, ou
seja, 100% como o recipiente completamente cheio. No momento da discusséo coletiva,
houve necessidade de clarificar a relacdo entre a capacidade de cada recipiente e a

percentagem de agua que tinham em relagéo ao todo:

Professora: Entdo o que quer dizer 100% cheio? Lembrem-se da bateria, o
que queria dizer 100% cheia? Clara.

Clara: Quer dizer que esta todo cheio.

Professora: Esta todo cheio. Entdo e este [levantando o recipiente mais
pequeno], esta todo cheio ou nédo, lvo?

Ivo: Esta.
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Professora: Entdo, por que é que quando eu ponho um ao lado do outro
dizem que este [0 mais pequeno] esta 50% cheio? Sim, Dina.

Dina: Tenho sempre 100%, porque sO por ser mais pequeno ndo quer
dizer que ndo esteja também cheio.

Marco: Estdo os dois até cima, mas ndo levam a mesma quantidade de
agua.

Professora: Estdo ambos 100% cheios mas levam quantidades de agua
diferentes, porque sdo recipientes com capacidades diferentes
certo?

A construcdo da ideia de que recipientes 100% cheios podem ter quantidades de
agua diferentes foi um marco importante no processo de alargamento do conhecimento
dos numeros inteiros aos nUmeros racionais, uma vez que os alunos percecionaram que
um mesmo ndmero, representado em percentagem, podia dizer respeito a quantidades
diferentes, uma vez que corresponde a um todo também diferente, mas que se considera
como 100%.

Numa das ultimas tarefas desta etapa, era pedido aos alunos que comentassem

duas imagens, explicando o significado da percentagem em cada uma delas (Figura 4).
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A cerveja 0% quer dizer que ndo tem alcool e a camisola é o seu pre¢co menos 30%. 0oa
Se a camisola custasse 50€ ficava mais barata 15€.
tarefa

sobre o significado de percentagem

Fonte: Dados referentes a esta pesquisa

Em relagdo a segunda imagem, todos os grupos identificaram que com “30% de
desconto” a camisola iria ficar mais barata, interpretando o desconto em percentagem
como um valor relativo em relagdo ao preco inicial e ndo como um valor absoluto que
se subtrai ao prego inicial, como aparentemente poderia quer dizer a expressao “é o seu
preco menos” da resposta do grupo de Horacio. Na discussdo coletiva desta tarefa
procurou-se por em comum o significado de aplicar um desconto sobre um dado valor,
no sentido de explicitar a relacdo que a percentagem traduz entre quantidades e que

parecia escondida atras das respostas dos alunos:
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Professora: Mas quando vemos na montra uma camisola com 30% de
desconto, como €é que sabemos quanto é que custa? Mafalda.

Mafalda: Fazemos... 50% de desconto é metade do prego e 30% fazemos
metade mais 5%.

Professora: Ok. Fazemos metade da metade e mais 5% e assim ficamos a
saber quanto custa a camisola?

Bruna: Tens que tirar 30%, para ficar com menos 30%.

Professora: Isso, tenho que pensar no preco da camisola como 100% e
retirar-lhe os 30%.

Ana: E 70% do preco.

Heitor: 30% € o que ndo pagas.

Embora usando termos aparentemente aditivos como “tirar” ou “menos”, as
justificacOes apresentadas pelos alunos evidenciam a construgdo de um entendimento
das relacBes multiplicativas associadas a nogdo de percentagem, isto é, percecionam o
desconto como uma quantidade proporcional que se obtém quando se aplica aquele
valor ao custo inicial, tendo por base a proporcédo para 100.

Nesta etapa da compreensdo da percentagem, o estabelecimento de relagdes
entre ideias na construcdo dos conhecimentos dos nUmeros racionais tem por base
comparagfes numéricas que mobilizam relagdes multiplicativas. Estas surgem apoiadas
num significado de medida, em que um ndmero descreve uma quantidade de algo em
relagdo a uma unidade, 100% no caso da tarefa dos recipientes, considerando o
recipiente cheio, independente do valor da sua capacidade e da razdo, em que uma parte
da razdo esta relacionada com a outra parte através da multiplicacdo, como na situacéo

da camisola em que o preco é reduzido para 30% do prec¢o original.
Compreensdo do numeral decimal

Uma das tarefas realizadas na etapa de compreensdo da representacdo em numeral
decimal ocorreu no momento de calculo mental, onde os alunos foram convidados a
fazer conversdes entre a percentagem e o numeral decimal, surgindo a décima como um

agrupamento de centésimas (Figura 5).

Figura 5 — Registo durante 0 momento de discusséo coletiva da tarefa envolvendo conversdes
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Fonte: Dados referentes a esta pesquisa

Em particular, a discussdo de 25% evidenciou que os alunos interpretaram esta
representacdo num significado de medida. Na verdade, quando procuraram uma
representacdo equivalente para 25% verificaram que distancia representava quando
comparada com o todo, visto como resultante da iteracdo de cem partes, no caso das
centésimas, em analogia com a percentagem, e da iteracdo de dez partes no caso das

décimas como reagrupamento de centésimas:

Luis: Os 50% sé@o metade da unidade e 25% é 1/4 do percurso.

Professora: E quantas décimas?

Siméo: S0 25 centésimas.

Professora: Mas como é que podemos ler em décimas? E um quarto
do percurso, mas... alguém quer ajudar? Mafalda.

Mafalda: E mais que duas décimas, mas menos que trés, fica no

meio.

Professora: Ent&o e como é que ficamos?

Luis: E duas décimas, mais 50% da outra, mais metade (aponta
a distancia na reta correspondente a duas décimas e
meia).

Mafalda: E duas décimas e meia (escreve 0,25).

Neste processo de medida, os alunos perceberam que nem todos os valores de
percentagem se conseguiam escrever usando o numeral decimal apenas com décimas,
associando as centésimas a uma medida mais precisa. Neste momento da discussdo, o
nome de cada ponto, localizado na reta, e a correspondente distancia a zero, representam
0 mesmo valor e, como tal, o mesmo numero racional, que assumiu diferentes
representacdes, consoante se considerou a sua leitura em percentagem, numeral decimal
ou fracéo.

Uma outra tarefa realizada nesta etapa da compreensdo do numeral decimal
desafiava os alunos a estimar e identificar a diferenca de altura entre os dois chineses
mais altos do mundo. O chinés A media 2,362 metros e o outro, o chinés B, tinha de

altura 2,40 metros. Na primeira parte da tarefa era perguntado qual dos dois parecia ser

216



mais alto. Todos os grupos identificaram que o chinés B era mais alto. No entanto, as
suas explicaces foram de natureza diferente, alguns alunos justificaram ser mais alto,
porque a imagem assim 0 permitia percecionar, enguanto outros apresentaram
justificacGes apoiadas na interpretacdo do valor das suas alturas, como a do grupo de

Heitor (Figura 6).
Figura 6 — Resposta do grupo de Heitor a primeira parte da tarefa sobre as alturas dos chineses

1. Qual dos dois parece ser,o mais alto? Justifica. (o ke ; oD
RO wmeor ¢ b ehinZ} B, porgre o3 UsEms d0 chin® B se0

moake) que 0 Chin®)

Fonte: Dados referentes a esta pesquisa

A segunda parte da tarefa apelava a uma comparacgédo entre o valor de medida
das suas alturas, sendo dada uma reta numérica. Alguns alunos localizaram usando a
reta simples, recorrendo a numeros de referéncia e recorrendo apenas ao numeral

decimal, como no caso do grupo de Berta (Figura 7).

Figura 7 — Resposta do grupo de Berta a segunda parte da tarefa sobre as alturas dos chineses

Fonte: Dados referentes a esta pesquisa

Outros alunos, contudo, recorreram a percentagem para apoiar a localizacdo de

nameros em numeral decimal na reta, que usaram como dupla, como no caso do grupo

de Mafalda (Figura 8).

Figura 8 — Resposta do grupo de Mafalda a segunda parte da tarefa sobre as alturas dos chineses
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Fonte: Dados referentes a esta pesquisa
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Este grupo estabeleceu a relagdo entre a percentagem e o numeral decimal,
considerando um metro como 100%. Usou o numeral decimal com arredondamento as
centésimas, desprezando as milésimas por considerar dificil, como defendeu o grupo,
fazer uma marcacdo exata desse ponto na reta, evidenciando a percecdo da relacdo entre
a nocdo de precisdo, associada ao refinamento da medida, e 0 nimero de digitos da
parte ndo inteira do numeral decimal.

A discussdo coletiva conduziu a analise da diferenca de altura entre os dois
homens, no sentido de por em comum a relacdo entre 0s nUmeros na representacdo em

numeral decimal de um nlmero:

Professora: Entéo, qual a diferenca entre eles? Bruna.

Bruna: Huumm...

Heitor: E 4 centimetros!

Professora: Serdo mesmo 4 centimetros certos?

Dina: N&o chega a 4 centimetros...

Ana: E menos um bocadinho... é menos duas décimas [do
centimetro].

Marco: E menos dois milimetros.

Barbara: E 38 milimetros.

Os alunos percecionaram que a diferenca entre os dois homens era pequena,
afirmando “Nao chega a 4 centimetros”, a medida que sentiam necessidade de refinar a
unidade para a interpretar, contextualizando a reconceptualizacdo da unidade, apoiada
na ideia da dividir sucessivamente em dez partes, originando uma unidade dez vezes
mais pequena que a anterior.

Nesta etapa, 0s alunos parecem dar sentido a estrutura do numeral decimal,
ancorada na percentagem, na compreensao da grandeza dos numeros, tendo por base um
significado de medida, através da reta numérica dupla. O numeral decimal, com
arredondamento as centésimas, foi interpretado como a percentagem do percurso entre 0
e 1. A proposito da primeira tarefa, por exemplo, 0,25 quantificaram uma percentagem
da distancia, 25%, de uma unidade, que era 100%. Na segunda, 2,40 traduzia a distancia

que era 40% do caminho entre dois e trés metros.
Compreenséo da fracéo

Numa das primeiras tarefas desta etapa da experiéncia de ensino, o desafio apelava a
conexdo entre o numeral decimal e a fracdo decimal, com recurso & manipulacdo do

Material Multibasico (MAB), fazendo variar a unidade. A segunda parte desta tarefa
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remetia para a interpretacdo e escrita da quantidade representada, numa tabela de

10x%10, em numeral decimal e em fracdo (Figura 9).

Figura 9 — Resposta do grupo de Hélio a segunda parte da tarefa envolvendo numeral decimal e
fracdo decimal

Fonte: Dados referentes a esta pesquisa

Os alunos, tendo como suporte 0 modelo do MAB, representaram a quantidade
indicada sem dificuldade, apoiada num significado parte-todo, descrevendo a relagdo
proporcional entre as duas quantidades, a quantidade que se queria descrever e a
unidade a que se referia, como se pode verificar no excerto da discussdo coletiva de

cinquenta centésimas:

Berta: Aqui sdo cinquenta centésimas.

Professora: Quantas décimas? Carolina.

Carolina: Cinco.

Berta: Cinco décimas.

Débora: Cinco traco de fragdo 100.

Professora: ~ Vamos l4 todos pensar nesta forma. Sim, Ana.
Ana: N&o sdo cinco centésimos, sdo 50.

Dinis: Isso sdo cinco centésimas, ndo cinco décimas.
Hélio: Eram cinco cubinhos e néo cinco barras!
Professora: Ok. Porqué?

Ana: Se sdo cinco barras, sdo 50 centesimas.

Ivo: Pode ser é 5 décimos.

Professora: Cinco décimos. Como € que eu escrevo?
Dina: Cinco em cima e dez na parte de baixo, porque estao

cinco pintadas, mas sdo dez barras.

Perante o conflito gerado em torno da representacdo em fracdo de 50 centésimas, Helio
convocou o argumento de que assim seriam “cinco cubinhos e ndo cinco barras”,
procurando concretizar a diferenga entre cinco centésimas e 50 centésimas, através da
relacdo que estabeleceu entre o referente concreto, 0 MAB, e a representa¢do simbdlica,

quer em numeral decimal, quer em fracéo:
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Professora: (Escreve 5/10) . . . E se quiséssemos ler em centésimas...

Marco: Escreviamos 50 trago de fracdo 100.
Professora: (Escreve 50/100) Mais alguém tem outra sugestéo.
Carolina: 500 milésimas.

Professora: (Escreve 0,500). Se lemos 5 décimas ou 50 centésimas,
também podemos ler 500 milésimas.

Professora: Ora bem. Ainda haveria mais formas?

Alunos: Sim!
Ivo: Cinco mil de dez mil.
Simao: Ha infinitas! Nunca mais saimos daqui...

Nesta tarefa, as fracdes decimais pareceram ganhar sentido a partir do numeral
decimal, ndo s6 pelas semelhancas na sua estrutura, pois ambas apelam ao valor
posicional no sistema de base 10, mas também apoiado pelo isomorfismo com as
propriedades do sistema decimal que o MAB apresenta. Os alunos identificaram que
uma dada quantidade podia ser representada de diversas formas dentro e entre
representacdes, de acordo com a unidade de agrupamento que se considera, huma
relagdo multiplicativa que construiram, mas que ainda ndo verbalizaram. No entanto,
quando esta regularidade foi identificada, os alunos perceberam que podiam estender o
procedimento e criar, por exemplo, infinitas fracbes equivalentes, como verbalizou
Siméo.

Uma outra tarefa desta etapa remetia para o contexto real e familiar aos alunos
da corrida de estafetas, uma atividade que desenvolviam no ambito da Atividade Fisica
e Desportiva. Os alunos foram convidados a descobrir que parte de uma corrida de 200
metros fazia cada elemento de uma equipa de quatro atletas, apoiando-se numa reta
numérica. Os alunos identificaram, sem dificuldade, a distancia em metros, assinalando
na reta os pontos de passagem do testemunho, como evidencia o registo do grupo de
Heitor na Figura 10.

Figura 10 — Resposta do grupo de Heitor a tarefa das estafetas

Fonte: Dados referentes a esta pesquisa
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Os alunos apoiaram-se na relacdo comparativa que a percentagem oferece para
relacionar o 25%, 0 50% e 100% com 0s quatro momentos de passagem do testemunho,
considerando a totalidade da corrida como unidade.

Quando lhes foi perguntado que parte da corrida fez cada um dos quatro
elementos da equipa, alguns grupos recorreram a relacdo entre a percentagem e o
numeral decimal, interpretando que cada atleta correu 0,25 da corrida (Figura 11).

Figura 11 — Resposta do grupo de Dina a tarefa das estafetas
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Fonte: Dados referentes a esta pesquisa

Na ultima questdo desta sequéncia era pedido que os alunos se posicionassem,
justificando, em relagdo a uma afirmagdo que dizia “Cada elemento da equipa corre 1/5
da corrida.”. Todos os grupos afirmaram nao concordar com a afirmacdo. Alguns
justificaram assinalando na reta numérica a divisao da unidade em quartos e em quintos,
como forma de comparar diretamente a sua grandeza, como mostra o registo do grupo
de Clara (Figura 12).

Figura 12 — Resposta do grupo de Clara & tarefa das estafetas
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Fonte: Dados referentes a esta pesquisa

Este grupo de alunos justificou por palavras que era a um quarto da corrida que
correspondiam os 50 metros que cada elemento da equipa fez e ndo a 40 metros (Figura
20).
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Na discussdo coletiva desta afirmacdo, os alunos foram apresentando
argumentos para refutar a afirmacgéo tendo por base as suas estratégias de resolucéo:

Dinis: Eram s6 quatro pessoas na corrida.

Ivo: E cada uma corria 50 metros.

Professora: Entdo eram 4 elementos por equipa e vimos que cada um
corria 50 metros. Foi a essa conclusdo que VOCés
chegaram também, Ana?

Ana: Se fossem 4 pessoas era de 50 em 50 e ndo de 40 em 40.
Assim eram 5 pessoas.

Professora: E entdo? Eu pergunto, quando vimos que eram 4 pessoas
e cada pessoa corria 50 metros cada elemento fazia que
parte do percurso?

Dina: 25%.

Professora: Isso. Se a estafeta fosse feita por 4 pessoas, 0 percurso
estaria dividido em quanto?

Alunos: Em quatro.

Heitor: Cada pessoa fazia um quarto.

Professora: Olhando para a reta, serd verdade a afirmacdo de que
cada atleta correu 1/5?

Heitor: N&o, fez um quarto porque cada um corre vinte e cinco
por cento e ndo vinte por cento.

Professora: Ent&o se correm vinte e cinco por cento, a afirmacéo era
verdadeira?

Alunos: N&o.

Bruna: S6 se fossem cinco corredores.

A relacdo entre a fracdo e a percentagem que emergiu durante a fase de
exploracdo pelos diferentes grupos foi sistematizada na voz de Heitor na discussdo
coletiva quando afirmou que um quarto correspondia a 25% da corrida e ndo a 20%. A
relacdo que estabeleceu entre 25% e um quarto é a que sustenta a relacdo entre 20% e
um quinto. Perceberam, por exemplo, que 25% representam vinte e cinco centésimas de
cem e também um quarto, de quatro quartos, da mesma unidade. A fracdo um quinto
constroi-se naturalmente como uma representacdo de um ndmero mais pequeno, mais
proximo do zero, do que a fragdo um quarto. A marcagdo destes pontos na reta numérica
permitiu interpretar a fragdo com um significado de medida, em que o denominador
parece significar a parte que se obtém quando o todo é dividido num dado nimero de
partes e 0 numerador como o nimero de partes que se consideram.

Nesta etapa da experiéncia de ensino 0s alunos envolveram-se numa
aprendizagem mais formal da fracdo, dando sentido a sua estrutura e movimentando-se
entre fracdes, embora ao longo das outras etapas ja tivessem feito referéncia as fracoes.

A sua estrutura pareceu ser entendida como uma forma de representar um ndmero,
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como uma relacéo entre o0 que estava a ser considerado e a unidade a que se referia.
Com as fragdes, nomeadamente com as fragfes decimais, percecionaram que a medida
que o numero de partes em que a unidade foi dividia aumentava, cada parte ficava
progressivamente mais pequena 0 que parecia ndo ser tao evidente com a representacao
decimal, que parecia apelar sobretudo ao nimero como grandeza. Por outro lado, a
turma pareceu ir construindo uma compreensdo das diferentes representacdes de forma
a inter-relaciona-las, o que deu forma a ideia de que o mesmo numero racional pode ser

escrito de varias formas, sem que a sua grandeza se altere.
Discusséao e conclusao

Neste artigo analisamos uma experiéncia de ensino que, tendo por base um
trabalho com as diferentes representaces do nimero racional, se focou inicialmente na
percentagem e fez emergir posteriormente o numeral decimal e a fragdo. O nosso
objetivo era perceber que contributo uma abordagem seguindo esta sequéncia, apoiada
pela percentagem no significado de medida, poderia dar na construgdo da compreensao
da natureza relacional dos nimeros racionais, numa perspetiva de sentido de nimero.

A trajetéria hipotética de aprendizagem que orientou esta experiéncia e,
consequentemente, a sequéncia de tarefas que a operacionalizou, é especifica em
relacdo a turma para a qual foi desenhada. Ndo se trata de uma progressao de
aprendizagem estruturada em etapas estanques ou necessariamente eficaz,
independentemente das caracteristicas da turma e da cultura da sala de aula. A andlise
conceptual desta trajetoria remete-nos para as caracteristicas da aprendizagem desta
turma, enquanto processo social e cultural, ndo pretendendo descrever a aprendizagem
individual dos alunos.

Do trabalho com os numeros inteiros, os alunos traziam flexibilidade em
manipular os numeros, bem como o entendimento da contagem de unidades de um dado
conjunto, sendo 1 usado como unidade. A compreensdo do sentido de completude da
percentagem permite aliar este entendimento de medida e salientar a natureza
multiplicativa dos numeros racionais. Numa primeira fase, quando os alunos constatam
que uma barra de estado ou um recipiente apresentam um dado valor de preenchimento
em percentagem, entendem este valor como um conjunto de elementos, em que a
unidade de medida é 1, mas também o veem como medida da relacdo que a parte tem
com o todo (ou seja, 100%), tirando partido da base 100 (MOSS; CASE, 1999). A

medida desempenha um papel fundamental no inicio deste processo de extensdo dos
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conhecimentos numéricos aos numeros racionais, permitindo interpretar os outros
significados de numero racional (LAMOM, 2007). Progressivamente, os alunos
percecionam a relagcdo de proporcionalidade que a percentagem permite estabelecer
entre duas quantidades de natureza diferente, enquanto medida de razdo de base 100,
que, contudo, ainda ndo conceptualizam. E observam também que a grandeza relativa
de um numero racional, representado em percentagem, é indissociavel da unidade
considerada, isto é, ndo faz sentido sem considerar o todo a que diz respeito.
Compreendem por exemplo que existe um preco inicial, um preco final e uma relacao
entre ambos que é de 70%, relacdo que comecam a construir como multiplicativa. Nesta
etapa, 0 nimero racional ganha sentido enquanto quantidade relativa (BROWN, 2015).
O numeral decimal surge como representacdo alternativa a percentagem,
primeiro com arredondamento as centésimas, privilegiando o entendimento que os
alunos trazem da percentagem na base 100 e, posteriormente, recorrendo a estratégias
de agrupamento e parti¢do, surgindo as décimas e as milésimas. Os alunos percecionam
que 10% podem ser convertidos em 10 centésimas e 5% em 5 centésimas, reconhecendo
a importancia que o valor de posicdo dos algarismos assume na notacdo desta
representacdo, por analogia com a percentagem. Nesta etapa, os alunos constroem e
mobilizam numeros de referéncia, nomeadamente fracGes simples (por exemplo
interpretando 1/4 como 25 centésimas) quando procuram dar sentido a situacGes
numéricas recorrendo a conversdes simples (MCINTOSH; REYS; REYS, 1992;
ABRANTES; SERRAZINA; OLIVEIRA, 1999; BERCH, 2005; MOSS; CASE, 1999).
A compreensdo desta representacdo surge apoiada no significado de medida, tendo
como suporte a reta numérica dupla, como modelo de escala linear. Os alunos
percecionam que 0S numeros representados como numeral decimal indicam uma
distancia em relacdo & unidade, que é tanto mais precisa e dificil de marcar com
exatiddo na reta numeérica quanto mais algarismos tiver a parte ndo inteira do niamero
nessa representacdo. Esta percecdo abre caminho no sentido da compreensdo da
densidade associada aos numeros racionais (VAMVAKOUSSI; VOSNIADOU, 2004).
O trabalho para a compreensdo da fragdo surge apoiado nos conhecimentos da
percentagem e do numeral decimal, de forma inter-relacionada. Os alunos percebem que
é possivel converter percentagem em numeral decimal e numeral decimal em fragédo
decimal a partir das regularidades e aspetos comuns a cada representacdo. A ideia que
um mesmo nUmero, ou seja, uma mesma gquantidade, se pode expressar através de

diferentes representacdes simbolicas, que envolvem diferentes notagbes ou mesmo
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diferentes formas da mesma notacdo (como fracdes equivalentes), contribui para o seu
uso de forma flexivel, em funcdo do contexto (MCINTOSH; REYS; REYS, 1992;
ABRANTES; SERRAZINA; OLIVEIRA, 1999; BERCH, 2005). Recorrendo a reta
numérica, os alunos conceptualizam a fragdo ndo apenas como uma parte do todo, mas
como uma iteracdo de uma dada fracdo unitaria, considerando a sua relacdo com a
unidade considerada. As fracfes sdo assim interpretadas como um nimero que traduz a
medida da relacdo da parte em relacdo a unidade, e ndo como dois nimeros inteiros que
traduzem uma relagéo parte-todo. Esta percecdo permite identificar a ordem de grandeza
do numero que a fracdo representa, intuindo o significado de razéo subjacente a relacdo
entre numerador e denominador.

Apesar da aprendizagem dois nimeros racionais ndo se tratar de um processo
linear € possivel identificar um conjunto de aspetos inerentes a esta trajetdria que
parecem ter contribuido para o desenvolvimento da compreensdo da natureza relacional
destes numeros pela turma, numa perspetiva de desenvolvimento de sentido de numero,
nomeadamente: 1) a mobilizacdo e ampliacdo de conhecimentos prévios relativos aos
numeros inteiros (CCSSI, 2010); 2) a valorizacdo dos conhecimentos intuitivos de
percentagem e razdo, aliados a capacidade de decompor numeros, para enfatizar a sua
grandeza, apoiada no uso de modelos (MOSS; CASE, 1999; SIEGLER, 2016); 3) a
valorizacdo do significado de medida, como ponte entre a contagem e a medicéo,
associando um namero a uma quantidade de grandeza e invocando a necessidade de
refinamento (LAMON, 2010; PONTE; SERRAZINA, 2000); 4) a enfase na relacdo de
proporcionalidade que cada representagdo envolve, destacando a relagdo entre o que
esta a ser descrito e a unidade a que se refere, no sentido da construcdo de relacdes
multiplicativas (GALEN et al., 2008; MOSS, 2002); e 5) a construcdo de uma estrutura
conceptual, apoiada na percentagem, que apela progressivamente ao uso de outras
representacdes e a compreensdo da sua notacdo, integrando-as na compreensdo do
sistema de numeros racionais como um todo (MOSS, 2002).

A aprendizagem dos nimeros racionais € um processo complexo, que tem inicio
nesta etapa da escolaridade e que se procura, gradualmente, desenvolver no sentido de
uma compreensdo robusta e flexivel das diferentes representa¢cdes do nimero racional,
enquanto aspeto fundamental na aprendizagem dos numeros racionais (TIAN;
SIEGLER, 2017). A literatura divide-se em relacdo a ordem pela qual as representacoes
dos numeros racionais devem ser introduzidas, havendo também autores que

consideram que essa ordem ndo é decisiva, mas as discussGes sobre estas questdes
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raramente envolvem a percentagem (MOSS; CASE, 1999; TIAN; SIEGLER, 2017).
Neste estudo, a sequéncia segundo a qual as trés representacdes dos nimeros racionais
surgiram na trajetoria de aprendizagem vivida pela turma, influenciou a forma como os
alunos foram construindo e relacionando as ideias subjacentes a este novo conjunto
numérico, tendo por base um entendimento da grandeza dos numeros racionais na
compreenséo da sua natureza relacional. Estes resultados vém reforgar a necessidade de
considerar a percentagem nesta discussao, mostrando que a sua valorizagdo no trabalho

a realizar pelos alunos pode trazer importantes beneficios para a sua aprendizagem.
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