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Uvod

Svrha ovog diplomskog rada jest opis i primjena nekih statistickih alata na skrivene
Markovljeve modele. Skriveni Markovljevi modeli danas nalaze primjenu u mnogim
podrué¢jima: prepoznavanju govora, prepoznavanju rukopisa, racunalnom prevodenju,
analizi vremenskih nizova itd. Veliku primjenu takoder pronalaze u bioinformatici,
znanosti koja se bavi analizom bioloskih nizova, sadrzaja i organizacije genoma te
predvidanjem strukture i funkcije makromolekula primjenom tehnika iz matematike,
statistike i racunarstva. Specijalno, model povremeno nepostene kockarnice koristen u
ovom diplomskom radu u bioinformatici se ¢esto primjenjuje za modeliranje genoma.

Ovim radom zelimo dati kratki pregled teorije skrivenih Markovljevih modela, dati
primjer njihove implementacije i pojasniti postupke za procjenu parametara modela.
K tome promatramo i neke metode za procjenu kompleksnosti skrivenih Markovljevih
modela.

U prvom poglavlju definiramo osnovne pojmove iz teorije vjerojatnosti i statistike
koji ¢ée nam biti potrebni u kasnijoj analizi. U drugom poglavlju dajemo primjer i
formalnu definiciju skrivenih Markovljevih modela. U treéem poglavlju opisujemo
nekoliko algoritama za procjenu parametara skrivenog Markovljevog modela, dok u
posljednjem, cetvrtom, poglavlju predstavljamo rezultate i zakljucke rada.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi

1.1 Vjerojatnost

Definicija 1.1.1. Pod slu¢ajnim pokusom podrazumijevamo takav pokus ¢iji ishodsi
odn. rezultati nisu jednoznacno odredeni uvjetima u kojima izvodimo pokus. Rezultate
sluc¢agnog pokusa nazivamo dogadajima.

Definicija 1.1.2. Neka je A dogadaj vezan uz neki slucajni pokus. Pretpostavimo
da smo taj pokus ponovili n puta i da se u tih n ponavljanja dogadaj A pojavio
tocno N puta. Tada broj N zovemo frekvencija dogadaja A, a broj % relativna
frekvencija dogadaja A.

Definicija 1.1.3. Osnowvni objekt u teoriji vierojatnosti jest neprazan skup €2 koji zo-
vemo prostor elementarnih dogadaja i koji reprezentira skup svih ishoda slucajnih
pokusa. Ako je Q) konacan ili prebrojiv, govorimo o diskretnom prostoru elemen-
tarnih dogadaja. Prostor elementarnih dogadaja je neprekidan ako je 2 neprebrojiv
skup. Tocke w iz skupa ) zvat cemo elementarni dogadaji.

Oznac¢imo sa P(2) partitivni skup od €.

Definicija 1.1.4. Familija F podskupova od Q@ (F C P(Q)) jest o-algebra sku-
pova (na Q) ako je:

Fi. 0 e F
F2. Ae F= A°e F
F3 A;eF,ieN=U® A €F

Definicija 1.1.5. Neka je F o-algebra na skupu . Uredeni par (2, F) zove se
izmjeriv prostor.
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Sada mozemo definirati vjerojatnost.

Definicija 1.1.6. Neka je (Q, F) izmjeriv prostor. Funkcija P : F — R jest vjero-
jatnost ako vrijedi:

P1. P(Q2) =1 (normiranost vjerojatnosti)
P2. P(A) >0, Ae F (nenegativnost vjerojatnosti)
P3. AieF,ieN i AiNA;j =0 za i#j=PU2A)=> 1~ P(A:) (prebrojiva

ili o-aditivnost vjerojatnosti)

Definicija 1.1.7. Uredena trojka (0, F,P) pri éemu je F o—algebra na Q i P
vjerojatnost na F, zove se vjerojatnosni prostor.

Definicija 1.1.8. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor. Elemente o—algebre zo-
vemo dogadaji, a broj P(A), A € F zove se vjerojatnost dogadaja A.

Definicija 1.1.9. Oznac¢imo sa B o—algebru generiranu familijom svih otvorenih
skupova na skupu realnih brojeva R. B zovemo o-algebra skupova naR, a elemente
o—algebre B zovemo Borelovi skupovs.

Bududi da je svaki otvoreni skup na R prebrojiva unija intervala, lako je dokazati
da vrijedi
B =o0{(a,b); a,b € R, a<b}

Definicija 1.1.10. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor. Funkcija X : Q@ — R
jest sluéajna varijabla (na Q) ako je X 1 (B) € F za proizvoljno B € B, odnosno
X-YB) c F.

Definicija 1.1.11. Neka je (2, F,P) proizvoljan vjerojatnosni prostor i A € F takav
da je P(A) > 0. Definiramo funkciju Py : F — [0, 1] ovako:

P(AN B)
P(A)

Lako je provjeriti da je P4 vjerojatnost na F i nju zovemo vjerojatnost od B uz
uvjet A.

Py(B) = P(B|A) = , BeF. (1.1)

Definicija 1.1.12. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor i A; € F, i € I pro-
wzvolgna familija dogadaja. KaZemo da je to familija nezavisnih dogadaja ako za
svaki konacan podskup razlicitih indeksa iq, 1o, ..., 1 vrijeds

PN, Ay) HIP’ i) (1.2)
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Neka je X slucajna varijabla na diskretnom vjerojatnosnom prostoru (€2, P(Q2), P)
i neka je
X — ap as ...
p1 p2 ...
njena distribucija, odnosno vrijedi P(a;) = p;.

Definicija 1.1.13. Funkcija gustoée vjerojatnosti od X ili, krace, gustoéa od
X jest funkcija fx = f: R — R, definirana sa

0, x # a;

Pi, T = q

f(x):P{X:x}:{ reR

Definicija 1.1.14. Funkcija distribucije slucajne wvarijable X jest funkcija
Fx =F :R — [0,1] definirana sa

F(z) =P{X <z} =P{w; X(w) <z}, z €R.

1.2 Statistika

Definicija 1.2.1. Za model T = {f(;0) : 06 € ©}, f(;0) : R — [0,4+c0 >,0 C R

kazemo da je regularan ako su zadovoljeni sljedeci uvjeti:
i) sup f(;0) ={z € R: f(x;0) > 0} ne ovisi 0 € ©

ii) © je otvoreni interval u R

iii) Yo € R, 0 — f(x;0) je diferencijabilna na ©

) Za slucajnu varijablu X kojoj je f funkcija gustoce vrijedi:

0 < 1(6) = Bol(55 o f(:0))?] < o0

Broj 1(0) zove se Fisherova informacija.

v) V9 e O, L[ f(z;0)dr = [, Zf(x;0)dx =0, ako se radi o neprekidnoj slucajnoj
varijabli, odnosno
Vo € O, L3 f(z:0) =, %f(x;&) = 0, ako je rijec o diskretnoj slucajnoj
varijabli.

Definicija 1.2.2. Neka je (0, F) izmjeriv prostor i P familija vjerojatnosnih mjera
na (2, F). Uredena trojka (Q,F,P) zove se statisticka struktura.
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Definicija 1.2.3. n-dimenzionalni sluéajni uzorak na statistickoj strukturi (2, F,P)
je niz (Xi,...,X,) sluéajnih varijabli na izmjerivom prostoru (Q,F) takav da su
slucagne varyable X, ..., X, nezavisne i jednako distribuirane VIP € P.

Definicija 1.2.4. Neka je X = (X3,...,X,,) slucajan uzorak iz modela P, P =
{f(50) : 0 € ©},0 C R™. Ako je X = (X1,...,X,) jedna realizacija od X, tada
je vjerodostojnost funkcija L : © — R

n

L(0) = L(O]X) == [ ] f(X::6)

i=1
Statistika 0 = O(X) je procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti (MLE) ako vrijedi

L(BIX) = max L(6]X)

Definicija 1.2.5. Za opaZenu vrijednost x od X,,, [ : © — R,
1(0) = 1(0]X) = log L(6]X) = > _log f(z; : 0)
i=1

zovemo log-vjerodostojnost.

Definicija 1.2.6. Procjenitelj T = t(X) za 7(0) € R je nepristran ako vrijedi
VO € ©, Eo(T) = 7(0).

Procjenitely koji nije nepristran je pristran.

Definicija 1.2.7. Niz procjenitelja (T, : n € N) je konzistentan procjenitelj za 0
ako za proizvolyni € > 0 vrijedi

lim Po{|T,, — 0| > €} =0
n—oo

Teorem 1.2.8. Neka je X,, = (X1, ..., X)) sluéajan uzorak iz reqularnog modela P, uz
dodatnu pretpostavku da je 0 — f(x;0) neprekidno diferencijabilna. Tada jednadzba
vjerodostojnosti
9,
00

na dogadaju ¢ija vierojatnost tezi ka 1 za n — oo ima korijen 6, = 0,(X,,) takav da

(01X,) =0

- N Py
je b, — 0, zan — oo.
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Napomena 1.2.9. Ako jednadzba vierodostojnosti ima jedinstvenu stacionarnu tocku

. P

0, SN 0y, tada Teorem |1.2.8 turdi da ona mora biti konzistentan procjenitely za 6.
Ako je MLE jedinstvena stacionarna tocka kao tocka lokalnog maksimuma, onda je
MLE konzistentan procjenitelj za 6.

Lema 1.2.10. Neka je X ~ B(n,0) gdje je 0 vjerojatnost uspjeha. Tada je procjenitelj
maksimalne vjerodostojnosti za 6 relativna frekvencija uspjeha.

Dokaz. Oznacimo sa n broj pokusaja, a sa k broj uspjeha. Tada je vjerojatnost da
smo imali tocno k uspjeha dana s

f(0)=P(X =k) = (Z)em —0)" % k=0,1,2,...,n

Nadimo stacionarne tocke koje su kandidati za lokalni maksimum:

n

7o) = () B0 = 84—y = oy

@ 0571 (1= )" k(L= 0) — (n — k)O)
0

Odakle slijedi
k—kO—nb+ kO =0
=nl=k

=0==E

1.3 Entropija

Definicija 1.3.1. Entropija je mjera prosjecne neizvjesnosti ishoda. Za danu slucajnu
varijablu X sa vjerojatnostima P(x;) za diskretan skup dogadaja xy, ...,xx Shanno-
nova entropija je definirana s

K

H(X) ==Y P(z;)log(P(x:)) (1.3)

i=1

Da bismo intuitivno shvatili o ¢emu je rije¢ razmotrimo primjer bacanja sime-
tricnog novéi¢a: imamo dva mogucéa simbola (K = 2) i oba se pojavljuju s vjero-
jatnoséu p(z;) = %, i=1,2.
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Jednostavnim uvrstavanjem u formulu entropije dobivamo H(X) = —log(0.5).

Promatramo li logaritam u bazi 2, dobivamo H(X) = 1 bit po simbolu. Dakle, vri-
jednost entropije u ovisnosti o vjerojatnosti pojave pisma/glave kod bacanja novciéa,
odnosno srednji sadrzaj informacije poruke koja se sastoji od uzastopnih rezultata
bacanja nov¢ic¢a jest 1 bit po simbolu.
Za slucaj nepostenog novcica koji uvijek daje pismo (p(x1) = 1, p(za) = 0) ocekivano
dobivamo H(X) = 0. Uvrstavanjem svih moguéih vjerojatnosti pojave pisma u for-
mulu entropije, dobivamo graf ovisnosti vrijednosti entropije o toj vjerojatnosti (|1.1)).
Maksimum je postignut kada je vjerojatnost pisma jednaka vjerojatnosti glave (p = %)
tj. kada je najveca nesigurnost pojave jednog ili drugog. Primijetimo simetriju ovog
grafa. Svejedno je pojavljuje li se s ve¢om vjerojatnoséu pismo ili glava. Zamjenom
njihovih uloga situacija se s informacijskog gledista ne mijenja.

1.0

HOO
\\
\
-
7
o

0.0 02
|

\\\

/

Pr(X=1)

Slika 1.1: Vrijednost entropije u ovisnosti o vjerojatnosti pojave pisma kod bacanja
novcica

Pretpostavimo da su zadane dvije funkcije vise varijabli f, ¢ : D — R definirane na
skupu D C R*. Funkciji ¢ pridruzimo implicitnu jednadzbu ¢ (yy, ..., yx) = 0 i pripa-
dajuéi skup S C D definiran tom jednadzbom S = {(y1,...,yx) € D | oY1,y Yx) =

0}.

Definicija 1.3.2. Ako za tocku Ty = (210, ..., Tko) € S postoji okolina K(Ty, ) C D
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tako da je

f(fL‘l, ,I’k) < f(l’l(), ...,I‘ko), V(I’l, ,l’k) esSn K(T0,5) \ {T()}

onda kazZemo da funkcija f u tocki Ty ima uwvjetni lokalni maksimum uz uvjet
o(xy, ..., xx) = 0.

Problem uvjetnog lokalnog maksimuma

z = f(xq, ..., 1) = max
o(x1,.yx) =0

Cesto rjesavamo uvodenjem Lagrangeove funkcije L(zy, ..., Tk, A):
L(zy, .., xp, A) = f(xg, .., xp) + Ao (21, ..y xp), (21,...,2%) € D, A €R.
Parametar \ zove se Lagrangeov multiplikator.
Lema 1.3.3. Uniformno distribuirani parametri imaju maksimalnu entropiju.
Prije samog dokaza prisjetimo se Bolzano-Weierstrassova i Rolleova teorema:

Teorem 1.3.4. (Bolzano-Weierstrass): Neka je funkcija f : |a,b] — R neprekidna
na segmentu [a,b] C R. Tada je f([a,b]) = [m, M] takoder segment.

Napomena 1.3.5. Twrdnja teorema moZe se razdvojiti na tri dijela:
1. f je ogranicena na [a,b], odnosno postoje m = infy,y f 1 M = SUDq 4 J -

2. funkcija f postize svoj minimum i maksimum na |a, b], odnosno postoje x,,,xy €
[a,b] takvi da vrijedi f(xy,) =m i f(xpy) =M.

3. za svaki C € (m, M), postoji ¢ € [a,b] takav da je f(c) = C.

Teorem 1.3.6. (Rolle): Neka je f: I — R, diferencijabilna na otvorenom intervalu
I C Rinekazaa,bel,a<b, vriedi f(a) = f(b) =0. Tada postogi c € (a,b) takav
da je f'(c) =0

Dokaz. (Lema ([1.3.3))): Definiramo funkcije f : [0,1]F = Rip:[0,1]* - Rs

k
F(pry k) = = > pilogpi
=1
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k
i=1
Neka je A Lagrangeov multiplikator. Definiramo funkciju ¢ : R* — R sa

g(pla 7pk) = f(pb "'7pk> + )\90(]917 7pk)

Funkcija g je klase C* na zatvorenom skupu [0, 1]*, znaci da je ujedno i neprekidna
pa prema Bolzano-Weierstrassovom teoremu poprima minimum m i maksimum M na
tom skupu. Buduéi da funkcija g nije konstantna funkcija na [0, 1]* barem jedna od
te dvije vrijednosti se nalazi unutar otvorenog skupa (0, 1).

Funkcija g je strogo pozitivna na (0,1)*, u rubovima je jednaka 0, stoga ¢e prema
Rolleovom teoremu stacionarna tocka biti maksimum.
Trazimo stacionarne tocke te funkcije.

d
J =—logp,—1+A=0
dp;
logp;, =A—1
pi = exp(A —1)
k
d pi=1= kexp(A—1)=1
i=1

Slijedi da funkcija g postize maksimum u tocki py; = (p1, ..., Px)

bi =

1.4 AIC i BIC

Osim promatranja funkcije vjerodostojnosti ili omjera vjerodostojnosti, za odabir
najboljeg statistickog modela mogu se koristiti jos neki kriteriji. Dva cCesto koristena
kriterija su AIC (Akaike Information Criterion) i BIC (Bayesian Information Crite-
rion). AIC i BIC oba se temelje na funkciji vjerodostojnosti, a mjere koliko ,,dobro”
model opisuje podatke. Dani su sljede¢im jednadzbama:

AIC = —2log(L) + 2k (1.4)

BIC = —2log(L) + klog(m) (1.5)
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pri cemu je L maksimalna vjerodostojnost modela, m duljina niza, a k broj slobodnih
parametara. Informacijski kriteriji temelje se na funkciji vjerodostojnosti no osim
njene vrijednosti, takoder sadrzavaju i penalizaciju za kompleksnost modela. Znamo,
opc¢enito, da pri odredivanju modela isti mozemo poboljsati dodajuc¢i mu parametre.
No s druge strane, cilj nam je da model bude $to jednostavniji tj. da ima Sto manje
parametara. Primje¢ujemo da i AIC i BIC penaliziraju koli¢inu parametara (BIC
vise nego AIC), a time ujedno mogu rijesiti i problem owverfittinga do kojeg moze doci
dodamo li previse parametara u model. Budud¢i da AIC i BIC zapravo procjenjuju
koliko je informacija izgubljeno modeliranjem podataka, najbolji model bit ¢e onaj s
najmanjim AIC-om (BIC-om).



Poglavlje 2

Skriveni Markovljevi modeli

2.1 Markovljevi lanci

Definicija 2.1.1. Neka je S skup. Sluc¢agni proces s diskretnim vremenom i prosto-
rom stanja S jest familija X = (X, : n > 0) slucagnih varijabli definiranih na nekom
vjerojatnosnom prostoru (2, F,P) s vrijednostima u S.
Dakle, za svakin > 0 je X, : Q@ — S slucajna varijabla.

Definicija 2.1.2. Neka je S prebrojiv skup. Slu¢ajni proces X = (X, : n > 0) defini-
ran na vjerojatnosnom prostoru (0, F,IP) s vrijednostima u skupu S je Markovljev
lanac prvog reda ako vrijed:

]P(Xn—i-l = ]|Xn = Z.>AXV7L—1 =lp_1,- Xo = ZO) = ]P)<Xn+1 = J|Xn = Z) (21)

za svakin > 01 za sve ig, ...,in-1,%, ] €S za koje su obje uvjetne vjerojatnosti dobro
definirane.

Svojstvo u relaciji (2.1)) naziva se Markovljevim svojstvom.

Definicija 2.1.3. Oznacimo sa p;; = P(Xy11 =7 | Xy =) vjerojatnost da slucajna
varyabla X prijede u stanje j w trenutku t+1 ako je u trenutku t bila uw stanju 1.
Vrijednost p;; nazivamo prijelazna (tranzicijska) vjerojatnost.

Markovljev lanac zajedno sa zadanim prijelaznim vjerojatnostima nazivamo Mar-
kovljevim modelom.

2.2 Skriveni Markovljevi modeli

Skriveni Markovljevi modeli (na engleskom hidden Markov model ili HMM) su
statisticki modeli koji nalaze siroku primjenu u molekularnoj biologiji, prepoznavanju

11
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govora i racunalnom prevodenju. Radi lakSeg razumijevanja, u ovom ¢emo dijelu
prvo dati primjer jednog skrivenog Markovljevog modela, a potom iznijeti formalne
definicije.

Primjer HMM-a: povremeno nepostena kockarnica

0.95 0.8
( : 1: 1/6 1:1/10 : )
2. 1/6 0.05 2: 110

3 16 A 3:1/10
4 16 M 14110

5 1/6 0.2 5:110

6: 1/6 6: 1/2
Simetriéna Nesimetriéna
(postena) (nepostena)

kocka kocka

Slika 2.1: Primjer skrivenog Markovljevog modela s dvije kocke

Imamo dvije igrace kocke, jednu postenu i jednu nepostenu. Na kocki Kp, poStenoj,
vjerojatnosti da padne neki broj od 1 do 6 jesu jednake za svaki od brojeva i iznose
%. Kocka Ky, nepostena, ¢esée pada na Sesticu nego na bilo koji drugi broj. Vjero-
jatnost da padne Sestica jest %, a vjerojatnost da padne bilo koji drugi broj jest 1—10.
Pretpostavimo da pocinjemo bacanjem Kp. Vjerojatnost da ¢emo ponovo koristiti
Kp je 95%, dok je vjerojatnost da ¢emo je zamijeniti sa Ky 5%. Kad smo jednom
presli iz Kp u Ky, u 80% slucajeva ¢emo i nastaviti bacati K. Vjerojatnost da je
zamijenimo sa Kp jest 20%.

Nas model zapisat ¢emo na sljede¢i nacin:

e Imamo dvije kocke tj. dva stanja.

S ={Kp,Kyn}

e Imamo 6 brojeva koji mogu pasti na kockama.

B={1,2,3,4,5,6}
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e Matrica tranzicijskih vrijednosti dana je s:
0.95 0.05
a= (55 0%)
pri ¢emu je a;p = P(Ky|Kp) - vjerojatnost da je nakon Kp bacena Ky,
az; = P(Kp|Ky) - vjerojatnost bacanja Kp ako je prethodno bacena Ky i

a;; = P(Kj|Kj) - vjerojatnost da je nakon bacanja K; ponovno bacena Kj,

je{P,N}.
e Matrica emisijskih vjerojatnosti je:
L1 1
p=(1 11
10 10

10

5|>—‘®|>—t
;l»—@:l»—t
N[ ==

)

Prvi redak ¢ine emisijske vjerojatnosti elemenata iz B u stanju Kp, a drugi
redak emisijske vjerojatnosti elemenata iz B u stanju K.

Proces koji modelira izbor kocaka jest Markovljev proces prvog reda sa stanjima
u S. Kocke su stanja i prijelaz iz jedne kocke u drugu se moze opisati Markovljevim
lancem. Emisijske vjerojatnosti simbola iz B su u svakom od stanja razlicite i ne
ovise o prijasnjim stanjima. Mozemo reé¢i da smo dali primjer skrivenog Markovljevog
modela prvog reda. Model povremeno nepostene kockarnice osnova je za analizu
genoma o ¢emu se vise moze pronaci u [2.

Imamo li niz simbola, odn. opazenih vrijednosti, primjerice X = (1,2,5,6,6,4, 3),
ne znamo koja kocka stoji iza pojedine opazene vrijednosti. Dakle, niz stanja je
skriven. Ipak, iako je niz stanja nepoznat, pomocu niza simbola moguce je:

e odrediti najvjerojatniji niz stanja za zadani niz simbola. U tu svrhu koristimo
Viterbijev algoritam o kojem ¢emo govoriti u sljede¢em poglavlju.

e procijeniti parametre uvjetne maksimalne vjerodostojnosti koriste¢i Viterbi-
jevo treniranje koje ¢emo takoder pojasniti u sljede¢em poglavlju

Formalna definicija HMM-a

Sada imamo intuitivnu predodzbu o tome sto je skriveni Markovljev model. Kod
skrivenog Markovljevog modela imamo niz stanja (kocke) i niz simbola (brojevi na
kockama). Svaki simbol ovisi jedino o trenutnom stanju u kojem se proces nalazi pa
zato generiranje simbola iz stanja modeliramo Markovljevim lancem nultog reda sto
je zapravo niz nezavisnih dogadaja. Formalno receno:
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Definicija 2.2.1. Skriveni Markovljev model prvog reda jest skup slucajnih
varijabli koji se sastoji od dva podskupa, Q) 1 O:

e ) =0Q,...,Qn - skup slucajnih varijabli koje poprimaju diskretne vrijednosti

e O = 0y,..,0Oyn - skup slucajnih varijabli koje poprimaju diskretne ili kontinu-
wrane vrijednosti.

Te varijable zadovoljavaju sljedece uvjete:

1.
P(Q¢|Q-1,0¢-1, ..., Q1,01) = P(Q4|Qs-1) (2.2)

]P)(Ot‘QTa OT7 sy QtJrla OtJrla Qt7 Qtfly Otfh ceey Ql? Ol) = P(Ot|Qt> (23)

Uocili smo da, osim niza stanja kroz koja proces prolazi (oznacili smo ih sa Q;),
promatramo i niz opazanja (simbola, oznacili smo ih sa O;).

Relacija kaze da je vjerojatnost da se, za neko t € {1,2,..., N}, nalazimo
u stanju @y uz uvjet da su se dogodila sva prethodna stanja @Qq,...,Q;_1 i da su
emitirani simboli Oy, ..., O;_; jednaka tranzicijskoj vjerojatnosti iz stanja ();_; u
stanje Q).

Relacija povlaci da realizacija nekog opazanja u sadasnjem stanju ovisi samo
o tom stanju. Vjerojatnosti iz relacije nazivamo emisijske vjerojatnosti i
kazemo da stanje (); emitira simbol O;.

Skriveni Markovljev model zadan je sljede¢im parametrima:
e N - broj stanja u kojima se proces moze nalaziti
S=A{1,..,N} (2.4)
S - skup svih stanja procesa
e M - broj mogucih opazanja
B ={by,....bun} (2.5)
B - skup svih opazenih vrijednosti

e L - duljina opazenog niza

X - opazeni niz
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e A - matrica tranzicijskih vjerojatnosti
A ={a;},a;j =P(Qrs1 = jlQr =1),1 <4, j < N (2.7)

e E - matrica emisijskih vjerojatnosti

B = {e;(B)},e;(h) = PO, = bl Qi = ), 1 << N1<k<M  (28)

Unatoc¢ tome $to nam je niz stanja u skrivenom Markovljevom modelu nepoznat,
poznat nam je niz simbola i pomoc¢u njega mozemo donijeti neke zakljucke o nizu
stanja koji odgovara emitiranom nizu vrijednosti.



Poglavlje 3

Algoritmi za analizu HMM-ova

U ovom poglavlju objasnit ¢emo algoritme koje smo spomenuli u prethodnom po-
glavlju, a koji su koristeni u izradi ovog rada, ali i neke koji nisu koristeni u ovom
radu, ali su vazni u primjeni na skrivene Markovljeve modele.

Uvedimo neke oznake. Niz emitiranih simbola oznacit éemo s = = (x1, ..., 2,), a
pripadajuéi niz skrivenih stanja s m = (my, ..., 7, ). Podsjetimo se, u skrivenom Mar-
kovljevom modelu niz stanja je nepoznat, ali o njemu mozemo izvesti neke zakljucke
na temelju niza emitiranih vrijednosti. Za tranzicijske i emisijske vjerojatnosti koristit
¢emo ve¢ spomenute oznake a;; 1 e;(k).

Niz stanja (niz bacenih kocaka) nazivamo stazom 7. Staza slijedi Markovljev lanac,
tako da vjerojatnost stanja u trenutku ¢ ovisi o prethodnom stanju, ¢t — 1. Lanac je
karakteriziran parametrima

Clij = ]P)(’/Tt = j”/Tt,1 = Z)

Tranzicijsku vjerojatnost ag; mozemo smatrati vjerojatnos¢u da zapocnemo u stanju
j. Bududi da smo razdvojili simbole k£ od stanja j, moramo uvesti novi skup para-
metara za model, e;(k). Opcenito, stanje moze proizvesti bilo koji simbol po nekoj
zadanoj distribuciji. Stoga definiramo

ej(k) = Pz, = klm, = j),

vjerojatnost da je simbol k vidljiv u stanju j. Ove vjerojatnosti su poznate i kao
emisijske vjerojatnosti. Zajednicka distribucija niza opservacija X i niza stanja 7 je
definirana s

L
P(X7 7T) = aOﬂ'l H e7T15 (Xt)aﬂtﬂt+17 7TL+1 = O (31)

t=1

16
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3.1 Viterbijev algoritam

Postupak pronalaska znacenja niza simbola, odnosno pridruzivanje nekog niza sta-
nja danom nizu simbola, naziva se dekodiranje. Postoji nekoliko pristupa problemu
dekodiranja, a jedan od najpoznatijih jest Viterbijev algoritam.

Viterbijev algoritam jest algoritam dinamickog programiranja koji se koristi za pro-
nalazenje optimalnog niza stanja u skrivenom Markovljevom modelu, a za zadani niz
opazanja. Pretpostavimo da je za sva stanja k poznata vjerojatnost najvjerojatnijeg
prolaza koji zavrsava u stanju k simbolom (opazanjem) i, vy (i) = P (zy, ..., x;|m = k).
Tada se vjerojatnost optimalnog puta kroz model gdje su emitirani zy, ..., ;11 1 koji
zavrsava u stanju j moze izraziti preko sljedece rekurzije:

vi(i+1) = ej(ir) max(oy(@)ar;).

Viterbijev algoritam sastoji se od cetiri koraka:
1. Inicijalizacija (i=0):
vo(0) =1, vx(0) =0, k>0

2. Rekurzija (i=1,..., L):

v; (@) = €;(Xi) max(vy, (i — 1)ay;)

ptri(j) = argmazy(vi(i — 1)ax;)

3. Kraj:
P(X,7%) = ml?ka(L)ako

7] = argmaxy(vi(L)ago)
4. Povratak unazad (i=L,..., 1):

T = ptri(ﬁ)

Napomena 3.1.1. U praksi se racunanje Viterbijevog algoritma izvodi u log-prostoru
tj. racuna se log(vj(i)). Razlog tome jest taj da mnoZenje velikog broja malih vje-
rojatnosti uvijek vodi veoma malim brojevima te nerijetko dolazi do underflowa pri
racunu. Prelaskom u log-prostor mnoZengje tih malih vjerojatnosti pretvara se u zbra-
janje i time se izbjegavaju racunalne greske.



POGLAVLJE 3. ALGORITMI ZA ANALIZU HMM-OVA 18

Viterbijevo treniranje

Viterbijevo treniranje jedan je od pristupa procjeni optimalnih parametara skri-
venih Markovljevih modela. Neka je zadan model M i neki inicijalni parametri 6.
Viterbijevim algoritmom pronademo najbolji put 7* = max, P(X, 7) kroz model M
i time svakom simbolu od X (broju na kocki) pridruzimo stanje (kocku). Buduéi da
imamo jedinstveno zadani put, time su tada zadane i emisijske i tranzicijske frek-
vencije. Poznat je rezultat (Lema da su relativne frekvencije procjenitelji
maksimalne vjerodostojnosti te njih uzimamo kao nove parametre modela i iteriramo
proces. Bududéi da parametri koje dobivamo Viterbijevim treniranjem direktno ovise
o putu, a broj puteva je konacan, ta metoda konvergira. Opisana procedura pronalazi
vrijednost 6 koja maksimizira doprinos najvjerojatnijeg puta.

3.2 Baum-Welchov algoritam

Uz Viterbijevo treniranje, jedan od najpoznatijih postupaka za treniranje modela
jest Baum-Welchov algoritam. Kao i Viterbijevo treniranje, to je iterativni pos-
tupak za odredivanje parametara modela na temelju niza opazanja. No za razliku
od Viterbijevog treniranja, Baum-Welchov algoritam parametre procjenjuje tako da
maksimizira ocekivanje promatranog niza uzimajué¢i u obzir sve puteve, a ne samo
najbolji. Buduéi da nam je put stanja m nepoznat, ne mozemo jednostavno pre-
brojati tranzicije i emisije nego moramo izracunati njihove ocekivane vrijednosti. U
svakoj iteraciji dobivamo novi skup vrijednosti parametara iz o¢ekivanog broja emi-
sija i tranzicija, uzimajuéi u obzir sve moguce puteve. Algoritam obi¢no zaustavljamo
nakon odredenog broja iteracija ili kad promjena logaritma funkcije maksimalne vje-
rodostojnosti postane dovoljno mala. Moze se pokazati da Baum-Welchov algoritam
konvergira u lokalni optimum. Uobicajeno je da sustav ima mnogo lokalnih ekstrema
pa konvergencija u jedan od njih uvelike ovisi o zadanim pocetnim parametrima.

Iako Baum-Welchov algoritam u opéenitom slucaju daje bolje rezultate nego Viter-
bijevo treniranje, u ovom smo se radu odlucili na koristenje Viterbijevog treniranja
zbog njegove manje slozenosti i bitno jednostavnije implementacije.

3.3 Deterministicko kaljenje

Pronalazak optimalnog rjesenja za neke optimizacijske procese moze biti iznimno
tezak zadatak. Problem cesto nastaje kada skup mogucih rjesenja koji pretrazujemo
postane prevelik da bismo ga cijelog ispitali u nekom razumnom vremenu i u takvim
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slucajevima cesto posezemo za procesima koji nam mogu dati neko rjesenje ,, blizu”
optimalnom. Jedan od takvih procesa jest simulirano kaljenje. Simulirano kalje-
nje jest stohasticka tehnika za optimizacijski problem pronalaska dobre aproksimacije
globalnog optimuma neke zadane funkcije. Ideja za ovu tehniku potjece iz kaljenja
u metalurgiji: grijanje i hladenje materijala u svrhu promjene njegovih fizickih svoj-
stava. Kako se metal pocinje hladiti, njegova struktura se fiksira i pocinje zadrzavati
nova svojstva. Preneseno u algoritam simuliranog kaljenja, imamo parametar kalje-
nja v (temperaturu) kojem u pocetku zadamo visoku vrijednost i potom ga postupno
smanjujemo. Kad je temperatura visoka, algoritam svako rjesenje smatra gotovo jed-
nako dobrim te ¢e zbog toga prihvatiti i ona rjeSenja koja bi kasnije bila ocjenjena
losijima od naseg trenutnog. To dozvoljava algoritmu da iskoci iz lokalnih optimuma
koje je mozda pronasao u pocetku te u kojima bi inace mozda bio zapeo. Kako
smanjujemo temperaturu, smanjuje se i vjerojatnost prihva¢anja losijih rjeSenja ¢ime
dozvoljavamo algoritmu da se postepeno koncentrira u jednom podrucju i pronade
rjeSenje blisko optimalnom.

Deterministicko kaljenje pokusava objediniti najbolje iz oba podrucja. Ono je
deterministicko — dakle nemamo ,slucajnog” lutanja po prostoru parametara kao
u simuliranom kaljenju — no jos uvijek je rije¢c o metodi kaljenja koja pokusava
pronaci globalni optimum umjesto da pohlepno ode u lokalni optimum. Kaljenje pro-
vodimo na konveksnoj kombinaciji parametara maksimalne entropije i deterministicki
izracunatih parametara. U pocetku je doprinos deterministicki odredenih parametara
jako mali, a §to se viSe priblizavamo cilju, omjer se mijenja u njihovu korist. Doda-
vanje parametara maksimalne entropije sluzi izbjegavanju lokalnih optimuma.

Konkretno, u prvoj iteraciji zadamo inicijalne parametre modela. Ulazni parametri
za Viterbijevo treniranje su konveksne kombinacije parametara maksimalne entropije
i inicijalnih parametara. Kad je izracunat najvjerojatniji put kroz model, racunamo
tranzicijske i emisijske relativne frekvencije. U svakom sljedeé¢em koraku su ulazni
parametri konveksne kombinacije parametara maksimalne entropije i relativnih frek-
vencija izracunatih u prethodnom koraku.

Deterministicko kaljenje se provodi na sljede¢i nacin:
Inicijalizacija:

T,= zadani tranzicijski parametri
E,= zadani emisijski parametri
flT i flE su tranzicijski odnosno emisijski parametri maksimalne entropije
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Petlja:
Dok je brojac¢ mangi od ukupnog broja iteracija radi:

1.
T = fIT + (1 -7,
E=4fIE+(1-7)E,

v - parametar kaljenja

2. Viterbijevim algoritmom racunamo najvjerojatniju stazu kroz model i maksi-
malnu vjerodostojnost

3. Racunamo relativne tranzicijske i emisijske frekvencije

4.
{ T, = relativne tranzicijske frekvencije izracunate u koraku 3.

E, = relativne emisijske frekvencije izracunate u koraku 3.

5. Provjera uvjeta petlje

Kraj:
Imamo matrice relativnih tranzicijskih i emisijskih parametara i maksimalnu vjero-
dostojnost koju smo dobili u koraku 2.



Poglavlje 4

Rezultati

Glavno pitanje koje smo si u ovom radu postavili bilo je: moZemo li iz dovoljno velike
kolicine podataka otkriti broj stanja? Jednostavnije re¢eno, mozemo li isklju¢ivo na
temelju niza dobivenih brojeva odrediti koliko smo kocaka bacali?

4.1 Simulacija i optimizacija

U radu je za simulaciju i optimizaciju koristen programski jezik Python, dok je za
graficku usporedbu koristen programski jezik R.

Za procjenu parametara maksimalne vjerodostojnosti modela moglo se koristiti
nekoliko algoritama (v. Poglavlje 3) od kojih je u ovom radu koristeno Viterbijevo
treniranje modificirano tehnikom deterministickog kaljenja.

Iz definicije entropije vidimo da entropiju lako mozemo dovesti u vezu s —log-
vjerodostojnosti. Buduci da procesi optimizacije povecavaju vjerodostojnost, iz de-
finicije entropije slijedi da zapravo smanjuju entropiju. Zbog toga smo za potrebe
ovog rada simulirali podatke iz parametara male entropije tj. tako da je svaka kocka
imala jedan dominantan simbol.

Tranzicijskom matricom 7"

0.8 0.1 0.1
T=1{01 08 0.1
0.1 0.1 0.8

21
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i emisijskom matricom E':

0.8 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04
E=1004 08 004 0.04 0.04 0.04
0.04 0.04 0.8 0.04 0.04 0.04

zadali smo skriveni Markovljev model kojeg interpretiramo kao bacanje triju asime-
triénih kocaka. Potom smo iz tog modela simulirali niz duljine 60 000.

Sada smo isklju¢ivo na temelju simuliranog niza pokusali procijeniti parametre i
odrediti maksimalnu vjerodostojnost modela pomoc¢u Viterbijevog treniranja modifi-
ciranog deterministickim kaljenjem. Broj iteracija postavljen je na 10 000.

Pri koristenju modificiranog Viterbijevog treniranja, primijetili smo pad vrijednosti
funkcije vjerodostojnosti nakon odredenog broja iteracija. Valja naglasiti da se on
u teoriji ne bi smio dogadati jer je Viterbijevo treniranje modificirano metodom de-
terministickog kaljenja optimizacijski proces maksimizacije uvjetne vjerodostojnosti
te bi vjerodostojnost trebala rasti sa svakom iteracijom. Ipak, do greske dolazi zbog
postavljanja pseudozbroja relativnih frekvencija na inicijalnu vrijednost 1 (umjesto
da krenemo od 0). Kako iteriramo proces, entropija sustava se smanjuje. No, u
odredenom trenutku entropija postane toliko mala da ¢ak i inicijalne vrijednosti pos-
tavljene na 1 postanu vece od onoga sto je algoritam izracunao te zbog toga vjerodos-
tojnost tada pocinje opadati. Smanjimo li inicijalne vrijednosti na nesto manje od 1,
samo ,,odgadamo” trenutak pada vjerodostojnosti tj. iteraciju u kojem ¢e se on do-
goditi. Problem smo u ovom radu rijesili tako da smo maksimizirali vjerodostojnost
koliko god je to bilo moguce, a kada smo primijetili da je pocela padati, prekinuli
Smo proces.

Pokusavajuci odrediti broj stanja na temelju dobivenog niza, pocetni problem mo-
delirali smo s i =1,2,...,9, i = 50 i « = 100 kocaka i dobili sljedece rezultate:
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t=1 L= —87880.9966977
1= L = —83801.3822719
t=3 L= -T7489.7562758
1=4 L =-76106.7141355
1=95 L= -T4736.3189648
1=6 L= -72302.2190836
1= L = —72306.5878387
1= L = —72310.9525160
1=9 L =-72315.3194397
1 =050 L = —72492.6390580
1 =100 L = —72705.5578453

Na temelju ovih rezultata odmah smo odbacili ¢ = 50 i ¢ = 100 jer nam dobi-
vena vjerodostojnost ne opravdava uvodenje tolikog broja stanja. Preostale rezultate
zornije prikazimo grafom.

Log-likelihood s 10 000 iteracija

-72000
|

74000
|

e
e

Log-likelihood
-80000 -78000 -76000 -
| | |

-82000
|

-84000
|

Broj kocaka

Iz grafa vidimo da ¢ak i za ¢ = 7, 8,9 nemamo znacajnog porasta vjerodostojnosti
tako da smo se fokusirali na ¢ = 1,...,6. Uoc¢imo da funkcija vjerodostojnosti jako
raste kada smo presli s modela s 2 kocke na model sa 3 kocke (rast se smanjuje kada
prijedemo sa 3 na 4 kocke), te pri prijelazu s modela s 5 kocaka na model sa 6 (nakon
6 kocaka, funkcija vise gotovo uopée ne raste).



POGLAVLJE 4. REZULTATI 24

Sljededi pokusaj pronalaska najboljeg modela bio je test (log-)omjera vjerodos-
tojnosti.

P(X]M)
LLR =log| =7
" { P<X|R>]
pri ¢emu je LLR oznaka za log-likelihood ratio (logaritam omjera vjerodostojnosti),
P(X|M) jest vjerodostojnost za svaki od modela (s 1, 2,..., 9 kocaka) izra¢unata

Viterbijevim treniranjem modificiranim deterministickim kaljenjem, a P(X|R) =

(%)m(%)mfl, pri cemu je m duljina niza, a ¢ broj kocaka u modelu.

Log-likelihood ratio

140000
|
o}

Log-likelihood ratio

20000 40000 60000 80000 100000
|

Broj kocaka

Ponovno vidimo da u trojci imamo maleni ,,lakat” na grafu.

Osim promatranja same vjerodostojnosti te omjera vjerodostojnosti, odlucili smo
izracunati AIC i BIC kako bismo pokusali odrediti najbolji model za nas zadani niz.
Rezultate prikazujemo sljede¢om tablicom.

broj kocaka AIC BIC
1 175772.0  175817.0
2 167628.8  167745.8
3 155025.5  155232.6
4 152283.4  152598.5
5 149570.7  150011.8
6 144734.4 145319.5
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Vidimo da se najmanje vrijednosti AIC-a i BIC-a postizu na modelu sa 6 kocaka.
Buduéi da su na8i podaci simulirani sa 3 kocke, zakljucujemo da AIC i BIC nisu
dobri kriteriji u nasem slucaju. O neprikladnosti primjene AIC-a i BIC-a na skrivenim
Markovljevim modelima vise se moze pronaéi u [4, str. 106-107].
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Sazetak

U ovom radu analizirali smo skrivene Markovljeve modele, statisticki alat koji da-
nas nalazi sve ve¢u primjenu u razlicitim podruc¢jima. Dali smo njihovu formalnu
definiciju, opisali neke algoritme za rad sa skrivenim Markovljevim modelima i im-
plementirali ih u programskom jeziku Python. Konstruirali smo i primjer povremeno
nepostene kockarnice kao osnovu za kompliciranije primjene u bioinformatici (npr.
modeliranje genoma), proveli simulaciju te pokusali pronaéi najbolji model koji bi
opisao tako dobivene podatke. Koristili smo nekoliko statistickih metoda za odabir
najboljeg modela — maksimizaciju vjerodostojnosti, omjer vjerodostojnosti, AIC i
BIC — no niti jedna od tih metoda nije dala dobar rezultat. To ukazuje na komplek-
snost skrivenih Markovljevih modela unato¢ tome Sto intuitivno ne djeluju kao nesto
iznimno slozeno.



Summary

This thesis explores hidden Markov models, a powerful statistical tool applied in vari-
ous scientific fields. We give the formal definition of a hidden Markov model, describe
several algorithms traditionally used in their analysis and present their implementa-
tion in Python. We also construct an example of an occasionally dishonest casino as
the basis for more complicated applications in bioinformatics (e.g. genome analysis),
simulate data and attempt to find the best model for it. Several statistical methods
are used — likelihood maximization, log-likelihood ratio, AIC and BIC — but none
of them yield satisfactory results. This indicates the complexity of hidden Markov
models even though initially they may not appear particularly difficult.
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