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RESUMO

Partindo dos trabalhos cldasicos de Bousslnesq, sio analisados os modelos
de exaurimento hidrico e os seus fundamentos tedricos, com particular incidéncia
na significacio conceptual dos seus parimetros. Abordam-se 08 casos de aquiferos
livres profundos e sem profundidade, de aquiferos confinados ¢ de origens de
dgua complexas, como € o caso dos cursos de dgua. Sio analisados, e avaliados
estatisticamente, os resultados da aplicacio de diversos modelos a numerosas
curvas de exaurimento em pequenas bacias. Finalmente, sdo tratados os diversos
aspectos das utilizagSes destes modelos em Hidrologla. Conclui-se:

a) os modelos de exaurimento simples devem ser escolhidos de acordo com a
natureza dos aquiferos e/ou dos problemas a tratar;

b) os modelos de exaurimento composto obtidos por introducgio de novos
parimetros nos modelos de exaurimento simples tém um interesse limitado dada
a sua natureza empirica;

¢} Os modelos de exaurimento composio obtidos por conjugacdo de modelos.
simples tém signiflcaco precisa e so de grande utilidade nz interpretagdio dos
dados de escoamento e na modelagio hidrolégica.

(*) Este artigo reproduz, com ligeiras modificagbes, uma comunicacio
apresentada ao Simpoésio Luso-Brasileiro sobre Simulacio e Modelacio em Hi-
driulica e Recursos Hidricos (Associagdo Braslleira de Recursos Hidrlcos, Blu-
menan, SC, Brasll, Novembro de 1983).
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RESUME

On analyse les modéles de tarlssement & partir des recherches classiques
de Boussinesq et, concernant les études plus récents, en cherchant la signification
conceptuelle de leurs paramétres. On étudie les cas des nappes llbres profondes
et sans profondeur, des aquiféres captifs et des eaux souterraines & des origines
complexes, comme c'est le cag des cours d'eau. Par la suite on fait I'évaluation
statistique des résultats d'application de plusieurs modéles 4 de nombreuses cour-
bes de tarissement de petits bassins versants de montagne. Finalement, on fait
la discusslon des applications hydrologiques de ces modéles. On a conclu:

a) les modeles de tarissement simple dolvent étre choisls d'aprés la nature
des aquiféres et/ou selon les problédmes A traiter;

b) les modéles de tarissement composé cbtenus par l'introduction de nou-
veaux paramétres dans les modéles de tarissement simple ont un intérét restreint
étant donnée sa nature emplrigue;

¢) les modéles de tarlssement composé obtenus par la combinaison de
modéles simples ont une signification précise et, done, sont 4 utillser pour l'inter-
prétation des composants de 1'écoulement et pour la modélation hydrologique.

SYNOPSIS

Recesslon models are analysed starting from the classlc research of Boussi-
nesg and by considering the conceptual meaning of their parameters. Are studied
the cases of deep free aquifers, shallow free aquifers and confined aquifers as
the cases of multiple sources of water flow (water courses). The results of appli-
cation of different models to recession in small catchments are analysed and
statigtically evaluated. Finally, the uses of such models in Hydrology are dis-
cussed. It Is concluded:

@) the simple recession models must be chosen according to the nature of
aquifers or in relation to problems under study;

b) complex recession models built through the introduction of new para-
meters in the simple recession models have & limlted interest given their empirical
structure;

¢) complex recession models built by combination of simple models have a
precise meaning and are of great value for interpretation of flow data and for
hydrological modelling.

1. INTRODUCAO

Sao muito numerosas as aproximacdes utilizadas para o estudo
das curvas de exaurimento e para tratamento deste regime em simu-
lagdo, modelacio ou na simples analise de hidrogramas. A intencao

do presente estudo é realizar uma analise e avaliacio dos modelos
classicos de exaurimento e do interesse actual na sua utilizacao.
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2. MODELOS DE EXAURIMENTO SIMPLES

O emprego de modelos de exaurimente com base cientifica
deve-se aos trabalhos de Maillet (1902, 1905) e de Boussinesq (1904
a e b). O primeiro autor utilizou uma via semi-empirica, enquanto
¢ segundo se baseou no estudo do escoamento bidimensional da agua
em meio poroso saturado nao sujeito a recarga.

Assim, considerando um lencol livre, com declive suave, tanto
do fundo como da superficie, Boussinesq (1904 a) deduziu a equacgio
que rege a ordenada h(x, y, t) da superficie do lengol freitico rela-
tivamente ao nivel base do exutdrio (nascente ou emissario)

h h h
s - P Ro+rm2y+ L ® o2y
at ox ax Ay oy

em fungio da espessura D do equifero, da condutividade hidraulica
K e da porosidade eficaz S. Esta equacio, conhecida como equacio
de Boussinesq, caracteriza os lencdis livres profundos, isto é aqueles
em gue a sua espessura D nao é, em condi¢io alguma, negligenciavel
relativamente 4 ordenada h.

O escoamento na nascente ou no emissario é uma fungio do
declive dh/dx da superficie do lencol freitico. Em condigbes nfo
influenciadas pesla recarga constata-se que os declives da superficie
ge tornam mais fracos que o0s declives do fundo, pelo menos na
proximidade do nivel de descarga. Neste caso h torna-se desprezivel
relativamente a D e, assim, o bindmio (D + h) reduz-se a D. Utili-
zando apenas o primeiro termo da série de Fourier para resolver a
equacao (1) assim simplificada, Boussinesq (1904 a) deduziu para
o caudal unitario (por unidade de largura do exutério) a expressio

KD c e—at )
2L

q:

O escoamento ndo influenciado é assim funcdo das condicoes iniciais

nKD
2L

C (3)

4o =
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definidas pelas caracteristicas do aquifero, K, D e L (comprimento
ou valor da abcissa na fronteira oposta ao exutédrio) e pela constante
arbitraria C, funcio das mesmas caracteristicas e dasg condigdes
iniciais da superficie, portanto de h (x, y, 0).

O escoamento é igualmente funcio do coeficiente de exaurimento

KD
@ == 4
4 SL

definido pelas caracteristicas geométricas e hidraulicas do aquifero
e que rege a variagio temporal do escoamento em periodo nao
influenciado.

Quando se trata de lencdis livres sem profundidade, espessura
D pode desprezar-se relativamente a h. A equagio (1) de Boussi-
nesq toma entao a forma

2h 0 gh*? 0 oh?
28 = (K ) + (K ) (%)
ot ax ox ay ay

Nestas condicoes existira a relacao

h—_ B8 (6)
l1+at

entre a ordenada h no instante t e a ordenada h, no instante inicial.
Resulta entio

1

Y (M)
TP

Q=4
com o coeficiente de exaurimento definido por

3¢ KH,

(8)
28 L

em que H, é a profundidade inicial do lencol freitico & distiancia
L. do exutério e ¢ é uma constante (c = 0,86236).
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Qualquer das duas expressdes (2) e (7) traduzem o exaurimento
de um aquifero Gnico em regime nao influenciado, que designamos
por exaurimento simples dado traduzir apenas o escoamento a partir
de um f1nico reservatdério por accio da gravidade e ndo sujeito
a outras influédncias que ndo sejam as devidas as caracteristicas
geométricas e do meio em questdo. Consequentemente, designamos
por modelos de exaurimento simples os que descrevem o exaurimento
simples, independentemente de serem aplicados a aquiferos inicos
ou néo, mas por descreverem as leis de variagio dos caudais ndo
influenciados em condigdes semelhantes 3s dos aquiferos acima
referidos.

Distinguimos assim o modelo exponencial simples (MES)
Q=Q, exp (—at) (9)
¢ o modelo Rhiperbdlico simples (MIS)

Q.

- (10)
A+4+a t)?

Q

O emprego das maiiisculas Q e Q, corresponde & extensfo a toda
a largura do emissirio, portanto & totalidade do aquifero que des-
carrega a montante do local de ohservacdo dos caudais.

3. O MODELO EXPONENSIAL SIMPLES (MES)
3.1. Agquiferos livres profundos

A solucao de Boussinesq tem sido comprovada por numerosos
investigadores. Podem citar-se trabalhos do inicio do século, como
os de Flamant (1909) e de Forcheimer (1932), ou trabalhos mais
recentes, tanto relativos a lencbis livres de superficie inicialmente
horizontal (Rorabaugh, 1964; Glover, 1966; Singh, 1968) como a
lengbis freaticos apresentando superficie inicialmente ndo horizontal
(Dumm, 1964; Butler, 1967; Singh, 1968, 1969). Discusszo sobre
o assunto é apresentada por Hall (1968) e por Pereira (1977).
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Partindo da equacio de Boussinesq (eq. 1) simplificada

2
3h KD @h A1)

ot S  ox

e para o caso dos lengdis freaticos com superficie inicial horizontal
(figura 1), as solugGes encontradas, embora formalmente diferentes,

B
T

WRLRRRRRRERRS

- L I L

Fig. 1 — Esquema de um aquifero livre profundo.

sdo concordantes. Assim tomando para condigdes nos limites

h (O,t) =0
h (L,0) = H, (12)
sh | —0
x ' t=0
vem
h (xt) =-%E£‘— e Tmaet (i-cos n x} sin (n ﬂx)
n «

(13)

0 que conduz a um caudal unitario
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q (t) =—L— e - (n=13,5,...) (14)

sendo o coeficiente de exaurimentc definido por

nt K D
g = — (15)
4 S5 L¢

Trata-se da mesma solucdo de Boussinesq (eq. 4), sendo o caudal
unitario inicial dado por

2KD
qo:—E (16)

L
portanto também idéntico & definicio de Boussinesq (eq. 3).

No caso de lengdis livres com superficie inicialmente nao hori-
zontal as solucdes encontradas sio semelhantes no que respeita
3 definicio do regime de descarga nio influenciada (eq. 14). Assim,
tomando a aproximacio de Singh (1968, 1969), baseada em hipOteses
formalmente diferentes (Figura 2), as solugdes sao necessariamente
distintas. Este autor obteve

r |

Vorrrrrdiliddidiidis il

l
1
L |

Flg. 2— Esquema de um aquifero livre com emissirio totalmente pene-
trante.
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0 () i e 2L o s I DT (17)
1 Al
com
2n—1
=" g (18)
2
ng = D/H, (19)
o B Ho (20)
S L¢

Pode porém constatar-se que para n — 1 as solugdes sdo seme-
lhantes. Ora tanto este autor como Rorabaugh (1964) demonstraram
que os termos de ordem superior a primeira (n > 1 nas equagoes
14 e 17) sio desprezaveis pelo que se pode concluir que as solugdes
sao semelhantes; em particular, a definicdo do coeficiente de exauri-
mento (eq. 15) é a mesma.

Nao existindo assim diferencas no regime de exaurimento devidas
4 forma da superficie inicial dos aquiferos, o problema da aplica-
bilidade do modelo MES coloca-se na profundidade dos mesmos.
Assim, quer Singh (1968, 1969), em estudos de esgotamento de
aquiferos, quer Skaggs (1975) ou Chu e DeBoer (1976), em estudos
de drenagem agricola, demonstraram que & medida que o grau de
penetracio do emissirio aumenta — ou segja quando ¢ nivel de des-
carga se aproxima da camada impermeavel que limita o fundo do
aquifero — a solugdo exponencial tende a nao decrever o regime de
exaurimento. De uma forma geral, quando o grau de penetracao
atinge 75 % o regime de esgotamento é de preferéncia descrito por
um modelo MHS relativamente a um modelo MES. No entanto, este
valor limite do grau de penetragio depende das dimensdes L e D do
aquifero.

3.2, Aquiferos confinados

O MES é também solucido para o exaurimento de aquiferos con-
finados. Werner e Sundquist (1951) partiram da equagio (1) de
Boussinesq transformada




MODELOS DE EXAURIMENTO 267

sh K ¢ oh

(21)

pela introducio de ¢, coeficiente de compressibilidade da agua, e v,
seu peso especifico. Obtiveram a relagio

KD — ot
= LHO e Z =4q, exp (— at) (22)

corespondente ainda ao primeiro termo da série de Fourier gue cons-
titui solucho para a integracio da equacdo de Boussinesq, e que
extendida a2 todo o aquifero é traduzida pelo MES (9). O coeficiente
de exaurimento é agora definido por

KD

o = —— (23)
SLF

em que D e F caracterizam a geometria do aquifero (Figura 3).
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Fig. 3 — Esquemsa de um aquifero conflnade segundo Werner e Sundquist
{1951).

Schoeller (1962) adoptou uma aproximacao diferente. Através
da hipétese de Dupuit e da Lei de Darecy, estabeleceu a equagio de
continuidade
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(24)
L dt

em que D, h e L. sdo definidos de acordo com a figura 4 e em que V
representa o volume de d4gua armazenada acima do nivel do emissario

h

V=DS5 (25)
Sen o

Fig. 4 — Esquema de um aquffero confinado, segundo Schol-
ler (1962).

Associando as equacdes (24) e (25) obtem-se

av
—_—— =

K ,
sin ¢) dt (26)
v LS

cuja integragio entre t, e t conduz a

— & (t'to)

27
V=V, e {en)
e portanto (equacio 24) a
—a t {28)
q=0q, e




MODELOS DE EXAURIMENTO 269

sendo o coeficiente de exaurimento definido por

K
L= sen o (29)
LS

Esta expressdo (29) concorda com a anterior (23) ja que corres-
ponde a substituicio de D/F por sen g.

3.3. As curvas de exaurimento em hidrologia de superficie

O modelo MES é largamente utilizado em hidrologia de super-
ficie. Nestas condigdes ndo se pode falar da definigdo exacta dos
seus parimetros, ao contriario do que sucede em hidrogeologia. A
aproximagio é necessariamente feita através da andlise das curvas
de descida do hidrograma de cheia ou considerando a analogia com
o esvaziamento de reservatérios.

Por exemplo, Zoch (1934), hoje considerado um pioneiro na
modelagio dos sistemas hidrol6gicos lineares, analisando asg curvas
de descida partiu da equacfo diferencial

t. dQ=—-Q dt (30)

cuja integracéo, apds divisio por t,Q, conduz a

e 2 (31)
tl' Qu
ou seja
_t
Q=Qe (32)

em que se substitui o coeficiente de exaurimento pelo tempo de
resposta
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A forma (32) & a preferida por muitos autores para o modelo
MES.

Partindo igualmente da andlise de hidrogramas, Barnes (1939)
preferiu introduzir a relagio K, — constante de exaurimento — entre
os caudais observades a intervalos de tempo unitirios. Resulta assim
para o modelo MES a forma

Q=Q. K, (34)

em que a constante de exaurimento se relaciona com o coeficiente de
exaurimento através de

K.=e * (35)

O modelo MES assim expresso ¢ de grande utilidade para a
anilise de hidrogramas e a modelacio do escoamento quando o passo
de tempo coincide com a unidade de tempo escolhida.

Dado que o regime de exaurimento se verifica em periodos ndo
influenciados pela precipitacio, Coutagne (1948) considerou que 0s
caudais observados em tais condi¢des sdo proporcionais a uma potén-
cia m qualquer do volume V armazenado na bacia. Designando por k
o factor de proporcionalidade, ter-se-a:

dv
=———=k V" (36)
= dt
ou
—dl + kVr=0 (37)
dt

Tomando m = 1, o que corresponde i hipdtese de reservatério
linear (Dawdy, 1982), e integrando entre os instantes t =0 e t, vem

V=V,e ot (38)

a que corresponde o modelo MES

9=, ¢ * (39)
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Raciocinio distinto, embora similar, conduziu Larras (1972) ao
mesmo modelo.

Por seu lado, Roche (1963) considera que o exaurimento de um
curso de aAgua ou de uma bacia se pode assemelhar ao esgotamento
de um reservatorio que se esvazia através de uma rolha porosa.
Nestas condigbes a solugio & a gue corresponde ao modelo MES que
vimos analisando.

4. O MODELO HIPERBOLICO SIMPLES (MHS)
4.1, Aquiferos sem profundidede

A solucgdo de Boussinesq (1904 a), dada pelas equacoes (6) e (7},
foi confirmada por diversos autores. Cita-se o trabalho de Poluba-
rinova-Kochina (1962) que partindo da equacdo de Boussinesq (5)
para os lencdis livres sem profundidade (Figura 5)

(h—) (40)

obteve por integracio
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- h
h (x,t) = H_ﬂ (41)
1+at
e, seguidamente,
1,725 K H, 1
g {t) = {42)
L {1+ at)®
com o coeficiente de exaurimento definido por
K
o = 1,115 = (43)
e o caudal unitario inicial dado por
1,725 K H,
o, = 3 il (44)

Singh (1968 e 1969) e Tzimopoulos (1976), entre outros, com-
provaram que este modelo € solucdo exacta quando se trata efectiva-
mente de um lencol sem profundidade isto € quando h, = h (0,0) = 0.

Logo que este valor h, cresce relativamente a H, = h (L. 0),
o modelo deixa de se ajustar perfeitamente até que para valores de
h.,/H, = 0,25 é o MES que melhor descreve o problema, dado tratar-se
ji& de emissario parcialmente penetrante e de aquifero com profun-
didade. Estas conclusdes sdo de particular utilidade em drenagem
agricola {Chu e DeBoer, 1976).

42. Uso do modelo MHS em hidrologia de superficie

O uso deste modelo em hidrologia da superficie é muito menos
corrente do que a utilizagio do MES. O seu emprego baseia-se na
analogia com o esvaziamento de reservatdrios,

Assim, Coutagne (1948), considerandoe a equacio da continuidade
{37} e fazendo m -~ 1, obteve por integracio
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m

m
V=V, {1+ (m—1) at) (45)

Para m =2 (o0 que corresponde a um caso particular dos reser-
vatorios ndo lineares) resulta

Q=Q, (1i+ at) (46)

Por seu lado, Roche (1963), considerando agora um reservatério
cheio de areia que se esvazia por uma das suas paredes perfurada,
obtém a mesma solugio (46).

O menor uso deste modelo provém, talvez, de maiores dificul-
dades de calculo grafico— a solugfo tradicional — e de ndo ser, em
geral, adaptavel a andlise de hidrogramas. As hip6teses de analogia
ao esvaziamento de reservatérios mostram entretanto gue é possivel
considerar a hipétese do seu emprego em hidrologia de superficie,
embora sempre como caso particular de reservatorios nio lineares.

5. INFLUENCIA DA RECARGA NO REGIME DE
EXAURIMENTO

Diversos autores, como Mero (1964) ou Venetis (1969), estu-
dandc o modelo MES, procuraram tomar em consideracio o problema
de recarga. Dos resultados constata-se que o MES é aplicavel, n#o
sendo afectada a definicio do coeficiente de exaurimento (Nutbrown,
1975). Porém, o andamento da curva ¢é alterado, devendo-se tal
facto tanto a influéncia da recarga como a perdas por ascensio
capilar, por evapotranspiracio ou por infiltracio profunda.

Assim, Singh (1968) considerou uma funcic de recarga P

P t)=P e Pt(1_ %) (47)

em que ¢ < 1,0 e onde 3 representa a taxa de variacio temporal da
recarga, que pode assumir tanto valores positivos como negativos
conforme se trate de ganhos ou de perdas. Deste modo a equacido de
Boussinesq (11) escreve-se
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KD ?2%h " P(xt)
S ax° 3]

(48)

Da integragio desta equagdo, e considerando os efeitos da recarga
através das variiveis

B = 5 (—1—"-)2 (49)
K H,

B, = BKSHI: (50)

e tomando variiveis adimensionais para o caudal (w) e para o tempo
(%), o autor pdde concluir (Figura 6): i) o coeficiente de exaurimento
{eq. 15) nao se altera por efeito da recarga; ii) a curva de exauri-
mento, porém, modifica a sua forma, mostrando uma redugio suces-
sivamente mais lenta da taxa de decréscimo dos caudais quando
a recarga & positiva (curva com declive decrescente mas progressi-
vamente reduzido); iii) do mesmo modo, a curva de exaurimente
apresenta declive progressivamente mais acentuado quando a recarga
¢é negativa (aquifero sujeito a perdas); iv) a modificagio da forma
da curva de exaurimento é tanto mais acentuado quanto maior fér
a taxa de variacio temporal da recarga f.

Destes factos deve extrair-se uma conclusio relevante: a analise
de curvas de exaurimento em periodos (ou anos) em que a recarga
natural seja mais forte traduzir-se-a pela observagéio de coeficientes
de exaurimento inferiores aos reais, acontecendo o contririoc em
anos de recarga nula, ou quase, e em periodos favordveis a perdas.

Deste modo, a definicAo do coeficiente de exaurimento que
caracteriza determinada nascente (ou curso de fgua) exige obser-
vagbes prolongadas durante vArios anos e, portanto, a obtencéo de
curvas caracteristicas de exaurimento.

Por outro lado, o conhecimento dos mecanismos descritos é
essencial para uma correcta interpretacio das curvas de exaurimento,
tornande assim possivel a sua utilizagéo para estimar a evapotrans-
piracio {Daniel, 1976).

No modelo MHS o coeficiente de esgotamento é funcio de H,
(equagdo 43). Assim, porque H, é influenciado pela recarga, o coefi-
ciente de exaurimento é também influenciado pelos ganhos ou perdas
sofridos pelo aquifero, ao contrario do que sucede com o modelo MES.
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Fig. u-- Influéneia da recarga (positiva cu negativa) sobre o cxauri-
mento de aquiferos livres profundos, segundo Singh (1968).
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Resulta deste facto, e da prépria natureza da fungio, que o MHS
tem tendéncia a se ajustar bem a curvas de exaurimento que tra-
duzem ganhos, nomeadamente nos casos que, teoricamente, deveriam
ser descritos por um modelo exponencial. A obtengao de parimetros
para os modelos de exaurimento exige, portanto, que a série de
caudais a ajustar corresponda ao esgotamento do equifero em condi-
coes ndo influenciadas, situacio de dificil reconhecimento na pratica,
obrigando, como atras referimos, 4 obtengido de curvas tipo de exau-
rimento a partir de varios periodos de observacao.

6. MODELOS DE EXAURIMENTO COMPOSTO

E frequente os caudais observados nio terem uma origem ftinica:
no caso de nascentes, em particular em zonas karsticas, aquelas
podem constituir descarga comum a equiferos ou reservatoérios dife-
rentes; no caso dos cursos de dgua é geralmente certo que as origens
dos caudais de base sdo de natureza diferente. Sendo assim, as curvas
de exaurimento, por traduzirem influéneias diversas, além de poderem
ainda ser influenciadas pela recarga (positiva), nem sempre podem
ser representadas por um dos modelos simples atras descritos. E
entio necessario o recurso a modelos de exaurimenio composto,
isto é modelos capazes de descrever o regime de exaurimento sujeito
a origens miultiplas.

Podem distinguir-se:

a) os modelos que traduzem o efeito acumulado de modelos
simples, de natureza deterministica:

1) o modelo exponencial composto (MEC)

Q=X Q,, exp (a1t} (51)

de largo uso em hidrologia e em hidrogeologia. Teoricamente, como
ji proposto por Boussinesq (1904), corresponderia a considerar
outros termos da série de Fourier para além do primeiro. Na pratica
nio se verificam as relactes entre os diversos termos que deveriam
existir de acordo com a sua formulagio tedrica (equagdes 14 e 17).
De facto veio a constatar-se, a partir da anilise de hidrogramas, que
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cada termo i corresponde a um componente do escoamento ou, pela
anilise do regime das nascentes, que cada termo caracteriza um
reservatério ou aquifero diferente descarregando no mesmo exutério;

2) o modelo hiperbdlico composto (MHC)

Q=3 Q, (1+at) (52)

r

de uso raro mas que, posta de lado a base tedrica ndo relevante
para o modelo MEC, pode caracterizar igualmente diferentes compo-
nentes do escoamento através de cada um dos seus termos i;

3) o modelo mixto (MMI)

Q=Q. exp (ut) +Q,, (1 + azt)® (53)

utilizando em hidrologia carstica, embora raramente.

b) Os modelos que resultam da transformacio dos modelos
simples, de natureza empirica ou semi-empirica:

1) o modelo exponencial duplo (MED), obtido por introdugao
do expoente n arbitrario,

Q=Q, exp (—at") (54)

2) o modelo exponencial transformado (MET), resuitante da
adicio de um termo constante Q.

Q=Q + (Q—Q.) exp (—at) {55)
3) o modelo exponencial binomial (MEB), com expoente binomial
Q=Q, exp (—at — ast?) (56)

4) o modelo hiperbdlico generalizado (MHG), com utilizacio do
expoente n, arbitririo,

Q=Q (1+ at)" (57)
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e que corresponde & solugio de reservatdrio nio linear (m -4~ 1 na
equacio 36).

3) o modelo hiperbdlico itransformaedo (MHT), por adicio do
termo constante Q.

Q=Q +(Q — Q) 1+ at)~ (58)

e no qual por vezes € utilizado o expoente n, a semelhanca do MHG
(57).

Estes modelos de esgotamento composto tém valor diferente.
De facto, enquanto os primeiros (51 e 52) traduzem a adigio de
exaurimentos de reservatdrios de natureza diferente, e, assim, se
podem considerar como modelos deterministicos, os segundos devem
tomar-se como modelos semi-empiricos ji que os parimetros respec-
tivos néo tém, em geral, significagdo fisica precisa. De facto, a intro-
duc¢io de novos parimetros retira significacio aos parimetros dos
modelos simples que lhes serviram de base. Podem exceptuar-se os
MET e MHT visto que Q. pode considerar-se um escoamento cons-
tante de um reservatério que se esgota em regime permanente, sendo
o segundo termo representativo de um exaurimento simples; no
entanto, a hipdtese de exaurimento em regime permanente é difieil
de admitir e deveri considerar-se de preferéneia um outro termo
representativo de um exaurimento simples com um coeficiente de
exaurimento muito pequeno, o que se traduziria por um dos modelos
MEC ou MHC.

Estes modelos empiricos * —a maior parte dos quais foi ja
proposto ou analisado por Maillet (1905, 1906) — serviram essen-
cialmente para a previsic ou a predeterminacio de caudais de
estiagem. Actualmente, face as facilidades de célculo devidas & com-
putagio, o seu interesse é muito restrito ao contrario do que sucede
com o8 modelos MEC ou MHC, muito particularmente os exponenciais.

Como alternativa a estes modelos pode citar-se a utilizacio de
processos de modelagio e simulagfo, sendo as curvas de esgotamento
descritas, por exemplo, através de associagbes de reservatoérios
{Raudkivi, 1979) ou pela simulacio de um reservatdrio com parede

(®) A que se pode acrescentar a funcfio parabdlica decrescente @ = o o
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filtrante (Peeble ef al. 1980), ou pela modelagio do escoamento em
meio poroso (Beven, 1982), ou ainda através de um sistema linear
de reservatérios sujeitos a modelagdo hidrodinimica especifica, caso
do modelo de escoamento lateral por compartimentos (Thomsen e
Striffler, 1980; Hogg et al., 1980).

De salientar, alias, que o modelo MEC deve ser interpretado
como o resultado de uma sequéncia de reservatérios que se esvaziam
com ritmos diferentes, constituindo um sistema linear (Figura 7).

\

Flg. T— Interpretagdo do modelo exponencial composto através de um sistema
de reservaidrios lineares.

Q= G1+G2+G3
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7. AVALIACAO DOS MODELOS DE EXAURIMENTO

A avaliacio dos modelos de exaurimento deve ser realizada pela
analise conjunta dos residuos dos ajustamentos e pela significagac
conceptual e deterministica dos seus parimetros (Pereira, 1983 a).
Apresentam-se a seguir os resultados da aplicagio da maijoria dos
modelos de exaurimento atris descritos ao estudo do regime de
exaurimento de onze pequenas bacias dos pré-Alpes suicos (Pereira,
1977). Breve descricio destas bacias é apresentada por Pereira
{1984 b).

7.1. Os modelos de exaurimento simples

Os modelos MES e MHS foram aplicados a um total de 935
curvas de exaurimento simples das onze bacias em questdo. Os
ajustamentos foram realizados utilizando o método dos minimos
gquadrados.

b) Comparando as variincias dos residuos, constatou-se que:
em 44 9% dos casos os resultados sac favoraveis ao MES, com apenas
1,5 % dos casos em que tal diferenca é estatisticamente significativa;
em 53,7 % dos casos os resuitados sio favoraveis ac MHS mas apenas
com 0,49 dos casos em que a diferenca é& significativa. Conclui-se
gser idéntica a qualidade estatistica dos ajustamentos de ambos os
modelos.

b) Comparando os coeficientes de variacio obtem-se confirma-
¢io da conclusio anterior: em 81,39 dos casos os ajustamentos do
modelo MES conduziram o coeficiente de variagio inferior a 0,10
contra 78,1¢, para o modelo MHS, A qualidade dos ajustamentos
fica igualmente comprovada.

c¢) A comparacioc dos desvios relativos dos valores extremos

QC— QO
Q0

DR = (59}

em que QC é o valor calculado pelo modelo e QO o valor observado
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para os extremos (superior ou inferior) da amostra, volta a revelar
que ambos os modelos se comportaram quase identicamente (Qua-
dro 1). Apenas se constata que o modelo MES tem tendéncia a subes-
timar os valores extremos, tanto superiores como inferiores.

QUADRO 1

Comparacio dos modelos exponencial e hiperbdlico simples pelos desvios relativos
dos ajustamentos dos valores extremos (DR).

Percentagem de casos por classe de DR Desvios
Extremos Modelo
1% 1%-5%  5%-10%  10% negativos
Superior MES 16,2 69,9 11,4 2,4 64,7 %
MHS 13,0 68,3 11,4 73 40,2 o
Inferior MES 17,9 64,2 13,8 4,1 64,6 %
MHS 22,0 69,9 7.3 08 50,2 o

d) Estes resultados, que ndo sdo evidentemente generaliziveis,
mostram que a escolha do modelo de exaurimento simples ndo deve
ser realizada do ponto de vista estatistico, mas sim segundo os
critérios conceptuais que presidem & defini¢io destes modelos. No
caso presente, estudando-se o exaurimento em bacias de montanha,
os critérios hidrogeolégicos ndo podem ser prevalecentes; assim,
considerando o que atras se referiu quanto & aplicabilidade destes
modelos em hidrologia de superficie, parece possivel a opgao pelo
modelo MES. Na realidade este modelo é solugio para os reservato-
rios lineares enguantc o modelo MHS constitui solugdo apenas para
um caso particular dos reservatdrios néo lineares.

7.2. Modelos empiricos de exaurimento composio

Realizou-se igualmente o ajustamento de modelos obtidos por
transformacio dos modelos de exaurimento simples, tende a aplica-
¢io sido efectuada para 93 curvas de exaurimento composto. Um
exemplo & apresentado na Figura 8.
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Fig. 8 — Ajustamento de véirios modelos de exaurimento a uma curva de exaurl-
mento composto (Vogelbacn, Set.-Out. 1972).
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@) No Quadro 2 resumiram-se os resultados relatives a optimi-
zacdo dos parimetros pelo método dos menores quadrados. Estes
resultados mostram que sdo agora os modelos hiperbélicos MHG e
MHT, em especial o primeiro, que melhor descrevem as curvas em
guestio, comparativamente aos MED ¢ MET.

QUADRO IT

Compara¢iio de modelos empiricos de exaurimento composto pelas varidncias resi-
duais (1/s. km*) dos ajustamentos

Pereenlagem de casos por classea de varifinein

Modelo —— - —_——

0,1 ¢I-10 :0-2,0 3,4 -5.0 5.0
MED — 25,0 28,0 59,7 1.3
MET — a2,7 30,1 15,0 2,2
MHG 11,8 78,5 5,4 4,3 e
MHT 2,2 7.4 14,6 6,4 —

b} Resultados semelhantes sdo fornecidos pela analise dos des-
vios relativos dos valores extremos (equagio 59) das amostras
ajustadas (Quadro 3). Verifica-se que og DR correspondentes aos
extremos superiores sao claramente menores para o MHG e que é
este 0 modelo que apresenta menor tendéncia para substimar os
valores extremos superiores; constatou-se ainda que, em geral, as
diferencas de comportamento dos modelos sio estatisticamente signi-
ficativos. Quanto aos valores extremos inferiores, os mais baixos dos
DR correspondem ac MET e ao MHT, o que se explicard pclo efeito
do parimetro Q. (equagoes 55 e 58) sobre os baixos valores do
caudal; entretanto, as diferencas sistematicas entre os modelos sao
menos vezes significativas.

¢) Pode concluir-se que o MHG, por corresponder a solucio geral
de modelos nio lineares (situacio tipica numa curva de esgotamento
composta por caudais de diferentes origens) é o modelo que apresenta
melhor comportamento, facto que explica o uso frequente que teve
em hidrologia céarstica (Drogue, 1972). No entanto, a sua utilizacéo
tendera a cair em desuso face a moderna formulacao dos modelos
nio lineares (Diskin, 1982) e & preferéncia pelo modelo MEC na
medida em que este permite uma adequada interpretacio do processo
de esgotamento hidrico (Pereira e Keller, 1982).
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QUADRO III

Comparacido dos desvios relativos dos valores exiremos nos ajustamentos de mo-
delos empiricos de exaurimento composto.

Numero MODELQS
ade MED MET MHG MHT
Batia e
njustamentos N I e _¥
NA DRi%)* NN** DR(%) NN DR(%) NN  DR(%) NN
Extremos superiores
3 13 18,3 13 12,4 12 25 7 4,3 i
4 4 18,4 4 83 3 1,0 2 5,4 2
5 6 23,6 6 17,8 5 0,7 2 22 3
7 8 12,4 7 6,3 T 2,0 4 4.7 4
8 6 19,3 6 13,4 6 3.8 3 6,4 2
21 10 21,5 10 13,0 10 1,4 9 8,2 10
31 i1 30,5 11 25,9 11 31 9 11,1 11
32 11 21,8 10 17.8 9 2,2 4 10,8 9
41 10 229 10 10,8 9 2,1 3 3.4 5
o1 T 13,9 7 12,7 i 34 5 10,0 i
52 12 209 12 16,5 12 2,9 7 6,9 8
Extremos inferiores
3 13 14,0 10 4,0 6 8,0 7 6,0 3
4 4 15,3 4 14 2 4,5 2 3.7 2
3 6 14,9 3] 1,9 4 5,2 3 1,3 3
7 8 8,6 i 3,6 2 4,3 4 3.2 2
8 6 20,8 5 7.6 3 13,2 4 11,5 3
21 10 10,5 9 2,1 5 3,5 5 2,3 6
31 11 16,5 10 508 6 7.4 6 5,6 6
32 11 10,3 9 6,0 3 9,9 4 89 2
11 10 18,9 10 4,8 9 10,8 8 7.9 7
51 7 4,2 6 1,7 4 2,1 3 1,4 2
52 12 11,9 1 5,3 4 8,7 5 5,8 4

{*") DR mdédia dos desvios relativos dos NA ajustamentlos (em valor abscluto),
(**) NN nuamcero de cogos em que DR & negativo.

7.3. Modelos deterministicos de evaurimentc composto

Os modelos MEC e MHC, com 3 ¢ com 2 termos (adiante referidos
MEC 3 e MEC 2 ou MHC 3 e MHC 2), foram aplicados as curvas tipo
{Pereira, 1978 2) e as curvas envolventes (Pereira, 1978 b) de
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exaurimento das bacias ji referidas. Para o efeito foi utilizado um
método de minimos quadrados ponderados para optimizacio dos
respectivos parametros Q., e a; (Pereira, 1984 a).

a) Comparando as varifincias (Quadro 4), verifica-se uma clara
supremacia de MEC 3 ¢ uma resposta razoavel de MHC 2.

b) A andlise dos desvios relativos (equacio 59) conduz 4 mesma
conclusio sobre a supremacia de MEC 3, embora seja evidente
a tendéncia para sobre-estimar qualquer dos valores extremos, sendo
porém tais desvios muito pequenos em valor absoluto (Quadro 5).

¢) O caso presente, que nao é de forma alguma generalizavel,
evidencia a supremacia do modelo exponencial, concordante com a
conclusdo retirada da anilise dos modelos simples. E o facto de
o modelo de trés termos se apresentar como melhor permite, além
disso, uma melhor anilise do escoamento em periodo de exaurimento
(Figura 6). .

QUADRO IV

Comparacdo dos modelos de exaurimento composto pelas varidncies residuais dos

ajustamentos
Percentagem de casos por classe de varidncia (1/s. Kim?®)
Mndelo
< 0,1 0,7 a3 0,3 a0,1 = 1,0
MEC 3 59,8 23,5 11,8 4,9
MEC 2 7.8 17,6 34,4 40,2
MHC 3 7.8 13,8 17,6 60,8
MHC 2 22,5 23,5 31,5 22,5
QUADRO V

Comparacao dos modelos exaurimento composto pelos desvios relatives dos
valores extremos (DR) dos ajustamentos

Percenlagem de casos por classe de DR Desvios
Extremos Modelos negativos
<1% 1% -5% > 5% %
Superior MEC 3 92,2 78 — 27,5
MEC 2 56,9 35,3 7.8 89,2
MHC 3 343 38,2 275 2,0
MHC 2 80,4 18,6 1,0 27,5
Inferior MEC 3 61,8 38,2 - 29,4
MEC 2 6,8 32,4 60,8 98,0
MHC 3 22,6 37,2 40,2 19,6

MHC 2 25,5 32,4 42,1 43,1
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8 UTILIZACAO DOS MODELOS DE EXAURIMENTQO

Os modelos de exaurimento, em particular os modelos de exau-
rimento simples e 0 modelo exponencial composto, tém uma utilizacao
muito diversificada em hidrologia. E o caso da previsio dos caudais
de estiagem, da estimativa dos recursos hidricos subterrineocs, da
caracterizagio dos aquiferos, dos estudos de drenagem agricola, da
analise de hidrogramas, do estudo das relacdes entre adguas subter-
raneas e aguas superficiais, da estimativa de elementos do balango
hidrico.

A previsao de caudais de estiagem constitui uma finalidade
classica. Os estudos de Boussinesq (1094 a) e de Maillet (1905, 1906}
tiveram essa finalidade especifica para o caso de mananciais de
origem subterrdnea. Foi alids nesta perspectiva que se situou o
aparecimento dos modelos empiricos que atris referimos e, bem
assim, dos modelos deterministicos de exaurimento composto. Entre-
tanto, a utilizagdo dos pardmetros dos modelos de exaurimento, em
particular o coeficiente de exaurimento, continuam a ter utilidade
na previsio e na predeterminacio dos caudais de estiagem (Larras,
1972), nomezadamente quando se ufilizam leis de extremos (Bernier,
1964; Mouy, 1966) ou quandc se procura a simulacic de caudais
(Bowles e Riley, 1976).

Da anilise dos modelos de exaurimento simples conclui-se facil-
mente que entre os seus parimetros existe uma relacio definida

V= —Q—t (60)

o

no caso do modelo MES, cu

. (61)
all + o ©)

para o modelo MHS, que permite calcular os volumes armazenados
no instante t. Podem assim estimar-se os volumes das reservas sub-
terrineas e, igualmente, estimar-se os volumes disponiveis entre
t, e t. por comparagiao entre os correspondentes volumes V, e V..
Este facto € de grande utilidade, quer em estudos de avaliagio de
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recursos hidricos (Rego e Pereira, 1974; Mero e Gilboa 1974), quer
em estudos para a exploracdo de equiferos (Sanchez, 1980), quer
em estudos de caracterizacio hidrogeoldogica, particularmente em
hidrogeologia carstica (Kiraly ¢ Morel, 1976; Karanjac e Altug,
1980).

O facto de a transmissividade

T = KD (62)

figurar na definigio do coeficiente de exaurimento (equagio 15)
conjuntamente com a porosidade eficaz (ou cedéncia especifica) S,
permite que da aplicacao do modelo MES se possa estimar a difu-
sividade do lencol freatico

4

T

T
D= —= e L (63)
5

e, posteriormente, a propria transmissividade T (Trainer e Watkins,
1974).

Em estudos de drenagem, particularmente em ensaios de drena-
gem, o regime de exaurimento dos drenos tem particular importéincia.
Assim, os modelos de exaurimento MES ou MHS podem ser utilizados
para estimar a condutividade hidraulica K «in situ», integrando
portanto todos os factores que devido 4 anisotropia e heterogeneidade
do meio, contribuem para a dispersido dos valores calculados para K.
As aproximacoes a este problema séo, no entanto, particulares (Chu
e DeBoer, 1976; Guyon, 1979). Por outro lado, o estudo das curvas
de exaurimento permite estimar o tempo de resposta da drenagem
em termos de se conhecer 0 momenio adequado para a realizagdo de
trabalhos do solo apds drenagem, sem riscos de deteriorizagao das
condigdes fisicas do solo {Guyon e Lesaffre, 1984).

A utilizacdo das curvas de exaurimento, e do modelo MEC em
particular, tem especial interesse nos estudos sobre o regime hidrico
das bacias hidrolégicas e sobre os factores que influenciam os termos
de balanco hidrico. B o caso do estudo dos efeitos da vegetaco
(Federer, 1973), das influéncias geoldgicas, das influéncias dos
factores fisiograficos (Pereira e Keller, 1982), das relagGes escoa-
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mento — evapotranspiracao (Duru ef al. 1974), das influéncias do
armazenamento subterrineo sobre o escoamento (Storr, 1974; Kovacs,
1975) ou do armazenamento em glaciares scbre o regime dos cursos
de agua por eles alimentados (Collins, 1982).

A abordagem destas questdes merece um interesse especial,
como alids acontece com a utilizacio dos modelos de exaurimento
na anilise dos hidrogramas (Barnes, 1939; Singh, 1972; Birtles,
1978) ou na modelagdo do escoamento, em que podemos apontar
como exemplos as aproximacgdes de Becker e Borchardt (1980} em
modelos conceptuais de bacias experimentais, de Sunada (1982) e de
Lopes et al. (1982) em modelos de simulagio de hidrogramas de
escoamento, e de Baker ef al. (1982) em modelos de escoamento com
origem em glaciares. Tais questdes passam por uma analise mais
profunda, tanto no que se refere 4 obtencio das curvas tipo de
exaurimento, como no que respeita 4 utilizacio do modelo MEC,
o que faremos noutros artigos (Pereira, 1984 a e b).

9. CONCLUSOES

a) Os modelos de exaurimento simples devem ser utilizados de
acordo com o0s conceitos de base que lhe deram origem, Assim: 1) o
modelo exponencial simples (MES) corresponde ao exaurimento de
mananciais provenientes de aquiferos livres profundos (emissario
parcialmente penetrante) ou de equiferos confinados; 2) o modelo
hiperbélico simples MHS diz respeito ae exaurimento de aquiferos
livres sem profundidade (emissarios totalmente penetranteg); 3) em
hidrologia da superficie, porque o modelo MES corresponde & resposta
de reservatérios lineares, hipétese geralmente aceite na analise e
modelagio de hidrogramas de escoamento, este modelo &, em geral,
de preferir.

b) Os modelos de exaurimento composto obtidos por transfor-
macdo dos modelos simples sfo de natureza semi-empirica, sem
significado especial, & parte o modelo hiperbélico generalizado
{MHG), que corresponde & solucio de reservatorios nido lineares.
Os processos de modelacdo hoje utilizados em hidrologia fazem
prever que tais modelos percam a sua utilidade ji que os seus
pardmetros niao apoiam uma adequada interpretacdo das curvas de
exaurimento.
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¢) Os modelos de exaurimento composto obtidos por conjugacéo
de modelos simples devem manter o seu interesse dada a sua natureza
deterministica. Em particular, o modelo exponencial MEC permite
uma adequada separac¢do dos componentes subsuperficiais de escoa-
mento, sendo o8 seus parfimetros relevantes para interpretacido da
resposta hidroldgica das bacias (Pereira, 1984 b).

d} Embora muitos processos de modelacio hidrolégica nao con-
siderem os parimetros classicos do exaurimento, dada a importancia
dos escoamentos subsuperficiais na modelagio e simulagio hidrolé-
gica (James et al. 1982) é de esperar que os modelos clissicos de
exaurimento nao percam a sua importincia, particularmente para
a obtengao de modelos conceptuais. Porque os seus parametros inte-
gram uma multiplicidade de efeitos, & de prever a sua exploragio
em modelos operacionais menos sofisticados ou menos exigentes
guanto ao nimero (e qualidade) dos parimetros a utilizar.
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