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1. Introducdo

As contribuigdes da estatistica referentes ao problema da classi-
ficagio tém sido limitadas & separagido dos individuos duma populagio,
em grupos préviamente definidos, por meio de critérios estatisticos ou
4 separacio de grupos mais homogéneos a partir de uma dada popu-
lacdo. No que se segue vamos procurar estudar o ajustamento duma
classificacao a uma populacio classificada de acordo com ela. Limitar-
-nos-emos ao caso em que os elementos da populagéo sdo definiveis a
partir dum nimero finito de propriedades numéricas pois este é o
caso a que a teoria actual da estatistica ¢ mais facilmente aplicavel,
e nos parece de momento de maijor interesse para um primeiro estudo.

Quando se classificam os individuos duma populag¢ao em M grupos
procede-se dessa forma por se reconhecer que existem nessa populagao
M grupos naturais. No caso em que nos encontrarmos esses grupos
naturais caracterizar-se-do por uma certa «agregagio» dos valores
das propriedades dos individuos do grupo. Observe-se que dado um
grupo em que os individuos sdo definiveis a partir do valor de duas
caracteristicas os valores duma caracteristica podem apresentar uma
maior agregacio que os valores da segunda caracteristica,
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Portanto, comecaremos por definir agregacio dos valores duma
caracteistica num grupo e s6 depois é que definiremos agregacio dos
valores de N caracteristicas.

Em geral dado um grupe natural, no sentido atris indicado,
existem N propriedades numéricas, funcionalmente independentes, tais
que o sabermos se estdo definidas ou ndo para um dado individuo
conjuntamente com o seu valor, no caso de estarem definidas, nos per-
mite concluir se o individuo pertence ou néo ao grupo. A um conjunto
de propriedades nestas condigtes da-se o nome de conjunto definidor.

Para um mesmo grupo pode haver mais dum conjunto definidor.
Observe-se que é a ciéncia que estuda os elementos do grupo natural
que indica quais sdo os conjuntos definidores,

Num dado momento para um dado grupo natural ha um namero
finito de conjuntos definidores. Tomaremos o maijor valor da agrega-
cdo dum grupo em relacdo aos conjuntos definidores como medida da
agregacdo do grupo. Estamos agora em condigoes de procurar obter
uma medida da agregacio duma populacdo classificada para o que
teremos de entrar em linha de conta nido s6 com a agregacdo dos
grupos da ultima ordem, em que a classificacio dividiu a populagao.
mas também com a sua importincia relativa. Uma medida conveniente
desta 1ltima é a probabilidade dum individuo tirado ao acaso da
populagdo pertencer a cada um dos grupos de tiltima ordem em que
esta se encontra dividida.

Se medirmos a complexidade duma populacdo classificada pelo
numero de grupos de ultima ordem em que a classificagio dividiu a
populacio podemos entido estudar o ajustamento da classificagdo i
populacio.

A uma classificacio corresponde uma estrutura simples se apenas
considera grupos duma tdnica ordem, multipla se considera grupos de
virias ordens.

Neste ultimo caso a estrutura da populacéo classificada corres-
ponde a uma hierarquia entre grupos de diferentes ordens.

Consideremos uma populagio classificada de acordo uma classi-
ficacdo de estrutura multipla. Os individuos dessa populacfo encon-
trar-se-40 agrupados nos grupos de diferentes ordens considerados na
clagsificacao.

Interessa-nos saber se se justifica a existéncia, na populagao,
desses grupos individualizados e se os grupos de uma dada ordem se
encontram correctamente agrupados nes da ordem acima.

Temos em seguida os problemas: 1 — de saber se se deve classi-
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ficar uma populacio de acordo com um dado critério; 2 —de dada
uma populacdo classificada saber se devemos ou nédo dividir os seus
grupos da tultima ordem segundo critérios especificados; 3 — de qual
de N classificaces mais se ajusta, ¢) a uma mesma populagdo, b) ou
mais geralmente a »n populacdes diferentes. £ facil de ver que estes
{iltimos problemas consistem em comparar solucbes dadas a proble-
mas de classificagéo.

2, Propriedades da distdncia média

No que se segue teremos de utilizar a distadncia média de Gini
pelo que comegaremos por uma discussdo das propriedades deste es-
tatistico.

Seja V o espaco das funcdes de distribuicao simples.

Vamos comegar por procurar encontrar uma formula que nos dé
o valor da distancia média para os elementos de V.

A distincia média D [F] para a funcio de distribuicio F (X)
define-se por:

{‘ +oo s +oo

(1) D [F] = | X, —X.| dF (X)) dF (X.) > 0.

o —On o —00

Observemos que podemos dar sempre um valor ao integral que
figura no segundo membro de (1), com efeito trata-se de um integral
R-S duma funcio nio negativa em ordem a uma medida positiva pelo
gue ou tem valor finito ou valor +oo.

Seja:

F(X) = %

1

p:H. (X) com ; pi=1,
i=1

1

onde

x<a1|‘9Hal (x) =0

Hni(x) é tal que ¥ >a, |—> Hai (x) =1
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tem-se:

+00 v+oo n n
pF)= [ [ X% 8 (£ e ) ) a(  pHL 000 =

o =00 =00

s+to0 n n n n
- } B, !at—lepid<z psH.,; (Xz))= I I|ai—a;|pip,

—oo i=1 j=1 i=1 j=1

L. (@) F(X) =_)Elp.H.n(X) —> D[F] =§”i‘~l |8 —a,|pip; .

Teorema 1.

st+oo

(3)... DI[F] =2 ] F (X) (I—F (X)) dX.

D: Seja F (X) uma fun¢io nao decrescente no intervalo [a, b] e
tal que a sua variacio total nesse intervalo é C.

Ponhamos:
b
V= [‘ xdF (x),
G (x) = fx F (x,) dx,.
Tem-se:
sb b b x,
I { |x1—x3|dF (x,) dF (x.) = { ([ (x.—x) dF (x,) +

b by
+ f _ (4 —x.) dF (x.))dF (%) = j [(x= F(x.) —x. F(a))—
_J x, aF (x,) +
a
b 1
+ IL x, dF (x,) —x. <C—F (x.} + F (a))] drf (x;) =

b
:j (2sz (X)) —2x, F (a) +

i {'h x, dF (x,) — 2 f'x

T + 8

" x, dF (x,) — ng) dF (x.) =
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h b
. _cC f x, dF (x) 4 | VAF (x) +
. a .

a

b/ XL A
4+ 2 I (x-_.F(xg)—ng(a)—j X, dF(x.))dF(xg) =
PO | . o s
b/ 5
= 2 [ (%.F(x.) —x.F(a) —x:F(x)) + x.F(a) + G(xz)) dF(x.) =
« 4 \

ol

=2 [ G(x)dF(x) = 2 lG(x)F(X)

. i

b b
—2 ] F:(x)dx = 2G(b) —

o o i

b b b
_ 2[ F=(x)dx=2f Flx) dx—2 | Felx)dx =

a a

b 71 N\
- zfa F(x) (1—F(x)) dx,

*i00 [ TOo b
.. DIF| = | %, — x.|dF(x,)dF (x,) = lim f :
 —po W —o0 a, > —00 J a

b, — *®

"b ’
I "% —x, | dF'(x,)dF(x.) = lim J " 2F(x) (1—F(x)) dx =
. a

L — too

= 2 {joo F(x) (l—F(x)\) dx . g.e,d.

Este teorema tem duas consequéncias importantes.

Analisemos a primeira:

Seja V[B o conjunto das fungdes de distribuicio de suporte

b]
contido em [a, b].

1
Como se tem F(X) (1—F(X)> < 2 tem-se:

b—a

@) FX) eV, ;

o |- DIF| <

ora devido a {2} tem-se:

- [HA(X) + Hl,(XJI _ b—a

(9)
2
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pelo que:

(6) F(X) « V., —> DIFl <D [H"(X) + H(X) I

2

Analisemos agora a segunda consequéncia de (3)

b 4 .
(7) F(X)eV,, —> D[Fj=2 f F(X) (l—F(X}) dx,

como o integral de Rieman é continuo para a convergéncia compacta,
(a convergéncia compacta é a convergéncia uniforme nos conjuntos
compactos), vé-se que 0 mesmo se passa com D [F].

Consideremos uma sucessio { F, (x)} | de elementos de Vi
que converge uniformemente para a funcic de distribuicao F(x).
Vé-se que; (x>b[——Fx)=I1lim F.(x) =1} © (x<a|—F({x)

n——s0o0
=lim F,(x) =0),
N—=—=00

(8) Fx) eV, .,

® Inf>F, (X) eV, " F.(X)>F(X)] |>D[F,) - DIF].

b]
Vamos agora apresentar um contra-exemplo para mostrar que
D[F] ndo é um funcional continuo para a topologia da convergéncia
uniforme.
Seja V o espago das fungdes de distribuicio e { F.(X) } uma
sucessdo de elementos de V definidos por:

Fn(x) i (1—“ HII(X)I

) Ho(X) + ——
v'n V' n

tem-se devido a (2):

D(F.] =2 (Vn—1),

e [FAX) —-H.(X) | <
\Fn

DIF,| -~ loa © F,(X) 2= H,(X).
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Logo D[F] nao é um funcional continuo em V para a topologia da
convergéncia uniforme,

Vamos agora ver como se comporta o funcional D[F] em relacao
as translagoes e as homotetias. '

Seja:
F (X) = F(X-d),
*+00 *+00

D[F,} = 2 [ F, (X) (1ﬁF,(X)) dX = 2 / F. (X + d)

s — 00 —00

5

[w F(X) (1—F(X)) dX = D[F],

—00 b

(1—F1 (x+d))_dxzz

.. (100 F.(X) = F(X—d) | D[F,] = D[F].

Seja:
X
F(X)=F (T).

Tt 00

DIF,] =2J F, (X) (1—F](X)> dX =

—0o0

+00 7
=2K[ F (KX} Kl—Fl(KX)) dX =

—00

v oo v

~ 9K [E‘(x) (1“F(X)) dX = KD |F],

L A1) Fu(X) = F(—xf) —— DIF,] = KD[F].

Vamos agora introduzir a nogao de tipo de fun¢ao de distribuigao.
Duas fungdes de distribuicdao F,(X) e F;(X) dizem-se do mesmo
tipo se e s6 se for F, (KX + d) = F.(X]).

Combinando (10) e (11) obtém-se:
(12) Fl(_KX) =F.(X+d — D[F,| = KD[Fz]?V
' Teoréma 2

Condicdo necessiria e suficiente para que se tenha:

(13) D[F| < +o0,
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é que F(X) tenha valor médio finito, isto é o integral L. S. :

+oo .
f xdF (x) exista e seja finito.

— N

D: comecaremos por provar a condi¢ao suficiente.

Se existe:

[).:J X dF(X) tal que 1 < +oo,

tem-se necessariamente; devido i propriedade do integral L. S. que

diz que uma fungdo tem integral L. S. em relagdo a outra se e 86 se
o seu modulo o tiver:

YT OO

A:J X | dF (X) < +oo0.
—00

Por outro lado:

oo = o0

[ X, — X:| dF(X,) dF(X.) < [ [ ux)+

. —OD — 00 —00 —0n

400
+ X.|) dF,(X,) dF(X.) = 2 [ X [dF(X),
. — 00

DiF| < 2A < +oo.
Provemos agora a condigio necessaria.
Seja:

Y (a) = } X —a| dF(X),

—00
tem-se:

oo "7 on s oo
DIF] = | j X, —X.| dF(X,) dF(X,) = ) { (a) dF(a).

« —00 — 00 « 00

Ora se D[F| for finito | (a) é «quase por toda a parte» finita, tal
como vem provado em Loéve [4].
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Por «quase toda a parte» traduzimos o «almost everywhere» dos
autores de lingua inglesa e o «presque partout» dos autores franceses.
Seja «a» um ponto tal que | (a) seja finita. Tem-se:

v+ oo

[ IX1dF(x) -

ale]

++1 00

=] X—a+ta dF(X) < f [|X—a|+]a|] dF(X) =

o — 00 —00n

=¢(a) +|ai< +oo.

Logo, como

+ 0o
f | X | dF(X) < +00

—oo

tem-se:
| | << +oo0. g.e.d.
Seja:
oo
wIF] :j X dF(X),
entio se:
X —d
F.{X)=F (T)'
tem-sge;
s nn - D0
pIF) = [ XdF(X) =K [ X dF(KX) =

~too

d d
= X+ —) dF, [K(X + =) | =
j,m, KX+ [K( =) |

sz X dF, (KX + d) +d [ dF, (KX + d) =

—00 —00
A4 0o

:Kj X dF(X) +d =Ky [F} + 4,

—00

. X—ad
. (14) Fu(X) =F{—p——) > p[Fl=Ku[Fl +d
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Logo se uma fungdo dum tipo nfo tiver valor médic finito ne-
nhuma outra fungéo do tipo tera valor médio finito. Representaremos
por Too os tipos de funcdes de distribuigio constituidos por funcées
de distribui¢cdo que nao tém valor médio finito.

Temos portanto:

(15) D[F] = 400 .- F{(X) & Too.

E facil ver que o conjunto das funcdes de Heaviside constitui um tipo.
Representa-lo-emos por T,.

Teorema 3.
Condicdo necessaria e suficiente para que D[F] = o & que:

F(X)y £ T,
isto é:
(16) DIFj =0 .- FeT,.

D: a condicao suficiente resulta imediatament;a de (2).
Provemos agora a condigdo necessaria,
Seja:
F(X) tal que DIF| — 0,

ora;

TOw

DIF| =2 | (F(X) {l—F(X)) dx,

— 00

portanto:

» +oo

’ (F‘{X) (1—F(X)> dX = 0.

v =00

Mas como o integral duma funcdo ndo negativa 86 se anula se esta
funcio for ndo nula apenas num conjunto de medida nula, vé-se que
o interior da envolvente convexa do suporte F(X) tem medida nula.
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Ora, asg unicas funcdes de distribuicdes para as quais isto se ve-
rifica sdc os elementos de T,

g-e. d.

2. Funcées associadas a populacies finitas

Definamos como funcio associada a-um grupo para uma dada
caracteristica e uma dada escala a funcdo de distribuicdo dos valores
dessa caracteristica no grupo guando medidos nessa escala, Neste
momento estamos interessados em caracterizar o espaco V* formado
pelos elementos de V- espaco das fungdes de distibuicio — que podem
ser funcdes associadas a um grupo finito para uma caracteristica
medida numa escala.

Teorema }

Para que F(X)e V seja elemento de V* é necessario e suficiente
que F(X) seja uma fungdo simples e de saltos racionais:

D: Comecemos por provar a condi¢ido suficiente:

Seja:
n
F(X) = £ piHui (X),
i=1
com:
)% = a
I' - bi
onde:

i=1.N|l—->a, b &N,

Consideremos um grupo G com B elementos tal que para uma
dada caracteristica m, = B p, elementos tém o valor «,» F(X) é a
funcio associada a esse grupo para essa caracteristica.

Passemos agora & condicdo necessiria:

Seja G um grupo com N elementos. Para uma caracteristica defi-
nida para todos os elementos do grupo, ha M < N valores distintos,




128 ANALS DO INSTITUTO SUPERIOR DE AGRONOMIA

0s quais tém probabilidades racionais. Pelo que a func¢io associada
a0 grupo para essa caracteristica seri necessariamente simples e de
saltos racionais

q.e.d

Teorema o

V* é denso para a topologia da convergéncia uniforme, em V.
D: Como V é denso em V, para essa topologia, basta provar que
para a mesma topologia V* é denso em V. Para isso basta mostrar que:

TS 0AFRX) e VIoF ) eV IF(x) —F (x) | <e.

Dado um elemento F(x) de V podemos sempre arranjar um ele-
mento F,(X) de V* que tenha os mesmos pontos de descontinuidade
que Fix)

Tem-se como é facil de ver:

n
(16) 'F{X) —F(X)i< X |8 —8,],
i=
onde { s, | é conjunto dos saltos de F(X) e { &', | é o conjunto dos
saltos de F,(X]).

Como A, = (Rac~ 10,11)™ é denso em (]0,1|)})N = A. tem-se, que
qualquer que seja ¢ maior que zero e qualquer que seja P.¢ A.:

o 3
(P1 e A 1 d(P, P-) <W)’

logo a diferenca duma coordenada de «P,» para a coordenada homéloga

de «P.» é <% A soma dos médulos das diferengas das cocordena-

das homologas de P. e P, estd contida no intervalo | 0, —_g— [. Logo

L

P.c A, ::asoma das suas coordenadas seja 1 e nenhuma delas defira,

em modulo, da coordenada homéloga de «P.» por mais de A

soma dos médulos das diferencas das coordenadas de «P.» e «P.» €,
portanto, inferior a e.
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Seja F.(X) um elemento de V* com os mesmos pontos de descon-
tinuidade que F(X) e tal que em cada ponto de descontinuidade o seu
salto seja a coordenada de P, homéloga da coordenada de P. corres-
pondente a esse ponto. Devido a (16) tem-se:

FX) —F (X)) <e.

g.e.d.

4. Dimensoes admissiveis de grupo

Definamos como dimensido dum grupo o numero dos seus elemen-
tos, e por fungdo associada para uma dada caracteristica e para uma
dada escala a fungdo de distribuico dos valores dessa caracteristica
quando medidos nessa escala.

Vamos agora procurar determinar que dimensoes pode ter um
grupo finito que tenha F (X} ¢ V* por fungéo associada em relagdo a
uma caracteristica, e & uma escala E,

Seja:

i=1..N |— la, b, ¢ N ~md.c. (a, b) =1].

Seja:

b = m.m.c. (bl .. b)),

N

Seja «m» dimensio dum grupo G que tenha F(X) por fungao
associada, vamos mostrar que se tem:
m=Kk b, com k ¢ N".

Seja:
m; = m Py,
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tem-ge:
mi a;
m b,
Como:
(17) hd .ee N |——> iEN’U (TEN’ e (cj:dhigN'))
d d i )
seja
I-'(l - . m y
a; b,
tem-se:
mi=k1 a "_‘m-_ki b[,
e como md.e, (a;, b)) =1 tem-se devido a (17) k, e NI,
Sejain:
1t bmi - bai
m bi
k — e
b C;
tem-se:
b ba
m[:kci:kl:k1a| pOiS:ci :—if‘\m=kbﬁm:k|bl
b] bi
kb
m :kb‘_Tbi_klbiv

‘. como m.d.c {(a b)) =1 tem-se:

kb

g NI

L

Seja:
gl =
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vé-se que:

mde. (g. ... B} =1

b
porque se pusermos 1 =md.c. (g.....g), z= T é ainda um mal-

tiplo de todos os b; pelo que se «l» fosse maior que «1», «<b» ndo era
o menor miltiplo comum de (b, ... b,). Ora como b = m.m.c.(b, ... b,)
tem-se necessariamente 1 =1 = m.d.c. (g ... g.).

-~ |
i |-—— k g £ N, ponhamos k = — entao:
m
T [d=m)~ (¢ :1e=m~B N}
¢
pois:
Tf—> kg e N
a segunda alternativa como mJd.c. (g ...g) =1 |—— ¢ =1
‘. 1l=m, isto é reduz-se & primeira . . | = m"

Entdo tem-se k ¢ N.

Pomos:

b = N[F] e ¢ conjunte dos miltiplos de N[F| passa a ser repre-

sentado por f\I[F]. E facil de ver que tanto N[F]| como &[F'] sdo 08
mesmos para todas as fung¢des do mesmeo tipo.

Dados <k» elementos de V¥ podemos sempre arranjar «k» grupos
finitos, todos da mesma dimenséo, cada um dos quais com uma dessas
funcdes por fungao associada.

A dimensdo destes grupos é um multiplo do m.m.c. dos N{F].
Com efeito a dimensdo comum aos «k» grupos tem de ser um multiplo
dos «k» N[F].

Por outro lado consideremos um grupo em que se encontram de-
finidas véarias caracteristicas. Se o grupo for finito a sua dimensio
tem de ser um multiplo do m.m.c. dos N[F] correspondentes as fun-
coes associadas para as varias caracteristicas, como é facil de ver.
Representaremos o conjunto dos miltiplos comuns aos NIF,]...N[F;|
por:

N [F, ... Ful
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9. Propriedades numéricas sua comparagio

As propriedades numéricas dum ser resultam da sua comparacao
no todo ou em parte com um padrio.

Temos dois tipos fundamentais de propriedades numéricas: aque-
las cujo valor é influenciado pela «dimensdo» do ser e aquelas cujo
valor nao é influenciado. Por exemplo o peso pertence ao primeiro tipo
e a densidade ao segundo.

Para que as medidas de agregagao de diferentes propriedades em
diferentes grupos sejam comparaveis convém que os valores das pro-
priedades do primeiro tipo sejam corrigidos.

Para se conseguir isto medem-se os valores dessas propriedades
em escalas reduzidas, que anulam o efeito da «dimensdo» dos indivi-
duos. Na constru¢io da escala reduzida para uma dada propriedade
do primeiro tipo convém que intervenha um especialista da disciplina
2 cujcs dados se esta a aplicar este instrumento estatistico, Com efeito
a técnica da construcdo da escala reduzida depende em cada caso da
definicdo da propriedade,

6. Agregacdo duma caracteristica numa populacdo finita

Nio podemos tratar simultineamente do caso finito e do caso
infinito pois no primeiro temos de entrar em linha de conta com a
dimensac do grupo. No que se segue vamos procurar encontrar uma
medida para a agregacao dos valores duma propriedade em populacoes
finitas. A nossa medida da agregacio pretende ser um indicador da
intensidade das «relagbes de vizinhanga» dos individuos do grupo em
relagido aos valores dessa propriedade. Consideramos que as proprie-
dades se encontram medidas nas respectivas escalas reduzidas.

Dados deois grupos com a mesma dimensio e a mesma funcao
associada é intuitivo considerar que tém a mesma agregacao, vemos
que esta nos é dada por um funcional T’ (F, M} definido no espaco.
E formado pelos pares ordenados em que o primeiro termo é F (X} ¢ V°
e o segundo termo é M N [F|.

Para determinarmos este funcional vamos exigir que verifique os
seguintes postulados:

Postulado 1.
' (F,M) = F* (D|F], M),
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onde F* & uma funcdo univoca e tal que:

a) tem por dominio o espago E’ formado pelos pares ordenados
que tém por primeiro termo D{F| e por segundo termo

A
MeN{F| com FgV.

b) tem o contra dominio contido em Ri. Para definirmos R®

partimos do espaco R definido por H. Loéve [4|. Trata-se do
resultado da compactagao do espaco R tomando para pontos

ne infinito os pontos «+o00» e «—o0». Em R encontram-se
definidas as seguintes regras operatérias:

—00 < X < ‘oo
+00 = {(+00) + x = x + (400} se —o00 < X << 400
X
Ll = se —00 < X << +00
+ Q0
00 se o0 < x < 400
x {+00) = (+00) x = {°© se o =x
| Too se 0>X» —00.
Entao:
(R"(R)~(R* = R' ~{+00} ~ 0 )
A : A
c) [(D|F,! = KD[F.|}) ~ (MeN[F.| ~ MgNJ|F,|)]|

1
I — (FUM) — E‘F’ (F:. M)

d) F* (D[F|, M) é uma funcéao crescente em M quando D{F|> O.

Postulado 2:
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Com efeito num grupo que se reduza a um lUnico elemento nao
existem relagdes de vizinhanca entre elementos pelo que a poténcia
destas relacoes é nula.

Postulado 3.

-~ A A
I- (H%M"'ENI F] '—‘Mu:EN [F I ’""M||I<M1|2) Lon (Mu]%-I_OO) L (F b ET“) | . ~>

n = oo
/ ’ B ’ 3
_;’ ]lm l r (F'Mu )_"F (Flenl) I 0.
\ n - +ou /
Postulado }:
M=2~TF eT.~F eT) |—— [ (F.M) < 1I” (F,. M).

Teorema 6

Condicao necessiria e suficiente para que se verifiquem estes pos-
tulados é que se tenha

(19) ' (F, M) — /

— | ci.
Fl /
onde G(M) é& uma funcdo crescente em M que verifica G(1) = O e:

lim G(M) = K com KeR7.

M = H-00

D: Representaremos os tipos usuais por T, e como a condigio
suficiente & evidente passamos a demonstrar a condicio necessaria.

Devido a P, tem-se:

F(X)eT. —— I" (F,M) D[F| = G(M). com G(M) ¢ R* —{ o .

Pois dados dois tipos usuais T. e T. podemos sempre encontrar

A A
F.eT, e F.eT. tais que D[F,] = D[F.] e com M¢N |F,| ~ N [F.]
donde tem-se devido a P,:

r'(F, M) =1’ (F, M),
¥ (Fll M) DIFll =1 (F'z- M) DIF.:I G(M}
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Devido a P, tem-se:
G(M) £ R~

A 1
(FeT, ~MeN[F]) |- [’ (F, M) (———) G(M) .
D[F|

Devido a P, e ao facto de D|{F| poder ser arbitrariamente pequeno

tem-se:

(FeT. M:>2)|

> I (F, M) = +o0,

(MezN [F] FeVY) —= TV (F,M) = G(M) g
D[F]
Para o caso M = 1 tem-se devido a P, e a (1R):
G(M) = 0O,
o tFeVE e MeN [F)|—— ["{F, M) = G(M) | — )
BIF] ,

Devide a P, G(M) tem de ser uma fungao crescente.

E devido a P.:

lim G(M) = K com KeR*
M o +oo

Com efeito G{(M) é funcio crescente, logo ela tem limite finito
ou + infinito quando M ——— +00. Logo para que o P. se verifique

G(M) tem de ter limite finito. g.e.d.

Coroldrio 1:

(20) " {(F, M) = 4oo . (FeT,~ M= 2).

D: Resulta imediatamente de (19) e do teorema 2.
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Coroldrio 2:

A
(21) ... (MEN [F.] ~F, (kX+d) = FE(X)) —> I (F, M) =

ill
= — =T (FZI M)-
k

D: Resulta imediatamente de (13) e de (12).

Corolario 3:

H, (X) +H,(X)

(2B) .. (F(X) eV~ F(X) = ~M=2 )

H.(X) 4-H,(X)
-—)I"(F,M)>F'( > ,M)-

D: Resulta imediatamente de (19) e de (6).

6.1. Independéncia dos postulados

Vamos mostrar a independéncia dos postulados por meio de con-
tra-exemplos. Assim apresentaremos uma série de funcionais em que
o funcional de ordem «i» verifica todos os postulados menos P i.

il
' (F, M) = LIF :
. ( ) = G(M) L|F| (D[F])

Onde L|F| é uma consoante de tipo que toma o valor «2» se F(X)

. H.(X) +H,(X)
for do mesmo tipo que e

o valor «1» se ndo pertencer

a esse tipo.

- 1, M1 1
BN L 2 oM D[F| |

1
W (FLM) = (M—1 :
Iy ( ) ( ) (D[FJ)
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Irn (F,M)z( )G(M) ¢ | FweT,

D[F]
]ru (F,M) = o ¢—— | FeT,.

6.2. Escolha da funcio G(M)

Tomamos:

23) Gy — g

Devido & sua simplicidade, por ter limite 1, e por a sua taxa de
convergéncia para o limite nos parecer conveniente.

6.3. Um contra-exemplo

Do connecido argumento de Cauchy {Anexo 1) deduz-se a lei do
numero segundo a qual as colecgles concretas de seres reais serdo
sempre finitas. No entanto quando os grupos de que estamos tratando
forem muito grandes é mais simples trata-los como se fossem infinitos.
No caso presente necessitamos duma medida de agregacao de varia-
veis aleatérias unidimensionais em populacoes infinitas. O caminho
mais simples seria tentar obter um funcional T' (F) fazendo tender:

u
Fll—__>F

Mn -—-—'—9 “+ o0

Vamos agora mostrar que este prolongamento por continuidade
nao € valido.

Seja:

N8 1
F.(X) = ——~ HX) +
n n

H,*(X),
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¢ facil de ver que:

Fu(X) — 5 H.(X)
n———> —+00,
Iﬂ (an) —% 0

n—s +o0.

Seja:
F\n = Ho (X) )
n > 2 — —— F’ (Fxn, n) - +00 v

" (Fs,n) —— “oo

n—-> 400

O que prova a nossa afirmacao.
Temos portanto de construir independentemente do case finito a
teoria para o caso infinito.

7. Postulados para ocaso infinito

Dadas duas populactes infinitas (nido necessariamente numera-
veis) com a mesma funcdo de distribuiggo para uma dada caracteris-
tica é intuitivo admitir que essa caracteristica se encontra igualmente
agregada nas duas populacoes. Esta cbservacio mostra-nos que a
agregacao no caso infinito é-nos dada por um funcional que se en-
contra definido no espaco V das funcdes de distribuicio.

Seja ' (F'} este funcional para o determinar exigimos que veri-
fique os postulados seguintes:

Postulado 1

r (F) = F*(D[F]).

Onde F* é uma funcio univoca tal gue:

a) Tem R* por dominio e contra-dominio contido em R*.
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b) D|F,] = K D[F.| |—— T (F)) =% (F:) .

Postulado 2

(FI_ETuuﬁFETUu‘]‘ ~ FlFll <FIFJ o

Postulado 3

(FI“ETu ~F:T,) Iﬁ — T I.F1J <T [FJ-

Teorema 7:

Para que se verifiquem estes postulados é condicdo necessaria e
suficiente que se tenha:

(24) I‘(F):—K—, com KegR*.
D[F|

D: A condicdo suficiente é evidente pelo que passamos a de-
monstrar a condicao necessaria.

Devido a P, tem-se:

F:T.—> I'(F) D|F| =G com GeRY.

Devido a P, tem-se:

G << +o0.
Devido a P. tem-se:
G>o,
GeRt,
G
FeT, |—> T (F) =

D[F]
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Devido a P. tem-se que como D[F| pode ser arbitrariamente
grande com F ¢ T, tem-se:

FeT. |—— I'(F) =o0.

Devido a P, tem-se como D{F| pode ser arbitrariamente peque-

na com FeT, tem-se:

FeT,. | = I'(F) = +o0,
G
FeV ——> ' (F) =
D[F]

Como G é constante tem-se:

r(F) = K com KeR*.
D[F]
q.e.d.
Por comodidade tomo:
K=1

Coroldrio I

Tem-se:
(25) T =o0 .+ FeT..

D: Resulta imediatamente de (24) e do teorema 1.

Corolario 2

Tem-se:

(28) I' (F) = +o0 Lt FeT..

D: Resulta imediatamente de '(24) e do teorema 2.
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Coroldrio 3

Tem-se:

(27) Fi(KX+d) = F:(X) —— ' (F)) :—lKl" (F2) .

D:  Resulta imediatamente de (24) e de (12).

Coroldrio }

Tem-se:

(28)

[ n [ F.(X) eV,

n.h]) TF,

n

u

F|

> 1 (F‘))
D: Resulta imediatamente de (24) e de (9).
Coroldrio 5

Tem-se:

(29) Fi{X)

F(X) EVI,

a, bh] ™

H, (X)+H,(X) ’ [
H,(X)+H,(X) I
: )

D: Resulta imediatamente de (24) e de (6).

ST ([Fl=T

7.1. Independénecia dos postulados

Vamos igualmente provar a independéncia dos postulados por
meio de contra-exemplos. Mantemos a convengdo atrias usada:

1
DIF|

r (F) = L(F)
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mantendo a definicao de L(F),

1
I (F) = r f=— Fu:T..,
D[F]
I. (F) = +oo0 ! FeT...
1
Iy (F) = e FugT.
D[F]
L (F)= o ——| FeT,.

8. Agregagio de N caracteristicas num grupo

8.1. Caso finito

Para determinarmos um funcional que nos dard a agregacio de N

propriedade numa populagdo finita vamos exigir que verifique os se-
guintes postulados:

Postulado 1

s (F, ., By, My = F* (D[F, ], ..., D|F.], M),

onde F* é funcdo univoca tal gue:

a} tem por dominio o espago E¥ dos sistemas ordenados, de
ordem N + 1 em que os N primeiros termos sido os valores
das D[F;] comi = 1... N, e o Giltimo é um multiplo de: m.m.c.
(N[Fl], =, N[FN]).

b) tem contra-dominio contido em R-.
¢} (DIFY] = KD[F%]| ~j + i [—— D[F'.| =D[F%]} |
1
— ["N(F, ... F', M} = =% (e LR, M),

d} F* é funcéo crescente em M.

Postulado 2

I'™(F,..F, 1) =o.

N!
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Postulado 3

(n |——> M',, M’ ¢ N [Fl..Fe) n vV i F e T ~

M, —— -+too 1

2 |
(Mln < M h) \ n-— .I..oo) —

‘ , , ——o0
> (r N(F, ... F,, M2,) — "™(F, .. F, M'n)) T

Postulado }
(v- T - Fll £ Tn ﬁT o F21 E Tn) |—'_)
s [(F, P, M) <[ (Fy, ,F, M),

Teorema 8

Condigao necessaria e suficiente para que se verifiquem estes pos-
tulados é que se tenha:

(80) ... PIN(FY, ... BL, W) = (—T\I-—-l———-) G(M) = G(M) |_1\|T r(Fy),

| D(F,)

i=l I=1

onde G(M) é umsa fungio crescente que verifica G(l) = O e:

lim G(M) =K com KeR+.
n—s 400

i=1..N |—— DIFY] =k, D[F%],

devido a P, tem-ge:

rSF L F M) :-i— MO (R F, L P M),
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Ponhamos por hipétese com P < M:

1
F"-"’(F'l.....F'N.M) — 5 r'[NJ(F:I‘_”

11k

donde como:
rru\n(F:l' . F‘.‘

r'(l‘Jl(F:11 . F2

r'(N)(Fll 'R

— r'(N)(Fel, o sz‘]
Pelo que provamos por inducdo que com:
L<N
sc tem:

ONEF L L M) - INGEITT I N o

L

L
RS
i=1

Pondo L. = N vem:

PR, LR L F

1 N’

r’l:\"-(F:ll — F:

N

N ——=D[F] = kDIF ) > G (FE veog B2 M)
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N
= r’(NJ (an .__|F:1N'M) Al D[F'.] -

i=

= F’(N)(Ell !'-rFlNl M) _—L D[Flll = G”N)(Fll' R F]N'M)'

1

i=1
E como dadas duas coleccoes T Ty TP de W tipos
usuais se podem arranjar duas colecgbes de elementos de V tais que:

i=1.N|—> r_{F'i eT ~ F* e T) ~ DIFY | = D[F"‘i]_‘
vée-se que devido a (P,) e a esta observacio:

GUNI(F2, .., F2, M) = TN(F, ... F

wt

tem o mesmo valor G(M) para todas as colecgbes de elementos de V*
pertencentes a tipos usuals para os quais se encontra definida, donde:

1
(i=1..N—FeT,) |— "'®N(F, ... F M= (") GM).

| =

| DIF]

s

i

"Quando uma das funcdes pertence ao tipo T, e M > 2 tem-se
devido a P, e ao facto das D[F;] de elementos de tipos usuais que

pertengam a V> poderem ser arbitrariamente pequenas:
rN(F, ... F, M) = +oo,
M>22 |—— I F,.M) = G (M) (T_H)'
| DIF;]

i=1

Resta-nos o caso M = 1 no entanto se pusermos G(1) = o vemos
que pcdemos escrever sempre

1
T"N(F, ..., F. M) = G(M) (N—%)

[| DIF]
1

1

G(1) = o é exigido por P. e P, exige que seja funcio crescente.
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Finalmente repetindo o racioeinio que fizemos na demonstracio
do teorema 5 vemos que:

lim G(n) =k com ke Rt
n— +oo0 g.e.d.
Coroldrio 1
30 '(F,..F, M) =+oo . (:F &T.~M>2),

D: Resulta imediatamente de (30} e do feorema 2.

Corolario 2
(32) ( =1 .., N— F', (kX+d) = F (X)> e

[-— T"OYF, L F M) = o R TS )

N
Tk

D: Resulta imediatamente de (12) e do ponto provado durante
a demonstracio do teorema de que

(i=1.. N4> D[F] = k,D[F]) —> "N (F, . F M) =
1 N : g
= [, L T M, q.e.d.
Tk

I
1
I=1

Coroldrio 3

H,:(X) + H, (X)

2 b P10 > i<

@B [i=1. N-—Fi(X)e VI

AM=2p] [ "N(F, . F,M) >
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Ha + Hb‘(X) Ha +Hb (X)

> 2N i i - 1 n ,M |
e 5 2 )

D: Resulta imediatamente de (30) e de (8).

Tomamaos:

M—1
(34) G(M) = =g "

pelas mesmas razoes que no caso unidimensional.

8.2, Independéncia dos postulados

Mantemos a mesma convencdao usual e além disso os funcionais
I, (F,M) sao os atras introduzidos.

N

OO(F, L F M) = | I (F;, M).
i
N

M N(F, . F M) = A r".(F;, M).
N

MeN(F L F M) = if_ ] . (F, M).
N

rN(F, ... F M) = _II} r.{F,M).

8.3. Caso infinito

Os postulados neste caso sdo os seguintes:

Postulado 1

FN(F,, .., Fy) = FY(D[F, |, ..., DIF]),
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onde F* é uma fungao univoca tal que:

_ N
a) tem por dominio R+ .

b) tem por contradominio R+ .

¢) (D[FY| = kD[F%| ~j i — D[F',| = kD[F%,|)
> TNUF, L F) =+ P (B ey B3 ).
Postulado 2
T i P g Tame T 2 FY e Tod ~ (T 00 F2 e T f—o
— I™M(F, . F) > T®(F, ).
Postulado 3
[T 2t B g Tam w1 2t Bl e To) —— TP L FL) <

< TP, L FR).

Teorema 9

Condigdo necessaria e suficiente para que se verifiquem estes pos-
tulados é que se tenha:

N
(35) ]"'N’(FI....,F M= k (¥, com keR*,

IS i 5

D: A condigac suficiente € evidente pelo que passamos a de-
monstrar a condicdo necessaria.
Repetindo o raciocinio feito na demonstragdo do feorema 7 veri-
fica-se que:
N

G R, ..., F ) = D|F,| F‘N‘(F],....FN).

toma o mesmo valor k para as colecgdes de elementos de tipos usuais.
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Devido a P, tem-se k¢ R*. Devido a P. tem-se k > 0 e devido a
P. tem-se k << 400,

(i=1L . N|—>FeT) —>T"F,..F)=k | TI(F)

i i=1

Devido a P. ¢ ao facto dos valores de I'(F} poderem ser arbitra-

riamente pequenos para os elementos dos tipos usuais tem-se:

TR T, —> ™EF,. . F) =0

N
Pelo outro lado P, e o facto dos valores de ['(F) poderem ser

arbitrariamente grandes para os elementos dos tipos usuais tem-se:

(1 2t FieT.~=7 :: FeTa) = T™(F,, .., F) = +o0.
Liogo pode escrever-se sempre:
N
rey(F,. . .Fl=sk | r(F) com ke RT.
“ i=1
g.e.d.
Por comodidade tomo
k=1
Coroldrio 1
Tem-se:
(36) F(N}(F1l--'!FN):O Tt \i—:: F:ET .....

D: Resulta imediatamente de (35) e do coroldrio I do teorema 6
e de (18).

Coroldrio 2
Tem-se:

(37) CF .. Fyy=o0 *.¢ (i F-lsT..‘jJ::‘ F,eT.).
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D: Resulta imediatamente de (35) do coroldrio 2 do teorema 6
e de (1R).

Coroldrio 8
Tem-se:

(38) [(i=1L..,N}|— F, (kyX+d) =F(X)]| |—

| > TN waF1) = rfNJ(F=1,...,F2N}.

N
||k
i=1

i=

D: Resgulta imediatamente de (35) e do coroldrio 3 do teorema 6.

Coroldrio }

TN(F,, ... F) ¢ um funcional continuo para a convergéncia

compacta.
D: Resulta imediatamente de (35) e do coroldrio § do teorema 6.

Coroldrio §

Tem-se:

(39) (i =1,..,N |- Fi (X) EV,n_,b', ~F (X) +

H (X) +H, (X)~

2

|~ ™ [F .., F,] >

1 n

H (X) +H (X) H (X) +H (X)
= rfM[ 1 ! " ]
7 5 ‘

D: Resulta imediatamente de (35) e do coroldrio § do teorema 6.
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8.4. Independéncia dos postulados

Mantemos a convengdo usual e além disso os funcionais I',(F)
sdo os atras introduzidos:

N

PNF, ., F) = || T(F).
N

= —_— | Al

[FF, . Fy) = (| F(F)
N

§(F, . Fy) = | TF).
N

INF, .. Fg) = || Ik

9. Agregacdo dum grupo

No comego deste trabalho introduzimos a nogdo de conjunto de-
terminante de caracteristicas para um dado grupo como um conjunto
de caracteristicas tais gue o facto de se apresentar ou nio num indi-
viduo juntamente com o seu valor no caso de se apresntarem chegar
para determinar se o individuo pertence ou ndo ao grupo. E atil lem-
brar que é a ciéncia que estuda os individuos componentes do grupo
gque indica quais os conjuntos determinantes.

Uma observacao que ha a fazer é a seguinte:

Por vezes nas classificacbes feitas em certas ciéncias que ainda
néo atingiram uma fase de maturidade absoluta as caracteristicas
determinantes dum grupo nao se apresentam em todos os individuos
do grupo. E o caso da pedologia em que se considerarmos como pro-
priedades os valores das caracteristicas (pH. teor em bases) nos virios
horizontes, o nimero de horizontes nio é o mesmo em todos os solos
do mesmeo grupo. Estas ciéncias seguem, em geral, o seguinte critério:
consideram como caracteristicas determinantes de um grupo um certo
numero de propriedades, simplesmente nio se exige que para um
individuo pertencer a um certo grupc ele posssua propriedades todas,
apenas quando as possui os valores das mesmas tém de estar num
certo intervalo.
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Na introdugdo definimos como agregagdo dum grupo o maximo
valor da sua agregacdo em relacido a um conjunto determinante de
caracteristicas. A aplicagao desta definicdo no caso em que as ca-
racteristicas do conjunto determinante se apresentam definidas para
todos os elementos do grupo ndo apresenta dificuldades.

No outro caso citado teremos de a adaptar considerando que
apenas contam para a medida da agregacdo em relagdo a uma caracte-
ristica os individuos para os quais essa cracteristica se encontra de-
finida. Esta adapta¢ido que fazemos tem a justificacido de se basear

na maneira de definir grupos usada nessas classificacdes,
Representaremos a agregacic de grupo por [°

10. Agregagdo de populagoes clessificadas

A nossa medida de agregacio duma populagio classificada tem
de entrar em linha de conta com a agregacao dos grupos de tltima
ordem e com a importincia relativa destes. Utilizamos apenas os
grupos de Oitima ordem (agueles que ndo se encontram subdivididos)
pois é nestes que a populacdo se encontra agrupada.

Vamos procurar encontrar um funcional que nos dé esta medida.
Como medida da importancia relativa dos grupos de Oltima ordem é
logico tomar-se a probabilidade dum individuo tomado ao acaso da
populacdo pertencer a cada um deles.

Os postulados a que vamos recorrer neste caso 8o 08 seguintes:

Postulado 1
Li w7 > I‘i] = e 0 T P! &
| - r.‘(rl.l"']‘N.l'pl,l"'p.\',l) —
— P, Py Py Py )
K i, — I‘“) p;; com KeR' e independente de «j».
Postulado 2

(T—> =0 —> *=o.




SUBSITIOS PARA UMA TEORIA ESTATISTICA 153

Teorema 10

Condicdo necessaria e suficiente para que se verifiquem estes
pestulados é que se tenha:

(40) r=kzpl,

com ke R*.

D: A condicio suficiente é evidente pelo que passamos a consi-
derar a condicio necessaria:

Devido a P, temos
rs (1"1 F\r pl....pN) =T (0, r ..

+ KT, p,.

Ponhamcs. por hipbtese, com M < N :

I# (T ..t Ly o R R L @ . & ... Tnp - pe)r +

entdo devido a P,
(0.0 ...T% ...p, .. p) =
=M. 0om oo Py By PR K TE D

M4l ~N'

=40y ... Do By - Bl = I* QL Y P, py) t

e

M-
+ K x» IT B

i i
i=1

Provamos portanto por inducdo que com L << N se tem:

(07 ... By Bgh =

L
r(0..0Fr C'yoPyooPy) FE I F by

L41 -1
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pondo L = N vem devido a P.:

N
(g p, B =K Z T° p. e &
) a I=1

10.1. Independéncia dos postulados

Mantemos a convencdo usual:

lIMz

x =
3 .

)
1 Iy

N
s i ‘;] p, I? + K, com K ¢ R+,

Nota

Ha que reparar gue se construiu a teoria da agregacio duma
populagdo independentemente da agregacdo de grupo. Se de futuro se
adoptasse um outro processo para medir a agregacdo do grupo a for-
mula (40) continuaria valida,

11. Populagoes classificadas, sua esirutura

Como dissemos na introducéo, quando uma classificacdo considera
grupos de varias ordens observa-se numa populacio classificada de
acordo com ela uma hierarquia de grupos.

Vamos agora procurar estabelecer critérios estatisticos para ave-
riguar se se justifica a existéncia desses grupos como entidades defi-
nidas e distintas e se o agrupamento dos grupos de uma ordem nos
grupos de ordem superior é correcto ou ndo.

Consideraremos a estrutura de uma populagdo classificada cor-
recta se e sé se verificar as seguintes condigoes:

1—Todes os grupos duma dada ordem devem ter agregacdo su-
perior a um certo numero fixado «a priori» de modo que se justifique
a sua existéncia como entidades definidas.

2 — Da reuniao de dois grupos da mesma ordem deve resultar um
grupo cuja agregacdo seja inferior 2 minima agregacdo verificada
para os 2 grupos donde se partiu, para que se justifique a sua exis-
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téncia como grupos separados. Observe-se que os conjuntos determi-
nantes para o grupo reuniio sao formados a partir dos conjuntos
determinantes para os grupos de onde se partiu.

3 — Consideremos um grupo de ordem «i + 1» contido num grupo
de oridem i. Entdo o 2.° grupo deve ter uma agregacio superior & do
primeiro para se justificar a sua individualizagio no seio do primeiro.

4 — A reunido de dois grupos de ordem «i + 1» contidos num
mesmo grupo de ordem «¢i» deve ter sempre uma agregagic maior do
que a agregacao correspondente & reuniio de qualquer um desses
grupos com outro grupo de ordem «i + 1» pertencente a outro grupo
de ordem «i» de modo a gque se justifique que os dois primeiros grupos
de ordem «i + l» estejam agrupados no mesmo grupo de ordem «i».

| Tiee
12. Classificagio: sua comparagdo

12.1. Estatistico R de comparagdo

Com este estatistico vamos procurar medir o valor duma solugdo
dada & um problema de classificagéo.
Mediremos a «complexidade» das populagdes classificadas por
N — nlimero de grupos de lltima ordem em que a classificagdo as
dividiu,
Postulado I R é funcio crescente de I'* e decrescente de N. Tem
por contra-dominio R¥.
Postulado 2 R é directamente proporcional a I' e inversamente
proporcional a N. Isto é:
N, =N,~r: = kIj [—> R, = kR,
N, =N:1k~T} =T} |—— R, = kR,.

Teorema 11

Condigio necessiria e suficiente para que se verifiquem estes pos-
tulados é que se tenha:

T

(41) ... R =K ,com K ¢ Rt.

D: A condicdo suficiente & evidente pelo que passamos a consi-
derar a condigdo necessaria.
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Devido a P. tem-se, como é facil de ver

R
= F,(N) o contradominio de F,(N) e F.{I'*} é Rt
l")f
devido a P,
RN . FE(FX}!
REU= _ RNF, (N),
l"X
F. (r*
_._._']fx ) = F, (N} N =K, com K ¢ Rt
F, (N) — —,
N
R —
r= N’
K~
R = . ed.
N q

Por comodidade tomamos K = 1.

125.2, — Independéncie dos postulados

Mantemos a convencio usual. Temos:

R, = too.
rx
R'_J &=
N2

12.3. Aplicagoes

Para compararmos N solugdes dadas a N problemas de classifi-
cacdo, ndc necessariamente diferentes uns dos outros, basta compa-
rarmos os respectivos valores de R,
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A tnica observacéo a fazer é que quando uma das alternativas é
deixar um grupo indiviso se deve tomar:

r«=rv-.
13. Problemas de estimacido

Até aqui temos definido e estudado os estatisticos de que nos
utilizamos para resolver alguns problemas ligados ao ajustamento
duma classificacdo a uma populacdo. Vamos agora estudar a maneira
de estimar esses estatisticos a partir de amostras casuais das popu-
lagGes. Todos os estatisticos que introduzimos sdo funcbes algébricas
de distancias médias, das importéncias relativas de grupos e das di-
mensoes de grupos. Observe-se que a dimensido dum grupo obtém-se
multiplicando a sua importancia relativa pela dimensao da populacio.

Vamos apresentar um teorema que reduz o problema de estimar
esses estatisticos aos da estimacdo de valores de D[F] e da dimenséo
da populacdo. Na demonstragdo deste teorema seguiremos a técnica
introduzida por Tiago de Oliveira [5].

Teorema 12

Seja:

a) Y =F (X ..X,) uma funcio continua em XI 24X .

by i=1.. M - X, = p lim &

n - oo

Isto é X, € um estimador consistente de X, obtido a partir de n
observacoes,

Entéo:

Y =p lim ¥, com: Yn=F {;("L... X0 ).

M

D: Como:

M
A) > 1— I P, (A)

M M
P.(rA) =1—P (-«
i=1 i Rg]

i=1
[a) A M iy
1:—_‘? X\—xl<e) >1— % P ( x,"—x,|>s)

i=1

P. {
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Devido a (b) as probabilidades que figuram no segundo membro
da iltima desigualdade tendem para zero pelo que:

P, (T|—— R —xi| < ¢) —> 1
n— oo

Ora como «F» é uma funcio continua:

rﬁ>0]—9 e>o0 (i [f— |x"—x | <e) |[—>
—— (|F(x,..x,) —F & .3 )| <n)

como: (A |[—> B) —— (P, A <P:B) tem-se:

7<0|—= Pr (|F (x,...x, ) —F (x..%x ) [<M) —>1

n- oo
g.e.d.

Ora Gini mostrou que:

1 N N
L I |a—al,
Nt l=11-1

(42) D [F] =

onde os «a;» e «a,» eram os valores observados, €ra um estimador
consistente de D [F']. Em [1] vem provado que D [F] se encontra
assentoticamente normalmente distribuido. Quanto & dimenséo da po-
pulagdo ou esta é pequena e & ficil de conhecer ou é grande e é possivel
estiméa-la ou o erro que se comete tomando-a como infinita é desprezivel.

Para estimarmos a importincia relativa dos diferentes grupos de
tltima ordem basta tomar uma amostra casual da populacio e ver
que fraccio cai em cada um dos grupos.

RESUMO

Ao classificarmos os individuos duma populagfo procuramos agru-
pa-los nos grupos naturais que reconhecemos nessa popula¢ido. Num
dado momento existem varios esquemas de classificagdo, para poder-
mos eseolher o mais conveniente é-nos util podermos medir o ajusta-
mento de cada um deles 4 populagio em questdo, O objectivo do pre-
sente trabalho é resolver esse problema no caso de para cada um desses
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grupos haver pelo menos um conjunto de propriedades expressiveis
numeéricamente, funcionalmente independentes, tais que o sabermos
se se encontram ou nao definidas para um individuo juntamente com
o seu valor no caso de se encontrarem definidas nos permite afirmar
se o individuo pertence ou nio ac grupo. A um conjunto de proprie-
dades nestas condigdes da-se o nome de conjunto definidor para esse
grupo natural.

Introduzamos agora o conceito de agregagao dum grupo para uma
ou N propriedades como, a medida da poténcia das relacoes de vizi-
nhanca entre os valores de uma ou N propriedades nos individuos
do grupo.

Foi possivel mostrar que uma expressdo conveniente para a agre-

gacdo dum grupo em relacio a uma propriedade era G(M)
D[F]

onde: D [F] era a diferenca média para valores dessa propriedade no
grupo e G (M) era uma funcdo da dimensio do grupo tal que:

G(M)=1 se o grupo era infinito

G (M) = M— se o grupo tinha M elementos.
Igualmente encontrou-se como medida conveniente para a agre-
gaciio relativa a N propriedades:
N 1
I‘(N,(F’,....F ) :G ||1 DrF||
1=

N.M 1M

Onde os D [F,] eram as distincas médias para os valores das
N propriedade no grupo.

Num dado momento para um dado grupo natural hi um namero
finito de conjuntos definidores. Tomou-se como medida da agregacio
dum grupo o maior valor, da agregagido do grupo em relacdo aos con-
juntos definidores como medida da agregacao do grupo.

Finalmente mostrou-se que uma medida conveneinte do ajusta-
mento duma classificagic a uma populagio era o quociente da média
pesada das agregactes dos seus grupos de ultima ordem (aqueles
que naoc se encontravam divididos), sendo os pesos as importéncias
relativas dos mesmos, pelo nimero de grupos de ultima ordem.

Finalmente tratou-se brevemente ¢ problema da estimacdo assin-
tética por estimadores nao paramétricos.
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O presente trabalho representa um primeiro estudo que o autor

espera completar com outros que incidam sobre a teoria estatistica do
problema,

ANEXO 1: O argumento de Cauchy

Se o conjunto N’ dos niimeros naturais tivesse existéncia actual
a cada niimerc poderia fazer-se corresponder o seu dobro e obter-se-ia,
assim, um segundo conjunto C, Por construgdo C tem tantos elementos
guantos N’. No entanto, por outro lado, N’ tem todos os elementos
de C e ainda os nimeros impares. Chegimos, portanto, a uma contra-
dicédo.

SIMBOLOGIA

Neste trabalho foram utilizados os simbolos seguintes, que nao
sao absolutamente usuais:

N’ — Conjunto dos numeros naturais

Rac -~ Conjunto dos racionais

Ract — Conjunto dos racionais positivos

R — ©Conjunto dos nimeros reais

Rt — Conjunto dos nlmeros reais positivos

1o} -— Conjunto formado pelo ponto «o»

{ 4+00} — <Conjunto formado pelo ponto +oco

A)B — «A» contém «B»

A~ B — Reunido de «A» e de «B» e disjuncio légica
A~ B — Interseccio de «A» com «B» e conjuncio légica
AN — Poténcia cartesiana de ordem «N» de «A»s

] — Conjunte vazio
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s

4 C

Nc¢

Qualquer que seja «X»

Existe pelo menos um «Y»
Nio
Sinal de implicacho légica

Tende para

Tende uniformemente para
Se e s0 se

Donde

Tal que

Tais que

Nio é elemento de

Nota — Utilizou-se o simbolo N ¢ em vez do simbolo usual por a tipo-
grafia o nido possuir.
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