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Introduccion

Motivacion

Esta tesis se centra en el estudio del espectro o distribucién de pesos de cddigos ciclicos
y de las distintas relaciones que tienen estos espectros con otros objetos que aparecen en el
estudio de cuerpos finitos tales como sumas exponenciales, caracteres, curvas algebraicas y
grafos de Cayley.

Sea ¢ = p®, donde p es un primo. Un [n, k, d]-cédigo lineal sobre F, es un subespacio C de
dimension k de Fy, donde d denota la menor distancia de Hamming entre palabras distintas
del cédigo C. A los elementos del cddigo le llamaremos las palabras del cédigo (o palabras-
c6digo) y su peso, denotado w(c), se define como la cantidad de coordenadas no nulas de él.
Notar que como C es un espacio vectorial se tiene que d = min{w(c) : ¢ € C \ {0}}. Sea

A =#{ceC:w(c) =1}
parai=0,1,...,n. El enumerador de pesos del cédigo C se define como el polinomio
We(t) = Ag+ At + - + Apt™.

La sucesion (Ao, A1, ..., A,) es llamada la distribucion de pesos o el espectro del cédigo C.
Notar que Ag=1y A=Ay =---=A4;.1=0.

El estudio de la distribucion de pesos de un cédigo lineal es uno de los problemas mas
importantes en la teoria de cédigos ya que permite en algunos casos, calcular el error de
probabilidad en el proceso de decodificacién via algunos algoritmos ([29]). El calculo explicito
de distribuciones de pesos es computacionalmente complejo ademés de ser un problema
abierto en general. Incluso, es un problema abierto si nos restringimos a la familia de codigos
ciclicos. Aqui, nos concentraremos en calcular explicitamente la distribucién de pesos en
ciertas familias de cédigos ciclicos asociadas a formas cuadraticas.

Un [n, k|-cédigo sobre I, se dice ciclico si cumple que:
(coy-vvyCn1) €C <= (cn_1,C0,.-,Cn2) €C.
En general, podemos identificar al vector (co,...,c,~1) € Fy con el polinomio
cot+ ettt e, t" Tt R/ - 1).

Cualquier cédigo de longitud n se corresponde a un subconjunto de F,[t]/(t" — 1). Con
esta identificacion, los cédigos ciclicos se corresponden biunivocamente con los ideales de
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F,[t]/(t" —1). A su vez, los ideales de F,[t]/(t" — 1) se corresponden biunivocamente con los
polinomios ménicos que dividen a t" — 1. Por lo tanto, existe un tnico polinomio monico
g(t) € F,[t] que divide a t" — 1 y genera a C como un ideal en F[t]/(t" — 1); este ¢ se
llama el polinomio generador de C. Como g¢(t) divide a t" — 1, existe h(t) € F,[t] tal que
t"—1 = g(t)h(t). El polinomio h(t) se suele llamar el polinomio de chequeo de C. Se dice que
C es irreducible si h(t) es irreducible sobre F, y si h es reducible también llamamos reducible
a C. Los ceros de h se llaman los ceros del codigo.

Hay muchas clases de codigos ciclicos conocidas, como por ejemplo los codigos de Ham-
ming, Golay, BCH, Reed-Solomon, Melas y residuos cuadraticos .

En el survey del 2015 de Dinh, Li y Yue ([11]) se muestran los progresos de estos ultimos
anos en el calculo explicito de distribuciones de pesos de cédigos ciclicos, via diferentes
técnicas que relacionan los pesos del cddigo con sumas de tipo exponencial, como por ejemplo
el uso de funciones especiales sobre cuerpos finitos, formas cuadraticas, formas hermitianas,
grafos de Cayley, sumas de Gauss y de Kloostermann. Los autores K. Feng y J. Luo ([13])
calcularon explicitamente la distribucion de pesos del cédigo ciclico reducible de longitud
n =p™ — 1 con ceros

ol y Of(p“rl),
donde a es un generador de Fy.., £ > 0y m/(m,{) impar, usando funciones perfectas no
lineales también llamadas funciones planares. En 2008, haciendo uso de formas cuadraticas,
los mismos autores calcularon las distribuciones de los cédigos ciclicos reducibles con ceros
a2, q~ @+ vy ot a?, a—(p‘+1),
respectivamente, cuando p es un primo impar y (m,¢) = 1 ([14], [15]). Estos métodos in-
troducidos por Feng y Luo permitieron a muchos otros autores calcular explicitamente la
distribucién de cédigos ciclicos sobre F,,, con p un primo impar (ver [49], [50], [51], [52], [53],
[54]). Otra forma de estudiar enumeradores de pesos es via familias de curvas algebraicas de
tipo Artin-Schreier como lo hicieron Van der Geer, Van der Vlugt y Schoof ([42], [43], [44]).

La segunda parte de la tesis se trata de la construccion de unos objetos muy importantes
para la teoria de ntumeros y la combinatoria, llamados grafos de Ramanujan. Los grafos
de Ramanujan son una clase de grafos que aparecieron durante la década del 80’ para la
construccion de unos objetos optimales muy interesantes llamados expanders.

Los primeros en encontrar familias infinitas de grafos de Ramanujan de grado regular fijo
fueron Lubotszky, Sarnak y Philips ([32]). Mas precisamente, encontraron familias infinitas de
grafos de Ramanujan (p+1)-regulares, donde p es un primo satisfaciendo p = 1 mod 4. Luego,
Morgenstern pudo encontrar familias infinitas (p®+1)-regulares ([37]). Ellos conjeturaron que
de haber familias infinitas de grafos de Ramanujan de grado de regularidad fijo k, entonces
k — 1 tendria que ser una potencia de un primo.

En el 2008, Adam Marcus, Daniel Spielman y Nikhil Srivastava ([33]) mostraron que
no estaban en lo correcto ya que pudieron probar que existen familias infinitas de grafos
de Ramanujan bipartitos de grado fijo k, para todo k. Ellos hicieron uso de herramientas
topoldgicas (2-recubrimientos) y algebraicas (familias entrelazadas) para construir dichos
grafos.
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Lo interesante, por lo tanto, es ver si de alguna manera uno puede encontrar familias
infinitas de grafos de Ramanujan no bipartitos de un grado de regularidad fijo. En esta
direccion, aqui vamos a construir muchas familias de grafos de Ramanujan no bipartitos.
A futuro, serfa muy bueno ver si via herramientas topoldgicas (2-levantamientos) u otras
herramientas, es posible usar los grafos que vamos a construir aqui para encontrar otras
familias infinitas distintas a las ya conocidas.

Resumen y resultados

En el Capitulo 1 se introduciran los conceptos basicos sobre codigos. Veremos las propie-
dades y parametros mas importantes de codigos lineales. Luego, introduciremos los codigos
ciclicos y enunciaremos los dos teoremas centrales, estos son la identidad de MacWilliams y
el Teorema de Delsarte. Por tltimo veremos algunos ejemplos muy importantes de codigos
ciclicos (Melas, Hamming y BCH).

En el Capitulo 2 veremos en detalle las principales propiedades sobre sumas exponenciales
y sobre formas cuadréticas. Una forma cuadratica sobre el cuerpo finito F, es un polinomio
homogéneo de grado 2 con coeficientes en F,. Veremos que el estudio de formas cuadrati-
cas sobre cuerpos finitos varia sustancialmente si la caracteristica del cuerpo es 2 o no, ya
que cuando la caracteristica es impar, podemos definir las formas cuadraticas de manera
matricial; esto permite interpretar los invariantes de la forma cuadrética en invariantes de
la matriz asociada, facilitando asi su estudio. Especificamente, nos interesan calcular sumas
exponenciales relacionadas con formas cuadraticas, estas sumas aparecen naturalmente en
la distribucion de pesos de los codigos ciclicos que veremos. Por tltimo, veremos en concreto
la distribucién de rangos y tipos de la forma cuadrética Qy(z) = Trym /q(quZ“) cuando
m/(m, /) es par.

En el Capitulo 3 calcularemos la distribucion de pesos de varias familias de codigos
relacionados con la familia de formas cuadraticas Q,(z) tanto en caracteristica par como en
caracteristica impar.

Especificamente, consideraremos los cédigos traza Cy, Cp o, Co1 y Cr 2 definidos de la manera
siguiente:

Cg = {C()\) A€ qu}, CE,O = {C()\) -+ b:le qu’b € ]Fq}7
Cor ={c(B,\): B,A€EFm}, Coo={c(B,\)+b: B,A€Fm,belF,},
donde
C(A) = (Trqm/q(AO‘(qEH)i))?:_on C()‘) +b= (Trqm/q()‘a(qul)i) + b)?:_(f,

c(B,A) = (Trgn/q(Bz + Aa? 1)) c(B,A) + b= (Trgmsg(Br + Aa® 1) +b)

acEIFZm ) a:EIF;m )

con « es un elemento primitivo de Fym y

gt —1

n =
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Para calcular la distribuciones nos organizamos de la siguiente manera:

(i) En un principio vamos a ver que calcular el peso de una palabra es equivalente a
calcular ciertas sumas exponenciales.

(ii) Luego, vamos a ver que cuando consideramos cddigos ciclicos provenientes de formas
cuadraticas el célculo de dichas sumas exponenciales es equivalente a calcular el rango
y el tipo de la forma cuadratica asociada.

Por lo tanto para calcular la distribucion de pesos del cédigo, basta calcular la distribucion
de rangos y tipos de la familia de formas cuadréticas asociadas al cédigo. Veremos que esto
se puede plantear de manera general si la familia de formas cuadraticas tienen solamente
rangos pares. Finalmente usando distribucién de rangos y tipos de la forma cuadratica @y
calcularemos el espectro de los codigos ciclicos anteriormente definidos.

En el Capitulo 4 analizaremos los resultados obtenidos en el Capitulo 3 desde el punto de
vista de curvas algebraicas. Veremos que, restringiendo los parametros del cédigo, obtenemos
curvas optimales en el sentido de Hasse-Weil dentro de la familia de curvas algebraicas
parametrizadas

Chg: Y—y= """+8z ABEFnm

con / fijo.

Por otra parte, cuando m es par y (m,{) = 1, veremos que en el caso binario (¢ = 2) el
dual del cédigo Cy 1, es decir el cédigo con polinomio generador mg(t)m o, (t), donde o es
un elemento primitivo de Fom y m,: es el polinomio minimal de o', satisface una condicién
de optimalidad en términos de su distancia (es la mayor posible), esto es interesante ya que
se conocen pocos c6digos con polinomio generador del tipo m, (t)m,:(t) satisfaciendo esta
condicién. De hecho, Van Lint y Wilson probaron que en general casi todos los codigos de
este tipo no satisfacen dicha condicién de optimalidad ([46]).

Esta propiedad de optimalidad nos permite relacionar el cédigo con una clase especial
de funcién Booleana, llamada funcién APN, como se ve en [4]. En este caso la funcién que
resulta ser una funcién APN es la funcién sobre Fom definida por

F(z)=2*" con (m,0)=1.

Cuando m es impar, se sabe que ademas la funcién F' pertenece a otra clase especial de
funciones Booleanas llamadas funciones AB. Aunque en el capitulo no nos adentraremos en
estos temas, en el Capitulo 5 si le daremos mayor importancia.

Finalmente, en el Capitulo 5, veremos distintas construcciones de ciertos objetos muy
interesantes, tanto para la teoria de niimeros como para la combinatoria, llamados grafos de
Ramanujan. En un principio, veremos la principal propiedad espectral que tienen los grafos
de Cayley, que nos permite relacionar los autovalores del grafo con ciertas sumas de caracteres
del grupo usado para construir el grafo de Cayley. En nuestro caso, aparecen ciertas sumas
de caracteres aditivos de cuerpos finitos, estas resultan ser sumas exponenciales del tipo que
veniamos estudiando en los capitulos anteriores, por lo tanto en un principio usaremos las
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sumas exponenciales junto con la forma cuadrética Q,(x) para analizar el espectro del grafo
de Cayley
4
Line = X (Fpm, Sp) con Sp={aVt:x ¢ Fom }.

En el caso binario y ternario (p = 2,3) probaremos que I'y es Ramanujan si (m, ) = 1.

Luego, para el caso binario, veremos qué condiciones tiene que satisfacer una forma
cuadratica del tipo Qgr(x) = Trom2(xR(z)), donde R(z) es un polinomio 2-linealizado, para
que el grafo asociado sea Ramanujan. Veremos que hay limitaciones si se quiere generalizar
por este camino la construcciones de grafos de Ramanujan. Por lo tanto, se busca generalizar
esta construccion de grafos de Ramanujan desde otro punto de vista. Usando el hecho de
que la funcién Booleana F(z) = 22! es una funcién APN, consideramos el grafo

I'y = X(F, Sr) con  Sp={F(v):2z&Fam}.

Este resulta ser un grafo de Ramanujan cuando F' es una funcién APN monomial y m es
par. Sin embargo, el grafo considerado resulta ser isomorfo a los grafos I';, ;. Por lo tanto
se considerara otra subfamilia de funciones APN, las llamadas funciones AB. Esta familia
satisface muy buenas propiedades con respecto a su transformada de Walsh, lo que permite
calcular los autovalores del grafo que vamos a definir, de manera sencilla. Especificamente,
el grafo que consideraremos es

Ty = X (Fam x Fom, Rp) con  Rp={(z,F(x)):x€Fm},

donde F' es una funciéon AB y m es un entero impar. Probaremos que este grafo es de Rama-
nujan. Luego, modificaremos un poco el grafo I}z para obtener otros grafos de Ramanujan. La
primer modificacién es simplemente considerar el mismo grupo pero tomando como conjunto
de conexion a

={(x,F(x)) :x €Fam}  con  F(0)#O.
La otra modificacion es considerar el grupo H = Fom X Fos con s | m y la funcién
Fy(x) = Trom jos (F(2)).

Luego,
I's = X(H, Rr,) con  Rp, ={(z,Fs(z)) :x € F.}.

Por ultimo, veremos una costruccion en caracteristica impar, usando una clase de funcio-
nes que también son usadas para el calculo explicito de distribuciones de pesos de codigos
ciclicos. Estas son funciones de I, llamadas funciones planares o funciones PN. Dada F'
una funcién planar, sea

Sp={(z,F(z)) : x € F}n}.

Mostraremos que el grafo
Ipp=X(Fpm X Fym, Tp), donde  Tp = SpU(—Sp)

es de Ramanujan.
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Capitulo 1

Preliminares

En esta seccién se introduciran los conceptos basicos sobre codigos. Comenzaremos con
una introduccion rapida a la teoria de codigos, veremos sus propiedades y parametros mas
importantes. Luego introduciremos los cédigos ciclicos y enunciaremos los dos teoremas
centrales que van a ayudarnos mas adelante, estos son la identidad de MacWilliams y el
Teorema de Delsarte. Por iltimo veremos algunos ejemplos muy importantes de codigos
ciclicos cuyo estudio de sus espectros via sumas exponenciales y curvas algebraicas fueron
principal fuente de inspiracion para esta Tesis.

Con respecto a la teoria de codigos en general, existe mucho material bibliografico clasico
muy bueno para introducirse en esta teoria, como por ejemplo [35], [41] v [18].

1.1. Generalidades sobre codigos

Un alfabeto es un conjunto finito A = {ay,...,a,}. A los elementos de A se los llama
simbolos y el niimero q es la raiz de .A. Una n-cadena o palabra de longitud n sobre A es una
sucesion de n elementos de A. En general, escribiremos a las palabras por yuxtaposicion de
simbolos, es decir a = a;,a;, - - - a;, con a;, € A, y decimos que a tiene longitud n. A veces,
sin embargo, serd conveniente usar la notacién vectorial, y escribir a = (a;,, Gy, .- ., a;,).
Denotamos por A" el conjunto de todas las n-cadenas y por A* el conjunto de todas las
palabras sobre A, es decir A* =, .y A™

Definicién 1.1.1. Si A = {ay,...,a,} es un alfabeto, un cédigo g-ario sobre A es un
subconjunto C de A*. Los elementos de C se llaman palabras-cddigo. El nimero M = |C| es
el tamano del cédigo. Si todas las palabras-cédigo tienen longitud fija n decimos que C es
un codigo de bloque de longitud n con pardmetros (n, M).

Sea C un cddigo g-ario. Se dice que C es un cddigo binario, ternario o cuaternario segin
sea ¢ = 2, ¢ = 3 6 q = 4, respectivamente.

Para codificar y decodificar de manera mas practica y eficiente es 1til dotar al alfabeto
A de cierta estructura algebraica. Es comin considerar a A como un cuerpo finito aunque
también se lo puede considerar como un anillo. De ahora en adelante, fijamos A = F,, el
cuerpo finito de ¢ elementos. Recordemos que F, es tnico salvo isomorfismo y que ¢ = p”
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1. Preliminares 2

para algin primo p y r € N. Si ¢ = p, tenemos A = Z,, el cuerpo de enteros médulo p. El
conjunto de n-cadenas A" es un espacio vectorial sobre F, de dimensién n, que identificamos
naturalmente con

Fo={(c1,...,cn) i €Fg, 1 <i <mj}

mediante la asignacion
C1Cg - Cp > (C1,09, ..., Cp).

A nosotros nos va a interesar la familia de cédigos lineales, que se definen como sigue.

Definicién 1.1.2. Un codigo lineal g-ario de longitud n y dimensin k es un subespacio
C C Fy de dimension k. En este caso decimos que C es un [n, k],-cédigo. Cuando C es un
c6digo binario, es usual quitar a ¢ = 2 de la notacion.

En todo cédigo se puede definir una métrica usando la distancia de Hamming del espacio
ambiente. Dada dos palabras ¢, ¢ de la misma longitud en el alfabeto A. La distancia de
Hamming de ¢ a ¢ denotada por d(c,c’) se define como la cantidad de palabras en que
difieren ¢ con ¢, es decir d : A™ x A™ — Ny, donde

dle,d)=#{1<i<n:c¢ #c}.

Se muestra de manera sencilla que d es una métrica en A", lo importante de esta distancia
es que permite definir un parametro central en el estudio de cdodigos autocorrectores, la
distancia minima del codigo.

Definicién 1.1.3. Dado un cédigo C se define la distancia minima de C, y se la denota por
d(C) 6 d¢, como la menor distancia no nula entre sus palabras codigo, es decir

d=de =min{d(c,d):c,d €C,c# '}

Un (n, M, d)-cédigo es un cédigo de longitud n, tamano M y distancia minima d. Cuando
C sea un cé6digo lineal sobre F, vamos a decir que es un [n, k, d|,-cddigo si tiene longitud n,
dimension k y distancia minima d.

Dado ¢ € Fy se define el peso de ¢, denotado por w(c), como el nimero de coordenadas
no-nulas de ¢, es decir

w(c) =#{1<i<n:¢ #0}.
O sea, el peso de ¢ es la distancia de ¢ al 0 = 00- -0, esto es w(c) = d(c,0). Por ejemplo,
w(0120211) = 5. Si C es un cddigo, el peso de C se define por

we = min{w(c) : ¢ € C ~ {0}}.

De las definiciones es claro que d(c¢, ) = w(c—¢’). Notar ademés que cuando C es un codigo
lineal se tiene que we = de. La distancia de un cédigo es clave para detectar y corregir
errores. Se sabe que todo cédigo C con distancia d detecta d — 1 errores y corrige L%J
errores.

De ahora en mas todos los codigos que vamos a considerar van a ser codigos lineales sobre
el alfabeto F,. Cuando consideramos cédigos lineales, una ventaja grande de estos codigos

es que podemos representarlos por un sistema de generadores.



3 1.2. Espectro y enumeradores de pesos

Definicién 1.1.4. Sea C un [n, k]-cédigo lineal. Una matriz generadora de C es una matriz
G € IF’;X” cuyas filas forman una base de C. Luego

C:{uG:UEIF’;}.

Obviamente esta matriz no es unica, pero podemos siempre considerar la matriz gene-
radora en forma estandar, es decir G = (Ix|A) donde [, es la matriz identidad de tamano
kxky Adek xn— k. La matriz generadora estandar es mas util a la hora de codificar.

El espacio vectorial Fy tiene un producto interior natural dado por

c-d=cidi+cady+ -+ cnd,.
Si C es un [n, k],~cédigo, el c6digo dual de C denotado por C*, es el [n,n — k]-cédigo
Ct={d€F}:c-d=0,VeeC}.
Una matriz generadora H de C*, se llama matriz de paridad de C. En tal caso
C={ceF;:Hc =0}.

Por lo visto hasta aqui, podemos ver a un cédigo lineal C a través de transformaciones
lineales: como una imagen, C = ImRg, donde G es una matriz generadora de C, o como un
nicleo, C = ker Ry, donde H es una matriz de paridad de C. Esto da una forma alternativa
de definir c6digos lineales. Tener un codigo lineal g-ario de longitud n y rango k es equivalente
a tener una sucesion exacta de la forma

0—F —Fr —F " —o0

La distancia minima de un cédigo se puede caracterizar via la matriz de paridad, de la
siguiente manera. Si H es la matriz de paridad de un [n, k, d|,-cédigo C, entonces

de = min{r > 0 : H tiene r columnas linealmente dependientes},

es decir, si H tiene d columnas linealmente dependientes y todo conjunto de d — 1 columnas
de H es linealmente independiente. Una consecuencia inmediata de este hecho es la famosa
cota de Singleton que enuncia que si C es un [n, k, d],~cédigo, entonces d < n — k + 1.

1.2. Espectro y enumeradores de pesos

Identidad de MacW.illiams

Si C es un (n, M)-cédigo, para i = 0,...,n denotamos por A; el nimero de palabras de
peso ¢ en C, es decir

Ai=#{ceC:w(c) =i}.

La sucesién finita Ay, ..., A, se conoce como la distribucion de pesos o el espectro de C 'y

Wel(t) = i At
1=0
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es llamado el polinomio enumerador de pesos de C.

Si C es un cédigo lineal, denotamos por Ag, A7, ..., A+ al espectro de su cédigo dual C+
y tenemos su enumerador de pesos WeL(t) =), Atl. En este caso, existe una relacién muy
importante entre los enumeradores de pesos de C y C*, llamada identidad de MacWilliams.

Teorema 1.2.1 (Identidad de MacWilliams). Sea C C Fy un cddigo lineal, entonces
Wer (1) = i (1L (g = D) We (it ).

En término de coeficientes de los polinomios, la identidad de MacWilliams toma la forma
n
11 n,q (.
Ay = WZKJ (i) A;
i=0

donde K;"(z) es el polinomio g-ario de Krawtchouk de orden n y grado k dado por
k

Ki(z) =Y (=1 (a = DM () (i29)-

=0
Momentos de potencias

Dado un [n, k]-c6digo C, el {-ésimo momento de potencias de C, que denotamos por P,
esta definido para £ = 0,...,n por

n

PZZZiZAi- (1.1)

i=0

Estos fueron definidos y estudiados por Vera Pless en 1963. Una consecuencia importante
de la identidad de MacWilliams, es una formula cerrada para los momentos de potencias
1-ésimos de C en términos de la distribucién de pesos de su cédigo dual. En el caso binario,
q = 2, se tienen las siguientes expresiones (ver [40] o §7.3 en [18])

Py=> A;=2""
j=0

Pi=3 A =2 (n - A),

=0

Py = ZjQAj = 2" 2n(n+ 1) — 2nAT + 245}, 12
Jj=0 .

P = Zj3Aj = 2"3L(n2(n+3) — (3n? +3n — 2)Af +6(ndy — A7)},
=0

Py=> j'A; =2""{(n(n+ 1)(n® + 5n — 2) — 4n(n* + 3n — 2) Af
j=0

+4(3n% 4 3n — 4) Ay — 24nAf + 24A71 ).

Las férmulas para el caso general (¢ # 2) son mucho més complicadas y no las necesitaremos.
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Otros enumeradores

Existen otras variantes del enumerador de pesos. El caso mas sencillo es el enumerador
de pesos homogéneo, que se define como

W (ts) =Y Ait's"™,
k=0

Notar que W (t,1) = We(t).

Otra generalizacién es el enumerador de pesos completo del cédigo. Supongamos que los
clementos de F, son wy = 0,wy,...,wy—1 listados en algin orden fijo. La composicién del
vector v = (vg, vy, ..., V,—1) € Fy estd definida como

comp(v) = (th by, .. 7tq—1)7

donde cada t; = t;(v) es el nimero de componentes v; de v que son iguales a w;, para
0 < j <n — 1. Claramente, tenemos que

q—1
S
i=0
Sea C un [n, k]-cédigo lineal sobre F, y sea A(to,t1,...,t,—1) el numero de palabras ¢ € C

con comp(c) = (to, t1, ..., t4—1). El enumerador de pesos completo de C es el polinomio

Wc(Zo, 2, 7Zq—1) _ Z ZSO(C)Z?(C) .. Z;q:ll(c)
ceC
— Z Alto,tr, .o tg1) 20250 -+ z;“__f,
(to,...,tq—1)EBn
donde
By ={(to, ... tg1) : 0<t; <m, to+1t1+ - +tyy =n}.

Estos enumeradores de pesos también satisfacen identidades de MacWilliams, en el sen-
tido que satisfacen una ecuacién funcional junto al enumerador de pesos de su dual. Notar
que en el caso binario el enumerador de pesos completo coincide con el enumerador de pesos
comun homogeneizado. Estos enumeradores de pesos han sido usados en distintos contextos.
Por ejemplo, en [17] fueron usados para estudiar las transformadas de Walsh de funciones
monomiales sobre cuerpos finitos y en [9] y [10] se usaron para estudiar cédigos de auten-
tificacion. En particular, en teoria de cddigos son relevantes ya que permiten calcular la
capacidad de corregir errores del cédigo asi como también el error de probabilidad a la hora
de decodificar con algunos algoritmos ([29]).

1.3. Cébdigos ciclicos

1.3.1. Cébdigos ciclicos y polinomio generador

Sea ¢ una potencia de un primo p y sea n un natural coprimo con q.
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Definicién 1.3.1. Un cddigo lineal C sobre [, de longitud n se dice ciclico si es cerrado por
desplazamientos ciclicos de las coordenadas de sus palabras. Esto es

(co,c1y...5Cn1) €C = (Cn-1,C0y---,Cn2) €C.
Notar que esto implica que es cerrado por todos los desplazamientos ciclicos.

Si C C Iy es un cddigo lineal g-ario, a cada palabra cédigo podemos asignarle un polino-
mio de la siguiente manera:

CoCp .. -Cpg—>Ccog+crt+---+ Cnfltnil.

Si llamamos ¢ : C — F,[t] a este mapa, claramente es un isomorfismo de [, -espacios
vectoriales. Via este isomorfismo podemos identificar al cédigo C con su imagen ¢(C). De
ahora en adelante, ignoraremos el mapa ¢ y pensaremos a las palabras como polinomios, y
reciprocamente.

El cociente
_Flt]

(" —1)

es el algebra de polinomios de grado menor que n, con la suma usual de polinomios y el
producto de polinomios seguido de reduccién moédulo t™ — 1. Notar que el cédigo C es ciclico
si y solo si ¢(C) es un ideal de R,,. El siguiente teorema reune algunos hechos bésicos sobre
este tipo de cédigos.

R, =

Teorema 1.3.2. Sea C un ideal de R, es decir un cédigo ciclico de longitud n. Entonces:

e FExiste un unico polinomio mdnico g(t) de grado minimo en C. Ademds, este polinomio
genera C, es decir C = (g(t)) y por esta razon es llamado el polinomio generador de C.

o g(t)|t"—1.
e Sideg(g(t)) =r, entonces C tiene dimension n —r. Mds ain

C=(g(t) ={r(t)gt) : gr(g(t)) <n—r}.

e Sig(t)=go+git+---+ g.t", entonces g # 0 y C tiene matriz generadora

g% ¢ G2 - - g O 0 --- 0
0 g ¢1 go -+ -+ g 0 - 0

G = 0 0 g o 92 -+ - g : (1‘3)
A S D A o0
0 0 -« 0 go g1 g2 - - g

donde cada fila de G es un desplazamiento ciclico de la fila anterior.

Es importante notar que el coédigo ciclico C puede estar generado por otros polinomios
ademas del polinomio generador, como lo muestra el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.3.3. Como 1 + ¢ divide a t3 — 1, C = (1 4+ t) es un cédigo ciclico en Rz =
Fo[t]/(t> — 1). Por el teorema anterior, dimC = 3 —1 = 2 y C estd formado por los multiplos
de 1+ ¢, luego

C={0,1+t1+tt+t*} ={000,110,101,011}.

Se puede verificar que en este caso 1 + t? también genera C, aunque 1 + t? no es un divisor

de t3 — 1. O

Una condicién necesaria para que g(t) sea el polinomio generador de un cédigo ciclico de
longitud n es que divida a t"—1. Veamos que esta es también una condicién suficiente. Sea p(t)
un polinomio ménico que divide a t"—1 y consideremos g(t) el polinomio generador del c6digo
C = (p(t)) con p(t) # g(t). Como p(t) y g(t) son ménicos, entonces deg(g(t)) < deg(p(t)).
Por la eleccién de p(t) existe un f(t) # 0 tal que

t" —1=p(t)f(t).

Ademéds, existe a(t) € R, tal que

Luego, tenemos que

gt)ft) =a(t)(t" —1) =0.
Pero deg(g(t)f(t)) < deg(p(t)f(t)) = n, por lo tanto g(t)f(t) = 0 lo cual no puede suceder.
Por lo tanto, p(t) = g(1).

Para cada ¢ fijo, sea D,, el conjunto de todos los divisores monicos de t" — 1, y sea Z,
el conjunto de todos los ideales de R, es decir, todos los cédigos ciclicos de longitud n.
Por el Teorema 1.3.2, tenemos que el mapa ¥ : D,, — Z,, que mapea ¢(t) — (g(t)), que
a cada divisor ménico ¢(t) de t™ — 1 le asocia el cddigo (g(t)) generado por g(t), es una
correspondencia biunivoca entre D,, e Z,,.

Observacion 1.3.4. Esto muestra la importancia de poder factorizar t” — 1 sobre cuerpos
finitos. En efecto, si podemos factorizar a t" — 1 completamente sobre F,, entonces podemos
saber cuales son todos los cédigos ciclicos g-arios de longitud n. Podria sin embargo suceder
que algunos de estos sean equivalentes entre si.

Usaremos la siguiente identidad, bien conocida
t"—1=]] ®at)
dln

donde ®,4(t) es el d-ésimo polinomio ciclotémico de orden n. Por definiciéon ®4(t) es el poli-
nomio cuyas raices son las raices n-ésimas de la unidad de grado d. Es decir,

o (t) = [ (t—wh
(kyn)—=1

donde w es una raiz primitiva n-ésima de la unidad de orden d. Se sabe que ®4(t) € Z[t]
es irreducible sobre Q, y tiene grado ¢(d). Sin embargo, en general, ®,(¢) no es irreducible
sobre IF,. Por otra parte, notemos que si n = p es primo, entonces

1= o (1) D, (t).
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Como ®q(t) =¢ — 1 entonces ®,(t) =1+t +--- + 71

Cuando haya peligro de confusién, adoptaremos la notacién C = ((p(t))) para denotar el
hecho que C es el ideal generado por p(t) y que p(t) es el polinomio generador de C.

Los cddigos ciclicos son cerrados por sumas e intersecciones. En efecto, si C; = (g(t)) y
Co = (h(t)) son cddigos ciclicos en R,,, entonces

o C1NC = (m.cmig(t), h(1)}),

o Ci +Cy = (m.c.d{g(t), h(t)}).

Ademas, C; C Cy si y s6lo si h(t) divide a g(¢). Esto tltimo implica que el mapa
U g(t) = (9(1))

es un isomorfismo que invierte el orden en los reticulos (D, |) v (Z,, C).

1.3.2. Ceros y el polinomio de chequeo de cédigos ciclicos

Como el polinomio generador g(t) de un [n,n — r]-cédigo ciclico en R,, divide a t" — 1,
tenemos
t" =1 =g(t)h(t)

donde h(t) es un polinomio de grado n — r llamado polinomio de chequeo o de control (check
polynomial) de C. Tenemos el siguiente resultado que resume las propiedades de h(t).

Teorema 1.3.5. Sea h(t) el polinomio de chequeo de un cddigo ciclico C en R,,.

e Fl codigo C puede describirse como
C ={p(t) € R, : p(t)h(t) = 0}.

o Sih(t)=ho+hit+---+ h, """, entonces la matriz de control de paridad de C estd

dada por
T 0 0 --- 0
0 hp, -+ - hy 0 --- 0
H = 0 0 hyp -+ - hg . ) (1.4)
0 0 0 hyp, - - hg

e El cédigo dual C* es el cddigo ciclico de dimension r con polinomio generador

ht(t) = ho 't "h(t™) = hgt(hot™™" 4+ hyt™ " 4o By ).
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Existe una forma alternativa de ver a los codigos ciclicos en R,,. Estos pueden ser carac-
terizados por los ceros del polinomio t" — 1, es decir, por ciertas raices n-ésimas de la unidad.

Sea

la factorizacién de t" — 1 en factores irreducibles ménicos sobre F,. Si a es una raiz de m;(t)
en alguna extensién de F,, entonces m;(t) es el polinomio minimal de « sobre F,. Luego, si
f(t) € F,[t], entonces f(a) = 0siy sélosi f(t) = a(t)m,(t) para algin a(t). En particular,
si f(t) € R,, entonces

fla)=0 = [f(t) € (mi(t))).

Generalizando este hecho, obtenemos lo siguiente.

Teorema 1.3.6. Sea g(t) = qi1(t)q2(t) - - qu(t) un producto de factores irreducibles de
t" — 1, y sean {ay,...,as} las raices de g(t) en el cuerpo de descomposicion de t" — 1
sobre F,. Entonces

(9() ={f(t) € Rn: flon),. .., flas) = 0}.

Mas ain, es suficiente tomar una raiz de cada factor irreducible de g(t). Esto es, si (; es
una raiz de q;(t) parai=1,... ,u. Entonces

(9@) ={f(t) € Bn: f(Br1) =0,..., f(Bu) = O},

Las raices del polinomio generador de un codigo ciclico se denominan ceros del codigo. La
descripcion de codigos ciclicos a través de sus ceros permite definir muchas familias famosas
de codigos ciclicos, por ejemplo: Hamming binarios, Golay, BCH, Reed-Solomon, QR y Melas,
entre otros.

1.3.3. Cdbdigos traza y codigos restringidos

Supongamos que tenemos un cédigo C sobre Fym, hay dos formas clésicas de obtener un
codigo sobre F, a partir de C: haciendo restricciéon de coordenadas y tomando trazas.

Cédigos restricciéon

Definicién 1.3.7. Sea C un [n, k|-cédigo lineal sobre Fym. El cddigo restringido de C con
respecto a I, es

Ce, =CN(F)" ={ceC:ceFyi=1,....n},

es decir, el conjunto de palabras en C donde cada una de sus componentes estan en F,,.

Primero describiremos cémo encontrar una matriz de chequeo para C|Fq empezando con
una matriz de chequeo H de C. Como F,» es un espacio vectorial de dimensiéon m sobre I,
podemos elegir una F,-base {b1,bs,...,b,} de Fm de F;m. Cada elemento z € Fym puede
ser escrito de manera tnica como z = z1by + - -+ + 2,by,, donde z; € F, para 1 < i < m.
Asociamos a z el vector columna 2’ = [z1 - - 2,,]7. Podemos construir la matriz de chequeo
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H' de Cth a partir de la matriz de chequeo H de C reemplazando cada entrada h de H por
el vector columna h'. Ya que H es una matriz de (n — k) X n con entradas en Fym, H' es
una matriz de m(n — k) x n sobre . Las filas de H' podrian ser dependientes. Por lo tanto
una matriz de chequeo para Cr, es obtenida a partir de H' borrando sus filas dependientes.
Denotamos esta matriz de chequeo por Hp,.

Esto ltimo implica que si C es un [n, k]-cédigo sobre Fym y Cj, es un [n, kg]-cédigo,
entonces

k>ky>n—m(n—k).

Notar que si C es un codigo ciclico con polinomio generador
g(t) = megin (E)mgis (t) - - Mg () € Folt],

donde « es un elemento primitivo de Fym y myi, (t) € F,[t] es el polinomio minimal de
para 1 < k <1, tal que m, (t) # m,; (t) para k # j, entonces C es el cédigo restringido
C~|]Fq, donde C es el cdigo ciclico con polinomio generador

g(t) = (t - ™) € Fyut].

k=1

Por lo tanto, todo cédigo ciclico sobre [, cuyo polinomio generador no este factorizado
en términos lineales es un cédigo restringido de otro cédigo en alguna extensién de F,.

Coddigos traza

Otra forma natural de definir un cédigo sobre I, a partir de un cédigo sobre F,m es por
medio de la funcién traza Tregm/q : Fgm — F, definida por

m—1
m—1

Trqm/q(:c):Za:qi —rtal a2t 4 (1.5)
i=0

donde z € Fym. Abreviaremos Trym/, por Tr,, cuando el ¢ estd sobreentendido. Dado un
vector ¢ = (cy, ..., ¢,) € Fp podemos definir su traza por

Trm(c) = (Trgmsq(cr), .- Trgmjq(cn))-

Definicién 1.3.8. Sea C un cédigo lineal de longitud n sobre F,m, el cddigo traza de C es el
codigo sobre I, definido por

Tr,,(C) = {Tr(c) - c € C}.

Notar que si C es un cédigo ciclico sobre F,m, entonces Tr,,(C) es ciclico. El siguiente
ejemplo es una clase general de cédigos ciclicos que veremos en el préximo capitulo.
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Ejemplo 1.3.9. Sea S un F m-subespacio lineal de dimensién finita de F m[z], entonces

Cs = {(Trf(x))xeF;m fe 5} (1.6)

es un cédigo ciclico. En efecto, si & es un elemento primitivo de F,m sobre [F,, entonces

podemos interpretar a la palabra (Tr f (x))xeF* como (Tr f (ai))?:n[)_ ? (salvo permutaciones
qm -

de coordenadas). En tal caso, si ponemos g(z) = f(a~'z), entonces g € S y se tiene que

(9(1),9(), .., g(@72)) = (f("72), f(1),..., f(a?"7%)).
De este modo, el codigo
Cs = {(f(@))eerr,, : f € S}
es cerrado por corrimientos ciclicos y su linealidad es consecuencia de la linealidad del espacio

Sy por lo tanto Cg es ciclico. Luego, Tr,,,(Cy) = Cg resulta un cédigo ciclico sobre F,,. O

El siguiente teorema es debido a Delsarte ([8]) y exhibe una relacién de dualidad entre
los cédigos restringidos y los codigos traza.

Teorema 1.3.10 (Delsarte). Sea C un cddigo lineal de longitud n sobre Fym. Entonces

(Cs,)" = Trp(Ch). (1.7)

El teorema de Delsarte nos permite dar un cédigo ciclico a partir de conocer cémo se
descompone su polinomio de chequeo, de la manera siguiente.

Sea r = ¢™ y « un generador de Fr. Sea h(t) = hy(t)---hy,(t) € Fy[t] donde h;(t) son
polinomios irreducibles distintos sobre [F,.

Para cada 1 < j < u, sea
"y

gj =«
una raiz de h;(t), sea n; el orden de g; y sea m; el menor entero positivo tal que
¢ =1 (méd n;).
Por lo tanto, deg(h;(t)) = m; para todo j = 1,...,u. Pongamos

n="=4 con 6= (r—1,s1,...,8,)

y definamos el codigo
C={clay,...,ay) 1a; €Fym;}

con

clay,...,a (Z Trymi /q (a;), Z Trymi /q (a;g5), Z Trymi a]g?_l))

Por el teorema de Delsarte, C es un [n, k]-c6digo ciclico con polinomio de chequeo h(t)
y k=mq+ -+ my, por lo tanto todo codigo ciclico puede ser definido dando solamente
los ceros del polinomio de chequeo via esta construcciéon. Una consecuencia de esto uitimo es
que todo cédigo ciclico irreducible es traza.
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1.3.4. Ejemplos importantes
En esta seccion vamos a analizar algunos ejemplos muy importantes de cédigos ciclicos.

Cédigos de Hamming

Para cada r > 1, el cédigo de Hamming g-ario H,, ,(r) es un [n,n — r, 3]-cédigo sobre F,
con n = (¢" —1)/(¢ — 1). Su matriz de paridad H tiene la propiedad de que cada columna
esta formada por un vector no nulo de cada subespacio 1-dimensional de Fy.

Cuando (n,q — 1) =1, H, ,(m) puede ser visto como un cddigo ciclico. Por ejemplo, los
cédigos de Hamming binarios y los ternarios de longitud impar son ciclicos. En efecto, sea
o un elemento primitivo en F,m. Entonces 3 = a9 es una rafz n-ésima de la unidad. La
matriz de chequeo de H,,(m) es

188 ... B,

Notar que su polinomio generador es

g(t) = mg(t).

Por construccién de la matriz de paridad, la distancia minima de H, 4(r) es 3, para todo
n,q. Como el dual de este cddigo es el cddigo ‘simplex’, que tiene todas las palabras de peso

q™ !, el enumerador de pesos de H, ,(m) puede ser facilmente obtenido via la identidad de

MacWilliams.

Definicién 1.3.11. Sea n un entero positivo coprimo con ¢q. Para ¢ € Ny, la coclase g-
ciclotomica médulo n que contiene a ¢ se define como el conjunto

Cy ={i,iq,...,i¢" '} (méd n)

donde 7 es el menor entero positivo tal que i¢" =i (mdd n).

Nota. La menor extension de F, que contiene a una raiz n-ésima de la unidad es F,m, donde
m = |C4| es el cardinal de |C;| de la coclase g-ciclotémica médulo n que contiene a 1. Si
es una raiz primitiva de la unidad en F;m, entonces el polinomio minimal de 3* sobre F, es

ma:(t) = [ (£ = 5.
JEC;

Hay una correspondencia entre los polinomios monicos irreducibles de t" — 1 y las coclases
g-ciclotémicas modulo n. La factorizacion de t" — 1 en irreducibles esta dada por

" =1 =] ms .

Definicién 1.3.12. Sea 8 una raiz n-ésima de la unidad en una extension de F,. Sea C un
cédigo ciclico sobre F, de longitud n con polinomio generador g(t) € F,[t]. Entonces existe
un conjunto 7' C {0,1,...,n — 1} tal que las raices de g(¢) son {3 : 7 € T'}. A dicho T se lo
llama el conjunto de definicion de C (con respecto a f3).
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Nota. Cambiando  cambiard T. Para un § dado, conocer g(t) es equivalente a conocer T,
ya que g(t) = [[,cr(t—5%). Si g(B") = 0, entonces g(5'?) = 0, implicando que 7" es una unién
de coclases ciclotémicas médulo n. Reciprocamente, cualquier conjunto 7' C {0,1,...,n—1}
que es una union de coclases g-ciclotémicas moédulo n tiene la propiedad que

[Tt 5) €5

y por lo tanto es el conjunto de definicién de un cédigo ciclico de longitud n sobre F,,.

Cadigos BCH
Ahora definiremos los cédigos BCH (Bose-Chaudhuri,Hocquenghem).

Definicién 1.3.13. El cédigo ciclico BCH,, ,(d) de longitud n y distancia disenada J es el
codigo ciclico cuyo polinomio generador es de la forma

g(t) = m.c.m{mga(t), mga+1(t), ..., mgars—2(t)}

para alguna secuencia de elementos 3%, f*t1, ..., %2 donde 3 es una raiz n-ésima pri-
mitiva de la unidad en alguna extension de FF,. Alternativamente, BC'H,, ,(0) tiene conjunto
de definicion T'= C, U Cyyq U - - - U Cyis_9 relativo a .

Hay una relacién entre la distancia disenada d y la verdadera distancia minima del codigo.
Notar que la matriz de chequeo de BC'H,, 4(0) es

1 ﬁa 62(1 . B(n—l)a
1 pott 52(a+1) A g(n—l)(aﬂ)

H=| . _ . _ (1.8)
i Ba—é&—? B2(a-;-5—2) . B(n—l)&a—&-&—z)

Esta es una matriz de Vandermonde, por lo tanto cualquier conjunto de (§ — 1) columnas de
H son linealmente independientes. Luego el codigo tiene distancia minima d satisfaciendo

d> .

Més ain, como las entradas de H estdn en F,m, estas pueden ser expresadas como una
columna de m x 1 sobre F,. Entonces, el rango de H es a lo méds m(é — 1) y, por lo tanto,
el cédigo BCH,, 4(0) es un [n, k,d],~cédigo ciclico con

E<m(—-1) y d=>4.

En el caso particular que ¢ = 2,a = 1 y § = 4 nos referiremos a BCH,, ,(§) como el
cédigo BCH binario 2-corrector de longitud n = 2™ — 1. Sea « un elemento primitivo de Fam,
en este caso el polinomio generador de este codigo es

g(t) = ma(t)mas (1)

donde my:(t) es el polinomio minimal de o’ sobre Fy con ¢ = 1, 3. Su conjunto de definicién
es T'= C7 U5 donde C; es la coclase 2-ciclotomica médulo n = 2™ — 1 con ¢ =1, 3.
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Coddigos de Melas

Por 1ultimo definiremos el cédigo de Melas.

Definicién 1.3.14. Sea « un elemento primitivo de F,m, el cédigo de Melas g-ario M, (q)
de longitud n = ¢"™ — 1 es el cddigo ciclico cuyo polinomio generador es de la forma

g(t) = ma(t)ma-1(1)
donde m,;(t) es el polinomio minimal de o' para i = +1 sobre F,.

Nota. Por el teorema de Delsarte, el dual del cédigo de Melas es el codigo traza
M,(¢)" = {(Tr(ax + bx_l))xGFZm ca,beFgm}

llamado cédigo de Kloosterman, ya que para calcular los pesos de sus palabras aparecen
sumas de Kloosterman. Esto fue probado por Lachaud y Woolfmann independientemente
en 1987 y 1989 ([30], [47], [48]). En los afios subsiguientes, Schoof y Van der Vlugt se
dieron cuenta que existe una relacion entre las ecuaciones que aparecen en la identidad de
MacWilliams y la traza de operadores de Hecke de ciertas formas modulares. Asi pudieron
obtener las distribuciones de pesos del cédigo de Melas binario ([42]).



Capitulo 2

Sumas exponenciales y formas
cuadraticas

En este capitulo veremos los preliminares algebraicos que nos haran falta para el resto
de la tesis. Empezaremos viendo una breve introduccién a sumas exponenciales, haciendo
hincapié en sumas de caracteres de un cuerpo finito. Luego, veremos formas cuadraticas
sobre cuerpos finitos, sus principales propiedades y caracterizacion. Pero sobre todo, haremos
énfasis en la evaluacién de sumas exponenciales relacionadas con estas formas cuadraticas,
pues estas son necesarias para el cdlculo de las distribuciones de pesos de los cddigos que
apareceran en el proximo capitulo.

2.1. Sumas exponenciales

En esta seccién asumiremos que ¢ es una potencia de un niimero primo p, digamos g = p°.

Todos los resultados de esta seccién pueden ser encontrados en [3] (ver también [21] y [36])
Traza y caracteres
Para v € Fym, recordemos que la funcién traza Trym /. se define como

-1
Trqm/q(y) = 7qj )
J

3

Il
=)

Proposicién 2.1.1. La funcion Trym,q es una funcion F-lineal de Fyn a F, sobreyectiva,
inwvariante por el automorfismo de Frobenius, es decir

Trgm/q(7?) = Trgmq(7)
con 7y € Fgm.

A la funcién traza de g a p la denotaremos simplemente por Tr, es decir Tr(7y) = Trq/p(7)

Tr
— gp ()

2mi .
para v € F,. Ademds, usaremos las notaciones (, =e» y e(7) , es decir

15
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e(y) =es "0,

Las propiedades de esta funcién se resumen en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.1.2. Sean 71,7, € Fy. Entonces

e (i +72) =e(n)e(r2).

o Eziste v € F, tal que e(y) # 1.

e Se tiene > e(y) =0.

v€EF,

Un cardcter multiplicativo x de [, es un morfismo de grupos de F; a C*, es decir un
mapeo x : F; — C* tal que
X(172) = x(1)x(72),

para todo 71,72 € F,. Se puede ver que la imagen de un cardcter siempre estd contenida en
S!: més atn, en este caso, la imagen de [ via x estd contenida en las raices (¢ — 1)-ésimas
de la unidad.

El cardcter trivial, usualmente denotado xjo, es el cardcter que satisface xo(7v) = 1 para
todo v € ;. Es conveniente extender el dominio de definicion de un caracter x de Fy a
[F,, haciendo valer x(0) = 1 si x = xo, ¥ x(0) = 0 si x no es el cardcter trivial. Con esta
convencién tenemos

si x es trivial,

> xla) = { g (2.1)

acF, si x no es trivial.

Si denotamos por ya(y) = e(Ay) = C,,TY(M), donde A € IF,. Esta propiedad se puede
usar combinatoricamente para contar la cantidad de ceros de funciones F': Fy. — Fy, mds
precisamente tenemos

¢ Hr €Fp: Fla)=0}= > > xrwla)= Y > reren (2.2)
rGIF;‘m aclFy a:eFZm a€lFy

Nota. Otros autores, por ejemplo Mullen-Panario en [36], suelen suponer que x(0) = 0
inclusive cuando x = xo, lo que modifica varias sumas o férmulas donde influyan caracteres
triviales, como la suma anterior por ejemplo.

Sumas de Gauss

Existen varias familias conocidas de sumas exponenciales. Aqui introduciremos las sumas
de Gauss, porque éstas aparecen naturalmente en el estudio de cédigos ciclicos.
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Definicién 2.1.3. Dado x un caracter de F, con ¢ = p® y 8 € Iy, se define la suma de
Gauss por

Go(Bx) = 3 v(@)e(Ba).

€l

En particular, denotamos Gs(x) = Gs(1, x), es decir G5(x) = > x(x)e(z).

z€lf,

No es muy dificil ver que
Go(B,x) = x(B7)G ().

Estas sumas de Gauss fueron introducidas por Dirichlet en el estudio de niimeros primos en
progresiones aritméticas. En realidad, Gauss estudié otra clases de sumas exponenciales, hoy
llamadas k-ésimas sumas de Gauss 6 sumas de Gauss de segundo tipo, definidas como sigue.

Definicién 2.1.4. Sea 3 € Fycon g =p°y k € Z.

27y ok Trqpﬁxk
gs(B.k) = D e(Bat) = S T ) = N7t

z€F, z€F, z€F,

Los dos tipos de sumas de Gauss estan relacionadas por la siguiente identidad

k—1

g:(8,k) = Gu(B,X)

j=1
donde x es un cardcter de orden k sobre I, con ¢ = p* y 8 € ;. Esta igualdad permite usar

las sumas de Gauss de primer tipo para estudiar el espectro de cédigos ciclicos irreducibles.

Las sumas de Gauss de segundo tipo aparecen naturalmente cuando queremos calcular
la distribucién de pesos de cédigos irreducibles, pero no se conocen féormulas generales para
este tipo de sumas, salvo en el caso cuadratico (como veremos a continuacion).

Teorema 2.1.5 ([21]). Sea ¢ una potencia de un primo impar p y 5 € F,. Entonces

{ n(B)va sig=1 (méd 4),

_ Tr(Bx2) —
92(8, x) Z Cp in(8)v/a sig=3 (mdd 4),

z€lFy

(2.3)

donde n es el cardcter cuadrdtico de Fy.

Recordemos que el cardcter cuadrético de I, se define como el tinico cardcter multiplica-
tivo  de IF, de orden 2, es decir

n(z)? =1 para todo z € ;.

Se puede ver de manera sencilla, que n(x) = 1 si x es el cuadrado de algin elemento de F 7
y n(x) = —1 en caso contrario. En particular, si ¢ = p es un primo impar, entonces

es el simbolo de Legendre médulo p.
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Sumas de Jacobi

Otra clase de sumas que suelen aparecer en el contexto de calcular distribuciones de
pesos, son las llamadas sumas de Jacobi, ya que estas son ttiles para calcular la cantidad
de soluciones de ecuaciones diagonales. Dichas ecuaciones son clave para calcular los ceros
de ecuaciones donde intervienen formas cuadraticas ya que por ejemplo, en caracteristica
impar, toda forma cuadratica se puede “diagonalizar” como veremos en la préxima seccion.
Las sumas de Jacobi también permiten calcular una clase especial de nimeros, llamados
numeros ciclotémicos, que aparecen en el estudio de distribuciones de cierta clase de codigos
ciclicos que no veremos en esta tesis.

Definicién 2.1.6. Sean Y, caracteres multiplicativos de F,, donde ¢ = p°. La suma de
Jacobi J.(x, 1) esta definida por

J069) = ) x(@)(1 - ). (2.4)

z€el,

Cuando el s esté sobreentendido o no importe en la discusion, quitaremos el subindice s de
la notacion.

El orden m de la suma Js(, ¢) se define como el minimo comtn multiplo de los érdenes
de los caracteres x y . Luego, la suma de Jacobi Jg(¢, x) es un entero dentro del cuerpo

2mi

ciclotémico Q((,,), donde (,, = e™m .

Las sumas de Jacobi son simétricas. En efecto, como la asignaciéon x — 1 — x es una
biyeccién sobre F,, se tiene

JOx ) = I, x).

Ademas, las sumas de Jacobi cumplen las siguientes propiedades, en su mayoria consecuencia
de las propiedades de los caracteres multiplicativos del cuerpo F,.

Proposicién 2.1.7. Sean x,v caracteres multiplicativos de F,. Luego,
e si x y ¥ son ambos triviales, entonces J(x, ) = q,
e si exactamente uno de los caracteres 1 ¢ x es trivial, entonces J(x, ) =0,

e si x no es trivial, entonces J(x,x) = —x(—1), donde x(a) = x(a) para todo a.

Una relaciéon importante entre las sumas de Jacobi y las de Gauss esta dada por el
siguiente teorema.

Teorema 2.1.8. Sean x,1 caracteres multiplicativos de F,, ¢ = p°. Si xi es no trivial,

entonces
G0 (%)

Js0ev) = Gs(xv)
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Una ecuacion diagonal es una ecuacién polinomial del tipo

T + aprk? 4l = (2.5)

donde 7, k1, ..., k. son enteros positivos, ai, ag, ..., € Fyy § € F,.
Llamaremos N,.(§) al nimero de soluciones de la ecuacién de arriba, es decir

No(§) = #{(a1,...,ar) € (F;)" : ozt 4 gkt 4o b =€) (2.6)

Las sumas de Jacobi permiten encontrar la cantidad de soluciones a la ecuacién (2.5).
Para ello, necesitamos definir primero las sumas de Jacobi generalizadas.

Definicién 2.1.9. Sean X1, x2, . - ., X» caracteres multiplicativos de F,, con ¢ = p° y r > 2.
La suma de Jacobi generalizada esté definida por
Js(X1s - xr) = Z X1(z1)xa(22) -+ X (1) (2.7)

z1+a2+-Far=1
donde la suma es tomada sobre todas las r-uplas (y1,...,7,) € Fy con ¥y + -+ +z, = 1.

Notar que cuando r = 2, la suma generalizada de Jacobi coincide con la suma de Jacobi.

Estas sumas de Jacobi generalizadas se pueden expresar como sumas de Jacobi simples,
por aplicacion reiterada del siguiente teorema de reduccion.

Teorema 2.1.10. Sean x1,...,X, caracteres multiplicativos no triviales de F, con r > 2.
Entonces,
_qJ(Xb cen ,er1) ST X1X2 " Xr_1 €S trivial,
J(X17"'7XT): . .
Jxa X1, Xe) S (X155 Xrm1) i X1X2" " Xr—1 M0 €S trivial.

De particular importancia para nosotros serd, en calculos posteriores, la evaluaciéon de la
suma generalizada J(,...,n), donde 7 es el caracter cuadratico de Fy, ya que esta aparece
en sumas diagonales cuadraticas.

Proposicion 2.1.11. Para r > 2, tenemos que

_77((—1)%) q% 811 €s par,
TG0 )=
r-veces 77((_1) 2 )q 2 St T es z'mpar,

donde n el cardcter cuadrdtico de F,.

Dado r un entero positivo, denotamos por
Dagyoar ={(1,-.yJr) €Z": 1 <j;<d;—1parai=1,...,r} (2.8)

donde d; > 1 son enteros parat=1,...,7.
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Teorema 2.1.12. Sean ki, ..., k, enteros positivos, o, ...,a, € Fy y a € F,. Para cada
1<i<r, sead; = (ki,q—1) y x; cardcter multiplicativo de IF, de orden d;. Si D = Dy, . a4,
es como en (2.8), entonces el nimero N,.(§) de soluciones de la ecuacion (2.5) estd dado por

qT—1—|— Z (HXzZ(Saz_l)) J(X?,...,X?L’“) 8’1,57&07
(J1esjr)ED i=1

NT(f): r . .
¢ '+ (q-1) X (IIx(ah) IO .oxdr)  si&=0,

(J1,-gr)€D?i=1

donde D° = {(j1,...,5.) €D : ' - = xo}.

Nos interesardn particularmente las ecuaciones diagonales como en (2.5) en las que todos
los k; = 2, ya que mas adelante estudiaremos la cantidad de soluciones a ecuaciones que
involucran formas cuadraticas y que resultaran ser ecuaciones diagonales en caracteristica
impar.

Como consecuencia del teorema y la proposicion anteriores, en el caso ¢ impar se tiene
lo siguiente.

Corolario 2.1.13. Sea q impar. El nimero N de soluciones de la ecuacion
o z? 4 agxl + - 4 opa? = &,
donde v, ...,ap €Fy y § € Fy, estd dado por las siguientes expresiones:

e 51 & #0, entonces

. ¢ = (=)o) ¢ sir es par,
7+ 77((—1)%5041 e QT) qTEI sir es impar.
e 5. & =0, entonces
N ¢! +n((—1)%a1"'04r) (q§ _qTEQ) si T es par,
¢ St T es impar.

2.2. Formas cuadraticas sobre cuerpos finitos

Comenzamos recordando la definicién clasica de forma cuadratica sobre cuerpos finitos.

Definicién 2.2.1. Una forma cuadrdtica en m variables sobre [F, es un polinomio homogéneo
de grado 2 en m variables con coeficientes en F,.
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Fijada una F,-base B de F;m, como el grado de la extensién de F,m /F, es m, entonces
el vector de coordenadas con respecto a la base B nos da un isomorfismo de [F-espacios
vectoriales entre Fym y F7". Via este isomorfismo, algunas funciones ) : Fym — F, pueden
ser identificadas con polinomios de m variables con coeficientes en F,.

Ejemplo 2.2.2. Sea ¢ = p™ con p primo y consideremos Q(z) = Try/,(y2*) con v,z € F,.
Fijemos B = {vy, ..., v, } una F,-base de F,.
Escribamos z = ajvy + - - - + a0y, con a; € F,,, luego

Qlarvy + -+ + apvy) = Z Trgp (v(aivi)?) + Z Trg)p (7(20i050:05))
i=1 i#]

= D T (v()?)al + Y 2Ty (voi0y) aia;.
i=1 it

Sean ¢; = Try(v(v:)?) v ¢ij = 2Tryp(yvsv5). El polinomio que representa a Q(z) es el
polinomio homogéneo en m variables

m
_ 2
q(z1, ..., xy) = E ciT; + E Ci jTi %
=1

i#]
ya que q(ai,...,a,) = Q(aivy + + - + a,vy,). Notar que en este caso el polinomio que
representa a la funcién es una forma cuadratica. Notar que en caracteristica par, los ¢; ; =0
para todo ¢ # j y por lo tanto ¢(x1,...,%,,) es suma de cuadrados. O

Ahora generalizamos un poco la nocién de forma cuadratica sobre cuerpos finitos.

Definicién 2.2.3. Una funcién @) : F,m — F, se dice forma cuadrdtica, si via la identificacion
anterior el polinomio que le corresponde es una forma cuadratica, es decir un polinomio
homogéneo de grado 2.

Una manera de probar que una funcién @ : Fm — F, es una forma cuadratica, es
considerando la funcién asociada

Bz, y) = Qz +y) — Qz) — Qy) (2.9)
ya que en general resulta que
() es una forma cuadratica < B es una forma bilineal simétrica
(o sea B(y,z) = B(z,vy)).

Ejemplo 2.2.4. Sea ¢ cualquier potencia de un primo y consideremos

Qx) = Tryn (2 R(x)) (2.10)
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donde R(z) € Fy[z] es un polinomio g-linealizado, es decir un polinomio de la forma

h
=) aax (2.11)
=1

Notar que R satisface R(x +y) = R(x) + R(y), ya que elevar a la ¢ es un automorfismo de
cuerpos en [Fgm
Se puede probar que Q(z) es una forma cuadrética considerando la funcién asociada

B(z,y) como en (2.9). Como Q(z +y) = Q(z) + Q(y) + Tr(zR(y)) + Tr(yR(z)), tenemos
B(w,y) = Trgnq(xR(y) +yR(z)).
Luego,

Bz +a',y) = Trgm((x+2")R(y) +yR(z +2'))

= Trymg(xR(y) + 2'R(y) + yR(x) + yR(z"))

= Trgmg((@R(y) +yR(2)) + (2'R(y) +yR(")))
= B(z,y)

De la misma manera se ve que B(z,y +y') = B(x,y) + B(x,y’) y por lo tanto B es
bilineal. Ademés, es claro que B(y,z) = B(z,y). Luego, B es una forma simétrica y por lo
tanto Q(x) = Trgm g(xR(x)) es una forma cuadratica. O

+ B(2',y).

Notar que si consideramos dos formas cuadraticas distintas y tomamos dos bases distintas
de Fym, puede suceder que el polinomio que las representa en las bases correspondientes sea el
mismo. Por lo tanto, en esencia, son la misma forma cuadratica. En tal caso, la transformacién
de cambio de base en Fym nos permite dar una nocién de equivalencia de formas cuadraticas.

Definicién 2.2.5. Dos formas cuadraticas ()1 y ()2 en m variables sobre [, se dicen equi-
valentes si existe un isomorfismo Fy-lineal S : Fgm — Fym, tal que

Q1(z) = Q2(S(x)).

Teniendo en cuenta la tltima definicién, nos interesa saber si hay maneras de decidir
cuando dos formas cuadraticas son equivalentes. Veremos que existen dos invariantes muy
importantes, que en algunos casos resultan ser invariantes absolutos, ellos son el rango y el
tipo. Empecemos definiendo el rango de una forma cuadratica.

Definicién 2.2.6. Sea () una forma cuadratica en m variables sobre IF,. El rango de @) se
define como la minima cantidad de variables r por la cual @) se puede representar como un
polinomio en r variables.

Obviamente r < m. La siguiente proposicién nos da una manera de calcular el rango de
una forma cuadrética.
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Proposicién 2.2.7. Sea () una forma cuadrdtica en m wvariables sobre F,. Entonces, el
rango de @) es la codimension del I -espacio vectorial

V={yeFm:Qy) =0, Qx+y) =Q(x), VreFm}. (2.12)
Esto es |V| = ¢™ ", donde r es el rango de Q.
Dada una forma cuadrética ) en m variables sobre I, consideremos otra vez la funcién
B(z,y) = Q(z +y) — Q(x) — Q(y). El radical de B es el espacio
W=Wp={y€Fm:B(z,y) =0,Vo € Fym}. (2.13)
Claramente V' C W. Recordemos que V' nos permite calcular el rango de una forma

cuadratica via su codimensién. En algunos casos, la contencién anterior es una igualdad vy,
por lo tanto, podemos usar a W para calcular el rango de una forma cuadratica.

Lema 2.2.8. Sea () una forma cuadrdtica en m variables de rango r sobre I, con q impar,
y sean V., W como en (2.12), (2.13) respectivamente. Entonces, V=W yr =m — dim(V).

Luego, en caracteristica impar es posible usar V' y W indistintamente. Esto es 1til, ya
que a V lo definen dos ecuaciones mientras que a W sélo una. En caracteristica par V £ W
en general; pero, sin embargo, en algunos casos se sigue dando la igualdad.

Lema 2.2.9. 5i q es una potencia de dos y ) es una forma cuadrdtica en m variables sobre
F, de rango r, entonces r > m — dim W. Mds precisamente, si () tiene rango par entonces
r=m—dimW y si Q tiene rango impar entonces r = m — dim W + 1.

Notar que m — dim W es siempre par.

Definiciéon 2.2.10. Sea () una forma cuadratica de F,m sobre F,. Para 8 € Fymy £ € F,
definimos por Ny s(€) a la cantidad de soluciones = € F,m de la ecuacién

Q(x) + Trgmyq(B) = €. (2.14)
Es decir,
Nos(§) = #{z € Fgn : Q) + Trgm/(Bz) = &} (2.15)
En particular, usaremos la notacion
Nq(§) == Noo(§) = #{z € Fgn : Q(z) = &} (2.16)

Notar que si @) es de rango r, entonces Ng(§) coincide con N,.(€) definido en (2.6).
Las formas cuadraticas sobre cuerpos finitos han sido muy estudiadas. En particular, se
las ha clasificado en tres clases no equivalentes. Para ver ésto definamos la forma cuadratica
ng(m) = BQj(Il, .. ,ZEm> = T1T2 + T3X4 + -+ l’gj_ll’gj

donde j es un entero no negativo y asumimos que By=0. Sea v(z) la funcién definida sobre
F, por

qg—1 siz =0,

V@y_{—1 siz#0. (217)
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Teorema 2.2.11. Sea g = 2° con s € N. Toda forma cuadrdtica Q(x) en m variables sobre
F, de rango r es equivalente a una de los siguientes tres tipos:

e Tipo I: B.(x), con r par.

e Tipo II: B,_1(x) + a2, con r impar.

e Tipo III: B, 5(z) + 02?_, + x, 17, + 022, conr par y 6 € F, tal que Try(0) = 1.
Ademds, para cualquier § € TFy, se tiene:

e Tipo I: Ng(&) = ¢™t +v(€)gm3L.

e Tipo II: No(§) = ¢™ 1.

-1

(M

e Tipo III: Ng(&) = ¢t — v(€)g™~

Teorema 2.2.12. Sea ¢ = p° con p primo impar y s € N. Toda forma cuadrdtica Q(x) en
m variables sobre F, de rango r es equivalente a una de los siguientes tres tipos:

e Tipo I: B.(x), con r par.

e Tipo II: B,_(x) + ux?, con r impar.

e Tipo III: B, s(x) + a2_, — px2, conr par y u € {1, p} con p un no cuadrado en F,.
Ademds, para cualquier £ € Ty, se tiene:

o Tipo I: No(€) = 4" + v(€)g™ 51,

+1

e Tipo II: No(€) = ¢ +n(ué)g™ = .
e Tipo III: No(€&) = ¢™ ' —v(&)gmn—aL.

Aqui, n es el cardcter cuadrdtico multiplicativo de F, asumiendo que n(0) = 0.

Notar que en cualquier caracteristica el tipo de la forma cuadratica de rango par, se hace
evidente al analizar la cantidad de soluciones z € Fym a la ecuaciéon Q(x) = &, pues si @) es
de rango par hay una variacion de signo en la cantidad de soluciones, por esto definimos

1 si @ es de tipo I,

-1 si @ es de tipo III.

Cuando ¢ es una potencia de un primo impar, el estudio de las formas cuadraticas se
simplifica bastante ya que éstas se pueden interpretar de manera matricial, inclusive es
posible definir el tipo de una forma cuadratica por cierto invariante matricial como veremos
a continuacion.



25 2.2. Formas cuadraticas sobre cuerpos finitos

Lema 2.2.13. Sea () una forma cuadrdtica en m variables sobre Fy con q impar y sea B
una Fy-base de Fym fija. Eziste una matriz simétrica Hg € M,,(F,) tal que

XHQXt = Q(x)
donde X es el vector de coordenadas de x € F;” en la base B.

En este contexto, el rango de la forma cuadratica () coincide con el rango de su matriz
asociada Hg. Ademads, para H( existe una matriz S € GL,,(IF,) tal que

a1

a,

SHqS' = (2.19)

0

Por lo tanto, en caracteristica impar toda forma cuadratica puede ser dada en forma
« s ” : : {4
diagonal”. Es decir, existe una F,-base de F,m tal que la forma cuadratica es representada
por un polinomio de la forma

2 2
q(z1, 29, ..., Tp) = a1y + - -+ + @,z

donde r es el rango de la forma cuadratica. Puede suceder que distintas bases diagonalicen
una misma forma cuadréatica. En tal caso, su expresion diagonal no es unica; sin embargo,
el valor

A =aas---a, (2.20)

es invariante por equivalencia diagonal y es llamado el determinante de la forma cuadratica.

Cuando ¢ es impar, dos formas cuadraticas 1,Q)2 son equivalentes si sus matrices co-
rrespondientes Hg,, Hg, son conjugadas por una matriz inversible.

Definicién 2.2.14. Sea ¢ una potencia de un primo impar, y () una forma cuadratica en m
variables sobre . El tipo de la forma cuadrética @ se define como ¢y = n((—1)2A) donde
A es el determinante de @) y 7 es el cardcter cuadratico multiplicativo de F,.

En algunos casos, el tipo permite identificar ciando dos formas cuadraticas son equiva-
lentes.

Lema 2.2.15. Sean ()1, Q)2 dos formas cuadrdticas en m variables sobre F, de igual rango
par. Entonces Q1 y Q2 son equivalentes si y solo si €, = €q,.

Por lo tanto, el rango y el tipo son invariantes absolutos en las formas cuadréticas de
rango par en caracteristica impar. Mas precisamente, nos permite determinar cuando una
forma de rango par es de tipo I o de tipo III.

Se ha probado hace unos anos, que en algunos casos el tipo de una forma cuadrética solo
depende de su rango ([12]).
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2.3. Formas cuadraticas y sumas exponenciales

Sea ¢ = p°, con p primo. Recordemos que una forma cuadrética en m variables sobre [F,
es una funciéon de Fym a F, que, via el isomorfismo de Fy-espacios vectoriales Fym >~ ", es
un polinomio homogéneo de grado 2 en m variables sobre F,,.

Para a € F y () una forma cuadratica en m variables sobre F, definimos la suma

Try/p(aQ(@)
Toa= >, & (2.21)

xGIqu
donde ¢, = e'» , como antes. Si a = 1, usaremos la notacién

To=To1= )Y G, (2.22)

IEIqu
Estas sumas pueden ser calculadas explicitamente en términos del rango y el tipo de Q.

Lema 2.3.1. Sean ) una forma cuadrdtica en m variables sobre F, de rango r y Ty como
en (2.22). Entonces |Tg| = ¢™ 2 6 0. Mas atin, tenemos:

(1) Sir es par (con q arbitrario) y Tg # 0, entonces para todo a € F; se tiene

Tou= 37 (oo _ s,

xGIqu

(11) Si q es impar (con r arbitrario), entonces

T n(A) qm = sig=1 (mdd 4),
° i'(A)¢™: sig=3  (méd 4).

Observacion 2.3.2. Sea () una forma cuadratica de rango r par sobre F, con ¢ impar. Luego,
el tipo de ) queda en términos del rango y el determinante de (). En efecto, tomando a = 1
en el lema anterior, como las expresiones en (1) y (1) deben coincidir, se tiene que

o = {U(A)r si ¢ =1 mod 4, (2.23)
(—1)2n(A) si ¢ = 3 mod 4.

Cuando consideramos familias de formas cuadréaticas de rango par, se puede obtener
mayor informacién a partir de las ecuaciones (2.14). Esto va a ser clave para calcular ciertas
sumas exponenciales dobles que aparecen naturalmente en el calculo de pesos de palabras de
ciertos cédigo ciclicos definidos a partir de formas cuadréticas, como veremos en el proximo
capitulo.
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Lema 2.3.3 (]27], [28]). Sea Q una forma cuadrdtica en m variables de rango r par sobre
F,. Entonces, para cada § € Fy, hay una cantidad ¢ — q" de elementos 8 € Fym tales que

Nops(&) =q¢™

y una cantidad ¢"~* + ev(c)qz ! de elementos B € Fym tales que

Nos(€) =q™ ' +ev(+c)gm 2!

donde v es como en (2.17) y Ng 3(§) como en (2.15).

Definicién 2.3.4. Para () una forma cuadratica en m variables sobre Fy, 8 € Fym y b € F,
definimos las sumas exponenciales

Squlf) = X 3 (renleaer e o) -

aEIF* z€Fym

Cuando b = 0, denotamos por S (5) a Sg.o(f), es decir

Sa(8) = 30 Y gl o), (2.25)

aEIFj; z€F;m

Notar que si § = 0 tenemos

S0ul0) = 32 GO (3 ) g S

aGIF* x€F m aEIF*

b .
donde k;, = C;} a®) Luego, estas sumas pueden ser calculadas por medio del Lema 2.3.1.
A continuacién calculamos las sumas Sg(5) y sus distribuciones, las cuales también
quedan en términos del rango y el tipo de Q.

Proposicién 2.3.5. Sea () una forma cuadrdtica sobre F, de rango v par y B € Fym. Los
valores de Sg(B) tienen la siguiente distribucion

0 q" — q" veces,
So(B) =14 elg—1)g" 2 ¢ ' +e(qg—1)g27" veces, (2.26)
—eq™ 2 ("' —eqi1)(q — 1) veces,

mientras que si b € Ty, los valores de Sous(B) tienen la siguiente distribucion

0 q" — q" veces,

Sau(B) = €lg—1)g"" ¢t — eq ! veces, (2.27)

T_
¢ —q ' +eq27! veces.

N3
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Demostracion. De (2.25), restando la contribucién del 0, tenemos
L 3 )
z€F;m a€lFq

Teniendo en cuenta los valores que puede tomar Q(z) + Trgm /4(87), y distinguiendo los
casos en que vale 0 0 no, tenemos

So(B) = aNgs(0) + > Nos(€) Y G g,

£ely, aclfy

Usando que los caracteres de F, son todos de la forma x.(z) = CpT "2 con v e, yque
por la Proposicion 2.1.2 la suma de caracteres se anula, llegamos a que

So(B) = qNg,s(0) — g™ (2.28)
Por el lema anterior Ng 5(0) = ¢! para un nimero ¢ — ¢" de 3’s posibles y ademéds
Nos(0) = ¢™ ' + ev(c)gm™ 2! (2.29)

para un ntimero ¢" ' + ev(c)g2~! de B’s posibles.
Como v(c) = q¢—1sic=0ywv(c)=—1sicelF; hay ¢ — 1 elecciones de ¢ tal que
v(c) = —1. Por lo tanto, (2.29) queda

e Nos(0)=q™ ' +e(lg—1)¢™ 271  para un nidmero ¢! +€(q — 1)gz~! de B’s,

e Nos(0)=qgmn !t —eqgm 3t para un ntimero (¢"~! —eqz71)(q — 1) de Ss,
donde € es como en (2.18). Por todo lo visto, de (2.28) llegamos a que
0 q" — q" veces,
So(B) =19 elg—1)¢™ 2 ¢ 4e(g—1)gz" veces,
—eq™ 3 (¢ — eqz71)(q — 1)veces.

De manera anéloga al caso anterior, si b # 0 entonces tenemos

Squ(B) = qNgs(—b) — q™,

y analizando casos de igual manera que antes, se obtiene

0 q™ — q" veces,
Sos(B) =< elg—1)gm 2 ¢! —eq2 ! veces,
—eq™ e ¢ — ¢ '+ eq2! veces,
como querfamos mostrar. O

O sea que Sgu(5) v Sg(B) toman exactamente los mismos valores, pero con distintas
distribuciones.

Observacion 2.3.6. Notar que, por definicién, las sumas Ty, vy Sgs(8) estdn en Q((,). El
Lema 2.3.1 y la Proposicion 2.3.5 aseguran que, si el rango r de () es par, en realidad T,
v Sou(B) estdn en g™ 2 Z.
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2.4. La forma cuadratica Q)

Sean £ € Ny A € Fym y consideremos la funciéon Qg : Fym — F, definida por
Qro(x) = Trgm g(A2? 1) = Trgm o (2R (2)) (2.30)

£ . . . .,
donde R)(z) = Az?. Por lo visto en secciones anteriores, la funcién @, (z) es una forma
cuadratica, ya que R)(z) es un polinomio ¢-linealizado sobre F,m.

Los siguientes teoremas, probados por Klapper en [27] y [28], nos dicen exactamente como
se distribuyen los rangos y los tipos de la familia de formas cuadraticas {Q(z)}r, en m
variables sobre F,, parametrizadas por A € F,m y £ € N, cuando m, = ﬁ es par.

En particular, estos resultados aseguran que todas las formas cuadraticas )y, son de

rango par, en caracteristica arbitraria.

Teorema 2.4.1 (Caracteristica par). Sea q par, A € F}.. y { tal que my = @T_e) es par. Si
Qxe es como en (2.30), entonces:

(a). Si %mg es par y A es una (¢° + 1)-ésima potencia en Fym, entonces Qx, tiene rango
m —2(m, ) y es de tipo III.

(b). Si %mg es par y A no es una (q° + 1)-ésima potencia en Fym, entonces Qo tiene rango
m y es de tipo 1.

(¢). Sizmyg es impar y A es una (¢° + 1)-ésima potencia en Fym, entonces Q. tiene rango
m —2(m, ) y es de tipo I.

(d). Si %mg es impar y A no es una (¢* + 1)-ésima potencia en Fym, entonces Qxy tiene
rango m y es de tipo III.

Teorema 2.4.2 (Caracteristica impar). Sea q impar y ¢ tal que my = (m—’% es par y escribi-

mos A\ = o' donde o un elemento primitivo de Fym. Entonces:

(a). Si %mg es par yt = 0 mod (¢ + 1) entonces Q4 tiene rango m — 2(m,{) y es de
tipo I11.

(b). Si %mg es par yt Z 0 mod (¢ + 1) entonces Qx, tiene rango m vy es de tipo I.

(c). Siimy es impar y t = % mod (™" + 1) entonces Qx ¢ tiene rango m — 2(m, {)
y es de tipo I.

(d). Si gmy es impar y t # % mod (¢ + 1) entonces Qx4 tiene rango m y es de
tipo 111
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Por lo tanto, si consideramos las sumas exponenciales Sq, ,(8) ¥ Sq, ,5(3), definidas en
la seccién anterior, obtenemos su distribucién cuando A varia en Fym y £ en N. Como veremos
en el capitulo siguiente esta es la clave para poder calcular la distribucion de pesos de codigos
ciclicos que se definen a partir de formas cuadréticas del estilo Qr(x) = Trgm q(xR(x)) donde
R(x) es un polinomio g-linealizado sobre Fm

Ahora fijamos notaciones que necesitaremos en los siguientes capitulos. Definamos el
subconjunto de elementos no nulos de F m que son potencias (¢° + 1)-ésimas, es decir

_ _ €41) . *
T =Tpne={"":8€F,.} (2.31)
y los subconjuntos de enteros positivos

Ty =Ti(m,0)={ie{l,....¢" =1} :i =0 (méd ¢"™" + 1)},

N (2.32)
Ty =To(m,0) = {i € {1,. ..,qm—l}:iz‘ﬁéﬁ(mo’dq(m’@—i—l)}.
Ademas, denotaremos a sus cardinales por
M - #T, M1 - #Th M2 - #TQ (233)

Por ltimo, denotaremos de la siguiente manera a los cardinales de sus complementos con
respecto a Fy.

M=q"=1-M, M =q"-1-M, My=q"—1- M. (2.34)
A continuaciéon calculamos estos niimeros.

Lema 2.4.3. Sean M, M, y My como en (2.33). Entonces

M = 2.35
@ —La + ) (2:3)
Si ademds ¢"™" + 1| ¢™ — 1 se tiene
" -1
My = M, = T (2.36)
Demostracion. Notar que si a es un elemento primitivo de Fym, entonces T" = <oﬂ£+1), y por
lo tanto M = qu_q%Jrl)

Por otro lado, si k, N, s1, $2 son enteros no negativos tales que k | Ny 0 < s1,59 < k—1,
entonces

#{ie{l,... N}:ii=s modk} =#{ie{l,... N}:i=symod k} =&

Por lo tanto, si ¢™* + 1| ¢™ — 1, usando (2.32) con N = ¢ — 1 tenemos

como queriamos ver. O



Capitulo 3

Distribuciones de pesos

Sea a un elemento primitivo de Fym y £ un entero no negativo. En el ano 2009 K. Feng
y J. Luo ([13]) calcularon explicitamente la distribucién de pesos del cédigo ciclico reducible
de longitud n = p™ — 1 con ceros

— _(n?
con m/(m, ) un entero impar, usando sumas exponenciales asociadas a funciones planares
(también llamadas funciones perfectas no lineales o PN). En 2008, los mismos autores, usando
sumas exponenciales asociadas a formas cuadraticas, pudieron calcular la distribuciones de
los codigos ciclicos reducibles con ceros

0472, a—(p‘*ﬂ) y Ofl7 of2, Oé—(pfﬂ)
cuando (m,¢) = 1y p es un primo impar ([14], [15]).

Estos métodos introducidos por Feng y Luo permitieron luego, a muchos otros autores,
calcular explicitamente la distribucién de pesos de cédigos ciclicos sobre [, cuando p es un
primo impar (ver [49], [50], [51], [52], [53], [54]). En este capitulo, usaremos los resultados
de formas cuadraticas y sumas exponenciales del Capitulo 2 para encontrar la distribucién
de pesos de varios cédigos ciclicos que tienen en comun el cero of(pé“), en el caso m/(m, /)
par.

3.1. Pesos de cédigos definidos por formas cuadraticas
Los cédigos ciclicos Cz, Cro, Ce1y Cro

Consideremos £ C F,m[z] un F m-subespacio de dimensién finita formado por polinomios
g-linealizados, es decir

L=z 277, .. ,qus> C Fymz]
para ciertos enteros no negativos ¢1, ..., /,. Definimos el cédigo
Cp = {CR = (Trynjo(@R(@) ., R E c} C (3.1)

31
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con n = ¢ — 1y los siguientes cédigos sobre F, relacionados
Cro = {cR,b = (Trynjy(2R(@)) +D), 0. REL DE Fq} ,
Cea = {en(B) = (Trpmjg@R(@) + 52)) . REL, BEFpm ], (3.2)
Cro= {CR,b(B) - (Trqm/q(xR(x) + px) + b)zelF;m Rel, pelFm, be Fq} )

Notar que crp = cr + by crp(8) = cr(8) + b y que ademds se tiene cro = cg(0) = cg,
crp(0) = crp v cro(B) = cr(B). De aqui, claramente tenemos

Ce CCro,Cry CCrp.

Ya vimos en el capitulo anterior (Ejemplo 2.2.4) que si R es un polinomio ¢-linealizado,
entonces Qr(x) = Trgm/q(vR(x)) es una forma cuadrdtica. Ademas, todos estos cédigos
resultan ciclicos ya que son un caso particular de los cédigos ciclicos (1.6) presentados en el
Ejemplo 1.3.9.

En esta secciéon encontraremos los pesos de cédigos ciclicos C, para ciertos conjuntos
L. Ademas, encontraremos los pesos de otros cddigos relacionados con C,. Un problema
desafiante y mas complicado es encontrar la distribucion de pesos de estos cédigos.

A continuacion damos una lista de cédigos de tipo C, donde la distribucion de pesos esta
resuelta completamente. Sea p un primo, ¢ una potencia de un primo y m, ¢ € N.

LISTA DE CODIGOS C; CON Spec(Cz) CONOCIDO.
(a) L= (22) C Fym|a] donde 5 es impar ([26], 1971).
(b) £ = (z#") C Fm[z] donde p es impar y gy ©s impar ([13], 2007).
() £= (@7 C Foula] con p =2 ([43], 1992).
(d) £ = (z,2”") C Fym[z] donde p es impar y (m, £) = 1, m > 3 ([14], [15], 2007 y 2008).
(e) L= (a7, 2™) C Fym[z] donde p es impar ([50], [51], 2013 y 2014).
(f) £ = (a9 1)>Z 1 C Fym[z] con m > 4, tal que va(m) > 2 ([53], 2013).
(g) £ = (29" 2973 © Fu[z] con m tal que vy(m) = 1 ([53], 2013).

(h) £ = (z,2% 2%) C Fam[z] ([31], 2014).

En general, el calculo de la distribucion de pesos no es un proceso “hereditario”, en el
sentido que conocer la distribucion de un cédigo no nos dice nada sobre la distribucién de
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pesos de sus subcddigos. Por lo tanto, es factible considerar otros subconjuntos £ contenidos
en algunos de los ya conocidos.

En las préximas secciones vamos a trabajar con un subespacio particular de polinomios
. . £ . .
linealizados, a saber £ = (x% ), con ¢ potencia de un primo, y resolveremos el problema de la
m

distribucién de pesos de Cr, Cr o, Cz1 y Cr 2 cuando Gy ©8 bar, en todas las caracteristicas.

Esto completa el caso de los items (a) y (b) de la lista anterior.

A continuacién, vamos a calcular la expresion de los pesos de los coédigos Cr, Cro, Cra
y Cro con L arbitrario y veremos que, en algunos casos favorables, es posible encontrar
expresiones de las distribuciones de pesos de otros cédigos ciclicos relacionados con C., en
términos de invariantes de las formas cuadraticas usadas para definir dichos codigos.

3.1.1. Caracteristica impar, cédigos Cr y Cr

Como vimos en el Capitulo 2, si F, tiene caracteristica impar el estudio de formas
cuadraticas de m variables sobre I, se facilita, ya que en este caso toda forma cuadratica )
se puede “diagonalizar”, en el siguiente sentido: existe una [F,-base B de F,m y constantes
ay,...,a, € Fy, donde r es el rango de @), tal que si x € Fym tiene vector de coordenadas
[z]g = (x1,...,2Zm), entonces

Q(z) = aya] + agwy + - + a2’

Recordemos que denotamos por A = aq - - - o, al determinante de la forma cuadratica Q).

El siguiente teorema nos dice cémo son los pesos de Cg.

Teorema 3.1.1. Sea q una potencia de un primo impar. Consideremos Cz como en (3.1),
donde L C Fym[x] es un subespacio de dimension finita de polinomios q-linealizados. El peso
de cg € C, estd dado por
m m—1 z m—=L m—L—1 .
q" —q" = n(=1)2n(A) (g2 —¢" 72T sivoes par,
w(cg) = { (3.3)

qm — g™t st T es impar,

donde r = rg es el rango de la forma cuadrdtica Qr(x) = Trym (xR (x)) y 1 es el cardcter
cuadrdtico de F,. En particular, ¢ — 1 | w(cg) para todo cg € Cr.

Nota. Un codigo tal que todas sus palabras son divisibles por un entero positivo d, es llamado
d-divisible. En este caso, el codigo Cr es (¢ — 1)-divisible.

Demostracion. Sea cg = (Trgm/q(vR(2)))ser:,, una palabra de C;. Como ¢ es impar y R
es un polinomio g¢-linealizado, entonces Qr(x) = Trgm/q(vR(x)) es una forma cuadratica
diagonalizable. Supongamos que Qg tiene rango r < m, entonces existe una F,-base B de
F,m y constantes oy, ...a, € F, tales que si z € Fym tiene vector de coordenadas [z|z =
(x1,...,2,) entonces

Qr(z) = 123 + apry + -+ + a,z?.
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Luego
w(er) = #{x € Fy : Qu(x) # 0} = ¢" — 1 — #{x € F : Qu(x) = 0}.
Notar que Q(0) = 0, por lo tanto si denotamos Zg = #{z € F,m : Qr(z) = 0}, entonces
w(cg) =q" — Zg.
Denotemos por N a la cantidad de soluciones (71, ...,z,) € F; de la ecuacién diagonal
a7} + anxy + -+ ol =0,

Por el Corolario 2.1.13, tenemos que

N_{ ¢ n((~1)Far-a,)(qk —¢'T)  sires par,

q si r es impar,

donde 7 es el cardcter cuadratico de [F,. Notar que

Zp=#{(x1,..., 1) EFT: o 2? + apry + -+ apa? =0},

entonces

Zr =
m—1

TN = "t +n(=1)2n(A) (g™ — g™ t)  siroes par,
q si r es impar.

Por lo tanto, como w(cg) = ¢™ — Zg, se obtiene (3.3) como querfamos demostrar. La tltima
afirmacién del enunciado es evidente de (3.3). O

De manera andloga es posible encontrar los pesos de las palabras del cédigo Cr .
Teorema 3.1.2. Sea q una potencia de un primo impar. Consideremos Cro como en (3.2),
donde L C Fym|x] es un subespacio de dimension finita de polinomios q-linealizados. El peso

de crp € Cro con b # 0 estd dado por

qgm—1 st R=0,

wlcrp) =4 ¢" = ¢" " =n(=1)= (bA)¢" = =1 sires impary R #0,

" — ¢ n(=1)En(A)gmeEt — 1 sir espary R#0,

donde r = rg es el rango de la forma cuadrdtica Qr(x) = Trym o(xR(x)) y 1 es el cardcter
cuadrdtico de Fy.
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3.1.2. Rangos pares

En esta subseccion, analizaremos la distribucién de pesos de todos cédigos relacionados
con C, para familias de polinomios linealizados que cumplen un cierta propiedad de paridad.

Definicién 3.1.3. Una familia £ C F,m[z] de polinomios ¢-linealizados se dice que satisface
la propiedad de paridad (o simplemente que es de paridad) si la forma cuadratica Qgr(z) =
Trym/q(zR(x)) es de rango par para todo R € L.

Notar que si £ es de paridad, entonces toda subfamilia £ C £ también lo es. Veremos
que algunas familias £ de la lista anterior satisfacen esta propiedad de paridad.

En los siguientes ejemplos, ¢ es una potencia de un primo y m, ¢ son enteros positivos.

Ejemplo 3.1.4. Consideremos la familia £, = (29°) C Fym[z].

(i) Si m/(m,{) es par (luego m es par), los Teoremas 2.4.1 y 2.4.2 aseguran que Q. (z) =
Trqm/q(vxqe) tiene rango m 6 m — 2(m, ¢), lo que implica que L, es de paridad.

(i) Sim/(m,¥) es impar, la familia £, no es necesariamente de paridad, ya que las formas
cuadraticas inducidas tiene siempre rango m. Sin embargo, L, resulta de paridad cuando

1 < wy(m) < wp(£) ([27], [28]). %

Ejemplo 3.1.5. Consideremos Lys, = (27, 27") C Fm[z] tal que m/(m, ) es par y p es un
primo impar. En [51] los autores probaron que Q) tiene rango par para todo R € L3, y por
lo tanto este conjunto satisface la propiedad de paridad. O
Ejemplo 3.1.6. Consideremos Ly ok—1y¢ = (xpé, xp@k*l)e) C Fym[z] con k € N tal que
m/(m,{) es par y p es un primo impar. Usando métodos anédlogos a los usados en [51],
se puede probar que este conjunto satisface la propiedad de paridad. O

El siguiente ejemplo generaliza a los anteriores con ¢ potencia del primo p, cuando el
entero ¢ que aparece en dichos ejemplos es impar.

Ejemplo 3.1.7. Consideremos Ly, o, = (z7",...,29") C Fym|z] con m par tal que los
enteros
1<l <ly<---<l, <2|F] -1

son todos impares. En [53] se prueba que Qg tiene rango par para todo R € Ly, 4, ¥ por
lo tanto £y, . 4, satisface la propiedad de paridad. En particular,

£1,3,57...72t—1 = <1’q, ZL’qS, [L’qs, .. ,l‘q2t71> - qult [ZL’]

resulta una familia de paridad para todo ¢t € N. O

Sea £ una familia de polinomios ¢-linealizados que satisface la propiedad de paridad.
Los Teoremas 2.2.11 y 2.2.12, que dan la clasificacién de formas cuadraticas, nos dicen que
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Qr(x) = Try/p(xR(x)) es de tipo I 6 de tipo III para todo R € L. Por lo tanto, para r € N,
definimos los conjuntos

K, ={R € L : Qg tiene rango r},
K,1 ={R € L~ {0} : Qg tiene rango r y es de tipo I}, (3.4)
K,>={R e L~ {0} : Qg tiene rango r y es de tipo III}.

Obviamente se tiene que Ky = {0} y por otro lado K, = K, ; U K, 3 cuando r > 0. Denota-
remos a sus cardinales respectivamente con

A4ﬁ1 ::7%]{ﬁ17 A4%2 ::#%](n27 (3'5)

donde ademéas ponemos
M, = #K,.

Notar que My = 1 y ademés cuando r > 0 tenemos que
M, = M, + M,». (3.6)
También necesitaremos el conjunto
Ry ={r € Z>o : existe R € L con Qg de rango r} (3.7)

y Ry = Ry ~ {0}. Estos conjuntos son claves para encontrar las distribuciones de pesos de
los cédigos ciclicos Cr, Cro, Cea1 y Cro.

Distribuciéon de pesos de C,

Paracr € Cry c € [y, consideremos los nimeros

Ng(c) = #{x € Fpn : Qrlz) = ¢} (3.8)

donde £ € N, A € Fym y ¢ € ;. Notar que Ng(c) es igual a Ng,(c), definido en (2.16) para
la forma cuadratica (Qr. Luego, el peso de cg estd dado por

w(cg) = Z Ng(c). (3.9)

CEF;

A continuacién calculamos los nimeros Ng(c) y también los pesos de Cy.

Lema 3.1.8. Sea £ una familia de polinomios q-linealizados con la propiedad de paridad.
St R€ L yQr esla forma cuadrdtica asociada a R, entonces para c € F; se tiene

Np(e) = ¢" " —eq™ 271, (3.10)
donde r y € son el rango y el tipo de Qr. Los pesos del cédigo C. definido en (3.1) son

wler) = q" — "' —elg—1)g" = (3.11)



37 3.1. Pesos de cédigos definidos por formas cuadraticas

Demostracion. Como L satisface la propiedad de paridad, (Jr debe tener rango r par y por
los Teoremas 2.2.11 y 2.2.12 de clasificacién de formas cuadraticas, tenemos que

Nr(e) = ¢ + ev(c)g™ 5!

donde v(c) es la funcién que vale —1si ¢ € F; y ¢—1si ¢ = 0, por lo tanto obtenemos (3.10)
como queriamos demostrar.

Notar que los valores Ny(c) no dependen de ¢ cuando ¢ # 0y, como wy(cg) = Y .cp- Nr(C),
q
entonces
w(er) = (¢ = 1)Ng(c) =¢" — ¢ —e(g—1)g" 2"
como queriamos demostrar. O

Este 1ltimo lema nos permite calcular el enumerador de pesos completo de C, y por lo
tanto su espectro.

Teorema 3.1.9. Sean q una potencia de un primo, L C Fym|[z] un Fm-subespacio de di-
mension finita conteniendo solamente polinomios q-linealizados que satisfacen la propiedad
de paridad y Cr el cédigo ciclico definido en (3.1). El enumerador de pesos completo de C.
estd dado por

We(zo,. .. ,qul) =20 + Z Z M, Zgo(r,i)zllll(r,i) . z;li(lr,i)

i=1,27€R,
donde M,; y R estin definidos en (3.5) y (3.7) y ademds
ap(r,i) ="+ (=) g = D)g"E T =1y an(rd) =" (<)

En particular, evaluando el polinomio W, en (1,t,...,t) obtenemos la distribucion de
pesos del codigo Cp (ver Tabla 3.1) y por lo tanto C..

Demostracion. Sea R € L. Notar que los monomios del enumerador de pesos completos no

nulos son o bien de la forma
q—1

O T2V

j
j=1

cuando R # 0 con ¢ algin elemento no nulo de F,, ya que los valores Ng(c) no dependen de

c; o bien son el monomio z; correspondiente a la palabra cero. Usando la definicién de los

ntimeros M, ; y el lema anterior obtenemos el enumerador de pesos completo de Cp. O

Tabla 3.1: Distribucién de pesos de C.

] Pesos posibles \ Frecuencias ‘
0 1
¢" —q" "+ (=1)'(g—1)g" =" M,

En la tabla, r varia en Ry e i1 =1, 2.
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Distribuciéon de pesos de C.

Ahora consideremos el cédigo ciclico Cr o definido en (3.2) con £ una familia de polinomios
linealizados satisfaciendo la propiedad de paridad.

Para calcular la distribucién de pesos de C. consideremos crp € Cro con R € Ly
belF, Si R=0,entonces tenemos que

0 sib=0,
w(cpp) = _
qgm—1 sib#0.
Supongamos entonces que R # 0. Notar que si b = 0, entonces
cry =cCr €Cr

y por lo tanto su peso estd dado por (3.11) del Lema 3.1.8, en este caso. Para encontrar los
pesos restantes, notar que
w(crp) = ¢ —1 — Ng(—b)

donde Ngi(—b) es como en (3.8). Por el Lema 3.1.8, obtenemos que
w(cry) =q¢™ —¢" ' + e T~ 1 sib+#0,

donde € y r son el tipo y el rango de la forma cuadratica Qg.
Por lo tanto obtenemos que los pesos posibles para cp estan dados por

(0 siR=0,b=0,
q" =1 siR=0,b#0,

w(crp) = , . (3.12)
q" =" —e(g—1)gm ! siR#0,b=0,
"=+ egm -1 siR#0,b+#0,

donde € y r son el tipo y el rango de la forma cuadréatica Qr. Luego, tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 3.1.10. Sea ¢ una potencia de un primo. Sea L C Fym[z] un Fm-subespacio de
dimension finita conteniendo solamente polinomios q-linealizados que satisfacen la propiedad
de paridad y Cr es el cddigo ciclico definido en (3.2). Entonces, la distribucion de pesos del
cddigo Crp estd dado por la Tabla 3.2, donde M,; y Ry son como en (3.5) y (3.7).

Demostracion. Sea cgp una palabra de Cz . Supongamos que la forma cuadratica asociada
Qg tiene rango r y tipo €g respectivamente, y sean K, 1 y K, como en (3.4). Por definicién
M, ; = #K,; y como L satisface la propiedad de paridad, obtenemos que

1 siRe Kr,l;
€ER —
—1 siRe Kng.
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Entonces eg = (—1)""! si R € K,;, i = 1,2. Luego, por la igualdad (3.12), obtenemos

w(cR,b) =

con ¢ = 1, 2. Contando la cantidad de posibilidades en cada caso, obtenemos la Tabla 3.2.

(

0 §ib=0, R=0,
o sib£0 R=0,
g™ — g™ 4 (=1)i(q — 1)g™ 5 sib=0, R e K,,,

L~ ¢+ (—1)it el — sib#0, Re K,;,

Tabla 3.2: Distribucién de pesos de Cr .

’ Pesos posibles \ Frecuencias ‘
0 1
" — "+ (1) (g —gm =] M,
" —1 q—1
" =" A ()T =1 | M(g — 1)

En la tabla, r varfaen Ry e i =1, 2.

Distribucién de pesos de C.; y Cr2

]

Veamos la expresion de los pesos de las palabras de C.; definido en (3.2). Por la ortogo-
nalidad de los caracteres (ver (2.1), (2.2)), se tiene que

w(cr(B))

Por lo tanto,

= ¢" —1—#{r € Fpn: Qr(x) + Trym/y(Bzr) = 0}

m Trg/p(a(Qr(2)+Trgm /q(Bz)))
SRIEE DD AT

a€cly mGF;m

S O D S I

a€ly xGqu

— " —1— %{ Z Z g;rq/p(a(QR(x)""T\rq’”/q(ﬁx))) . q}‘

QGFZ IEqu

w(cr(B)) = ¢" — q"" = ;5qa(B), (3.13)
donde Sg,, es como en (2.25). De la misma forma, cuando b # 0, tenemos
wlens(B)) = ¢ — ¢~ = 1= 150,4(8). (3.14)

Notar que si R = 0, entonces Qr = 0 y por lo tanto

w(co(B)) =¢™ — ¢!
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para todo 3 # 0.

Por 1ltimo, cuando R y § son nulos entonces w(cg(0)) = ¢™ — 1 si b # 0, ya que en este
caso la palabra no tiene ninguna coordenada nula.

La discusion anterior y la Proposicién 2.3.5, nos permiten calcular explicitamente las
distribuciones de pesos de los cédigos Cr1y Cr 2.

Teorema 3.1.11. Sea £ C Fym[z] un Fym-subespacio de dimension finita conteniendo sola-
mente polinomios g-linealizados que satisfacen la propiedad de paridad. Sean M, 1, M, o, M,
y Ry como en (3.5) y (3.7). Entonces, la distribucidn de pesos de los codigos ciclicos Crq y
Cr.2, definidos en (3.2), estdn dados por las Tablas 3.3 y 3.4, respectivamente.

Demostracion. Sea crp(fB) € Cr,, cuando b = 0 denotemos cg(f8) = cro(S). Supongamos
que la forma cuadrética asociada Qg tiene rango r y tipo ep respectivamente, y sean K, ;
y K2 como en (3.4). Luego egp = (=1)""' si R € K,;, i = 1,2. Por la discucién previa al
teorema y la Proposicién 2.3.5 obtenemos que

0 sib=0, R=0,

g — g™t sib=0, Re K,;, para¢™ —¢q" (s

g — ¢ (1) (g 1)gm2 ! sib=0, R€ K,;, para ¢’ + (=1)"* (g —1)gz 1 p's

qm —qm 4 (=1)iF gL sib=0, R € K,;, para (¢"* + (=1)iqgz 1) (¢ — 1) B's
weroB) =4 m 4 sib#£0,R=0,8=0

gn —qgm -1 sib#0, R€ K,;, para ¢ —q" f's

" —q" T+ (=) g —1)gm 2 =1 sib#0, Re Ky, para ¢" ' 4 (=1)'q2 ! s

e e A G VR A sib#0, R € K,;, para " — ¢ ' + (=1) g2 71 g's

con ¢ = 1,2. Contando la cantidad de posibilidades obtenemos las distribuciones de pesos
buscadas. [

Tabla 3.3: Distribucién de pesos de Cg ;.

’ Pesos posibles \ Frecuencias ‘
0 1
qm _ qm—l ZTERE MT(qm _ qr)

¢ =" (D) (g = D [ Mu(a T+ (D) g - 1)z |
=TT+ (D) [ Mo(q T+ (DT (g —1) ]
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Tabla 3.4: Distribucién de pesos de Cr o.

Pesos posibles \ Frecuencias ‘
0 1
" —qm! > en, Me(¢" = q')
" —q" "+ (1) (g g 2! M,i(q¢ "+ (=)™ (g —D)g> )
¢" =" (=) e M,i(q '+ (=1)'qz (g - 1)
q" —1 q—1
T (=13 er, Mr(¢" — q")
" — ¢ =1+ (=) (g —1)gm =" M,i(q" "+ (=1)'qz ")(g — 1)
" =" =1+ () Mya(gn — g+ (=) g ) (g - 1)

En ambas tablas, r» variaen Ry e i =1, 2.

Nota. Las primeras filas de las Tablas 3.2 y 3.4 coinciden con las Tablas 3.1 y 3.3, respec-
tivamente. Ademas si k. denota la dimensién de C, y kz; para ¢ = 0,1,2 y tenemos las
siguientes relaciones

keo=ke+1, keq = ke +m, keo=kea+1

3.2. El cbédigo C; y su espectro

El cédigo irreducible C,

Consideremos Cy el cédigo ciclico irreducible sobre F,,, cuyo polinomio de chequeo hy(z)
es el polinomio minimal de o~ @+,
Por el Teorema de Delsarte, éste es el codigo

C, = {C()\) = (Trgnsg(Aal)" 1 n e ]qu} (3.15)
de longitud n con
qg" —1
n= .
(g™ —1,¢"+1)

Para conocer explicitamente la longitud del cédigo C, necesitamos saber el valor de
(g™ — 1,4 + 1). Los siguientes lemas calculan exactamente este valor dependiendo de la
paridad de ¢. Sus pruebas son elementales. Denotaremos por v, a la valuaciéon 2-adica.

Lema 3.2.1. Sea g = p°® con p primo impar, entonces

(¢" —1,¢"+1) = ¢+ s a(m) > 0(0),
’ si va(m) < va(0).

Lema 3.2.2. Sea b un entero par, entonces

B — 1,00 1) = DO +1 s va(m) > wa(0),
’ si- va(m) < va(0).
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Por lo tanto, si suponemos que m, = m/(m,{) es par, entonces n = q(‘f:—gil, ya que la
condicién ve(m) > vy(¢) es equivalente a pedir que m, sea par.
Notar ademés que en este caso g™ + 1 | ¢™ — 1, por el Lema 2.4.3 tenemos que

M=n en caracteristica par,
o (3.16)
My =My=n en caracteristica impar,

donde M, M, y M, son los cardinales de los conjuntos T, T} y T5 definidos en (2.31) y (2.32).

El siguiente Lema nos serd util para ver que ciertas expresiones que apareceran son
enteros.

Lema 3.2.3. Sea q una potencia de un primo y sean m,{ enteros positivos tales que my, =
m/(m,{) sea par. Entonces

gm0 £ 1| g% 4 (—1)Fmert O | gFEmO (1)

(%F,¢). Por lo tanto

Demostracion. Notar que como m, = ﬁ—@ es par, entonces (m,{) =
(m,€) | %. Sean k,t enteros positivos tales que k | t. Luego, como ¢ = —1 (méd ¢* + 1)

entonces (¢F)% = (—1)% (méd ¢F + 1) y por lo tanto
¢ = (=1)% (mod ¢* +1).
Tomando t = % y k = (m,{) obtenemos que
¢% + (=1)7™* =0 (méd ¢ + 1)
como queriamos demostrar. Teniendo en cuenta que ¢'™* = —1 (méd ¢™* 4 1), entonces
gz tm0 4 (—1)2™ =0 (méd ¢ +1).
Concluyendo asi la demostracion. O]

Hay una estrecha relacién entre el cédigo irreducible C, y el cédigo C,, definido a partir
de la familia de polinomios linealizados £, = (24°) como en (3.1). Resulta que C, se obtiene
tomando (¢ — 1, ¢" +1) = ¢ +1 copias de Cy, por lo tanto si Ry(z) = Azd con \ € Fym,

entonces ( )
wW(CR, ,
w(e(N)) = ———.
() =

Del mismo modo, podemos considerar los niimeros
Nagle) = # {0 <0 <n = 1 Trgnjy (Ao = ¢}

donde ¢ € F}, y obtenemos que
N Rx.e (C)
qmo +1°
Los Teoremas 2.4.1 y 2.4.2 implican que la familia £, satisface la propiedad de paridad
y como consecuencia del Teorema 3.1.8 obtenemos el siguiente resultado.

N,\j(C) =
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Teorema 3.2.4. Sea q una potencia de un primo. Sean m y £ enteros positivos tales que

me = oty es par. Entonces, Cy es un [n, m,d]-cédigo con n = ﬁ—gil yd=n(qg—1)d" con
7 1-— q‘% 5t %mg es par,
1 —qgmb-7% % %mg €s 1mpar.

El enumerador de pesos completo de Cy estd dado por:

/

We, (20, -+, 2g-1) = 29 +n2°2" 20 + (" — 1 — n)zgézfll zgly
donde
ap=n— CDIL 1y ()b gmO-R) gy = (1 (—1)dmegmO-E),
dh=n — G (14 (~1)metl g ), ah = (L (~L)met g ),

En particular, Cy tiene enumerador de pesos
We,(x) = 1+ nzlT Y9 4 (g™ — 1 — p)zla~Da,
Por lo tanto el cédigo Cy es (¢ — 1)-divisible.

Sabemos que por definicién a;,a; deben ser enteros, sin embargo esto no es claro de
sus expresiones. Veamos, pues, que este es el caso. Notemos que a9 = n — (¢ — 1)a; y
ap, =n — (g — 1)d). Por lo tanto, basta probar que a; y a) son enteros.

Primero consideremos

1 m m 1
m—1 1 m m—1 -1 omp+l 5 -1 m_ 2 1 Fmy+1
I _ 4 (1 ( 1)2me+1 q——Q) B e Gl §) q 2-1g2+(=1)

ay = Jm011 011 =4q D11

Por Lema 3.2.3, tenemos que a}) € N .
Ahora consideremos

m—1 %

+(_1)%me q(m0)
q(m,€)+1

_ _4q
1 q(m,é) +1

a (14 (=1)3me ¢(mO-%) = g5 -14

Notemos que

q% + (=D gm0 = (gF + (-1 4+ (<1 (™0 +1).
Por lo tanto, ¢ + 1| ¢% + (—1)%7”@ ¢"™% mostrando asi que a; es entero también.
El cédigo Cyp

Ahora consideremos el cédigo Cyp, cuyo polinomio de chequeo es

ho(2) = (& = 1)y m, ey (2)
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Tabla 3.5: Distribucién de pesos de C;.

Pesos posibles \ Frecuencias
0 1
" — g 4 (=12 (g — 1)gF O
1 Q(m €)1+ 11 m_q ’
q" —q" T (=12 (g — D)ge T Sl
gmH +1

. . .. _(9¢
donde m__e.1y(x) es el polinomio minimal de a (2*+1) En este caso, por el Teorema de
Delsarte, Cy es el cédigo traza siguiente

Cro = {C(A, b) = (Trgm/g(Aa™ @) 4 )" 7 X € Fyn,b € Fq} (3.17)
con m_q
n=q5 y  0=("-1,¢+1).
Notar que el cédigo Cy es un subcddigo de Cy p, ya que c(A,b) = ¢(A\)+0b. Sinos restringimos
al caso my = m/(m, () par, obtenemos que n = (m f>+1’ por los Lemas 3.2.1 y 3.2.2.

Al igual que sucede con Cy y Cg,, existe la misma relacién entre Cro y Cr, 0 en el sentido
que Cr, o se obtiene con (¢™ — 1,¢" + 1) = ¢™" + 1 copias de Cy.

Por razonamientos analogos al caso de Cy, podemos encontrar la distribucion de pesos de
Cr,o como consecuencia del Teorema 3.1.10.

Teorema 3.2.5. Sea q una potencia de algiun primo. Sean m y £ enteros positivos tales que

my = % es par. Entonces Cppo es un [n,m + 1,d]-cddigo, donde
qm_1 qm_qm—l_d/
=y Y 4T 7
g™t + 1 qmH +1
con d = ¢ztmO=1 11 6d = (¢ — 1)gz+™D~1 dependiendo si %mg es par ¢ impar,

respectivamente. La dzstrzbucién de pesos de Cy estd dada por la Tabla 3.6.

Demostracion. Sean c(\,b) = ¢(\) + by cg,, palabras de Cpo y Cr, 0, respectivamente,
donde X\ € Fym, b € Fy, Ry(z) = Ma? y Ly = (27) C Fyn[z]. Como Cp, se obtiene con
(g™ —1,4¢* + 1) copias de Cyp, tenemos que

w(c(A) +0b) = (qmti@l}f;;)—i— 1)’

como my es par por hipétesis, por los Lemas 3.2.1 y 3.2.2 tenemos que

w(cp, p)

A)+b) = ———.
w(e(n) +b) = L
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Notar que la forma cuadratica asociada a R, es exactamente

Qr, () = Trgn/g(Az? 1) = Qu(2)

donde @), es la forma cuadratica (2.30), por lo tanto los Teoremas 2.4.1 y 2.4.2 implican
que L, satisface la propiedad de paridad, por lo tanto el Teorema 3.1.10 implica que para
encontrar la distribucién de pesos de Cyp, s6lo basta encontrar el conjunto R., asi como
también los ntimeros M, ;.

Los Teoremas 2.4.1 y 2.4.2, implican que

Re, ={m, m —2(m,0)}.

Si M, M', My, M{ My y M} son los nimeros definidos en (2.33) y (2.34), tenemos que

Mo = My ommpni =0, My =M, My, _o(mpy2 =M  siq par, $my par,
M1 = Myoimey2 =0, My _omp1 =M, Mys=M si ¢ par, %mg impar,
Mo = My—o(meq =0, My = Mj, M,y —o(m2 = My si g impar, %mg par,
M1 = My—o(mey2 =0, Mp_omp1 = My, My = M, si ¢ impar, %mg impar.

Como my es par, entonces (¢™ — 1, ¢* +1) = ¢ + 1. Como ademés ¢ 41 | g™ —1, el
Lema 2.4.3 implica que M = n en caracteristica par y ademés M; = M, = n en caracteristica
impar.

Teniendo en cuenta que la variacion de los tipos de las formas cuadraticas @y, depende
de la paridad de %mg, esto en términos de la variable ¢ que aparece en las Tablas 3.3 y 3.4 es

{(—1)2”” sir=m—2(m,/) (3.18)

(=1)2™* sir=m.

Notar que estas ultimas igualdades se dan en cualquier caracteristica. Luego, usando el
Teorema 3.1.10 obtenemos la tabla buscada.

Con respecto a los parametros del cédigo Cp, la longitud del cédigo ya la sabiamos por
el Teorema de Delsarte y la dimensién se encuentra calculando el grado del polinomio de
chequeo, el cual tiene grado m+1. Por 1ltimo, la distancia del cédigo se encuentra observando
la Tabla 3.5. Esto concluye la demostracién. O

3.3. La distribucion de pesos de C;; y Cy2

Sea o un elemento primitivo de Fym. Consideremos los polinomios

hi(@)ha(x) vy (2= Dhi()hs(z),
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Tabla 3.6: Distribucién de pesos de Cyy.

Pesos posibles \ Frecuencias
0 1
qm =1
¢" — " 4 (—1)2me (g — 1)gEmO
¢" — g 4 (=) (g — DgE !

q(m,f) + 1

qm _ qm—l 4 (_1)%mg+lq%+(m,€)—l -1
qmH +1

m m—1 Ime, ™ —1
¢" —q" +(=1)2mgr T — 1

qmH + 1

qg—1

q"—1—n

n(qg—1)

(¢"—=1-n)(g-1)

donde hy(z) y ha(z) son los polinomios minimales de a~' y o=@+ sobre F,, respectiva-

mente. Por el Teorema de Delsarte, el cédigo con polinomio de chequeo hy(x)hs(z) es

Cox = {e(B.A) = (Trgnyq(Ba + qu”l))xew;m} (3.19)

BAEF  m

y el cédigo con polinomio de chequeo (z — 1)hy(z)ha(x) es

Cop = {C(ﬁa A)+b= (Trqm/q(ﬁiv + )\quH) + b)xGF*m} ' (3.20)

ﬁ,)\EFq'm 7bEFq

Notar que Cp; = Cr,1 y Cro2 = Cr, 2 donde
L= (z7) C Fynlz].

Por los Teoremas 2.4.1 y 2.4.2 tenemos que L, satisface la propiedad de paridad cuando
m/(m,{) es par. Por lo tanto, es posible usar el Teorema 3.1.11 para calcular la distribucién
de pesos de los cddigos Cr1 y Cra.

Teorema 3.3.1. Sea q una potencia de un primo y sean m,{ enteros positivos tales que
me = m/(m,l) es par. Entonces, las distribuciones de pesos de los codigos Cpy y Coa estin

dadas por las Tablas 3.7 y 3.8, donde n = q(‘f:—gil.

Demostracion. Por el Teorema 3.1.11, s6lo basta calcular los valores M, 1, M, 2 y el conjunto
R, definidos en (3.5) y (3.7). Por el Teorema 2.4.1 y 2.4.2 si my es par, entonces

Re, ={m, m —2(m,0)}.

Sean T', Ty y Ty como en (2.31) y (2.32), sean M, My My, M', M| y M} los cardinales de
T, Ty y Ty y de sus respectivos complementos con respecto a F.. (ver (2.33) — (2.34)).
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En caracteristica par, el Teorema 2.4.1, implica que si %mg es par, entonces

Mm,2 = Mm—2(m,€),l =0, Mm,l = Mlv Mm—Q(m,Z),Q =M si %mﬁ €s par,

M1 = My _o(me2 = 0, My, —o(meyn = M, Mo =M si %mg es impar.

Por otro lado, en caracteristica impar, el Teorema 2.4.2 implica que

Mm,2 = Mm—2(m7f),1 =0, Mm,l = M{, Mm—?(m,ﬁ),Q = M, s %mé €s par,
Mm,l - Mm—Z(m,Z),Q = 07 Mm—Z(m,Z),l = M27 Mm,2 - Mé si %mé €s impar.
Por Lema 2.4.3, tenemos que M = ((Imqﬁ—_q%m y por el Lema 3.2.2, tenemos que
=1
s n
y ademas
m m—1 m,l
M =q —1—q<qm,—,z)+1:nq( ),

Por otro lado el Lema 3.2.1, implica que M; = M, = n, ya que en este caso ¢/™" +1 | g™ —1
en caracteristica impar. Ademés

M! :Mézqm_l_qugil :nq(m,@.

Teniendo en cuenta que la variacién de los tipos de las formas cuadraticas )y, depende de
la paridad de %mg, esto en términos de la variable i que aparece en la Tabla 3.2 significa
que (—1)" es como en (3.18). Notar que estas igualdades se dan en cualquier caracteristica.
Usando las Tablas 3.3 y 3.4, obtenemos la distribucién de pesos de los codigos Cp1 y Cpo. O

Notar que los pesos del cddigo C,; s6lo dependen de (m, ¢). Por lo tanto, si (m, ¢) = 1, los
pesos del cédigo Cpy son exactamente los pesos tomando ¢ = 1. En el caso binario (¢ = 2),
este codigo es el dual del cédigo BCH 2-corrector.

Corolario 3.3.2. Sea ¢ = 2 y sean m, { enteros positivos tales que m es par y (m,{) = 1.
Entonces la distribucion de pesos del codigo binario Cpy es igual a la distribucion de pesos
del dual del codigo BCH 2-corrector.

Tabla 3.7: La distribucién de pesos de C ;.

Pesos posibles ‘ Frecuencias ‘
0 1
i n(g™ —q"2m0) + ¢ -1
¢" — ¢ 4 (=1t (g — 1)gF ! g0 (g1 + (=1)2™ (g — 1)g3 )
¢" —g" 7+ (D)2 (g — DgFHOT [ (gD 4 (—1)amet (g — g B om0
¢" —q" '+ (=12 ng™O(q" ! 4 (=12 g% ) (g — 1)
¢ — " (CDEFGE T (g 4 (1) E 0 (g — 1)
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Tabla 3.8: La distribucién de pesos de C .

Pesos posibles ‘ Frecuencias ‘
0 1
i ! n(g™ — ¢ Xm0 (g—1) 4+ (¢" —1)(g— 1)
i G Gl VLA VR VR | g™ (g1 + (1) gE (g — 1)
¢" —g" 1+ (=) (g — Dg O 1 n(gn 12 4 (—1)3meqE —mO-1) (g — 1)
" —g" (=12 ng™ (g™ — g™+ (=1)2™q% (g —1)
i s (—1)%"““61%“”“”)‘1 —1 | n(gn2mh — gn-12md) 4 (_)zmetlgE-tnd-1)(g — 1)
" —1 q—1
q" —q" ! n(gm™ — gm 2™ % +qm—1
¢" — g+ (—1)Fm (g — 1)g% ! g0 (gt 4+ (=1)2™ (g — 1)g3 )
q" — ¢l (—1)37 (g — 1)gE O] n(g™ Y 4 (-1)2 m‘“(q - 1)(1%*(’”’“’1)
¢" — ¢ (=1)3megE ! ng™O (g™ + (= 1) 2metlgE (g — 1)
¢" — g (—1) et lg B n(gm 1 72mD 4 (—1)3meq s (’” 9 (g—1)

3.4. Otras distribuciones de pesos

En esta seccion veremos como aplicar los resultados sobre cédigos definidos a partir de
familias de polinomios linealizados satisfaciendo la propiedad de paridad, analizando las
papers [50] y [51].

3.4.1. Cébdigos a partir de L3

Consideremos la familia

,Cg,gg = <l‘pé,l'p3£> cF

pm 2]
con p primo impar y m, = m/(m,{) par.

En el siguiente teorema resumimos en nuestra notacién resultados probados en [50]. Este
nos dice exactamente como se distribuyen los rangos y los tipos de las formas cuadraticas
definidas a partir de los polinomios linealizados de Ly 3.

Teorema 3.4.1 ([50]). Sea p un primo impar y sean m,{ enteros, tales que my = m/(m, ()
es par con m > 6(. Consideremos Ry, ,, como en (3.7) y denotemos § = (m, (), entonces

Re,,, = {m,m —20,m —46,m — 60} (3.21)

Porlo tanto L3, es una familia de paridad. Ademds los M, ; tienen las siguientes expresiones
dependiendo de la paridad de %mg:
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e Si %me es impar. Entonces My, 1 = Mpy,—252 = Mp—451 = Mpm—6s2 =0 y

M p2MHOS _p2meAS _p2mebS | pmeAS 5 68 2B 456 | 3P4 B A5s ) 445
m,2 — P83y p58 —pA8 {28 ]

3m

m . .
M _ PR pP 1) 4™ 2 (p% —pS 4?0+ 1) pP (p2 —p 1)+ (p 72 —p ) (] o (=D ™)
m—26,1 P00 1 pB8 —pAd {28 55 ]

3m _ m _ . .
M, _ P3P0 p? 1) —p B (Ot pd 1) (02 —pP 1) —(pF T F—p 2 TF)(55D (=) )
m—46,2 pBO £ pB8 —pad 26 55—

3m _ 3m _ m o _ m _
M, g5, = Em=0mpmopm Balip s 0pT P ops hgpn 2
m— b

p65 +p56 _p45 +p25 _p§ —1

o S %me es par. Entonces My, 0 = My,—251 = Mpy—452 = Mpm—651 =0 y

3m 3m m m
M _ p2m+667p2m+467p2m+6+pm+46+pm+67p65+p‘2*+557PT+457PT+55+}77+45
m,2 PB4 pB8 —pd6 4 p26 _pd 1
= 3 m % . .
M _ P00 p? ) 4p 2 (0 —p P 4pP 1) —pP (02 P+ 1) —(p 2 —p 2 )(307_ (=D p™)
m—26,2 P08 1 pB8 —pAd 28 55 |

3m _ m _ . .
M, _ PP (pP 4 1) —p 3 (p¥4p i p? — 1) 4p (pP —pi 1)+ (pE 0 —p2 ) (5 (=1 p?)
m—46,1 P00 1 p58 —pAS p26 55 ]
3m _
M . p2m735_pm_pm736+1_p 2
m—6d,2 OO Fppd —pAd {25 55 7

En el mencionado trabajo [50], las distribuciones de rangos del teorema anterior fueron
usadas para calcular los espectros de los codigos Cr, ,, v Cr, 4,,1- Sin embargo, como ya vimos
en la primera seccion del capitulo, esta informacion es suficiente también para calcular el
espectro de Cr, ,,0 ¥ Cryq02-

Para calcular dichos espectros, seréa conveniente usar las siguientes notaciones

mg . 3m 3m m m
p2mH68 _p2mrAS _p2meAd | pmAAS | ymS 66 4 (1) (p B FE0_pSEtHAS R rss | B 4as)
p65+p56,p45+p25,p571

Ry =

2m

me 3 m . .
R _ p2m726(p76_p25_1)+pM726(p55_p66+p25+1)_p35(p25_p5+1)+(_1) ) +1(p > —p ) )(Z?:O(_1)1+1p15)
1 p03 B0 —pAd L 525 5

my 3 iy
R PP (p3 4 pP 1) —p 3 (OO p U4 1) 4 pd (p2 P 1) H(=1) 2 (p 2 P —p T P)(F((— 1) piY)
2 — PO {58 —pAd 1 528 5
m
Ra— p2m*35—pm—pm*35+1+(—1)Te“(psTm—‘s_psTm—%_
3 P00 1 pB8 —pAs {26 55 ]

m _ m _
p? 4p3 %)

Teorema 3.4.2. Sea p un primo impar y sean m, £ enteros positivos tales que my = m/(m, /)
es par con m > 6(. Entonces, las distribuciones de pesos de los codigos Cr, ,,0 Y Cryyp2 €Stdn
dadas por las Tablas 3.9 y 3.10, donde los R;, + = 0,...,3, son como arriba.

Nota. La distribucion de los codigos Cr, ,, v Cr, ,,,1 Pueden ser encontradas en las tablas 3.9
y 3.10. Mas precisamente la distribucién de pesos de C, ,, son las primeras 5 filas de la tabla
3.9, mientras que el espectro de Cr, ,, 1 estd dado por las primeras 10 filas de la tabla 3.10.
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Tabla 3.9: Distribucién de pesos de C, ,, o-

Pesos posibles \ Frecuencias ‘
0 1
pm pm—l + (_1)ﬂ+1(p - 1)]9%_1 RO
pr—p" T 4 (1) (p— 1)pE O Ry
pm pmfl + (_1)%4—1 (p _ 1)]7 T +2(m)—1 R2
P — pmfl + (_1)%(29 l)p%-i-d(m L) — R;
pm—1 p—1

pr—p T 4 (1) FpE -1 (p—1)Ro

pm pmfl + (_1)%+1p%+(m,£)—1 1 (p - 1)R1

pm pm—l + (_1 %p%+2(m,€)fl 1 (p . 1)R2

pm . pm 1 + (_1)%+1p%+3(ml)71 -1 (p . 1)R3

Tabla 3.10: Distribucién de pesos de Cg, ,, 2.

Pesos posibles ‘ Frecuencias
0 1
! 13 R =)
A il )2 Yp—1)p2" (p"”+( )% (p—1)p% 1R
P — e 1 ( )m (p 1)p* 24 (m,0)—1 (pm72(mé) 1+(_1)m1+1(p_1)p5 (mzz)—l)Rl
e e G Vil T il T (1) T (p— 1T 2O,
p7n7 m— 1+(71)7€(, 71)p2+3(mZ) 1 (p™ 6(m£)—1+( 1)%“( —1)p* = _3(m,0)— )R3
P —p T (—1)F pE ] (L4 (- D= HpE ) (p— 1Ry
P —p T+ (=1) % FlpErmO- (p 2O 4 ()T pE O (p — )R,
pr—pm T+ (—1) pE ROl (primO-L 4 (—1) % Hp T 2D (p — 1) Ry
P — pm 1+( 1 %HP%H(m@ 1 (pmfﬁ(m,l)fl+(_1)%p%73(m,é)71)(p_1)R3
P — 1 —1
pr—pt -1 (p— 1" -1 +Zf’ o Ri(p™ — p" D))
pr—p T — 14 (D) (p—1)pE ! (p" '+ (-1 pE ) (p— DR
P —p" T =14 (-1 F (p— LpEHimot (pr2mO-L 4 (—1)F pE O (p— DR,
p’rn pm 1 1+( 1)W+1(p 1)p2+2(ml) 1 (pm—4(m,f)—1+(71)mf+1p772(m€) )( )R2
Py 1 (D) F (p— DpE i (T (C)FpE 0 (p )R
pr—pt - 14 (=) pE ] (p" =P+ (1) T pE(p— 1Ry
P — Pl — 14 (—1) 2 HpE O (pm-20md) — pm=2m0-1 4 (_ )BT -mO-1)(p )R,
A A Tl VI % R (pr 1m0 — DTy (1) 5 % 2D N (p— 1Ry
P — pmfl 1+ (_1)¥+1pﬂ+3(m,@7 (pmfﬁ(m,é) _ pmffi(m,l)fl + (_1)%+1p%73(m,€)71)(p _ 1)R3




Capitulo 4

Optimalidad

En este capitulo vamos a ver que el cédigo Cp; introducido anteriormente, permite cons-
truir objetos optimales en diferentes sentidos. Por una parte, veremos que en el caso binario
el codigo dual de Cy; es 6ptimo, en el sentido que su distancia minima es la mayor distancia
posible dentro de la clase de c6digos con ceros a™t, ™" ([6]). Por otra parte, usando los pesos
del cddigo Cy 1 veremos que cuando ¢ | m, la curva algebraica definida sobre F,» con ecuacién
afin

Yy —y = APt B

es optimal en el sentido de Hasse-Weil, es decir que la curva satisface la igualdad en la cota
de Hasse-Weil.

4.1. Optimalidad de Cél en términos de distancia

En esta seccién vamos a suponer que p = g = 2y n = 2" —1. Sea o un elemento primitivo
de Fom. Definimos como C(r, s) al cédigo ciclico binario con polinomio generador

m(z) = mar ()Mgs (),

donde r y s son enteros positivos con myr # mgs. Notar que el dual de este codigo, por el
teorema de Delsarte, es

C' =C(r,s)- = {C(/\, B) = (Trzns(a” + B2)) ,p, A B € ]Fzm} ,

si suponemos que (r,s,2™ — 1) = 1. El siguiente Lema nos dice cuéles son los valores de la
distancia minima de estos codigos.

Lema 4.1.1. Sea C(r,s) el cddigo ciclico binario con polinomio generador mar(x)mgs(x)
conr,s € Ny sea d su distancia minima. Entonces,

2<d<h.

Ademdas, d =2 si y sélo si (r,s,2™ —1) > 1.

51
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Por lo tanto, si consideramos el cédigo C(1,%) con polinomio generador
m(z) = me(z) myi(z)

con ¢ € N, su distancia minima d satisface que 3 < d < 5.

Van Lint y Wilson probaron que si (i,m) > 1 y m es impar entonces la distancia de
C(1,i) es a lo més 4. Ellos, ademds, probaron que en general la mayoria de los cédigos de
este tipo tienen distancia menor o igual a 4 ([45], [46]).

Se conocen pocas familias de cédigos C(1,4) con distancia 5. Entre las més conocidas se
encuentran los cédigos de Melas, que se obtienen al tomar ¢+ = —1. Otras clases conocidas se
deben a Kasami ([25], [26]). Kasami prob6 que si m es impar y (m,¢) = 1 entonces C(1,1%)
tiene distancia minima 5 para

i=204+1 e i =22 _90l 1

Luego, Janwa ([24], [23]) extendié el resultado de Kasami para m par, en el caso en que
P=22 9ty

Veamos que si m par e i = 2° + 1, el cédigo C(1,1) tiene distancia minima 5. Para ello,
consideramos el Teorema 3.3.1. En dicho teorema calculamos la distribucién de pesos del
cédigo dual de C(1,4) con i = 2° + 1 cuando my = m/(m, ) es par. Notar que en este caso
la Tabla 3.6 es independiente de la paridad de %mg.

Cuando (m, ¢) = 1, la tabla de pesos y frecuencias de Cy; es:

Pesos posibles Frecuencias
0 1
2m—1 (2m —1)(2m"2 + 1)
2m=l— 251 | Z(am — 1)(2m 425
2ml 427 | (2™ —1)(2mF — 2272
2m-l 42571 | 2(2m —1)(2m 7 420 7T)
2m-l—2% | (2 —1)(2m % + 2272

Se puede probar que el c6digo Cy; tiene dimensién k = 2m cuando ¢ # %, viendo que el
tamaiio de la 2-coclase ciclotémica de 2¢ 4 1 tiene tamaifio m, en este caso.

Por lo tanto, si suponemos que (m,f) = 1, tenemos que k = 2m.
Sea P el i-ésimo momento de potencia de Cy; definido en (1.1). Como A} = Ay =0, de
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(1.2) tenemos

P1 = Z]AJ = Qk_ln,
j=0

=> A =2""n(n+1),

J=0

: (4.1)
=35, = 2+ 3) 64

Py=> " j*'A; =2""*{(n(n+1)(n* + 5n — 2) — 24(nAz + Ay)}.
§=0

Se puede verificar que los pesos w, y la cantidad A, de palabras de peso w en Csy
satisfacen la igualdad en los primeros dos momentos. Veamos qué sucede con los momentos
tercero y cuarto. Luego

P3 — <2m 1 (24m—5_|_23m—3)

)
+( . )(22771—1 _ 2m—1>{(2m—1 _ 2%—1)2 + (Qm—l + 2%—1)2}
+(2m3 )(24m 5 22m71)
_ ( m 1)<24m 5+23m 3) + @r-1) —1) (22m 1 2m—1)(22m—1 +2m—1)
+(2m3—1) (24m—5 _ 22m—1)
o (2m . 1)<24m75 + 23m73 + 24m72 . 22m72 + 24m75 _ 22m71)
3 3 3 3
— (2m _ 1)(24m—3 + 23m—3 o 22m—2)

= 2"3n%(n + 3).

Por lo tanto, A3 = 0.
Ahora sélo resta ver qué sucede con el cuarto momento. Tenemos

P4 — m 1)(2577176 4 24m74)

2m )(22m—1 . 2m—1){(2m—1 . 2%—1)3 + (Qm—l + 2%—1)3}

(2 )(25m 6 1 9im=3 _ 3. 98m-2)

om _ 1)(25m 6 4 gdm— 4) + (2m3—1)(22m—1 _ 2m—1)(23m—2 +3. 22m—2>
+ (2m3_1) (25m 6 4 24m 3 - 3. 23m72)

m 5m—6 dm—4 | 25m—3 25m—6 4m—3 3m—3 3m—2
— (27— 1)(2P S 4t 2 "0 4 gime8 _gIme3 _ gim-2)
— <2m 1)(25m 4 +3. 24m 4 —3. 23m—3)
= 2m2¥m=A(2m _1)(27™ 4+ 3.2 — 6).

(
+
+

—~

—~

Por otro lado, se puede verificar que

2 n(n 4+ 1)(n? + 5n — 2) = 2m22m74(2™ — 1)(27™ + 3. 2™ — 6),
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de donde sale que A} = 0.
De este modo, llegamos al siguiente resultado.

Teorema 4.1.2. Sean m y { enteros positivos tales que (m,{) = 1. Entonces el cédigo dual
del codigo ciclico binario Cpy es optimal.

Este tltimo teorema implica que la funcién F(z) = 1:25“, usada para construir el cero
2'+1) del c6digo, es una funcién Booleana especial llamada APN ([4]). En el Capitulo 5
veremos en mas profundidad este tipo de funciones y las usaremos para construir grafos de
Ramanujan, que son objetos optimales en otro sentido.

a_(

4.2. Curvas optimales a partir de C,;

En esta seccién, veremos cémo encontrar curvas optimales por medio de Cp;. En [34] se
pueden encontrar los principales resultados de curvas algebraicas sobre cuerpos finitos que
usaremos, tales como la clasica cota de Hasse Weil, el operador de Frobenius y la féormula
de género de Riemann-Hurwitz-Zeuthen.

Puntos racionales de curvas asociadas a C;;

Consideremos el cédigo ciclico
Co = { e B) = (Trymp(Aa” 4 52) Ly 2 A B E By |
El Teorema 90 de Hilbert nos dice que en general
Trpm/p(2) =0 <= Jyelpm: ¥ —y=-=z.

Sea
flz) = A" + B,

con \ # 0, como el grado de f(z) es coprimo con p, entonces el polinomio en dos variables
y'—y— f(x) € Fpn[z,y]
es absolutamente irreducible y por lo tanto el conjunto algebraico con ecuacion afin
C’f{ﬁ Yy —y = APt Bz, (4.2)

es irreducible y, en consecuencia, define una curva algebraica. A este tipo de curvas se
las conoce como curvas de Artin-Schreier. El Teorema 90 de Hilbert nos da una relacién
directa entre los pesos del cédigos C;; y la cantidad de puntos F,m-racionales de C’fﬁ. Mas
precisamente, se tiene el siguiente resultado.
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Lema 4.2.1. Sea c(\, B) una palabra de Cyy tal que A # 0 y sea #Cf\’ﬂ(]Fpm) la cantidad de
puntos Fym-racionales de la curva Cf{ﬁ definida en (4.2). Entonces,
m #Oﬁ,ﬁ(lﬁ‘pm) -1

p

Demostracion. Supongamos que A # 0. Luego, por definicién

w(c(A,B) =p" =1 —F#{r e F.: Trpm/p()\xphrl + Bx) = 0}.

w(e(A, B)) =p

Por Teorema 90 de Hilbert se tiene
rljr:vm/:u()‘xpeJrl +0r)=0 <= Jyelm:y—y= APt + Bx.

Ahora, analicemos la ecuacién y? —y = Az?' 1 4 Bz, Como deg()\:vphrl + Bz) = p* +1es
coprimo con p, el polinomio y? — y — ()\357’“rl + px) define una curva de Artin-Schreier (ver
(4.2)). Se sabe que estas curvas son un cubrimiento de p-hojas de P'. Esto quiere decir que
dado x, existen o bien p-valores de y o bien ningtin valor de y satisfaciendo

yp -y = )\[Epe—i_l —f-ﬁ[ﬁ

Si consideramos x = ( en la ecuacion, entonces obtenemos que y? — y = 0. Como elevar
a la p es exactamente el automorfismo de Frobenius, obtenemos que y? = y en Fym si y sélo
siy elF,.
Teniendo en cuenta que esta curva tiene a co como punto racional y este no se corresponde
a ningin x satisfaciendo
Tlrzom/p(/\ﬂ)zJrl + pz) =0,

luego, el Teorema 90 de Hilbert implica que

#CLp(Fpr) = p(##{ € B Trpn (A ™ 4 B) = 03) +p + 1.

Por lo tanto 40t )1
w(c(\, B)) =p™ — AD ppm ;

como queriamos demostrar. O

Como consecuencia del Teorema 3.3.1 obtenemos

Teorema 4.2.2. Sea p primo y m, { enteros positivos tales que my = m/(m,{) sea par.
Consideremos la curva C’f\ﬁ como en (4.2), donde \ € Frm, B € Fym. Escribimos A\ = al,
donde o es un elemento primitivo de Fpm. Luego
o Sip>2, smy esparyt=0 (méd p™ + 1), entonces
pm 41 para pm _ pm—Q(m,K) 5,8,
#O3p(Fpm) = p™+1—pmO(p—1)y/p™  para pm2mO-1 — (p— 1)p% - (mO-1 g,
P L ptm O pm para (pm 2O~ 4 py (MO () — 1) s,
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e Sip>2, imy esparyt#0 (méd pt™? + 1), entonces

P+ 14 (p—1)/p™ para p™ ! + (p — 1)p% A's,

#CZ, (Fym) = { m
AP P 41— /p" para (p— 1)(p™ ' —p2 1) Bs.

e Sip>2, mg es impar y t = ’% (méd p™? + 1), entonces

p"+1 para p™ — pm2mb) gy
#Cf\’ﬁ(IFpm) = pm +1 +p(m,€) (p _ 1) /pm para pm—Q(m,Z)—l 4 (p o 1)p2 (m,0)—1 ﬁ/
pm +1-— p(m,é) /pm para (pm—Z(m,E)—l . p7*(m»£)* )(p . 1)5/8.

e Sip>2, %mg es impar y t % % (méd p™ 4 1) entonces

pr+1—(p—1)Vp" parap™l—(p—1)p2t P,
P 1P para (p" ' +p2")(p—1) f's.

#Cf,ﬂ (]Fpm) = {

e Sip=2y A\ es una potencia (2° + 1)-ésima en Fom, entonces

#Cﬁwg(FQm) = om 41 — Q(m,f), /om para 2m72(m,€)71 o 2%_(77%@)_1 6/3,
2m L1+ 2(7”’%3)1 /9om para 2m—2(m,€)—1 + 2%_(m7[)_15,s.

e Sip=2y A\ no esuna potencia (2° + 1)-ésima en Fom entonces

2™ 4 14+/2m  para 2™t 42771 gy,

#CZ (FQm) == m
o 2m 41 —+/2m  para 2™t — 23271 B,

Demostracion. Es inmediata del Lema 4.2.1 anterior, de la tabla dada por el Teorema 3.3.1
tomando en estos ¢ = p, y por ultimo de los Lemas 2.4.1 y 2.4.2 para conocer la forma que
debe tener A en cada caso. O

Traza del operador de Frobenius

De la teoria de curvas de Artin-Schreier las cantidades #Cﬁﬁ(lﬁ‘pm) se pueden poner en
término de la traza del operador de Frobenius trrp actuando en los grupos de cohomologia
étale HY,(C5 5,Q;) con j # p primo, esto es

#C5 5(Fpm) = p™ + 1+ trp.

Por lo tanto, se obtienen los valores y las frecuencias de la traza de Frobenius.
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Corolario 4.2.3. Sea trp la traza del operador de Frobenius actuando en los grupos de
cohomologia Helt(C’f\’ﬁ, Qj) con j # p primo, donde C’fﬁ es como en (4.2), A # 0 y escribimos
A = a! con a un elemento primitivo de Fym. Si my = m/(m, L) es par, entonces trp tiene
los siguientes valores:

e Sip>2y %mg es par, entonces

" —(p — 1)p%+(m,£) sit=0 (méd p(m,e) + 1))
rep = m
(p—1p2 sit£0 (moéd pimd 1)

e Sip>2y %mg es impar, entonces

m
5 H(m0) plm O+

sit= (méd p™h + 1),

sit# p“;’g) (méd p™o +1).

(p—1)p
trp = m
2

—(p—1)p

e Sip=2y %mg es par, entonces

e Sip=2y %mg es impar, entonces

22 +mh G A\eT,

lrp = m
—22 siAET.

Aqui, T es el conjunto de potencias (2° + 1)-ésimas de Fom definido en (2.31).

Una familia de curvas optimales

La férmula del género de Riemann-Hurwitz, nos dice que el género de la curva de Artin-
Schreier con ecuacion afin

donde f(z) € Fym[z] y (deg f,p) =1 es
g=3(degf—1)(p—1).

Por lo tanto, el género de la curva Cf, 5 €s

g=3p'(p—1)
para todo A # 0y 8 € Fpm. Analizando la cantidad de puntos Fpn-racionales dados por
el teorema anterior es posible encontrar curvas maximales y minimales, es decir curvas que
cumplen la igualdad en la cota de la desigualdad de Hasse-Weil. Recordemos que esta nos
dice que
P 41— 29v/p™ < H#C5 5(Fpm) < p™ + 1429/ (4.3)
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Teorema 4.2.4. Sea p primo y { un diwvisor de m tal que m/{ es par. Para A € Fom,
escribamos X\ = o, donde o es un elemento primitivo de Fym. Luego, se tiene lo siguiente

e Sip > 2 entonces:
(a) La curva Cf 5 es minimal si m/2( es par y t = 0 (méd p™9 +1) para un nimero
pm Tl — (p—1)p2 =t de B’s posibles.
b) La curva C% 5 es mazimal si m/2( es impar t = eI (16 p™0 + 1) para un
AB 2
nimero p™~21 + (p — 1)pz ¢ de B’s posibles.
e Sip=21y ) esuna potencia (2° + 1)-ésima de Fom, entonces:

2m72Z71

(a) Hay una cantidad — 2271 de elementos 3 tales que C’f\ﬁ es minimal.

(b) Hay una cantidad 2™ 21 +2%5 =1 de elementos B3 tales que C’f\’ﬁ es mazximal.

Ejemplo 4.2.5. Veamos qué sucede cuando 8 = 0 y p = 2. Para ello, consideremos el cédigo
irreducible C; y T el conjunto de potencias (2¢+ 1)-ésimas de Fam. Si v es un elemento primi-
tivo de Fym y A € 3., al igual que antes, el peso de la palabra c(\) = (Trgm (A D))
esta relacionado con la cantidad de puntos Fom-racionales de la curva algebraica

C’f\ : y2 +y= )\xﬂ“,

razonando de manera similar al Lema 4.2.1, pero teniendo en cuenta la multiplicidad obtenida
de pasar de la palabra ¢(\) a la palabra ¢/(\) = (Trgm/g()\xQZJrl)):cemgm, resulta que

m  #CL(Fam)—1
w(e(N)) = gk (27 — FAE),

Por Teorema 3.2.4, sip =2, 83 =0, A\ € T y £ | m, entonces C% es una curva maximal 6
minimal cuando m/2¢ es impar 6 par, respectivamente.



Capitulo 5

Grafos de Ramanujan

En este capitulo veremos distintas maneras de construir grafos relevantes para la teoria
de nimeros y la combinatoria llamados grafos de Ramanujan. Estos grafos empezaron a
tener méas relevancia durante las décadas del 80 y del 90, ya que permiten construir otros
objetos combinatoéricos importantes llamados expanders o expansores.

Empezaremos el capitulo introduciendo la teoria espectral de grafos. Luego, veremos
que la forma cuadratica (),(z) nos permite calcular el espectro del grafo de Cayley I'; =
X(Eym, S¢), donde Sy = {$q4+1 : ¥ € F}} cuando g es una potencia de un primo impar. Mds
aun, probaremos que el grafo I' es un grafo de Ramanujan no bipartito cuando ¢ = 2,3 y
(¢,m) =1 con m par.

Veremos que intentar generalizar la construccion via formas cuadraticas se limita bastan-
te. Por ende, se buscara hacer construcciones prestando méas atencion a las propiedades que
. ., p4+1 . . . .
tiene la funcién F'(x) = aP *'. Sucede que, para p = 2 con las hipdtesis anteriormente asumi-
das, ésta resulta ser una clase especial de funcién Booleana, por lo tanto contruiremos otros
grafos de Ramanujan considerando otras funciones booleanas especiales de la misma clase.
Al final, consideraremos el caso no Booleano y veremos que es posible también construir

otros grafos de Ramanujan.

5.1. Teoria espectral de grafos

Un grafo T' es un triple que consta de un conjunto de vértices V' = V(I'), un conjunto de
lados o aristas F = E(I') y un mapa que asocia a cada lado dos vértices (no necesariamente
distintos), llamandos puntos finales o vértices del lado. Un lazo 6 loop es un lado cuyos
puntos finales son iguales. Lados miiltiples son lados que tienen el mismo par de puntos
finales. Un grafo simple es un grafo que no tiene lados multiples ni lazos. Si un grafo tiene
lados muiltiples o lazos, es llamado un multigrafo. Cuando dos vértices u, v son puntos finales
de un mismo lado, decimos que son adyacentes 6 vecinos y escribimos u ~ v para indicar
esto.

A cualquier grafo, le podemos asociar la matriz de adyacencia A, que es una matriz entera
n x n (donde n = |V|) con filas y columnas indexadas por los elementos del conjunto de

99
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vértices y la (z,y)-ésima coordenada de la matriz es el niimero de lados que conectan x con
y. Cuando consideramos grafos no dirigidos, la matriz A es simétrica. Consecuentemente,
todos sus autovalores son reales. Los autovalores de A se suelen llamar los autovalores de T.
Diremos que I' es un grafo entero si todos sus autovalores son nimeros enteros. El conjunto
de todos los autovalores de A contados con multiplicidad se llama espectro de I" y se denota
por

Spec(I') ={\, < -+ < Ao < M} (5.1)

El grado de un vértice v, denotado deg(v), es el nimero de lados incidentes en v, donde
contamos un lazo con multiplicidad 2. Con esta convencién, obtenemos

S deg(v) = 2| E(D)].
)

veV (T

Diremos que un lado e tiene longitud 1 (salvo que sea un lazo, en este caso adoptaremos la
convencién de que tiene longitud 2), denotamos la longitud de e por £(e). Para un multigrafo,
una caminata de longitud r de x a y es una sucesién r = vy, vy,...,0. =y con v; € V' y
e; = (Vi,v41) € Eparai=0,1,...,r—1y > (e;) =r. Un camino es una caminata que
no tiene vértices repetidos. Un grafo se dice conezo si para cualquier par z,y € V', existe un
camino de x a y. Se sabe que el nimero de caminatas de z a y de longitud r esta dado por la
(x,y)-ésima entrada de A", donde de nuevo adoptamos la convencién de contar a un lazo con
multiplicidad 2. Un grafo es llamado k-regular si todo vértice tiene grado k. Denotaremos
por

A(T") = max deg(zx)

zeV

al maximo de todos los grados de I'.

Sea v un autovector de A correspondiente a un autovalor A. Entonces, Av = Av. Escribi-
mos v = (x1, ..., T,)" y asumimos, sin pérdida de generalidad, que |z;| = mdx |x;|. Entonces,
1<i<n

n n
lza] = 1) aay| < o] Y ary < ] A(TD).
j=1 j=1
Por lo tanto tenemos lo siguiente.

Proposicién 5.1.1. Sea A la matriz de adyacencia de un grafo no dirigido I'. Si X\ es un
autovalor de A, entonces |\| < A(T).

Corolario 5.1.2. SiI' es un grafo k-reqular, entonces todos los autovalores A de su matriz
de adyacencia satisfacen |\ < k.

Ya que la matriz de adyacencia de un grafo k-regular satisface que la suma de todas sus
filas son iguales a k, claramente tenemos que Ay = k es un autovalor de A con autovector
igual a u = (1,1,...,1)". Mds precisamente tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 5.1.3 ([38]). Si I' es un grafo k-regular, entonces k es un autovalor de I' con
multiplicidad 1gual al nimero de componentes conexas de I.

Dado I" un grafo k-regular, al autovalor k de I se le suele decir el autovalor trivial de T'.
El teorema anterior nos permite decir cuando un grafo regular es conexo, solamente viendo
la multiplicidad de su autovalor trivial.

Corolario 5.1.4. Si I' es un grafo k-reqular y k es un autovalor de I' con multiplicidad 1,
entonces I' es un grafo conexo.

Podemos definir una métrica sobre un grafo conexo definiendo la distancia d(z,y) para
x,y € V como la minima longitud de un camino desde x a y. El didmetro de un grafo conexo
es el maximo valor de la funcién distancia. Para grafos k-regulares se tiene la siguiente cota
del didametro.

Teorema 5.1.5 ([7]). Sea I' un grafo k-reqular con n vértices y didmetro diam(I"). Si I es
no-bipartito, entonces

, log(n — 1)
)

En general, si I' es un grafo simple k-regular, ya vimos que

+ 1

k = max{|A| : A € Spec(T')}.

Mas aun, k es un autovalor de I' con multiplicidad igual a la cantidad de componentes

conexas de I'. Si escribimos Spec(I') = {\, < --- < A1} entonces
k<A <SS AN =k

Ademés, sucede que —k = A, si y s6lo si I' es bipartito (ver [38]).

A
A
>
e

Lema 5.1.6 (Alon-Boppana). Sea T un grafo simple k-reqular y Spec(T') = {\, <
entonces |Ni| < 2vk—1—-0(1) parai=2,...,n.

La funcién zeta de Ihara

Asi como en teoria de nimeros existe la funcién zeta de Riemann

=1 1
Q(S):;Eznl—p_s’

peP

donde el ultimo producto se toma en todos los nimeros primos; en teoria de grafos se define
una funcién zeta, llamada la funcién zeta de Ihara, donde el papel de los niimeros primos
pasa a ser el de los caminos primos en I
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Empecemos introduciendo el equivalente a nimeros primos en este contexto. Sea E el
conjunto de lados de un grafo simple I' tal que |E| = m. Consideremos una orientacién
arbitraria de los lados de I' y definamos un nuevo conjunto de lados orientados

E° = {ela €2,... 7€2m}a

dondee; coni = 1,...,m es lai-ésima arista de £ con la orientacién antes dada, y e;4,,, = €; !

es el mismo lado con la orientacién opuesta. Sea ¢ = a; - - - a5 un camino en I" tal que a; € E°,
adoptaremos las siguientes terminologias:

e c tiene un retroceso, si aj41 = a;l para algin j.

e ctiene una cola si a, = a; .

e Denotaremos por v(c) a la longitud de c.

e El producto de dos caminos cerrados ¢; y ¢ con el mismo vértice inicial es el camino
cerrado denotado por c¢; - ¢o, que consiste en recorrer primero los lados de ¢; y a
continuacion los de c¢s.

e Un camino cerrado ¢ es primitivo, si ¢ # d/ para todo f > 2 y todo camino d de T,
donde d/ denota recorrer el camino cerrado d, f veces en el mismo sentido.

e Un camino cerrado c¢ es primo si no tiene retrocesos ni colas y es primitivo.

De la definicién de camino primo en I', es inmediato que los caminos cerrados sin retro-
cesos ni cola de I' son primos 6 potencias de un primo.

Notar que varios caminos cerrados pueden definir el mismo camino si lo vemos dibujado en
el grafo. Basta con tomar un camino cerrado y hacerle permutaciones ciclicas para obtener el
resto de caminos. Ademas, si ¢ = ajas - - - a5 es un primo en I'; entonces cualquier permutacién
ciclica de él también va a ser un primo, por lo que vamos a definir una relacién de equivalencia
en la que la clase de c es

C={amasy...a5,a5a1...a5_1,...,a0203...a1}.

A la clase de equivalencia del camino cerrado as---asa; la denotamos por C~'. Si C es
la clase de equivalencia de un primo, también lo serd C~! y viceversa, y a dichas clases
denotaremos habitualmente por Py Q.

Dadas dos clases de equivalencia C' y D de respectivos caminos cerrados ¢ y d, denotare-
mos por C' - D a la clase de equivalencia del camino obtenido a partir de cd eliminando los
retrocesos y las colas. Los grafos ciclicos solo tienen dos primos P y P~!, siendo P el primo
dado por el ciclo del grafo recorrido en uno de los dos sentidos posibles.

Sea I' un grafo conexo, finito y sin vértices de grado 1, la funcion zeta de Ihara se define
por

1
C(u,I') = Hl_—u,j(P),

P
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donde P recorre todas las clases de caminos primos del grafo I'. Denotamos pr al radio
de convergencia de la funciéon zeta de I'. Esta funcién zeta se puede dar en términos del
determinante de cierta matriz relacionada con la matriz de adyacencia del grafo y el ntimero
de generadores del grupo fundamental del grafo.

Se puede probar que el grupo fundamental del grafo I" es un grupo libre de rango r, donde
r es la cantidad de lados que no pertenecen al arbol generador de I'. Recordemos que un
arbol generador de I' es un subgrafo de I' que no tiene ciclos y contiene a todos los vértices
de T

Se tiene la siguiente férmula llamada la formula determinantal de Ihara.

Teorema 5.1.7. Sea I' un grafo conexo, finito y sin vértices de grado 1. Entonces ((u,I")
es una funcion racional y

1

C(u,I") = (1 —u?)—tdet(I — Au+ Qu?)’

donde r es el rango del grupo fundamental de I', A es la matriz de adyacencia de " y Q la
matriz diagonal cuya entrada i-ésima es el grado del vértice i-ésimo menos 1.

Lema 5.1.8. Sea I' un grafo conexo, finito y sin vértices de grado 1. Entonces

log C(u,T) = > %,

Jj=1

donde N; es el nimero de caminos cerrados sin retrocesos ni colas de longitud j en I'.

Teorema 5.1.9. Sea I un grafo conexo, finito y sin vértices de grado 1. Entonces
C(u,T)~! = det(I — Wyu),

donde W1y es la matriz de adyacencia de lados de T'.

En teoria de nimeros es muy importante conocer dénde se encuentran los ceros de la
funcion zeta de Riemann y la hipdtesis de Riemann conjetura que estos ceros se encuentran
en R(s) = % Anélogamente, existe una nocién de hipétesis de Riemann para la funcién
zeta de Thara. Dado un grafo k-regular I" diremos que la funcién (((k — 1)7%,T") satisface la
hipotesis de Riemann si y sélo si

(k=150 t=0 <= R(s)=1,

para 0 < R(s) < 1. Siu= (k—1)%, el hecho de que R(s) = 5 implica que |u| = 1/vk — 1.
En la seccién §5.3 veremos que existe una relacion fundamental entre la funcién zeta de
Ihara y los grafos de Ramanujan.
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5.2. Grafos de Cayley y su espectro

Aqui veremos qué relacién existe entre el calculo de sumas exponenciales y el calculo del
espectro de un grafo de Cayley particular.

5.2.1. Grafos de Cayley.

Dado un grupo finito GG con un subconjunto S no conteniendo al elemento neutro de G,
el grafo de Cayley
I'=X(G,5) = (V(I),ED))

es el grafo dirigido cuyo conjunto de vértices es el grupo, i.e. V(I') = G, y su conjunto de
lados es

ET)=A{(g,h): g 'h e S}

es decir que hay una flecha de g a h si h = gs con s € S.

Notar que como el elemento neutro no esta contenido en 5, el grafo de Cayley X(G, S)
no tiene loops. Al conjunto S se le llama conjunto de conexion de I'. El conjunto S se dice
simétrico si

S=5"1={st:5€8}

(6S=—-S={-s:s5€ S} si G es abeliano).

Notar que todo grafo de Cayley I' = X (G, S) es regular, por definicién, con grado de
regularidad k = #5. Ademas, si S es un conjunto de generadores de GG simétrico entonces I'
resulta un grafo simple no dirigido conexo.

Ejemplo 5.2.1 (Grafos en Z,). (i) El ciclo de longitud n, C,,, puede ser interpretado como
un grafo de Cayley, ya que si consideramos G = Z,, los enteros médulo n y S = {—1,1}.
Luego

C, = X(G, S).

(ii) El grafo completo K, es un grafo de Cayley, ya que si G = Z, y S = Z, ~ {0},
entonces

K, = X(G,S).

(iii) El grafo unitario es el grafo U,, = X (Z,,,Z}), donde Z, son las unidades de Z,,. ¢

Ejemplo 5.2.2 (Grafos de Paley). Al grafo de Cayley X (G, S) donde G = F, es el cuerpo
finito de g elementos y S es el conjunto de conexion

S={s*:2€F;}

se lo conoce como grafo de Payley P,. O
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Espectro de Cay(G, S) con G abeliano

Cuando G es un _grupo abeliano finito, es posible calcular el espectro de I' usando los
caracteres de G. Si GG es el grupo de caracteres de G y x € G, definimos

X($) => " x(9)-

ges

Lema 5.2.3. Sea I' = X(G,S) un grafo de Cayley sobre un grupo abeliano finito G con
conjunto de conexion S. Sea A la matriz de adyancencia de I'. Entonces cada cardcter x de
G se corresponde a un autovector de A con autovalor x(S). En particular el espectro de I'
es el multiconjunto {\s = x(3) : x € G}.

Notar que si consideramos el grupo abeliano finito G = (F,m,+), entonces su grupo de
caracteres F;m es ciclico generado por el caracter candnico

T\rqm /p ($)

X(@) =G
donde ¢, = e’ . Es decir, todo caracter x de F,m es de la forma

<_Trqm /p (yx)

XA(7) = Gp =x(yr), v E€Fgm. (5.2)

Nota. Siy =0 € Fym entonces xo(z) = x(0) = 1 para todo z, es decir que xg es el cardcter
trivial.

5.2.2. Los grafos de Cayley I'),

Fijemos ¢ una potencia de un primo y enteros m > 1, £ > 0 y consideremos el conjunto
¢ *
Se=Sme={2""" 1z €F}n}. (5.3)

2 4 4 . .
Claramente, Sy es un subgrupo de Fy.., ya que x4 Hlyd+l = ()7 L. Veamos que bajo ciertas
condiciones resulta simétrico.

Lema 5.2.4. Sean m > 1, ¢ > 0 enteros. Entonces S, es simétrico para todo m,{ si q es
par y Sy, es simétrico con (m—% par st q es impar.

Demostracion. Claramente S, = —S, en caracteristica par, ya que —xr = x para todo
x € Fym, independientemente de las hipétesis pedidas.

Ahora, supongamos que q es una potencia de un primo impar y sean m, £ enteros positivos
satisfaciendo las hipétesis del lema. Notar que si existe y € F. satisfaciendo yqe = —1,
entonces dado cualquier z € F}.. tenemos que

£ 4 £ £
+1 a1, et +1
—x? T =T Tyt = (zy)?T T € S
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Luego, Sy es simétrico en este caso. De esta manera, solo basta probar que existe y € Fyn
£
tal que y? 1 +1=0
Si a es un elemento primitivo de Fgm, entonces

5. = fa?™ 1) (54

m,l)

dado que se tiene que (¢™ —1,¢°+1) = ¢"™% 4+ 1 por el Lema 3.2.1, puesto que vy(m) > vy(¢)

es equivalente a que % sea par.

Luego, basta probar que existe y € F,. tal que
yq(m,2)+1 + 1= 0

Afirmamos que 2(¢™% +1) | ¢™ — 1. Se tiene que ¢ —1 = (¢ — 1)1 +q+¢@+---+¢™ Ny
como ¢™% + 1 no divide a ¢ — 1 entonces ¢ +1 divide a 1 +g+¢*>+---+¢™ . Ademas,
como ¢ es impar entonces 2 | ¢ — 1. Por lo tanto 2(¢"™" + 1) | ¢™ — 1, como querfamos ver.
Por lo tanto, existe un entero positivo ¢ tal que

q" —1=2t(g"" +1).
Sea y = at. Notar que y2@"™”+1) = 1, entonces

g = 1,

Como « es un elemento primitivo, el orden de y es 2(q(m7£) + 1). Luego, tenemos

yq<m,e>+1 1
Por lo tanto, Sy = —Sy como queriamos demostrar. O
De este modo, el grafo de Cayley
Lo = X(Fym, Sp), (5.5)

donde S; es como en (5.3), resulta ser un grafo simple no dirigido. Cuando ¢ = 0 obtenemos
el grafo de Payley, mas atin tenemos la siguiente caracterizacion de estos grafos.

Lema 5.2.5. Sean m,{ enteros no negativos y denotemos m; = m/(m,¥). Consideremos
[y como en (5.5). Entonces obtenemos los siguientes dos casos:

o Simy es impar, entonces I'y, o = 'y, 0, es decir que es el grafo de Payley.
e Simy es par, entonces I'p o = Ty (o)

Demostracion. Dado que Sy = (aqe“} donde « es un elemento primitivo de Fym. Luego Sy
es un subgrupo multiplicativo de Fy.. de orden ﬁ. Como el subgrupo generado por
a@" =14+ tiene el mismo orden que Sy y todo grupo ciclico tiene un unico subgrupo por
cada divisor de su orden, tenemos que
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Por el Lema 3.2.1 tenemos que (¢ —1,¢+1) = 2 si my es impar y (¢ —1,¢ +1) = ¢™9 +1
si my es par. Por lo tanto
Se={a":z€F,.}

si my es impar y -
m,
Se={z""" x eFlm}

si my es par. Concluyendo asi la demostracion. O]

Analicemos ahora el espectro de I'y, s. Por el Lema 5.2.3, los autovalores son de la forma
XW(SZ) = Z Xv<y)'
yES,

Para v € F m, por (5.2) y (5.3), tenemos

44 £
(S ) - 1 CTrqm/P(’qu +1) _ 1 CTI"q/pTrqm/q(’qu +1)
X’Y L) — qg(mf) 41 P — gm0 41 P .

LBG]FZm xE]FZm

Es decir,
Trg/p(Qny,e(x))
X+(Se) = _q<m,1e)+1 E G (5.6)

:ve]FZm

donde @, () es la forma cuadratica

£
Qve(®) = Trgmjq(xRy(x)) con Ry (x) = ya*
con x € Fym. Luego, por (2.21) y teniendo en cuenta la contribucién de = = 0, tenemos

Tg,,—1

Xy(5¢) = 0 1 (5.7)

donde Tg_, es la suma exponencial dada en (2.21).
A partir de esto, podemos deducir el espectro del grafo I' = X(G,S) en caracteristica
impar, en ciertos casos.

Teorema 5.2.6. Sea m > 1,0 > 0 enteros y I'y,y = X(Fym, Se) con Sy como en (5.3). Si q
es impar y my = ﬁ es par entonces los autovalores de I'y, 4 son

_qm -1 g =1  —q2 -1 q¢2tmO—1  —gatmh ]
S D11 gmb 1 gmb 1 gmb 1 md 11
O +1" ¢ q q q

(5.8)
donde las multiplicidades correspondientes son

( 1,¢™9k, 0,0,k st %mg es par,
mi,...,Ms) =
1,0,¢"™Ok k,0 st %mz es impar.

Mds ain, I'y, o es un grafo simple, conexo y k-regular no bipartito con espectro entero.
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Demostracion. Sabemos que I'y, ; es k-regular con k = #5;, por ser grafo de Cayley. Por
(5.4), y el comentario posterior, tenemos

_ogm -1
gm0 417

Ademas, I'), ¢ es simple, ya que Sy es simétrico por el Lema 5.2.4.

Ahora calculemos el espectro del grafo. Por (5.7), los autovalores de I',,, » estdan dados por

los distintos valores que toma Ty, en la expresion (?n#)ﬂ Siy = 0, entonces Qo = 0y
por (2.21) tenemos que Ty = ¢™, obteniendo el autovalor xo(S;) = q(:—z)ll = k.

Para el resto de los autovalores, notemos primero que por el Teorema 2.4.2 de Klapper,
como my es par, la forma cuadratica @), ¢ tiene rango r par para todo v y ademaés

r e {m,m—2(m,0)}.

Recordemos que en el caso de caracteristica impar y rango par, el tipo € y n(A) coinciden
(ver comentarlo después de Corolarlo 2.2.16). Luego, por (ii) del Lema 2.3.1, se tiene que

To,, =¢€q"" 36 To,, = (— 1)26(] -3 segin ¢ es congruente a 1 6 a 3 médulo 4. Es decir,

TQ%Z = :I:equi .

Teniendo en cuenta los 2 posibles valores de r y los dos signos, tenemos que los autovalores
del grafo son exactamente los dados en (5.8).

Queda analizar las multiplicidades. En primer lugar, como el autovalor k se obtiene a
partir de Qoe(z) =0y TQM = +eq™ 2 # ¢™ para v # 0, se ve que la multiplicidad de k
%7(’”’1,2)_1

e cuando

es 1. Los autovalores jfm—@;l se obtienen cuando = m vy los autovalores =4
r=m—2(m,?).
Por el Teorema 2.4.2, las multiplicidades correspondientes estan dadas por

¢"—1—#{t=0 (méd ¢, 0, 0, #{t= —q(m’;)ﬂ (méd gm0+,

1
cuando 5my es par y por

¢"—1—#{t=0 (méd ¢}, 0, 0, #{t= —q(m’;)ﬂ (méd ¢™H+1)}

cuando %mg es impar. Notar que, por (2.33), las multiplicidades de los autovalores toman
los valores ¢ — 1 — M1,0,0, My y 0,¢™ — 1 — Ms, M>, 0, respectivamente. Por el Lema 2.4.3
tenemos que M; = M, = k, de donde sale que las multiplicidades de los autovalores son
exactamente como en el enunciado. Luego, como la multiplicidad de & es 1, el grafo es conexo
por el Corolario 5.1.4.
Finalmente, el espectro de I',, s es entero en consecuencia del Lema 3.2.3, que afirma que
gm0 + 1] g% + (—1)pmetly gmd 41| gFHmO 4 (—1)amet,
O
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5.3. Grafos de Ramanujan

En esta seccién vamos a introducir los grafos de Ramanujan y algunas de sus propiedades
mas importantes. Estos son una clase de grafos que aparecieron durante la década del 80’
para la construccion de ciertos objetos optimales muy interesantes llamados ‘expanders’.

Mostraremos que los grafos de Cayley introducidos en la seccién anterior pertenecen a
esta clase de grafos para ¢ = 2y ¢ = 3. Veremos que en el caso de ¢ = 2, se pueden considerar
diferentes tipos de generalizaciones, una via formas cuadraticas y otra via funciones especiales
(APN , AB y PN), siendo la segunda la més fructifera ya que se encontrardan muchas familias
diferentes de grafos de Ramanujan. Por tltimo, veremos que en caracteristica impar podemos
encontrar otra familia de grafos de Ramanujan.

Los primeros en encontrar familias infinitas de grafos de Ramanujan de grado regular fijo
fueron Lubotszky, Phillips y Sarnak ([32]). Mds precisamente, encontraron familias infinitas
de grafos de Ramanujan (p + 1)-regulares, donde p es un primo satisfaciendo p = 1 mod
4. Luego, Morgenstern pudo encontrar familias infinitas (p® + 1)-regulares ([37]) con p = 1
(méd 4). Lubotszky, Phillips y Sarnak conjeturaron que de haber familias infinitas de grafos
de Ramanujan de grado de regularidad fijo k, entonces & — 1 tendria que ser una potencia
de un primo.

En el 2008, Marcus, Spielman y Srivastava ([33]) mostraron que no estaban en lo correcto
ya que pudieron probar que existen familias infinitas de grafos de Ramanujan bipartitos de
grado fijo k, para todo k. Ellos hicieron uso de herramientas topoldgicas (2-recubrimientos)
y algebraicas (familias entrelazadas) para construir dichos grafos.

Lo interesante, por lo tanto, es ver si de alguna manera uno puede encontrar familias
infinitas de grafos de Ramanujan no bipartitos de un grado de regularidad fijo. En esta
direccion, aqui vamos a construir muchas familias de grafos de Ramanujan no bipartitos.
A futuro, serfa muy bueno ver si via herramientas topoldgicas (2-levantamientos) u otras
herramientas, es posible usar los grafos que vamos a construir aqui para encontrar otras
familias infinitas distintas a las ya conocidas.

Recordemos que el autovalor trivial de un grafo k-regular es su grado de regularidad k, y
que ademas un grafo es bipartito si y sélo si —k es un autovalor del grafo. Si I' es k-regular
bipartito, los autovalores no triviales de I' seran todos los autovalores de I' distintos de +k.

Dado un grafo I', denotaremos A(I") al autovalor de I" de mayor valor absoluto no trivial,
es decir

AMI) = méx {|A| : X € Spec(T) \ {+k}}. (5.9)

Definicién 5.3.1. Un grafo simple k-regular conexo I' es de Ramanujan si

AT) < 2vEk — 1. (5.10)

Veamos algunos ejemplos de grafos de Ramanujans.
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Ejemplo 5.3.2. Dado n un entero positivo, consideremos K, el grafo completo de n vérti-
ces. Se puede probar, usando la férmula del determinante de Dedekind, que el polinomio
caracteristico de su matriz de adyacencia es

p@)=(z—(n-1)(@+1)""

como el grafo completo K, es (n — 1)-regular, por lo tanto K, es un grafo de Ramanujan
(n — 1)-regular no bipartito.

Nota. La férmula del determinante de Dedekind es una féormula para calcular el determinante
de ciertas matrices construidas a partir de un grupo abeliano de la manera siguiente. Sea GG
un grupo abeliano y sea f : G — C cualquier funcion, consideremos A la matriz indexada por
los elementos de G cuya (4, j)-ésima entrada estd dada por f(ij '), entonces el determinante

de esta matriz estd dado por
11 (Zx@f@) :

xeG \9€G

En el ejemplo anterior, basta tomar G = Z,, y f la funcién definida por f(0) = —x y
fla)=1siae G~ {0}

Notar ademas que el Lema 5.2.3, es una consecuencia de esta férmula tomando como f
la funcién indicadora del conjunto de conexién S.

Ejemplo 5.3.3. Sea r un entero positivo, consideremos el grafo bipartito completo K, ,. De
la misma manera que en el Ejemplo 5.3.2, se puede chequear que su polinomio caracteristico
es

pla) = (z —r)(z +r)a” 2,
como K, , es r-regular, entonces K, , es un grafo de Ramanujan r-regular bipartito.

Estos son considerados los grafos de Ramanujan triviales no-bipartito y bipartito respec-
tivamente.

Existe una relacién directa entre los grafos de Ramanujan y la funcién zeta de IThara
definida en la seccién anterior.

Teorema 5.3.4 ([19]). Sea I un grafo simple k-reqular conexo. La funcion zeta de Ihara
C(u,T) satisface la hipdtesis de Riemann si y solo si el grafo T' es Ramanujan.

5.3.1. Grafos de Ramanujan de tipo I';,,

Veamos que los grafos de Cayley introducidos en la seccién anterior son grafos de Rama-
nujan en caracteristicas 2 y 3.

Dado que por el Teorema 5.2.6 conocemos los autovalores de I' = I',,, ;, analizaremos pri-
mero qué condiciones necesarias tienen que cumplir m, ¢ y £ si los autovalores satisfacieran la
desigualdad (5.10). Recordemos (de la demostracén del Teorema 5.2.3) que cuando m/(m, )
es par entonces
g" —1

1=k

#5¢ =
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Por el Teorema 5.2.3, si ¢ es impar, el autovalor no trivial de mayor valor absoluto es

—_g3tmb _q
_ 9

Supongamos que se satisface la desigualdad (5.10) en este caso, es decir

Z4(m,L)
q? +1 ——)
™m0 11 <2 q(zn—f)_i,-l - L (5.11)
Luego
m+2(m,f) i (m,e)

(g9 +1)

Entonces necesariamente tenemos que
qm+2(m,€) < 4(q(m,€) + 1)qm

Esto es equivalente a 2% — 4z —4 < 0 con « = ¢™?, de donde claramente se tiene que z < 4.
Como ¢ es impar, solo se puede tener (m,f) =1y q = 3.

Luego, hemos probado lo siguiente.

Lema 5.3.5. Sean m,¢ € N. Si ¢ # 3 ¢ (m,l) # 1, entonces el grafo de Cayley I',, o sobre
Fym no es de Ramanujan.

Caracteristica 3

Notar que el grafo I',,, es conexo no bipartito y 3m4’1n—regular, ya que por un lado el
autovalor trivial tiene multiplicidad 1 y por otro lado —(34—_1) no es un autovalor de I',, .

Entonces, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.3.6. Seal',,, = X (G, S¢) donde G = Fym y Sy como en (5.3). Sim, £ son enteros

_m

tales que () €5 par ym > 4, entonces I'y, o es un grafo de Ramanujan si y solo siq=3 vy

3m—1
4

(m,¢) =1. En tal caso I'y,, 4 es un grafo de Ramanujan entero no bipartito -reqular.

Demostracion. Por el Lema 5.3.5, s6lo resta ver que las condiciones ¢ = 3 y (m,¢) = 1 son
suficientes. Analicemos la desigualdad (5.11) en este caso:

ﬂ+1

Esta desigualdad es equivalente a

32 42,321 11 <16(3™ —5) = 3™ 4 7-3™ — 80,
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que a su vez equivale a

81<7-3m—2.3% 1 =7(3% —23)2_ 2
Por lo tanto,
m _ VHT6+3 27
372—+: —34 8

7 7T
Esta ultima desigualdad es valida para m > 3, pero como m debe ser par se tiene m > 4.
Por lo tanto, el grafo I, , es un grafo de Ramanujan, como querfamos demostrar. Ademas,
por las discusiones previas al teorema, 1',, o resulta ser no bipartito y 3m4’1—regular. O

Corolario 5.3.7. Sea m > 1,{ > 0 enteros y 'y, o = X (Fsm, Sp) con Sy como en (5.3). Si q

es impar Yy my = ﬁ es par entonces

1 m—1
diam(T',, 0) < 0g(3 )

< m T +1
log((3" — 1)/(3% 0  (-1)km))

Caracteristica par

Si consideramos el caso binario ¢ = 2, no tenemos un lema sobre sumas exponenciales
de formas cuadraticas en esta caracteristica que nos permita calcular el espectro del grafo
', ¢ explicitamente. Sin embargo, es posible encontrar los posibles autovalores sin sus mul-
tiplicidades. En este caso, el grafo I';,, , es un grafo simple, ya que —S;, = S, por estar en

caracteristica 2, y |S|-regular, donde |S| = 2(2:—5}&

Teorema 5.3.8. Consideremos el grafo de Cayley Iy, = X (Fam,Sy) con conjunto de co-
nexion Sy = {x* ' 1 x € Fyu}. Sim > 4 es par y (m, ) = 1, entonces Ty es un grafo

de Ramanujan no bipartito de orden 2™ y %-r@gular. Ademas, si m es multiplo de 4 y

(m, 0) =2, entonces 'y, o es un grafo de Ramanugan no bipartito de orden 2™ y &gl—regular.

Demostracion. Supongamos que m es par y (m,f) = 1. Consideremos el caracter de Fom
dado por yz(z) = (—1)27/2(52) donde 3 € Fom. Por el Lema 5.2.3, los autovalores de I',, ¢

son exactamente
{x6(8) = 32 ()™ 5 € Fan .

yeSs

Cuando 8 # 0, procediendo de manera andloga al caso de caracteristica impar, obtenemos
que

To,—1
xs(S) = —5—

Por el Lema 2.3.1 se tiene que [T,| = 0 6 |Tg,| = 2™ 2, donde r es el rango de la forma

cuadréatica Qge(x) = Ter/g(ﬂxy“). Por hipdtesis, m es par y (m,¢) = 1, entonces por

Teorema 2.4.1 los rangos posibles de Q¢ son m 6 m — 2. Ademas, cuando Ty, # 0 se tiene

r
que T, = €2™72, y en tal caso los posibles autovalores no triviales de I' son

-1 29 -1 —2% -1 23t _1 2%+ _1
— , , TR 2 . (5.12)
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Claramente, de estos autovalores posibles el de mayor valor absoluto es

_2%4-1 1

= 3

Este autovalor podria no darse, sin embargo, si la cota vale para éste, entonces vale para
todos. Por lo tanto, basta probar que |u| < 24/|S| — 1. Esta desigualdad es equivalente a

esta otra

|u]?
241 <8
1 +1< S|

Como |S| = 2";_1, basta probar que

2m+2 + 2%—&-2 +1

4 < 2™,
2 +4 <

Claramente,

2m+2 2m+2 1 2m+2 2m+2 "
+1; T < %+5:2m—1+22—1+5.

Sélo nos resta ver que
2m—l =+ 2%—1 + 5 S 277’L7

pero esta ultima desigualdad es equivalente a

54221 <om L
la cual es cierta cuando m > 4.

ng—_l-regular. Como todo grafo de

mo__
-1 Sea a es un

Ahora veamos que I',,, es un grafo de orden 2™ y
Cayley X(G,S) tiene orden |G| y es |S|-regular basta ver que |S| =

T
elemento primitivo de Fom. Notar que |Sy| = (@2 +1), y por lo tanto | S| es exactamente el
orden de a2, Luego

|Se| = st

— @r-1241)"

Como m es par y (m,f) = 1, el Lema 3.2.2 implica que (2™ — 1,2/ 4+ 1) = 2™ + 1 = 3,
como queriamos ver.

Solo resta ver que I'y, ¢ es conexo. Dado que el autovalor trivial 2m3_1 tiene multiplicidad
1, el Corolario 5.1.4 implica que I',, s es conexo. Por lo tanto I';,, ¢ es un grafo de Ramanujan.
Notar que en este caso I',, » no es bipartito ya que si 5 # 0 entonces x5(5) # —|S|, pues los
tunicos valores posibles para x3(S) son los dados en (5.12).

Por lo tanto, hemos probado que I',,, es un grafo de Ramanujan no bipartito WT_I—
regular. De manera andloga si m es multiplo de 4 y (m, ) resulta que I';, , es un grafo de

Ramanujan no bipartito 2m5_1—regular.

]
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Corolario 5.3.9. Sea Ty = X (Fom, S) donde Sy = {1 1 2 € Fh} conm > 4 par y
(m,?) = 1. Entonces

| log(2™ — 1)
diam(Lm,) < log(|Se| /AT p))

donde diam(T',, ¢) denota el diametro de Iy, y ATy p) es como en (5.9).

+1

5.3.2. Grafos de Ramanujan y formas cuadraticas generales

La construcciéon del grafo de Cayley I',, , corresponde a las formas cuadréticas

Q- 0(2) = Trom jo (72> *) = Trom (xR, 4(x))

donde R, (x) = v varfa en £, = (22'). Esta construccién se generaliza fAcilmente a
formas cuadraticas mas generales del tipo Trom /o(vR(x)) donde R(x) varia en alguna familia
de polinomios 2-linealizados. Mas precisamente, si tomamos

RA% (2) = Bua® + Bpa® + - + Bua®™ (5.13)

.....

con ly, ..., 0, € Lo, Bi,...,Bn € Fom, podemos definir

Q(zx) = Qé}l """ %}L () = Trgm/g(a:Réll """ Zﬂhh(x)) (5.14)

Considerando el grupo H = Fom X - -+ X Fom (h veces) = F4,, con la suma, y definiendo
SQ = {($251+1’.“7$2£h+1) Z$€F*m}, (5.15)
tenemos que el grafo
I'o=X(H,S5) (5.16)

generaliza al grafo I';, , definido anteriormente. Una pregunta natural en este contexto es
;cuando I'g es Ramanujan?

Supongamos que existe un ¢; tal que (m, ¢;) = 1y ademéds va(m) > vy(¢;) para 1 <i < h.

En tal caso |S] = 251, Notar que los caracteres de F},. son de la forma

c ) = (—1)2?:1 Trom /2 (Bizi)
donde (4, ..., ) € Fh.. Por el Lema 5.2.3, tenemos que los autovalores de I = X (H, Sg)

sSon
h -
X (B, 5h)(SQ) — Z (_1)21:1 Trom /2 (B; )

Para (f1,...,0,) = (0,...,0), tenemos que
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ysi (B1,---,0n) # (0,...,0) entonces

' m T Tom h ix2ei+1 To,—1
X180 (Sq) = Z (—1)21:1“2 /2(B ):% Z (—1)™ 230 B ) s

(11,...,zh)€SQ {L‘EF;m

.
Por Lema 2.3.1 sabemos que |Tp| = 0 6 2™ 2, donde r es el rango de la forma cuadratica Q.
Por lo tanto, asintoticamente, los autovalores en este caso estan mayorados en valor absoluto

por u = 2_3& Para que

p< EVm—4

tiene que suceder que 22" 4 2m~3tl 4 49 < 2mH3 4 9m+2 v ep tal caso r > m — 3 y para
m > 5 se satisface.
Por lo tanto, las formas cuadraticas ) = lel%h deben tener rango r > m — 3 para que

I'g sea Ramanujan.

Del mismo modo, supongamos ahora que ve(m) < vy(¢;) para algin ¢, entonces en este
caso |S| = 2™ — 1, y para (S, ..., 8r) # 0 obtenemos que

X(ﬁlv--wﬁh)(s) = TQ — 1.

Por lo tanto, los autovalores de I' estan mayorados en valor absoluto por pu = 2™73 + 1,
donde 7 es el menor rango posible de @ cuando (f3i,...,3,) varfa en F4, ~ {0}. Para que
asint6ticamente p < 2v/2™ — 2 tiene que suceder que 227 4 2m72+l 49 < 2mF2 e tal
caso r >m — 2 y por lo tanto r > m — 1. Entonces obtenemos lo siguiente.

Teorema 5.3.10. Sea I'g = Cay(H, Sq) el grafo de Cayley definido en (5.15) — (5.16) por
la familia parametrizada de formas cuadrdticas () = Qéll%h sobre Fom dadas en (5.13) —

(5.14). Sea m suficientemente grande tal que (m,¢;) =1 para todoi=1,..., h.

o Sivy(m) > vy(4;) para todo i = 1,..., h entonces I'q es un grafo de Ramanujan no
bipartito si y solo si el rango r de Q) satisface r > m — 3.

o Sivg(m) < wo(l;) para algin 1 < i < h entonces I' es un grafo de Ramanujan no
bipartito si y solo si el rango r de () satisface r > m — 1.

Ejemplo 5.3.11. Consideremos la forma cuadratica (Jr en m variables sobre F, donde
R(z) = fiz® + Bz

Cuando my es impar, entonces el rango de la forma cuadratica es m si R # 0 (ver [26]). Por
la segunda parte del Teorema anterior I'g es un grafo de Ramanujan (2" — 1)-regular no
bipartito. O
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5.4. Grafos de Ramanujan via funciones especiales

En esta seccion construiremos grafos de Ramanujan via funciones especiales de cuerpos
finitos. Més precisamente, en la seccion 5.4.1 las construcciones daran grafos de Ramanu-
jans en caracteristica par y en la secciéon 5.4.2 en caracteristica impar. Usaremos funciones
Booleanas, es decir F' : Fom — Fom, especiales como APN, AB, PN, en este caso. Mientras
que en la seccién 5.4.2 haremos una construccién en caracteristica impar usando la clase de
funciones planares PN.

5.4.1. Construcciones en caracteristica par

Recordemos que en Capitulo 4 probamos que si (m,¢) = 1, el dual del cédigo Cpy es
optimal en el sentido que su distancia es lo mas grande posible entre una cierta familia de
c6digos ciclicos binarios.

La optimalidad de este cédigo implica que la funcién F(z) = x
el cero a~ '+ es especial, como lo noté Charpin en [6].

Esta funcién cae en una clase especial de funciones Booleanas, las llamadas APN (almost
perfect nonlinear), que definimos abajo. Mds atin, cuando m es impar esta funcién resulta ser
una funciéon AB, por almost bent (ver Definicién 5.4.6). También haremos uso de funciones
PN (perfect nonlinear).

14 .
2'+1 ysada para construir

Comenzamos definiendo distintos tipos de funciones Booleanas.

Definicién 5.4.1. Una funcién F': Fom — For con 1 < r < m se dice (m, r)-Booleana. F es
m-Booleana si r =m 'y Booleana si r = 1.

Ahora seguimos con las funciones casi perfectas no-lineales.

Definicién 5.4.2. Una funciéon m-Booleana F' : Fom — Fom se dice APN (almost perfect
nonlinear) sobre Fom si para todo a,b € Fom, a # 0, la ecuacion

F(x4+a)+ F(xz) =10 (5.17)

tiene a lo sumo 2 soluciones.

En el caso binario, podemos generalizar la construccion del grafo I',,, = X (Fam, Sp)
donde S; como en (5.3) para cualquier funcién APN. Dada F' una funcién APN, definimos
el grafo de Cayley

I'p = X(Fam, Sp) con  Sp={F(z):zeF.}. (5.18)

Notar que si F(z) = 22! entonces I'p = T
Una inquietud natural que surge en este contexto es la siguiente

Pregunta. ;Cuédndo el grafo de Cayley I'r = X (Fm, Sr) es Ramanujan?
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Funciones APN monomiales

Para empezar, es importante notar que la funciéon F' en (5.18) debe cumplir F'(z) # 0
para todo =z € F}.., ya que de otro modo el grafo I'p tendria lazos y no seria simple. Un
ejemplo de funciones APN satisfaciendo esta condicién, son las funciones APN monomiales
de la forma

F(z) = 2"

En este caso, escribimos S,» en lugar de Sr. Notar que Sy = S ..., con ¢ = 2. Por ejemplo,
tenemos S; = S,s.
Estas funciones satisfacen la siguiente propiedad (ver [36]).

Proposicién 5.4.3. Sea F : Fom — Fom una funcién APN de la forma F(z) = 2". Luego,
e Sim es par, entonces (h,2™ — 1) = 3.
e Sim es impar, entonces (h,2™ —1) = 1.
Esta proposicién implica que si m es impar, entonces I'r es el grafo completo para toda
funcion APN monomial F', ya que en este caso Sp = Fy.» y por lo tanto todos los vértices

son vecinos en I'g, y es bien sabido que el grafo completo es un grafo de Ramanujan (trivial).

: : 2m_1
Sin embargo, si m es par, el grafo I'r es un grafo =—-regular.

En este punto pareceria que tenemos muchas elecciones de funciones APN tal que I'r es
un grafo de Ramanujan, sin embargo resulta que todas dan lugar a un tunico grafo, como
veremos a continuacion.

Proposicion 5.4.4. Seam > 4 par y F' : Fom — Fom una funcion APN monomial. Entonces,
los grafos de Cayley I'p = X(Fom,Sp), I'ys = X (Fom, Sp3) y Iy = X(Fam, S1) coinciden.
Por lo tanto, I'r es un grafo de Ramanujan.

Demostracion. Sea m > 4 par y F' : Fom — Fom una funcién APN monomial, digamos
F(x) = 2" con h € N.

Notar que Sp = {2 : z € Fi.} = ("), donde a es un generador de F}... Por lo tanto
Sr es un subgrupo del grupo ciclico F%,, de orden 2=, Como todo grupo ciclico tiene un
tinico subgrupo por cada divisor de su orden, resulta que Sp = {(a?).

Por lo dicho previamente, el grafo de Cayley I'r = X (Fom, Sp) esigual a 'z = X (Fom, Sps),
donde S = {2 : x € F}..}, el cual a la vez coincide con Iy, ; = Cay(Fam, S;). Por el Teo-
rema 5.3.8, este ultimo resulta de Ramanujan. Luego, I'r es un grafo de Ramanujan no

bipartito 2m3_1 -regular. O
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Funciones AB

Comencemos definiendo la clase de funciones AB con las que construiremos nuevos grafos
de Ramanujan.

Definicién 5.4.5. Las funciones componentes de una funcién (m,r)-Booleana F' son las
funciones fz : Fom — [y dadas por

fo(x) = Trarj2(BF ()
para cada [ € For. La transformada de Walsh de F' es
Lr(B7) = D ()feriuns0n ez (5.19)
z€Fym

para 3 € For, v € Fom.

Notar que Lz(f3,7) es un entero por ser suma de +1’s.

Definicién 5.4.6. Una funcién m-Booleana F' se dice AB (almost bent) si su transformada
de Walsh so6lo puede tomar los valores 0 y :I:QmTH, es decir

Lr(B,7) € {0,£27}

para todo 3,y € Fom.

Notar que este tipo de funciones sélo estan definidas cuando m es impar. Ademaés, toda

funcién AB es una funcién APN (ver [36]). Sin embargo, hay funciones APN que no son AB,
por ejemplo, F(z) =z~ en Fym con m impar.
Primera construccion. Al igual que antes, uno puede considerar el grafo I'r con F funcién
AB monomial, pero no ganariamos mucho ya que toda funciéon AB es una funcién APN, y ya
vimos que si m es impar toda funcion APN monomial induce el grafo completo. Sin embargo,
para funciones AB es posible considerar otro grafo muy similar a I'p.

Tomemos el grupo abeliano G = Fom X Fom. Sus caracteres son de la forma
Xﬂ,v(% y) = (_1)Tr2m/2(6z+wy) (5.20)

donde 3,7 € Fom.

Dada F(x) una funciéon AB sobre Fam, podemos considerar el grafo de Cayley
'y = X(Fom X Fom, Rp) donde Rp = {(x,F(z)):z € F;.}. (5.21)

Notar que, en este caso, Rp es el gréifico de la funcién sin considerar el punto (0, F'(0)).
Ademads |Rp| = 2™ — 1, ya que la cantidad de pares ordenados en R estd determinado por
la primer variable. Por lo tanto, I'}; es un grafo (2™ — 1)-regular. Como todos los caracteres
de G son como en en (5.20), por Lema 5.2.3 sus autovalores de I'}. estan dados por las sumas

Xos(Be) = Y xps(z,y) = Y (—1)f@Tmebo)

(z,y)ERF z€Fm



79 5.4. Grafos de Ramanujan via funciones especiales

con 8,7 € Fam, y donde fz(z) son las funciones componentes de F' si 5 # 0, y 0 si 5 = 0.
Luego,
X~.5(RF) = Z (_1)fﬁ(ﬂf)+Tr2m/2(w) — (_1)fﬁ(0) (5.22)

z€Fym

Como F' es una funciéon AB tenemos que
Xo5(Rp) € {£1, 22 £1, —2"% £ 1},

cuando (7, ) # (0,0). Por otro lado, si (v, 3) = (0,0) entonces x,s(Rr) = 2™ — 1. Luego,
los posibles autovalores de I'}. son

m+1 m—+1

+1, 2" 41, -2"% £1, 2" —1.

Notar que la multiplicidad del autovalor trivial del grafo I'}; (el grado de regularidad 2™ —1)
en este caso es 1. Por Corolario 5.1.4 el grafo I'}; tiene una tinica componente conexa y por
lo tanto es conexo.
Por otra parte, se puede probar al igual que antes que para m > 5 se satisface la de-
sigualdad
(T3 < 2y/[Re] — L.

Por lo tanto obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.4.7. Sea m > 5 impar y F : Fom — Fom una funcion AB. Entonces I}, como
en (5.21) es un grafo de Ramanugjan entero (2™ — 1)-regular no bipartito.

Este 1ltimo teorema se aplica no solamente para funciones AB monomiales sino que para
cualquier funciéon AB. Notar ademés que si F'(0) # 0 es posible considerar el grafo de Cayley

I'r=X(G, Ry (5.23)

donde G = Fom X Fom y
={(x,F(x)) : x € Fom}.

En este caso |Rj| = 2™ y, razonando de la misma manera que antes, obtenemos que los
autovalores de I'r son
+1 m—+1
0, 22 —272 2m,

Y

Claramente, los autovalores no triviales de r r satisfacen la desigualdad
AMG) < 2v2m — 1.

Notar que al igual que I'r (con F(0) # 0), este grafo tiene su espectro simétrico si no
tenemos en cuenta su autovalor trivial.

Teorema 5.4.8. Sea m > 5 impar y F : Fom — Fom una funcién AB tal que F(0) # 0.
Entonces T'r como en (5.23) es un grafo de Ramanujan entero 2™-reqular no bipartito.
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Demostracion. Solo queda probar que T'r es un grafo conexo. Notar que si F/(0) = w # 0,
entonces G(z) = F(x) + w es una funcion AB tal que G(0) = 0. En efecto, si gz(z) son las
funciones componentes de G(x), entonces

95(x) = Tromj2(8G (2)) = Trom2(BF (x)) + Tram jo(fw) = f3(x) + Cp

donde fz(x) son las funciones componentes de F(z) y Cgyp = Trom/a(Sw). Entonces, la
transformada de Walsh de G(x) satisface

La(Br)= Y (1)@ Trmen) = (_1)0e (8, 7).

zEFym

De este modo Lg(5,7) € {0, iZMTH}, por lo tanto G es una funcién AB y por construccién
G(0) = 0.

Por Teorema 5.4.7, I';; es un grafo de Ramanujan y en particular es un grafo conexo. Sea
(21, 22) € Fam x Fom ~ {(0,0)}, para probar que Tr es conexo, basta probar que existe un
camino de (0,0) a (21, 22). Como I'}; es conexo, existen xy, ..., z, € Fam tales que

Tt tr,=2 y Ga)+ -+ G, = 2.
Por definicién de G tenemos que
F(xy) + -+ F(zp) + mw = 2.

Dado que estamos en caracteristica 2, resulta que mw es 0 si m es par y w si m es impar.
Por lo tanto, si m es par obtenemos el camino que buscabamos. Ahora, supongamos que m
es impar, entonces

F(x1)+ -+ F(zp) +w = 2.

Como F(0) = w, obtenemos que
T4 4+ T,+0=2 y F(z)+- -+ F(xy,)+ F(0) = 2.
Luego fF es un grafo conexo y, por lo visto en la discusién previa al teorema, fF es un

grafo de Ramanujan no bipartito 2™-regular. O

Segunda construccion. Veamos que es posible definir otros grafos de Ramanujan con una
funcion AB. Supongamos que m es un entero positivo impar, y sea F' : Fom — Fom una
funcién AB. Para cada s | m, consideremos el mapeo traza Trom os(z) y definamos

Fy(x) = Tromj9s (F()).
Llamaremos I'y al grafo de Cayley
FS — X(Fzm X IFQS, SF5)7 (524)

donde
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En este caso los caracteres del grupo Fom X Fgs son de la forma
Xa b(gj) — (_1)Tr2m/2(az)+'l‘r25/2(bx)
donde a € Fom y b € Fas. Por lo tanto los autovalores del grafo I'y son sumas exponenciales
del tipo
Ter/2(am)+Tr2s/2(bF5(z))
> (=) -
a:EIE‘;m
Usando la Fys-linealidad de la funcién traza Trom o y que ademas
Trom jo(x) = (Tras o 0 Trom j9: ) ()

se tiene que
Tr25/2(bFs (CE)) = TI'Qm/Q(bF(SL’))
Por lo tanto, los autovalores de I'y estan dados por las sumas
Z (_1)Trzm/2(az)+Tr2m/2(bF(z)) _ Z (_1)Tr2m/2(az)+Tr2m/2(bF(Z)) . (_1)Tr2m/2(bF(0))'

z€Fm z€Fym
Como la funcién es AB, al igual que antes los posibles autovalores del grafo son

+1, 275 +£1, -2"% +1, 2™ 1.

)

Para mostrar que I'y es conexo, basta ver que dado cualquier vértice (z1, z2) distinto del
(0,0) en I'y existe un camino de (0,0) a (21, z2). Por definicién de I'y, dicho camino existe si
y solo si existen xq,...,x,, € Fon tales que

1+ tr, =21y Fs(l’l)‘i""‘i‘Fs(xm):Z?‘

Como la funcién traza es sobre existe z; € Fom tal que Trom/os(25) = 2. Como I'}; es
conexo, existen xq, ..., T, € Fom tal que

Tyt =2 Yy F(o)+ o+ Fog) = 2,

Podemos tomar traza en la segunda ecuacion, por linealidad de la funcién traza obtenemos
que
Fy(x1) + -+ Fy(zp,) = 20.
Por lo tanto I'y es un grafo conexo. En consecuencia, al igual que antes, I'y resulta un
grafo de Ramanujan no bipartito para cada s | m.

Teorema 5.4.9. Sea m > 5 impar y F : Fom — Fom una funcién AB. Entonces I'y es un

grafo de Ramanugjan entero (2™ — 1)-regular no bipartito para cada s | m.

De igual manera que antes, si F5(0) # 0 es posible considerar el grafo de Cayley I, =
X(Fom x Fys, Rp,) donde
Rp, = {(z, Fs(x)) : © € Fom}

y asi obtener un grafo de Ramanujan 2™-regular.
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Teorema 5.4.10. Sean m > 5 impar, s un entero positivo tal que s | m y F : Fom — Fom
una funcion AB tal que F5(0) # 0. Entonces I', es un grafo de Ramanugjan entero 2™ -regular
no bipartito.

Es natural preguntarse si es posible definir grafos a partir del grafico de funciones APN

para m par. Notar que si consideramos, por ejemplo, la funciéon F(z) = z3, en este caso

la transformada de Walsh de F(z) toma los valores {0,427, +2"3" }. En tal caso se puede
verificar que el grafo I'}l, no satisface la desigualdad A\(I'},) < 24/|Sr| — 1 y por lo tanto no
es Ramanujan. Por lo tanto, cuando m es par I';, no necesariamente es Ramanujan si F' es
una funcion APN.

Cuando m es impar es posible encontrar funciones APN que no son AB, pero los valores

de su transformada de Walsh implican que I'}. es un grafo de Ramanujan.

Existen otra clases de funciones Booleanas especiales cuyos valores de la transformada
de Walsh permiten encontrar grafos de Ramanujan como veremos a continuacién.

Definicién 5.4.11. Una (m,r)-funcién Booleana F' es una funcién PN (perfect nonlinear)
si satisface que

Lp(f,7) € {27}
para todo f € For, v € Fom.

Tenemos el siguiente resultado debido a K. Nyberg ([39]).
Lema 5.4.12. Si F' es una (m,r)-funcion Booleana PN, entonces m es par y r < m/2.

Dada F' una (m,r)-funciéon PN, para cada s | r podemos considerar el grafo I';. De la
misma manera que sucedia con las funciones AB, estos resultan ser Ramanujan, ya que en
este caso los autovalores del grafo son

27 +£1, —272 +£1, 2™ —1.

Al igual que antes 2™ — 1 es un autovalor con multiplicidad 1.

Teorema 5.4.13. Sea m > 4 par y F : Fom — For una (m,r)-funcion PN. Entonces I's es
un grafo de Ramanujan entero (2™ — 1)-regqular no bipartito para cada s | r.

5.4.2. Construcciones en caracteristica impar

En esta seccién, varemos que podemos hacer construcciones de grafos de Ramanujan
similares a las de la seccion anterior pero en caracteristica impar. Veamos las definiciones
bésicas que nos haran falta.

271

Sea f una funcién de F,m a F,. Recordemos que (, = e » y denotemos por x; a la
funcién signo de f definida por

Xs(x) = ¢
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para todo z € F,m. La transforma de Fourier X; de la funcién y, esta definida por
~ —bx
) = Y xpx) ¢
:DGIFpm

A X¢(b) se la llama la transformada de Walsh de f en b, donde - es cualquier producto escalar
en F,m. Como la nocién de una transformada de Walsh refiere a un producto escalar, es
conveniente elegir el isomorfismo tal que el producto escalar en [F,m coincida con el producto
escalar candnico en Fym, que es la traza del producto

b- = Trpm,(bx).

Por lo tanto la transformada de f en b esta definida por

Z Cp —Tr m/p(bx)

z€F,m

Podemos recuperar a la funcion f via la férmula de inversién

Z Sf m/p(bx

bGF m

Evaluando en x = 0, se tiene que para todo funcién f de F,m a I,

> Si(b) = p"xs(£(0)).

bE]Fpm

Ademas, se tiene la Identidad de Parseval

D 1Si)F =

bEFpm

Definicién 5.4.14. Una funcién f se dice bent p-aria si todos sus coeficientes de Walsh
satisfacen |S;(b)|? = p™. Una funcién bent se dice regular si para todo b € Fpym,

pES ) =
para alguna funcién f*:F,m — IF,. Esta funcién f* es llamada la funcion dual de f.

Para construir los grafos nos van a interesar funciones F' de F,» en sf mismo, tal que sus
funciones componentes f,(x) = Trpm ,(aF(x)) sean funciones bent p-arias.

Definicién 5.4.15. Sea F': Fym — Fym, se dice que F' es una funcién planar o PN (perfect
nonlinear) si para cualquier a € Fy,. el mapeo v + F(z +a) — F(x) es biyectivo.

Veamos algunos ejemplos de este tipo de funciones.

l
Ejemplo 5.4.16. Sea F(z) = z 2 la funcién definida sobre Fyn tal que (m,f) = 1y
¢ impar. Esta funcién fue estudiada por Coulter-Mathews y probé que es una funcién es
planar.



5. Grafos de Ramanujan 84

Ejemplo 5.4.17. Sea F(x) = 2P +1 la funcién definida sobre F,m tal que p es impar y
m/(m,{) también es impar. Esta funcién es planar y es llamada funcién de Dembowsky-
Ostrom.

Notar que ambas funciones de los ejemplos son funciones pares.

La siguiente proposicién es la clave para unir la nociones de funcién planar y funciones

bent ([5]).

Proposicién 5.4.18. Sea I : Fym — Fym. Entonces I es una funcion planar si y sélo si
para todo a € .. las funciones componentes Trym,(alF'(x)) de F' son funciones bent p-arias.

Lema 5.4.19. Sea F funcidn planar sobre Fym con p un primo impar y F(0) = 0. Si
Sp={(z,F(z)): 2z € F;m}, entonces —Sp N Sp = .

Demostracion. Supongamos que —Sp N Sp # &, entonces existen z e y en F . tal que

entonces © = —y con F(x) = —F(y), es decir que F satisface F(—y) = —F(y).

Como y # 0, consideremos la funcién A, (t) = F(t —y) — F(t). Luego, como F(0) = 0
obtenemos que
Ay(0) = F(0—y) = F(0) = F(-y) = = F(y).

Ademas, evaluando en y tenemos que

Como F' es una funcién planar, A, es una funcién biyectiva y, por lo tanto y = 0, llegando
asi a un absurdo de la suposicion que x,y eran distintos de 0. Por lo tanto

—SpNSp=0

como queriamos demostrar. O

Dada F' una funcién planar par con F'(0) = 0, consideremos
Tp =—SpUSE.
Luego, Tk es simétrico en el sentido que —Tr = Tr y ademas el lema anterior implica que
|Tr| = |Sk| + | = Sk| = 2|Sp| = 2(p™ — 1).

Entonces el grafo de Cayley I'p, = X (G, TF), donde G = Fym X Fym, es un grafo simple
(2p™ — 2)-regular. Vamos a probar que este grafo es Ramanujan.
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Teorema 5.4.20. Sea p un primo impar y m > 4. Sea F' una funcion planar sobre Fym con
F(0) = 0. Consideremos G = Fpm X Fym y Tp = —Sp U Sp, donde Sk es el conjunto

Sp={(z,F(x)) : v € Fpu}.

Entonces, el grafo de Cayley ', = X(G,Tr) es un grafo de Ramanujan (2p™ — 2)-regular
no bipartito.

Demostracion. Los autovalores de I'g,, estan dados por
Xa,b(TF> = Z Xa,b(xa y) = Z Xa,b(xa y) + Xa,b(xa y)
(m7y)€TF (w7y)€SF (xvy E7SF

) . gTrpm/p(a:v—&-by)
— 5P

donde x4(,y . Por definiciéon de Sg tenemos que

Tr,m ;,(az+bF(x)) Trpm jp(—az+bF (—x))
Xas(Te) = > G + Y G
xG]F;m -Z’EIF;m
z)+Tr,m ,,(ax z)—Tr,m ,(azx
— Z gpb( )+ ) /p( )+ Z Cpfb() P /p( )
xGF;m CCE]F;m

donde fy(x) = Trym,(bF(2)) es la funcién componente de F'.
Como F' es una funcién planar con F'(0) = 0, sus funciones componentes f,(z) son
funciones bent p-arias para b # 0. Luego,

1Xas(Tr)| < 20% + 2.

Por lo tanto, basta probar que

22 +2 < 2y/2pm — 3.

Esta tultima desigualdad es equivalente a esta otra
(p7 +1)> <2p™ -3,

que a su vez es equivalente a
2p7 +4 < p™.

Luego, se tiene que
5<(p? —1)%

Evidentemente esta tltima desigualdad es valida para m > 4.

Sib =0y a# 0, entonces por las propiedades de ortogonalidad de los caracteres del
cuerpo finito Fym tenemos que x.5(Tr) = —2, que trivialmente satisface la desigualdad
Xan(TF)| < 2¢/|Tr| — 1.

Por tltimo, notemos que el autovalor trivial |Tr| se alcanza sélo cuando a = b =0y
entonces tiene multiplicidad 1 implicando que I'g,, es un grafo conexo no bipartito. Por lo
tanto I'p), resulta ser un grafo de Ramanujan. [






Bibliografia

1]

[9]

[10]

[11]

[12]

T.P. BERGER, A. CANTEAUT, P. CHARPIN, Y. LAIGLE-CHAPUY. On almost
perfect nonlinear functions over Fy. IEEE Trans. on Inform. Theory 52:9 (2006),
4160-4170.

L.D. BAUMERT, R.J. MACELIECE. Weights of irreducible cyclic codes. Inform.
Contr. 20 (1972), 158-175.

B. BERNDT, R.J. EvANns, K. WILLIAMS. Gauss and Jacobi sums New York: Wiley
1998.

C. CARLET, P. CHARPIN, V. ZINOVIEV. Codes, bent functions and permutations
suitable for DES-like cryptosystems. Designs, Codes and Cryptography 15:2 (1998),
125-156.

C. CARLET, S. DuBuC. On generalized bent and g-ary perfect nonlinear functions.
Fifth International Conference Finite Fields and Applications, 81-94, 2001.

P. CHARPIN. Open problems on cyclic codes. Handbook of coding theory, vol. 1,
963-1063, 1998.

F.R.K. CHUNG. Diameters and eigenvalues. Journal of the American math. So-
ciety, vol. 2, 187-196, 1989.

P. DELSARTE. On subeld subcodes of modied Reed-Solomon codes. IEEE Trans.
Inform. Theory 21:5 (1975), 575-576.

C. DinG, T. HELLESETH, T. KLOVE, X. WANG. A general construction of aut-
hentication codes. IEEE Trans. Inform. Theory 53:6 (2007), 2229-2235.

C. DiNG, X. WANG. A coding theory construction of new systematic authentica-
tion codes. Theoret. Comput. Sci. 330:1, (2005), 81-99.

H.Q. DinH, C. L1, Q. YUE. Recent progress on weight distributions of cyclic
codes over finite fields. J. Algebra Comb. Discrete Appl. 2:1 (2014), 39-63.

S. DrRAPER, X. Hou. Explicit Evaluation of Certain Exponential Sums of Qua-
dratic Functions over Fy», p Odd. arXiv preprint arXiv:0708.3619, 2007.

87



BIBLIOGRAFIA 88

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

22]

[23]

[24]

[25]

[20]

[27]

K. FENG, J. Luo. Value distributions of exponential sums from perfect nonlinear
functions. IEEE Trans. Inform. Theory 53:9 (2007), 3035-3041.

K. FENG, J. LUo. Weight distribution of some reducible cyclic codes. Finite fields
Appl. 14 (2008), 390-409.

K. FENG, J. LUO. On the weight distribution of two classes. IEEFE Trans. Inform.
Theory 54:12 (2008), 5332-5344.

K. FENg, J. Luo. Cyclic codes from generalized Coulter-Matthews functions.
IEEE Trans. Inform. Theory 54:12 (2008), 5345-5353.

T. HELLESETH, A. KHOLOSHA. Monomial and quadratic bent functions over the
finite fields of odd characteristic. IEEE Trans. Inform. Theory 52:5 (2006) 2018
2032.

W. C. HUFFMAN, V. PLESS. Fundamentals of error correcting codes. Cambridge
University Press (2003).

Y. THARA On discrete subgroup of the two by two projective linear group over
p-adic field. J. Math. Soc. Japan 18 (1966), 219-235.

S. L1, S. Hu, T. FENG, G. GE. The weight distribution of a class of cyclic codes
related to Hermitian forms graphs. IEEE Trans. Inform. Theory 59:5 (2013), 3064
3067.

R. LipL, H. NIEDERREITER. Finite fields. Reading, MA: Addison- Wesley, vol. 20
(1983).

J. Luo, Y. TaNG, H. WANG. Cyclic codes and sequences: the generalized Kasami
case. IEEE Trans. Inform. Theory 56:5 (2010), 2130-2142.

H. JaANwA, R.M. WILSON. Hyperplane sections of Fermat varieties in P? in char.
2 and some applications to cyclic codes. Springer Verlag, New York/Berlin 673
(1993), 180-194.

H. Janwa, G. McGUIRE, R.M. WILSON. Double-error-correcting codes and ab-
solutely irreductible polynomials over GF(2). Journal of Algebra 178 (1995), 665—
676.

T. Kasami. Weight distributions of Bose-Chaudhuri-Hocquenghem Codes. Com-
binatorial Math. and Applications Ch. 20 (1969).

T. KAsAMI. The weight enumerators for several classes of subcodes of the 2nd
order binary Reed-Muller codes. Info. and Control 18 (1971) 369-394.

A. KLAPPER. Cross-relations of geometric sequences in characteristic two. Des.
Codes Cryptogr. 3:4 (1993), 347-377.



89

BIBLIOGRAFIA

28]

[29]
[30]

[31]

32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]
[42]

[43]

[44]

[45]

A. KLAPPER. Cross-relations of quadratic forms sequences in odd characteristic.
Des. Codes Cryptogr. 3:4 (1997), 289-305.

T. KLOVE Codes for error detection. Signapore: World scientific 2007.

G. LAacHAUD. Distribution of the weights of the dual of the Melas code. Discrete
Mathematics 79 (1989), 103-106.

X. Liu, J. Luo. The weight distributions of some cyclic codes with three or four
nonzeros over Fs. Designs, codes and cryptography 73(3) (2014), 747-768.

A. LuBoTzKY, R. PHILLIPS, P. SARNAK. Ramanujan graphs. Combinatorica,
8:3 (1988), 261-277.

A. Marcus, D.A. SPIELMAN, N. SRIVASTAVA. Interlacing families I: Bipartite
Ramanujan graphs of all degrees. Foundations of Computer Science (FOCS), 2013
IEEE 5/th Annual Symposium, 529-537.

C. MORENO. Algebraic curves over finite fields. Cambridge University Press (1991).

F.J. MACWILLIAMS, N.J.A. SLOANE. The theory of error correcting codes. North-
Holland Publishing Company (1977).

G. L. MuLLEN, D. PANARIO. Handbook of finite fields. CRC' Press, 2013.

M. MORGENSTERN. Existence and explicit constructions of ¢ + 1 regular Rama-

nujan graphs for every prime power q. Journal of Combinatorial Theory, Series B
62:1 (1994), 44-62.

R. MURrTY. Ramanujan Graphs. J. Ramanujan Math. Soc., 18 No. 1 (2003), 1-20.

K. NYBERG. Perfect non-linear S-boxes. In Proceedings of EUROCRYPT 91, Lecture
Notes in Computer Science 547, 378-386, 1992.

V. PLESs. Power moment identities on weight distributions in error correcting
codes. Information and Control 6, 2, (1963), 147-152.

S. RomAN. Coding and information theory, Springer Verlag (1992).

R. ScHooOF, M. VAN DER VLUGT. Hecke operators and the weight distribution
of certain codes. Journal of Comb. Theory Series A 57 (1991), 163-186.

G. VAN DER GEER, M. VAN DER VLUGT. Reed Muller codes and supersingular
curves 1. Compositio Math. 84 (1992), 333-367.

G. VAN DER GEER, M. VAN DER VLUGT. Weight distributions for a certain class
of codes and maximal curves . Discrete Mathematics 106/107 (1992), 209-218.

G. vaN LinT, R.M. WILSON. On the minimum distance of cyclic codes. IEEFE
Trans. on Information Theory 32:1 (1986), 23-40.



BIBLIOGRAFIA 90

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

G. vAN LiNT, R.M. WILSON. Binary cyclic codes generated by m;m;. IEEE
Trans. on Information Theory 32:2 (1986), 283.

J. WOLFMANN. The weights of the dual code of the Melas code over GF'(3). Dis-
crete Mathematics 74:3 (1989), 327-329.

J. WOLFMANN, G. LACHAUD. Kloosterman sums, elliptic curves and cyclic codes
in characteristic 2. Comptes rendus de l’academie des sciences serie I-mathematique

305:20 (1987), 881-883.

X. ZENG, L. Hu, W. JianG, Q. YUE, X. CA0. The weight distribution of a
class of p-ary cyclic codes. Finite Fields Appl. 16 (2010), 56-73.

D. ZHENG, X. WANG, X. ZENG, L. Hu. The weight distribution of two classes
of p-ary cyclic codes. Finite Fields Appl. 29 (2014), 202—-224.

D. ZuENnG, X. WANG, X. ZENG, L. Hu. The weight distribution of a family of
p-ary cyclic codes. Des. Codes Cryptogr. Doi: 10.1007/s10623-013-9908-2 (2013).

Z. ZHou, C. DING. A class of three-weight cyclic codes. Finite Fields Appl. 25
(2014), 79-93.

Z. Zuou, C. DING, J. Luo, A. ZHANG. A family of five-weight cyclic codes and
their weight enumerators. IEEE Trans. Inform. Theory 59:10 (2013), 6674-6682.

Z. ZHOoU, A. ZHANG, C. DING, M. XIONG. The weight enumerator of three
families of cyclic codes. IEEE Trans. Inform. Theory 59:9 (2013), 6002-6009.



