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Resumo

Na presente dissertagdo estuda-se a resisténcia plastica a tor¢éo de perfis de ago
em consola de seccdo em forma de I ou H sujeitos a tor¢cdo na extremidade livre.
Este trabalho € motivado por resultados obtidos em estudos realizados por outros
autores, que mostram que a resisténcia plastica a torcao € superior a fornecida
pela chamada "analogia do monte de areia", associada a torgdo uniforme. Em
particular, Merchant e Dinno [5] propuseram um limite superior da carga de
colapso dado pela soma dos momentos torsores resistentes dados (i) pela
analogia do monte de areia e (ii) pela teoria da tor¢cao plastica nao-uniforme.
Apesar de esta aproximacao violar o critério de cedéncia, Merchant e Dinno
mostraram que conduz a cargas de colapso inferiores as obtidas em ensaios
experimentais.

De modo a estudar este fenédmeno, realizou-se uma analise por elementos finitos
com o programa mechpy, baseado no Teorema Cinematico da analise limite,
qgue mostra que o limite superior de Merchant e Dinno conduz, de facto, a boas
estimativas da carga de colapso. Para tentar compreender um pouco melhor o
fendmeno em causa, desenvolveram-se dois modelos simples de distribui¢cdes
de tensdes globalmente equilibradas. Apesar dos modelos propostos fornecerem
cargas de colapso inferiores as obtidas com o método dos elementos finitos,
mostram claramente que se verifica uma resisténcia a torcao superior a dada pela
analogia do monte de areia. Em particular, um dos modelos fornece estimativas
bastante precisas da carga de colapso.

Palavras chave:

Perfis de ago; Resisténcia plastica a tor¢ao; Secgao em I ou H; Torgcao uniforme;
Torcao nao-uniforme.






Abstract

The present work addresses the plastic resistance to torsion of steel I
and H-section cantilevers. This work is motivated by results obtained in
previous studies, carried out by other authors, which show that the plastic
resistance to torsion is higher than that provided by the so-called "sand-heap
analogy"associated with uniform torsion. In particular, Merchant and Dinno [5]
proposed an upper bound for the collapse load which is given by the sum of
the plastic torsion moments obtained with (i) the sand-heap analogy and (ii)
the non-uniform plastic torsion theory. Although this approach violates the yield
criterion, Merchant and Dinno have shown that it leads to lower collapse loads
than those obtained experimentally. In order to study this phenomenon, a finite
element analysis was performed using the mechpy program, which is based on the
upper bound and shows that the Merchant and Dinno upper bound actually leads to
good estimates of the collapse load. To help grasping this phenomenon, two simple
models with globally equilibrated stress distributions are developed. Although the
proposed models provide lower collapse loads than those obtained with the finite
element method, they clearly show that the plastic torsion load is higher than that
given by the sand-heap analogy. In particular, one of the models provides fairly
accurate estimates of the collapse load.

Keywords:

Steel beams; Plastic torsion resistance; I and H-sections; Uniform torsion;
Non-uniform torsion.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao e enquadramento do tema

Na presente dissertacdo sdo estudados perfis metalicos de seccdo em I, em
consola e sujeitos a torgao.

Segundo a teoria de Saint-Venant, uma barra sujeita a tor¢ao pura ou uniforme,
sem empenamento restringido, desenvolve um campo de tensdes tangenciais na
secgao transversal. Em regime plastico a torgao uniforme é calculada através da
analogia do monte de areia introduzida por Nadai [7].

A torcao nao-uniforme ocorre quando o empenamento é variavel. Os esforgcos
desenvolvidos através deste fenédmeno geram um campo de tensées normais, no
qual verifica-se tragdo e compressao na seccgao transversal.

Neste ambito foram realizados estudos sobre a carga de colapso de um perfil
metalico de seccdo em [ sujeito a torgdo. O limite superior é calculado pela
soma algébrica do momento torsor plastico dado pela torcdo uniforme e a
torcdo nao-uniforme, que, quando comparado com os resultados experimentais,
revela-se inferior aos mesmos; este facto foi demonstrada por Merchant e Dinno
[2]. No entanto, nota-se que este limite superior viola naturalmente o critério de
cedéncia.

O limite inferior foi proposto por Boulton [1]. O autor define uma distribuicdo em
que separa as tensdes referentes a tor¢cao uniforme e nao-uniforme, nao violando
o critério de cedéncia e respeitando o equilibrio estatico. Apesar de Boulton ter
otimizado os seus resultados, a resisténcia plastica exata nao foi alcangada.

Pi e Trahair [10] desenvolveram modelos de elementos finitos para confrontarem
os resultados obtidos com os resultados experimentais, considerando pequena e
grande rotacdo. As conclusdes dos autores mostram que em relagdo a pequenas
rotagbes, o limite de Merchant e Dinno referente a carga de colapso é uma
estimativa razoavel.

Osério [9] analisou consolas de seccao em C, confrontando valores obtidos
através de um modelo de elementos finitos de casca e um modelo analitico
analogo ao procedimento do limite superior de Merchant e Dinno. Os resultados
indicaram que, apesar do critério de cedéncia ser violado, os valores obtidos
através de ambos os modelos eram semelhantes.

Baseado nos aspetos acima descritos e nas conclusdes apresentadas, torna-se
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evidente a necessidade de estudar a interagcdo entre o mecanismo de torcao
uniforme e nao-uniforme e a sua influéncia no colapso da viga.

1.2 Objetivos

O principal objetivo da presente dissertacdo é a compreensao do fendmeno da
sobre-resisténcia aparente desenvolvida num perfil em I quando sujeito a torg¢ao.
De modo a desenvolver um estudo estruturado foi necessario criar os seguintes
sub-objetivos:

1. Obter um valor para a carga de colapso através de um programa de
elementos finitos (mechpy) seguindo os seguintes passos:

(a) Selecao e criacdo de modelos em 3D de modo a aplicar o programa de
célculo de elementos finitos;

(b) Discretizar o modelo em elementos e verificar a convergéncia de
resultados;

(c) Otimizar o modelo de calculo conforme as limitagcdes computacionais
existentes.

(d) Utilizar o modelo otimizado para o calculo da carga de colapso.

2. Criar um modelo analitico que permita obter resultados préximos dos
previamente obtidos através do programa de calculo de elementos finitos:

(a) Criar uma distribuicao de tensdes que néo viole o critério de cedéncia
baseada nos mapas de tensbes obtidos através do programa de
elementos finitos;

(b) Desenvolver uma folha de célculo no programa Maple 2017 ®de modo
a obter os resultados da torcao plastica;

3. Comparagéo e discussao de resultados.

1.3 Organizacao da Dissertacao

O presente capitulo é introdutério, onde se encontram as principais referéncias
que motivaram a elaboragdo deste trabalho. Sdo também mencionados os
objetivos e as etapas para alcancar os mesmos.

No segundo capitulo € explanada a base tedrica necessaria a compreensao dos
conceitos inframencionados. A compreensao destes é fundamental para a analise
dos capitulos subsequentes.

No terceiro capitulo encontra-se a caracterizacao, e a analise numérica dos perfis
considerados. Os resultados obtidos através do programa de elementos finitos
neste capitulo constituem a base de comparacao para as analises posteriores dos
modelos analiticos. O presente capitulo contem mapas de cores representativos
qualitativamente das tensdes normais longitudinais e de corte.
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No quarto e ultimo capitulo sao descritos os modelos de distribuicdes de tensdes
considerados para a realizagdo do estudo analitico do problema. Neste capitulo
encontram-se, também, todos os resultados obtidos através do programa de
elementos finitos e dos modelos analiticos, assim como a comparagao entre 0s
mesmos. Na penultima e ultima secc¢ao deste capitulo encontra-se a conclusao e
propostas para desenvolvimentos futuros relacionados com o tema.

A presente tese contém, em anexo, graficos obtidos através do desenvolvimento
de um modelo analitico para o calculo da carga de colapso.






Capitulo 2

Sintese teodrica da torcao

2.1 Introducao

No presente capitulo é estudado o comportamento a torcao de um perfil metalico
em consola com secgdo em I ou H, sujeito a torgdo. E considerada a hipétese
simplificativa dos pequenos deslocamentos.

Analogamente ao estudo desenvolvido por Merchant e Dinno [2] , a torcdo é
dividida em duas parcelas, torcao uniforme e tor¢gdo nao-uniforme.

A torcdo uniforme ou de Saint-Venant, caracteriza-se por um empenamento
constante ao longo da peca.

A torcao nao-uniforme caracteriza-se por um empenamento variavel ao longo do
vao da peca. Este fendbmeno deve considerar-se principalmente em pecas de
secgao aberta (exemplo: seccao em C, H ou I).

Sumariamente, a tor¢ao total é constituida por duas componentes, tor¢cao uniforme
Tsy e tor¢cdo ndo-uniforme Ty, originando:

Tiotat = Tsv + Tnu (2.1)

2.2 Torcao Uniforme

2.2.1 Momento torsor elastico

A teoria de Saint-Venant parte do método semi-inverso, ou seja, um método em
que uma parte da solucdo do problema é assumida e a restante é calculada
através de equacgdes que o regem. No caso da torgao, pode ser assumido 0 campo
de deslocamentos ou campo de tensdes. Para ambas as assuncdes é considerada
uma barra prismatica genérica (ver figura 2.1), sujeita a um momento torsor numa
das extremidades tal que as sec¢des subjacentes rodam rigidamente no seu plano
relativamente a essa, sendo o empenamento constante.

O eixo da barra é coincidente com o eixo x3, no qual apresenta a seccao
transversal no plano zox;.
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Figura 2.1: Barra prismatica genérica (adaptado de: Sadd, 2009)

Assumindo o campo de tensoées

A realizagéo do calculo do valor da torgao uniforme através da assun¢ao do campo
de tensdes implica assumir que 011 = 092 = o33 = 012 = 0, tal que as equacdes
de equilibrio séo descritas por:

Ta,3 =0 (a=1,2) Ta,a =0, (2.2)

onde 7, = o0,3. As duas primeiras equacdes implicam que m, e 75 dependam
somente de z; e z9, transformando-se, assim, num problema meramente
matematico. A terceira equacao de equilibrio é verificada com o recurso a funcao
de Prandtl, que define 7, através de uma fungéo escalar ¢ obtendo-se:

_ Yy
T = 87"1727 (238)
%%
_ 9o 2,
Ty Py (2.3b)

Deste modo, todas as condi¢des de equilibrio ficam automaticamente verificadas
dentro da area delimitada pelo contorno da secgéao.
Contudo, para satisfazer as condigdes de fronteira, é necesséario garantir que:

0
Vo.s =000 X =0, (2.4)
0s
onde s é o vetor tangente a fronteira dado por s = (s1, s2) = (—n2,n1).

Resumidamente e de modo a cumprir as condigdes de equilibrio na fronteira e no
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interior da seccéo podemos definir que:
e ¢ = 0 na fronteira;
e ¢ tem um valor constante desconhecido na regido interior da secc¢éo.

Aplicando o principio de Saint-Venant, através do equilibrio de momentos no
centro de corte da seccao livre da pega (ver figura 2.2) obtemos a seguinte
expressao:

Tsv + / (—o2321 + 01372)dA = 0, (2.5)
A

onde A é a area da secc¢ao transversal.

Figura 2.2: Equilibrio de forcas e momentos no final da peca

Simplificando e considerando as expressoes (2.3) tem-se:

Tsy = — / (p1x1 — poxe)dA = —/ @ iridA. (2.6)
A A

Integrando por partes considerando ((¢;z;),; = ¢ izi+pzi, i) € x;; = T11+222 = 2,
obtemos:

Tgy = — < /A (px:) 1dA — 2<pdA> . (2.7)

Aplicando teorema da divergéncia no plano, [, ()i dA = [;,()inids , 0 primeiro
termo da equacao simplifica, dando origem a:
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TSV:/ goxmids+/ 2pdA, (2.8)
0A A

onde n representa o vetor normal a fronteira.
O primeiro termo desaparece devido a ¢ = 0 na fronteira e obtém-se:

Ty =2 / pdA. (2.9)
A

Assumindo o campo de deslocamentos

Nesta formulagdo considera-se que:

e para cada x3 a sec¢ao comporta-se como um corpo rigido no seu
plano, embora seja permitido a deformacédo na direcdo do eixo da peca
(empenamento);

e 0 angulo de rotagéo, 5, € uma funcao linear dada por f(z3) = axs, onde x3
€ um ponto genérico na dire¢cao do eixo da pecga e « € o valor do angulo por
unidade de comprimento.

Figura 2.3: Secgéo transversal genérica (adaptado de: Sadd, 2009)

Supde-se que os deslocamentos fora do plano da seccéao transversal considerada
sdo constantes ao longo da coordenada z3 da pecga. Sendo definidos os



2.2. TORCAO UNIFORME 9

deslocamentos, nas trés direcoes, através das seguintes expressoes:

Ul = —QI3To, (2.10a)
Uo = QI3T1, (2.10b)
us = arp(z1, z2), (2.10¢)

onde v (x1, z9) caracteriza a fungdo de empenamento.
Com o campo de deslocamentos assumido, as distorcées sao, assim, dadas por:

Y3 =a(1—1x2) Y23 =2 —11) (2.11)

As relagdes constitutivas permitem obter as tensdes:

011 = 092 = 033 =0, (2.12a)

093 = G(ax; + us2), (2.12b)

o13 = G(—axy +u3y), (2.12c)
o12 =0, (2.12d)

onde G é o mddulo de distorgao.

Derivando a equagéo (2.12b) e (2.12c) em relagdo a x; e x2, respetivamente,
obtemos as seguintes expressoes:

0231 = G(a + us21), (2.13a)
o132 = G(—a +uz12). (2.13b)
Subtraindo (2.13b) por (2.13a) obtemos:

0132 — 0231 = —2Ga. (2.14)

A compatibilizagao das fun¢des de Prandtl com a equagéo (2.14) permite definir a
equagao de equilibrio (2.15).

Assim a fungéo p(x1,x2) terd de ser constante em toda a fronteira C. Sendo que
o valor constante da funcao escalar ndo tem influéncia pode-se considerar nulo.

Resumidamente, define-se:
w11+ ¢ =—2Ga naarea (2.15)
¢ =0 na fronteira (2.16)

Os resultados acima obtidos permitem calcular o valor do momento torsor elastico
com recurso a analogia da membrana, conforme explicado de seguida.
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Analogia da Membrana

A analogia da membrana permite calcular indiretamente o campo de tensdes
tangéncias e 0 momento torsor, correspondente, em pegas de secgao constante e
parede fina.

As tensdes de corte sdo diretamente proporcionais a inclinacao da reta tangente a
membrana num certo ponto. Logo, é possivel fazer uma avaliagao qualitativa das
tensdes de corte somente considerando a forma da seccdo em causa. Na figura
2.4 esta representada uma seccdo em forma de L em que as curvas de nivel
demonstram que a membrana tem uma inclinacdo superior no canto reentrante
(tensdo tangencial maxima) e uma inclinagéao inferior no canto saliente (tenséao
tangencial minima).

I_,L' Troca de sinal

(a) Curvas de Nivel (b)  Representacao da (c) Diagrama de tensdo de
membrana corte

Figura 2.4: Esquema da relagé@o entre as curvas de nivel e diagrama de esforgos
(fonte: Neto, 2016)

As equagdes diferenciais que caracterizam o campo de tensdes de uma peca
sujeita a torcao sdo semelhantes as equacgdes que caracterizam a forma de uma
membrana sujeita a uma pressao constante. Este facto permite estabelecer uma
relagao entre as tensdes e a forma da membrana.

No desenvolvimento desta analogia considerou-se uma membrana elastica muito
fina, com peso desprezavel e sujeita a uma tragao uniforme 6 (ver figura 2.5). Essa
membrana encontra-se fixa da fronteira da seccdo em estudo, estd submetida
a uma pressdo uniforme de valor p e é descrita através da funcdo z(z,y).
Seguidamente é considerado um elemento da membrana com as dimensdes dx X
dy no qual € realizado o equilibrio de forgas segundo o eixo zz, figura 2.6, dando
origem a seguinte equacao:
0 00z 0z 0z 00z 0z

z
9% L 9%y gy % 9% L 99%) pan(Py =0, (217
pd:cdy—i—ﬁdy(ax—i-axax) de(ax)—i-ﬁdy(ay—i- ay) Hdar(ay) 0. ( )

Simplificando a equacgéao (2.17) obtemos:
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a p
X i 47/ 7 ™ x
p ——
dx
YA
% ody
dy | e
T >

Figura 2.5: Analogia da membrana (adaptado de: Sadd, 2009)

d0z 00z

Figura 2.6: Equilibrio de forcas (adaptado de: Sadd, 2009)
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0%z 0%z P

bl 2.18

022 T o2 T 6 (2.18)
Constata-se um paralelismo entre a equacao simplificada do equilibrio de forgcas
€ a equacao (2.15). Analisando as semelhancas entre as ambas, pode-se afirmar

que:

g - 2Ga, (2.19a)

z= . (2.19b)

Analogamente a fungéo de Prandtl (2.3) e a fungdo (2.9) podemos afirmar:

dz
= — 2.2
T T (2.20a)
Tgv—/2zdmdy, (2.20b)
A

em que, n € o vetor normal a membrana.

2.2.2 Momento Torsor Plastico - Analogia do monte de areia

No calculo da tor¢édo plastica uniforme, foi considerada a analogia do monte de
areia ou também designada Sand-Heap Analogy (Nadai, 1931).

Tal como deduzido anteriormente, a fungdo ¢(x1,x2) € constante em toda a
fronteira C'. Assim, num ponto genérico (z1, x2) podemos assumir um conjunto de
eixos cartesianos local, onde o eixo z; é paralelo a fronteira, em que, localmente
71 = p2 € o = 0. Extrapolando estes resultados para toda a seccéo, ¢(x1,z2)
define uma superficie em forma de monte de areia, tal que, a inclinagdo das
paredes € constante e igual a 7.

Para um material elastico perfeitamente plastico, com 7, = k, a fungdo escalar de
tensdo na regido plastica € definida por:

V| = k. (2.21)

Considerando a area da secgao transversal totalmente plastificada, podemos
designar a funcé@o escalar de tensdes, por ¢,. De modo a calcular ¢, (z1,z2)
num ponto genérico basta multiplicar o valor de k pela distancia entre o ponto
de coordenadas (z1,z2) € 0 ponto da fronteira mais préximo. Quando um
ponto genérico (z1,z2) esta a mesma distdncia de dois ou mais pontos da
fronteira é designado por ponto de cumeeira, tal que, um conjunto infinito de
pontos de cumeeira designa-se por linha de cumeeira. Na figura 2.7 estao
ilustradas, a traco-ponto, as linhas de cumeeira para uma sec¢ao rectangular.
Estas representam o local onde Vi é descontinuo e as tensdes sao descontinuas
no plano formado pela linha de cumeeira e o eixo x3.
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A Sand-heap Analogy considera que sobre a seccao do perfil € depositada areia,
criando, assim, um monte de areia em que o angulo de fricgao interna nao podera
ser excedido, sendo este definido pela base horizontal e o talude do monte de
areia. O volume maximo atingido pelo monte de areia € considerado quando as
paredes do mesmo tiverem todas a mesma inclinacdo, excetuando na fronteira e

nas linhas rigidas dando origem ao monte representado na figura 2.8.

Analogamente aos resultados obtidos para o caso do comportamento elastico é
possivel reescrever a fungao diferencial de tensdes através da seguinte expressao:

9%z 0%z

2o T2 k2
oz Oa} ’

onde z = pp(z1, x2).
Assim, o momento torsor plastico traduz-se por:

TplSV = Q/A(ppdA

Simplificando (2.23) obtem-se:

TplSV =2 X VOL,

em que VOL representa o volume do monte de areia.

[>——————————m = <]

(2.22)

(2.23)

(2.24)

Figura 2.7: Representacao das linhas de cumeeira (traco-ponto) e das curvas de

nivel para o caso de uma secgao rectangular.

Nadai (1931) considera que o monte de areia pode ser aproximado a um prisma
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Figura 2.8: Representagcao do monte de areia considerado no Sand Heap Analogy

triangular regular, sendo a tor¢éo plastica uniforme dada por:

" byt?
Tsv =k 55 (2.25)

onde n sdo 0 numero de paredes da secgdo e b e t sdo 0s respetivos,
comprimentos e espessura de cada elemento retangular da seccéo.

De acordo com a teoria classica de vigas (Lubliner,1990), o valor da torgao plastica
uniforme é dado por:

n

t2
Tusv =k é(3bi —t;). (2.26)

Nesta formulagdo o volume calculado € exatamente o de um monte de areia,
minimizando o erro consequente da aproximagao do monte de areia a um prisma
triangular.

2.3 Torcao nao-uniforme

2.3.1 Momento torsor elastico

A torcdo nado-uniforme carateriza-se por um empenamento variavel ao longo do
eixo da peca. Embora a teoria da tor¢do nado-uniforme possa ser apresentada
para uma seccao arbitraria, € aqui introduzida considerando uma secgao em [
duplamente simétrica. A forga responsavel pelo empenamento variavel ao longo
do comprimento da barra € designada por bi-corte V;, devido a sua presenga em
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ambos os banzos. A forca bi-corte origina tensdes normais segundo a dire¢ao do
eixo da barra, tais que tém o valor maximo de o,.

A forca Vy e o momento torsor T' estdo representados na figura 2.9 estando
relacionados atraveés do equilibrio de forgas.

|l |
- e
e 1 /. 7%‘% E
: s I Vo
{_: . _x // i
r ‘—'—ﬂ-—._._:'_:l_‘_ TR f, / f
Ehﬁhf Eﬁé%

Figura 2.9: Equilibrio de forgas do bi-corte € momento torsor ndo-uniforme (fonte:
Naraynan)

Observando a figura 2.9, momento torsor 7' € dado através:

Tnu = Vih, (2.27)

onde h representa a distancia entre as linhas médias dos banzos.

O momento torsor M, e o bi-corte V; relacionam-se atraves de uma fungéo linear
em fungao de x, sendo que num elemento do banzo de comprimento dz, a relacao
M; e V; € dada por:

dM;
onde My € dado por
d*u

sendo £ o médulo de elasticidade, /Iy o0 momento de inércia dos banzos em
relacdo ao eixo vertical da seccado e u = ¢g o deslocamento horizontal dos banzos.

Substituindo « na equagéao (2.29), obtemos:

hd%¢ h
My =FEIlj——— = EI;—¢" 2.30
f 1572 159 (2.30)
onde ¢ representa o angulo de rotagdo da secgao transversal.

Substituindo a equacao anterior na equagao (2.27), tem-se:
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Elthd*¢

_ A _ 111
Tyy = =5~ -5 = ~ET¢ (2.31)

onde T representa a constante de empenamento da secc¢ao, sendo dada por

2
= % (2.32)

para a sec¢ao analisada.

2.3.2 Momento torsor plastico

Para o calculo do momento torsor plastico ndo-uniforme de uma barra em consola
€ necessario definir o momento plastico no banzo do perfil de sec¢cdo em forma de
| segundo o seu eixo principal, tal que

M, = VL, (2.33)

onde V,; € o esforgo transverso no banzo responsavel pela plastificagéo total da
area afetada.

Extremidade
livre

Extremidade
encastrada

Figura 2.10: Diagrama de corpo livre de uma barra de seccao em | sujeita a torcéo

Na figura 2.10 estdo representados os esforgos resultantes da aplicacdo de um
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momento torsor na extremidade livre da pega. Analisando a figura é possivel fazer
o equilibrio de forgas entre V,,; e T;;, dado por:

Ty = Vph (2.34)
sendo & a distancia entre as linhas médias dos banzos.

O calculo da torgcao plastica nao-uniforme considera a area total do banzo em
cedéncia e que as tensbes de bi-corte sdo nulas estando o diagrama de tensdes
representado na figura 2.11. Este permite analisar a distribuicdo de tensbées no
banzo, sendo o valor de M,y dado por:

Figura 2.11: Diagrama de tensdes normais no colapso

Substituindo na equagéao (2.35) a equacao (2.33), obtem-se:

be2tf
of =~ 1F (2.36)
Concluindo, o valor do momento torsor plastico ndo-uniforme é dado por:
O'yb?ctf
T = .
PINU 17 h (2.37)

2.4 Limite Superior de carga de colapso

O limite superior para o valor de carga colapso foi criado por Merchant e Dinno
(1965). No desenvolvimento deste limite foi considerada sobreposicao de tensoes,
consequentemente a sobreposicdo de mecanismos.

Segundo Merchant o limite superior € dado pela soma simples entre o valor da
torcao uniforme e da torgdo ndo-uniforme.
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— o — e

(a) Mecanismo de torgao uniforme (b) Mecanismo de tor¢ao nao-uniforme

Figura 2.12: Mecanismo de tor¢do (adaptado de: Merchant e Dinno 1965)

No célculo do momento torsor pléstico devido a tor¢do uniforme 7,5y, Merchant
utilizou a teoria de Saint-Venant através a analogia do monte de areia, tal como
ja explicado nas seccbes antecedentes. Assim, ignorando a influéncia dos cantos
arredondados, o valor da tor¢cao de Saint-Venant € dado pela equagéo (2.25).

No calculo do momento torsor plastico devido a torgdo ndo-uniforme Ty, foi
considerada a plastificacao total dos banzos na secc¢ao de encastramento. Assim,
o calculo da tor¢cao nao-uniforme é dado pela equacao (2.37).

Concluindo, o valor do limite superior da resisténcia plastica a tor¢cao de vigas em
| sujeitas a torcao € dado através da seguinte expressao

Ty = J bt 20t
plTota \/g 9 AL

(2.38)

No desenvolvimento do limite superior da carga de colapso apresentado por
Merchant e Dinno foi realizada uma comparacao entre resultados experimentais
e resultados obtidos através da proposta dos autores. Esta comparacao
apresenta-se na figura 2.13 e conclui-se que o valor da resisténcia plastica a
torcao é superior ao valor do momento torsor dado pela equacéao proposta. Assim,
com esta sobre-resisténcia, os autores advogaram que a equagao proposta pode
ser utilizada no dimensionamento de perfis metalicos.

Os resultados obtidos pelos autores concluem que o colapso da-se num regime
de grandes deslocamentos devido a rotura dos banzos e nao pela formagao de
um mecanismo plastico. Este fenémeno € explicado através do efeito de Wagner
e do endurecimento do material.

Outros estudos foram desenvolvidos para mostrar este fenémeno.

Pi e Trahair (1995) mostraram que para pequenos deslocamentos a aproximagao
de Merchant podia ser assumida apesar da violacdo do critério de cedéncia. A
figura 2.14 mostra a comparagao entre valores obtidos através de resultados
experimentais, o limite superior de Merchant e 0 momento torsor considerando
grandes rotagoes.
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Figura 2.13: Comparagao de resultados experimentais de Merchant e Dinno com
a equacao proposta (adaptado de: Merchant e Dinno 1965)

Torque T (kNm)

o R . i i ; ;
0 02 04 0.5 08 1 12 14 16 18 2
Free End Twist Rotation ¢ (radian)

Figura 2.14: Comparacdo de resultados experimentais de Pi e Trahair com a
equacao proposta (adaptado de: Pi e Trahair 1995)






Capitulo 3

Calculo com elementos finitos da
carga de colapso

3.1 Introducao

No presente capitulo apresenta-se a metodologia de obtencdo o valor de carga
de colapso de um perfil metélico com sec¢ao em | ou H, encastradado e sujeito
a torcdo, recorrendo a um programa de elementos finitos que implementa o
teoremas da analise limite. O programa utilizado permite obter mapas de cores
representantes das tensdes, dissipacdes de energia e deformagdes nas trés
direcbes. Estes mapas serviram de base para compreensdo da distribuicdo de
tensdes. Seguidamente, os valores obtidos através da implementagcdo numérica
em aprego serviram de comparagao para a otimizagao do processo de analitico.

A obtencdo da carga de colapso foi realizada recorrendo ao método numérico
implementado no programa mechpy, um software desenvolvido no Departamento
de Engenharia Civil da Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade Nova
de Lisboa.

O mechpy implementa numericamente, recorrendo ao método dos elementos
finitos, os teoremas de analise limite. Esta tem um enorme potencial para
o desenvolvimento de modelos numéricos de determinacdo da maxima carga
suportada por uma estrutura caracterizada por um comportamento perfeitamente
plastico.

O programa disponibiliza diferentes critérios para modelar a resisténcia do
material, tais como os, de Von Mises, de Mohr-Coulomb, de Tresca e de
Drucker-Prager.

O mechpy recorre a uma implementagéao numérica do Teorema Cinematico para a
obtencéao de limites superiores e uma do Teorema Estéatico para obtencéo limites
inferiores da carga de colapso.

No trabalho em apreco apenas foram considerados o0s limites superiores
atendendo a que a implementacdo do Teorema Estatico ainda se encontra em
desenvolvimento no trabalho de doutoramento de Nuno Deusdado.

21
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3.2 Implementacao numérica aplicada a torcao dos perfis
metalicos

A implementagdo numérica do teorema de andlise limite no programa mechpy
tem como principal objetivo definir um valor \ tal que a carga de colapso é dada
por \F', onde F representa a forga exterior aplicada com tendéncia a provocar o
colapso. O valor A calculado é, garantidamente, um majorante da carga de colapso
obtido através da implementacdo numérica do Teorema Cinematico. A figura 3.1
é ilustrativa da posigdo do valor A em relag&o ao A qpso SENMO €ste o valor exato
para o célculo da resisténcia plastica maxima. A zona sombreada delimita a regido
admissivel, sendo que a regido exterior a esta € representativa da zona onde
ocorre o colapso.

aproximacao cinematica // E
dos carregamentos limite /
o [
o | X
carregamentos [ A L_________ T .

limite

A

T wc:{'va

Figura 3.1: Representacao do valor A na aproximacdo a carga de colapso
(adaptado de: Silva, 2009)

De modo a implementar numericamente o célculo da carga de colapso é
necessario definir a taxa do trabalho das forgas exteriores, W), e a taxa do trabalho
da dissipacao plastica, Wp.

A taxa de dissipacao plastica total define-se como o produto interno entre a
velocidade de deformagéao e a tensao no corpo.

Considerando que o material obedece ao critério de Von Mises, define-se a fungéo
de cedéncia, f, como:

1
f(0) = (Gtr(s) — k) (3.1)
onde k € a tenséo de corte de cedéncia obtida num ensaio de tragao uniaxial e s

€ o tensor da parcela deviatérica das tensées, dado pela seguinte expressao:
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S§=0—

tr(a)lL (3.2)

sendo I o tensor identidade de 22 ordem.

Apés definicdo da fungdo de cedéncia e considerando que o material tem
plasticidade associada, determina-se a taxa de deformacao plastica através de:

of

aaij

. acRy (3.3)

g =a

sendo o intervalo dos valores o responsavel por garantir que o sentido da taxa
de deformacéao plastica é o do exterior da superficie representativa da fungéo de
cedéncia.

Considerando que o material obedece ao critério de cedéncia de Von Mises, a
taxa de dissipacao plastica por unidade de volume D, é definida por:

D(EP) = ky[2tr((&P)2), V&P € C. (3.4)

onde C. € um espaco auxiliar que impde as condi¢des de normalidade no
escoamento plastico (3.3).

Consequentemente, a taxa da dissipacao plastica num corpo €2, em funcao de ¢,
€ dada por:

Wi (&) = /Q D(£)d0 (3.5)

A taxa de trabalho das forgas variaveis define-se pelo produto interno entre
as forcas de fronteira e a velocidade de deformagdo. No desenvolvimento da
implementagdo numérica define-se a taxa do trabalho das forcas exteriores
através:

Wy = / Fludr (3.6)
I

onde 4 representa o campo de velocidades e I' a fronteira cinematica.
Segundo um corolario do Teorema Cinematico aplicado ao presente caso, o
majorante da carga de colapso, A, resulta da seguinte equacao:
Wp

A= W)\ > Acolapso = AW = Wp (3.7)
Como a implementagao do Teorema Cinematico define limites superiores para a
carga de colapso, o valor 6timo para A resultara no minimo da funcao.
O problema transforma-se num problema otimizag¢éo definido por:
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Min A, €) = Wp(é) (3.8)
com restrigcdes definidas por:
Wi(a) =1 (8.9a)
¢ = Bu (3.9b)
€ e (3.9¢)
u=0emT, (3.9d)

A condigao (3.9a) impée uma normalizagdo da taxa do trabalho das forgas
variaveis permitindo calcular o valor 6timo de )\ , evitando-se a necessidade de
testar diversos parametros de carga. Esta simplificacdo nao influencia o resultado
final pois este vem refletido no parametro .

A condigao (3.9b) impde a compatibilidade cinematica entre as velocidades e as
taxas de deformagdes, campos definidos a priori de forma independente.

A condigao (3.9c) restringe as taxas de deformagbes admissiveis no seu dominio.
A condigao (3.9d) garante a compatibilidade na fronteira cinematica.

A matriz B é um operador diferencial de compatibilidade utilizado para problemas
tridimensionais definido por:

87 .
o
. £ .
Yoa
B=|19 10 %
20y 20z '
10 10
. 2 0z 20
10 1Y
L2 0z 2 Oz

O calculo do minimizante da definicdo 3.8 recorre ao método Langrangeano
Aumentado.

Em consequéncia, as condi¢des (3.9a) e (3.9b) sdo introduzidas na fungao objetivo
3.8 através de multiplicadores de Lagrange, sendo a segunda condicao reforcada
com uma penalizagdo quadratica dando origem a seguinte expressao:

Min  £(0,é iy :/D(é)dQ—FuA(l—WA)vL
Q
/pT(Bﬂ—é)dQ—I—T/ |Bi — £2dQ
Q 2 Ja

sujeito a: € € C..
onde ) € o multiplicador de Lagrange.

3.3 Metodologia

A metodologia utilizada baseia-se em trés passos:
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1. Definigao geométrica e discretizacao;
2. Processamento;

3. Visualizagéo.

3.3.1 Definicao geométrica e discretizacao
Caracterizacao dos perfis estudados

A definicdo dos modelos considerados foi baseada na relagéo altura-largura, em
que num primeiro modelo considerou-se um perfil mais esbelto, Perfil A, € no
segundo modelo um perfil mais robusto, Perfil B, figura 3.2. Ao considerar estes
dois modelos podemos analisar a influéncia da propor¢ao altura-largura no calculo
da carga de colapso. Na caracterizagdao do material foi considerado um ago S275
seguindo o critério de cedéncia de Von Mises.

55 100
41 .
111 a7 12 R12
[ j frm 8
(a) Perfil A (b) Perfil B

Figura 3.2: Dimensdes das secgdes transversais utilizadas no estudo de caso

Na dissertacao o Perfil A e o Perfil B considerados foram analisados através da
variagao do seu comprimento. Assim, de modo a analisar a influéncia da carga de
colapso em fungéo do comprimento da pega foram consideradas pegas com vaos
de 200, 500, 1000, 2000 e 5000 milimetros.

Modelacao

A definicdo geométrica e introducdo das condicdes limite do problema foram
realizadas através do programa gmsh [3]. Este software permite uma primeira
discretizacdo de elementos finitos em modelos tridimensionais.

A malha criada no gmsh é constituida por hexaedros com dimensdes variaveis nas
trés dire¢des. Assim, com o objetivo de serem definidos um minimo dois elementos
na espessura das paredes do perfil, foram consideradas fixas as dimensdes dos
mesmos no plano de corte da seccao transversal, variando-se a terceira dimenséao
na direcao do eixo da peca. De modo a garantir a convergéncia do processo foram
realizados calculos fazendo variar a quantidade e dimensao dos elementos finitos
discretizados.



26 CAPITULO 3. CALCULO COM ELEMENTOS FINITOS DA CARGA DE COLAPSO

Para a aplicacdo do momento torsor, foi considerado um comprimento extra,
segundo o eixo longitudinal do perfil, com um valor 3H onde foi aplicada uma
carga distribuida unitaria na superficie do banzo superior e uma carga equivalente
de sentido oposto no banzo inferior.

Tabela 3.1: Dimensoes dos elementos das malhas em mm
Perfil A Perfil B

dimg, dimy dim, dimg; dimy dim;
Malha | 2.0 2.8 90 2.5 4 90
Malha Il 2.0 2.8 45 2.5 4 45
Malha lll 2.0 2.8 20 2.5 4 20
Malha lV 2.0 2.8 10 2.5 4 10

A limitagbes computacionais restringiram o uso das diferentes malhas consoante
o comprimento do v&o da peca. Na tabela seguinte sdo indicadas as malhas
utilizadas para cada comprimento L.

Tabela 3.2: Mapa de malhas consideradas em fun¢ao do vao da peca

Perfil A Perfil B
L (m) 02 05 1 2 5 02 05 1 2 5
Malha | X X X X X X X X X X
Malha Il X X X X X X X X
Malha Il x X X X X X
Malha IV  x X

3.3.2 Processamento

A realizacdo do célculo da carga de colapso através do mechpy requer um
processo acessorio de discretizagcao dos elementos previamente definidos. Assim,
o programa através do médulo convert transforma cada hexaedro da malha em 24
tetraedros (ver figuras 3.3 e 3.4). Tal como referido no subcapitulo 3.2 o campo
de velocidades e campo de deformacdes sdo grandezas fundamentais para o
calculo. Deste modo, o campo de velocidades é aproximado através de fungdes
quadraticas com recurso a divisdo de cada aresta dos tetraedros em trés nés (no
centro e nos vértices). Contudo, as taxas de deformacdes sdo aproximadas por
funcoes lineares recorrendo ao calculo em dois nés por aresta.

3.3.3 Visualizacao

A visualizagdo é realizada através do Paraview [12]. Este € um programa
"open-source"o qual permite construir visualizagbes de andlise de dados
quantitativas e qualitativas. O Paraview permite visualizar modelos em 2D e
3D, tornando-se, assim, uma ferramenta fundamental para a compreenséo das
distribuicdo do campo de tensdes. No presente estudo foram visualizados os
campos de tensOes nas diferentes direcoes e, também, as dissipagcbes de
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Figura 3.3: Elementos da malha na seccao transversal

Figura 3.4: Perspetiva da malha ao longo do vao da peca
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energia. Estas Ultimas permitem determinar a localizagbes das secgdes criticas,
nomeadamente a secg¢ao de colapso.

3.4 Resultados

A confianga nos resultados obtidos através do software é essencial para o sucesso
da presente dissertacdo, nesta perspetiva foram utilizadas varias discretizacdes
de malhas progressivamente mais refinadas para mostrar a convergéncia dos
resultados para a solugdo exata. Através da analise do gréfico 3.5 verifica-se
uma tendéncia dos resultados para um determinado valor em fungéo do numero
de graus de liberdade (GDL). Assim, podemos concluir que quanto maior for o
refinamento da malha melhor serd o resultado obtido, sendo este considerado o
valor de carga de colapso.
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Figura 3.5: Convergéncia de resultados

A carga de colapso foi calculada para dois modelos: (i) o primeiro modelo
considera a existéncia do raio de transicao alma-banzo; (ii) e o segundo modelo
ndo considera o raio de transicao.

Apo6s o calculo da carga de colapso no programa mechpy, os valores obtidos para
0s modelos (i) e (ii) estdo representados na tabelas 3.3 e 3.4, respetivamente.
Através do programa Paraview (Ré possivel obter mapas de cores para da
dissipacao plastica e para as tensdes em todas as diregdes. Os mapas de tensdes
foram a base de suporte na definicao dos modelos de distribuicao de tensdes.
Devido a limitagbes computacionais somente foram obtidos os mapas para o Perfil
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A de comprimento L = 1m.

Nas figuras 3.6 e 3.7 encontram-se as deformadas do Perfil A quando sujeito
a torcdo. Note-se que na figura referente a planta do perfil, afigura-se um
empenamento dos banzos. Este empenamento variavel ao longo do vao deve-se
ao facto da peca ser solicitada a torcdo numa das extremidades enquanto a
extremidade oposta se encontra encastrada, ou seja a peca esta sujeita a um
empenamento restringido.

Tabela 3.3: Tabela de resultados referentes ao modelo (i) com raio de transicao
Perfl L=02m L=05m L=1m L=2m L=5m
Perfil A 1.057 0.781 0.649 0.569 0.521
PerfilB  3.711 2622 2106 1.800 1.618

Tabela 3.4: Tabela de resultados referentes ao modelo (ii) sem raio de transi¢ao
Perfl L=0.2m L=05m L=1m L=2m L=5m
Perfil A 0.933 0.690 0.566 0.492 0.447
PerfilB  3.078 2202 1.747 1475 1.304

Figura 3.6: Deformada da peca quando sujeita a tor¢édo (vista no plano zx)

Os mapas referentes as tensdes nas diregbes normais, tém uma escala

compreendida entre — 7 e 7. Enquanto os mapas referentes a tensoes de corte,
Y Y

tém uma escala compreendida entre —%J e ‘;—; Esta adaptacado da escala permite

a comparacao entre os diferentes mapas assim, como a andlise da influéncia de
cada tensdo na secc¢éo considerada.
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Figura 3.7: Deformada da pec¢a quando sujeita a tor¢ao (vista no plano zy)

Seccao de colapso

Inicialmente, foram consideradas as tensdes na seccédo de colapso. Analisando
a figura 3.8 concluiu-se que a rotura se encontrava a aproximadamente 5 cm da
extremidade encastrada.
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Figura 3.8: Localizacdo do corte da secc¢ao de colapso

Analisando os mapas de cores referentes a seccao de colapso (ver as figuras 3.9
a 3.13) verifica-se a elevada influéncia das tensdes normais (dire¢do zz). Na figura
3.14 observa-se uma maior influéncia da tensao de corte na zona junto a alma da
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seccao. A analise das tensbes segundo as diregcdes xx e yy € bastante complexa
devido a sua distribuigao nas facetas x e y, respetivamente.

l2‘2elﬂ

— 01

Sigma_xx/Sigma_y

-0.1

-02
26601

Figura 3.9: Mapa das tensdes segundo a direcdo xx (secc¢ao de colapso)

)
Sigma_yy/Sigma_y

Figura 3.10: Mapa das tensdes segundo a direcao yy (seccao de colapso)
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Figura 3.11: Mapa das tensdes segundo a direcdo zz (secc¢ao de colapso)
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Figura 3.12: Mapa das tensdes segundo a diregao xy (secgao de colapso)
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Figura 3.13: Mapa das tensdes segundo a direcao xz (secc¢ao de colapso)
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Figura 3.14: Mapa das tensdes segundo a diregao yz (secgao de colapso)
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Seccao a meio vao

Na seccdo a meio vao, a distribuicdo do campo de tensdes esta melhor definida
comparativamente com a secgao de colapso. Este facto da-se devido a menor
perturbagédo. Assim, analisando os mapas de tensdes (ver figuras 3.16 a 3.21),
€ possivel caracterizar qualitativamente o campo de tensdes. Particularmente,
analisando a figura 3.18, nota-se maior influéncia de tensdes normais na zona
da linha média dos banzos, sendo praticamente nula na alma. As figuras 3.20 e
3.21 afiguram a tens&o de corte em toda a secgéo.
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Figura 3.15: Localizacdo do corte da sec¢ao a meio vao
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o
Sigma_xx/sigma_y

Figura 3.16: Mapa das tensdes segundo a direcao xx (seccado a meio vao)
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Figura 3.17: Mapa das tensdes segundo a dire¢édo yy (sec¢do a meio vao)
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Figura 3.18: Mapa das tensdes segundo a direcao zz (seccao a meio vao)

32802

— 002

001

Sigma_xy/tau_y

-1.3e-02

Figura 3.19: Mapa das tensdes segundo a diregéo xy (sec¢do a meio vao)
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Figura 3.20: Mapa das tensdes segundo a direcao xz (seccdo a meio vao)
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Figura 3.21: Mapa das tensdes segundo a dire¢do yz (sec¢do a meio vao)






Capitulo 4

Calculo analitico da resisténcia
plastica a torcao

4.1 Caracterizacao dos modelos de distribuicao de
tensoes

Numa primeira abordagem foi necessério definir uma distribuicdo de tensdes
que nao violasse o critério de cedéncia e satisfizesse "globalmente"(ao nivel
da secgdo transversal) o equilibrio. A base de definigho dos modelos de
distribuicdo do campo de tensbées sdo os mapas de cores obtidos através do
modelo de elementos finitos apresentado no capitulo anterior. Deste modo, foram
desenvolvidos dois modelos de distribuicdo de tensdes, Modelo 1 e Modelo 2,
representados pelas figuras 4.1 e 4.2, respetivamente.

Na definicao de ambos os modelos foram definidas as tensdes de corte referentes
a cada tipo de torgdo (uniforme e ndo-uniforme).

Relativamente ao Modelo 1, foi considerada a tensédo de corte de cedéncia em
toda a seccdo de colapso referente a parcela da torcdo uniforme (ver figura
4.1.a). A parcela da torgdo nao-uniforme esté representada pela figura 4.1.b
e é responsavel pelo empenamento variavel ao longo do vao da peca. Esta
componente da torgéo pléstica tem uma influéncia maioritéria nos banzos tendo
sido desprezada na alma, que plastifica por torcao uniforme. A tensdo de corte
considerada na parcela da tor¢do ndo-uniforme esté limitada ao valor de 7 < 27,
para que o critério de cedéncia nao seja violado.

Relativamente ao Modelo 2, representado na figura 4.2, as parcelas de tensdes
referentes a torgdo uniforme e ndo-uniforme ndo foram sobrepostas. Assim, a
parcela de tensdes de corte relativas a tor¢ao nao-uniforme é delimitada por um
retdngulo de dimensbées (t; — 2aty) x (by — 2aty) inserido na linha média dos
banzos, sendo a restante area considerada na parcela da torgao uniforme. A
tensdo de corte para ambas as parcelas da torcao uniforme e nao-uniforme é
a tenso de cedéncia ao corte 7.

Paralelamente ao desenvolvimento dos modelos de distribuicdo de tensdes, foi
criada uma folha de calculo no programa Maple [6], no qual foram realizados os
célculos para a posterior comparag¢ao com os valores obtidos através do programa
mechpy. Esta avaliagdo, entre o célculo numérico e o calculo analitico, permitiu

39
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selecionar o melhor modelo de distribuicdo de tensodes.

(a) Torgao Uniforme (b) Torgao Nao-Uniforme

Figura 4.1: Modelo 1 - Distribuicao de tensdes utilizado no método analitico

Tensao tangencial

otf associada ao bi-corte

a torcao uniforme

I
Tensé&o tangencial associada H
I
I

e s e

Figura 4.2: Modelo 2 - Distribuicao de tensées

4.2 Calculo de 7,5y

O célculo da torgao uniforme em ambos os modelos foi realizado com recurso as
expressoes (2.25) e (2.26).
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Modelo 1

Considerando a parcela de tensdes definidas para o céalculo da tor¢cao uniforme
no Modelo 1 de distribuicdo de tensdes, a expressao para o calculo da torgcéao
uniforme pléstica é dada por:

T oy (bt i by —t 4.1
plsv—% ?‘F E( F—ty) . (4.1)

Note-se a utilizacado da expressao deduzida por Nadai (1931) para o calculo da
torcao uniforme na alma. Esta simplificacao foi adotada devido a continuidade da
seccao através da ligagdo banzo-alma.

Modelo 2
Relativamente ao Modelo 2 de distribuicdo de tensdes, a expressao de calculo da
torcao uniforme plastica vem em funcao de «, sendo dada por:

9y

V3

2 2
8ar tf byt ) (42)

Tpsv(a) = (20415?(26)0 — 2oty + —2aby) + %

4.3 Calculo de 7T,y

O procedimento de calculo do momento torsor plastico ndo-uniforme é diferente
para os dois modelos de distribuicdes de tensdes considerados. As subseccdes
seguintes contém os procedimentos utilizados para ambos os modelos.

Modelo 1

As forgas de bi-corte, V1, e o respetivo bi-momento, M;, para o Modelo 1, séo
calculadas através das seguintes expressoes:

t
Vi = lefgf, (4.3a)

M; = ViL. (4.3b)

E possivel calcular valor de 7 utilizando a normalizacdo do bi-corte e o
bi-momento, tal que v = m, onde:

Vi
= 4.4a
V=g (4.4a)
M, ViL
"M, T VL (4.40)

e o bi-corte plastico V,, e bi-momento plastico M, s&o dados por



42CAPITULO 4. CALCULO ANALITICO DA RESISTENCIA PLASTICA A TORCAO

t
Vo =mybra (4.5a)
b2 +
fuf

Contudo, na presente dissertacdo considerou-se uma sobre-resisténcia a torgao
associada ao esforgo transverso normal o;; e ao esfor¢go normal longitudinal o33
(Gongalves, 2014). A comparacao entre as tensdes o11, o33 € o013 permitiram
concluir que quando o valor da normalizagéo do bi-corte é v = 0,26 existe um
aumento da resisténcia ao momento plastico de aproximadamente 7,7%. Esta
sobre-resisténcia € verifica para valores de v compreendidos entre 0 e 0, 6, contudo
quando v = 0,53 0 excedente de resisténcia somente se verifica perto das fibras
extremas dos banzos, pelo que ndo se consideram valores de v > 0, 5.

Este aumento de resisténcia foi originalmente deduzido por Green, na qual
resultou a seguinte expressao aproximada:

m=1+1.23v(0.5 — v). (4.6)

1,2 4

——Green, solug¢do analitica

fffff Green, férmula aproximada

1,1

1,0

0,9

444

p

Figura 4.3: Curvas de interagdo M-V (adaptado de: Gongalves, Rodrigo 2014)

A figura 4.3 compara a formula aproximada (4.6) e a solugao analitica de Green
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para carga de colapso. Note-se a forte semelhanca de resultados entre ambos
os métodos de calculo. Assim, no presente estudo foi considerada a relagao (4.6)
para a obtencao dos valores de m para cada comprimento L.

Deste modo, temos todos os elementos para calcular a torgdo ndo-uniforme, dada
pela seguinte expressao:

Tanu = ViH, (4.7)

sendo H a distancia entre as linhas de acédo de V;. Neste caso, esta distancia é
dada pela expresséo 2.15.

H:H—;tf. (4.8)

Finalmente, devido a sobreposicédo de efeitos, podemos calcular a tor¢ao plastica
como sendo a soma da torgao uniforme com a tor¢do nao-uniforme:

Toirotal = Tpisv + Tpinu- (4.9)

4.3.1 Modelo 2

No presente modelo o momento torsor ndo-uniforme esta em fungéo de V; e de «,
sendo posteriormente calculado o maximo da fungéo.

O célculo da normalizagéo v € representado através da seguinte fungao:

Vo Vs
— 2 . 410
Ve ) = 5 = b~ 2at,) (i — 2aty) (4.10)

A normalizagao do momento no encastramento da consola € dado por:

= 22 (4.11)

onde M, = (X=224)2(t; — 2at )0y
Seguidamente, considerando a equacao (4.6), a fungdo representante do
momento torsor ndo-uniforme é dada por:

br—2at ¢
(tf — 20&”)(%)

4L

To.nu(Vo,a) = mHoy,, (4.12)

onde H = H — t;.
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4.4 Comparacao de Resultados

4.4.1 Modelo 1

Os resultados apresentados provém do desenvolvimento explanado nos
subcapitulos antecedentes.

Nas figuras 4.4 e 4.5 apresentam-se graficos com os momentos torsores plasticos
obtidos através do método numérico (MEF) e do método analitico.

Tabela 4.1: Tabela com os resultados de ambos os métodos e a diferenga entre os
mesmos para o Perfil A

L MEF c/raio (kN.m) MEF s/raio (kN.m) modelo analitico (kN.m) diferenga s/raio(%)

0.2 1.057 0.933 0.730 21.74
0.5 0.781 0.690 0.533 22.79
1 0.649 0.566 0.469 17.14
2 0.569 0.492 0.438 10.99
5 0.521 0.447 0.420 6.10
1,1
1 Perfil A

0,9

0,8

0,7

0,6

0,5

0,4

03
0 0,5 1 1,5 2 25 3 3,5 4 45 5
L(m)

MEF c/raio de transi¢do Modelo 1 —TplSV —e— MEF s/raio de transigdo

Figura 4.4: Comparagao de resultados entre o método numérico e o método
analitico para o Perfil A
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Tabela 4.2: Tabela com os resultados de ambos os métodos e a diferenca entre os
mesmos para o Perfil B

L  MEF c/raio (kN.m) MEF s/raio (kN.m) modelo analitico (kN.m) diferenca s/raio (%)

0.2 3.711 3.078 2.660 13.60
0.5 2.622 2.202 1.755 20.33
1 2.106 1.747 1.461 16.33
2 1.800 1.475 1.319 10.60
5 1.618 1.304 1.235 5.30

43
38 Perfil B

3,3

2,8

2,3

1,8

1,3

0,8
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0 0,5 1 15 2 25 3 3,5 4 45 5
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o— MEF ¢/raio de transi¢do Modelo 1 —TplsV —e—MEF s/raio de transi¢do

Figura 4.5: Comparacado de resultados entre o método numérico e o método
analitico para o Perfil B
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4.4.2 Modelo 2

Os resultados da resisténcia a torcao plastica total no presente modelo, foram
calculados a partir dos maximos da fungao abaixo descrita:

Toirotal(Va, @) = Tysv(a) + Tynu (Va, a) (4.13)

Apos estabelecida a fungdo 770 (V2, ) € necessario calcular o seu maximo
através do seguinte sistema de equacodes:

T piTotal
lTotal __
p@oa =0

Note-se que os valores de a estdo compreendidos entre 0 e 0,5, tal que,
a = 0 representa a seccado dos banzos totalmente sob a influéncia de torcao

nao-uniforme e o = 0, 5 toda a secgao transversal encontra-se sob a influéncia da
torcao uniforme.

Tabela 4.3: Tabela com os resultados de ambos os métodos e o erro entre os
mesmos para o Perfil A

L  MEF c/raio (kN.m) MEF s/raio (kN.m) modelo analitico (kN.m) diferencga s/raio (%)

0.2 1.057 0.933 0.805 13.68
0.5 0.781 0.690 0.462 33.07
1 0.649 0.566 0.419 25.95
2 0.569 0.492 0.410 16.72
5 0.521 0.447 0.407 8.85

Tabela 4.4: Tabela com os resultados de ambos os métodos e o erro entre os
mesmos para o Perfil B

L  MEF c/raio (kN.m) MEF s/raio (kN.m) modelo analitico (kN.m) diferencga s/raio (%)

0.2 3.711 3.078 3.270 6.24
0.5 2.622 2.202 1.526 30.70
1 2.106 1.747 1.259 27.94

1.800 1.475 1.199 18.76
5 1.618 1.304 1.183 9.31

4.4.3 Comparacao entre modelos

Analisando os graficos 4.8 e 4.9 de comparacdo de modelos, afigura-se um
andamento do tracado do modelo 1 com maior semelhanca em relacao ao tragcado
originado através do modelo de elementos finitos.

Comparando o andamento do tragado do modelo de elementos finitos e
andamento do tracado do limite superior representados nos graficos conclui-se
que o tracado de Merchant é efetivamente um limite superior para o valor da carga
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Figura 4.6: Comparagdo de resultados entre 0 método numérico e o método
analitico para o Perfil A
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Figura 4.7: Comparagéo de resultados entre o método numérico e o método
analitico para o Perfil B
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de colapso. Este facto, reforca os resultados apresentados por Merchant e Dinno
(1965) e Pi e Trahair (1995).

Note-se que todos os modelos utilizados tendem para o valor do momento torsor
uniforme 7,5 @ medida que L vai aumentando.

11

1 Perfil A
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MEF c/raio de transicdo Modelo 1 Modelo 2 —TpISV —e—Merchant e Dinno —e—MEF s/raio de transicdo

Figura 4.8: Comparagao de resultados entre 0 método numérico, método analitico
(ambos os modelos), Merchant Upper Bound para o Perfil A

Os graficos 4.10 e 4.11 mostram que para comprimentos pequenos o modelo 2
de distribuicdo de tensbées tem uma menor diferenca de resultados em relagao
ao valor de carga de colapso obtido através do método de elementos finitos
comparativamente com o modelo 1. No plano geral, o modelo 1 fornece com
melhores resultados.

Relativamente aos os valores de carga de colapso obtidos através Merchant upper
bound em relagéo aos valores obtidos através do método de elementos finitos para
um modelo sem raio de transicao afigura-se uma diferenga minima. Contudo, os
valores deste método violam o critério de cedéncia.

4.5 Conclusao

Em primeiro lugar, os resultados obtidos com o programa de elementos
finitos confirmam que a resisténcia a tor¢do de consolas com sec¢do em | e
sujeitas a um momento torsor aplicado na extremidade é superior a expressao
proposta por Merchant e Dinno quando se consideram os raios de transi¢céo
banzo-alma. Contudo, quando esse raio ndao é considerado, a resisténcia reduz
aproximadamente 15 % e torna-se praticamente coincidente com a obtida com
a referida expressdo. Estes resultados mostram assim que, pelo menos para o
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Figura 4.9: Comparacgao de resultados entre 0 método numérico, método analitico
(ambos os modelos), Merchant Upper Bound para o Perfil B
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Figura 4.10: Diferenca entre modelo 1, 2 e do Merchant Upper Bound face a
implementagado numérica no Perfil A
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Figura 4.11: Diferenca entre modelo 1, 2 e do Merchant Upper Bound face a
implementagao numérica no Perfil B

caso estudado, a resisténcia a tor¢gao uniforme e nao-uniforme pode ser somada.
Para além disso, observou-se que o momento torsor ndo-uniforme apenas tem
influéncia consideravel para barras com comprimentos relativamente reduzidos.
Com o objetivo de tentar compreender o fenédmeno descrito no paragrafo anterior,
propuseram-se dois modelos simples, que nao violam o critério de cedéncia e
sao equilibrados ao nivel da sec¢ao. Em particular, um dos modelos baseia-se na
observagao dos campos de tensdes obtidos com os modelos de elementos finitos.
Apesar de estes modelos fornecerem cargas de colapso algo inferiores as obtidas
com o método dos elementos finitos, mostram que a resisténcia a tor¢gdo envolve
uma combinacao dos dois mecanismos de transmissao de torgao.

4.6 Desenvolvimentos Futuros

Atendendo a existéncia de margem de melhoria de resultados face aos valores
obtidos através da modelacdo de elementos finitos, podem-se desenvolver as
seguintes frentes de trabalho:

e Na presente dissertacdo, o modelo utilizado no programa de mechpy
somente contem dois elementos na espessura da sec¢do. A melhoria do
modelo através do aumento do numero de elementos devera definir com
maior rigor os campos de tensdes e, com isso, melhorar os modelos de
distribuicdo de tensbes propostos;
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e Apesar da soma algébrica dos valores de momento torsor para torgao
uniforme e ndo-uniforme ter sido considerada satisfatéria na obtengao da
resisténcia a torcdo de uma barra com sec¢do em I com empenamento
restringido, é fundamental estudar outras secgdes transversais, condigdes
de apoio e carregamento, com o fim de justificar este método.
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Apéndice A

Graficos referentes ao Modelo 2

No presente anexo encontram-se os graficos representativos das funcdes

Toirotal(V2, o) utilizada no Modelo 2 proposto para a distribuigdo de tensdes.

Perfil A

Figura A.1: Gréfico da fun¢édo 7T}, referente ao Perfil A, com L = 0,2m
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Figura A.2: Grafico da fun¢é@o 7). referente ao Perfil A, com L = 0,5m

Figura A.3: Grafico da fungéo Tp,r.q referente ao Perfil A, com L = 1m



Figura A.4: Grafico da fun¢é@o 7T}, r.q referente ao Perfil A, com L = 2m

Figura A.5: Grafico da fungéo Ty,r.q referente ao Perfil A, com L = 5m
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Perfil B

Figura A.6: Grafico da fun¢éo T}« referente ao Perfil B, com L = 0,2m

Figura A.7: Grafico da fun¢éo T}, referente ao Perfil B, com L = 0,5m
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Figura A.8: Grafico da fun¢@o 7}, 7.q referente ao Perfil B, com L = 1m
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Figura A.9: Grafico da fungéo Ty;r.:« referente ao Perfil B, com L = 2m
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Figura A.10: Grafico da fungdo 7T}, referente ao Perfil B, com L = 5m



