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English Abstract

Nowadays, we can find complex systems in a great variety of fields, such as biology,
physics, engineering or social systems. From fluid dynamics to biomolecular interac-
tions, we can find complex systems everywhere, and it is not an easy task to predict
their behaviour. Cellular automata are considered great techniques of modelling com-
plex systems. In cellular automata, some simple rules lead sometimes to emergent
chaotic or complex behaviours that are interesting in the context of some real-life
complex models. Machine Learning algorithms are well known for identifying un-
derlaying patterns in complex structures. In this paper, cellular automata and some
Machine Learning algorithms, such as Neural Networks or k-Nearest Neighbours are
introduced, and after that some of them are used to analyze cellular automata. The
aim of this paper is to define a way of working with cellular automata and machine
learning that can be expanded later with new algorithms, new automata or more data.






1 Introduccion

Actualmente, podemos encontrar sistemas complejos en una gran variedad de areas,
tales como Biologia, Fisica, Ingenieria o Ciencias Sociales. Desde la dinamica de flui-
dos, hasta las interacciones biomoleculares, podemos encontrar sistemas complejos
en todas partes, y no es una tarea facil predecir su comportamiento futuro a partir de
su evolucion pasada y su situacion actual.

Los Automatas Celulares estan considerados, simultaneamente, grandes ejemplos
de sistemas complejos a la vez que buenos modelos para otros sistemas complejos que
aparecen en el mundo real. En algunos automatas celulares las reglas simples que los
definen a veces dan lugar a comportamientos emergentes complejos o cadticos que
son interesantes en el contexto de modelos complejos reales.

Los algoritmos de Aprendizaje Automatico son bien conocidos por su capacidad
para identificar patrones subyacentes en estructuras de datos complejas. En este tra-
bajo se introducen conceptos fundamentales de Autématas Celulares y de Aprendizaje
Automatico (que nombraremos por su nombre en inglés, Machine Learning, por ser
mucho mas comuin) como via para abordar un estudio que no suele ser tan comun, y
es la aplicacion de algoritmos de aprendizaje para el estudio experimental de patrones
dinadmicos de autématas.

El objetivo principal es doble, por una parte, analizar hasta qué punto los estu-
dios y clasificaciones actuales de la complejidad en Autématas puede ser abordada y
comprendida desde un punto de vista computacional por medio de Aprendizaje Au-
tomatico y, por otra parte, buscar los limites que algunos algoritmos de Aprendizaje
tienen para reconocer patrones cuando éstos superan una cierta complejidad.

Suele ser comun situar los limites del aprendizaje automatico en la presencia de
ruido o procesos puramente aleatorios, sin embargo, es interesante observar hasta qué
punto un proceso complejo no aleatorio (como las dinamicas deterministas y simples
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que veremos en algunos autématas) pueden estar fuera de la capacidad predictiva de
los algoritmos mas habituales (clasicos) de aprendizaje automatico.

De forma mas general, podemos identificar los siguientes objetivos en el trabajo
que aqui se presenta:

» Entender y formalizar matematicamente el concepto de Autémata Celular en
su sentido mas amplio.

» Describir las clasificaciones mas habituales de la dinamica de los Autématas
Celulares unidimensionales, que se basan principalmente en la descripcion fe-
nomenologica del comportamiento observado en este tipo de autématas dada
por Wolfram.

= Entender el contexto formal matematico del Aprendizaje Automatico (ML) co-
mo herramienta de la aproximacion de funciones (en su sentido méas amplio)
desde un punto de vista computacional.

= Conocer las caracteristicas y limitaciones mas importantes de los algoritmos de
aprendizaje clasicos.

» Generar una bateria de experimentos siguiendo una metodologia razonada para
evaluar las hipotesis de partida: capacidad predictiva de los algoritmos clasicos
de ML sobre dinamicas complejas.

= Ser capaz de manejar un lenguaje de programacion cientifico (Python) para la
realizacion efectiva de los experimentos planteados, haciendo uso de librerias
especializadas existentes para tal fin (Scikit-learn).

= Extraer conclusiones solventes de los resultados obtenidos, y planificar lineas
de trabajo prometedoras en funcién de éstos.

Debe indicarse que entre los objetivos de este trabajo no se busca obtener unos
resultados especificos, sino que el objetivo principal es el propio desarrollo de la me-
todologia. Debido a las caracteristicas propias de un Trabajo Fin de Grado, no se dan
las condiciones adecuadas para introducirse en el manejo de técnicas avanzadas de
ML (como seria el uso de algoritmos de Deep Learning), por lo que se espera que los
resultados obtenidos con las técnicas clasicas no sean satisfactorias. En lugar de un
resultado de aproximacion sorprendente, es mas importante la justificacion que se
pueda extraer de que, para las técnicas clasicas, la complejidad determinista de los
automatas celulares suponen un limite que merece la pena explorar.



1. INTRODUCCION 5

1.1 Estructura de la memoria

Con los objetivos anteriores en mente, se ha estructurado la memoria que aqui se
presenta en los siguientes capitulos:

» Introduccion: Este capitulo, donde se dan las motivaciones y objetivos princi-
pales del trabajo, y se expone la estructura de la memoria.

= Automatas Celulares: Donde se expone la formalizaciéon matematica de este
tipo de objeto matematico, y se repasan sus principales caracteristicas y clasifi-
caciones realizadas respecto a su dinamica (en el caso unidimensional).

= Machine Learning: Donde se muestra una aproximaciéon matematica del apren-
dizaje automatico y se hace un rapido repaso por algunos de los algoritmos/modelos
de ML mas habituales (los que seran usados en la parte experimental del pro-
yecto).

= Resultados Experimentales: Donde se explican brevemente los experimentos
realizados y se analizan los resultados obtenidos para algunos de los autématas
celulares mas representativos de cada clase de complejidad dindmica.

= Conclusiones: Donde se desarrollan las conclusiones mas relevantes que se
han obtenido durante la ejecucion del trabajo y se exponen algunas de las lineas
de trabajo futuro que pueden resultar interesantes tras haber establecido las
conclusiones sobre el trabajo aqui realizado.






2 Automatas Celulares

2.1 Introduccidon

Los sistemas complejos tienen el problema de que no puede estudiarse individual-
mente cada una de sus componentes para averiguar el comportamiento global del
sistema debido a la gran cantidad de interrelaciones que se dan entre estas. Esto obli-
g6 a que se buscaran nuevos enfoques para intentar modelizarlos, y en este contexto
surgieron los autématas celulares.

Los autdmatas celulares son modelos matematicos y computacionales sencillos que
se siguen utilizando para modelar sistemas complejos en la actualidad en campos
como la fisica, biologia, quimica o ingenieria.

2.1.1 Contexto historico

Se puede considerar que los Automatas Celulares constituyen uno de los prime-
ros modelos de Computacion Natural, en donde se ha producido una inspiracién en
procesos naturales observados para generar un modelo de computacion teérico com-
pletamente formalizado (y que, a veces, persigue objetivos distintos a los del modelo
real en el que se inspira). Su origen se produce en los afios 50, principalmente por par-
te de John Von Neumann (en la imagen [2.1) mientras intentaba desarrollar un modelo
abstracto de auto-reproduccion en biologia, y sin el uso de ordenadores. Los traba-
jos desarrollados por él y por Stanislaw Ulam, que habia considerado el problema de
forma independiente, ayudaron mas adelante a resultados tan sorprendentes como el
descubrimiento del ADN.

Tras los primeros resultados formales obtenidos, y tras depurar las diversas va-
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Figura 2.1: Von Neumann. Recuperada de www.eldiario.es

riantes que podian construirse de los primeros modelos formales definidos, a finales
de los afios 50 y principios de los 60, se obtuvieron una serie de resultados mucho
mas detallados y técnicos que probaban la capacidad computacional de los automatas
celulares que, bajo determinadas condiciones, era equivalente a los que ofrecian las
maquinas de Turing. Debido al caracter dinamico de la evolucién de los automatas ce-
lulares, también se produjeron los primeros intentos de conectar éstos con Sistemas
Dinamicos.

En 1968, a pesar de la poca investigacion desarrollada sobre ellos, John Conway
comenzo6 a trabajar, primero a mano y mas tarde con ayuda de ordenadores, en una
gran variedad de reglas para autématas celulares de dos dimensiones. Mas adelante,
en 1970, expuso una serie de reglas a las que llamo6 "El juego de la vida" (una muestra
en la figura[2.2), y que se popularizaron a través de la revista Scientific American por
Martin Gardner. Estas reglas exhibian, a pesar de ser bastante simples, un amplio
rango de comportamientos complejos.

Ademas, y de forma completamente independiente, algunos casos particulares de
automatas celulares 2D (2.3) se aplicaban desde los 50 a modo de filtros para eliminar
el ruido en el procesamiento de imagenes digitales.

Mucho mas adelante, en algunos articulos de Stephen Wolfram que también se re-
cogen en [1I], se define una clasificaciéon de los automatas celulares en cuatro clases
segun la complejidad que muestran en sus dinamicas. Esta es una de las clasificaciones
mas conocidas, y divide el conjunto de posibles automatas celulares entre aquellos que
se estabilizan en un estado, los que repiten una serie de estructuras periédicamente,
los que evolucionan a patrones cadticos, y los que evolucionan a patrones complejos,
algunos con larga duracion. Los limites entre estas clases son dificiles de discernir a
veces, especialmente entre los dos ultimos.
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Figura 2.2: Juego de la vida. Recuperada de www.daviddarling.info
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Figura 2.3: Ejemplo de la regla 110. Recuperada de mathworld.wolfram.com
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Culik y Yu presentaron en 1988 [2]] una clasificacion formal que se corresponde con
la de Wolfram y que sera descrita mas adelante en este mismo capitulo.

Otra clasificacion surge de los trabajos de Li y Packard, que en [3] extienden el
esquema de Wolfram a seis clases de complejidad, que también seran descritas mas
adelante.

2.1.2  Aplicaciones

Mas alla del estudio tedrico acerca de la complejidad que pueden alcanzar los auto-
matas celulares y su clasificacion, existen bastantes aplicaciones a distintos problemas
del mundo real. Algunos ejemplos son los siguientes:

= El crecimiento de algunos cristales, y en concreto los patrones en copos de nieve,
pueden ser modelizados por autématas simples en 2D (Figura [2.4).

» Los patrones encontrados en las conchas de los moluscos Cymbiola innexa son
similares a los generados por la regla 30 en los automatas celulares 1D (Figura
2.5).

» En criptografia, si se combinan distintas reglas para determinadas células dentro
de un mismo autémata, y se usan reglas lo suficientemente cadticas, se pueden
cifrar cadenas, siendo extremadamente costoso en tiempo intentar revertir el
proceso sin saber qué reglas se han utilizado.

= Procesamiento de imagenes digitales en medicina.

= Modelizacion de la activacion eléctrica del corazon en cada pulsacion.

» Modelizacion de dinamica de fluidos, como por ejemplo los modelos de Lattice-
gas y Lattice Boltzman.

= Modelizacién del flujo de trafico en ciudades [4]).

Figura 2.4: Autémata celular y copo de nieve. Recuperada de www.nap.edu
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Figura 2.5: Cymbiola innexa. Recuperada de www.caledonianseashells.com

2.2 Definiciones y clasificacion

Aunque hay una gran variedad de Autéomatas Celulares segun sus caracteristicas,
estudiaremos unicamente los mas habituales y sencillos, que son autématas celulares
sincronos cuya topologia es una cuadricula rectangular infinita, de forma que cada
célula se identifica con una casilla de la cuadricula.

| Definicion 2.1.  Un autémata celular se define a partir de:

» Una matriz infinita de casillas de dimension d. Cada casilla se denomina célula.
Formalmente, podemos identificar esta matriz con Z¢.

» Un conjunto finito de estados, S. Cada célula toma en cada momento un valor de
este conjunto. Este conjunto se denomina alfabeto.

» Una configuracion inicial, es decir, una asignacion inicial de un estado a cada una
de las células del espacio. Formalmente, la configuracion es una funcion

c: 7> S

que especifica el estado de cada célula. Las funciones constantes se denominan
configuraciones homogéneas. El conjunto de todas las configuraciones se denota
porC(d, S), o porC sid y S se conocen por el contexto.

» La vecindad de cada célula, que es el conjunto de células que se consideran adya-
centes a una dada. Es comun especificar el conjunto de vecinos de una célula x por
medio de un vector N, = (x, ..., x,,) de n elementos distintos de 79, de forma que
los vecinos son las células de las casillas x + x; coni = 1, ..., n. Normalmente, se
considera el mismo vector N, para todas las células del automata.

» Una funcion de transicion local

f:8">S
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donde n es el tamario del conjunto de células vecinas. Esta funcion toma como
valores de entrada la vecindad de una célula, y devuelve el proximo estado de
dicha célula. Con la funcion de transicion local se puede construir una funcion de
transicion global, G : C — C.

Las células cambian su estado de forma sincrona en intervalos de tiempo discretos. El
siguiente estado depende del estado de las células vecinas (la condicion de vecindad es
distinta para cada automata). Todas las células usan la misma regla para actualizar su

estado. Se muestran algunos ejemplos en las Figuras[2.6,[2.7 y[2.§

Figura 2.6: Autémata hexagonal. Recuperada de www.mced-ecology.org

Figura 2.7: Ejemplos de autématas 1-D. Recuperada de users.math.yale.edu
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1 2 3 4 5

Figura 2.8: Ejemplo de autémata 2-D. Recuperada de culturacolectiva.com

A partir de este momento trabajaremos con autématas celulares con dimensiéon d =
1, alfabeto S = {0, 1}, y considerando que la vecindad de una célula esta compuesta
por la célula que est4 a su izquierda y la que esta a su derecha.

En este caso, sera habitual considerar automatas celulares en los que solo anali-
zamos el comportamiento y evoluciéon de una cantidad finita de células situadas de
forma adyacente ocupando posiciones de la forma {1, ...,n}.

Con el fin de seguir dando una definicion homogénea del autémata es necesario dis-
tinguir qué ocurre en la frontera del mismo (es decir, en las células que ocuparian las
posiciones extremas adyacentes, O y n + 1). Lo habitual es considerar que las posibles
vecinas a estos extremos toman valores que son dependientes de la zona considerada
por nuestro conjunto finito de células, y podemos distinguir entre:

» Frontera abierta: las células frontera toman un valor fijo: ¢(0) = c(n) = s,,.

» Frontera reflectora: las células frontera toman los valores que estan dentro, como
si fuera un espejo: ¢(0) = ¢(1), c(n+ 1) = c(n).

» Frontera circular: las células frontera copian el contenido del otro extremo: c(0) =

c(n), c(n+ 1) = c(1) (Figura2.9).
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Figura 2.9: Frontera circular. Recuperada de www.cs.us.es

En el caso de que el autémata sea infinito se denomina sin frontera y no existen células
frontera. En dicho caso, cada célula ocupa una posicion de Z.

En lo que sigue, consideraremos que nuestros autématas tienen frontera circular.

Proposicion 2.1.  En las condiciones expuestas anteriormente (d = 1y |N| = 3)
existen unicamente 256 funciones de transicion local posibles.

Demostracion.  Esto se debe a que la funcién de transicion transforma el estado de
tres células (la que estudiamos y su vecindad) en un nuevo estado. Esto significa que
cada funcion de transiciéon transforma cada uno de las 8 posibles combinaciones de
estados (3 células con 2 posibles estados cada una) en un valor que puede ser 0 o 1.
En consecuencia, tenemos 28 posibilidades. |

Notacion 2.1.  Cada funcién de transicion la notaremos por un nimero entre 0 y 255

siguiendo el esquema que se especifica a continuacion:

Dado el siguiente orden prefijado a las posibles configuraciones locales del auté-
mata (que se corresponde con el orden natural de la representacion decimal de las
configuraciones):

¢; =000, ¢, =001, ¢; =010, ¢, = 011, ¢5 = 100, ¢, = 101, ¢; = 110, ¢g = 111
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y supuesto que la regla r se escribe en binario como r = r; ... rg € {0,1}%, laregla r
asigna a la configuracién local ¢; el valor ;.

Por ejemplo, la regla 30, que en binario es 00011110, proporciona la funcién de
transicion siguiente:

F40(000) = 0, r3(001) = 0, r5,(010) = 0, r4(011) = 1

ry0(100) = 1, r;((101) = 1, r3,(110) = 1, r3,(111) =0
| Definicién 2.2.  Sea A un autémata celular con funcién de transicién local f. Pode-

mos definir las siguientes transformaciones (donde x = 1 — x):
= Transformacion espejo:
Mf(xi—l’ Xp X)) = [ Xy, X X,)VX; €S
» Transformacion 0-1:
Cr(ximy X xpp0) = fO_, X, X )Vx; €S
» Transformacion conjunta:

Jf(xi—l’ Xi Xi1) = f (X, X X2V, €S
Nota 2.1. Con la representacion binaria introducida anteriormente, si f viene dada
por la cadena (fy, f1, /5, f5. f4» [, f6- f7), las reglas que se obtienen con las transfor-
maciones anteriores son:

M, = (fo, fus o foo J1s [55 F35 [7)

Cf :(f7’f6’f5’f4’f3’f2’f1’f0)

Jf = ([ f3: fs: 1 oo S fas So)

Proposicion 2.2.  Utilizando las transformaciones de la definicion anterior, podemos
extraer Unicamente 88 reglas independientes.

La tabla [2.1| muestra las distintas clases independientes que existen, y en las que
podemos clasificar el conjunto de los 256 automatas simples 1D. Por otra parte, en el
apéndice (ver a partir de habra muestras de las 88 reglas.

Demostracion.  Sea r una regla de un autémata celular. Consideraremos los posibles
resultados que se pueden dar al aplicar las anteriores transformaciones sobre la regla
r:
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= 1. C(r) = M(r) = r. Esto implica que J (r) = r.

n 2. C(r) = M(r) # r. Esto implica que J (r) = C(r) = M(r) # r.

= 3.C(r) = r # M(r). Esto implica que J (r) = M(r).

» 4. C(r) # r = M(r). Esto implica que J (r) = C(r).

s 5. C(r) # M(r) # r. Esto implica que J(r) # C(r) # M(r) # r (en el sentido
de que todos son diferentes al resto). Se puede probar usando que O(O(r)) = r
con O una de las operaciones

El caso 1 da conjuntos de una sola regla. Los casos 2, 3 y 4 dan conjuntos con dos
reglas. El caso 5 da conjuntos de 4 reglas. Por tanto, si n,, n,, ns, n, y ns son el nimero
de elementos en los distintos conjuntos respectivamente, entonces el total de reglas

independientes es:

(ny+ny+n,) n
n}+#+_5

2 4

Determinemos ahora los valores de n;:

1. Se debe cumplir que t, =1, t, = t5,t, = t, = t; = t;. Una vez fijados t,, 1, y t,,
el resto quedan determinados, luego hay 2° posibilidades, y por tanto n; = 8.

2. 2. Se debe cumplir que t, = t,,t, = ., 1, = t5 y t, = t;. Tenemos 2* = 16
posibilidades, pero eliminando las del caso 1 tenemos n, = 8 posibilidades.

3. 3. Se debe cumplir que t, = 1,1, = t5, 1, = t5 y t; = t,. Tenemos 2* = 16
posibilidades, pero eliminando las del caso 1 tenemos n; = 8 posibilidades.

4. 4.Se debe cumplir que, = 1, yt; = t,. Tenemos por tanto 2° = 64 posibilidades,
pero eliminando las del caso 1 tenemos n, = 64 — 8 = 56 posibilidades.

5. 5. El resto, que son ny = 256 —8 — 8 — 8 — 56 = 176.

Finalmente, la cantidad de reglas independientes es:
8+ (8+8+56)/2+176/4 =8+36+44 =88

Esta demostracion se ha extraido de [5]].

| Definicion 2.3. Definimos los siguientes conceptos:

» Se dice que g € S es un estado fijo si f(q,....q) = q.

= Una configuracion c es fija si c(x) = q para todo x € Z°.

» Una configuracion c es finita si solo un numero finito de células no son fijas, es
decir, si {x € Z%c(x) # q} es finito.
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Clase ‘ Reglas

‘ Clase ‘ Reglas

0 255 56 98,185,227
1 127 57 99

2 16,191,247 | 58 114,163,177
3 17,63,119 60 102,153,195
4 223 62 118,131,145
5 95 72 237

6 20,159,215 | 73 109

7 21,31,87 74 88,173,229
8 64,239,253 | 76 205

9 65,111,125 | 77 -

10 80,175,245 | 78 92,141,197
11 47,81,117 90 165

12 68,207,221 | 94 133

13 69,79,93 104 233

14 84,143,213 | 105 -

15 85 106 120,169,225
18 183 108 201

19 55 110 124,137,193
22 151 122 161

23 - 126 129

24 66,189,231 128 254

25 61,67,103 130 144,190,246
26 82,167,181 132 222

27 39,53,83 134 148,158,214
28 70,157,199 | 136 192,238,252
29 71 138 174,208,244
30 86,135,149 | 140 196,206,220
32 251 142 212

33 123 146 182

34 48,187,243 | 150 -

35 49,59,115 152 188,194,230
36 219 154 166,180,210
37 91 156 198

38 52,155,211 160 250

40 96,235,249 | 162 176,186,242
41 97,107,121 164 218

42 112,171,241 | 168 224,234,248
43 113 170 240

44 100,203,217 | 172 202,216,228
45 75,89,101 178 -

46 116,139,209 | 184 226

50 179 200 236

51 - 204 -

54 147 232 -

Cuadro 2.1: Tabla de clases independientes
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» Denotaremos por Cr(d, S) al conjunto de las configuraciones finitas.

Proposicion 2.3 (Clasificacion de Wolfram). Los autéomatas celulares pueden clasifi-
carse en cuatro familias segin su comportamiento. Esta clasificacion se debe a Wol-
fram y se encuentra en [6]]:

» Clase I: Casi todas las configuraciones iniciales evolucionan a un estado estable
y homogéneo. Cualquier aleatoriedad desaparece.

= Clase II: Casi todas las configuraciones iniciales evolucionan rapidamente a
estructuras estables u oscilantes.

= Clase III: Casi todas las configuraciones iniciales evolucionan de forma pseu-
doaleatoria o caotica. Cualquier estructura estable desaparece por el ruido.

» Clase IV: Casi todas las configuraciones iniciales evolucionan en estructuras
que interaccionan de forma compleja. Wolfram conjeturé que muchos, cuando
no todos, de los automatas de esta clase son computadores universales. Esto se
ha probado para la regla 110 y el juego de la vida de Conway.

Aunque en los diagramas de la figura hay autéomatas celulares de una dimension
pero diferentes ordenes, sirve para ilustrar las clases de Wolfram.
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Figura 2.10: Ejemplos de las clases de Wolfram. Recuperada de delta.cs.cinvestav.mx

Proposicion 2.4. Determinar a qué familia pertenece un autémata es un problema
indecidible, es decir, no existe un algoritmo que permita clasificar cada Autémata
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Celular en la familia a la que corresponde.

Este resultado fue desarrollado por Culik y Yu utilizando una clasificacion mas pre-
cisa, que definiremos a continuaciéon. Es de especial interés en el campo que estu-
diamos, ya que aunque utilizando Machine Learning no podremos determinar con
exactitud a qué clase pertenece, podremos intentar determinar la clase con cierta pro-

babilidad.

Demostracion.  Una prueba de este resultado se encuentra en [2]]. |

Esta otra clasificacion se debe a Culik y a Yu, e intenta formalizar la clasificacion
de Wolfram con el fin de estudiar mas concienzudamente algunas propiedades de los
automatas celulares. Esta clasificacion se encuentra en [2]].

El objetivo de esta clasificacion es separar los autématas que se mantienen estables
y los que oscilan de los que presentan patrones mas complejos, y luego separar los
mas complejos entre los que pueden simular una maquina de Turing universal (clase
4) y aquellos que no (clase 3) con el fin de estudiar sus propiedades.

Las clases de Culik-Yu se corresponden por tanto con las clases de Wolfram.

| Definicién 2.4 (Clasificaciéon de Culik-Yu). Las clases de Culik-Yu se establecen
como:

» CY1: Todas las configuraciones finitas evolucionan a una configuracion fija Q, es
decir, para cada c € Cp existe unn > 1 tal que G"(c) = Q. Algunos ejemplos son
los automatas 0, 4 y 16.

» CY2: Todas las configuraciones finitas son eventualmente periodicas, esto es, para
cada ¢ € Cp existenm y n, m # n tales que G™(c) = G"(c). Algunos ejemplos son
los automatas 8, 24 y 40.

» CY3: Existe un algoritmo que determina si una configuracion finita dada pertenece
a la orbita de otra configuracion finita dada, es decir, si es decidible el problema
de, dados ¢, ¢, € Cy decidir si G"(c,) = ¢, para algiun n > 1. Un ejemplo es la
regla 30.

» CY4: El resto de automatas celulares. Un ejemplo de Automata Celular Universal
se encuentra en [7]

Esta clasificacion se debe a Li y Packard, y reparte los automatas en seis clases en
lugar de cuatro como hacen las anteriores. Se puede encontrar en [3]].

| Definicién 2.5 (Clasificacion de Li-Packard). Las clases de Li-Packard se esta-
blecen como:
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» Null: Se alcanza una configuracion homogénea, con todas las células teniendo el
mismo valor.

» Punto fijo: La configuracion final es invariante después de aplicar la regla una
vez. También se incluyen en esta clase las reglas que simplemente desplazan los
patrones.

» Dos ciclos: La configuracion final es invariante después de aplicar la regla dos
veces.

» Peridédicos: La configuracion final es invariante después de aplicar la regla un
total de k veces, con el ciclo k independiente (o débilmente dependiente) del niumero
de células.

» Complejos: Pueden tener algunas configuraciones finales periddicas, pero el tiem-
po requerido para encontrarlas puede ser enorme. Este tiempo aumenta linealmen-
te con el nuumero de células.

» Cadticos: Tienen lugar dinamicas no periodicas, caracterizados por su inestabili-
dad respecto a perturbaciones en la configuracion inicial.

En realidad, lo que hace la clasificaciéon de Li-Packard es separar la clase II de Wol-
fram en tres trozos: Punto fijo, Dos ciclos y Periddicos. Las otras tres clases se con-
servan: la clase I se corresponde con Null, la clase III con Complejos y la clase IV con
Caoticos.



3 | Machine Learning

3.1 Introduccidon

El término Machine Learning (ML), o aprendizaje automatico en espafol, hace refe-
rencia a un area de la Inteligencia Artificial que tiene como objetivo desarrollar técni-
cas que permitan a las computadoras aprender. Desde un punto de vista pragmatico,
este ambicioso objetivo se ha transformado en dar procedimientos para la detecciéon
automatica de patrones significativos en un conjunto de datos o de generalizacion de
comportamientos a partir de una informacion suministrada en forma de ejemplos.

El término Machine Learning fue usado por primera vez en 1959[10], y se debe
a Arthur L. Samuel, quien desarroll6 en 1952 un programa que aprendia a jugar a
las damas. El ordenador que utilizaba mejoraba cuanto mas jugaba, analizando las
mejores jugadas que se habian dado en partidas anteriores e incorporandolas a su
juego. Samuel siguié mejorando su programa hasta mediados de los 70, momento en
que ya era capaz de ganar a un jugador amateur experto.

En 1951 Marvin Minsky cre6 el SNARC: la primera red neuronal de la historia. El
SNARC (Stochastic neural analog reinforcement calculator) tenia 40 neuronas como
la de la figura y simulaba el comportamiento de ratones que se movian por un
laberinto. Minsky vio que por un error en el disefio electrénico podia incluir dos o
tres "ratones" al mismo tiempo en su maquina[11]], y que los ratones aprendian de los
otros a la hora de encontrar la salida del laberinto.

Un logro reciente del Machine Learning ha sido el desarrollo de AlphaGo, capaz
de derrotar a 60 jugadores profesionales de Go seguidos en 2016, batiendo ademas
al mejor jugador del mundo, Ke Jie, tras ganarle cada una de las cinco partidas que
jugaron. El Go esta considerado como el juego de tablero mas complejo del mundo,
superando en dificultad al ajedrez.
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Figura 3.1: Una de las neuronas del SNARC. Recuperada de cyberneticzoo.com

En los ultimos afios el Machine Learning ha demostrado ser una herramienta ex-
tremadamente util en diversos ambitos: los motores de busqueda proporcionan cuales
son los mejores resultados para nuestras busquedas, ademas de buscar cuéles son los
anuncios mas acordes a nuestros intereses; las camaras aprenden a detectar caras, los
teléfonos moviles aprenden a reconocer comandos de voz, etc... Un ejemplo intere-
sante es el publicado en [12]. Para dicho estudio, se han entrenado algunos modelos
de aprendizaje con casi 300.000 imagenes de fondos de ojo. Estos modelos, al introdu-
cirle nuevas imagenes, son capaces de predecir correctamente caracteristicas como el
género el 97 % de las veces, si fuman el 71 % de las veces, y si ha habido algin evento
cardiaco de importancia el 70 % de las veces.

Una caracteristica comun a todas estas aplicaciones es que, normalmente, debido a
la complejidad de los patrones subyacentes a los problemas que se intentan resolver,
un programador humano no podria especificar de forma explicita como deben resol-
verse estos problemas. En el ejemplo descrito el parrafo anterior, se pensaba que no
habia diferencia entre el ojo masculino y el femenino, pero si la maquina es capaz de
distinguirlos con una probabilidad de 0.97, significa que esta detectando algo que no
somos capaces de discernir.

La idea que engloba a los métodos de Machine Learning es, como su nombre indica,
que los programas "aprendan" de los distintos casos que se les plantean, y adapten
sus respuestas a éstos, de una forma similar a como el ser humano (y otros animales
superiores) lo hacen a lo largo de su vida respecto a los problemas que encontramos.
El mecanismo basico se muestra en la figura 3.2

Interpretado el Machine Learning como una herramienta computacional de bus-
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A Standard Machine Learning Pipeline
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Figura 3.2: Esquema del funcionamiento de un algoritmo de ML. Recuperada de

www.datanami.com

queda de patrones complejos, podemos justificar claramente la razén por la que en
este trabajo se introduce un capitulo de fundamentos de esta area: debido a las caracte-
risticas de los Sistemas Complejos, como los autoématas celulares vistos en el capitulo
anterior, las herramientas de Machine Learning pueden resultar una gran ayuda al
aportar potencia suficiente para detectar patrones que para nosotros seria imposible
reconocer.

Atendiendo a los objetivos que tienen los diversos algoritmos de ML que se han
desarrollado, se suele considerar una clasificacion que agrupa estos algoritmos en dos
grandes tipos (aunque también es normal considerar algunas otras agrupaciones y
otros tipos de clasificaciones): los de aprendizaje supervisado, y los de aprendizaje no
supervisado. Los algoritmos de aprendizaje supervisado se llaman asi porque se entre-
nan con un conjunto de datos para los que se sabe el resultado, y el algoritmo puede
usar este valor de salida para optimizar su funcionamiento, y devuelven una funcion
que predecira el resultado correcto a partir de ese momento con mayor o menor preci-
sion. Los de aprendizaje no supervisado se llaman asi porque so6lo se introducen datos
de entrada, y no se conoce ningtn resultado para estos, por lo que suelen buscarse
agrupaciones en los datos, o patrones especificos que atiendan a la estructura interna
de los mismos.

Por la naturaleza de nuestro problema (somos capaces de calcular iteraciones de
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los autématas celulares a partir de una regla y una configuracion inicial), utilizaremos
fundamentalmente algoritmos de aprendizaje supervisado, aunque también podrian
utilizarse algunos de aprendizaje no supervisado para reconocer, por ejemplo, clasi-
ficaciones interesantes entre las familias y clasificaciones de automatas que vimos en
el capitulo anterior.

En este capitulo se explicaran los fundamentos de los distintos algoritmos de apren-
dizaje que aplicaremos mas adelante a los automatas celulares. El contenido de este
capitulo no intenta ser, ni mucho menos, exhaustivo, sino que se proporciona Uni-
camente con el fin de acotar el contexto de ML del que haremos uso a lo largo del
resto del trabajo, asi como la notacion usada. En las referencias que se proporcionan
a lo largo de las siguientes secciones se puede encontrar direcciones para quien desee
disponer de un desarrollo mas amplio de los temas aqui tratados.

En los experimentos concretos que haremos en capitulos sucesivos, se hara uso de
las implementaciones de los algoritmos sefialados que vienen en la libreria de codigo
libre scikit-learn para Python.

3.2 Aproximacion Matematica al Aprendizaje Auto-

matico

El objetivo de esta seccion es doble: formalizar nuestro modelo de aprendizaje, y
probar bajo qué condiciones nuestros algoritmos nos proveeran de soluciones apro-
ximadas lo suficientemente buenas.

El primer objetivo es definir un modelo formal de aprendizaje en el que basar los
algoritmos que se estudiaran mas tarde. Un modelo formal es el siguiente, el cual se
encuentra en [8]]:

| Definicion 3.1 (Modelo formal de aprendizaje estadistico). Nuestros algorit-
mos se definen mediante los siguientes elementos:

» Entrada del algoritmo:

— Dominio: Un conjunto arbitrario, X. Este es el conjunto de objetos que deseamos
etiquetar. Normalmente, cada elemento de X' representa un vector de caracteristi-
cas.

— Conjunto de etiquetas: Un conjunto Y con el que se pueden etiquetar cada uno
de los elementos del dominio. Normalmente Y = {0, 1}, aunque puede tomar otros
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valores.

— Conjunto de entrenamiento: S = ((xl, yl) s eees (xm, ym)) es una secuencia de
pares de Xx Y. Esto es, es una secuencia de puntos del dominio ya etiquetados. Estos
son los datos de entrada a los que tiene acceso nuestro algoritmo de aprendizaje.

» Salida del algoritmo: El algoritmo debe devolver un predictor, h : X — Y.
Esta funcion puede usarse para etiquetar nuevos puntos del dominio. Denotaremos
A(S) al predictor que devuelve el algoritmo A tras entrenarlo con el conjunto de
entrenamiento S.

» Un modelo de generacion de datos: Se asume en primer lugar que los elementos
del dominio estan generados por alguna distribucion de probabilidad. Denotamos
la distribucion sobre X por D. Asumimos también que existe una funcion de eti-
quetado "correcta”, es decir, una funcion f : X — Y de modo quey, = f (xl.)
para cada i.

Es importante observar que no es necesario que D ni f sean conocidos por el algo-
ritmo (de hecho, f es lo que se pretende averiguar).

» Medida de error: Definimos el error de un predictor como la probabilidad de que,
para un elemento de X, el predictor no sea capaz de determinar correctamente su
etiqueta.

Formalmente, dado A C X, la distribucion D asigna un niimero D (A), el cual
determina la probabilidad de observar un punto x € A.
Se define el error de un predictor h : X — Y como:

Lp;(=P, ph(x)# f(X)]=D{x:h(x)#f()})

Debido a que normalmente no se conocen D ni f, el verdadero error no puede
calcularse. Por este motivo, se buscara minimizar el error empirico, que se puede medir
de varias formas, aunque la forma mas corriente sea:

i € [m] : h(x;) #y)

m

Lg(h) =

con[m]=1,..m

| Definiciéon 3.2 (ERM). Se llama Minimizacion de Error Empirico (en inglés, ERM:
Empirical Risk Minimization), al paradigma de aprendizaje basado en encontrar un pre-
dictor hg que minimice L ¢(h).

Aunque el paradigma ERM parece natural, si no se tiene cuidado pueden darse
situaciones en las que nuestros algoritmos fallen. Una de estas situaciones es que se
de sobreajuste, o overfitting en inglés.
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El sobreajuste se da cuando nuestro algoritmo aprende demasiado bien los datos
del conjunto de entrenamiento, y se ajusta tanto a ellos que no predice correctamente
el comportamiento del resto de elementos del dominio.

Por ejemplo, el predictor:

y, si die€e[m]:x;,=x
hs (x)=
0 cc

cumple que L (h S) = 0, pero su prediccion del resto del dominio sera bastante pobre.

En [8] se prueba que si tomamos una clase de predictores H finita a la que restringir
la busqueda de predictores para nuestro algoritmo y un conjunto de entrenamiento
lo suficientemente grande, entonces el predictor que obtenemos es probablemente
correcto (como aproximacion).

La importancia de este hecho reside en que cualquier predictor que podamos pro-
gramar en un computador esta limitado por un nimero de bytes dado por el compu-
tador. Esto hace que nuestra clase de funciones sea finita, y por tanto se apliquen estos
resultados.

Con esta idea en mente, definimos el siguiente tipo de aprendizaje:

| Definicién 3.3 (Supuesto de realizacion). Una clase de hipotesis H cumple el
supuesto de realizacion si para algin h € H, se tiene que L, (h) = 0.

| Definicién 3.4 (Aprendizaje PAC). Una clase de hipétesis H es PAC (Probably Ap-
proximately Correct) aprendible si existe una funcion my, : (0,1)> — N y un algoritmo
de aprendizaje con la siguiente propiedad:

Para cada €,6 € (0,1), para cada distribucion D sobre X, y para cada funcion de
etiquetado f : X — 0,1, si se cumple el supuesto de realizacion respecto a H, D, f,
entonces cuando se ejecuta el algoritmo sobre m > m, (e, 5) ejemplos i.i.d. por D y eti-
quetados por f, entonces el algoritmo devuelve un predictor h tal que, con probabilidad
al menos 1 — o sobre la eleccion de los ejemplos, cumple que:

Proposicion 3.1.  Toda clase finita de hipotesis es PAC aprendible con

[log(lHI/(S)]
€

mH(e, 5) S
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Demostracion.  Se encuentra en [8]]. |

Llegados a este punto, es interesante estudiar qué ocurre cuando eliminamos alguna
de las condiciones. Por ejemplo, ;qué ocurre al eliminar el supuesto de realizacion?

| Definicién 3.5 (Aprendizaje PAC agnéstico). Una clase de hipétesis H es PAC
agnostica aprendible si existe una funcion my, : (0,1)*> — N y un algoritmo de aprendi-
zaje con la siguiente propiedad:

Para todos €,6 € (0,1) y para cada distribucion D sobre Z, cuando se ejecuta el
algoritmo de aprendizaje sobrem > m,,(e, 6) ejemplos i.i.d. generados por D, el algoritmo
devuelve h € H tal que, con probabilidad al menos 1 — 6 sobre la eleccion de los m
ejemplos de entrenamiento, se tiene que:

L,(h) < min,pLp(h)+ ¢

Esto nos indica que, en caso de que no se cumpla el supuesto de realizacion, en-
tonces no podremos garantizar que nuestro algoritmo de aprendizaje tenga un error
arbitrariamente pequerio, pero si podemos garantizar que el error de este no sea muy
grande en comparacion al mejor predictor que podemos obtener.

Hasta este momento hemos usado la funcion de error L que consideramos al prin-
cipio. Sin embargo, el aprendizaje PAC agnostico puede generalizarse a cualquier fun-
cién que mida el error.

| Definicion 3.6 (Funciones de error). Sea H una familia de predictores y Z un

dominio. Llamamos funcioén de error (loss function) a cualquier funcion ¢ : HxZ —
R

"
Algunos ejemplos de funciones de error son:

» Error 0-1: Para esta funcion Z = XxY, y se tiene que:

0 si hix)=y
£ (h,(x,y) =
1 si h(x)#y

= Error cuadratico: Para esta funcion Z = XxY, y se tiene que:

£ (h,(x,y)) = (h(x) — y)’
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| Definicion 3.7 (Aprendizaje PAC agnéstico generalizado). Una clase de pre-
dictores H es PAC agnostica aprendible respecto a un conjunto Z y a una funcion de
error ¢ : HxZ — R,, si existe una funcion my; : (0,1)*> - N y un algoritmo de
aprendizaje con la siguiente propiedad:

Para cada e, 6 € (0, 1) y cada distribucion D sobre Z, cuando se ejecuta el algoritmo
sobre m > my, (€,0) i.i.d. ejemplos generados por D, el algoritmo devuelve h € H tal
que, con probabilidad al menos 1 —6 sobre la eleccion de los m ejemplos de entrenamiento,
es

Ly(h) < ming, e Lp(h') +e€

donde L(h) =E, _,[Z(h, 2)].

Una vez presentados los fundamentos anteriores, existe una pregunta fundamental
que surge de manera natural: ;jexiste un algoritmo de aprendizaje universal? Es decir,
jexiste un algoritmo de aprendizaje que pueda aprender bien cualquier problema? La
respuesta, como era de esperar, es que no. Esto queda probado por el teorema No-free-
lunch que enunciamos a continuacion:

| Teorema 3.1 (No-free-lunch). Sea A un algoritmo de aprendizaje cualquiera para
la tarea de clasificacion binaria respecto al error 0-1 sobre un dominio X. Sea m un
numero menor que |X| /2, el cual representa el tamario de un conjunto de entrenamiento.
Entonces existe una distribucion D sobre Xx{0, 1} tal que:

1. Existe una funcion f : X — {0, 1} tal que L,(f) =0
2. Con probabilidad al menos 1/7 sobre la eleccion de S ~ D™ se tiene que:

Ly (A(S) 2 1/8

Demostracion.  Una prueba de este teorema se encuentra en [8]). |

Este resultado implica que, para cada aprendiz, existe una tarea para la que fracasa
al intentar aprenderla, aunque probablemente exista otro aprendiz que sea capaz de
aprenderla sin problemas.

Nos enfrentamos ahora a un nuevo problema: ;Coémo podemos elegir una clase
de predictores que nos permita prevenir estos fallos? Nos enfrentamos ademas a la
siguiente proposicion:

Proposicion 3.2.  Sea X un conjunto infinito y H la clase de funciones que van de X
a {0, 1}. Entonces H no es PAC aprendible.
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Por tanto, no podremos tomar clases de predictores demasiado ricas. La solucion la
encontramos en el llamado bias-complexity tradeoff.

| Definicion 3.8 (Bias-complexity tradeoff). EI error de un predictor ERM,, se
puede descomponer en dos componentes como sigue:

Sea h g una hipotesis ERM,,. Entonces se puede escribir:
LD = €app + €est

dondee,,, = min,c, Lp,(h) es el error de aproximacion, y €
de estimacion:

st = Lp(hg)—e€,,, es el error

» Error de aproximacion: Es el menor error que puede lograr un predictor de una
clase de hipétesis. Este término mide cual es el error que cometemos al ajustarnos
a una clase de hipotesis especifica. Agrandar la clase de hipotesis puede reducir el
error de aproximacion.

» Errordeestimacion: El error de estimacion resulta de que el error empirico es solo
una estimacion del error real. La calidad de esta estimacion depende del tamario
del conjunto de entrenamiento, y de la complejidad de la clase de hipotesis.

Como nuestra intencion es minimizar el error total, nos enfrentamos a un equilibrio
entre ambos errores. Por una parte, enriquecer la clase H puede decrecer el error de
aproximacioén pero incrementar el error de estimacion, ya que una clase rica puede
llevar a que se produzca un sobreajuste. Por otra parte, si tomamos H demasiado
pequerio, incrementamos el error de aproximacion pero decrece el error de estimacion.

3.3 Algoritmos

En esta seccion se describen los algoritmos que se aplicaran mas adelante a los datos

de los autématas celulares. La definicion de estos algoritmos se ha obtenido de 8] y
de [9].

3.3.1 Predictores lineales

Comenzaremos presentando la familia de los predictores lineales, que se clasifica
dentro del aprendizaje supervisado. Es una de las familias mas utiles, y muchos al-
goritmos de aprendizaje los utilizan. Los predictores lineales son intuitivos, faciles de
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interpretar, y ajustan los datos razonablemente bien en muchos problemas de apren-
dizaje.

| Definicién 3.9.  Se define como L, = {h,,: weR‘beR} alaclase de funcio-
nes lineales afines h : R — R, de modo que h,, ,(x) = (w,x) + b = (2?21 wixl-> + b.
Lema 3.1. Cualquier funcién lineal afin de R? puede convertirse en una funcién

lineal homogénea de R4*!,

Demostracién. Definimos w' = (b, Wi, ey wd) € Ry x' = (1,x1,x2,...,xd) IS
R+ Entonces se tiene que A, ,(x) = (w, x) + b = (W', x'). |

| Definicion 3.10. Se define a la clase de los semiespacios como el conjunto H.S, =
signo L, = {x ~ sign (h,,(x)) : h,, € L,}. Esta clase esta disefiada para proble-
mas de clasificacion binaria.

| Algoritmo 3.1 (Minimos cuadrados). Minimos cuadrados es el algoritmo que re-
suelve el problema ERM para la clase de hipotesis de los predictores de regresion lineales
respecto del error cuadratico medio. El problema ERM, dado un conjunto de entrenamien-
to S y usando la version homogénea de L, es encontrar (Figura[3.3):

1 m
argmin,, L ¢ (hw) = argminw; ; ((LU, Xx;) — yi)2

Para resolverlo se calcula el gradiente de la funcion objetivo y se compara con cero. Es
decir, hay que resolver:

%i ((w’X,') - yi) x;=0

i=1

Podemos reescribirlo como el problema Aw = b donde

A= (i xl.xl.T>
i=1
b= i ViX;
i=1

Si A es invertible, entonces la solucion al problema ERM es

w=A""b
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—— model
® training data

Figura 3.3: Ejemplo de regresion por minimos cuadrados. Imagen extraida de [9]

En caso de que A no sea invertible, se pueden usar herramientas de algebra lineal para
encontrar A = PDPT, con D una matriz diagonal y P una matriz ortogonal. Se define
entonces A* = PD*PT con :

v 0 ,siD;=0
i 1/D,,; , enotrocaso

Entonces, si 0 = A" b, se tiene que:

A= AA*b=VDV'VDV b=VDD'V b= ) vu]b
i:D;;#0

Como AW es la proyeccion de b en el subespacio generado por los v, para los cuales
D;; # 0, y este subespacio es el mismo que el generado por los x,, se tiene que At = b.

Existen variantes interesantes de este algoritmo que imponen restricciones adicio-
nales para acotar el espacio de soluciones resultante. Por ejemplo, los dos que nom-
bramos a continuacion:

| Algoritmo 3.2 (Regresion de arista). La regresion de arista es otro modelo lineal
de regresion en el que se usa también el error cuadratico medio. Sin embargo, en este caso
los coeficientes (w) intentan minimizarse lo maximo posible. Esto se puede conseguir, por
ejemplo, penalizando aquellas soluciones que proporcionen una norma L2 de los coefi-
cientes demasiado elevada. La penalizacion se controlara con un parametro C, que en el
caso C = 0 resultara en el mismo método de minimos cuadrados visto anteriormente.
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C = 0.010000 iC = 1000800 = 100000000

ry a ry
N N t a0 s,
e b 4 e d 4 A oa

l:' . . <t . .:'
[ ]
A

Figura 3.4: Ejemplos de regresion de arista con distintas C. Imagen extraida de [9]

Los efectos del parametro C pueden observarse en la figura que muestra que
cuanto mas grande es C, mas trata de ajustarse a los datos.

| Algoritmo 3.3 (Lasso). Lasso es una alternativa a la regresion de arista. Es idéntico,
salvo porque minimizara la norma L1 de los coeficientes en lugar de la norma L2.

El hecho de usar L1 en vez de L2 hara que algunos coeficientes puedan llegar a ser
exactamente 0, lo que se traducira en que algunas de las caracteristicas del modelo
se ignoraran completamente. Las consecuencias son modelos mas simples pero que
muestran cuales son las caracteristicas mas importantes en los datos de entrada.

Nota 3.1. Estos modelos pueden usarse como modelos de clasificaciéon binaria. En
este caso, la prediccion se realizara usando la siguiente formula:

y={(w,x)+b>0

De esta forma, si el resultado es mayor que 0, entonces se asignara la clase 1, y si es
menor que 0, se asignara la clase -1.

Los dos algoritmos lineales de clasificacion mas comunes son la regresion logistica
y las maquinas de soporte vectorial lineales. Las maquinas de soporte vectorial se
explicaran en el correspondiente apartado mas adelante.

| Algoritmo 3.4 (Regresion logistica). La regresion logistica utiliza una funcién
sigmoidea para aprender una serie de funciones h de R? en el intervalo [0, 1]. La clase
de hipotesis asociada es la composicion de dicha sigmoidea con la clase L. En particular,
se usa la funcion logistica, definida como:

4
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La clase de hipotesis es, por tanto:
H,, =¢,0°L,={x— ¢, (w,x)): we R4}

El problema ERM asociado con la regresion logistica se traduce en:

m
argminweRd% Z log (1 + e—y[<w,xi)>
i=1

3.3.2 k-Vecinos mas cercanos

Este algoritmo es, quizas, el mas simple de todos los algoritmos de aprendizaje
automatico de clasificaciéon que vamos a considerar, pero ofrece resultados razona-
blemente buenos en muchos casos en los que, incluso, algoritmos mas complejos se
encuentran con problemas. Para construir este modelo so6lo hace falta almacenar los
datos del conjunto de entrenamiento y elegir cuantos vecinos se consideraran en su
vecindario.

| Algoritmo 3.5. Sea S = {(x;,¥;) © i € D} un conjunto de entrenamiento, donde
S, = {x; : i € D} son puntos de un espacio métrico, e y; es la clasificacion asociada
a cada uno de ellos. Para clasificar un nuevo dato x se calculan los k puntos de S, mas
cercanos a x, y se le asigna a x la clase mas representada entre esos k puntos.

En la figura 3.5/ se muestra un ejemplo de aplicacién de este algoritmo para k = 3.
En el caso de clasificacion binaria, es habitual considerar k impar para evitar empates
en la asignacion de clases.
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i“ @® training class 0
T A A A training class 1 []
4 * testpred D
I * testpredl |
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Figura 3.5: 3-Vecinos mas cercanos. Imagen extraida de [9]

A pesar de su simplicidad, este algoritmo tiene un grave inconveniente, y es que
requiere que el conjunto de entrenamiento esté almacenado en todo momento, y no
proporciona una solucién explicita (un modelo) que pueda ser reutilizado posterior-
mente. En este sentido, es un representante de aproximacién no paramétrica del ML.

Ademas, en principio es necesario escanear el conjunto entero cada vez que se cla-
sifica un nuevo dato con el objetivo de encontrar los vecinos mas cercanos, aunque
para mitigar este problema se puede hacer una bisqueda aproximada, limitando el
radio de busqueda.

Si consideramos el caso k = 1, se puede probar que cada punto x; € S, genera
un volumen poliédrico a su alrededor (el conjunto de puntos mas cercanos a €1, y que
se clasificaran en este caso como y;) que se corresponde con el diagrama de Voronoi
asociado a .S .

Si aumentamos el valor de k, la frontera entre ambas zonas de clasificacion se sua-
viza, tal y como se muestra en la Figura 3.6
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1 neighbor(s) 3 neighbor(s) 9 neighbor(s)

A

A

feature 1
feature 1
feature 1

feature 0 feature 0 feature 0

Figura 3.6: Fronteras en el problema de clasificacién para distintos valores de k. Ima-
gen extraida de [9]

3.3.3 Arboles de decisién

Un arbol de decision es un predictor capaz de predecir la etiqueta asociada a un
valor por medio de un proceso de decision que se puede representar por medio de un
camino en un arbol binario que conecta el nodo raiz del arbol con una de sus hojas.

Para ello, se considera en cada nodo interno del arbol (que no es hoja) habra un
predicado que evaluara el dato de entrada. Si el dato verifica el predicado, pasara a
una de las ramas que salen del nodo, y si es falso pasaremos a otra. Las hojas del arbol
se asocian a diferentes clasificaciones para el problema, por lo que cuando lleguemos
auna de ellas se asignar4 al dato de entrada la clasificacion dada por la hoja de llegada.

Por la naturaleza de los arboles de decision, la construccion de estos no es tnica, y
a veces obtendremos arboles muy distintos pero igual de validos a la hora de cumplir
su funciodn.

En 1979, John Ross Quinlan utiliza la teoria de la informacién desarrollada por C.
Shannon en 1948 para elaborar un método que permitia construir arboles de decision
con muy buenas caracteristicas, como buen balanceado y pequefio tamario. Este algo-
ritmo se conoce como ID3 [13], y construye el arbol de decisién de arriba a abajo y de
forma directa.

Aunque este algoritmo se suele presentar de forma general en la que los datos de
entrada y la clasificacion pueden formar cualquier conjunto (no necesariamente nu-
mérico), en la formalizacion que daremos a continuacién nos restringimos a arboles



36 ANALISIS DE SISTEMAS COMPLEJOS USANDO MACHINE LEARNING

de decision que manipulan datos de un espacio vectorial real y las clasificaciones son,
asimismo, numéricas. Ademas, y aunque tampoco es necesario, trabajaremos con ar-
boles binarios (cada nodo interior tiene 2 hijos).

| Algoritmo 3.6 (Arbol de decision). Dado un conjunto de entrenamiento S =
{(x,y) : x € RY, y € R}, un arbol de decision divide el espacio recursivamente
de modo que las muestras con las mismas etiquetas se agrupan juntas y se redirigen por
ramas disjuntas del arbol, por lo que en etapas sucesivas el conjunto de datos que llega a
un nodo es un suconjunto del conjunto de datos que paso por su nodo padre.

Si los datos que llegan a un nodo interior m se representan por Q. Para cada posible
division 0 = (j, tm), conl < j<dyt, € R, seseparan los datos en los subconjuntos:

Qi.,0)={(x.y) €0 : x;<1,}
Qena(®) = O\ Q,,(0)

Este proceso no determina un arbol unico, sino que para cada posible eleccion de 0
obtendremos arboles distintos. Con el fin de obtener arboles pequerios (en niimero de
nodos interiores) que sean capaces de clasificar eficientemente datos complejos, se suele
hacer uso de lo que se denominan funciones de impureza, que miden, de alguna forma,
como de homogéneos son los datos que llegan a un nodo respecto a sus clasificaciones y
ayudaran a decidir qué predicado considerar.

Si H es una de tales medidas de impureza, se define la impureza derivada de H que
proporciona una division concreta, 6, como:
nizq

G(0.0) = -2 H(Q,.,0) + "]‘i;h“H(Qdcha(e))

m m

donde Nm = |Q| ;nizq = |Qizq| sPgcha = |Qdcha|
Asi pues, se elige el predicado que minimiza esta impureza derivada:

0" = argmin,G(Q, 0)

Para cada uno de los dos conjuntos generados se crea un nodo al que se le pasara el
contenido correspondiente, y se colocan como hijos de m en la construccion del arbol de
decision.

Comenzando por un nodo raiz que se asocia al conjunto S completo, se repite de forma
recursiva este proceso hasta que se alcanza algun requisito previamente establecido (por
ejemplo, una maxima profundidad, G(Q, 0) < umbral, o N,, = 1).
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La Figura muestra un ejemplo de arbol de decision de profundidad 2 y una
entrada de datos cualquiera.

XI1] <= 00596
coniiibs = [50, 50]
True =

Pl

X[0] <= 04177 X0 <= 1.1957
comints = [2, 32] comints = [48, 1%]

|
] l ; *‘ ‘-:\H“\

coumts = M7, §]

counts = [1, 10] ‘

Figura 3.7: Arbol de profundidad 2. Imagen extraida de [9]

Algunos ejemplos de H son :

» Gini: H(X,,) = X Pc(1 = Poi)-

» Entropia cruzada: H(X,,) = — Y, P! 08(D)-

» H(X,) =1-max(p,,), donde X, son los datos de entrenamiento en el nodo
MY Pk = NL Zser, 10 = k).

Hay varias técnicas para reducir el riesgo de sobreajuste a los datos en los arboles
de decision, como acotar la profundidad maxima que deben alcanzar. Pero también
se han creado otros algoritmos basados en arboles que persiguen el mismo objetivo a
la vez que mejorar su capacidad predictiva. Los conglomerados de arboles, o bosques
aleatorios, son una de las soluciones mas extendidas debido a su facilidad de imple-
mentacion y buenos resultados.

| Algoritmo 3.7 (Bosques aleatorios). Para obtener un bosque aleatorio, primero
hay que decidir de cuantos arboles va a componerse. Si disponemos de n arboles, entonces
se crearan n nuevos conjuntos a partir del conjunto de entrenamiento a base de extraer
elementos con reemplazo de dicho conjunto. Cada nuevo conjunto debe tener el tamario
del conjunto de entrenamiento. A continuacion, se entrena un arbol con cada conjunto,
obteniendo asi n arboles diferentes.

Para realizar una prediccion con nuestro bosque aleatorio, lo que haremos sera evaluar
todos los arboles sobre el dato de entrada, y por voto de la mayoria decidir la etiqueta
que hay que asignarle.
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La Figura [3.8 muestra un ejemplo de bosque aleatorio, donde se han tomado cinco
arboles distintos entrenados sobre subconjuntos del mismo conjunto de entrenamien-
to.

random forest

Figura 3.8: Ejemplo de Bosque aleatorio. Imagen extraida de [9]

3.3.4 Boosting

El Boosting es un paradigma algoritmico que intenta tratar dos problemas impor-
tantes: la complejidad computacional de aprendizaje, y el equilibrio entre Bias y Com-
plejidad, tal y como se defini6 en|[3.§|

Un algoritmo de boosting amplifica la precision de algoritmos de aprendizaje dé-
biles. Intuitivamente, estos son algoritmos faciles de computar, pero que apenas me-
joran una prediccion aleatoria. Boosting proporciona herramientas para usar estos
algoritmos débiles y convertirlos en algoritmos mejores.

| Definicion 3.11.  Sea X = R?. Al conjunto:
Hps={x—sign(@—x,)-b:0€R,ie{l,..d},be{-11}}
lo llamaremos la clase de los nodos de decisién sobre R,

Asumiremos que b = 1 para estudiar los predictores de la forma sign(0 — x;).

| Definicion 3.12. Un algoritmo de aprendizaje A se dice un y-aprendiz-débil para
una clase H si existe una funcion my, : (0,1) — N tal que
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» para cada 6 € (0, 1),
= para cada distribucion D sobre X,
= y para cada funcion de etiquetado f : X — {+1}

si existe un predictor que cumpla el supuesto de realizacion respectoa H,D y f,
entonces cuando se ejecuta el algoritmo sobre m > m,(5) ejemplos independientes e idén-
ticamente distribuidos (i.i.d.) generados por D y etiquetados por f, el algoritmo devuelve
un predictor h tal que con probabilidad al menos 1 — 6 cumple que Ly, ;(h) < 1/2—y.

| Algoritmo 3.8 (AdaBoost). Dado un conjunto de entrenamiento S = {x v},
tal que para cada i,y, = f(x;) con f una funcion de etiquetado, y un algoritmo de
aprendizaje débil AD, se define el algoritmo AdaBoost como:

Entrada: Conjunto de entrenamiento S = {x;, y;}",
Aprendiz débil AD
Numero de rondas T
T

Salida: El predictor h(x) = sign (lel wth,(x)>

Inicializar: DY = <l, s l)

m m

parat =1,2...,T hacer
Determinar un aprendiz débil h, = AD(D", S)
— \"m )
Caleular e, = X7, D711y 4p, )

w, = %log (l - 1>

€
DO o(wryihs(x)))
I

. = —Vi=1,....m
! i Dy)e<‘“"yf"f("1” v

| Teorema 3.2. Sea S un conjunto de entrenamiento. Asumimos que en cada iteracion
de AdaBoost, el algoritmo de aprendizaje débil devuelve un predictor para el cual €, <
1/2 — y. Entonces se tiene que el error de entrenamiento para el predictor que devuelve
AdaBoost es como mucho

m
1 2
_ 2°T)
Lg(h) =— D> Uiy < €7
i=1

Demostracion.  Una prueba de este resultado se encuentra en [8]], paginas 135-137.

Observacion 3.1.  El teorema nos asegura que el error sobre el conjunto de entrena-
miento del predictor tiende a 0 cuando T crece.
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T

Figura 3.9: Intuitivamente, sabemos que la linea negra es mejor predictor que la linea
verde. Imagen extraida de [8]

3.3.5 Maquinas de soporte vectorial

El objetivo de esta seccion es hallar predictores lineales en espacios de dimensiones
mas grandes, y reducir el error derivado del conjunto de entrenamiento, asi como la
complejidad computacional.

La idea principal es encontrar los predictores que dejen mayor margen de error a
las muestras del conjunto de entrenamiento. Por ejemplo, en la figura[3.9 vemos que,
aunque tanto la linea negra como la linea verde separan bien las cuatro muestras para
clasificarlas, intuitivamente pensaremos que es mejor la linea negra.

Formalmente, lo que se busca es resolver el siguiente problema, llamado Hard-SVM:
argmax, ;. ||Wll:lminie[m]|(w, x;) + b|

tal que Vi, y, ((w, x;) + b) > 0.

Proposicion 3.3.  Si existe una solucién del problema anterior, entonces este es equi-
valente a:

argmax, p | wlj=1"MMicim Vi ((w, x;) + b)

Llamaremos y; a min;g;,,y; ({w, x;) + b).
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Una formulacion equivalente como un problema de optimizacién cuadratica es la
siguiente:
. 2 . -
argmin, , ||w||~ : Vi, y, ((w, x;)+ b) >1
Nota3.2. A veces sera mas conveniente trabajar con semiespacios homogéneos. Co-

mo vimos al principio de la seccion de predictores lineales, podemos convertir el pro-
blema anterior en uno homogéneo equivalente:

min, | |w||* : Vi, y,(w,x;) > 1

| Definicion 3.13 (Soft-SVM). A veces no se cumplird la condicion y, ((w, x;) + b) >
1 para algin i, por lo que introduciremos una version, llamada Soft-SVM, que suaviza
esta restriccion introduciendo nuevos parametros:

m
1
. 2
minpe | Allwl?+ - 3¢,
i=1

tal que Vi, y, ((w, x;) + b) >21-6yg 20.

El parametro A servira para controlar el equilibrio entre la norma de w y lo que se
relajan las restricciones.

En ocasiones no podremos clasificar los datos usando predictores lineales, pero
existiran inmersiones que trasladen los datos a espacios de dimension superior, y en
estos si podremos clasificarlos sin problemas. El coste computacional aumenta a cam-
bio de obtener mayor precision. El espacio que se obtiene de la inmersiéon puede ser
de dimension infinita. Un ejemplo visual de lo que se pretende conseguir se encuentra

en la figura

| Definicién 3.14 (El truco del ntcleo). Dada una inmersion y de un espacio X en
un espacio de Hilbert, definimos la funcion nicleo K(x, x") = (y(x), w(x')).

| Algoritmo 3.9 (Maquinas de soporte vectorial lineales con ntcleos). El ob-
jetivo sera resolver el problema

min,, %lel2 + % ;max{O, 1 —yw,yw (xl.))}

Entrada: Conjunto de entrenamiento S = {x;, y;} |
Numero de rondas T
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Figura 3.10: Inmersion de los datos en un espacio de dimension superior para encon-
trar un mejor predictor usando SVM. Imagenes extraidas de [9]]
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. _ _ I NT
Salida: w=Y"_ @y (x;) cona = = 2im a®
Inicializar: fV =0
parat =1,2...,T hacer
Determinar a® = %ﬂ(’)
Elegir i uniformemente en {1,...,m}
Para todo j # i establecer ﬂj(.Hl) = ﬁj(.t)
. m )
siy, 2 o K (x;,x;) < 1 entonces
(+1) _ @
Establecer B, = B, + ¥,
si no
(t+1) _ o)
Establecer p;" " = p,
fin si
fin para

Nota3.3. Para las aproximaciones experimentales que se muestran en el capitulo si-
guiente usaremos el algoritmo SVC de la libreria sklearn, que incluye un parametro C
en lugar del parametro A que encontramos en el algoritmo con las siguientes diferen-
cias: multiplica el argumento a minimizar por i, y luego realiza el cambio C = /%m
Las soluciones que se obtienen de la minimizacion siguen siendo las mismas, pero

ahora la constante por la que multiplica es C.

3.3.6 Multiclases

A veces existiran etiquetas que no sean binarias, es decir, existira un conjunto fini-
to de posibles etiquetas con mas de dos elementos. Para encontrar un predictor que
permita realizar la clasificacién deseada dispondremos de varios algoritmos:

A partir de este momento tomaremos S = {x;, y; ', un conjunto de entrenamiento
talque y, € Y = {1, ..., k}Vi sin pérdida de generalidad.

| Algoritmo 3.10 (Uno contra todos). La idea de este algoritmo serd encontrar k
predictores lineales, uno por cada categoria, y realizar la clasificacion de x aplicando

argmax h;(x). En caso de que haya empate, entonces se tomara uno fijado previamente
i€[k]

(por ejemplo, el que tenga menori).

Entrada: Conjunto S
Algoritmo de clasificacion binaria A
para todoi € Y hacer
Establecer S, = (x,, (=1)'oi#), .., (x,, (—=1)"ow)
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Establecer h; = A(S))

fin para
Salida: h(x) € argmax h;,(x)
i€y
| Algoritmo 3.11 (Todos los pares). La idea de este algoritmo serd comparar pare-
jas de clases. Formalmente, tomaremos para cada 1 < i < j < k una secuencia S, ; que
contendra a todos los elementos de S tales que su etiqueta esi o j. Cada elemento de S, ;
lo etiquetaremos con +1 si su etiqueta esi y con -1 si su etiqueta es j. Luego conseguire-
mos un predictor binario h; ; para cada S, ;, y construiremos el predictor encontrando la

clase que tiene mayor cantidad de "victorias".

Entrada: Conjunto S
Algoritmo de clasificacion binaria A
paratodoi,j € Y tal quei < j hacer
Inicializar S; ; como un conjunto vacio.
parat=1,..,m hacer
Siy, =i, afiadir (x,;, 1) a S, ;.
Siy, = J, afadir (x,,—1) a S, ;.
fin para
Establecer h; ; = A(S; ;)
fin para
Salida: h(x) € ar§eizax Zjey sign(j —i)h; ;(x)

Nota3.4. Todos los algoritmos que usaremos, cuando sean aplicadas a clasificaciones
multiclase, utilizaran el algoritmo de Todos los pares.

3.3.7 Redes neuronales

En este apartado trabajaremos sobre modelos que imitan el comportamiento de las
redes neuronales reales. Utilizaremos grafos dirigidos que no contengan ciclos, y cu-
yos vértices podremos separar en capas segun los vértices a los que estén conectados.

Sea G = (V, E) un grafo dirigido sin ciclos y w : E — R una funcioén peso
definida sobre las aristas. Cada vértice se corresponde con una neurona de nuestra
red neuronal. Podemos expresar V' = Utho V, como union disjunta, de modo que cada
arista de E conecta un vértice de V,_, con un vértice de V,. Las neuronas de V, tienen
como salida los x; a excepcion de la ultima, que tiene salida constante 1.
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Un esquema de una red neuronal con una capa oculta es el de la figura En ella
vemos que la capa de entrada tiene tres neuronas, la oculta tiene tres, y la de salida
tiene dos.

. outputs
inputs

input layer hidden layer output layer

Figura 3.11: Esquema de Red Neuronal. Recuperada de es.wikipedia.org

Sea v,,,; € V,,, una neurona de la capa V,,, y o,,(x) la salida de la neurona v,;.
Entonces el valor que recibe como entrada dicha neurona es:

Y WO V1 )0, ()

1V Uy j)EE

Para calcular el valor que se utiliza como salida se aplica a dicho valor la funcion
o, que normalmente es la funcion signo, una funcién umbral o la sigmoidea, que es
buena aproximacion de la umbral y ademas es derivable (algo fundamental para los
procesos de ajuste que veremos después).

Ala capa V se le llama capa de entrada, a la capa V. capa de salida, y al resto capas
ocultas.

Para modificar la funcion peso utilizaremos el algoritmo Backpropagation, que es
un algoritmo optimizacion de la familia de Gradiente Descendiente y hara que obten-
gamos un buen predictor respecto a los datos de entrada.

| Algoritmo 3.12 (SGD para redes neuronales). Dada una distribucién D sobre
XX Y:

Parametros:
Numero de iteraciones t
Secuencia de longitudes de paso: n,, ..., 1,
Parametro de regularizacion A > 0
Entrada:



46 ANALISIS DE SISTEMAS COMPLEJOS USANDO MACHINE LEARNING

Grafo etiquetado (V, E)
Funcion de activacion diferenciablec : R — R
Inicializar w'V € Rl al azar de una distribucion tal que esté cerca del 0.
para t=1,...7 hacer
Tomar elemento (x,y) ~ D
Calcular el gradiente v; = backpropagation(x,y,w(V , E), ¢)
Actualizar w™) = w® — p, (v; + Aw?)
fin para

Salida: w es el w"” con mejor rendimiento en un conjunto de validacion

El algoritmo de backpropagation se define como:

Entrada: Ejemplo (x,y), vector de pesos w, grafo etiquetado (V', E), funcion de activa-
cionoc : R—->R
Inicializar:
Denotar las capas del grafo V;,, ..., Vi conV, = v, 1, ..., Uy
Definir W, ; como el peso de la arista (v, ;, v, ,;)- Si la arista no existe se define
como 0.
Hacia delante:
Establecer oy = x
parat =1,..T hacer
parai=1,..,k, hacer
Establecer a,; = Zf’:_ll
Establecer o,; = o(a,;)
fin para
fin para
Hacia atras:
Establecer 6 = o — y
parat=T —1,...,1 hacer
parai=1,..,k, hacer
0= Zf:ll W, ;01410 (11 ;)
fin para
fin para

Salida: Para cada arista (v,_, ;,v,;) € E devolver 6, ,6'(a,)o,_, ;

W,

~1,i,j01-1,j

Ademés de las redes neuronales descritas, también llamadas Redes Neuronales Ar-
tificiales, o ANN por sus siglas en inglés, existen algunas variantes, como las redes
neuronales convolucionales, o CNN, las cuales estan especializadas en el reconoci-
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miento de imagenes, y que, a pesar de ser de gran interés para la evolucion actual
de las redes neuronales y de su uso intensivo en tareas de alta complejidad hoy en
dia (llegando a evolucionar en un nuevo tipo de Machine Learning conocido como
Deep Learning) no presentamos con mas detalle al no haber sido utilizadas para este
trabajo. En todo caso, el lector puede encontrar mas informacién sobre ellas en [14].






4 | Resultados Experimentales

En este capitulo se analizan los resultados obtenidos tras aplicar los algoritmos de
aprendizaje anteriormente definidos sobre ciertos automatas celulares. Las especifi-
caciones se definen en la primera seccion, la implementacion se trata en la segunda
seccion, y en la tercera se analizan los datos en si.

Todas las imagenes usadas en este capitulo han sido creadas usando el codigo desa-
rrollado. Concretamente, las graficas se han creado usando la libreria matplotlib de
Python.

4.1 Consideraciones previas

Una vez que se han introducido los autématas celulares y los algoritmos de Machine
Learning a utilizar, hay que tomar una serie de decisiones sobre los autématas que se
van a estudiar y los algoritmos que se van a utilizar. Estos parametros pueden ser
modificados en el codigo.

La metodologia seguida en la etapa experimental que se ha realizado para este tra-
bajo se puede resumir en los siguientes puntos clave:

4.1.1 Autdématas Celulares

— Los autématas celulares seran unidimensionales y tendran frontera circular.

— De las reglas que los definen, se estudiaran las 88 que no son equivalentes entre
si y que representan las clases de equivalencia que se indicaron en el capitulo
correspondiente.
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- Cada automata tendra 100 células, se ejecutaran 131 generaciones por autoémata.

— Se generaran 1.000 experimentos para cada una de las 88 reglas, cada uno de
ellos partira de una configuracion inicial generada aleatoriamente.

4.1.2 Machine Learning

- Los algoritmos de aprendizaje, que se usaran para el reconocimiento de patro-
nes sobre los automatas, utilizaran 750 de dichos autématas para la etapa de
entrenamiento (conjunto de entrenamiento), y los 250 restantes para comprobar
la bondad de su aprendizaje (conjunto de test).

— Los algoritmos usados seran los de clasificacion. Algunos algoritmos de Machine
Learning requieren de algunos parametros, como la cantidad de capas ocultas y
neuronas por capa en las redes neuronales, o el parametro @ que mide la penali-
zacion de la norma de los coeficientes en la regresion de arista.

Estos parametros se eligen por un procedimiento heuristico. En el archivo Main.py
del codigo asociado a cada seccion de ML tendra un apartado dedicado a los pa-
rametros que requiere dicha seccion con el fin de que los parametros puedan mo-
dificarse para hacer pruebas. Debido a que no intentamos realizar comparativas
con otras aplicaciones de ML al aprendizaje de patrones de automatas celula-
res, y este trabajo solo supone una primera aproximacion a este tipo de analisis,
no se ha hecho un especial hincapié en la optimizacion de estos hiperparame-
tros ni se ha seguido un protocolo exhaustivo para su busqueda (por ejemplo,
manteniendo un tercer conjunto de muestras para una validacion final).

— Para cada algoritmo que requiera parametros, se tomara el mejor parametro para
cada automata elegido en un rango finito. Esto significa que la red neuronal que
hemos entrenado sobre una regla puede tener distintas capas ocultas o neuronas
por capa que la entrenada sobre otra regla.

El motivo ha sido el de querer encontrar el algoritmo de aprendizaje que mejor
funciona para cada automata dentro de un mismo tipo de algoritmo, y compa-
rarlo luego con el resto de algoritmos de aprendizaje.

- Se han intentado predecir dos rasgos de los distintos autématas. Por un lado, se
ha intentado predecir la mayoria, en el sentido de predecir si hay mas células
vivas que muertas. En ocasiones llamaremos a este rasgo densidad, en el sentido
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de que se predice si hay mas densidad de células vivas o muertas. Por otro lado,
se ha intentado predecir la evoluciéon temporal de una porcion del autémata:
el estado de la primera célula por un lado, y el estado de las tres primeras células
de cada autémata por otro.

Los datos de entrada que recibe cada algoritmo son la configuracion inicial del
automata y el rasgo a estudiar de la ultima generacion. Por ejemplo, el automata
con regla 0 puede tener como datos de entrada una cadena formada por 0s y 1s
generada aleatoriamente y la mayoria 0, ya que en la regla 0 siempre mueren
todas las células. En el caso de estudiar las tres primeras células, reciben como
datos de entrada la cadena formada por Os y 1s generada aleatoriamente, y la
cadena 000.

Por la forma en que se ha desarrollado el cédigo, pueden crearse con facilidad
nuevas funciones que analizasen otros aspectos de los automatas celulares usan-
do los mismos algoritmos de ML, de modo que el codigo generado sirva también
como una herramienta de experimentaciéon ampliable a otro tipo de cuestiones
derivadas con la evolucion y complejidad de los automatas celulares considera-
dos.

4.2 Implementacion

El c6digo implementado, como se dijo anteriormente, esta escrito en Python y utiliza
las librerias sklearn y matplotlib. Hay varios archivos, y la estructura de estos es la que
sigue:

— Un archivo Main, que es el que llamara a las funciones de creacién de ficheros
de autématas, de creacién y entrenamiento de los algoritmos (ver[4.1), y de crea-
cion de las graficas. En este archivo se definen parametros necesarios, como la
cantidad de automatas celulares que se van a analizar, y se realizan tareas como
la creacion de archivos que recojan la precision de distintos predictores. Aunque
en la figural4.1 solo se vean predictores lineales, este archivo incluye funciones
de creacion de todos los algoritmos.

— Un archivo, llamado Automatas, que contiene las funciones necesarias para crear
automatas celulares correspondientes a las 88 reglas, ficheros que almacenen di-
chos automatas y las funciones que extraen el rasgo a estudiar en cada uno de los
experimentos. En la Figura [4.2 se muestran dos funciones: la funcién Autémata,
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que almacena en un fichero un autémata de una regla, tamafio y con un niimero
de generaciones introducidos como parametros, y la funcion CreacionFicheros,
que crea para cada una de las 88 reglas un nimero determinado de ficheros.

— Un archivo por cada algoritmo de aprendizaje, que contiene dos tipos de funcio-
nes: las de entrenamiento de dicho algoritmo (ver y las de creacion de los
ficheros que almacenen la precision de cada algoritmo para las distintas reglas

(ver[4.4).

En la Figura[4.3] podemos ver como se entrenan los arboles de decision. Primero
se obtienen los datos a estudiar de entre los automatas generados previamente.
Luego, se separan en conjunto de entrenamiento y de test. Se entrenan por ulti-
mo arboles segun distintos parametros y se almacenan Gnicamente los mejores
resultados. Para los otros algoritmos de aprendizaje el c6digo es similar.

Las dos funciones mostradas en la Figura[4.4]son practicamente idénticas, debido
a que lo que hace este codigo es comprobar si existe la carpeta donde almacenar
los resultados, si no es asi la crea, y para cada una de las 88 reglas almacena los
resultados de entrenar arboles de decisiéon o bosques. Para los otros algoritmos
de aprendizaje el codigo es similar.

— Un archivo, llamado Graficas, que contiene las funciones necesarias para crear
graficas que representen la precisiéon con la que los algoritmos predicen las dis-
tintas reglas (ver [4.5). En el codigo mostrado podemos ver la funcion Compara-
Automatas, que lo que hace es crear graficas para las reglas y los rasgos elegidos
en las que comparar la precision de los distintos algoritmos de aprendizaje.

4.3 Aprendizaje

En esta seccién vamos a tomar algunos ejemplos de cada clase de Wolfram (ver[2.3)
y vamos a ver como se comportan los distintos algoritmos sobre ellos al estudiar dife-
rentes rasgos. Aunque solo se muestran los resultados de 8 reglas de las 88 analizadas,
el comportamiento de las reglas mostradas es representativo dentro de las clases.

Las reglas que vamos a considerar para cada una de las clases son:
— Clase I: 0 (Figura[6.1) y 168 (Figura[6.6).
— Clase II: 14 (Figural6.2) y 108 (Figural6.5).
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ametros de entrenamiento

es el numerc de automatas Jgue se wvan a analizar. 5e hara un reparto entre los de entrenamiento vy

E ok e
-
=

¥ Puede szer 'p 'densidad' o 'celula

cligueias = "c
£

¥ Lista co ores de posibles alpha para la regresion de arista y la Lasso

)1, 0.1, 1, 10, 100, 1000]

vl g
£

¥ Lista ¢ los walores de posibles © para la regresion logistica
¢ = [0.001, ©0.0L, 0.1, 1, 10, 100]
# Comentar esta linea si no se desea entrenar los predictores lineales por minimos cuadrados

ey onloimeal  CroacionMionCoind (N, ouiouetnsg)
# Comentar esta linea si no se desea entrenar los predictores lineales por regresion de arista

ey onlameal Croaeciomiogiidege (W, ouiouuoetas, alphi)

# Comentar esta linea si no se desea entrenar los predictores lineales por Lasso
ey onobneall L Crovueni omidog Naaao (N, obiouetas, alphis)
# Comentar esta linea si no se desea entrenar los predictores lineales por regresion logistica

Reyroasionlameal  Croaeiomioglaog (N, cuiouetns, o)

Figura 4.1: Muestra del codigo del archivo Main.

— Clase III: 30 (Figural6.3) y 126 (Figura[6.5).

— Clase IV: 54 (Figura[6.4) y 110 (Figural6.5).

En el apéndice podemos encontrar imagenes de ejecuciones particulares para
el resto de reglas. Hemos tomado estas ocho reglas por representar adecuadamente
el comportamiento de las clases de Wolfram, pero con el cédigo disponible se pueden
repetir con facilidad los mismos analisis realizados sobre el resto de reglas.

Ademas del codigo, en la version digital se adjuntan las graficas con las compa-
raciones de cada subseccion para las 88 reglas, por si se quisiera profundizar en su
analisis.

4.3.1 Aprendizaje global: prediccion de la mayoria

Una vez que se ha disefiado la bateria de programas que nos permiten automatizar
los procesos experimentales de calculo de dinamicas y entrenamiento de algoritmos,
nuestro primer experimento sera el de ver hasta qué punto, para las distintas reglas
consideradas y con las ejecuciones aleatorias almacenadas, los diversos algoritmos de
aprendizaje son capaces de predecir el valor de la mayoria tras 130 pasos evolutivos.
El valor de 130 no tiene ninguna caracteristica esencial, pero si es lo suficientemente
grande como para que se supere el horizonte de prediccion que de forma natural se
podria observar si los algoritmos de aprendizaje memorizaran la evoluciéon punto a
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def futomata (rogla,dirkichero):

# Creacion de las celulas iniciales aleatorias.
i = ' jodn (raodom, chodee (00" for a0 1n raoago (oomerolo i) )
# Interpretacion de la regla introducida
oo = Binbyio (rogla)
occighbowrs2oowstate =
""" oumira[7],
TO01": wvamrro[6],
TOLO": mmro[5],
TOL1": wvomrro[47,
TlO0": omro[3],
T101%: ovamrro[27,
"l10"%: omro[l],
P111%: ovoamrro [0,
1
it o= open (dior)tichero, "w')
# Para cada iteracion se escribe en el fichero una linea de celulas, gue evolucionan desde
for i in waoage (gooooriaeionoesg)

ot (undivorse + ')
peiworae = wediwerse DoomeroCe bolane-17 + wnivorae £ owniverse[0]

el = ' jodn (nedghbowrsdoowstate Do verge [La43]] for i in wamugo (ovomdrolololas) )
Atz ()

ficheros de las 88 reglas gue no son egquivalentes a ninguna otra.

seafoioominioig

iyl = i

if nmot ous.path.isdinr{'c:/ fautomata' + stre{i)):
o mkdin{"c: it + airfi))

for ;) in raouge (oomeroliichorros)
dioriichorog = "o

+ sur{i) + "/ejemplo' + sur{]) + '.c=c’

Motoominio (roglag,

Figura 4.2: Muestra del codigo del archivo Automatas.

punto.

Las figuras a muestran la precision obtenida por los algoritmos cuando
han tratado de predecir si habia mas densidad de células vivas o muertas:

Como era de esperar, todos los algoritmos predicen con probabilidad 1 el problema
de la mayoria para los autématas de la clase I de Wolfram (en los ejemplos mostrados,
representadas por las reglas 0 (Fig. y 168 (Fig. [4.6b)). Esto se debe a que los
elementos de esta clase evolucionan a un estado estable y homogéneo, por lo que la
mayoria sera siempre la misma.

Por otra parte, aunque los automatas 14 y 108 pertenecen a la clase II de Wolfram,
los algoritmos de ML utilizados son capaces de predecir con probabilidad 1 la regla
108 (Fig. [4.7b)), pero no son capaces de predecir la regla 14 con probabilidad mayor a



4. RESULTADOS EXPERIMENTALES 55

def Lrbol (rogla, N, olioguoeias, proil)

¥ Obten n de los datos sobre los gue se trakaja
¥ o= A Datos (roegla, N, oo
Separaci e los datos e
P g La pro n
i Lradn Lost split (s, y,random stateo

Cin owaeegye (1, porodidl) o
wrae = DecisiontreeClassiiion (max dopih=i, random siuate=0)
wree il (s Lradn, v olrain
ace = wree.score (0 wesi, yobesi)
if ace > beost ace
bl e = Ao
hast dopih = 0
bosi, ace Lradn = Lree.scone (& Leadn, v Leain)
return bosi dopithn, bosi ace eadn, bost ace

Figura 4.3: Muestra del codigo del archivo ArbolDecision (I).

0.6. Esto se debe a que, aunque en ambas reglas la mayoria se estabiliza, la regla 14
(Fig. depende de la configuracion inicial y en la regla 108 siempre hay mas células
muertas que vivas (ver[6.5). Aunque esto tiene un sentido légico (de los grupos de mas
de 3 células vivas adyacentes solo sobreviven las de los extremos, por lo que habra
muchas mas vivas que muertas), esto es algo que han aprendido los algoritmos por su
cuenta, y es donde reside su potencial: encuentran patrones que quizas las personas
no detectan.

Por otra parte, también extraemos una primera conclusion, y es que el compor-
tamiento de los diversos algoritmos no va a ser uniforme dentro de cada clase de
complejidad de autématas, por lo que haria falta hilar mas fino para poder clasificar
la complejidad del autémata por medio de la dificultad que encuentran los algoritmos
de aprendizaje para su prediccion.

Como era de esperar, la precision de los algoritmos para las reglas 30 (Fig. y
126 (Fig. esta en torno al 0.5. Esto se debe a que ambos automatas pertenecen
a la clase III, y por tanto siguen un comportamiento caodtico, pero aun asi algunos
algoritmos estan mas cerca de predecir la mayoria con probabilidad 0.6 que con 0.5, 1o
que significa que ya son mejores que el azar y estan aprendiendo patrones parciales
del comportamiento cadtico de los automatas.

Finalmente, para las regla 54 (Fig.4.9a) y 110 (Fig. [4.9b) se obtiene una sorpresa.
Aunque los resultados para la regla 54 son los esperados de un autémata complejo
(los algoritmos aprenden un poco, pues apenas superan una precisiéon de 0.6), para
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Creacionfrboles (N, cUiguouans, proil)
if not ou.path.iadin('c: /Aut tas/Resultados'):
on.mkdin ("o /2

dirkichero = 'c s/arboles_' + ocuiquetas + '.cxc!
il = opon{dicrichero, "
for rogla in Al clasoeafoiomaiag:
depadn, e Lraing e Lest = Arbol (regla, N, eliguetas, prodl)
Powedio (sl (rogla) + 707 4+ st (depih) + 7"+ st (ace Leadn) + 70" 4+ st (ace ost) + o)
Acenloae ()
CreacionBosgue (N, ciiguoias  niorbolons  prodl) @
if not os.path.isdis('c ='):
odp.mkdin (o SRutor
dirkicherg = ! sque_ '+ eliguetas + 'L oHT!
i = open (dinicherro,
for rogla in Al clasosfoiomiaiiag:
il amatong, ace beaing, ace tost = Bosgooe (cogla, W, oligeoetas, oirbolos, poodl)
Paowedio (e (roegla) + 07T+ s (eestimatons) + 70" 4+ st (ace Leadn) + 070" 4+ se(aee ost) + That)

deelose ()

Figura 4.4: Muestra del codigo del archivo ArbolDecision (II).

la regla 110 casi todos los algoritmos predicen la mayoria con probabilidad casi 1, a
pesar de pertenecer a la clase IV, y por tanto tener un comportamiento complejo. Esto
significa que los algoritmos estan aprendiendo algin patrén subyacente que no se ve
a simple vista.

Es aqui donde destaca la utilidad de la aproximacion realizada ya que, a pesar de
ser un comportamiento complejo (no caético), los algoritmos de ML proporcionan
aproximaciones suficientemente buenas a la aproximacion de la complejidad. Sin em-
bargo, la utilidad de este aprendizaje podria estar limitado por un hecho muy simple,
y es que sila mayoria del automata varia poco durante su evolucion (hay que tener en
cuenta que se basa en una medida agregada), entonces no hay extraccion de patrones,
sino aproximacion de un valor practicamente constante, por lo que el error cometido
sera bajo.

4.3.2 Aprendizaje local: prediccion de una célula

Abordamos ahora un problema diferente, que es el de intentar predecir el comporta-
miento de una seccion local de la evolucidn (a diferencia del experimento anterior, en
el que se intentaba predecir una caracteristica global del sistema). En concreto, en este
segundo experimento nos planteamos el estudio de hasta qué punto los algoritmos de
aprendizaje son capaces de predecir el valor de una de las células del sistema (una en
concreto prefijado). Aunque el comportamiento de los automatas es determinista, y
las reglas de evolucion de los autématas considerados son locales (solo dependen de
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def Comparalfutomatas (rogla, oligooetas):
# S5e crea una lista con todos los ficheros donds estan almacenados los datos de los algoritmos de |
# aprendido respecto al rasgo dado
dlieminron = [ 1

T iricigocias + ".toxt',
omatas 3dos/ = U4 cliguetas + 00
T4 edicigoetas + ' ooxt',

ica ' 4+ otigooeias + '.oxtt,
U+ eiciggauricas + T oTHTT,
B I

TocLas + ".txt',

[T TR T )

T4 ecigacioas + ' LtxET,

o
7]

_ o+ eldguetas + ".oxt',
1 " 4 eldgeetas + ' .oET',

o4 oicigquoeias + "Ltxt']

w

o of o o o o o

)

2 —_
o= giur(rogla
i = [1
# 5= crea la grafica
gl Ll ()

# Por cada algoritmo, se busca la precision en £l automata dado
for i in dlchoros:

A= o (i, 'x')
Lineas = [Linc.rstrip('\n") for Ling in i)
for limea in Lincias:

Loy = Lo, spliic ()

if imia[0] == r:

s appond (ELoat (Lo [ Lo (Linea) -17) )
# Se dibujan las barras gue representan a cada algoritmo
pli . bive ([0 for i in waoge (Lon(Glicheros) )1, roes)
# S5e escribe el titulo
pli.iiile (' Comparacion regla " + r + " para ' 4+ ouigooeiian)
# Se etiquetan las barras con los algoritmos correspondientes
amgdiers = mpraorameyo (Lo GiLLomboaroas) )
daton = Guple ([ "minCuad’ ! Arista', '"reglasso', 'reglogistica', 'AdaBoost', 'Arboles', 'Bosgue'
" weuronal’, "1}
prliccxicicks Cooddiee, datons, rotacion="vertical')
# 52 ajusta el limite del eje ¥
i ylim(-0.2, 1.1)
# 5i no existe la carpeta, se crea. Luego, se guarda la imagen correspondiente.

os/Graficas'y:

if mot os.path,isdic("c:

oy mkdior (7
Bl mivodlig (o 1o 3f i =/" + ouigeoetas + ' regla ' o+ o 4+ '.png', bbox iochoss

# Se elimina la figura para evitar problemas
el . inlinipe ()

Figura 4.5: Muestra del codigo del archivo Graficas.

los vecinos), al haber dejado pasar muchos pasos de evolucion el valor de cualquiera
de las células realmente depende de un radio mucho de mayor de valores de célu-
las adyacentes, por lo que el algoritmo no puede simplemente memorizar o aprender
una regla local para ser capaz de predecir con ciertas garantias el valor de una célula
concreta conociendo unicamente la configuracién inicial y el nimero de pasos.

Como estamos tratando el problema de prediccion para una célula que puede tomar
dos valores, cualquier prediccién que supere con un cierto margen el valor de 0.5
estara mostrando un comportamiento de aprendizaje predictivo de patrones.

Las figuras (Figura a(4.13b) muestran la precision obtenida por los algoritmos
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Comparacion regla 0 para densidad

Comparacion regla 168 para densidad
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(a) Aprendizaje de la regla 0. (b) Aprendizaje de la regla 168.

Figura 4.6

cuando han tratado de predecir la primera célula de cada autéomata:

Como es normal, los algoritmos de aprendizaje utilizados predicen con probabilidad
1 la primera célula del autémata para las reglas 0 (Fig. y 168 (Fig. ya

que, como hemos comentado, pertenecen a la clase I de Wolfram y por tanto llegan a
estados homogéneos.

Considerando los automatas de la clase II de Wolfram, tenemos que para la regla 14
(Fig.[4.11a) los algoritmos apenas mejoran el azar. Sin embargo, para la regla 108 (Fig.
la prediccion de la primera célula tiene una precision de mas de 0.8, 1a cual en si
misma es bastante buena, pero cuando observamos el aspecto (Ver del automata,
resulta sorprendente que no sean capaces de predecir con precision casi 1 la primera
célula de un automata que se estabiliza siempre.
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Comparacion regla 108 para densidad
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Figura 4.12

De nuevo, la precision de los algoritmos sobre las reglas 30 (Fig. |4.12a) y 126 (Fig.
4.12b) esti en torno a 0.5. es decir, similar al azar. Era lo esperado por ser caoticos

(pertenecen a la clase III de Wolfram).
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Comparacion regla 30 para densidad

Comparacion regla 126 para densidad
1.0 1.0
0.8 1 08 1
0.6 064
0.4 0.4
021 024
0.0 0.01
—0.2 T T T T T T T T T T -0.2 T T T T T T T T T T
o ® =] ] i ] o o © = o o =] o & v o ) = =
c % o @ § § & & 3 c & = ° % % g g 3
E & & S 7 z £ E ¢ & S5 % I =
o b=l o o
2 g g &
(a) Aprendizaje de la regla 30. (b) Aprendizaje de la regla 126.
Figura 4.8
Comparacion regla 54 para celula Comparacion regla 110 para celula
1.0 10
0.8 0.8
0.6 061
0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 0.0
-0.2 —_———————————————— 0.2 -—
b=l o =] @ i ] LY w T = o ® o o = n v v = =
c % v @ § % & & 3 £ % = % & & g8 & 3
E & &t 3 3 i £ E 8 & § 3% : ¢
o -] o =
& & e &
(a) Aprendizaje de la regla 54. (b) Aprendizaje de la regla 54.
Figura 4.13

Respecto a las reglas 54 (Fig.|4.13a) y 110 (Fig. [4.13b), tenemos que las precisiones

obtenidas son similares a las de los automatas de la clase III. Esto concuerda con lo que
sabemos de los automatas complejos: estudiando individualmente cada célula no se
localizan patrones, pero estudiando determinados rasgos mas generales pueden surgir
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Comparacion regla 54 para densidad Comparacion regla 110 para densidad

1.0 A 1.0

0.8 1 081
0.6 064
0.4 0.4
0.2 1 021
0.0 1 i

0.0

)

@

ES
S

[X)
[N}

—0.2 T T T T T T -0.2 T T T T T T T T T T
b=l ® a m b n [ w © = k-] o o @ b ) @ 0 = =

e =1 o =

E ? B 2 g = & 3 2 E 2 0?8 g T 8 £ ¢

on o o o

e @ & &

(a) Aprendizaje de la regla 54. (b) Aprendizaje de la regla 110.
Figura 4.9

propiedades interesantes.

4.3.3 Aprendizaje local: prediccion de tres células

Vamos a poner condiciones un poco mas fuertes para los algoritmos de aprendizaje
y estudiar como se comportan con un problema de aprendizaje local pero que invo-
lucra a un segmento, y no a una sola célula. En este caso, analizaremos la capacidad
de prediccion de 3 células consecutivas del automata tras la evolucion de 130 pasos.
En este caso, convirtiendo el problema en un problema de prediccion binario (si es
capaz de predecir correctamente las 3 células o no) vemos que una decision al azar
conllevaria una probabilidad de acierto de 1/8 (0.125), por lo que cualquier valor que
supere con cierto margen esa cantidad mostraria un aprendizaje significativo.

Las figuras (Figura[4.14a)a[4.17b) muestran la precision obtenida por los algoritmos
cuando han tratado de predecir las tres primeras células de cada autémata:

De nuevo, como se podia intuir, todos los algoritmos predicen con probabilidad 1
las tres primeras células para los automatas de la clase I de Wolfram: las reglas 0 (Fig.
4.14a)) y 168 (Fig. [4.14D). La razon es la misma que antes: al evolucionar siempre al
mismo estado homogéneo, los algoritmos aprenden que siempre va a dar el mismo
resultado, sin importar la entrada.



62 ANALISIS DE SISTEMAS COMPLEJOS USANDO MACHINE LEARNING

Comparacion regla 0 para celula

Comparacion regla 168 para celula
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Figura 4.10

Para las reglas 14 (Fig. y 108 (Fig.[4.15b), ambas de la clase I de Wolfram, las

cosas cambian bastante.

Aunque antes los algoritmos predecian con probabilidad 1 la mayoria para el au-
tomata 108, ahora la mayoria de algoritmos de aprendizaje predicen las tres primeras
casillas con probabilidad en torno a 0.6 (salvo por los arboles de decision, que alcan-
zan un pico cercano al 0.9). En comparacion al azar, con precision 0.125, esta bastante
bien, ya que aumenta la precision en 0.4 en la mayoria de los casos, y los arboles de
decision aprenden bastante bien el funcionamiento de este automata.

Para la regla 14 los resultados son mucho peores, aunque su prediccion mejora el

azar: la precision de los algoritmos esta en torno a 0.2. Lo que supone una mejora
porcentual considerable.

Esto nos indica que, aunque los autématas de la clase II puedan ser similares en
algunos aspectos, en ocasiones encontraremos algunos que sean faciles de aprender
por parte de los algoritmos, y otros que se resistiran a estos.

Pasando a los autématas de la clase III, para la regla 30 (Fig.[4.16a), como era de es-
perar, la precision es parecida a la del azar, tal y como pasaba en el caso del problema
de la mayoria. Nuestro objetivo no esta en la posible prediccion de la evolucion del
autémata en el caso cadtico, y no porque sea imposible, sino porque los algoritmos
que hemos usado de ML son muy béasicos y no son capaces de aprender sin memoria
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Comparacion regla 14 para celula Comparacion regla 108 para celula
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Figura 4.11

a partir de una muestra temporal.

Para la regla 126 (Fig. |4.16b) podemos observar cierta mejoria: la mayoria de al-
goritmos tienen una precisiéon de en torno a 0.2. Aunque es algo mejor que el azar,
tampoco nos da resultados significativos.

Esto nos permite deducir algo que esperabamos, y es que, debido al caos subyacente
alos automatas de la clase II, las predicciones de los algoritmos de aprendizaje basicos
seran bastante pobres cuando nos enfrentemos a dinamicas caoticas.

Por ultimo, tanto a la regla 54 (Fig. como a la regla 110 (Fig. les pasa
algo similar a los de la clase III de Wolfram: el caos subyacente hace que sea dificil

para los algoritmos de aprendizaje predecir las tres primeras células del autéomata tras
un numero fijo de iteraciones, y los resultados no son mucho mejores que los del azar.

Reservamos para el ultimo capitulo de la memoria el conjunto de conclusiones que
podemos extraer de los experimentos realizados.

4.3.4 Otros experimentos

Aunque en las secciones anteriores nos hemos centrado en los métodos de clasifica-
cion por la naturaleza de los rasgos estudiados, se podrian realizar otras aproximacio-
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Comparacion regla 0 para porcion Comparacion regla 168 para porcion

(a) Aprendizaje de la regla 0. (b) Aprendizaje de la regla 168.
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Figura 4.14

nes que utilizasen métodos de regresion, como puede ser la predicciéon de la densidad
final de los autématas (al final de los pasos dados). Los experimentos adicionales que
indicamos en este apartado se muestran solo a modo de ejemplo, como muestra del
tipo de analisis de la complejidad de los automatas que se puede llevar a cabo, asi
como de la capacidad predictiva de los algoritmos usados.

La densidad de un autémata en una configuracion determinada se define como:

n° de células vivas
n° de células

Densidad =

Utilizando, por ejemplo, el algoritmo de regresiéon por minimos cuadrados se con-

siguen las precisiones que se ven en la figura para los 88 autématas sefialados a
lo largo de esta memoria.

La implementacion del algoritmo de regresion por minimos cuadrados que hemos
usado mide el coeficiente R? de la aproximacién y compara los resultados del algorit-
mo con el azar. Si el algoritmo es mucho peor, se obtienen valores negativos. Se debe
tener en cuenta que existen algoritmos de regresion (por ejemplo, las redes neuro-

nales) que pueden obtener resultados mas interesantes que los arrojados por nuestra
prueba.

Como era de esperar, los resultados de prediccion usando esta regresion sobre au-
tomatas minimamente complejos son muy pobres.
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Comparacion regla 14 para porcion Comparacion regla 108 para porcion
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Figura 4.15

Por otra parte, también es interesante analizar qué ocurre cuando se consideran
métricas como la distancia entre las soluciones obtenidas en la prediccion de tres cé-
lulas en comparacién a la configuracion real arrojada por la simulacion del automata.
No es lo mismo predecir una de las tres células erroneamente, que predecirlas todas
mal.

En las figuras [4.19] [4.20] [4.21] y [4.22] se muestran mediciones de la distancia de Le-
venshtein media entre las predicciones obtenidas y las soluciones reales para los 8

automatas estudiados (esencialmente, se mira el niimero de errores que se pueden
cometer, que por las caracteristicas del experimento disefiado, puede varias entre 0 y
3). Obsérvese que, en el caso de estar trabajando con cadenas binarias, la distancia de
Levenshtein coincide con la distancia de Manhattan.

Teniendo en cuenta que la distancia maxima es 3, en las graficas indicadas podemos
observar resultados similares a los obtenidos con los experimentos anteriores: para los
autOmatas de la clase I de Wolfram se obtiene una distancia media 0; los de la clase
IT estan uno en torno a 1.5 y el otro muy por debajo (en torno a 0.5); y los de la clase
III y IV estan en torno a 1.5 debido al comportamiento cadtico o complejo. Se podria
estudiar intentar optimizar los algoritmos para que penalizaran ademas la distancia
Manhattan, obteniendo asi mejores resultados.
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Comparacion regla 30 para porcion Comparacion regla 126 para porcion
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Figura 4.17
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(a) Distancia de Levenshtein para la regla 0.
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5 | Conclusiones y Trabajo Futuro

5.1 Conclusiones

En el caso de los automatas celulares, hemos podido extraer las siguientes conclu-
siones:

e Los automatas de la clase I de Wolfram, como era de esperar, son facilmente
aprendibles por los algoritmos de ML.

« Ciertos rasgos de algunos automatas de la clase II de Wolfram pueden ser
aprendidos hasta cierto punto y dependiendo del autémata, aunque algunos
algoritmos pueden obtener resultados muy buenos (ver Figura 4.15b).

« Los autématas de la clase III de Wolfram son dificilmente aprendibles por parte
de los algoritmos, debido al caos que subyace en ellos. Es precisamente en este
tipo de dinamicas cadticas donde debemos esperar el rendimiento méas pobre
en la busqueda de patrones, ya que este comportamiento es el mas cercano al
aleatorio que se puede conseguir por medio de un sistema determinista.

« Los automatas de la clase IV de Wolfram tienen rasgos que no son aprendibles
por los algoritmos de ML, y otros que son facilmente aprendibles (ver Figura
[4.17b]y Figural[4.9b). Esta clase es la mas interesantes desde el punto de vista del
aprendizaje, ya que, pese a presentar un grado de complejidad muy elevado,
su comportamiento no es caético y podemos observar patrones visuales que
indican que hay reglas subyacentes no explicitadas todavia.

Sin duda, los algoritmos de ML utilizados para realizar este estudio han sido cla-
ramente insuficientes. Por supuesto, los objetivos originales del trabajo no cubrian la
posible aplicacion de algoritmos mas complejos (usando redes neuronales recurrentes
0 con memoria), y se centraban mas en justificar y motivar el uso de ML para el ana-
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lisis de la complejidad, en este caso representada por la dindmica determinista, pero
compleja, de pequenios automatas.

En este sentido, y a pesar de la pobreza de los resultados obtenidos desde un punto
de vista experimental, se consideran cumplidos los objetivos planteados y, como debe
ser en todo trabajo de iniciacién a la investigacion, son mas interesantes las puertas
que abre que las que ha conseguido cerrar.

Un apunte extra a considerar es que si comparamos los resultados obtenidos de
entrenar algunos algoritmos sobre todas las reglas, con los obtenidos de entrenar otros
algoritmos sobre las mismas reglas, a veces unos obtienen resultados mejores que los
otros y otras veces es al revés. Por ejemplo, se muestra a continuacion la comparacion
entre los resultados obtenidos por los arboles de decision y los obtenidos por las redes
neuronales (Fig.[5.1). En un momento de auge de las redes neuronales, y a pesar de
ser modelos mucho mas flexibles para muchisimos de los problemas planteados en
Inteligencia Artificial, parece mostrarse aqui una version local del Teorema No-Free-
Lunch, en el que no hay un algoritmo de aprendizaje que supere a los demas en todos
los casos posibles.

5.2 Trabajo Futuro

Por una parte, aunque el problema de clasificar cada automata en una clase es in-
decidible (ver[2.4), observando las precisiones obtenidas por los distintos algoritmos
se puede estimar una primera clasificaciéon basada inicamente en los resultados ex-
perimentales y el rendimiento dado por los diversos algoritmos:

Los autématas que permiten precisiones similares a las del azar pertenecen a la
clase Il y los que obtienen precision 1 pertenecen a la clase I. Algunos automatas de
la clase IT y los de la clase IV necesitarian de mas trabajo para ser distinguibles, quizas
de mayor potencia computacional, mayor entrenamiento, y un cambio en el tipo de
algoritmos utilizados.

En este sentido, es interesante poder asociar la complejidad del automata a la del
algoritmo mas sencillo que es capaz de predecir su dinamica. Algo que se relacio-
na con las técnicas que estudian la complejidad de un sistema desde la complejidad
descriptiva de los sistemas que lo simulan.

Por otra parte, el enfoque dado a este trabajo se puede extender ahora en direc-
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Arboles VS Redes Neuronales
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Figura 5.1: Comparacion entre la precision alcanzada por los arboles de decision y la
conseguida por las redes neuronales

ciones claramente diferenciadas, pero que convendria abordar de manera unificada y
sistematica:

« Aumentando la dimension y/o el tamario de los autématas. Hay sistemas bidi-
mensionales cuya complejidad evolutiva ha sido tratada desde varios angulos,
y que seria interesante abordar ahora con las herramientas computacionales
de busqueda de patrones que se estan desarrollando para otras areas (como
las nombradas Redes Convolucionales). Entre estos autdmatas de dimension
superior destaca el conocido Juego de la Vida, cuya dinamica compleja se ha
demostrado ilimitada y con una potencia de calculo similar a las maquina de
Turing.

« Aumentando la cantidad de ejemplos de entrenamiento y test que se les da a
los algoritmos de aprendizaje. Es sabido que el tamafio y calidad de los con-
junto de entrenamiento son esenciales para obtener resultados predictivos in-
teresantes en todos los modelos de ML. Cuando tratamos con dinamicas que
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se saben complejas (incluso caodticas), este factor se hace mas acuciante, ya
que el espacio de fase en el que se mueven las drbitas de las configuracio-
nes de los sistemas crece exponencialmente y responde a factores mucho mas
desconocidos.

Utilizando distintos algoritmos de aprendizaje a los aqui usados, o distintos
parametros para los mismos algoritmos. Como hemos comentado en parra-
fos anteriores, el uso de modelos tan simples es un limitante a la capacidad
de reconocimiento de patrones complejos. Ademas, hemos de afiadir que nin-
guno de los modelos utilizados esta disefiado especificamente para el recono-
cimiento de patrones temporales (caracteristica fundamental de los autéma-
tas estudiados), por lo que la introduccion de modelos mas complejos, mejor
adaptados a los estudios de dinamicas, y con mayor capacidad de ajuste, pue-
de ser un factor determinante para poder aumentar la prediccion y mejorar la
clasificacion resultante.

Estudiando otros aspectos de los automatas celulares que no sean la densidad
o un trozo de estos. De nuevo, el proceso de simplificacion necesario para los
objetivos y caracteristicas de un Trabajo Fin de Grado, nos han llevado a plan-
tear un conjunto muy limitado de posibles experimentos a realizar. La elecciéon
ha sido clara: tomar una métrica local de la dinamica (el estado concreto de 3
de las células del autémata) y una métrica global (la densidad del automata),
pero seria deseable realizar un conjunto mas amplio de experimentos sobre
otro tipo de métricas con el fin de eavluar también hasta qué punto reflejan la
dinamica compleja del proceso subyadente.

Extender esta forma de trabajo podria dar lugar a la creacion de un algoritmo que

nos permita clasificar los automatas en clases (ya sean las de Wolfram, las de Culik-Yu

o las de Li-Packard) con una probabilidad alta a pesar de ser un problema indecidible,

o a descubrir rasgos sobre los automatas que nos permitan avanzar en otros campos

mas alla de la matematica, como pueden ser la fisica, la biologia o la ingenieria.

Como uno de los resultados fundamentales de este trabajo creemos que queda de-

mostrado que no es necesario acudir a sofisticados generadores de complejidad para

poner a prueba y ver los limites de nuestras herramientas matematico-computacionales

de reconocimiento de patrones, es suficiente acudir a pequefios inventos matematicos

para encontrar un campo de juego lo suficientemente complejo como para disponer

de retos que justifiquen la profundizacion y mejora de técnicas de aproximacién y

prediccion.
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Por tultimo, la posibilidad de crear una base de datos publica a la que contribuir
anadiendo los algoritmos de ML que mejor hayan aprendido un determinado rasgo
de un determinado autémata puede ser una buena idea a largo plazo. Por una parte
puede ayudar a descubrir propiedades de los automatas, y por otra puede plantear
nuevos desafios a la hora de intentar predecir rasgos de automatas caoéticos.






6 | Apéndice

En este capitulo se incluyen muestras de las 88 clases de equivalencia de automa-
tas celulares unidimensionales. Todos parten de una configuracion inicial aleatoria, y
permiten hacerse una idea con un simple vistazo de la complejidad de cada autéomata.
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