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❚❤✐s Pr❡❢❛❝❡ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ❝♦♥✲
t❡♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❛r❡ ❜r✐❡✢② s✉♠♠❛r✐③❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❧✐st ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❛✉t❤♦r ✐s r❡♣♦rt❡❞✳

❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

■♥ r❡❝❡♥t ❞❡❝❛❞❡s✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡rs ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ✈❡r② ♣♦♣✉❧❛r ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢
❡❧❡❝tr✐❝ ❞r✐✈❡s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❝♦♥tr♦❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡rs ❛♥❞
❡✈❡r② ②❡❛r✱ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧✇❛②s ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠✐❝r♦♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❧❡❛❞
t♦ ♥❡✇ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤✐s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✇✐❞❡
r❡s❡❛r❝❤ ♦❢t❡♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❤❛r❞❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♦t❤❡r ✇❡❧❧✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞
t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❤②st❡r❡s②s ❝♦♥tr♦❧ ✇✐t❤ ♣✉❧s❡✇✐❞t❤ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ❛r❡ st✐❧❧
t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ❛ ❣r❡❛t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥s ♦❢ t❤❡✐r
❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✿ ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡
s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r✱ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❣♦♦❞
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡s❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❛t✉r❡s✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❡①t❡♥✲
s✐✈❡ r♦♦♠ ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣❛✐♥❧❡ss t♦ ♣r♦♣♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡
❢♦r ♣❡♦♣❧❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ ✐♥❞✉str② ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣❡t❡ ✇✐t❤✱ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② t♦ r❡♣❧❛❝❡✱ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
♠❡t❤♦❞s✳

❉❡s✐r❛❜❧②✱ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡❧❡❝tr✐❝ ❞r✐✈❡s ❤❛s t♦ ❜❡ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❡❛s✐❧② ✉♥❞❡r✲
st❛♥❞❛❜❧❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❘♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞
r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✱ ❜❡②♦♥❞ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳ ❤♦♠❡ ❛♣♣❧✐❛♥❝❡s ❛♥❞ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡✳

■♥ t❤✐s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ❝♦✉❧❞ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♠✲
♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❣❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧
✐s ❛ ✇✐❞❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❢✉t✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r ✐♥
♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❝t✉❛t✐♦♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr♦❧ t❡❝❤✐q✉❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥❝❡♣ts t❤❛t ❛r❡
❡①tr❡♠❡❧② s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❜❡s✐❞❡s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧✱
t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s✐♠♣❧❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❋✐♥✐t❡ ❈♦♥tr♦❧ ❙❡t ❛❧❧♦✇s ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡r ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② s✐♠♣❧❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❇❡②♦♥❞ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞✳ ❋✐rst✱ ✇✐t❤

✶



✷ Pr❡❢❛❝❡

♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝❛s❝❛❞❡❞ str✉❝t✉r❡ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ✈❡r② ❢❛st
tr❛♥s✐❡♥t r❡s♣♦♥s❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡
♥❡❡❞ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✇❤❡♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ st✉❞② Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥tr♦❧
♦❢ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❛♥❛❧②s✐♥❣ ❛♥❞ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ s♦♠❡ ♦♣❡♥ r❡s❡❛r❝❤ t♦♣✐❝s r❡❣❛r❞✐♥❣
t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t✇♦ ♠❛✐♥ ❛s♣❡❝ts ❛r❡ st✉❞✐❡❞✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛
♣r❡❝✐s❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❞r✐✈❡ ❛ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♠❛✲
❝❤✐♥❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❚♦rq✉❡ ♣❡r ❆♠♣❡r❡✱ t❤❡ ❋❧✉① ❲❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠
❚♦rq✉❡ ♣❡r ❱♦❧t❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛r❡ str✐❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠✐s♠❛t❝❤ ♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧ ✐♥❛❞✲
❡q✉❛❝✐❡s✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❝❛✉s✐♥❣ ❛ ✇♦rs❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
♦❢ t❤❡ ❞r✐✈❡✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❝♦♠♠✐t❡❞ t♦ st✉❞② t❤✐s ❛s♣❡❝t✱ ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡
❡✛❡❝ts ♦❢ ♠✐s♠❛t❝❤❡s ❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❢♦❝✉s✐♥❣ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥ t❤❡ ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢
✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❆ ♥♦✈❡❧ ♠♦❞❡❧✲❢r❡❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s
❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ✐♥❛❞❡q✉❛t❡ ♠♦❞❡❧✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈❡ ✇❤✐❧❡ ❛ss✉r✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st
♣♦✇❡r ❧♦ss❡s ✐♥ ❡✈❡r② ✇♦r❦✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛ ♣r♦♣❡r ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s t♦ ❜❡ ✉s❡❞✳
■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ r❡❣✉❧❛t♦r ❛❜❧❡ t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡
tr❛❥❡❝t♦r② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ✐s ❛ ❝♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❤②st❡r❡s✐s ❝♦♥tr♦❧ s✐♥❝❡ ✐ts ❛✐♠ ✐s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❡rr♦r ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❤②st❡r❡s✐s ❜❛♥❞✳

❚❤✐s st✉❞② ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈✉rr❡♥t ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s
❘❡❧✉❝t❛♥❝❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t
❢❡❛t✉r❡s ❤✐❣❤ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t②✱ s✉♣❡r✐♦r r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✱ ❤✐❣❤ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ✐t ✐s ❝♦st ❡✛❡❝t✐✈❡
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡ts ❛♥❞ ❝✐r❝✉✐ts ✐♥ t❤❡ r♦t♦r✳ ❇❡s✐❞❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥✱ ✐ts ❝♦♥tr♦❧ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✮ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐✈❡
❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡s ❛♥❞ ❢♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ✐t ✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t ❝❛s❡ st✉❞②✳

❖✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s

❍❡r❡❛❢t❡r✱ t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡❛❝❤ ❈❤❛♣t❡r ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❛r❡ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡❞✿

❈❤❛♣t❡r ✶ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s r❡❧✉❝t❛♥❝❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳
❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ✜rst ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❞♦✉❜❧②✲❢❡❞ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡
♠❛❝❤✐♥❡ t❤❛t ✐s t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤❡
♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♥♦ ❤②st❡r❡s✐s ❛♥❞ ♥♦ ❡❞❞② ❝✉r✲
r❡♥ts✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t②✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ ♥♦ ✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✱ ✐s
st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡ s②st❡♠ ✐s ❧❛t❡r tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t✇♦ ♣❤❛s❡
♠❛❝❤✐♥❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ s♣❡❝✐✜❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡❧✉❝t❛♥❝❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r♦t♦r ❝✉rr❡♥ts✳

❈❤❛♣t❡r ✷ ❚❤❡ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈✉rr❡♥t ❈♦♥tr♦❧ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢
t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝



Pr❡❢❛❝❡ ✸

❝❛s❡ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥♦✉s r❡❧✉❝t❛♥❝❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❙♦♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦♥
t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ✐♠♣r♦♣❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❤❡♥
❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❞❡s❝r✐❜❡s ▼♦❞❡❧✲
❜❛s❡❞ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧✲❢r❡❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠✐s♠❛t❝❤✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ r❡❣✉❧❛t♦r ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ▼♦❞❡❧✲❢r❡❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ♠❡r✐ts ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r
st❛❣♥❛t✐♦♥ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞✳

❈❤❛♣t❡r ✸ ▼♦❞❡❧✲❢r❡❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ s❝❤❡♠❡s s✉✛❡r ❢r♦♠ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r st❛❣♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❧❛tt❡r ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✉♣❞❛t❡❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ st❡♣s✳
❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♠♣r❡❝✐s❡ ❝✉rr❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞✱ ✐❢ ✐ts ❡✛❡❝ts ♣❡rs✐st✱
✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❧♦ss ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦✉❧❞ ♦❝❝✉r✳ ■♥ t❤✐s✱ ❝❤❛♣t❡r ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♥t✐✲st❛❣♥❛t✐♦♥
s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✉♣❞❛t❡ ✇✐t❤♦✉t
❢♦r❝✐♥❣ ♥♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦rs✳

❈❤❛♣t❡r ✹ ❆ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ✇✐❞❡ s♣❡❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s
r❡❧✉❝t❛♥❝❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❜♦t❤ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧
❛♥❞ ❤②st❡r❡s✐s ❝♦♥tr♦❧✱ s✐♥❝❡ ✐ts ❛✐♠ ✐s ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡rr♦r ✇✐t❤✐♥ ❛ t♦❧❡r❛♥❝❡
❜❛♥❞✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠
❚♦rq✉❡ ♣❡r ❆♠♣❡r❡✱ t❤❡ ❋❧✉①✲❲❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❚♦rq✉❡ ♣❡r ❱♦❧t❛❣❡
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❧✐♥❡✱
✐✳❡✳ ❛ ❧♦❝✉s ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❧♦❝❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼❚P❆ ❛♥❞ t❤❡ ▼❚P❱✳❚❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝✐ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ✈♦❧t❛❣❡
❧♦♦♣ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ s♣❡❡❞✳

▲✐st ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

❙❡✈❡r❛❧ ♣❛rts ♦❢ t❤✐s P❤✳❉✳ t❤❡s✐s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦r ❞✉r✐♥❣ ❤✐s P❤✳❉✳
❝♦✉rs❡ ✐♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❥♦✉r♥❛❧s✳ ❚❤❡ ❧✐st ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✐s ❤❡r❡ r❡✲
♣♦rt❡❞✳

❼ ▼✳ ❉❡ ❙♦r✐❝❡❧❧✐s✱ ❉✳ ❉❛ ❘ù ❛♥❞ ❙✳ ❇♦❧♦❣♥❛♥✐✱ ✧❆ ❘♦❜✉st ❈✉rr❡♥t ❈♦♥tr♦❧ ❇❛s❡❞
♦♥ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲■♥t❡❣r❛❧ ❖❜s❡r✈❡rs ❢♦r P❡r♠❛♥❡♥t ▼❛❣♥❡t ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ▼❛❝❤✐♥❡s✧✱
✷✵✶✼ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ■♥❞✉str② ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ■♥ Pr❡ss✳

❼ ▼✳ ❉❡ ❙♦r✐❝❡❧❧✐s✱ ❉✳ ❉❛ ❘ù ❛♥❞ ❙✳ ❇♦❧♦❣♥❛♥✐✱ ✧❘❡❛❧✲t✐♠❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❝♦♠♣❡♥✲
s❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ P▼❙▼ ❞r✐✈❡s✧✱ ✷✵✶✼ ■❊❊❊ ❊♥❡r❣②
❈♦♥✈❡rs✐♦♥ ❈♦♥❣r❡ss ❛♥❞ ❊①♣♦s✐t✐♦♥ ✭❊❈❈❊✮✱ ❈✐♥❝✐♥♥❛t✐✱ ❖❍✱ ✶✲✺ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✼✳

❼ ❱✳ ▼❛♥③♦❧✐♥✐✱❉✳ ❉❛ ❘ù ❛♥❞ ❙✳ ❇♦❧♦❣♥❛♥✐✱ ✧❆♥ ❊✛❡❝t✐✈❡ ❱♦❧t❛❣❡ ❈♦♥tr♦❧ ▲♦♦♣ ❢♦r
❛ ❉❡❡♣ ❋❧✉①✲❲❡❛❦❡♥✐♥❣ ✐♥ ■P▼ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ▼♦t♦r ❉r✐✈❡s✧✱ ✷✵✶✼ ■❊❊❊ ❊♥❡r❣②
❈♦♥✈❡rs✐♦♥ ❈♦♥❣r❡ss ❛♥❞ ❊①♣♦s✐t✐♦♥ ✭❊❈❈❊✮✱ ❈✐♥❝✐♥♥❛t✐✱ ❖❍✱ ✶✲✺ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✼✳

❼ ❋✳ ❚♦s♦✱ ❉✳ ❉❛ ❘ù ❛♥❞ ❙✳ ❇♦❧♦❣♥❛♥✐✱ ✧❆ ▼♦✈✐♥❣ ❍♦r✐③♦♥ ❊st✐♠❛t♦r ❢♦r t❤❡
❙♣❡❡❞ ❛♥❞ ❘♦t♦r P♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❙❡♥s♦r❧❡ss P▼❙▼ ❉r✐✈❡✧✱ ✷✵✶✼ ■❊❊❊ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥
❙❡♥s♦r❧❡ss ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❉r✐✈❡s ✭❙▲❊❉✮✱ ❈❛t❛♥✐❛✱ ■t❛❧②✱ ✶✽✲✶✾ ❙❡♣t❡♠❜❡r
✷✵✶✼✳
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❼ ❉✳ ❉❛ ❘ù✱ ▼✳ P♦❧❛t♦ ❛♥❞ ❙✳ ❇♦❧♦❣♥❛♥✐✱✧▼♦❞❡❧✲❋r❡❡ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈✉rr❡♥t ❈♦♥tr♦❧
❢♦r ❛ ❙②♥❘▼ ❞r✐✈❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝✉rr❡♥t r❡s♣♦♥s❡s✧✱
✷✵✶✼ ■❊❊❊ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❉r✐✈❡s ❛♥❞ P♦✇❡r ❊❧❡❝✲
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Chapter 1

❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❘❡❧✉❝t❛♥❝❡ ▼❛❝❤✐♥❡

❆♥❛❧②s✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡s r❡q✉✐r❡s ❛ ❞❡❡♣ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥t
♣❤②s✐❝s✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ s②♥❝❤r♦♥♦✉s
r❡❧✉❝t❛♥❝❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞ ✐t ✐s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜❛s✐s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳

✶✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❘❡❧✉❝t❛♥❝❡ ▼❛❝❤✐♥❡ ✭❙②♥❘▼✮ ✐s ❞❡r✐✈❡❞
❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ❛♥ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♠❛❝❤✐♥❡
✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❛t ✜rst✳ ■t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❞♦✉❜❧②✲❢❡❞ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡ ♠❛❝❤✐♥❡
♣❛rt✐❝♦❧❛r✐③❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
♠❛❝❤✐♥❡ s✐♥❝❡ ✐t ❤❛s ❛ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡ ✇✐♥❞✐♥❣ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ st❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ r♦t♦r✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♠❡❛♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ st❛t♦r ❛♥❞
r♦t♦r ✈♦❧t❛❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ❛♥❞ ✢✉①❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧②
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♥♦ ❤②st❡r❡s✐s ❛♥❞ ♥♦ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡
✜rst ❞❡r✐✈❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✢✉① ❛♥❞ ❝✉rr❡♥ts ❛♥❞ t❤❡♥ ❜②
✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t②✱ ✐✳❡✳ ✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳

❚❤❡ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡ s②st❡♠ ✐s ❧❛t❡r tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡ s②st❡♠✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧②✲❢❡❞ t✇♦ ♣❤❛s❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡
t❤r❡❡ ♣❤❛s❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡ s②st❡♠✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧
♠♦❞❡❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♥♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞
t❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t②✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ s♣❡❝✐✜❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ r❡❧✉❝t❛♥❝❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r♦t♦r ❝✉rr❡♥ts✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ st❛rt✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛❢t❡r t❤❛t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ♥♦ ✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✇✐♥❞✐♥❣ ❛t t❤❡ ❛✐r❣❛♣✳

✺



✻ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❘❡❧✉❝t❛♥❝❡ ▼❛❝❤✐♥❡

✶✳✷✳ ●❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧②✲❢❡❞ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡ ♠❛❝❤✐♥❡

�

isa

sa

sb

sc

ra

rb

rc

isc

isb

ira

irb

irc

m

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❉♦✉❜❧② ❢❡❞ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡ ♠❛❝❤✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ♣r❡s❡♥ts ❛ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡ ✇✐♥❞✐♥❣ ♦♥
❜♦t❤ t❤❡ st❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ r♦t♦r ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦t♦r
ϑm ✐s ✐♥❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✇✐♥❞✐♥❣ sa ❛♥❞ ra✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡s ✇✐t❤
♠✉❧t✐♣❧❡ ♣♦❧❡s✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ ♣♦❧❡ ♣❛✐r ♥✉♠❜❡r p > 1✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
❛♥❞ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ϑ = pϑm✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ r♦t♦r ✐s st❛t❡❞ ✇✐t❤ ωm ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s♣❡❡❞ ✐s ω = pωm✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡s u✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts i ❛♥❞ t❤❡ ✢✉① ❧✐♥❦❛❣❡s λ ❛r❡

{

us = Rsis +
d
dt
λs

ur = Rrir +
d
dt
λr

✭✶✳✶✮

✇❤❡r❡ us = [usa usb usc]
t✱ is = [isa isb isc]

t ❛♥❞ λs = [λsa λsb λsc]
t ❛r❡ t❤❡ st❛t♦r

✈♦❧t❛❣❡✱ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ✢✉① ✈❡❝t♦rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ st❛t♦r r❡s✐st❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
Rs = Rs · I3×3 ✇❤❡r❡ I3×3 ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ r♦t♦r q✉❛♥t✐❡s ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❞❡✜♥❡❞
✉s✐♥❣ s✉❜s❝r✐♣t r✳

❚❤❡ s❡t ♦❢ s✐① ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✶✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡
✈♦❧t❛❣❡ ❛t t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧s ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✢✉① ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐♥❞✐♥❣✳ ❙t❛t♦r ❛♥❞ r♦t♦r ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✶✮ ❝❛♥
❜❡ ✉♥✐✜❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛s

u = Ri+
d

dt
λ ✭✶✳✷✮

✇❤❡r❡ u = [us ur]
t✱ i = [is ir]

t✱ λ = [λs λr]
t ❛r❡ ✈❡❝t♦rs ✇✐t❤ s✐③❡ 6 × 1✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡

r❡s✐st❛♥❝❡ ♠❛tr✐① R ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐①

R =

[

Rs 03×3

03×3 Rr

]

✭✶✳✸✮

✇❤❡r❡ 03×3 ✐s t❤❡ ♥✉❧❧ ♠❛tr✐①✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♥♦ ❤②st❡r❡s✐s ❛♥❞ ❡❞❞② ❝✉r✲
r❡♥ts✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t❤❛t ❧✐♥❦s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✢✉① ❧✐♥❦❛❣❡ ✐s ❜✐✲✉♥✐✈♦❝❛❧✳ ■♥



✶✳✷ ●❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧②✲❢❡❞ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✼

♣❛rt✐❝✉❧❛r

λ = λ(is, ir, ϑ) =

[

λs(is, ir, ϑ)

λr(is, ir, ϑ)

]

✭✶✳✹✮

❛♥❞

i = i(λs,λr, ϑ) =

[

is(λs,λr, ϑ)

ir(λs,λr, ϑ)

]

✭✶✳✺✮

❋♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ϑ✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✢✉① ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❛♥ ❜❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷✳

0.5

Current 

F
lu

x
 

wm

wm'

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ▼❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡

❋✐①❡❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ϑ✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② wm ❛♥❞ ❝♦❡♥❡r❣② w
′

m ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

wm(λ, ϑ) =

∫ λ

0
i(λ, ϑ)dλ

w
′

m(i, ϑ) =

∫ i

0
λ(i, ϑ)di

✭✶✳✻✮

❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷ ❛♥❞ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✐s

i
t
λ = wm + w

′

m ✭✶✳✼✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✢✉① ❧✐♥❦❛❣❡ λ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts i ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ϑ✱ ✐✳❡✳
λ = λ(i, ϑ)✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ✢✉① ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ■t r❡s✉❧ts

u = Ri+ ℓ
d

dt
i+

∂

∂ϑ
λ
d

dt
ϑ ✭✶✳✽✮

✇❤❡r❡ ℓ ✐s t❤❡ 6× 6 ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✭✶✳✾✮✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❧♦♣❡
♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡ ❛t t❤❡ ✜①❡❞ ❝✉rr❡♥t ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✇r✐tt❡♥ ❛s

ℓ = ℓ(i, ϑ) =







∂λsa

∂isa
. . . ∂λsa

∂irc
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

∂λrc

∂isa
. . . ∂λrc

∂irc







✭✶✳✾✮



✽ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❘❡❧✉❝t❛♥❝❡ ▼❛❝❤✐♥❡

✶✳✷✳✶✳ ❊♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ✭✶✳✷✮ ❜② idt✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

i
t
udt
︸ ︷︷ ︸

dwin

= i
t
Ridt
︸ ︷︷ ︸

dwJ

+ i
tdλ
︸︷︷︸

dwm+dwem

✭✶✳✶✵✮

✇❤❡r❡ dwin ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡♥❡r❣②✱ dwJ ✐s t❤❡ ❏♦✉❧❡ ❧♦ss ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ dwm ✐s t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ dwem ✐s ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rt❡❞
❢r♦♠ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♥♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦ss❡s✱ t❤❡ ❧❛tt❡r
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✇♦r❦✳ ❚❤❡ t✇♦ ❧❛tt❡r t❡r♠s ♦❢ ✭✶✳✶✵✮✱ ❝❛♥ ❜❡
❡❛s✐❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✭✶✳✽✮ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ✐t ❜② idt✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭✶✳✶✶✮✳

i
t
udt
︸ ︷︷ ︸

dwin

= i
t
Ridt
︸ ︷︷ ︸

dwJ

+ i
t
ℓdi
︸︷︷︸

dwm

+ i
t∂λ

∂ϑ
dϑ

︸ ︷︷ ︸

dwem

✭✶✳✶✶✮

❈♦♠♣❛r✐♥❣ ✭✶✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✶✳✶✶✮✱ ❛♥❞ ✐♠♣♦s✐♥❣ dwem = τdϑm ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡

i
tdλ = dwm + τdϑm ✭✶✳✶✷✮

✇❤❡r❡ τ ✐s t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s t♦rq✉❡✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t♦r ❛♥❞ r♦t♦r ❝✉rr❡♥t ❜❡②♦♥❞ t❤❛t
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ dwm ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

dwm =
∂wm

∂λ
dλ+

∂wm

∂ϑ
dϑ =

∂wm

∂λsa
dλsa + · · ·+

∂wm

∂λra
dλra + · · ·+

∂wm

∂ϑ
dϑ ✭✶✳✶✸✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✶✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭✶✳✶✸✮ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡

i
tdλ− τdϑm =

∂wm

∂λ
dλ+

∂wm

∂ϑ
dϑ ✭✶✳✶✹✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✐♥❞✐♣❡♥❞❡♥t q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ✭✶✳✶✹✮ ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❛♥❞ ✐ts t✇♦
❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s

i(λ, ϑ) =
∂wm

∂λ
✭✶✳✶✺✮

τ(λ, ϑ) = −p∂wm

∂ϑ
✭✶✳✶✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✇✐♥❞✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r t❤❡ t♦rq✉❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳

❚❤❡ t♦rq✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t i ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ϑ✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦❡♥❡r❣② ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

w
′

m(i, ϑ) = i
t
λ− wm(λ, ϑ) ✭✶✳✶✼✮

❚❤❡ ♥❡✇ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t♦rq✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✭✶✳✶✼✮ ❛♥❞
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ ✭✶✳✶✻✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✭✶✳✶✽✮✳

τ(i, ϑ) = p
∂w

′

m

∂ϑ
✭✶✳✶✽✮



✶✳✷ ●❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧②✲❢❡❞ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✾

✶✳✷✳✷✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t s❛t✉r❛t✐♦♥
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w/i iron saturation
w/o iron saturation

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ▼❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t②

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✱ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞♦✉❜❧②✲❢❡❞ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡
♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦✇ s♣❡❝✐✜❡❞ ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r ♠❛❝❤✐♥❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥
✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡ ✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✸✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
t❤❡ ✢✉① ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

λ(i, ϑ) = L(ϑ)i ✭✶✳✶✾✮

✇❤❡r❡ L ✐s t❤❡ 6 × 6 ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♠❛tr✐① t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ t❤❡
❝✉rr❡♥ts✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

L =

[

Ls(ϑ) Msr(ϑ)

Mrs(ϑ) Lr(ϑ)

]

✭✶✳✷✵✮

❛♥❞ ✐ts s✉❜♠❛tr✐❝❡s ❛r❡

Ls(ϑ) =






Ls,a(ϑ) Ms,ab(ϑ) Ms,ac(ϑ)

Ms,ba(ϑ) Ls,b(ϑ) Ms,bc(ϑ)

Ms,ca(ϑ) Ms,cb(ϑ) Ls,c(ϑ)






Msr(ϑ) = M
t
rs(ϑ) =






Msr,aa(ϑ) Msr,ab(ϑ) Msr,ac(ϑ)

Msr,ba(ϑ) Msr,bb(ϑ) Msr,bc(ϑ)

Msr,ca(ϑ) Msr,cb(ϑ) Msr,cc(ϑ)






Lr(ϑ) =






Lr,a(ϑ) Mr,ab(ϑ) Mr,ac(ϑ)

Mr,ba(ϑ) Lr,b(ϑ) Mr,bc(ϑ)

Mr,ca(ϑ) Mr,cb(ϑ) Lr,c(ϑ)






✭✶✳✷✶✮

✇❤❡r❡ s❡❧❢ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡s ❛r❡ st❛t❡❞ ✇✐t❤ L(ϑ)✱ ✇❤✐❧❡ M(ϑ) ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❞✉❝✲
t❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✇✐♥❞✐♥❣s✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❛t Ls(ϑ)✱ Lr(ϑ) ❛♥❞ Msr(ϑ) ❛r❡ ❝✐r❝✉❧❛♥t ♠❛tr✐① ✐♥ ✇❤✐❝❤
❡❛❝❤ r♦✇ ✈❡❝t♦r ✐s s❤✐❢t❡❞ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t t♦ t❤❡ r✐❣❤t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥t r♦✇
✈❡❝t♦r✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡

❼ Ms,ab(ϑ) ❂ Ms,ba(ϑ)

❼ Ls,b(ϑ) = Ls,a(ϑ− 2/3π) ❛♥❞ Ls,c(ϑ) = Ls,a(ϑ− 4/3π)



✶✵ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❘❡❧✉❝t❛♥❝❡ ▼❛❝❤✐♥❡

❚❤❡ st❛t♦r ❛♥❞ r♦t♦r ✢✉① ❧✐♥❦❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

λs = Lsis +Msrir

λr = Mrsis + Lrir

✭✶✳✷✷✮

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t②✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❝♦❡♥❡r❣② ❛r❡ ❡q✉❛❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ wm = 1/2itλ✱ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡

τ(i, ϑ) = p
∂

∂ϑ
w

′

m(i, ϑ) = p
∂

∂ϑ
wm(λ, ϑ)

=
1

2
pit

∂

∂ϑ
λ =

1

2
pit

d

dϑ
Li

✭✶✳✷✸✮

❚❤❡ t♦rq✉❡ ❝❛♥ ❜❡ s♣❧✐tt❡❞ ✐♥

τ(i, ϑ) =
1

2
pits

[
d

dϑ
Ls(ϑ)

]

is

︸ ︷︷ ︸

τr

+ pits

[
d

dϑ
Msr(ϑ)

]

ir

︸ ︷︷ ︸

τed

+
1

2
pitr

[
d

dϑ
Lrϑ

]

ir

︸ ︷︷ ︸

τc

✭✶✳✷✹✮

✇❤❡r❡ τr ✐s t❤❡ r❡❧✉❝t❛♥❝❡ t♦rq✉❡✱ τed t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲❞②♥❛♠✐❝ t♦rq✉❡ ❛♥❞ τc ✐s t❤❡ ❝♦❣❣✐♥❣
t♦rq✉❡✳

❚❤❡ r❡❧✉❝t❛♥❝❡ t♦rq✉❡ τr ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛t♦r ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♠❛tr✐①
✇✐t❤ t❤❡ r♦t♦r ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❛t ♦❝❝✉rs ❡✈❡r② t✐♠❡ t❤❡ r♦t♦r ❤❛s ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ str✉❝t✉r❡
❞✉❡ t♦ ♣♦❧❡ s❛❧✐❡♥❝✐❡s ♦r ✢✉① ❜❛rr✐❡rs✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s

τr =
1

2
p
∂λt

s(is, 0, ϑ)

∂ϑ
is

=
1

2
pits

∂

∂ϑ
λs(is, 0, ϑ)

= p
∂

∂ϑ
wm(is, 0, ϑ)

✭✶✳✷✺✮

✇❤❡r❡ λs(is, 0, ϑ) ✐s t❤❡ st❛t♦r ✢✉① ❧✐♥❦❛❣❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ st❛t♦r ❝✉rr❡♥t ♦♥❧②✱ ✐✳❡✳ ir = 0✳

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝ t♦rq✉❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ r♦t♦r ✇✐♥❞✐♥❣s ✇✐t❤ t❤❡ r♦t♦r ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥
❢♦r t❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r♦t♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ st❛t♦r✳ ■t ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

τed(is, ir, ϑ) = pits
∂Msr(ϑ)

∂ϑ
ir

= p
∂λt

sr(0, ir, ϑ)

∂ϑ
is = pits

∂

∂ϑ
λ
t
sr(0, ir, ϑ)

= p
∂λt

rs(is, 0, ϑ)

∂ϑ
ir = pitr

∂

∂ϑ
λrs(is, 0, ϑ)

✭✶✳✷✻✮

✇❤❡r❡ λsr(0, ir, ϑ) ✐s t❤❡ st❛t♦r ✢✉① ❧✐♥❦❛❣❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r♦t♦r ❝✉rr❡♥t ♦♥❧②✱ ✐✳❡✳ is = 0✱
❛♥❞ λrs(is, 0, ϑ) ✐s t❤❡ r♦t♦r ✢✉① ❧✐♥❦❛❣❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ st❛t♦r ❝✉rr❡♥t ♦♥❧②✱ ✐✳❡✳ ir = 0✳



✶✳✸ ●❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧②✲❢❡❞ t✇♦ ♣❤❛s❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✶✶

❚❤❡ ❝♦❣❣✐♥❣ t♦rq✉❡ ✐s ❞✉❡ t♦ st❛t♦r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♠❛✐♥❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ s❧♦ts ♦♣❡♥✐♥❣✳
■t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡s ❛s

τcog(ir, ϑ) =
1

2
pitr

∂Lr(ϑ)

∂ϑ
ir

=
1

2
p
∂λt

r(0, ir, ϑ)

∂ϑ
ir

=
1

2
pitr

∂λt
r(0, ir, ϑ)

∂ϑ

= p
∂wm(0, ir, ϑ)

∂ϑ

✭✶✳✷✼✮

✇❤❡r❡ λr(0, ir, ϑ) ✐s t❤❡ st❛t♦r ✢✉① ❧✐♥❦❛❣❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r♦t♦r ❝✉rr❡♥t ♦♥❧②✱ ✐✳❡✳ is = 0✳

✶✳✸✳ ●❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧②✲❢❡❞ t✇♦ ♣❤❛s❡ ♠❛❝❤✐♥❡

iry
irz

ry

�

isy

isz

sy

rz

sz

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❉♦✉❜❧② ❢❡❞ t✇♦ ♣❤❛s❡ ♠❛❝❤✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ t❤r❡❡✲♣❤❛s❡ ✇✐♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st❛t♦r ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r♦t♦r ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t✇♦ ♣❤❛s❡ s②st❡♠ yz r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✹✳ ❍❡r❡✱ ❜♦t❤ ✇✐♥❞✐♥❣s ❛r❡
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t✇♦ ♣❤❛s❡ s②st❡♠✳

❼ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ t❤r❡❡✲♣❤❛s❡ ✇✐♥❞✐♥❣ abc r♦t❛t✐♥❣
✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r s♣❡❡❞ ωabc✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ a ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❛❜s❝✐ss❛ ❛①✐s ✐s ϑabc✳

❼ ❚❤❡ t✇♦✲♣❤❛s❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ yz ✐s r♦t❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r s♣❡❡❞ ♦❢ ωyz✳ ❚❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ y ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛①✐s ✐s ϑyz✳

❼ t❤❡ ❤♦♠♦♣♦❧❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ③❡r♦✳

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡✲♣❤❛s❡ abc ❛♥❞ t❤❡ t✇♦✲♣❤❛s❡ yz s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

fyz = Tfabc =⇒ fabc = T
−1

fyz ✭✶✳✷✽✮

✇❤❡r❡ f ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ q✉❛♥t✐t②✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡
✢✉①✱ ✇❤✐❧❡ s✉❜s❝r✐♣ts abc ❛♥❞ yz r❡❢❡r t♦ t❤❡ t❤r❡❡✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦✲♣❤❛s❡ s②st❡♠



✶✷ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❘❡❧✉❝t❛♥❝❡ ▼❛❝❤✐♥❡

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ T ✐s t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ s✐③❡ 2 × 3 ❛♥❞ T
−1 ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡

♠❛tr✐①✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

T(∆ϑ) =

[

cos[∆ϑ] cos[∆ϑ− 2/3π] cos[∆ϑ+ 2/3π]

−sin[∆ϑ] −sin[∆ϑ− 2/3π] −sin[∆ϑ+ 2/3π]

]

T
−1(∆ϑ) =






cos[∆ϑ] −sin[∆ϑ]

cos[∆ϑ− 2/3π] −sin[∆ϑ− 2/3π]

cos[∆ϑ+ 2/3π] −sin[∆ϑ+ 2/3π]






✭✶✳✷✾✮

✇❤❡r❡ ∆ϑ = ϑyz −ϑabc✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ ∆ϑ ✐s ♦♠✐tt❡❞✳ ■t ✐s ✇♦rt❤
❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② r❡✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ t❤✐r❞ r♦✇ ✐♥ t❤❡
♠❛tr✐① T✱ ✐✳❡✳ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❤♦♠♦♣♦❧❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ tr❛s❢♦r♠❛t✐♦♥
♠❛tr✐① ✐s ❛ sq✉❛r❡ 3 × 3 ♠❛tr✐① ❛♥❞ ✐ts ✐♥✈❡rs❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ✐♥ ✭✶✳✷✾✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
❤♦♠♦♣♦❧❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❛❣❛✐♥ ♦♠✐tt❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲♣❤❛s❡ ✇✐♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✶✳✷✽✮✱ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ✇r✐t❡

uabc = Riabc +
d

dt
λabc

T
−1

uyz = RT
−1

iyz +
d

dt

(
T

−1
λyz

)

T
−1

uyz = RT
−1

iyz +T
−1 d

dt
λyz +

d

dt

(
T

−1
)
λyz

✭✶✳✸✵✮

❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t✲❜②✲❡❧❡♠❡♥t
❞❡r✐✈❛t✐♦♥

d

dt

(
T

−1
)
= (ωyz − ωabc)






−sin[∆ϑ] −cos[∆ϑ]

−sin[∆ϑ− 2/3π] −cos[∆ϑ− 2/3π]

−sin[∆ϑ+ 2/3π] −cos[∆ϑ+ 2/3π]






= (ωyz − ωabc)T
−1

J

✭✶✳✸✶✮

✇❤❡r❡

J =

[

0 −1
−1 0

]

✭✶✳✸✷✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✶✳✸✵✮ ❛♥❞ ✭✶✳✸✶✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡

T
−1

uyz = RT
−1

iyz +T
−1 d

dt
λyz +T

−1
Jλyz(ωyz − ωabc)

uyz = Riyz +
d

dt
λyz + Jλyz(ωyz − ωabc)

✭✶✳✸✸✮

■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ✭✶✳✸✸✮ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ st❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ r♦t♦r✳ ❚❤❡②
❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s②st❡♠s✱ ♥❛♠❡❧② ωabc = 0 ❛♥❞
ωabc = ω ❢♦r t❤❡ st❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ r♦t♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

■♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♠❛❝❤✐♥❡✱ t✇♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①✲
t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❈❧❛r❦❡ ❛♥❞ t❤❡ P❛r❦ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞



✶✳✸ ●❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧②✲❢❡❞ t✇♦ ♣❤❛s❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✶✸

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ t✇♦✲♣❤❛s❡ st❛t✐♦♥❛r② ✇✐♥❞✐♥❣ ♥❛♠❡❞ αβ ✇✐t❤ ωyz = 0✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡
❛①✐s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝♦✐❧ α ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤❛s❡ a✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❝❛♥
❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ϑyz = ϑabc ❛♥❞ ωyz = ωabc = 0 ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡

{

us,αβ = Ris,αβ + d
dt
λs,αβ

ur,αβ = Rir,αβ + d
dt
λr,αβ − ωJλr,αβ

✭✶✳✸✹✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✉s❡❢✉❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ t✇♦✲♣❤❛s❡ ✇✐♥❞✐♥❣ ♥❛♠❡❞
dq s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② r♦t❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r♦t♦r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❝❛♥
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ωyz = ω ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡

{

us,dq = Ris,dq +
d
dt
λs,dq + ωJλs,dq

ur,dq = Rir,dq +
d
dt
λr,dq

✭✶✳✸✺✮

❚♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❜♦t❤ t❤❡ st❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ r♦t♦r
❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① P✱ ✇✐t❤ s✐③❡ 4× 6✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

P =

[

T(ϑyz) 02×3

02×3 T(ϑyz − ϑ)

]

✭✶✳✸✻✮

❛♥❞ ✐ts ✐♥✈❡rs❡

P
−1 =

[

T
−1(ϑyz) 03×2

03×2 T
−1(ϑyz − ϑ)

]

✭✶✳✸✼✮

t❤❛t ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t♦r ✇✐♥❞✐♥❣ ϑabc = 0 ❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✹✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ P ❝❛♥ ❜❡ ♦❜❛✐♥❡❞ ❜② r❡✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❤♦♠♦♣♦❧❛r ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s sq✉❛r❡ ✇✐t❤ s✐③❡ 6 × 6✳ ❆❢t❡r t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ t❤❡
❤♦♠♦♣♦❧❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ♦♠✐tt❡❞ ❛❣❛✐♥✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✭✶✳✷✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

uyz = Riyz +
d

dt
λyz +Gλyz ✭✶✳✸✽✮

✇❤❡r❡

G =









0 −ωyz 0 0

ωyz 0 0 0

0 0 0 −(ωyz − ω)

0 0 ωyz − ω 0









✭✶✳✸✾✮

✶✳✸✳✶✳ ❊♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❢♦r ❛ t✇♦ ♣❤❛s❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ✭✶✳✸✽✮ ❜②
iyzdt✳

i
t
yzuyzdt
︸ ︷︷ ︸

dwin

= i
t
yzRiyzdt
︸ ︷︷ ︸

dwJ

+ i
t
yzdλyz + i

t
yzGλyzdt

︸ ︷︷ ︸

dwm+dwem

✭✶✳✹✵✮

❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ♦✉t♣✉t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

3

2
i
t
yzdλyz + i

t
yzGλyzdt = dwm + τdϑm ✭✶✳✹✶✮



✶✹ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❘❡❧✉❝t❛♥❝❡ ▼❛❝❤✐♥❡

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ t♦rq✉❡ τ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❛s

τ =
1

ωm
[ωyz(λsyisz − λszisy) + (ωyz − ω)(λryirz − λrziry)]+pityz

∂λyz

∂ϑ
−p d

dϑ
wm ✭✶✳✹✷✮

✇❤❡r❡ ωm ✐s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ r♦t♦r✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ωm = ω/p✳

❇❡s✐❞❡s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❝♦❡♥❡r❣② wm +
w

′

m = i
tλ✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s

τ =
1

ωm
[ωyz(λsyisz − λszisy) + (ωyz − ω)(λryirz − λrziry)] + p

∂

∂ϑ
w

′

m ✭✶✳✹✸✮

✶✳✸✳✷✳ ▼♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t s❛t✉r❛t✐♦♥

❚❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷ ❢♦r t❤❡ ✉♥s❛t✉r❛t❡❞ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡ ♠❛✲
❝❤✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠❛❝❤✐♥❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
✭✶✳✶✾✮ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ✢✉① ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐s st✐❧❧ ✈❛❧✐❞ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① P ❛s ❢♦❧❧♦✇s

λ(i, ϑ) = L(ϑ)i

P
−1

λyz(i, ϑ) = L(ϑ)P−1
iyz

λyz(i, ϑ) = PL(ϑ)P−1

︸ ︷︷ ︸

Lyz(ϑ)

iyz

✭✶✳✹✹✮

❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

Lyz = PL(ϑ)P−1

=

[

T(ϑyz) 02×3

02×3 T(ϑyz − ϑ)

][

Ls(ϑ) Msr(ϑ)

Mrs(ϑ) Lr(ϑ)

][

T
−1(ϑyz) 03×2

03×2 T
−1(ϑyz − ϑ)

]

=

[

T(ϑyz)Ls(ϑ)T
−1(ϑyz) T(ϑyz)Msr(ϑ)T

−1(ϑyz − ϑ)

T(ϑyz − ϑ)Mrs(ϑ)T
−1(ϑyz) T(ϑyz − ϑ)Lr(ϑ)T

−1(ϑyz − ϑ)

]

=

[

Ls,yz Msr,yz

Mrs,yz Lr,yz

]

✭✶✳✹✺✮

✇❤❡r❡
Ls,yz = T(ϑyz)Ls(ϑ)T

−1(ϑyz)

Msr,yz = M
t
rs,yz = T(ϑyz)Msr(ϑ)T

−1(ϑyz − ϑ)

= T(ϑyz − ϑ)Mrs(ϑ)T
−1(ϑyz)

Lr,yz = T(ϑyz − ϑ)Lr(ϑ)T
−1(ϑyz − ϑ)

✭✶✳✹✻✮

■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ✭✶✳✹✺✮ ❛♥❞ ✭✶✳✹✻✮ ❛r❡ t♦t❛❧❧② ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r
❡✈❡r② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐①❡s ✐♥ ✭✶✳✹✻✮ ❛r❡ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❡①♣r❡ss❡❞
s✐♥❝❡ t❤❡✐r ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❢♦r♠ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❈❧❛r❦❡ ❛♥❞ P❛r❦ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳



✶✳✸ ●❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧②✲❢❡❞ t✇♦ ♣❤❛s❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✶✺

■❢ t❤❡ ❈❧❛r❦❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✐✳❡✳ ωyz = 0✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡
♠❛tr✐① ✐s

Lαβ =

[

Ls,αβ Msr,αβ

Mrs,αβ Lr,αβ

]

✭✶✳✹✼✮

✇❤❡r❡

Ls,αβ =

[

Ls,α Ls,αβ

Ls,βα Ls,β

]

Msr,αβ = Mrs,αβ =

[

Msr,αα Msr,αβ

Msr,βα Msr,ββ

]

Lr,αβ =

[

Lr,α Lr,αβ

Lr,βα Lr,β

] ✭✶✳✹✽✮

❛♥❞

Ls,α =
1

6
(4Ls,a + Ls,b + Ls,c − 4Ms,ab − 4Ms,ac + 2Ms,bc)

Ls,αβ = Ls,βα =
−Ls,b + Ls,c + 2Ms,ab − 2Ms,ac

2
√
3

Ls,β =
1

2
(Ls,b + Ls,c − 2Ms,bc)

✭✶✳✹✾✮

Msr,αα =
1

6
(4Msr,aa +Msr,bb +Msr,cc − 4Msr,ab − 4Msr,ac + 2Msr,bc)

Msr,αβ = Msr,βα =
−Msr,bb +Msr,cc + 2Msr,ab − 2Msr,ac

2
√
3

Msr,ββ =
1

2
(Msr,bb +Msr,cc − 2Msr,bc)

✭✶✳✺✵✮

Lr,α =
1

6
(4Lr,a + Lr,b + Lr,c − 4Mr,ab − 4Mr,ac + 2Mr,bc)

Lr,αβ = Lr,βα =
−Lr,b + Lr,c + 2Mr,ab − 2Mr,ac

2
√
3

Lr,β =
1

2
(Lr,b + Lr,c − 2Mr,bc)

✭✶✳✺✶✮

■♥ t❤✐s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ t❤❡ t♦rq✉❡ ✭✶✳✷✹✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

τ(iαβ , ϑ) =
1

2
pits,αβ

[
d

dϑ
Ls,αβ(ϑ)

]

is,αβ

︸ ︷︷ ︸

τr

+ pits,αβ

[
d

dϑ
Msr,αβ(ϑ)

]

ir,αβ

︸ ︷︷ ︸

τed

+
1

2
pitr,αβ

[
d

d(ϑ)
Lr,αβϑ

]

ir,αβ

︸ ︷︷ ︸

τc

✭✶✳✺✷✮

❉✐✛❡r❡♥t❧②✱ ✐❢ t❤❡ P❛r❦ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ❛s

Ldq =

[

Ls,dq Msr,dq

Mrs,dq Lr,dq

]

✭✶✳✺✸✮



✶✻ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❘❡❧✉❝t❛♥❝❡ ▼❛❝❤✐♥❡

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✭✶✳✹✸✮✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ωyz = ω✱ t❤❡ t♦rq✉❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

τ =
1

ωm
[ω(λsdisq − λsqisd)] + p

∂

∂ϑ
w

′

m

τ = p(λsdisq − λsqisd) + p
∂

∂ϑ
w

′

m

✭✶✳✺✹✮

❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t② t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡♥❡r❣② ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ ❛♥❞

∂

∂ϑ
w

′

m =
∂

∂ϑ
wm =

1

2
i
t ∂

∂ϑ
λ =

1

2
i
t ∂

∂ϑ
Li ✭✶✳✺✺✮

❚❤❡ ❝♦❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

∂

∂ϑ
w

′

m =
1

2
i
t
s,dq

d

dϑ
Ls,dqis,dq + i

t
s,dq

d

dϑ
Msr,dqir,dq +

1

2
ir,dq

d

dt
Lr,dqir,dq ✭✶✳✺✻✮

P✉tt✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ✭✶✳✺✹✮ ❛♥❞ ✭✶✳✺✻✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥

τ = p(λsdisq − λsqisd)

+
1

2
pits,dq

d

dϑ
Ls,dqis,dq + pits,dq

d

dϑ
Msr,dqir,dq +

1

2
pir,dq

d

dt
Lr,dqir,dq

✭✶✳✺✼✮

✶✳✹✳ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❘❡❧✉❝t❛♥❝❡ ▼❛❝❤✐♥❡

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ r❡❧✉❝t❛♥❝❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝✉rr❡♥ts
♦❢ t❤❡ r♦t♦r ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ❛r❡✿

ir =
[

0 0 0
]t

✭✶✳✺✽✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t✇♦ ♣❤❛s❡ ♠❛❝❤✐♥❡

ir,yz =
[

0 0
]t

✭✶✳✺✾✮

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❙②♥❘▼✱ ❛♥❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r ❡✈❡r②
♠❛❝❤✐♥❡ ✇✐t❤♦✉t r♦t♦r ✇✐♥❞✐♥❣s✱ ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ st❛t♦r q✉❛♥t✐t✐❡s

us = Rsis +
d

dt
λs ✭✶✳✻✵✮

❙✐♥❝❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ✇✐♥❞✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡♥t✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♦♥❡ ♦♥ t❤❡ st❛t♦r✱ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t s ✐s ♦♠✐tt❡❞
✐♥ ✈❡❝t♦r ♥♦t❛t✐♦♥ ❤❡r❡❛❢t❡r✳

❚❤❡ s❛♠❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✢✉① ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❞♦✉❜❧②✲❢❡❞ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡ ♠❛❝❤✐♥❡

λ = λ(i, ϑ) ✭✶✳✻✶✮

❛♥❞
i = i(λ, ϑ) ✭✶✳✻✷✮



✶✳✹ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❘❡❧✉❝t❛♥❝❡ ▼❛❝❤✐♥❡ ✶✼

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❧✐♥❦✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ✢✉①✱ t❤❡
s❛♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✳✽✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❙②♥❘▼✱
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❤❛s s✐③❡ 3× 3✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

ℓ = ℓ(i, ϑ) =







∂λsa

∂isa
. . . ∂λsa

∂isc
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

∂λsc

∂isa
. . . ∂λsc

∂isc







✭✶✳✻✸✮

✶✳✹✳✶✳ ❊♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥s

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞♦✉❜❧②✲❢❡❞ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧②
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙②♥❘▼✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✻✵✮ ❜② idt✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ✭✶✳✶✵✮✳

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ ❙❡❝✳ ✶✳✷✳✶✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡

i
tdλ = dwm + τdϑm ✭✶✳✻✹✮

❉✐✛❡r❡♥t❧②✱ ✭✶✳✶✸✮ ❤❛s t♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ st❛t♦r ❝✉rr❡♥t ♦♥❧②

dwm =
∂wm

∂λ
dλ+

∂wm

∂ϑ
dϑ =

∂wm

∂λsa
dλsa + · · ·+

∂wm

∂λsc
dλsc + · · ·+

∂wm

∂ϑ
dϑ ✭✶✳✻✺✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✶✳✻✹✮ ❛♥❞ ✭✶✳✻✺✮ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡

i
tdλ− τdϑm =

∂wm

∂λ
dλ+

∂wm

∂ϑ
dϑ ✭✶✳✻✻✮

t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❛♥❞ ✐ts t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

i(λ, ϑ) =
∂wm

∂λ
✭✶✳✻✼✮

τ(λ, ϑ) = −p∂wm

∂ϑ
✭✶✳✻✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✇✐♥❞✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r t❤❡ t♦rq✉❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳

❚❤❡ t♦rq✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t i ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ϑ
♦❜t❛✐♥✐♥❣ ✭✶✳✶✽✮✳

✶✳✹✳✷✳ ▼♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t s❛t✉r❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❙②♥❘▼ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝✉r✈❡
❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✸✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❢♦r
t❤❡ ❞♦✉❜❧②✲❢❡❞ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦ s❛t✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✢✉① ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✭✶✳✶✾✮✱ ✇❤❡r❡ L ✐s t❤❡ 3 × 3
✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♠❛tr✐① t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

λ(i, ϑ) = L(ϑ)i ✭✶✳✻✾✮



✶✽ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❘❡❧✉❝t❛♥❝❡ ▼❛❝❤✐♥❡

✇❤❡r❡ L ✐s t❤❡ 3× 3 ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♠❛tr✐① t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

L =






Ls,a(ϑ) Ms,ab(ϑ) Ms,ac(ϑ)

Ms,ba(ϑ) Ls,b(ϑ) Ms,bc(ϑ)

Ms,ca(ϑ) Ms,cb(ϑ) Ls,c(ϑ)




 ✭✶✳✼✵✮

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t②✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❝♦❡♥❡r❣② ❛r❡ ❡q✉❛❧✳ ❚❤❡ t♦rq✉❡ ❝❛♥
❜❡ ❛❣❛✐♥ ✇r✐tt❡♥ ❛s ✐♥ ✭✶✳✷✸✮✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❛t ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞♦✉❜❧②✲❢❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❙②♥❘▼ ✇❤❡♥ s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡
t♦rq✉❡ ✐♥ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■♥ ❙❡❝✳ ✶✳✷✳✷ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ t♦rq✉❡ ♦❢ ❛ ❞♦✉❜❧②✲
❢❡❞ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ r❡❧✉❝t❛♥❝❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❣❣✐♥❣
t♦rq✉❡✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ t♦rq✉❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❙②♥❘▼ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ t❡r♠✱ ♥❛♠❡❧②
t❤❡ r❡❧✉❝t❛♥❝❡ t♦rq✉❡✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

τ(i, ϑ) =
1

2
pit
[
d

dϑ
L(ϑ)

]

i

︸ ︷︷ ︸

τr

✭✶✳✼✶✮

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝ t♦rq✉❡ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ r♦t♦r ✇✐♥❞✐♥❣s✳ ❚❤✐s t❡r♠ ✐s ♣r❡s❡♥t ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ ♠❛❝❤✐♥❡s
✇✐t❤ ❛ r♦t♦r ✇✐♥❞✐♥❣ ❜✉t ✐♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ♠❛❝❤✐♥❡s ❛s ✇❡❧❧✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ t♦rq✉❡
✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t ✢✉① ❧✐♥❦❛❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t♦r ✇✐♥❞✐♥❣s✳ ❚❤✐s
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t♦rq✉❡ ✐s ♥✉❧❧ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❙②♥❘▼ s✐♥❝❡ t❤❡ r♦t♦r ❤❛s ♥♦ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t
♥❡✐t❤❡r ✇✐♥❞✐♥❣s✳

❚❤❡ ❝♦❣❣✐♥❣ t♦rq✉❡ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r♦t♦r ✢✉① ❧✐♥❦❛❣❡ ❛♥❞
t❤❡ st❛t♦r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s✱ ♠❛✐♥❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② s❧♦ts ♦♣❡♥✐♥❣✳ ❚❤✐s t❡r♠ ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❜♦t❤
❞♦✉❜❧②✲❢❡❞ ❛♥❞ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❙②♥❘▼ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤✐s
t♦rq✉❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

❚❤❡ ♦♥❧② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦rq✉❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✳✼✶✮ ♦❢ t❤❡ ❙②♥❘▼ ✐s t❤❡
r❡❧✉❝t❛♥❝❡ t♦rq✉❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✇✐t❤
t❤❡ r♦t♦r ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❡✈❡r② ♠❛❝❤✐♥❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ r♦t♦r
❣✐✈❡♥ ❜② ♣♦❧❡ s❛❧✐❡♥❝✐❡s ♦r ✢✉① ❜❛rr✐❡rs✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✭✶✳✷✺✮✳

✶✳✹✳✸✳ ▼❛❝❤✐♥❡ ✇✐t❤ s✐♥✉s♦✐❞❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐♥❞✐♥❣s

■♥ ❆❈ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ t❤❡ st❛t♦r ✇✐♥❞✐♥❣ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
♦❢ t❤❡ ❛✐r❣❛♣ ✢✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■❞❡❛❧❧②✱ ✐❢ t❤❡ ✇✐♥❞✐♥❣ ❤❛s ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❛✐r❣❛♣✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✢✉① ❧✐♥❦❛❣❡ ✐s s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ r♦t♦r ♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙②♥❘▼ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t♦r ✇✐♥❞✐♥❣s✳

❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐♥❞✐♥❣s✱ t❤❡ 3 × 3 ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡
t❤r❡❡ ♣❤❛s❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

L =
2

3






LΣ + L∆❝♦s2ϑ −LΣ

2 + L∆❝♦s2ϑ2 −LΣ

2 + L∆❝♦s2ϑ1

−LΣ

2 + L∆❝♦s2ϑ2 LΣ + L∆❝♦s2ϑ1 −LΣ

2 + L∆❝♦s2ϑ

−LΣ

2 + L∆❝♦s2ϑ1 −LΣ

2 + L∆❝♦s2ϑ LΣ + L∆❝♦s2ϑ2




 ✭✶✳✼✷✮



✶✳✹ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❘❡❧✉❝t❛♥❝❡ ▼❛❝❤✐♥❡ ✶✾

✇❤❡r❡ ϑ1 = ϑ− 2/3π ❛♥❞ ϑ2 = ϑ− 4/3π✱ LΣ = (Ld + Lq)/2 ❛♥❞ L∆ = (Ld − Lq)/2✳

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ ❜② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

ia = IM cos(ϑ+
π

2
− γ)

ib = IM cos(ϑ1 +
π

2
− γ)

ic = IM cos(ϑ2 +
π

2
− γ)

✭✶✳✼✸✮

❚❤❡ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡ ✢✉① ❧✐♥❦❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✭✶✳✼✷✮ ❛♥❞ ✭✶✳✼✸✮ ❛s
λ = Li✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣

λa = IM [−LΣ sin(ϑ− γ) + L∆ sin(ϑ+ γ)]

λb = IM [−LΣ sin(ϑ1 − γ) + L∆ sin(ϑ1 + γ)]

λc = IM [−LΣ sin(ϑ2 − γ) + L∆ sin(ϑ2 + γ)]

✭✶✳✼✹✮

❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ ✢✉① ❧✐♥❦❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❛s ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ✢✉① ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✼✹✮ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✐❧❛r❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t✇♦ ♣❤❛s❡ ♠❛✲
❝❤✐♥❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❈❧❛r❦❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ✭✶✳✼✷✮ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❡①♣r❡ss t❤❡ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐♥ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣

L =

[

LΣ + L∆ cos 2θ L∆ sin 2θ

L∆ sin 2θ LΣ − L∆ cos 2θ

]

✭✶✳✼✺✮

❚❤❡ s❛♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✭✶✳✼✸✮✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣

iα = −IM sin(θ − γ)

iβ = IM cos(θ − γ)
✭✶✳✼✻✮

❚❤❡ ✢✉① ❧✐♥❦❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✭✶✳✼✺✮ ❛♥❞ ✭✶✳✼✻✮ ❛s λ = Li✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣

λα = IM [−Lq cos(γ) sin(θ) + Ld sin(γ) cos(θ)]

λβ = IM [Lq cos(γ) cos(θ) + Ld sin(γ) sin(θ)]
✭✶✳✼✼✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
P❛r❦ tr❛♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ r♦t❛t✐♥❣ s②♥✲
❝❤r♦♥♦✉s❧② ✇✐t❤ t❤❡ r♦t♦r✳

❚❤❡ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s

Ldq =

[

Ld 0

0 Lq

]

✭✶✳✼✽✮

■♥ t❤❡ ❞q r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

id = IM sin(γ)

iq = IM cos(γ)
✭✶✳✼✾✮



✷✵ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❘❡❧✉❝t❛♥❝❡ ▼❛❝❤✐♥❡

❋✐♥❛❧❧②✱ r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡
t✇♦ ♣❤❛s❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✱ t❤❡ ✢✉① ❧✐♥❦❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞
❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ ✭✶✳✼✽✮ ❛♥❞ ✭✶✳✼✾✮

λd = IMLd sin(γ)

λq = IMLq cos(γ)
✭✶✳✽✵✮

■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✇✐♥❞✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t
t❤❡ ❛✐r❣❛♣✱ t❤❡ s❡❧❢ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡s Ldq = Lqd ❛r❡
♥✉❧❧✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✭✶✳✺✼✮✱ t❤❡ t♦rq✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

τ = p(λdiq − λqid) ✭✶✳✽✶✮

✶✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s r❡❧✉❝t❛♥❝❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳
❋✐rst✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞♦✉❜❧② ❢❡❞ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤✐s ♠❛❝❤✐♥❡ ♣r❡s❡♥ts
✇✐♥❞✐♥❣s ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ st❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ r♦t♦r✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ♠♦❞❡❧
❝♦✉❧❞ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❡✈❡r② ❦✐♥❞ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♠❛❝❤✐♥❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣❡r♠❛✲
♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ❛♥❞ r❡❧✉❝t❛♥❝❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧②
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♥♦ ❤②st❡r❡s✐s ❛♥❞ ♥♦ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t②✱ ✐✳❡✳ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡ s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❞♦✉❜❧② ❢❡❞ t✇♦ ♣❤❛s❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳
❚❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣❡❛t❡❞✱ s♣❡❝✐✲
❢②✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡ s②st❡♠✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✜rst ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✇✐t❤ ♥♦ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞ ❧❛t❡r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡
❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ♥♦ ✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞♦✉❜❧② ❢❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❜♦t❤ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡
❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❙②♥❘▼ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣
s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r♦t♦r ❝✉rr❡♥ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❛❦✐♥❣ ♥✉❧❧ r♦t♦r ❝✉rr❡♥ts ✐♥ t❤❡
♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧② ❢❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ s②♥❝❤r♦♥♦✉s r❡❧✉❝t❛♥❝❡
♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡♥
✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞✐♥❣s✳



Chapter 2

Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈✉rr❡♥t ❈♦♥tr♦❧

Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡s str♦♥❣❧② r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥t ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡
❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝✉rr❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦r ♠✐s♠❛t❝❤✱ ♥♦♥ ✐❞❡❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧ ✐♥❛❞❡q✉❛❝✐❡s✳ ■♥ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❘❡❧✉❝t❛♥❝❡
▼❛❝❤✐♥❡ t❤✐s ❡✛❡❝t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝r✐t✐❝❛❧ s✐♥❝❡ ✐ts ✐♥❤❡r❡♥t ✐♥t❡♥s❡ ✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥
❝❛✉s❡s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡s ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ▼♦❞❡❧✲❢r❡❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❛❞❡q✉❛❝✐❡s✳ ❈♦♥tr♦❧
s❝❤❡♠❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s✱ ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡② r❡❧② ♦♥ t❤❡
st♦r❡❞ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ t❡❝❤✐q✉❡
❣✉❛r❛♥t❡❡s r♦❜✉st♥❡ss t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠✐s♠❛t❝❤❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
❛ ❢r❡q✉❡♥t ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ st♦r❡❞ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐s ♠❛♥❞❛t♦r② t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞
✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r st❛❣♥❛t✐♦♥ t❤❛t ❛✛❡❝ts t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈✉rr❡♥t ❈♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦❝✉s✐♥❣
♦♥ ❜♦t❤ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧✲❢r❡❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

✷✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❖✇✐♥❣ t♦ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐ts ✐♠♣r♦✈❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s
❛♥❞ ❢❛st r❡s♣♦♥s❡✱ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ✭P❈✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♣❧❛♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞ ✉s❡s t❤✐s
❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✜❡❧❞s ♦❢ ♣♦✇❡r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞r✐✈❡s✱ P❈✲❜❛s❡❞
s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧♦❛❞✱ ❡✳❣✳ ❛♥ ❡❧❡❝✲
tr✐❝ ♠♦t♦r✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡r ❬✶❪✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ ❛s
Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈✉rr❡♥t ❈♦♥tr♦❧ ✭P❈❈✮ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
❤♦✇ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ s✐❣♥❛❧s ❢♦r ❛❝t✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞❡❞ ✈♦❧t❛❣❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst
❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♥❛♠❡❞ ❈♦♥✈❡① ❈♦♥tr♦❧ ❙❡t ✭❈❈❙✮✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥② ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✭t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣✉❧s❡ ✇✐❞t❤ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ st❛❣❡✮ ♦❢ t✇♦ ♦r t❤r❡❡ ❜❛s❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢
t❤❡ ✐♥✈❡rt❡r✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ❝❛❧❧❡❞ ❋✐♥✐t❡ ❈♦♥tr♦❧ ❙❡t ✭❋❈❙✮✱ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♥❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡r ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛ ♠♦❞✉❧❛t♦r s✐♥❝❡ ✐t ✉s❡s ♦♥❧② t❤❡ ❜❛s❡
✈❡❝t♦rs✳

❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♠♠♦♥❧② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥t ♠♦❞❡❧ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ P❈❈

✷✶



✷✷ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈✉rr❡♥t ❈♦♥tr♦❧

✭▼❇P❈❈✮✳ ❉✉❡ t♦ ✐ts ♥❛t✉r❡✱ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧❛r❣❡❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠✐s♠❛t❝❤ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❋❈❙✲▼❇P❈❈ ❢♦r
❛ t✇♦ ❧❡✈❡❧ ❝♦♥✈❡rt❡r ❛r❡ ❞❡❡♣❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❬✷❪✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❞❡♣❡♥❞s ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜✉t ❛❧s♦
♦♥ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❧♦❛❞ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rt❡r✳ ❚❤✐s
❡✛❡❝t ✐s ♠♦r❡ s❡✈❡r❡ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♠✐s♠❛t❝❤❡s ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❤❡♥ t❤❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ♠♦t♦r ❛s t❤❡
♣❧❛♥t✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ♦❝❝✉r ❞✉❡ t♦ ✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♥ ❛ ❙②♥❘▼✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ ✇✐❞❡
r❛♥❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡s ❛r❡ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ❛♥❞
t❤❡② ✈❛r② ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r✱
✐♥ t✉r♥✱ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❚❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ▼❇P❈❈ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✱ s✉❝❤ ❛s ❜② ♠❡❛♥
♦❢ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ st❛t❡ ♦❜s❡r✈❡r ♦r ♦♥❧✐♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ❬✸❪ ❛♥❞ ❬✹❪ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r✲
❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ P❈❈ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐♦♥
♠❛❝❤✐♥❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛ ▲✉❡♥❜❡r❣❡r ♦❜s❡r✈❡r ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✉♥✲
❦♥♦✇s ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❡①♣❧♦✐ts ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ♦❜s❡r✈❡r✳ ❇♦t❤
t❤❡s❡ ✇♦r❦s ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ▼❇P❈❈ s❝❤❡♠❡ ✉♥❞❡r t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠✐s♠❛t❝❤✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡rs✳ ■♥ ❬✺❪ ❛ r♦✲
❜✉st ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❛ P❡r♠❛♥❡♥t ▼❛❣♥❡t ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ▼❛❝❤✐♥❡
✭P▼❙▼✮ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡❛❞ ❜❡❛t ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛r❡ ✐♠✲
♣r♦✈❡❞ ❛❣❛✐♥st ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❜② ♠❡❛♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ t❡r♠✳ ■♥ ❬✻❪✱ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡
▼❇P❈❈ ❢♦r P▼❙▼ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❍❡r❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡s ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥❧✐♥❡ ❜② ♠❡❛♥ ♦❢
❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♦❜s❡r✈❡r ❛♥❞ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡❢❡r❡♥❝❡
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧✳ P❛♣❡r ❬✼❪ ❛♥❛❧②s❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ▼❇P❈❈
❢♦r ❛ P▼❙▼ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❛t ♣r♦♣♦s❡s ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧❡❛st sq✉❛r❡
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦ ❡❤♥❛♥❝❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡✳

❆♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ r❡❢❡rr❡❞ ❛s ▼♦❞❡❧✲❋r❡❡ P❈❈ ✭▼❋P❈❈✮✱ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❝♦♥s❡✲
q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❛❞❡q✉❛❝✐❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✽❪ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬✾❪✳ ■♥
t❤❡s❡ ✇♦r❦s✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❛♥❞
st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ▲♦♦❦✉♣ ❚❛❜❧❡ ✭▲❯❚✮✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❧❛t❡r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❝❝❡ss✐♥❣
t❤❡ ▲❯❚ ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥
✐♥ ❬✾❪ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❛t ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❝✉rr❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ▲❯❚ ✐s
❢r❡q✉❡♥t❧② ✉♣❞❛t❡❞✱ ✐✳❡✳ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛❧❧❡❞✿ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦rs st❛❣♥❛t✐♦♥✳
❚❤❡ s✐♠♣❧❡ ❛♥t✐✲st❛❣♥❛t✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✾❪ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ t❤❡ ❛❣❡ ♦❢
t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞✱ ✇❤❡t❤❡r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ♦✈❡r❝♦♠❡s ❛ ✜①❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❛♣♣❧②✐♥❣
✐t✳ ❆❧t❤♦✉❣❤t t❤❡ ❡❛s❡ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s s♦♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞r❛✇❜❛❝❦s✳
❋✐rst❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥t✐✲st❛❣♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❡❝✲
t♦rs s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ✐t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡
s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❡✈❡r② ✇♦r❦✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳
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SynRMCost Function

Minimization ~

UDC

ikPrediction

at k+1

iabc
k

22

i z,k2|k
16

Prediction

at k+216

i*

2 2

�

uk

ik1|kuz

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡

✷✳✷✳ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈✉rr❡♥t ❈♦♥tr♦❧

❆ ❣❡♥❡r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❈❈ s❝❤❡♠❡ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞
P❈❈ ✐s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♥❡①t ❝♦♥tr♦❧
❛❝t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ ❋❈❙✲P❈❈✱ t❤❡ ❝❤♦♦s❡♥
✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❡✐❣❤t ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥✈❡rt❡r st❛t❡s u

z = [uzd uzq ]
t ✭✇✐t❤

z ∈ Q ❛♥❞ Q = {0, . . . , 7}✮ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❤❛s t♦ ❜❡
❝❛r❡❢✉❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐t✳ ❉✐✛❡r❡♥t
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✷✳✶✳ ■♥ t❤✐s
✇♦r❦✱ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s

♠✐♥z∈Q J =
[

i∗d − i
z,k2|k
d

]2
+
[

i∗q − iz,k2|kq

]2
✭✷✳✶✮

❆t ❡❛❝❤ st❡♣✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❛♠♣❧❡s i
k = [ikd ikq ]

t ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ❛♣♣❧✐❡❞

u
k = [ukd ukq ]

t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♥❡①t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝✉rr❡♥t i
k1|k = [i

k1|k
d i

k1|k
q ]t✳ ❚❤❡

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛t ✐♥st❛♥t k1 = k + 1 ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

i
k1|k
d = ikd +∆ikd

ik1|kq = ikq +∆ikq
=⇒ i

k1|k = i
k +∆i

k ✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡ ∆i
k = [∆ikd ∆ikq ]

t ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ st❡♣s k ❛♥❞ k1✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞
❝✉rr❡♥ts ik1|k✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❡✐❣❤t ✐♥✈❡rt❡r st❛t❡s uz ✭✇✐t❤ z ∈ Q✮✱ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t✉r♥
t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡✐❣❤t ♣♦ss✐❜❧❡ ❝✉rr❡♥ts iz,k2|k = [i

z,k2|k
d i

z,k2|k
q ]t ❛t st❡♣ k2 = k + 2✳ ❚❤❡

❧❛tt❡r ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

i
z,k2|k
d = ik1d +∆iz,k1d

iz,k2|kq = ik1q +∆iz,k1q

=⇒ i
z,k2|k = i

k1 +∆i
z,k1 ✭✷✳✸✮

❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ✭✷✳✸✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ ❛♥❞ t♦ ✜♥❞
t❤❡ ❜❡st ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t❤❡ ♥❡①t st❡♣✳ ❆ t✇♦ st❡♣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❞❡❧❛② ✐♥ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
P❈❈ s❝❤❡♠❡ ❬✶✵❪✳ ❚❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ▼❇P❈❈ ❛♥❞ ▼❋P❈❈ st❛♥❞s ✐♥
❤♦✇ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ∆i

k ❛♥❞ ∆i
z,k1 ✐♥ ✭✷✳✷✮ ❛♥❞ ✭✷✳✸✮ ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✳
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✷✳✷✳✶✳ ❈♦st ❢✉♥❝t✐♦♥

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ❛s♣❡❝t ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥tr♦❧
s❝❤❡♠❡✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ❬✽❪✱ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ abc t❤r❡❡ ♣❤❛s❡ s②st❡♠ ❢♦r ❛♥ ■♥t❡r✐♦r
P❡r♠❛♥❡♥t ▼❛❣♥❡t ✭■P▼✮ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ■♥ ❬✾❪✱ t❤❡ s❛♠❡ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ αβ st❛t✐♦♥❛r②
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ❢♦r ❛ ❙②♥❘▼✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❬✶✶❪ ❢♦r ❛ ❙✉r❢❛❝❡✲♠♦✉♥t❡❞ P❡r♠❛♥❡♥t
▼❛❣♥❡t ✭❙P▼✮ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ■♥ ❬✻❪ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r
❢♦r ❛♥ ■P▼ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✷❪✳ ❍❡r❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥
♦♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❡✳❣✳ ❝✉rr❡♥t ❧✐♠✐ts ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳

■♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❋✐❡❧❞ ❖r✐❡♥t❡❞ ❈♦♥tr♦❧ ✭❋❖❈✮ s❝❤❡♠❡s✱ t❤❡ ❞q ❝✉rr❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞
❜② t✇♦ ✐♥❞✐♣❡♥❞❡♥t r❡❣✉❧❛t♦rs✳ ❚❤✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ✭✐❢ ♥♦ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✮✱
❜♦t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② tr❛❝❦❡❞ ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r ❞②♥❛♠✐❝s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜❛♥❞✲
✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❧♦♦♣s✳ P❈❈ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❧② ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t
❤❛s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡rr♦rs✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❙②♥❘▼ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡♠❛r❦✲
❛❜❧❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❝♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ t♦♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❛①❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
❛♥ ✐♠♣r♦♣❡r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❜✐❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡
♣r✐♦r✐t② t♦ ♦♥❡ ♦❢ t✇♦ ❛①❡s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡
♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❙♦♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤✐s ❛s♣❡❝t ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ✜rst ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r✱ t❤❛t ❝❛♥
❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

♠✐♥z∈Q J = |i∗d − i
z,k2|k
d |+ |i∗q − iz,k2|kq | ✭✷✳✹✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❜❛s❡ ♣♦✐♥t ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐s♦✲❧❡✈❡❧ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤✐s ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✭❜✮ ✇✐t❤ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❡r✐❢② ✐ts s✉✐t❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ P❈❈ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✭✷✳✹✮ ❤❛s ❜❡♥ t❡st❡❞ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢
❢❛st ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❝✉rr❡♥t st❡♣s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛t st❛♥❞st✐❧❧ ❛
s♣❡❡❞ st❡♣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ s♣❡❡❞ r❡❣✉❧❛t♦r✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐ts ♦✉t♣✉t
s❛t✉r❛t❡s t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝✉rr❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❜❛s❡ ♣♦✐♥t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
❝✉rr❡♥t r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
t❤❡ ❞q ❝✉rr❡♥t ✇❛✈❡❢♦r♠s✱ t❤❡ t♦rq✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ✐♥❞❡①❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✷✳✷✭❛✮✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛❣❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r ♦♥❧② ❛❝ts t♦
♥✉❧❧✐❢② t❤❡ ❞✲❛①✐s ❡rr♦r✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ s✐♥❝❡ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ✐♥❞❡①
4 ✐s ❝❤♦s❡♥ ✭❛♥❞ ϑ = 0✮✱t❤❡ ❞✲❛①✐s ❝✉rr❡♥t r❛♣✐❞❧② r❡❛❝❤❡s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❤✐❧❡
t❤❡ q✲❛①✐s ✐s st✐❧❧ ③❡r♦✳ ❆ ❝❧❡❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✇♦r❦ tr❛❥❡❝t♦r②
✐♥ t❤❡ ❞q ♣❧❛♥❡ ✭❜❧✉❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✭❜✮✮✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝✉rr❡♥t r❡❛❝❤❡s t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ ✭i∗d = −1/

√
2 ❬♣✳✉✳❪✮✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ r❡❣✉❧❛t♦r st❛rts ❝❤♦♦s✐♥❣ ✈❡❝t♦rs ❛❜❧❡ t♦

✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝✉rr❡♥t✱ ✐✳❡✳ ✐♥❞❡①❡s 2 ❛♥❞ 3✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r❧②
t✇♦❢♦❧❞✿ ✭✐✮ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ✐s ✜rst❧② ♣✉s❤❡❞ t♦✇❛r❞s ✐ts r❡❢❡r❡♥❝❡
❛♥❞✱ ♦♥❧② ❛❢t❡r✱ ✭✐✐✮ t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝✉rr❡♥t ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❆ ❝♦❧❧❛t❡r❛❧ ❡✛❡❝t ✐s
t❤❛t t❤❡ t♦rq✉❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ r❡♠❛✐♥s ③❡r♦ ✇❤✐❧❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝✉rr❡♥t ✐s
♥✉❧❧ ❛♥❞ t❤✐s ✐♥ t✉r♥ ✐♠♣❧✐❡s ❛ s❧♦✇❡r s♣❡❡❞ r❡s♣♦♥s❡✳

❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ s♦ ❢❛r ❝❛♥ ❜❡ r❡s✉♠❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
r♦t♦r ❛♥✐s♦tr♦♣②✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❜✐❛s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❢❛st❡st ✇❛② t♦
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡rr♦r ✐s t♦ s❤✐❢t t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✇♦r❦ ✜rst ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛①✐s ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r
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✭❜✮ ❞q ❝✉rr❡♥t ♣❧❛♥❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❈♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r

✐♥❞✉❝t❛♥❝❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝✉rr❡♥ts r❛♣✐❞❧② r❡❛❝❤❡s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳
■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣✱ t❤❛t t❤✐s ✉♥❞❡s✐r❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♥♦t ♦♥❧② ❛t t❤❡ st❛rt✉♣
♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✭❛s ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✷✮✱ ❜✉t ✐♥ ❛❧❧ t❤♦s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❜✐❣
❝✉rr❡♥t ❡rr♦rs✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❡✈✐❞❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✲❛①✐s ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ s✐① ❛❝t✐✈❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rt❡r✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ r❡❣✉❧❛t♦r
❝❤♦♦s❡s t❤❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✈❡❝t♦r ✭♦r ✐ts ♦♣♣♦s✐t❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t✮ t♦
❢❛st❧② ✈❛r② t❤❡ ❞✲❛①✐s ❝✉rr❡♥t ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝✉rr❡♥t✳

❚❤❡ ✜rst ✐❞❡❛ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✉♥❞❡s✐r❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s t♦ ✇❡✐❣❤t t❤❡ t✇♦ ❡rr♦r ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ q✲❛①✐s ✇♦✉❧❞
❣✐✈❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ✐ts ❡rr♦r ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡♠❛✐♥s t♦♦ ❞✐st❛♥t ❢r♦♠ t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜✐❛s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣②✱ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛tt❡♠♣t ✐s t♦ ✇❡✐❣❤t
t❤❡ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛❧✐❡♥❝② r❛t✐♦ ♦❜t❛✐♥✐♥❣

♠✐♥z∈Q J = |i∗d − i
z,k2|k
d |+ Lq

Ld
|i∗q − iz,k2|kq | ✭✷✳✺✮

❚❤❡ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✭❜✮ ✇✐t❤ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡
P❈❈ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✭✷✳✺✮ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛❣❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡
❝♦♥tr♦❧❧❡r ♦✉t♣✉ts t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ✐♥❞❡① 3✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♣✉s❤❡s ❜♦t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts
t♦✇❛r❞s t❤❡✐r r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ✭✷✳✹✮✳ ❆s ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✷✳✸✭❜✮✱ ❛❧t❤♦✉❣❤t t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝✉rr❡♥t ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❢❛st❡r✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✇♦r❦ ❞♦❡s ♥♦t
♠♦✈❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✲❛①✐s✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ t♦rq✉❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❢❛st❡r✱ ✐✳❡✳ ✐t st❛rts r❛✐s✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ ✜rst st❡♣✳

❆♥♦t❤❡r ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

♠✐♥z∈Q J =
[

i∗d − i
z,k2|k
d

]2
+
[

i∗q − iz,k2|kq

]2
✭✷✳✻✮

❋✐❣✳ ✷✳✹✭❜✮ r❡♣♦rts t❤❡ ✐s♦✲❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ s❤♦✉❧❞
❛✈♦✐❞ t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✇♦r❦ ❣❡ts t♦♦ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡rr♦rs ❛r❡ sq✉❛r❡❞
✐♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛s s♦♦♥ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝✉rr❡♥ts ♠♦✈❡ ❢r♦♠ ✐ts r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ✐ts t❡r♠
❜❡❝♦♠❡s ♠✉❝❤ ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ r❡❞✉❝❡ ✐t✳ ❚❤✐s
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❈♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r

❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

♠✐♥z∈Q J =
[

i∗d − i
z,k2|k
d

]

·
[

i∗d − i
z,k2|k
d

]

+
[

i∗q − iz,k2|kq

]

·
[

i∗q − iz,k2|kq

]

= wd(εd) ·
[

i∗d − i
z,k2|k
d

]

︸ ︷︷ ︸

εd

+wq(εq) ·
[

i∗q − iz,k2|kq

]

︸ ︷︷ ︸

εq

✭✷✳✼✮

❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡rr♦rs ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❡✐❣❤ts wd(εd)
❛♥❞ wq(εq) ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡rr♦rs εd✱εq t❤❡♠s❡❧✈❡s ✭t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ t❤✉s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
❡rr♦rs✮✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✭✷✳✻✮ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r✱ t❤❡ ✜rst st❡♣s ❛r❡ ❝♦♠♠✐t❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞✲❛①✐s ❡rr♦r✳ ❚♦ ❞♦
t❤✐s✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ r❡❣✉❧❛t♦r ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ✐♥❞❡① 4✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡
❢❛st❡st ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ id ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝✉rr❡♥t ❛t ③❡r♦✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤
❋✐❣✳ ✷✳✷ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❧❛sts ❢♦r ❛ ❧♦✇❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ✉s✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡❞
❡rr♦r✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t✱ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ❞✲❛①✐s ❜❡❝♦♠❡s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥
t❤r❡s❤♦❧❞✱ t❤❡ q✲❛①✐s ❡rr♦r r❡s✉❧ts t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦rt ✐♥✐t✐❛❧ st❛❣❡✱ t❤❡ ❝❤♦♦s❡♥ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤
✐♥❞❡① 3✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✷✳✻✮ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❤♦rt❡♥ t❤❡ ❜✐❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧
❛❝t✐♦♥ ✭✇✐t❤ ♥✉❧❧ q✲❛①✐s ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t♦rq✉❡✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❈♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r

❚❤❡ ❧❛st ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧
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❡✛❡❝ts ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛❧✐❡♥❝② r❛t✐♦ ❛s ❛ ✇❡✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s

♠✐♥z∈Q J =
[

i∗d − i
z,k2|k
d

]2
+

Lq

Ld

[

i∗q − iz,k2|kq

]2
✭✷✳✽✮

❋✐❣✳ ✷✳✺ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✭✷✳✽✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❛r❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✹ ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✸✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❈♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❡✐❣❤t❡❞ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❡✈❡r② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙②♥❘▼✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡
r♦t♦r ❛♥✐s♦tr♦♣② ❝♦✉❧❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥ t❤❛t ✐♥ t✉r♥ ❝♦✉❧❞ ❛✛❡❝t
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥s ❡①❤✐❜✐t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s❛❧✐❡♥❝② r❛t✐♦ ❛s ❛ ✇❡✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤♦✇❡❞
❜❛❧❛♥❝❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✉♥❞❡r str✐❝t ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❜♦t❤ ❛①❡s✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡
✈❡❝t♦r t❤❛t ♣✉s❤❡s ❜♦t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t♦✇❛r❞s t❤❡✐r r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇✲
❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s t❡❝♥✐q✉❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ s❛❧✐❡♥❝② r❛t✐♦ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡
✐♥❞✉❝t❛♥❝❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❦♥♦✇♥✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥✱
t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥st❛♥t ❜✉t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❛ ♣❡r❢❡❝t
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥
❡✈❡r② ✇♦r❦✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❡✐❣❤ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✳

■♥ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✱ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ✭✷✳✻✮ ❤❛s ❜❡❡♥
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ t❡st s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐t ❛❧❧♦✇s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❋✉r✲
t❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡s
r♦❜✉st♥❡ss ❛❣❛✐♥ts ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡
♦❢ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✱ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡✳
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◆❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝r♦ss s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
st❛t♦r ✇✐♥❞✐♥❣s ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✶✮✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❙②♥❘▼ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞
✐♥ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s r♦t❛t✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ❛s

∆i
k = Ai

k +Bu
k

A =

[

−R/ℓd · Ts ωLq/ℓd · Ts

−ωLd/ℓq · Ts −R/ℓq · Ts

]

B =

[

Ts/ℓd 0

0 Ts/ℓq

]
✭✷✳✾✮

✇❤❡r❡✱ R st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ st❛t♦r ✇✐♥❞✐♥❣ r❡s✐st❛♥❝❡✱ Ld(i
k
d) ❛♥❞ Lq(i

k
q ) r❡♣r❡s❡♥t t❤❡

❛♣♣❛r❡♥t ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡s✱ ℓd(ikd) ❛♥❞ ℓq(i
k
q ) ❛r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡s ❛♥❞ ω ✐s t❤❡

❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s♣❡❡❞✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞ ✐♥ ✭✷✳✾✮✳

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❛♠♣❧❡s ❛t ✐♥st❛♥t k✱ ❛ ✈✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ❛t t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❙②♥❘▼ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ℓd = Ld ❛♥❞ ℓq = Lq✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ♦❜t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ∆i

k ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ s❛♠♣❧❡s ❛s

∆i
k = Ami

k +Bmu
k

Am =

[

−R/Ld · Ts ωLq/Ld · Ts

−ωLd/Lq · Ts −R/Lq · Ts

]

Bm =

[

Ts/Ld 0

0 Ts/Lq

]
✭✷✳✶✵✮

❚❤✐s ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦❢ s②♥❝❤r♦♥♦✉s
♠❛❝❤✐♥❡s✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s②s ♦❢ ♥♦ ✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡
s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❙P▼ ♠❛❝❤✐♥❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s ❧❡ss s✐❣♥✐✜❝❛♥t t❤❛♥ ✐♥
■P▼ ♦r ❙②♥❘▼✳

❖♥❝❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts i
k1|k ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✭✷✳✷✮✱ t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛❧❧ t❤❡

♣♦ss✐❜❧❡ ♥❡①t ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ∆i
z,k1 ✭✇✐t❤ z ∈ Q✮ ❛s

∆i
z,k1 = Ami

k1|k +Bmu
z ✭✷✳✶✶✮

✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❛❧❧♦✇s ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts i
z,k2|k ✇✐t❤ ✭✷✳✸✮✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥

t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✷✳✶✮✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❝❤✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❛ ♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡❡♥ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❛♣♣❛r❡♥t ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡s ❝♦✉❧❞
♦❝❝✉r✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❙②♥❘▼ ♣r❡s❡♥ts ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t❤❛t ❛r❡ str♦♥❣❧② ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✱
♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✭✷✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✶✮ ✉♥s✉✐t❛❜❧❡✳



✷✳✷ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈✉rr❡♥t ❈♦♥tr♦❧ ✷✾

✷✳✷✳✸✳ ❊✛❡❝t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠✐s♠❛t❝❤ ❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ❣✐✈❡♥ ❜② ♣❛r❛♠❡t❡r ♠✐s♠❛t❝❤ ❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛r❡ ❜r✐❡✢② ✐♥✲
✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♥❛t✉r❡ ♦❢ ▼P❈✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♥❛❧②s❡ ✐ts ❜❡✲
❤❛✈✐♦r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡s✱
❡✳❣✳ t❤❡ r♦♦t ❧♦❝✉s ❛♥❞ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧
♣❛r❛♠❡t❡r ♠✐s♠❛t❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ▼❇P❈❈ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❛✛❡❝t✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❚❤❡s❡ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞
♦✉t ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ✇✐t❤ t❤r❡❡✲♣❤❛s❡ t✇♦✲❧❡✈❡❧
✐♥✈❡rt❡rs ❬✶✷✱ ✶✸❪✱ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ❞r✐✈❡s ❬✶✹❪ ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡ ❢r♦♥t ❡♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✶✺❪✳ ❙♦♠❡
♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝✐t❡❞ ✇♦r❦s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ❧♦❛❞ r❡s✐st❛♥❝❡ ❤❛s ❛
❧❡ss r❡❧❡✈❛♥t ♦r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ▼❇P❈❈ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❦s✱ t❤❡ ✐♥✢✉✲
❡♥❝❡ ♦❢ r❡s✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♠✐s♠❛t❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉r✿ r❡s✐st❛♥❝❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r st❡❛❞②✲st❛t❡ ❡rr♦rs ✇❤✐❧❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡rr♦r ✐♥ ❜♦t❤ st❡❛❞②✲st❛t❡
❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝✉rr❡♥ts✳ ❆ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r
♠✐s♠❛t❝❤ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❬✷❪✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❞❡♠♦♥✲
str❛t❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ s❡✈❡r❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱
✐✳❡✳ ✇✐t❤ ❛♥ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❞r✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛r❡
✇♦rs❡♥❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ r✐♣♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❝✉rr❡♥ts✳

❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✷❪ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ r❡s✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦♥❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❘▲ ❧♦❛❞✳ ❙♦♠❡
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✷❪ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙②♥❘▼✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡s ❡①❤✐❜✐ts ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s✳ ❲❤❡t❤❡r ✐r♦♥
s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❜✉t t❤❡
♠❛❝❤✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✐ts❡❧❢ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❡①❛❝t ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s❛t✉r❛t❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡
✭♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ❝r♦ss s❛t✉r❛t✐♦♥✮ ✐s t❤❡ ♦♥❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✭✷✳✾✮ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✐r♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t②
t❤❡ ❡①❛❝t ♠♦❞❡❧ ✐s ✭✷✳✶✵✮✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✐♥ ❝❛s❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
❝✉rr❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❛ s❛t✉r❛t❡❞ ❙②♥❘▼✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ✐ts ❡❛s❡
♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✭✷✳✾✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✵✮✱
♦❜t❛✐♥✐♥❣

ε = ∆A i
k +∆Bu

k

∆A = A−Am =




R
(
ℓd−L̃d

ℓdL̃d

)

ωme

(
L̃dLq−L̃qℓd

ℓdL̃d

)

ωme

(
L̃dℓq−LdL̃q

ℓqL̃q

)

R
(
ℓq−L̃q

ℓqL̃q

)



Ts

∆B = B−Bm =





(
L̃d−ℓd
ℓdL̃d

)

0

0
(
L̃q−ℓq

ℓqL̃q

)



Ts
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✇❤❡r❡ ℓ ❛♥❞ L st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❛♣♣❛r❡♥t ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ✇❤✐❧❡ L̃ ✐s ✉s❡❞
❢♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❝✉r✲
r❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✷✮ ✐♥❝❧✉❞❡s ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ t❤❡ s❛t✉r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭ℓ 6= L✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥t❡♥t
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❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♠✐s♠❛t❝❤ ✭L̃ 6= L✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✷❪ ❛r❡ st✐❧❧
✈❛❧✐❞ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❙②♥❘▼ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❛t✐♦♥ss ♠❛❞❡ ✐♥ ❬✷❪ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞✱ ❧✐♥❡❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❜♦✉t ❛ ✇♦r❦✐♥❣ ♣♦✐♥t✱
✐✳❡✳ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠❛❝❤✐♥❡ ✇✐t❤ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡s
✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t✳

❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✻ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥
✐❞❡❛❧ ❛♥❞ ❛ s❛t✉r❛t❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✶✵✮ ✐s
✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝✉rr❡♥ts✳ ❚❤❡ t❡st ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❧♦❝❦❡❞ r♦t♦r ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t✇♦
❝✉rr❡♥t st❡♣s✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞ r✐♣♣❧❡ ✐s ❡✈✐❞❡♥t ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✻✭❜✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ s❛t✉r❛t❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡

■t ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✷✳✻ t❤❛t ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r✐s❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❛ s❛t✉r❛t❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡
✐♠♣❧✐❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❞✐st♦rt❡❞ ❝✉rr❡♥t ✇❛✈❡❢♦r♠✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t s✐♥❝❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s t♦t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦♥❡✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ r❡❣✉❧❛t♦r ❞♦❡s ♥♦t ✇♦r❦
♣r♦♣❡r❧②✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦rs ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡✳ ❋✐❣✳ ✷✳✼ s❤♦✇s ❛ ❞❡t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡ ✇✐t❤
sq✉❛r❡❞ ♠❛r❦❡rs✮ ✐s ♣r❡❝✐s❡ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✐❞❡❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛t✉r❛t❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ♥♦t ♣r❡❝✐s❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r
s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡✱
t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ r❡❣✉❧❛t♦r ❝❤♦♦s❡s ✐♥❞❡①❡s 3 ❛♥❞ 5 t♦ r❡❞✉❝❡ ✭♠♦r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✮ t❤❡
❞✐r❡❝t ❝✉rr❡♥t✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❛❧❧♦✇s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ q✲❛①✐s
❝✉rr❡♥t✳ ❚❤❡ ♥✉❧❧ st❛t❡ ✭✐♥❞❡① 0✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✭♠♦r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✮ t❤❡ ❞✲❛①✐s
✇❤✐❧❡ s❧♦✇❧② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝✉rr❡♥t✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❛t✉r❛t❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡✱ t✇♦
♦♣♣♦s✐t❡ ✈❡❝t♦rs 1 ❛♥❞ 4 ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝✉rr❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
✇❤✐❧❡ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝✉rr❡♥t✳ ❱❡❝t♦rs 2 ❛♥❞ 3 ❛❧❧♦✇s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ q✲❛①✐s
✈❛❧✉❡✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✼ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦rs ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❡
t✇♦ ❝❛s❡s✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣✳ ❋✐❣✳ ✷✳✽ s❤♦✇s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❛tt❡r♥
✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥✈♦❧✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❧❡❣✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ s❛t✉r❛t❡❞
♠❛❝❤✐♥❡✱ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ✶✱✷ ♦r ✸ ❧❡❣s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❛t✉r❛t❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐✳❡✳ ✐t ✐s ♥♦t s✉r❡ t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥
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✭❜✮ ❙❛t✉r❛t❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ s❛t✉r❛t❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡

t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❛ s❛t✉r❛t❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② ❛♥ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❛❝t ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✇✐t❤
❛♥ ✐♠♣r❡❝✐s❡ ♦♥❡ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭t❤❛t ❝♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ t❡r♠ t♦ ♣❡♥❛❧✐③❡ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣s✮ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs✳
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✭❜✮ ❙❛t✉r❛t❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ s❛t✉r❛t❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡

✷✳✷✳✹✳ ▼♦❞❡❧✲❋r❡❡ P❈❈

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ▼❋P❈❈ ❤❛s ❜❡❡♥ ✜rst ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✽❪ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬✾❪✳ ❚❤❡
❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ✐s t♦ r❡❧✐❡✈❡ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡q✉✐r❡❞ ❜② ▼❇P❈❈
❛♥❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❝✉rr❡♥t tr❛❝❦✐♥❣ ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ str♦♥❣ ✐r♦♥
s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♦t❤❡r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ ▼❋P❈❈ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆❢t❡r ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ✐s
♦✉t♣✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t✇♦
❛①❡s ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❛♥❞ st♦r❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ▲❯❚s ❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✾✭❛✮✳ ■♥
t❤✐s ✇❛②✱ ❡✐❣❤t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ∆izd ❛♥❞ ❡✐❣❤t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ∆izq ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
✐♥✈❡rt❡r st❛t❡ uz ✇✐t❤ z ∈ Q✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✭✷✳✷✮ ❛♥❞ ✭✷✳✸✮ ❛r❡ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❛❝❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❯❚s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✈♦❧t❛❣❡
✈❡❝t♦r ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✾✭❜✮✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ∆i

z ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡②
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✐♥❤❡r❡♥t❧② ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♥❡❛r t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦♥❡s✳
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✭❜✮ ▼♦❞❡❧✲❢r❡❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼♦❞❡❧✲❢r❡❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❬✽❪ ❛♥❞
✐♥ ❬✾❪✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✵✳ ❉✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ s❛♠♣❧✐❣ t✐♠❡✱ t✇♦ ❝✉rr❡♥t
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t♦
❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s♣✐❦❡s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✇✐t❝❤❡s✱ t❤❡ ✜rst ❝✉rr❡♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ✜♥✐s❤❡❞
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✭❦✮t❤ s✇✐t❝❤✐♥❣ st❛t❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡❧❛②❡❞ ❜② ❛
✜①❡❞ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ❛❢t❡r t❤❡ ✭❦✮t❤ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✵✭❜✮✱
t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ❧❛❣❣✐♥❣ ❜❡❤✐♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜② ❛ ✜①❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ st❛t♦r ❝✉rr❡♥t ❛t t❤❡
❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✭❦✮t❤ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✭❦ ✰ ✶✮t❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧✳
❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✭❦✮t❤ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ❝❛♥♥♦t
❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✭❦✮t❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✇✐t❝❤✐♥❣ st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣
✐♥t❡r✈❛❧✳

Current sampling

Ts

✭❛✮ ❈✉rr❡♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❡❝✲
♥✐q✉❡

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6

ia(t) ia
k-2,1

ia
k-2,2

ia
k-1,1

ia
k-1,2

ia
k,1

ia
k,2

uk-3 uk-2 uk-1 uk

1: Read current and rotor position

2: Output trigger signals of new switching state

3: Read current

4: Calculate and update current difference

5: Estimate future current difference

6: Compute current command

7: Predict stator current, calculate cost and choose next switching state

✭❜✮ ❙❝❤❡♠❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ▼❋P❈❈ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❬✽❪

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✵ r❡q✉✐r❡s t✇♦ s❛♠♣❧❡s ❛t
❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♣✐❦❡s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝✉rrr❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s
❞❡❧❛②❡❞ ♦❢ ❛ ✜①❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t✐♠❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠♦❞❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❣❡♥❡r❛❧ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛②✱ ✐t ❧❛r❣❡❧②
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡rt❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❆ ✐♠♣r♦♣❡r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
t❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❞❛♠❛❣❡s t♦ t❤❡ ❞r✐✈❡ s②st❡♠✳ ❚♦ ✜♥❛❧❧② r❡s♦❧✈❡ t❤✐s
✐ss✉❡✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❬✾❪✳ ■♥ ❡❛❝❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✱
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜❡❢♦r❡ ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠♦❞❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❛s
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s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✶✳

Current sampling

Ts

✭❛✮ ❈✉rr❡♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❡❝✲
♥✐q✉❡

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

ia(t) ia
k

ia
k1|k

ia
k2|k

uk-1 uk uk+1 uk+2

1: Measure stator current

2: Output new switching state

3: Calculate and update old current variation

4: Estimate current variation

5: Compute current command

6: Compute current command

7: Execute current prediction, calculate cost and choose next switching 

state

✭❜✮ ❙❝❤❡♠❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ▼❋P❈❈ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❬✾❪

❲❤❡t❤❡r ❛♥ ✐♥✈❡rt❡r st❛t❡ ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ✉♣❞❛t❡❞ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡✳ ■♥ ❬✾❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs r❡❢❡r t♦ t❤✐s ✐ss✉❡
❛s t❤❡ st❛❣♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✉♣❞❛t❡ ❛♥❞ t❤❡② ♣r♦♣♦s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦
❛❞❞r❡ss ✐t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r Nold ♦❢
❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ st❡♣s✱ t❤✐s ✈❡❝t♦r ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦r❝❡❞ ❛t t❤❡ ♥❡①t ✐♥t❡r✈❛❧✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t
♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞✱ ❢❡❡❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧
✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r✳ ❙♦♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤✐s ❛s♣❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✲❢r❡❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✷✱ ✇❤❡r❡
▼❇P❈❈ ❛♥❞ t❤❡ ▼❋P❈❈ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✾❪ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❛t✉r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧
♦♥ t❤❡ ❙②♥❘▼✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ Nold = 200✳ ❚❤❡ ♣❧♦ts s❤♦✇
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❡❞ st❡♣ t❡st ✇✐t❤ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ 100 ❬r♣♠❪ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠
st❛♥❞st✐❧❧✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✻✭❜✮✮✱ t❤❡ ▼❇P❈❈ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞
❝✉rr❡♥t r✐♣♣❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❛❞❡q✉❛❝②✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ▼❋P❈❈ ❡①♣❧♦✐ts
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❛❝t✉❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ✐t ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❜❡tt❡r r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ❧♦✇ r✐♣♣❧❡✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ♥♦♥ s❛t✉r❛t❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣✱ ✐✳❡✳
t❤❡ ♠♦❞❡❧✲❢r❡❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ t❤❛t✱ ✐♥ t❤✐s t❡st✱ ❛❧❧♦✇s
❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✷✭❜✮✳
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✭❛✮ ❈✉rr❡♥t ✇❛✈❡❢♦r♠s
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✭❜✮ ❙✇✐t❝❤✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▼❇P❈❈ ❛♥❞ ▼❋P❈❈ ✇✐t❤ Nold = 200

❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✷✭❛✮✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇❛✈❡❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ ▼❋P❈❈ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡
❡✈✐❞❡♥t s♣✐❦❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❛♥t✐✲st❛❣♥❛t✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✾❪✳
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❋✐❣✳ ✷✳✶✸✭❛✮ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✷✳✶✸✭❜✮ r❡♣♦rt t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇❛✈❡❢♦r♠s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ Nold = 100
❛♥❞ Nold = 50 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
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✭❜✮ Nold = 50

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❚❡st ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ Nold

■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦rs ❛❧❧♦✇s ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r st❛❣♥❛✲
t✐♦♥ ❜✉t ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❝❛✉s❡s s♣✐❦❡s ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇❛✈❡❢♦r♠✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢
t❤✐s s♣✐❦❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts✱ ❡✳❣✳ t❤❡ r♦t♦r ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐♥❞✉❝✲
t❛♥❝❡✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ Nold = 50 ❛r❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ 100 st❡♣s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✹✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞q✲❛①✐s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✺✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧
♦♣r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ r❡❣✉❧❛t♦r ♦✉t♣✉ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳
Pr❡❝✐s❡❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r♦t♦r ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ t❤r❡❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❡❝t♦rs✿

❼ ✐♥❞❡① ✹✿ ❛❧❧♦✇s ❛ s♠❛❧❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ q✲❛①✐s
❝✉rr❡♥t❀

❼ ✐♥❞❡① ✻✿ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞✲❛①✐s ❝✉rr❡♥t ✇❤✐❧❡ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝✉rr❡♥t❀

❼ ✐♥❞❡① ✵✿ ✐t ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s t♦✇❛r❞s t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡
❝✉rr❡♥ts ✭✉s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✇♦r❦ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✮✳

❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦✐♥t❡❞ ✇✐t❤ r❡❞ ❝♦❧♦r ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✹✭❛✮✱
✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❧♦t ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✶✹✭❜✮ ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✺✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❞❡①❡s t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ ❢r❡q✉❡♥t ▲❯❚
✉♣❞❛t❡✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❧♦t ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✶✹✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❤t ✈❡❝t♦rs✳ ❊❛❝❤ t✐♠❡ ❛
✈❡❝t♦r ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ♦❧❞✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ✐t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r 50 ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ st❡♣s✱ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣❧✐❡s ✐t✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ st❛❣♥❛t ✈❡❝t♦rs ❛r❡ 1✱ 2 ❛♥❞ 3
✭❞r❛✇♥ ✇✐t❤ ❜❧❛❝❦ ❝♦❧♦r✮✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ♥♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❡❝✲
t♦rs✱ ❛♥♦t❤❡r ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧ ✈❡❝t♦r ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❜r✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳
❚❤✐s ✈❡❝t♦r ✭✐♥❞❡① 5 ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❜❧✉❡ ❝♦❧♦r✮ ✐s ♥♦t ❢♦r❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥t✐✲st❛❣♥❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❝❤ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ Nold✱ ❜✉t ✐t ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
t♦ ❜r✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✇♦r❦ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤✐s ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r r❡♣✲
r❡s❡♥ts ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛❢t❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❧❞ ✈❡❝t♦rs✱
❜✉t ✐t ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ❛s ♦♣t✐♠❛❧ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s t❤❛t✱
❞✉r✐♥❣ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♥t✐✲st❛❣♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✾❪ ❢♦r❝❡s
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✿ ❉❡t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ▼❋P❈❈ ♦♣❡r❛t✐♦♥

✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦rs t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t ❝♦✉❧❞
❜❡ ❡✈❡♥ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❡❝t♦rs✳

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ Nold ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ tr❛❞❡
♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ▲❯❚ ✉♣❞❛t✐♥❣
❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ✐♥ t✉r♥ ✇✐t❤ t❤❡ st❛✲
❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❛♥❞
t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❡❝t♦rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✱
t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✉t♣✉t ❜✉t t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧♦t ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✶✻

❘❡s✉♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ s♦ ❢❛r ✐t ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t
t❤❛t t❤❡ ❛♥t✐✲st❛❣♥❛t✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✾❪ ❤❛s ❛ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡✈❡r② t✐♠❡ t❤❛t ❛♥ ✐♥✈❡rt❡r st❛t❡ ✐s
❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ♦❧❞✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣❧✐❡s ✐t✱ ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ Nold r❡♣r❡s❡♥ts ❛ tr❛❞❡ ♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢
t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
❛ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Nold ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❢r❡q✉❡♥t t❛❜❧❡ ✉♣❞❛t❡ ❛♥❞ ❧❛r❣❡❧② ❛✈♦✐❞s st❛❣♥❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡
♦❢t❡♥❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❜✐❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✈♦❧t❛❣❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝❤♦♦s✐♥❣
❛ ❜✐❣❣❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ Nold ❛❧❧♦✇s ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❜✉t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡✈❡r❡❧② ✇♦rs❡♥❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ Nold ✐s ❢♦✉♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞
✐ts ✈❛❧✉❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛t ❡✈❡r② ✇♦r❦✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
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Nold1

Optimality

Update frequency,

prediction accuracy,

stability

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✿ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ Nold

✷✳✸✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈✉rr❡♥t ❈♦♥tr♦❧ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡❞✳ ❙♦♠❡
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ s❛❧✐❡♥t ♠❛❝❤✐♥❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r♦t♦r ❛♥✐s♦tr♦♣② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❛♥❛❧②s❡❞ ❞✉r✐♥❣ tr❛♥s✐❡♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❝✉rr❡♥t st❡♣s✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ st❛rt✉♣✳
■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r ❝♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛
❜✐❛s❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② t♦ t❤❡ ❛①✐s ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s
t❤❛t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst st❡♣s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦♥ t❤❡ ❛①✐s ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❢❛st❧②
r❡❛❝❤❡s ✐ts r❡❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ r❡♠❛✐♥s ③❡r♦✳ ❆ ❝♦❧❧❛t❡r❛❧ ❡✛❡❝t ✐s t❤❛t t❤❡ t♦rq✉❡
✐♥ ♥✉❧❧ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ s❧♦✇❡r s♣❡❡❞ r❡s♣♦♥s❡✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥
t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s❛❧✐❡♥❝② r❛t✐♦ ❛❧❧♦✇s ♦✈❡r❝♦♠✐♥❣ t❤✐s
❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❲✐t❤ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❜✐❛s ✐s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ t✇♦ ❛①❡s
❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✇❛②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t r❡q✉✐r❡s
t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ s❛❧✐❡♥❝② r❛t✐♦✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡✳ ■♥ ❙②♥❘▼✱ t❤❡s❡
✈❛❧✉❡s ❛r❡ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞✉❡ t♦ ✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱
✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❛♣♣❛r❡♥t ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡s ❝♦✉❧❞
♥♦t ❜❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ❤❛✈❡ s❤♦✇❡❞ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❜❛❧❛♥❝❡❞
❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦♥ ❜♦t❤ ❛①❡s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡
✐♥❞✉❝t❛♥❝❡s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥s✱ t❤✐s ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡
✇♦r❦✳

❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ r❡❣✉❧❛t♦r ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✇♦
st❡♣s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡❧❛②s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ ❜♦t❤ t❤❡ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ▼♦❞❡❧✲❢r❡❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠✐s♠❛t❝❤ ❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ ❙②♥❘▼ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝♦❣♥✐s❡❞
❛s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧ ✐♥❛❞❡q✉❛❝✐❡s✳



Chapter 3

❆✈♦✐❞✐♥❣ st❛❣♥❛t✐♦♥ ✐♥ ▼♦❞❡❧✲❢r❡❡

Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈✉rr❡♥t ❈♦♥tr♦❧

❉✉❡ t♦ ✐ts ♥❛t✉r❡✱ ▼♦❞❡❧✲❢r❡❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② r♦❜✉st t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ r❡❣✉❧❛t♦r ♣r❡❝✐s❡❧② ❦♥♦✇s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❆ ❝r✉❝✐❛❧ ❛s♣❡❝t ❢♦r t❤❡
♣r♦♣❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈❡✱ ✐s t❤❡ ▲❯❚ ✉♣❞❛t❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❡✲
q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢r❡q✉❡♥t❧②✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❯❚ ❛r❡
♥♦t r❡❧✐❛❜❧❡ ❛♥②♠♦r❡ ❛♥❞ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ s❡✈❡r❡ ✇♦rs❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✱ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❝♦♥tr♦❧✳ ❲❤❡t❤❡r ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ✐s ♥♦t ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r
s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✉♣❞❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s r❡✲
❢❡rr❡❞ ❛s st❛❣♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢
t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r st❛❣♥❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❆❢t❡r t❤❛t ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♥t✐ st❛❣♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s
♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞✳

✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▼❋P❈❈ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✽❪ ❛♥❞ ❬✾❪ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥tr♦❧
♦❢ ❛♥ ■P▼ ❛♥❞ ❛ ❙②♥❘▼ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ ✇♦r❦s s❤♦✇ t❤❡ ❣r❡❛t ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ▼♦❞❡❧✲❢r❡❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ❡♥❤❛♥❝❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈❡✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥tr❛t❡❞ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧✱
s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ▼❋P❈❈ ✐s ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛❧t❤♦✉❣❤ r❡❝❡♥t✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ✐ts ✐♥✲
❤❡r❡♥t r♦❜✉st♥❡ss t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ✐ts s♣r❡❛❞ ❝♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❣r❡❛t ❜❡♥❡✜ts ✐♥
✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦✉❧❞
❜❡ ❣r❡❛t❧② ❡①t❡♥❞❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ♥❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲✐t❤♦✉t ✐t✱ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ s❝❤❡♠❡s ❧♦s❡ t❤❡✐r ❡✛❡❝t✐✈❡✲
♥❡ss ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡ ✉♥s✉✐t❛❜❧❡✱ ♠❛❦✐♥❣ ♦t❤❡r ✇❡❧❧✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ❡✳❣✳ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧✱
t❤❡ ✜rst ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ✐♥❞✉str② ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ ❞r✐✈❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡
❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛s s❡✈❡r❛❧
♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳ ■t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❡❛s❡ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐t ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s ❝✉rr❡♥t
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✐t ❛✈♦✐❞s ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥

✸✼



✸✽ ❆✈♦✐❞✐♥❣ st❛❣♥❛t✐♦♥ ✐♥ ▼♦❞❡❧✲❢r❡❡ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈✉rr❡♥t ❈♦♥tr♦❧

✐s ❡✈❡♥ ❡✛♦rt❧❡ss✿ ♥♦ tr✐❝❦② t✉♥✐♥❣ ♦❢ ❣❛✐♥s ❛♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞s ❛s ♦t❤❡r tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧
s❝❤❡♠❡s✱ ❡✳❣✳ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲✐♥t❡❣r❛❧ r❡❣✉❧❛t♦rs✱ ♦❜s❡r✈❡rs ❛♥❞ ❡st✐♠❛t♦rs ❡t❝✳✳ ✳ ❚❤✐s
✐♥ t✉r♥ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡✿ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❞r✐✈❡✱ ✐✳❡✳ ♠❛❝❤✐♥❡s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✲
t✐❝s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❧❛❜♦r✐♦✉s
s❡❧❢✲❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❣r❡❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧✐t✐❡s✱ ❛❢t❡r ▼❋P❈❈ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✽❪✱ ♦♥❧② ♦♥❡
❛♥♦t❤❡r ✇♦r❦✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤♦rs✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ t♦♣✐❝✳
❙✉r❡❧②✱ ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ t♦ ♠❛❦❡ ✐t ❝♦♠✲
♣❡t✐t✐✈❡✳

❚❤❡ ✜rst ❝r✉❝✐❛❧ ❛s♣❡❝t t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐s t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r
st❛❣♥❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✉♣❞❛t❡❞
❢♦r s❡✈❡r❛❧ st❡♣s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ✐s ♥♦t ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❛t t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ✉♥❞❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥✈❡rt❡r ♦✉t♣✉t ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡s ✭✐♥
❜♦t❤ s✐❣♥ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ st❛t❡✱ ❛♥ ✐♥❢r❡q✉❡♥t ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ▲❯❚
❝❛✉s❡s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✇r♦♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s t❤❛t ❞r✐✈❡ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳
■❢ st❛❣♥❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣r❡✈❡♥t❡❞ ♦r r❡❛❞✐❧② s♦❧✈❡❞✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛r❡ ❣r❛❞✉❛❧❧② ✇♦rs❡♥❡❞
❛♥❞ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ❧♦ss ♦❢ ❝♦♥tr♦❧✳

❲❤✐❧❡ t❤✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐ss✉❡ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❬✽❪✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞
✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❬✾❪✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥ts
s♦♠❡ ❡✈✐❞❡♥t ❞r❛✇❜❛❝❦s✿ ✐t ❢♦r❝❡s ♥♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ✐t r❡q✉✐r❡s t❤❡ t✉♥✐♥❣ ♦❢ ❛
t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❛t ✐s ♠❛❞❡ ✇✐t❤ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r
❡✈❡r② ♦♣❡r❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♥t✐✲st❛❣♥❛t✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■t ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥✲
s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡✐❣❤t ✐♥✈❡rt❡r st❛t❡s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s✱ ✐t
✉s❡s t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ✈❛❧✉❡s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❯❚ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦✉r ✭t❤❡
t✇♦ ♥✉❧❧ ✈❡❝t♦rs ❝❛✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥✮✱ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✉♣❞❛t❡✳

✸✳✷✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ st❛❣♥❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts

❚❤❡ ▼❋P❈❈ s❝❤❡♠❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✽❪ ❛♥❞ ❬✾❪ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s st♦r❡❞ ✐♥
t❤❡ ▲❯❚✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❡✈❡r② t✐♠❡ t❤❛t ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝✉rr❡♥t
✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ✉♣❞❛t❡❞✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜②
❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ st❛t❡✱ ✐✳❡✳ ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧❡✈❡❧✱ ♦♥ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ s♣❡❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❜♦t❤ ✐ts ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ s✐❣♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
❧❛tt❡r✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ❡✈❡r② t✐♠❡ ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ✐s ♥♦t ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✉♣❞❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❯❚ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦♥❡s✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ❧♦♥❣❡r t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉♣❞❛t❡
✐s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ❜✐❣❣❡r t❤❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▲❯❚ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢
t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡s❡ ❡rr♦rs ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✱ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
♠❛❝❤✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ st❛❣♥❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✳
❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ s♣❡❡❞ st❡♣✳ ❆t t❤❡ st❛rt✉♣✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛❢t❡r 25 st❡♣s t❤❡ ♠♦❞❡❧✲❢r❡❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s st❛rt❡❞✳



✸✳✷ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ st❛❣♥❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✸✾

❚❤❡ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ st❛rt✉♣ ❛❧❧♦✇s ✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ▲❯❚ ✇✐t❤ ❝♦rr❡❝t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥✳
❆❢t❡r t❤❛t t❤❡ ▼❋P❈❈ ✐s ❛❜❧❡ t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❜✉t ❜❡❢♦r❡
st❡♣ k = 2000 t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❧♦st✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡rr♦rs st❛rt ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❡❞
❣r❛❞✉❛❧❧② r❡❛❝❤❡s ③❡r♦✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❧♦t ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✶✭❜✮ s❤♦✇s t❤❛t✱ ❛❢t❡r ✐♥st❛♥t k = 1000
t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ r❡❣✉❧❛t♦r st❛rt ❝❤♦♦s✐♥❣ ♦♥❧② ✐♥❞❡①❡s 0✱ 5 ❛♥❞ 6✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♦♥❧② t❤❡
t❤r❡❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❯❚✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❛r❡ r❡♠❛✐♥s
❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❧❛st ✉♣❞❛t❡✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱ ♦♥❧② ✐♥❞❡① 0 ❛♥❞ 6 ❛r❡ ♦✉♣✉t ❢r♦♠
t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ r❡❣❛✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡
r❡❛s♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t✇♦ ▲❯❚
♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✭❜✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❛❢t❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥st❛♥t✱ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ▲❯❚✱ t❤❡
♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ t❤❡ ▲❯❚ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t
❛①✐s✱ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❜✉t t❤❡ ♦♥❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐♥❞❡① 6✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥ t❤❡ q✲❛①✐s✱
❛❧❧ t❤❡ st♦r❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❜✉t ✐♥❞❡①❡s 0 ❛♥❞ 1✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡
r❡❣✉❧❛t♦r ✉s❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❯❚ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡rr♦rs ✇✐t❤ ♥♦ ❛✈❛✐❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❝❤♦♦s❡s ✐♥❞❡① 6 t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ 0 t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ q✲❛①✐s✳ ❆❧❧
t❤❡ ♦t❤❡r ✇r♦♥❣ ✈❛❧✉❡s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❯❚✱ ❢❛❧s✐❢② t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ♠❛❦✐♥❣
✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ r❡❣✉❧❛t♦r t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❞❡①✳
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✭❜✮ ❱♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ✐♥❞❡①

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ st❛❣❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts

❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ st❛❣♥❛t✐♦♥✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ r❡❣✉❧❛t♦r
✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ st❛❣♥❛♥t ✈❡❝t♦r✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❯❚ ❛r❡ ♥♦t r❡❧✐❛❜❧❡✳ ■t
❤❛s ❜❡❡♥ ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t r❡❛❞✐❧② ✉♣❞❛t❡❞ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ♠✐sr❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ✇r♦♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r✳
❖♥❝❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡♥t❡rs t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❤✐♠ t♦ r❡❣❛✐♥ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳

❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ st❛❣♥❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ ✐ts ❡✛❡❝ts
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ t❡st✱ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
❡t❝ ✳✳ ✳
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✸✳✸✳ Pr♦♣♦s❡❞ ❛♥t✐✲st❛❣♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡✐❣❤t ✐♥✈❡rt❡r st❛t❡s ❛♥❞ t♦
❡①♣❧♦✐t ✐t ❢♦r t❤❡ ▲❯❚ ✉♣❞❛t❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t
✈❛❧✉❡s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡
❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ▲❯❚ ✉♣❞❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ♠❡❛♥s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡ ❝✉rr❡♥t
♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤♦✉t ❢♦r❝✐♥❣ ♥♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦rs✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❙②♥❘▼ ✭✷✳✾✮✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞q
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ③✲t❤ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

∆i
z,k = δi

∅ + δi
z ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ∆i
z,k ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡❝t♦rs✱

♥❛♠❡❧② δi∅ = [δi∅d δi∅q ] ❛♥❞ δiz = [δizd δizq ]✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

δi
∅ = Ai

k

δi
z = Bu

z ✇✐t❤ z ∈ Q
✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉❧❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rt❡r
u
∅ = u

z = [0 0] ✇✐t❤ z = 0, 7✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤
♥✉❧❧ ✐♥♣✉t ✈♦❧t❛❣❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ δiz ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❛❝t✐✈❡
✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r u

z ✇✐t❤ z ∈ Q ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❢♦r❝❡❞ r❡s♣♦♥s❡✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②
∆i

∅ = δi∅✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t δi∅ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝✉rr❡♥ts ❛♥❞ s♣❡❡❞✱ ✐✳❡✳ δi∅ =
f(ik, ω)✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ δiz ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ✭t❤❛t ❛✛❡❝t t❤❡ ✐♥❞✉❝✲
t❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡✮✱ ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✈♦❧t❛❣❡s t❤❛t ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞❡① ③ ❛♥❞
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r♦t♦r ♣♦s✐t✐♦♥ ϑ✱ ✐✳❡✳ δiz = f(ik, z, ϑ)✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ✈♦❧t❛❣❡
✈❡❝t♦r ✭t❤❛t ♠❡❛♥s ✜①✐♥❣ z✮✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ∆i ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t✱
t❤❡ s♣❡❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s
❜② s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❞q ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❜t❛✐♥✐♥❣

∆izd = δi∅d(i
k, ω) + δizd(i

k) · ❝♦s(ϑ− ϑz)

∆izq = δi∅q(i
k, ω) + δizq(i

k) · s✐♥(ϑ− ϑz)
✭✸✳✸✮

✇❤❡r❡ ϑz ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❤t ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ αβ ♣❧❛♥❡✳ ❆t st❡❛❞② st❛t❡✱
✐✳❡✳ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❝✉rr❡♥t i

k ❛♥❞ s♣❡❡❞ ω✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✭✸✳✸✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s
t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦✛s❡t ❛♥❞ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ t❡r♠ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❋✐❣✳ ✸✳✷
r❡♣♦rts t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❯❚ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝♦r❞❡❞
s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❜❡❢♦r❡✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❝❤✐♥❡ st❛t❡✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t r❡❧✐❛❜❧❡
❛♥②♠♦r❡ ❛♥❞ t❤❡② ❝♦✉❧❞ str♦♥❣❧② ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥ t✉r♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇r♦♥❣
✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✐♥❝♦rr❡❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡♠❛r❦s✳ ❆t ❡❛❝❤ st❡♣✱
✐✳❡✳ ✜①❡❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts✱ t❤❡ s♣❡❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✭✐✮ t❤❡ ♥✉❧❧ st❛t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t δi∅ ✐s
t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ∆i

z✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r♦t♦r ❛♥✐s♦tr♦♣②✱ ✭✐✐✮ t❤❡ ❡✐❣❤t
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❈✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛t st❡❛❞② st❛t❡

✈❡❝t♦rs δiz ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛♥ ❡❧❧✐♣s❡ ✐♥ t❤❡ ❞q ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❡♥ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤r❡❡
♠❡❛s✉r❡❞ ✈❡❝t♦rs ∆i

z ❛♥❞✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ r❡♠❛r❦s ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮✱ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♦t❤❡rs✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❤♦❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ∆i
z ❛t t❤❡ s❛♠❡

✐♥st❛♥t✱ ✐✳❡✳ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❝✉rr❡♥ts✱s♣❡❡❞ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ❞r✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st❛♥ts ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ ❢r❡q✉❡♥t ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ▲❯❚ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✹✳

❆ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡♠❛r❦s ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❱❡❝t♦r✐❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❋✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s s =< s1, s2, s3 > ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤r❡❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❡❝t♦rs ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ▲❯❚ ✉♣❞❛t❡✱ ✐✳❡✳ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦✉r ♦❧❞❡r ✈❛❧✉❡s✳ ■♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ z = 1 ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥❞❡① ♦❢
t❤❡ tr✐♣❧❡ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ z ∈ Q ❜② ♠❡❛♥ ♦❢ ❛ ♣r♦♣❡r ✐♥❞❡①
s❤✐❢t✐♥❣ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤r❡❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛❝t✐✈❡ ✈❡❝t♦rs ✐t ✐s ♣♦s✲
s✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉❧❧ ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❚❤❡s❡ r❡❧❛✲
t✐♦♥s❤✐♣s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♠✐ss✐♥❣
✈❛❧✉❡s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♥✉❧❧ ✈❡❝t♦r
❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✐✮ t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡ ✈❡❝t♦rs ✭❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✭❛✮✮✱ ✭✐✐✮ t❤r❡❡
❝♦♥s❡❝t✉t✐✈❡ ✈❡❝t♦rs ✭❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✭❜✮✮ ♦r ✭✐✐✐✮ t❤r❡❡ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢
2/3π ✭❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✭❝✮✮✳
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✭❝✮ ❚❤r❡❡ ✈❡❝t♦rs ✇✐t❤ ❛ 2/3π
♣❤❛s❡ s❤✐❢t

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ δ̄iz r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥✉❧❧ ✈❡❝t♦r [0 0]

❙❡q✉❡♥❝❡ ✶

❈♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤r❡❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❛❝t✐✈❡ ✈❡❝t♦rs✱ ❡✳❣✳ s =< 1, 2, 3 > ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡
❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✺✭❛✮✳ ❚❤❡ ▲❯❚s ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✇✐t❤

∆i
∅ = ∆i

1 +∆i
3 −∆i
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∅ −∆i
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∆i
5 = 2∆i

∅ −∆i
2

∆i
6 = 2∆i

∅ −∆i
3

✭✸✳✹✮

❋✐rst✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❧❧ ✈❡❝t♦r ✐s ❢♦✉♥❞ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✈❡❝t♦rs
✭❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✭❜✮✮✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ ❜② ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦♣♣♦st✐t❡
❛❝t✐✈❡ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❧❧ ✈❡❝t♦r ✭❛s ✐♥ t❤ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✹✭❛✮✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ♦t❤❡r ❛❝t✐✈❡ ✈❡❝t♦rs✳

❙❡q✉❡♥❝❡ ✷

❈♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤r❡❡ ❛❝t✐✈❡ ✈❡❝t♦rs ✇✐t❤ t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡✱ ❡✳❣✳ s =< 1, 2, 4 > ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✺✭❜✮✳ ❚❤❡ ▲❯❚s ❛r❡✒ ✉♣❞❛t❡❞ ✇✐t❤✱
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1 +∆i
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6 = 2∆i

∅ −∆i
3

✭✸✳✺✮

❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ♥✉❧❧ ✈❡❝t♦r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✈❡❝t♦rs
✭❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✭❛✮✮✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ t♦ t✇♦ ❛❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
✈❡❝t♦rs ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ z = 3✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✸✳✹✭❜✮✳ ❚❤❡ ♦t❤❡ t✇♦ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✱ ♥❛♠❡❧② 5 ❛♥❞ 6 ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡ ✈❡❝t♦rs✳



✸✳✸ Pr♦♣♦s❡❞ ❛♥t✐✲st❛❣♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✹✸

❙❡q✉❡♥❝❡ ✸

❈♦♠♣♦s❡❞ ❜② t✇♦ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ❛ ♥✉❧❧ ✈❡❝t♦r✱ ❡✳❣✳ s =< 1, 2, 0 > ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✺✭❝✮✳ ❚❤❡ ▲❯❚s ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✇✐t❤
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✭✸✳✻✮

❋✐rst✱ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❝t✐✈❡ ✈❡❝t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✭❛✮✳ ❚❤❡♥✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❦♥♦✇♥
✈❛❧✉❡ ✭z = 2✮ ❛♥❞ ♦♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✭z = 4✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❧❧ ✈❡❝t♦r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞
t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t✇♦ ❛❝t✐✈❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❧❛st ✈❛❧✉❡ ✐s ❢♦✉♥❞
❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✭❛✮✳

❙❡q✉❡♥❝❡ ✹

❈♦♠♣♦s❡❞ ❜② t✇♦ ❛❝t✐✈❡ ✈❡❝t♦rs ✇✐t❤ ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ 2/3π ❛♥❞ ❛ ♥✉❧❧ ✈❡❝t♦r✱ ❡✳❣✳
s =< 1, 3, 0 > ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✺✭❞✮✳ ❚❤❡ ▲❯❚s ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✇✐t❤
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2

✭✸✳✼✮

❚❤❡ t❤r❡❡ ❛✈❛✐❧❛❜❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❦♥♦✇♥ ❛❝t✐✈❡✳
❆❢t❡r t❤❛t✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❙❡q✉❡♥❝❡ ✶✱ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❡❝t♦rs
❜② ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t❤❛t ❧✐♥❦s t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❧❧✳

❙❡q✉❡♥❝❡ ✺

❈♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤r❡❡ ❛❝t✐✈❡ ✈❡❝t♦rs ✇✐t❤ ❛ ♠✉t✉❛❧ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ 2/3π✱ ❡✳❣✳ s =< 1, 3, 5 >
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✺✭❡✮✳ ❚❤❡ ▲❯❚s ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✇✐t❤

∆i
∅ =

1

3
(∆i

1 +∆i
3 +∆i

5)

∆i
2 = 2∆i

∅ −∆i
5

∆i
4 = 2∆i

∅ −∆i
1

∆i
6 = 2∆i

∅ −∆i
3

✭✸✳✽✮

❚❤❡ ✜rst st❡♣ ❛❧❧♦✇s ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉❧❧ ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✭❜✮✳
❆❢t❡r t❤❛t✱ t❤❡ ♦t❤❡r t❤r❡❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❛s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡❞
❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s✳

❆❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t st❛rt ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥t 1 ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✺✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② s♦rt✐♥❣ ✐♥ ❛s❝❡♥❞✐♥❣



✹✹ ❆✈♦✐❞✐♥❣ st❛❣♥❛t✐♦♥ ✐♥ ▼♦❞❡❧✲❢r❡❡ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈✉rr❡♥t ❈♦♥tr♦❧

4

5 6

0

7

1

23

✭❛✮ ❙❡q✉❡♥❝❡ ✶

5 6

0

7

3

4 1

2

✭❜✮ ❙❡q✉❡♥❝❡ ✷

3

4

5 6

7

1

2

0

✭❝✮ ❙❡q✉❡♥❝❡ ✸

2

4

5 6

7

1

3

0

✭❞✮ ❙❡q✉❡♥❝❡ ✹

0

2

4

6

7

1

3

5

✭❡✮ ❙❡q✉❡♥❝❡ ✺

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❱♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r s❡q✉❡♥❝❡s

SEQUENCE

IDENTIFICATION
SUBSET

SELECTION

LUT

UPDATE

idx

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❙❡q✉❡♥❝❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✢♦✇❝❤❛rt

♦r❞❡r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t t❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t s[1] ✐s t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥❞❡① ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❆❢t❡r t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛r❡ s✉❜tr❛❝t❡❞
❜② t❤❡ q✉❛♥t✐t② s[1] − 1✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ tr✐♣❧❡ts✱ ❛ ♥❡✇ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r st❛rts ✇✐t❤ ✐♥❞❡① 1 ❛♥❞ ❦❡❡♣s t❤❡ s❛♠❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡q✉❡♥❝❡✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣✱ t❤❛t ✐❢ t❤❡
tr✐♣❧❡ts ❛❧r❡❛❞② ❤❛s ♠✐♥✐♠✉♥ ❡❧❡♠❡♥t ❡q✉❛❧ t♦ 1✱ t❤❡♥ t❤❡ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t s✐♥❝❡
s[1]− 1 = 0✳

✸✳✹✳ ❙❡q✉❡♥❝❡ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❆ ♣r♦♣❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❋✐rst✱ ✐t ❤❛s t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦rs ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r♠ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐t ❤❛s t♦ r❡❝♦r❞
t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✜✈❡ ❝❛s❡s
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✸ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ♥✉❧❧ ✈❡❝t♦r✱ ✶✾✷ ❞✐✛❡r❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❡❧✐❣✐❜❧❡ t♦ ✉♣❞❛t❡
t❤❡ ▲❯❚✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✉st ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r r❡❛❧ t✐♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❝♦r❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳ ❚❤❡ ✶✾✷ tr✐♣❧❡ts ❛r❡ st❛t❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s =< s1, s2, s3 >∈ S ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠✱ ❛ ✢❛❣ fs ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡
✐♥♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ✐♥❞❡① ✐❞① ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s[fs] ❛♥❞ fs ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②
✭❧✐♥❡s ✺ ❛♥❞ ✻✮✳ ❲❤❡♥ ❛ tr✐♣❧❡t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ✐ts t❤r❡❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❢♦✉♥❞✱
t❤❡ ▲❯❚ ✉♣❞❛t❡ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ✭❧✐♥❡s ✶✵ ❛♥❞ ✶✶✮✳ ❆❢t❡r t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ t❤❡ ✜rst
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ s[1]✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♦❧❞❡st ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r✱ ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞ t♦
♦❜t❛✐♥ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ✉♣❞❛t❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭❧✐♥❡ ✶✷✮✳ ❚❤❡ s❡t A ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧
t❤❡ ✐♥❞❡①❡s t❤❛t ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐✳❡✳ t❤♦s❡ ✈❡❝t♦rs
t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❧✐♥❡ ✼✮ ❛♥❞ t❤❛t
❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ▲❯❚ ✉♣❞❛t❡✳

❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s t♦ ❜❡ s❡❧❡❝t✐✈❡ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✶✾✷ ❞✐✛❡r❡♥t tr✐♣❧❡ts ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s s ∈ Sidx,j ⊆ S✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s❡t
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s Si,j ≡ {s ∈ S|∃k, s[k] = i∧ s[1] = j}✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ t♦
❛❧❧ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐❞① ❛♥❞ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ q✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ❛ s❡q✉❡♥❝❡
✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❡✐t❤❡r ✐❢ ✐ts ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ✐s ✐❞① ❛♥❞ ✐❞① 6∈ A ♦r ✐❢ ✐ts ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ✐s q 6= ✐❞①
❛♥❞ q ∈ A ✭❧✐♥❡ ✹✮✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❙❡q✉❡♥❝❡ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
✶✿ ■♥♣✉t✿ ✐❞① ✿ ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ✐♥❞❡①✳ Sidx,q ✐s t❤❡ s✉❜s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✐❞①

❛♥❞ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ q ∈ Q✳ A ✐s t❤❡ s✉❜s❡t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❞❡①❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ ❢♦r♠ ❛ tr✐♣❧❡t✱ fs∀s

✷✿ ❢♦r ❡❛❝❤ q ∈ Q ❞♦

✸✿ ❢♦r ❡❛❝❤ s ∈ Sidx,q ❞♦
✹✿ ✐❢ ✭q ∈ A ∧ q 6= idx✮ ∨ ✭✐❞① 6∈ ❆✮ t❤❡♥
✺✿ ✐❢ ✐❞① == s[fs] t❤❡♥
✻✿ fs ← fs + 1

✼✿ A ← A∪ {✐❞①}
✽✿ ❢♦r ❡❛❝❤ q ∈ Q ❞♦

✾✿ ❢♦r ❡❛❝❤ s ∈ Sidx,q ❞♦
✶✵✿ ✐❢ fs == 3 t❤❡♥

✶✶✿ ❢✉♥❝t✐♦♥ ▲❯❚ ❯P❉❆❚❊
✶✷✿ A ← A\{s[1]}

❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✻✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱
✐t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ♣❛rts✳ ❚❤❡ ✜rst ✭s✉❜s❡t s❡❧❡❝t✐♦♥✮✱ ❛❧❧♦✇s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ✐♥♣✉t ✐♥❞❡① ✐❞①✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐❞❡♥✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❧♦❝❦ s❡q✉❡♥❝❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥❞❡①❡s ❛r❡
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧✐❣✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✢❛❣s ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❤❡t❤❡r
❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ t❤❡ ▲❯❚ ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ t❤❡
♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ❧✐st❡❞ st❡♣ ❜② st❡♣✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ t❤❡
♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛t t❤❡ ✜rst st❡♣✱ t❤❡
✐♥♣✉t ✐♥❞❡① ✐s 1✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✢❛❣ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ✐t✳ ❆t
t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐s ✐♥❞❡① 4✳ ❚❤❡ ✢❛❣s ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤✐s ✐♥❞❡①
❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ 1 ❛♥❞ ✇✐t❤ 4 ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥
❛r❡ ❛s ✇❡❧❧ ✉♣❞❛t❡❞✳ ❆t t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐s 0✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤✐s
✐♥❞❡①✱ ❛♥❞ t❤♦s❡ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ 4 ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ 0 ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞✳ ❙✐♥❝❡✱
s =< 1, 4, 0 > ✐s ♥♦t ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ▲❯❚ ❛t t❤✐s
st❡♣✳ ❆t t❤❡ ❧❛st st❡♣✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♥❞❡① ✐s 2✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ s =< 4, 0, 2 >
✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ▲❯❚ ✉♣❞❛t❡✳ ❚❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✱
♥❛♠❡❧② 4✱ ✐s t❤❡♥ ❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤✐s ✐♥❞❡① ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥②♠♦r❡ ❢♦r
t❤❡ ▲❯❚ ✉♣❞❛t❡✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼ ❞❡♠♦str❛t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r

1

1 4

1 4 0

1 4 0 2

update: s=<1,-,->

update: s=<1,4,->, s=<4,-,->

update: s=<4,0,->, s=<0,-,->

update: s=<4,0,2>, s=<0,2,->
s=<2,-,->

identify: s=<4,0,2>

discard: s[1]=4

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❛t✱ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞ ✭4 ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✮✱ t❤❡r❡ st✐❧❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❧❞❡r ✐♥❞❡①❡s ✭1 ✐♥ t❤❡
❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐ss✉❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ▲❯❚ ✉♣❞❛t❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣



✹✻ ❆✈♦✐❞✐♥❣ st❛❣♥❛t✐♦♥ ✐♥ ▼♦❞❡❧✲❢r❡❡ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈✉rr❡♥t ❈♦♥tr♦❧

♦❧❞ ✐♥❞❡① ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡
♦❧❞❡r ✈❛❧✉❡s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡①❡s✱ ♦r ❛t ❧❡❛st t❤❡ ♦r❞❡r
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥❞❡①❡s ❛r❡ ♣✉t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❡t A✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❣♦✐♥❣ ❛❣❛✐♥ts t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢
❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② t❡sts✱ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧②
❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐ss✉❡✳

❋✐❣✳ ✸✳✽ s❤♦✇s t❤❡ ❞✲❛①✐s ▲❯❚ ✇✐t❤♦✉t ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❆
s♣❡❡❞s st❡♣ t❡st ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❘❡❞ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②
❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ✭❜❧✉ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❛t ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♠❡t❤♦❞ t♦ ♣r❡✈❡♥t
❛♥❞ ❛✈♦✐❞ st❛❣♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♦❝❝✉rs✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦❣♥✐s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ ♥♦t s✐♥✐s♦✐❞s ❛♥②♠♦r❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t❡st✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s s✐♥❝❡ t❤❡
❝✉rr❡♥ts ❞♦ ♥♦t tr❛❝❦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ ❜② t❤❡ s♣❡❡❞ r❡❣✉❧❛t♦r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡
r❡q✉✐r❡❞ t♦rq✉❡✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ s♣❡❡❞ ❣r❛❞✉❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡ ✉♥t✐❧ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ③❡r♦✳
❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥t✐✲st❛❣♥❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡ ▲❯❚ ❛r❡ ❝♦♥✲
t✐♥✉♦✉s❧② ✉♣❞❛t❡❞ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡s
t❤❡ ♣r♦♣❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳
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0 500 1000
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0 500 1000
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Correct Actual

✭❛✮ ▲❯❚ ✇✴✐ st❛❣♥❛t✐♦♥
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−0.05
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Time step [−]
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Correct Actual

✭❜✮ ❯♣❞❛t❡❞ ▲❯❚

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❊✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✸✳✺✳ ▼♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

SynRM
MASTER

 MACHINE

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✲✉♣

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✾
✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ Ts = 200[µs] ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❙②♥❘▼ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❚❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤



✸✳✺ ▼♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✹✼

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ▼♦t♦r ❞❛t❛

P♦❧❡ ♣❛✐r ♥✉♠❜❡r p 2

P❤❛s❡ r❡s✐st❛♥❝❡ R 4.5 Ω

❉✐r❡❝t ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ Ld 60 mH

◗✉❛❞r❛t✉r❡ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ Lq 190 mH

◆♦♠✐♥❛❧ ❝✉rr❡♥t IN 10 Apk

❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ▼❇P❈❈ s❝❤❡♠❡✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ❝♦♥st❛♥t s♣❡❡❞
n = 100 ❬r♣♠❪ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❛❞s✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
❛♥ ✐❞❡❛❧ ✉♥s❛t✉r❛t❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ✐✳❡✳ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ▼❛①✐♠✉♠ ❚♦rq✉❡ P❡r ❆♠♣❡r❡
✭▼❚P❆✮ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❞✉❡ t♦ ✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥✱t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ▼❚P❆ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠
t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♦♥❡ ❛♥❞ ❢♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ tr❛❝❦✐♥❣
t❤❡ ❛❝t✉❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ▼❚P❆ ❤❛s ❡✈✐❞❡♥t ❞r❛✇❜❛❝❦s✱ ❡✳❣✳ ♠♦r❡ ❏♦✉❧❡ ❧♦ss❡s ❛♥❞
r❡❞✉❝❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ t♦rq✉❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②✱ ✐t ❛❧❧♦✇s ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢r❡❡ ❢r♦♠
t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❆ ✜rst t❡st ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▼❋P❈❈✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ▼♦❞❡❧✲❢r❡❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤❛s
❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥st❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② r❡❝♦❣♥✐s❡❞
✭st❡♣ k = 500✮✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❛t ❛❢t❡r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❤❡ r✐♣♣❧❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞
✐♥ ❜♦t❤ ❛①❡s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ✐s ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t ✐♥ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛①✐s✱ ✇❤❡r❡ ✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥
❝❛✉s❡s ❛ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞
❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ▼❇P❈❈ st❛❣❡✱ t❤❡ ▲❯❚ ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛♥t✐✲st❛❣♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳
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Time step [−]

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▼❇P❈❈ ❛♥❞ ▼❋P❈❈

❋✐❣✳ ✸✳✶✶✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ❞q ❝✉rr❡♥t ✇❛✈❡❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ ▼❇P❈❈ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▼❋✲
P❈❈✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❛t ❧♦✇ ❧♦❛❞✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
✐♥ t❡r♠s ♦❢ r✐♣♣❧❡✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✲❛①✐s ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❤✐❣❤❡r r✐♣♣❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r♦t♦r
❛♥✐s♦tr♦♣②✱ ✐✳❡✳ Lq > Ld✳ ❆t ❤✐❣❤❡r ❧♦❛❞s✱ ✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts
❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛①✐s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ q✲❛①✐s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✲❛①✐s ✐s ❧❡ss s✉❜❥❡❝t t♦ ✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❧❛st ♣❧♦t ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✶✶✭❛✮ s❤♦✇s t❤❛t ❛ ✇r♦♥❣ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝❛✉s❡s



✹✽ ❆✈♦✐❞✐♥❣ st❛❣♥❛t✐♦♥ ✐♥ ▼♦❞❡❧✲❢r❡❡ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈✉rr❡♥t ❈♦♥tr♦❧

❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r✐♣♣❧❡✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✷❪✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t
✐s ❤❡❛✈✐❡r ✐♥ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛①✐s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ✐s ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞✳ ❆t ❧♦✇ ❧♦❛❞s✱
t❤❡ ❝✉rr❡♥t r✐♣♣❧❡ ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ❛①✐s ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡
❞✲❛①✐s✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐r♦♥ s❛t✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t✉r♥ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
♠✐s♠❛t❝❤✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇❛✈❡❢♦r♠s ❝♦✉❧❞ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ✐✳❡✳ t❤❡ r✐♣♣❧❡
✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❛①✐s✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ▼❋P❈❈ ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡s❡♥t t❤❡ s❛♠❡
❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r✐♣♣❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❛❞✳
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Time step [−]
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✭❛✮ ❈✉rr❡♥t ✇❛✈❡❢♦r♠s

d−axis q−axis
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MB MF

✭❜✮ ■❙❊ ❝r✐t❡r✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛t 100 ❬r♣♠❪ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❛❞s

❆ ❞❡t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✷✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ r❡❞ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡
❛♥❞ t❤❡ ❜❧✉ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝✉rr❡♥t✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
t❤❛t✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ✐s ❛❝❝✉r❛t❡ s✐♥❝❡ ✐t ♣❡r❢❡❝t❧② r❡♣❧✐❡s t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❝✉rr❡♥t ❜✉t ♦♥❡ st❡♣ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❝❤❡♠❡s
✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✶✭❜✮ ❜② ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ■♥t❡❣r❛❧ ❙q✉❛r❡❞ ❊rr♦r ✭■❙❊✮ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ■t ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ▼❇P❈❈✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❧♦❛❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❝❛✉s❡❞
❜② t❤❡ ♠✐s♠❛t❝❤ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ q✲❛①✐s ❡rr♦r ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞✲❛①✐s ♦♥❡✳
❚❤❡ ▼❋P❈❈ ❡rr♦rs ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉r t❡sts✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢r❡❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❡✈✐❞❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧❛st✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s r❡❧✐❛❜❧❡ ✐♥ ❡✈❡r② ✇♦r❦✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❉❡t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②

❋✐❣✳ ✸✳✶✸ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✸✳✶✹ s❤♦✇ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡r st❡♣ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ▼❇P❈❈ ❛♥❞ t❤❡ ▼❋P❈❈✳ ■t ❝❛♥ ❜❡
♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❝❤❡♠❡s ✐♥ t❤❡ t❡st ✇✐t❤ ❧♦❛❞ 0.1[p.u.] ✐s ✈❡r②



✸✳✻ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❤❡r❡♥t st❛❣♥❛t✐♦♥ ✹✾

s✐♠✐❧❛r✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▼❋P❈❈
✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ♣r❡❝✐s❡ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❉✐✛❡r❡♥t❧②✱ ❛t ❤✐❣❤❡r ❧♦❛❞s✱ t❤❡ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❤♦♦s❡s ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ t✇♦ s❝❤❡♠❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ▼❋P❈❈
❞♦❡s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ✈❡❝t♦rs✱ ✐✳❡✳ ♥♦ tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t r❡q✉✐r❡s ✸
❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♣❡r st❡♣

❋✐❣✳ ✸✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ ▲❯❚ ❢♦r t❤❡ t❡sts ✇✐t❤ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ❤✐❣❤✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t✱ t❤❡ ✉♣✲
❞❛t❡ ✐s ❢r❡q✉❡♥t ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ s♠♦♦t❤ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✇❛✈❡❢♦r♠s✳

✸✳✻✳ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❤❡r❡♥t st❛❣♥❛t✐♦♥

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦s s❡❝t✐♦♥ ❤✐❣❤❧✐❤❣❤t❡❞ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧✳
❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❇P❈❈ ❝♦♥✜r♠❡❞ ✐ts ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t
✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❝r✐t✐❝❛❧✐t② ❢♦r t❤❡ ▼❋P❈❈✳

❋✐rst✱ ✐t ❡①✐sts ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ✐♥❞❡①❡s t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ▲❯❚ ✉♣❞❛t❡✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ tr✐♣❧❡ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✻✱ ✐✳❡✳
t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ❛ ♥✉❧❧ ✈❡❝t♦r✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦



✺✵ ❆✈♦✐❞✐♥❣ st❛❣♥❛t✐♦♥ ✐♥ ▼♦❞❡❧✲❢r❡❡ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈✉rr❡♥t ❈♦♥tr♦❧
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✿ ❯♥s✉✐t❛❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡

r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♦t❤❡r ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛❧✉❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✉♥❧✐❦❡ t❤❛t t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ❛❝t✉❛❧❧②
r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❝r✐t✐❝❛❧✐t② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ▼❋P❈❈ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❝❛♥ ❜❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ r❡❣✉❧❛t♦r ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❜r✐♥❣s t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✇♦r❦ ❛s
❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞✱ ♦♥❝❡ ✐t r❡❛❝❤❡s ✐t✱ ✐t t❡♥❞s t♦ r❡♠❛✐♥ ❝❧♦s❡ t♦ ✐t✳ ■t
✐s ❤✐❣❤❧② ✉♥❧✐❦❡ t❤❛t t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡ ✈❡❝t♦rs t❤❛t ❝❛✉s❡ ♦♣♣♦s✐t❡ r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡ ❛❧t❡r♥❛t❡❧②
❛♥❞ ✉♥✐q✉❡❧②✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❧❧ ✈❡❝t♦r✱ ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✳

❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝r✐t✐❝❛❧✐t② ❝♦♥❝❡r♥s s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ st❛❣♥❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥t✐✲st❛❣♥❛t✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ❜② tr✐♣❧❡ts ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥❞❡①❡s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐❢ ♥♦ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥♥♦t ✇♦r❦✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✺✱ ❝♦♥✜r♠❡❞
t❤❛t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❛ s✉✣❝❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ st❛❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ❢❛st tr❛♥s✐❡♥ts ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❜✐❣ ❝✉rr❡♥t ❡rr♦rs✱ ❝♦✉❧❞ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡ t♦
t❤❡ ♣r♦♣❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❋P❈❈✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝✉rr❡♥t st❡♣s✱ t❤❡ s❛♠❡
✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r N ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s t✐♠❡✱ ♦♥❧② ♦♥❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ▲❯❚ ✐s ✉♣❞❛t❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡ ♥♦t s✐♥❝❡ ♥♦ tr✐♣❧❡ts ❛r❡ ❢♦r♠❡❞✳ ❋♦r
t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✐❢ ❛❢t❡r N st❡♣s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡❞✱ t❤❡
▼♦❞❡❧✲❢r❡❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ t♦ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ N t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ ✭✐t ✐s ✇♦rt❤ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❛t t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥
r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝r✐t✐❝❛❧✐t② ❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ▼❋P❈❈ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✾❪✱ s✐♥❝❡ t❤❡✐r ♠❡t❤♦❞ ✇♦✉❧❞
❛♣♣❧② s✐① ♥♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❡❝t♦rs ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡❧②✮✳

❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝✉rr❡♥t r❡❣✉❧❛t♦r ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▼❋P❈❈
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛q✉✐s✐t✐♦♥ ❤❛s t♦
❜❡ ♣r❡❝✐s❡ ❛♥❞ ❢r❡❡ ❢r♦♠ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♥♦✐s❡s ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❯❚
❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t r❡❧✐❛❜❧❡✳ ■t ❤❛s t♦ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t✱ ✐❢ ❛ ✇r♦♥❣
✈❛❧✉❡ ✐s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❯❚✱ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛t❡r ✉s❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s



✸✳✻ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❤❡r❡♥t st❛❣♥❛t✐♦♥ ✺✶

r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦❧❞ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦rs✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❛❜❧❡✳ ■t
✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦✛s❡t ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞♦❡s ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t
❛ ❝r✐t✐❝❛❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t✱ ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥st❛♥t ♦✛s❡t ✐s
❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥t s✉❜tr❛❝t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♥♦✐s❡ ❝♦✉❧❞
❛✛❡❝t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡✳ ❚♦ ♣r❡✈❡♥t ❛♥② ✇r♦♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s✲
❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠s✱ t❤❡ ▲❯❚ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r❡❞✳ ❚❤✐s
s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❡rr♦♥❡♦✉s s♣✐❦❡s ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❯❚✳ ❚❤❡ t✐♠❡
❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ❤❛s t♦ ❜❡ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝✉t t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝②
♥♦✐s❡ ✇❤✐❧❡ ♥♦t ✐♥tr♦❝✐♥❣ ❞❡❧❛②s ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② ❡①✲
♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✷✳✹✱ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② ♣r♦♣❡r❧②
♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② s❤✐❢t✐♥❣ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡rr✉♣t s❡r✈✐❝❡ r♦✉t✐♥❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ❧❛❜♦✲
r❛t♦r② ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✾✮✱ t✇♦ ♠❛❝❤✐♥❡s ❛r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❙②♥❘▼
❛♥❞ t❤❡ ♠❛st❡r✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡rs ❛r❡ ♥♦t ✐s♦❧❛t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡② s❤❛r❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✭♦r ❛r❡
♠✉❧t✐♣❧❡s✮✱ t❤❡r❡ st✐❧❧ ❛r❡ s♦♠❡ s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❋♦r t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rt❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛st❡r ♠❛❝❤✐♥❡ ❛✛❡❝t t❤❡ ❝✉rr❡♥t
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❙②♥❘▼✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤❡
❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐s ♥♦t ✜①❡❞ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❙②♥❘▼ ❜✉t ✐t
s❧✐❞❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♥❞✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ❦✐♥❞
♦❢ ❤♦♠♦♣♦❧❛r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❜② ❡❛s❧② ♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣s ✐♥ ❛ ♣r♦♣❡r ♣♦s✐t✐♦♥✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ♦❝❝✉r ✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ t♦ t❤❡
❝✉rr❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣s✱ t❤❡ t❤r❡❡✲♣❤❛s❡ ❝✉rr❡♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ✐t✳ ❖❢t❡♥ ✐♥ t❤r❡❡✲♣❤❛s❡
s②st❡♠✱ ♦♥❧② t✇♦ ❝✉rr❡♥ts ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤✐r❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡
♦t❤❡r t✇♦ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭✸✳✾✮ ✇❤❡r❡ ia✱ ib✱ ic ❛r❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝✉rr❡♥t✱ isa✱ i

s
b✱ i

s
c ❛r❡ t❤❡

s❛♠♣❧❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ∆i ✐s t❤❡ ❤♦♠♦♣♦❧❛r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡✳ ■❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡♠♣❧②❡❞✱ t❤❡
❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❛❜❝ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡ s②st❡♠ ✐s t❤❡♥ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t✇♦
♣❤❛s❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛✛❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❈❧❛r❦ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ✭✸✳✶✵✮✱ ✇❤❡r❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❡✈❡♥ t❤❡ t✇♦
♣❤❛s❡ ❝✉rr❡♥ts ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ t❡r♠ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❤♦♠♦♣♦❧❛r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡✳







isa = ia +∆i

isb = ib +∆i

isc = −isa − isb = −ia − ib
︸ ︷︷ ︸

ic

−2∆i
✭✸✳✾✮

{

isα = 2
3

[
isa − 1

2 i
s
b − 1

2 i
s
c

]
= 2

3

[
ia − 1

2 ib − 1
2 ic +

3
2∆i

]

isβ =
√
3
3 [isb − isc] =

√
3
3 [ib − ic −∆i]

✭✸✳✶✵✮

❉✐✛❡r❡♥t❧②✱ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ t❤r❡❡ ❝✉rr❡♥ts ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✭✸✳✶✶✮ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐s ♥♦t tr❛♥s✲
❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡ s②st❡♠ ✭✸✳✶✷✮✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞♦♣t❡❞
✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳







isa = ia +∆i

isb = ib +∆i

isc = ic +∆i

✭✸✳✶✶✮

{

isα = 2
3

[
isa − 1

2 i
s
b − 1

2 i
s
c

]
= 2

3

[
ia − 1

2 ib − 1
2 ic
]

isβ =
√
3
3 [isb − isc] =

√
3
3 [ib − ic]

✭✸✳✶✷✮



✺✷ ❆✈♦✐❞✐♥❣ st❛❣♥❛t✐♦♥ ✐♥ ▼♦❞❡❧✲❢r❡❡ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈✉rr❡♥t ❈♦♥tr♦❧

❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❤❛✈✐♥❣ t✇♦ ♦♥❧② ❝✉rr❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❤✐❧❡
❛✈♦✐❞✐♥❣ ❤♦♠♦♣♦❧❛r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡ s②st❡♠✱ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t✇♦
❝✉rr❡♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭✸✳✶✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t t✇♦ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts ❛s ✐♥ ✭✸✳✶✹✮✳

{

isa − isb = ia − ib

isb − isc = ib − ic
✭✸✳✶✸✮

{

isα = 2
3 [(i

s
a − isb) + 1/2(isb − isc)] =

2
3

[
ia − 1

2 ib − 1
2 ic
]

isβ =
√
3
3 [isb − isc] =

√
3
3 [ib − ic]

✭✸✳✶✹✮

❆♥♦t❤❡r str♦♥❣ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦♠♣❧❡①
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ♦♥❧② ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞✱ t❤❡ ❜✐❣ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❝❛✉s❡s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ t✉r♥❛r♦✉♥❞ t✐♠❡✳ ❚❤❡
r❡❛❧ t✐♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❧♦✇❡r t❤❛♥ Ts✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✱ ❛ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♦✈❡rr✉♥s ♦❝❝✉r❡❞ ✇✐t❤ Ts = 100[µs]✳ ◆♦t ❡✈❡r② t❡st ✇❛s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢
❢❛✉❧t✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♠❛❞❡ s❡❧❡❝t✐✈❡✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞
✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✹✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♥❞❡① ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❡t A✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥
t❡st✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ s✉❜s❡t ❝♦✉❧❞ ♦r ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❝❛✉s❡ t❤❡ ♦✈❡rr✉♥ ♦❢ t❤❡
r❡❛❧ t✐♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧ ♦✈❡rr✉♥ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ t♦ ❤❛✈❡ st❛❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞
r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ Ts = 200[µs]✳ ❚❤✐s
❝❤♦✐❝❡ ❤❛s s♦♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛t ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▼❋P❈❈✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✸✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t❤❛t ❧✐♥❦s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s
❛♥❞ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ▲❯❚ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❡✐❣❤t ✈❛❧✉❡s
❛r❡ t❛❦❡♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ✐♥st❛♥t✳ ■❢ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✱ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡
❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡❧❧✐♣s❡✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❯❚ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st❛♥ts✱ t❤❛t ♠❡❛♥s ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
t❤❡ ❧❡ss t❤❡ ✐♠♣❛❝t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ r❡❛❧ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥t
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ Ts = 200[µs]✱ t❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❋P❈❈ ❞♦❡s
♥♦t ❛❧❧♦✇ t❤❡ st❛❣♥❛t✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ ❝❡rt❛✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥
❢♦✉♥❞ t❤❛t st❛❣♥❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ♦❝❝✉r ❞✉r✐♥❣ ❤✐❣❤ s♣❡❡❞ t❡sts ♦r ❢❛st ❞②♥❛♠✐❝s✳



✸✳✼ ❙t❛rt✉♣ ✺✸

✸✳✼✳ ❙t❛rt✉♣

❆t t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ st❛rt✉♣✱ ✇❤❡♥ ♥♦ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ②❡t✱ t❤❡ ▲❯❚
❛r❡ ❡♠♣t②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■♥ ❬✽❪ ❛♥❞ ❬✾❪ t❤❡
st❛rt✉♣ ♦❢ t❤❡ ▼❋P❈❈ ✐s ♥♦t ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ❍❡r❡✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳

❆ ✜rst ❡❛s② s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ st❛rt✉♣✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst st❡♣s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝✉rr❡♥ts✳ ❊✐t❤❡r ❛❢t❡r
❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ♦r ❛❢t❡r t❤❡ ▲❯❚ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉♣❞❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✱ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✇✐t❝❤t❡❞ t♦ t❤❡ ▼♦❞❡❧✲❢r❡❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❛t
✉s✐♥❣ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ❛s t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r
❛❧❧ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❞✉r✐♥❣ ❝❡rt❛✐♥ t❡sts✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ▲❯❚
t♦ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✲❢r❡❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s st❛rt❡❞✱ ❜✉t ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t s♦ ❞✉r✐♥❣
♦t❤❡r t❡sts✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ♥♦t ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❛❜❝❦ ✐s t❤❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇♦✉❧❞
r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛ ♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣❧❛♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ ❢♦r ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡
st❡♣s✱ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❡①❝❧✉❞❡ ❡✈❡r② s♦❧✉t✐♦♥
t❤❛t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♠♦❞❡❧✲❢r❡❡ ❝♦♥tr♦❧
s❝❤❡♠❡✳ ❋♦r t❤✐s r❡s♦❥♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ st❛rt✉♣ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳

❆ s✉✐t❡❞ st❛rt✉♣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦
♦✉t♣✉t ❛❧❧ t❤❡ ❡✐❣❤t ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦rs ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s st❛rt❡❞✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ ▲❯❚
❛r❡ ✜❧❧❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝❛♥ st❛rt r✉♥♥✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st♦r❡❞
❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❞❡①❡s ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s t♦
❛✈♦✐❞ t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ✐♥❝r❡❛s❡ ♦r ❞❡❝r❡❛s❡ r❡❛❝❤✐♥❣ ❞❛♥❣❡r♦✉s ❧❡✈❡❧ ❢♦r t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳
❚♦ ❞♦ t❤✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣♣♦s✐t❡ ✈❡❝t♦rs ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t② ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✼✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ♦r❞❡r❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✈❡❝t♦rs✱ ✐✳❡ 1− 4✱ 2− 5 ❛♥❞ 3− 6✳ ■♥
t❤✐s ✇❛② t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❞❛♥❣❡r♦✉s ❧❡✈❡❧ ❢♦r
t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❡❛❝❤ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ϑme = −π/2✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡❛❝❤ ✐♥❞❡① ✐s
❣✐✈❡♥ ❢♦r 10 st❡♣s t♦ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐♥❞❡① ❢♦r ❥✉st ♦♥❡ st❡♣✳
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Time step [−]

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ st❛rt✉♣ ♣r♦❝❡❞✉r❡

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ st❛rt✉♣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts
❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✽✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ st❛rt✉♣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✽✭❜✮✳



✺✹ ❆✈♦✐❞✐♥❣ st❛❣♥❛t✐♦♥ ✐♥ ▼♦❞❡❧✲❢r❡❡ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈✉rr❡♥t ❈♦♥tr♦❧

■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❛❢t❡r t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❡①❡❝✉t❡❞✱ ❛ s♣❡❡❞ st❡♣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡
s♣❡❡❞ r❡❣✉❧❛t♦r✳ ❆ ❝♦♥st❛♥t ❧♦❛❞ ♦❢ 0.3[p.u.] ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛st❡r ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤❛♥❦s
t♦ t❤❡ s✉✐t❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ r❡❣✉❧❛t♦r ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ ✇❤✐❝❤ ✈❡❝t♦r ✐s t❤❡
❜❡st t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡rr♦r ❛♥❞ ✐♥ t✉r♥ t♦ tr❛❝❦ t❤❡ s♣❡❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡✳
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Time step [−]

✭❛✮ ❙♣❡❡❞ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥ts

0 10 20 30 40 50 60 70
0
1
2
3
4
5
6
7

V
ol

ta
ge

 in
de

x 
[−

]

0 10 20 30 40 50 60 70
−0.5

0

0.5

d−
ax

is
 [p

.u
.]

0 10 20 30 40 50 60 70
−0.1

0

0.1

q−
ax

is
 [p

.u
.]

Time step [−]

✭❜✮ ❉❡t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ st❛rt✉♣

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✿ ❙t❛rt✉♣ ♣r♦❝❡❞✉r❡

✸✳✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r st❛❣♥❛t✐♦♥ ♦♥ ▼❋P❈❈ s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❢r❡q✉❡♥t ▲❯❚ ✉♣❞❛t❡ ❤❛s ❜❡❡♥
♣r♦✈✐❞❡❞✳

❆ ♥♦✈❡❧ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❧❧♦✇s r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣
❛❧❧ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✈❛❧✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ✈♦❧t❛❣❡
✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡✐❣❤t ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡
♦❧❞❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ▲❯❚ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t st♦r❡❞ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❤♦❧❞s ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❡✐❣❤t ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡
✐♥st❛♥t✳ ❉✐✛❡r❡♥t❧②✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❛t ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✈❛❧✉❡s ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s❤♦rt✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s
t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ ✇❤❡t❡r t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥❞❡①❡s ♣❛tt❡r♥ ❢♦r♠s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ▲❯❚
✉♣❞❛t❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ str✐❝t ❝♦♥str❛✐♥t ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ r❡❛❧ t✐♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ❤❛s t♦
❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥❞❡①✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳❚❤❡ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ▼❇P❈❈ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❙②♥❘▼ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡
❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ t❡sts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❛❞s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ str♦♥❣ ✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢
t❤❡ ▼♦❞❡❧✲❢r❡❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞✱ ❛s
❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇❛✈❡❢♦r♠s ♣r❡s❡♥t ❛ r❡❞✉❝❡❞ r✐♣♣❧❡✳

❚❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱



✸✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✺✺

✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ st❛❣♥❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡✱
✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ♥♦ s❡q✉❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ▲❯❚ ✉♣❞❛t❡✳ ❚❤✐s ❛❝t✉❛❧❧②
r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝r✐t✐❝❛❧✐t②✳ ❇❡s✐❞❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡s ♦r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❝♦✉❧❞ ❛✛❡❝t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❞r✐✈❡✳ ■♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤r❡❡ ❝✉rr❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❛ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r ❢♦r
t❤❡ ▲❯❚ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ✐ss✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♥♦✐s❡s ❛♥❞ ❤♦♠♦♣♦✲
❧❛r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛st❡r ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❆♥♦t❤❡r✱
s✐❣♥✐✜❝❛t ✐ss✉❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ♦✈❡rr✉♥ ❢❛✉❧ts✱
t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦✉❜❧❡❞✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ st❛rt✉♣ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ▲❯❚
❛r❡ ❡♠♣t② ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ r❡❣✉❧❛t♦r ❝❛♥♥♦t ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❤t
✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ st❛rt✉♣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞
❛♥❞✱ ❛❢t❡r t❤❛t✱ ❛ s✉✐t❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛❧❧♦✇s ✜❧❧✐♥❣ t❤❡
▲❯❚ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ st❛rt✉♣✳





Chapter 4

▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❍②st❡r❡s✐s ❈✉rr❡♥t

❈♦♥tr♦❧

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❍②st❡r❡s✐s ❈✉rr❡♥t ❈♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s
❘❡❧✉❝t❛♥❝❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ♣❧❛♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉r
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡r st❛t❡s ❛♥❞ ✐t ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡
✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♠❡❡t
❞✐✛❡r❡♥t ❣♦❛❧s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡
▼❛①✐♠✉♠ ❚♦rq✉❡ P❡r ❆♠♣❡r❡ tr❛❥❡❝t♦r②✱ t❤❡ ❋❧✉① ❲❡❛❦❡♥✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠
❚♦rq✉❡ P❡r ❱♦❧t❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❛ ✇✐❞❡ s♣❡❡❞ r❛♥❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥
✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡ ❧✐♠✐ts ❛r❡ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛❢t❡r
t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✉t♣✉ts ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r✱ t❤❡ s❛♠❡ ✈❡❝t♦r ✐s ❦❡♣t ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡rr♦r
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞ ❛ ✜①❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ❜❡❧♦♥❣s
t♦ ❍②st❡r❡s✐s ❝♦♥tr♦❧✳

✹✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❉✐r❡❝t ❚♦rq✉❡ ❈♦♥tr♦❧ ✭❉❚❈✮ ✐s ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢
t❤❡ t♦rq✉❡ ❛♥❞ t❤❡ st❛t♦r ✢✉① ✈❡❝t♦r ♠♦❞✉❧❡ ✇✐t❤♦✉t ♥❡❡❞✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣s✳ ■♥ t❤♦s❡
s❝❤❡♠❡s✱ ❛ s♣❡❡❞ r❡❣✉❧❛t♦r ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ t✇♦ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛❝ts t♦
❦❡❡♣ t♦rq✉❡ ❛♥❞ ✢✉① ❡rr♦rs ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❤②st❡r❡s✐s ❜❛♥❞ ❬✶✻❪✳ ❲❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♠❡r✐ts ♦❢ t❤❡s❡
s❝❤❡♠❡s ❛r❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ r♦❜✉st ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛st t♦rq✉❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ✐♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤ t♦rq✉❡ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t r✐♣♣❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✇✐t❝❤✐♥❣
❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❇❡s✐❞❡s✱ s❤♦rt s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ t♦rq✉❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❤②st❡r❡s✐s r❡❣✐♦♥ ❬✶✼✱✶✽❪✳

■♥ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rt❡r ✐s
♥♦t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t♦rq✉❡ ❛♥❞ ✢✉① ❤②st❡r❡s✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❜✉t ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❚❈ t♦✇❛r❞s ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ✭▼P❈✮
❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ▼P✲❉❚❈ ❬✶✾✕✷✹❪✳

❙❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❉❚❈ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ❙②♥❘▼ ❛s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✷✺❪✳ ❚❤✐s ♠❛❝❤✐♥❡
t✐♣♦❧♦❣② ❢❡❛t✉r❡s ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t ✇✐❞❡ s♣❡❡❞ r❛♥❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧

✺✼



✺✽ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❍②st❡r❡s✐s ❈✉rr❡♥t ❈♦♥tr♦❧

s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❙②♥❘▼ ♠❛❝❤✐♥❡ s❤♦✉❧❞ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❛❧❧ ♦♣❡r❛t✐✈❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❚♦rq✉❡
P❡r ❆♠♣❡r❡ ✭▼❚P❆✮✱ t❤❡ ❋❧✉① ❲❡❛❦❡♥✐♥❣ ✭❋❲✮ ❛♥❞ ▼❛①✐♠✉♠ ❚♦rq✉❡ P❡r ❱♦❧t❛❣❡
✭▼❚P❱✮ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ tr❛❝❦❡❞✳ ❆ ❉❚❈ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❙②♥❘▼ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥tr♦❧
t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡❣✐♦♥s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✷✻❪✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❡ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❞✉t② r❛t✐♦ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✷✼❪ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ t♦rq✉❡ r✐♣♣❧❡
r❡t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❉❚❈✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ st❛t♦r
✢✉① r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛t✉s ♦❢ t❤❡ ❞✉t② r❛t✐♦ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❋❲
♦♣❡r❛t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ✇✐❞❡ s♣❡❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❙②♥❘▼♠❛❝❤✐♥❡
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② tr❛❝❦ t❤❡ ▼❚P❆✱ t❤❡ ❋❲ ❛♥❞ t❤❡
▼❚P❱ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❧✐♥❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❧♦❝✉s ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts
❧♦❝❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ▼❚P❆ ❛♥❞ ▼❚P❱ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s❀ ✐t ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ ❢♦r♠❡r ❢♦r s♣❡❡❞ ❧♦✇❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❜❛s❡ s♣❡❡❞✱ ✐✳❡✳ ✈♦❧t❛❣❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♦♥❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤
t❤❡ ❧❛tt❡r ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡st s♣❡❡❞ ✉♣ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞r✐✈❡ s♣❡❡❞✳

❉✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❉❚❈ s❝❤❡♠❡s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
t♦rq✉❡ ❛♥❞ ✢✉① ❡rr♦rs ❢♦r t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡
❝✉rr❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡rr♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❧✐♥❡ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛
❝♦♠♣❧❡① ❡rr♦r ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❡❛❝❤
t✐♠❡ t❤❡ ❡rr♦r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡①❝❡❡❞s ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡rr♦r
✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s♣❡❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
❝✉rr❡♥ts✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
♣♦✐♥t ♦❢ ✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❧✐♥❡✳

■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❞✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼❚P❆ ❛♥❞ ❋❲ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
r♦t❛t✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❧✐♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❚P❆ ✉♣ t♦ t❤❡ ▼❚P❱ tr❛❥❡❝t♦r② ❜② ♠❡❛♥ ♦❢
❛♥ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❧♦♦♣✳ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ✈♦❧t❛❣❡ ❧♦♦♣ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢
t❤❡ ❜❛s❡ s♣❡❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉♥❞❡r ❡✈❡r② ✇♦r❦✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❉✐st✉r❜❛♥❝❡✱ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ s❡✈❡r❡
✇♦rs❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦r t♦ ❛ ♥♦♥ ❢✉❧❧② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❈ ❜✉s ❬✷✻❪✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s✱ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛❜❧❡ t♦ ❞r✐✈❡ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛t ❤✐❣❤ s♣❡❡❞ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✢✉①✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❡♠❢ ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✈♦❧t❛❣❡✱ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ❝❛♥ ♥♦t ✜♥❞ ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ❛❜❧❡ t♦ ❜r✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛❝❦ ✐♥s✐❞❡ t❤❡
❧✐♠✐t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡♣❡t✐t✐✈❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
❛s ❛♥ ✐♥❞❡①✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡rr♦r ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ✭✐✮ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♠✲
♣❧✐t✉❞❡ ❡rr♦r ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❧✐♥❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡
✐s r❡❢❡rr❡❞ ❛s ❛ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❍②st❡r❡s✐s ❈✉rr❡♥t ❈♦♥tr♦❧ ✭▼P✲❍❈❈✮✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐t
❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❋❈ s✐♥❝❡ ✐t ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❤t
♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥✈❡rt❡r st❛t❡s✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❡✈❡r② ✇♦r❦✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳



✹✳✷ Pr♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ✺✾

✹✳✷✳ Pr♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡

❚❤❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞
❜② ❛ s♣❡❡❞ r❡❣✉❧❛t♦r ✭PIn✮✱ ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ❧♦♦♣ ✭❱▲✮ ❛♥❞ t❤❡ ▼P✲❍❈❈ ❧♦❣✐❝ ❜❧♦❝❦ ✇❤✐❝❤
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡✳

n*
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+

MP

HCC

w*=0

*�
PIn
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VL� �

uz

�lim+

�z

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❈♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡

✹✳✷✳✶✳ ❙♣❡❡❞ ❧♦♦♣

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ P■ s♣❡❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶✮ ❛♥❞ ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t
✈❡❝t♦r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ |I∗| ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ t♦rq✉❡ ❞❡♠❛♥❞ m∗✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t② r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞ t♦ tr❛❝❦ t❤❡ s♣❡❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ n∗✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐ts ±µlim ✭✹✳✷✮
♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✈♦❧t❛❣❡ ❧♦♦♣ ♣❛r❛♠❡t❡r α ❛♥❞ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❙❡❝✳ ✹✳✷✳✹✳

µ∗ = |I∗| · sign(m∗) ✭✹✳✶✮

µlim = ±α · IN ✭✹✳✷✮

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ µ∗ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡ µ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❝✉rr❡♥ts r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡rr♦r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
❙❡❝✳ ✹✳✷✳✸✳

✹✳✷✳✷✳ ❖♣❡r❛t✐♥❣ ❧✐♥❡

❆ ❧✐♥❡❛r ❙②♥❘▼ ♠♦❞❡❧ ✐s ❤❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡
▼❚P❆ ❛♥❞ t❤❡ ▼❚P❱ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ❞q✲❝✉rr❡♥t ♣❧❛♥❡ ❛s ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ✭✹✳✸✮ ❛♥❞ ✭✹✳✹✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡r❡ id ≤ 0 ❛♥❞ iq > 0 ✐s ❢♦r ♠♦t♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

iq = ±id ✭✹✳✸✮

iq = ±Ld

Lq
· id ✭✹✳✹✮

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❥❡❝✲
t♦r② ❜② r♦t❛t✐♥❣ t❤❡ ▼❚P❆✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❧✐♥❡ w ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❚❤❡ ✜rst ✭✹✳✺✮✱ s❡♣❛r❛t❡❧② ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❚P❆ ❛♥❞
t❤❡ ▼❚P❱✱ st❛t❡❞ ✇✐t❤ wMTPA ❛♥❞ wMTPV r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐t t❛❦❡s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞



✻✵ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❍②st❡r❡s✐s ❈✉rr❡♥t ❈♦♥tr♦❧

s✉♠ ♦❢ t❤❡ t✇♦ t❡r♠s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✭✹✳✻✮✱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t t♦ ❧✐♥❡
❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r♠✉❧❛✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ sL(β) ✐s t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❧✐♥❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦r✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼❚P❆ ❛♥❞ t❤❡ ▼❚P❱✳ ■♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r β ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❧♦♦♣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳
✹✳✷✳✹✳

w = β · wMTPA + (1− β) · wMTPV

wMTPA = i2d − i2q

wMTPV = i2d −
(
Lq

Ld

)2

i2q

✭✹✳✺✮

sL(β) =
sign(m∗)

β
(
Lq

Ld
− 1
)

− Lq

Ld

w(β) =
|iq − sL(β)id|
√

1 + sL(β)2

✭✹✳✻✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❧✐♥❡✱ t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ❜❛♥❞
❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞q ❝✉rr❡♥t ♣❧❛♥❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳ ❚❤❡ ♠❛❣❡♥t❛ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧❛❝❦
❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ❜❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ✭✹✳✺✮ ❛♥❞ ✭✹✳✻✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ✐s
✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✹✳✺✮✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ❜❛♥❞ ✐s ❛ ❝✐r❝❧❡ ✐♥
t❤❡ ❡rr♦r ♣❧❛♥❡✱ ✐ts s❤❛♣❡ r❡s✉❧ts ❞❡❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❧❛♥❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣♦✐♥t
♦❢ ✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ✐♠♣r♦♣❡r tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❛①❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✇♦r❦✳ ❖♥ t❤❡
❝♦♥tr❛r②✱ ✭✹✳✻✮ ❛❧❧♦✇s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ r❡❣✉❧❛r s❤❛♣❡ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❧❛♥❡✳❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡
❧❛tt❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❍②st❡r❡s✐s ❜❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❞q ❝✉rr❡♥t ♣❧❛♥❡

❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡rr♦r ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✹✳✷✳✸✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t② w ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❛t✉r❛t❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ▼❚P❆ ❛♥❞ ▼❚P❱ ❧♦❝✐ ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✐ts ❡❛s❡ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❧✐♥❡❛r✐③✐♥❣ t❤❡
❛❝t✉❛❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✳ ❍❡r❡✱ t❤❡
▼❚P❆ ❛♥❞ t❤❡ ▼❚P❱ ❛r❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
❝✉r✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ ❧✐♠✐t✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡s
❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ❜❛s❡ ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ▼❚P❱
❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡ ❣r❡❛t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
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❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡❛s❡✳ ❋✐rst✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s s✐♥❝❡ ♦♥❧② t✇♦ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❝✉r✈❡s✱
t❤❡ s❛♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❧✐♥❡ ✭✹✳✺✮ ❝❛ ❜❡ ✉s❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❆❝t✉❛❧ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s

✹✳✷✳✸✳ ▼P✲❍❈❈ ❧♦❣✐❝

❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ✐s t❤❡ ▼P✲❍❈❈ ❧♦❣✐❝ ❜❧♦❝❦✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ st❛❣❡✱ t❤❡ ❜❧♦❝❦
r❡❝❡✐✈❡s ❛s ✐♥♣✉t µ∗ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡
♦♣❡r❛t✐♥❣ ❧✐♥❡ w∗ = 0 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t β ❢r♦♠ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❧♦♦♣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡
❝✉rr❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡ ▼P✲
❍❈❈ ❜❧♦❝❦✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ūj ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r
❝♦♥✈❡rt❡r✳

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❬✷✽❪✱ ❛♥ ❡rr♦r ✈❡❝t♦r E = [Eµ Ew]
t ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✭✹✳✼✮✱ ✇❤❡r❡ Eµ✱ Ew

❛r❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡rr♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ E ✐s t❤❡ ❡rr♦r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ φE ✐ts ♣❤❛s❡✳

Eµ =
µ∗ − µ

IN
Ew =

w∗ − w

I2N

E =
√

E2
µ + E2

w φE = tan−1

(
Ew

Eµ

) ✭✹✳✼✮

❚❤❡ t❛r❣❡t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐s t♦ ♦❜s❡r✈❡ ✭✹✳✽✮✱ ✐✳❡✳ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r
✇✐t❤✐♥ ❛ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ r❛❞✐✉s Emax✳

E ≤ Emax ✭✹✳✽✮

■❢ ❛t ✐♥st❛♥t ❦✱ E r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❧✐♠✐t✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝ts ♦♥ t❤❡ ❢❡❡❞✐♥❣ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❜r✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✇♦r❦ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝✐r❝❧❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ❛t t❤❡
♥❡①t st❡♣ ❦✰✶ ✐s ❝❤♦♦s❡♥ ❛♠♦♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❤t ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥✈❡rt❡r st❛t❡ u

z ✇✐t❤ z ∈ Q
✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡rr♦r E s♦ t❤❛t ✭✹✳✽✮ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❣❛✐♥✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✈♦❧t❛❣❡
✈❡❝t♦r uk1 ❤❛s t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ E✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❛♠♣❧✐t✉❞❡✭✹✳✾✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞♦t st❛♥❞s ❢♦r
❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳

d

dt
E ≤ 0

d

dt

√

E2
µ + E2

w =
EµĖµ + EwĖw

E
≤ 0

✭✹✳✾✮
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❉✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ s♣❛t✐❛❧ ✈❡❝t♦r ✐❢ ♠♦r❡
t❤❛♥ ♦♥❡ ♠❡❡ts ✭✹✳✾✮✳ ❚❤❡② ❢♦❧❧♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❡✳❣✳ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣
❢r❡q✉❡♥❝② ♦r t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❧♦ss❡s✳ ■♥ ❬✷✽❪ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✈❡❝t♦r t❤❛t
♠✐♥✐♠✐③❡ ✭♠❛①✐♠✉♠ ♥❡❣❛t✐✈❡✮ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ✭✹✳✾✮✳ ❉✐✛❡r❡♥t❧②✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ❡✐❣❤t ♣♦ss✐❜❧❡
✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦rs u

z✱ ❛♥❞ ✐t s❡❧❡❝ts t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❦❡❡♣s t❤❡ ❡rr♦r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❢♦r t❤❡
❧♦♥❣❡st t✐♠❡✳

❚❤❡ ▼P✲❍❈❈ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆t ✐♥st❛♥t ❦ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts i
k

❛♥❞ t❤❡ s♣❡❡❞ ωk ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡s uk ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣
❦✲✶✳ ❚❤❡ ❞q ❝✉rr❡♥ts ❛t t❤❡ ♥❡①t s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡ i

k1|k ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ ✭✷✳✶✵✮ ❛♥❞
✭✷✳✷✮✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝✉rr❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ µk1✱ wk1 ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦rs Ek1

µ ✱ Ek1
w ✱

Ek1 ❛s ✇❡❧❧✳ ■❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡rr♦r ♦❜s❡r✈❡s ✭✹✳✽✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥❡①t ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r
✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ st❡♣✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞
❢♦r t❤❡ ❡✐❣❤t ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥✈❡rt❡r st❛t❡s uz ✇✐t❤ z ∈ Q✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡rr♦r tr❛❥❡t♦r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ∆T z ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇✐❧❧ st❛② ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❧✐♠✐t Emax✳ ❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❡♥t❛✐❧s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡
♦❢ ∆T z ❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❛t ✐♥st❛♥t ❦✰✶✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ f t♦ ❜❡
♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶✵✮✳

f =
1

∆T z
✭✹✳✶✵✮

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹✳

 μk1 

E

< E max 

: min f
z

= 1/ ΔT
z 

μ*
SPEED LOOP OP. LINE 

w *

α β

uk ik

ikΔ = A mik + B m uk

ik1|k = ik
+ ikΔ

ik1|k

w k1 

wE
k1 μE

k1 

 k1

uk1 = uk uz

uk1

E 
k1

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼P❍❈❈ ♦♣❡r❛t✐♦♥

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ∆T z ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ▲❡t E ❜❡ t❤❡ ❡rr♦r ❛t ✐♥st❛♥t k✱
❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭✹✳✼✮✳ Pr❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r ❛t t❤❡ ♥❡①t ✐♥st❛♥t ❦✰✶✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ Ė

z = [Ėµ Ėw]
t ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✐♥ ✭✹✳✶✶✮✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ Ėz ✐s t❤❡

s♣❡❡❞ νz ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ♠♦✈❡s ✐♥ t❤❡ ❡rr♦r ♣❧❛♥❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
Ė

z✳

❋✐❣✳ ✹✳✺ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✇♦r❦ ❛♥❞ ✐ts tr❛❥❡❝t♦r② ✐♥ t❤❡ ❡rr♦r ♣❧❛♥❡ ❛ss✉♠✐♥❣
E = Emax✳ ❍❡r❡✱ ϕz ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡rr♦r ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ γz ✐s ✐ts
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶✷✮✳

Ėz =
√

(Ėz
µ)

2 + (Ėz
w)

2 φĖz = tan−1

(

Ėz
w

Ėz
µ

)

✭✹✳✶✶✮
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E

�E

wE

�E

�E

E
z

�z

�z

�E
j

Cz

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❊rr♦r ♣❧❛♥❡

ϕz = π − γz and γz = φE + φĖz ✭✹✳✶✷✮

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❞ νj ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ♠♦✈❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❤♦r❞ Cj r❡♠❛✐♥✐♥❣
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❛ t✐♠❡ ∆T j ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶✸✮✳

∆T z =
Cz

vz
=

2Emax · cos(ϕz)

Ėz
✭✹✳✶✸✮

✹✳✷✳✹✳ ❱♦❧t❛❣❡ ❧♦♦♣

❇❡②♦♥❞ t❤❡ ❜❛s❡ s♣❡❡❞✱ t❤❡ ❜❡♠❢ ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❉❈ ❜✉s✳ ■♥ t❤✐s
❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ▼P✲❍❈❈ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r t❤❡ ❜❡st ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ❛❜❧❡ t♦ s❤✐❢t t❤❡ ❡rr♦r ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♥♦ ❛✈❛✐❧✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✇❤❡t❤❡r ✐t
✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✇❡❛❦ t❤❡ ✢✉① ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✭✹✳✾✮ ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ r♦t❛t❡
t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❧✐♥❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❡❛♥s ✜♥❞✐♥❣ ❛ ✈❡❝t♦r t❤❛t
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡rr♦r ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡✳
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥❧② ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳

❋✐❣✳ ✹✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡rr♦r E ❧✐❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❧✐♠✐t Emax✳ ❆
s✉✐t❛❜❧❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ✐s ❛❜❧❡ ✭✐✮ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡rr♦r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t♦ s❤✐❢t t❤❡ ♣♦✐♥t
t♦✇❛r❞s t❤❡ ❧✐♠✐t ❝✐r❝❧❡✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ γz ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ✭✹✳✶✷✮ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✐♥ ✭✹✳✶✹✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ϕz

lim = sin−1(Emax/E)✳
❚❤❡ ❧❛tt❡r ❞❡❧✐♠✐ts t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛r❡❛ ❢♦r t❤❡ ❡rr♦r ❛t t❤❡ ♥❡①t ✐♥st❛♥t Ek1✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✻✱ t❤❡ ❡rr♦r ❛t ❦✰✶ ❤❛s ❛ s♠❛❧❧❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❜✉t t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❞♦❡s
♥♦t ❝r♦ss t❤❡ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡✱ ✐✳❡✳ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✾✮ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤✐❧❡ ✭✹✳✶✹✮ ✐s ♥♦t✳

γz ∈ π ± ϕz
lim

cos(γz) < −cos(ϕz
lim)

ξz = EµĖ
z
µ + EwĖ

z
w + Ėz ·

√

E2 − E2
max < 0

✭✹✳✶✹✮
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E ��
lim

wE

�E

z

z

E
z
Ts

E
k1

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛r❡❛

❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✶✹✮ ✐s ❛❧✇❛②s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜❛s❡ s♣❡❡❞ ✇❤✐❧❡
✐t ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❡♠❢ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✈♦❧t❛❣❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s
❢❛❝t✱ ✭✹✳✶✹✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✇❡❛❦ t❤❡ ✢✉①
♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞r✐✈❡ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❋❲ ❛♥❞ t❤❡ ▼❚P❱
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠♦♥✐t♦rs t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ξz ❛♥❞ ✐t r❡❣✉❧❛t❡s t❤❡
♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r η ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❚❤❡ ❧♦❣✐❝ ❝❛♥ ❜❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ♦❜s❡r✈✐♥❣ ✭✹✳✶✹✮✱ ✐✳❡✳ ξz < 0✱
t❤✐s ❡✈❡♥t ✐s r❡❝♦r❞❡❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r cntη ≥ 0✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ❝♦✉♥t❡r
cntcycle ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛t ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❆❢t❡r Ncycle st❡♣s✱ ✐❢ cntη = 0 ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ t❤❡ ▼P✲❍❈❈ ♥❡✈❡r ❢♦✉♥❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ❛♥❞
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r η ✐s r❡❞✉❝❡❞ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✐t② ∆η✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐❢ cntη = Ncycle ✐t ♠❡❛♥s
t❤❛t ❛t ❡✈❡r② ✐♥st❛♥t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r uz ♦❜s❡r✈❡❞ ✭✹✳✶✹✮✳ ■❢ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ tr✐❡s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ η✳ ❆❢t❡r Ncycle st❡♣s t❤❡ ❝♦✉♥t❡rs cntη ❛♥❞
cntcycle ❛r❡ ③❡r♦❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ str♦♥❣❧② r❡❧② ♦♥ t❤❡
♣r♦♣❡r t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Ncycle ❛♥❞ ∆η✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✢♦✇ ❝❤❛rt ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✼✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❛t η ∈
[−1; 1]✿ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ▼❚P❆ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦✇❡r
❧✐♠✐t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♠❛①✐♠✉♠ s♣❡❡❞✳

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ η t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst✱
♥❛♠❡❧② α✱ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ s♣❡❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♦✉t♣✉t µ∗ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ±α · IN ❛s
♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✭✹✳✷✮✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦✉t♣✉t β ✐s ✉s❡❞ t♦ r♦t❛t❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❧✐♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❚P❆ t♦ t❤❡
▼❚P❱ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳✹✳✷✳✷✳

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❧♦♦♣ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡
♣❛r❛♠❡t❡r η✱ α ❛♥❞ β ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✽ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts ♦❢ ✇♦r❦✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡
▼❚P❆✱ t❤❡ ❋❲ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ▼❚P❱ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ✐♥ t❤❡ ❞q ❝✉rr❡♥t ♣❧❛♥❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❱♦❧t❛❣❡ ❧♦♦♣ ♦♣❡r❛t✐♦♥

✹✳✸✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ ▼P✲❍❈❈ str❛t❡❣② ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❡st❡❞✳ ❋✐❣✳ ✸✳✾ s❤♦✇s
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✲✉♣✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❙②♥❘▼ ❛♥❞ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ❜❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✜①❡❞ t♦
Emax = 2.5e−2✳

❆ ✜rst t❡st ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ❢♦r ❛❧❧ t❤❡
♦♣❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❙②♥❘▼ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞r❛❣❣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛st❡r ♠♦t♦r
✇✐t❤ ❛ s♣❡❡❞ r❛♠♣ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ③❡r♦ t♦ ✈❛❧✉❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❜❛s❡ s♣❡❡❞✳ ❚❤❡ P■ s♣❡❡❞
r❡❣✉❧❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❙②♥❘▼ ♠❛❝❤✐♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② s❛t✉r❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡
µ∗ = α · IN ✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✇♦r❦ ✇✐❧❧ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s❡ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♠♦✈❡
❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝✉rr❡♥t ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ ❋❲ ❛♥❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ▼❚P❱ tr❛❥❡❝t♦r②✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ❝❛♥ ❜❡ t❡st❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡
✇♦r❦✐♥❣ ❛t ✐ts ❧✐♠✐ts✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✾✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞q✲❛①✐s ❝✉rr❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❱▲ ♣❛r❛♠✲
❡t❡r ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❍❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ✐♥ ❝♦♥✜r♠❡❞✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ✐t



✻✻ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❍②st❡r❡s✐s ❈✉rr❡♥t ❈♦♥tr♦❧

✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞r✐✈❡ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❡❡❞ r❛♥❣❡✳❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧②
▼❚P❆✱❋❲ ❛♥❞ ▼❚P❱✱ ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳
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✭❜✮ ❈♦♠♣❧❡t❡ r❛♥❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❞q✲
❝✉rr❡♥t ♣❧❛♥❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❋✐rst t❡st✿ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

❚❤❡ ✜rst t❡st ❛❧❧♦✇❡❞ ✈❡r✐✜♥❣ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜✉t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
s②st❡♠ ✐♥ ✐ts ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ s✐♥❝❡ t❤❡ P■ s♣❡❡❞ r❡❣✉❧❛t♦r ❛❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧②
❡①❝❧✉❞❡❞✳ ❆ ❞❡❡♣❡r ❛♥❛❧②s✐s ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❧♦♦♣s✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞
♥♦t ❝❛✉s❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s✳

❋✐❣✳ ✹✳✶✵ r❡♣♦rts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t s♣❡❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡
❙②♥❘▼✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜❛s❡ s♣❡❡❞✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜r❛❦✐♥❣ t♦rq✉❡
✇✐t❤ t❤❡ ♠❛st❡r ♠♦t♦r ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✇♦r❦ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ▼❚P❆
tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t♦rq✉❡ r❛♠♣✱ t❤❡ ❞q ❝✉rr❡♥ts ❝❧♦s❡❧② tr❛❝❦ t❤❡ ▼❚P❆
tr❛❥❡❝t♦r② ❛♥❞ t❤❡ t❤❡ ❱▲ ♦✉t♣✉ts η = α = β = 1✳
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✭❜✮ ▼❚P❆ tr❛❥❡❝t♦r② ✐♥ ❞q✲❝✉rr❡♥t
♣❧❛♥❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t♦rq✉❡ r❛♠♣ t❡st

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❡❞ st❡♣✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡
✐s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜❛s❡ s♣❡❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❜❡②♦♥❞ ✐t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s
❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✶✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r η ❛♥❞ β st❛rt
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛t ✐♥st❛♥t t = 1[s]✱ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❧✐♥❡✳ ■ts s❧♦♣❡ ✐s
❣r❛❞✉❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ✉♥t✐❧ ✐t ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ▼❚P❱ ❧✐♥❡✱ ✐✳❡✳ β = 0✳ ❆❢t❡r t❤✐s ♠♦♠❡♥t✱
η ❣♦❡s ♦♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♣r♦✈♦❦✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ α✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❤❛s
♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✈❛❧✉❡ α · IN ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
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✭❜✮ ▼❚P❆ t♦ ▼❚P❱ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❞q✲❝✉rr❡♥t ♣❧❛♥❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ st❡♣ t❡st

❚❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❞
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❙♣❛❝❡ ❱❡❝t♦r ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❙❱▼✮ str❛t❡❣②✳ ❉✐✛❡r✲
❡♥t t❡sts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①❡❝✉t❡❞ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❡✈❡r② ✇♦r❦✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❝❤❡♠❡s ✭❞❡✜♥❡❞
✐♥ ✭✹✳✶✺✮✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s ✐♥❞❡① ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t t❤❡ r❛t✐♦ ✐s
✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ Nsw = 4 − 5.5✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ❛❝❤✐❡✈❡ 4 t♦ 5.5 t✐♠❡s
❧♦✇❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s✳

Nsw =
NSVM

NMPHCC
✭✹✳✶✺✮

❋✐❣✳ ✹✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠✉✲
t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▼❚P❆ r❡❣✐♦♥✳ ❋✐❣✳ ✹✳✶✷✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ s♣❡❡❞✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢
✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❞q ♣❧❛♥❡✳ ❋✐❣✳ ✹✳✶✷✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦♥ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡ ❛♥❞
t❤❡ t♦t❛❧✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ❞✐str✉❜✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡
♣❤❛s❡s✳
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✭❛✮ ▼❚P❆ t❡st
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✭❜✮ ◆✉♠❜❡r ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❙❱▼ ❛♥❞ ▼P❍❈❈

■t ✐s ✇♦rt❤ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇❡❞ ❛ r❡♠❛r❦✲
❛❜❧❡ ❝✉rr❡♥t r✐♣♣❧❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s t✇♦❢♦❧❞✳ ❋✐st✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡
❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❙②♥❘▼✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✷✳✸✱ t❤✐s ❝❛✉s❡s ❛♥



✻✽ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❍②st❡r❡s✐s ❈✉rr❡♥t ❈♦♥tr♦❧

✐♥❝r❡❛s❡❞ r✐♣♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇❛✈❡❢♦r♠s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤✐s ✐s ❛♥ ❤②st❡r❡s✐s ❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧
t❤❛t ✐♥❤❡r❡♥t❧② ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❤✐❣❤❡r r✐♣♣❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝♦♠♠♦♥ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡
❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❧♦✇❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r✐♣♣❧❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡
♠✐t✐❣❛t❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐t❤♦✉t ❡①❝❡❡❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❙❱▼ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✳

❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ Ts = 30[µs] ❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✸✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ r✐♣♣❧❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
r❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ 30.8% t♦ 14.8%✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s ✐s st✐❧❧ ❧♦✇❡r t❤❛♥
✐♥ ❙❱▼ s✐♥❝❡ t❤❡ r❛t✐♦ ✐s Nsw = 3.3✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st ♣❧♦t
♦❢ ❋✐❣✳ ✹✳✶✸✭❛✮ t❤❛t t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r E ✐s ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❛♥❞ ✐t ♠♦st❧②
r❡♠❛✐♥s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❧✐♠✐t Emax✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ❜❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝❛♥ ❜❡
r❡❛s♦♥❛❜❧② r❡❞✉❝❡❞✳
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✭❜✮ P♦✐♥t ♦❢ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❞q ❝✉rr❡♥t
♣❧❛♥❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ Ts = 100[µs] ❛♥❞ Ts = 30[µs]

❚❤❡ s❛♠❡ t❡st ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤❛❧✈❡❞ ❤②st❡r❡s✐s ❜❛♥❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✹ ✇❤❡r❡ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❝❛s❡ ♦❢ Ts = 100[µs] ✐s r❡♣♦rt❡❞✳ ❘❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡
❤②st❡r❡s✐s ❜❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ❛ ❢✉rt❤❡r ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r✐♣♣❧❡✳ ■♥ t❤✐s t❡st ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s
8.3%✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠✉♥t❛t✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t❤✐s t❡st ✐s
st✐❧❧ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❙❱▼ ❛♥❞ Nsw = 1.5✳
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d−axis current [p.u]

✭❜✮ P♦✐♥t ♦❢ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❞q ❝✉rr❡♥t
♣❧❛♥❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❚❡st ✇✐t❤ ❤❛❧✈❡❞ ❤②st❡r❡s✐s ❜❛♥❞



✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✻✾

✹✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ✇✐❞❡ s♣❡❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❙②♥❘▼ ♠❛❝❤✐♥❡
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ s✐♥❝❡ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ❜❛♥❞ ❢♦r t❤❡
❧♦♥❣❡st t✐♠❡✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ❙②♥❘▼ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❧✐♥❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛
s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❢✉❧❧ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s r❡✲
❧✉❝t❛♥❝❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❛❧❧ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✉♥❞❡r ▼❚P❆✱ ❋❲ ❛♥❞ ▼❚P❱ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❚❤❡ ✇✐❞❡
s♣❡❡❞ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② r♦t❛t✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❧✐♥❡ ❛♥❞ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ P■ s♣❡❡❞
❝♦♥tr♦❧❧❡r ❧✐♠✐ts ❜② ♠❡❛♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❧♦♦♣✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r r❡❝❡✐✈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ❡rr♦r st❛t✉s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✱ ✐t ✐♥❤❡r❡♥t❧② r❡❝♦❣♥✐③❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡
❧✐♠✐t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛♥❞ ✐t ♦♣❡r❛t❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❙❱▼ str❛t❡❣② ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❝❤❡♠❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
s❝❤❡♠❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❤②st❡r❡s✐s ❝♦♥tr♦❧✱ ✜①❡❞ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠✉✲
t❛t✐♦♥s ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐♥ ❙❱▼✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t✐♠❡ t♦
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r✐♣♣❧❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❝❛✉s❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t r❡❧✐❡s
♦♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❙②♥❘▼✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❤②st❡r❡s✐s ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡s ❝♦♠♠♦♥❧②
♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ r✐♣♣❧❡✳

❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ♠❡❛♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ t❡st ❜❡♥❝❤ s❤♦✇❡❞ ✐ts ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✐ts ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❡❡❞ r❛♥❣❡ ❛♥❞ ✐♥
t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳





❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s r❡❧✉❝t❛♥❝❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥
❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧
❝❛s❡ ♦❢ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞♦✉❜❧② ❢❡❞ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ■t ✐s
✇♦rt❤ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❡✈❡r② ❦✐♥❞ ♦❢ s②♥✲
❝❤r♦♥♦✉s ♠❛❝❤✐♥❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ❛♥❞ r❡❧✉❝t❛♥❝❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧
❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♥♦ ❤②st❡r❡s✐s ❛♥❞ ♥♦ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts✳
❆❢t❡r t❤❛t✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t②✱ ✐✳❡✳
♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t✇♦ ♣❤❛s❡ s②st❡♠✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ❛♥❞ ❛ s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② r♦t❛t✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡
❢r❛♠❡✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞♦✉❜❧② ❢❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❜♦t❤ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦
♣❤❛s❡✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❘❡❧✉❝t❛♥❝❡ ♠❛❝❤✐♥❡
❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r♦t♦r ❝✉rr❡♥ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❛❦✐♥❣ ♥✉❧❧ r♦t♦r
❝✉rr❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧② ❢❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢
♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ ❛r❡ ✉s❡❞
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ t❤❡s✐s✳

Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈✉rr❡♥t ❈♦♥tr♦❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r✳
❙♦♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ s❛❧✐❡♥t
♠❛❝❤✐♥❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❜✐❛s❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r♦t♦r
❛♥✐s♦tr♦♣②✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r ❝♦✉❧❞
♣r❡s❡♥t ♥♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❞✉r✐♥❣ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❧♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s
✐♥ t❤❡ ❛①✐s ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣
❢❛❝t♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s❛❧✐❡♥❝② r❛t✐♦ ❛❧❧♦✇s ♦✈❡r❝♦♠✐♥❣ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❲✐t❤ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥✱
t❤❡ ❜✐❛s ✐s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ t✇♦ ❛①❡s ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✇❛②✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ s❛❧✐❡♥❝②
r❛t✐♦✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r✱ ❛❧❧♦✇s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦♥ ❜♦t❤
❛①❡s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋♦r t❤❡s❡
r❡❛s♦♥s✱ t❤✐s ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ r❡❣✉❧❛t♦r ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✇♦
st❡♣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡❧❛②s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ ❜♦t❤ t❤❡ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ▼♦❞❡❧✲❢r❡❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

✼✶



✼✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠✐s♠❛t❝❤ ❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❘❡❧✉❝t❛♥❝❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❤❛s
❜❡❡♥ r❡❝♦❣♥✐s❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧ ✐♥❛❞❡q✉❛❝✐❡s✳

▼♦❞❡❧✲❢r❡❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r t❤r❡❡✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s♦♠❡
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r st❛❣♥❛t✐♦♥✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡
✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ✐♥❢r❡q✉❡♥t ▲❯❚ ✉♣❞❛t❡✱ ❛ ♥♦✈❡❧ ✉♣❞❛t✲
✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❧❧♦✇s r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
✈❛r✐❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✈❛❧✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✐❣❤t ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✉♣❞❛t❡ t❤❡
▲❯❚✳ ❆ s✉✐t❛❜❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ ✇❤❡t❡r t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥❞❡①❡s ♣❛tt❡r♥ ❢♦r♠s
❛ s✉✐t❛❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ▲❯❚ ✉♣❞❛t❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ str✐❝t ❝♦♥str❛✐♥t ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❡❛❧ t✐♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣♦ss✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈♦❧t❛❣❡
✐♥❞❡①✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ r❡✲
s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧✱ t♦
❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r
✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ t❡sts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❛❞s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ str♦♥❣ ✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇♥
t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ▼♦❞❡❧✲❢r❡❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❣r❡❛t❧②
r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇❛✈❡❢♦r♠s ♣r❡s❡♥t ❛ r❡❞✉❝❡❞ r✐♣♣❧❡✳

❚❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❤✐❣❤✲
❧✐❣❤t❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ st❛❣♥❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡✱
t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♥♦✐s❡s ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t✉r♥❛r♦✉♥❞ t✐♠❡ ♦❢ t❤✐s
♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡s✳

❆ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ st❛rt✉♣ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ▲❯❚ ❛r❡
❡♠♣t② ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ r❡❣✉❧❛t♦r ❝❛♥♥♦t ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❤t
✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ st❛rt✉♣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞
❛♥❞✱ ❛❢t❡r t❤❛t✱ ❛ s✉✐t❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳

❚❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❝♦♠♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❝♦♥tr♦❧
s❝❤❡♠❡ ❢♦r ✇✐❞❡ s♣❡❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❘❡❧✉❝t❛♥❝❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❡
❜❡❧♦♥❣s t♦ ❜♦t❤ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❍②st❡r❡s✐s ❝♦♥tr♦❧ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t
❛❧❧♦✇s ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡rr♦r ✇✐t❤✐♥ ❛ ✜①❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣❡st t✐♠❡✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❛♥❞ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❧✐♥❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳

■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❢✉❧❧ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❘❡❧✉❝t❛♥❝❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✐♥ ❛❧❧ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✉♥❞❡r ▼❚P❆✱
❋❲ ❛♥❞ ▼❚P❱ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❚❤❡ ✇✐❞❡ s♣❡❡❞ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② r♦✲
t❛t✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❧✐♥❡ ❛♥❞ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ P■ s♣❡❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❧✐♠✐ts ❜② ♠❡❛♥ ♦❢ ❛♥
✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❧♦♦♣✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r r❡❝❡✐✈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡rr♦r st❛t✉s ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✱ ✐t ✐♥❤❡r❡♥t❧② r❡❝♦❣♥✐③❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❧✐♠✐t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛♥❞ ✐t ♦♣❡r✲
❛t❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✼✸

❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❙♣❛❝❡ ❱❡❝t♦r ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❝❤❡♠❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❤②st❡r❡s✐s ❝♦♥tr♦❧✱ ✜①❡❞ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ❤❛s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡
t✐♠❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r✐♣♣❧❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t✇♦ ❛s♣❡❝ts✿ ❤②st❡r❡s✐s✲
❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ♣r❡s❡♥t ❛ ✐♥❝r❡❛s❡❞ r✐♣♣❧❡ ❛♥❞ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐r♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥✳





❋✉t✉r❡ ✇♦r❦s

❚❤✐s t❤❡s✐s r❡♣♦rts ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ②❡❛rs ♦❢ P❤✳❉✳ st✉❞✐❡s✳
❇❡✐♥❣ ♥♦✇ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ♣❛t❤✱ ■ ✜r♠❧② ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ st✐❧❧ ❛r❡ ✇✐❞❡ r♦♦♠ ❢♦r
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✱ ❜❡②♦♥❞ t❤❛t ♥❡✇ ♦♣❡♥ t♦♣✐❝s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ s♦♠❡
❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s t❤❛t ■ ♣❡rs♦♥❛❧❧② ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❞♦ ✐❢ ♠② P❤✳❉✳ ✇❛s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ t✐♠❡✳

▼♦❞❡❧✲❢r❡❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❣r❡❛t ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ s✉✛❡rs ❢r♦♠ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r st❛❣♥❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦
✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐❢ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ ♣r❡✈❡♥t❡❞✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱
❛ ♥♦✈❡❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ ❢r❡q✉❡♥t ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ▲❯❚ ✉♣❞❛t❡
❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ s♦♠❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✐♥
✇❤✐❝❤ st❛❣♥❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡✱ ❝♦✉❧❞ ♦❝❝✉r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❉✐✛❡r✲
❡♥t❧②✱ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥ ❛❧✇❛②s st❛❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝ts
♦❢ ✭r❡❛s♦♥❛❜❧❡✮ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠✐s♠❛t❝❤✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✉s❡ ❛
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡
♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ▲❯❚ ✉♣❞❛t❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞
t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ♦✉t♣✉t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❢❡❡❞ t❤❡ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

❚❤❛♥❦s t♦ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ▲❯❚ ❝♦♥t❛✐♥s ♣r❡❝✐s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❛❜♦✉t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❯❚ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❧✐♠✐t ❤❛s ❜❡❡♥
r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤✐s r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❛t✉r❡✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱
❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ❧♦♦♣ ❢♦r ❋❧✉① ❲❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ▼❛①✐♠✉♠ ❚♦rq✉❡ ♣❡r
❱♦❧t❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

✼✺





❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ P✳ ❈♦rt❡s✱ ▼✳ P✳ ❑❛③♠✐❡r❦♦✇s❦✐✱ ❘✳ ▼✳ ❑❡♥♥❡❧✱ ❉✳ ❊✳ ◗✉❡✈❡❞♦✱ ❛♥❞ ❏✳ ❘♦❞r✐❣✉❡③✱
✏Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ♣♦✇❡r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞ ❞r✐✈❡s✱✑ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ■♥❞✉s✲
tr✐❛❧ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✺✺✱ ♥♦✳ ✶✷✱ ♣♣✳ ✹✸✶✷✕✹✸✷✹✱ ❉❡❝ ✷✵✵✽✳

❬✷❪ ❍✳ ❆✳ ❨♦✉♥❣✱ ▼✳ ❆✳ P❡r❡③✱ ❛♥❞ ❏✳ ❘♦❞r✐❣✉❡③✱ ✏❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ✜♥✐t❡✲❝♦♥tr♦❧✲s❡t ♠♦❞❡❧
♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥tr♦❧ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠✐s♠❛t❝❤ ✐♥ ❛ t❤r❡❡✲♣❤❛s❡ ✐♥✲
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