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CHURCH-FITCHS ARGUMENT AN EN GANG, ELLER: VEM AR RADD FOR
VETBARHETSPARADOXEN?!

Sten Lindstrom

Umeéd Universitet

Inledning
Enligt ett realistiskt synsétt kan ett pastaende vara sant trots att det inte ens i princip dr mojligt
att veta att det ar sant. En sanningsteoretisk antirealist kan inte godta denna mojlighet utan

accepterar en eller annan version av Dummetts vetbarhetsprincip:
(K) Om ett pastaende dr sant, sd maste det i princip vara mojligt att veta att det ar sant.

Det kan dock forefalla rimligt, d&ven for en antirealist, att gd med pa att det kan finnas
sanningar som ingen faktiskt vet (har vetat, eller kommer att veta) dr sanna. Man kan dérfor
tanka sig att en antirealist skulle acceptera principen (K) utan att dirfor g& med pé den till

synes starkare principen:
(SK) Om ett pastdende &r sant, s& maste det faktiskt finnas nagon som vet att det ar sant.

Ett mycket omdiskuterat argument — som ytterst gér tillbaka till Alonzo Church, men som
forst publicerades 1 en uppsats av Frederic Fitch i Journal of Symbolic Logic 1963 — tycks
emellertid visa att principen (K) implicerar principen (SK).2 Antag ndmligen att (K) dr sann,
medan (SK) inte ar det. Men om (SK) ar falsk, sé finns det ett pastiende som 4r sant men som
ingen faktiskt vet dr sant. Antag nu att p dr ett sadant pastdende. Lat Kp betyda att ndgon vet
att p dr sant. Det géller alltsa att p dr sant samtidigt som Kp inte dr det. Betrakta nu pastdendet
(p A =Kp). Enligt antagandet &r detta pastaende sant. Enligt (K) méste det dd vara mojligt att
ndgon vet att (p A =Kp). D.v.s., det méste vara mdjligt att pastdendet K(p A =Kp) ér sant.
Men i sa fall dr det ocksd mojligt att pastdendet Kp A K-Kp ér sant, vilket i sin tur implicerar
att det dr mojligt att Kp A —=Kp ér sant, vilket ju &r absurt. Sdledes kan inte (K) vara sann
samtidigt som (SK) ar falsk. Vi tycks siledes kunna sluta oss till att (K) implicerar (SK).

I uppsatsen diskuterar jag nagra olika sitt att undgd Church-Fitch paradoxala slutsats. Ett
tillvigagéngssitt dr att ersétta kunskapsoperatorn med en hierarki av kunskapspredikat. Ett

annat dr baserat pa distinktionen mellan faktisk och potentiell kunskap och ett forkastande av

1 Den hir texten baserar sig pé foredrag jag gav pa Filosofidagarna i Lund, 12-14 juni 2009 samt vid Workshop
on Metacognition, Belief Change and Conditionals, Department of Philosophy, University of Bristol, UK, 11-
12 september 2009. Workshopen var arrangerad av Simone Duca och Hannes Leitgeb. Jag &r tacksam till
ahorarna i Lund, sérskilt Wlodek Rabinowicz, och deltagarna i Bristol-workshopen, i synnerhet Hannes Leitgeb
och Simone Duca, for stimulerande synpunkter och diskussion.

Den nagot schematiska och skissartade framstéllningen kan kanske forklaras, om inte forsvaras, utifran textens
bakgrund som foreldsningsmanuskript.

2 Se Salerno (2009b) for en fascinerande redogdrelse for argumentets tillkomsthistoria.



den vanliga modallogiska formaliseringen av principen (K). Den senare typen av 16sning
betraktas bade fran ett realistiskt och ett icke-realistiskt perspektiv. Utifrdn denna analys
kommer jag fram till slutsatsen att vi, vare sig vi &r realister eller antirealister rorande
sanning, kan sluta oroa oss for vetbarhetsparadoxen och &dnd& uppskatta Church-Fitchs

argument.

1. Realism respektive Anti-Realism betriffande sanning
Vi skiljer mellan:

Realism betrdffande sanning: Ett pastaende kan vara sant utan att det ar mojligt att
veta att det dr sant. Det finns ingenting som utesluter existensen av sanningar som
ar ovetbara.

och

Antirealism  betrdffande sanning: Antirealisten tinker sig déremot att

sanningsbegreppet dr underkastat en kunskapsteoretisk restriktion:

For varje meningsfullt pastaende p géller: Om p &r sant, sé ar det i princip mojligt

att veta att p ar sant.

Michael Dummett har formulerat foljande tvd principer (regulativa idéer) for

sanningsbegreppet:3

(C) Om ett pastaende &r sant, sa maste det finnas nagot (en “sanningsgorare”) som gor

att pastaendet &r sant. (Korrespondens)

(K) Om ett pastaende &r sant, sd maste det i princip vara mdjligt att veta att det ar sant.
(Vetbarhet)

Dessa principer hénger ndra samman for Dummett: De omstdndigheter som gor ett
pastaende sant mdste i princip vara péavisbara ifall de foreligger. Att verifiera ett pastdende ar
att pavisa att en sanningsgorare (ett bevisfaktum) foreligger. For att ett pastdende skall vara
meningsfullt, maste det i princip vara mojligt att verifiera det ifall det 4r sant.

Med verifikationism menar vi den doktrin enligt vilken:

(1) Ett pastdende p dr sant omm (d.v.s., om och endast om) det finns en (mgjlig)
metod — en verifikation — (i det matematiska fallet, ett bevis), som det i princip &r

mojligt att utfora, for att visa att p dr sant.

(i) Vi vet att p dr sant (i1 symboler, Kp) omm det finns en verifikation (bevis) av p
som vi faktiskt har utfort. Vi har dd rétt att hivda p pa basen av denna

verifikation.

3 Dessa principer dr dterkommande teman i Dummetts skrifter med bérjan i Dummett (1959). Beteckningarna
(C) och (K) introduceras i Dummett (1976).



(ii1) Vi skiljer alltsd mellan existensen av potentiella verifikationer och existensen av

aktuella verifikationer, d.v.s., sddana som faktiskt har utforts.

Om man nu tolkar "sanningsgorare" i Dummetts princip (C) epistemiskt, som epistemisk
grund, eller verifikation, sa satisfierar verifikationismen Dummetts bada principer (C) och
(K). Om man istdllet tolkar "sanningsgdrare" som ontologisk grund, d.v.s., som ett
sakforhéllande eller faktum som (ontologiskt) grundar ett pastdendes sanning, sa forefaller
vetbarhetsprincipen (K) foga plausibel. Dummetts egen tolkning av principen (C) é&r
epistemisk; 1 den man han dverhuvudtaget dr villig att tala om "sanningsgdrare", s dr det
fraga om epistemisk snarare dn ontologisk grund for ett pastdendes sanning.

Att ge en precis och rigords formulering av antirealismen &r alls inte 1étt. Situationen for
antirealismen tycks emellertid vara allvarligare &dn sd. Enligt ett berdmt argument som gér
tillbaka till Alonzo Church, men som forst publicerades av Frederic Fitch i en uppsats fran
1963, tycks endast allvetande agenter kunna satisfiera principen (K). Denna princip skulle
alltsa — givet till synes plausibla bakgrundsantaganden — implicera att alla sanningar inte bara
ar mojliga att kéinna till utan att de faktiskt r, eller kommer att bli, kiinda. For detta resultat
verkar det inte spela ndgon roll om vi ger en epistemisk eller ontologisk tolkning av

"sanningsgorare". Lat oss nu betrakta argumentet i fraga.

2. Church-Fitchs argument
Vi betraktar ett klassiskt modallogiskt system L med propositionella kvantifikatorer, modala
operatorer [, < som satisfierar principerna for systemet T, samt en epistemisk operator K

som uppfyller axiomen:

(TY FKp—p
(D) FK( Aq)— (KpaKq)

Vi ldser Kp som 'ndgon (vid ndgon tidpunkt) vet att p &r sann’.

Betrakta f6ljande principer:

(K) For varje proposition p, om p ar sann, sa ar OKp sann. (Vetbarhet)

(SK) For varje proposition p, om p dr sann, sa dr Kp sann. (Allvetenhet)
Church-Fitchs teorem: (K) implicerar (SK), d.v.s., 1 symbolisk form:
= Vp(p — OKp) = Vp(p — Kp)

Bevis av Church-Fitchs teorem:

Vi startar beviset med tvd lemman:

Lemma 1. En proposition av formen K(p A =Kp) kan inte vara sann.

Bevis: Ponera att K(p A =Kp) ér sann. D4 dr ocksd Kp A K—=Kp sann (d& K distribuerar 6ver
-). Da kunskap implicerar sanning fir vi: Kp A =Kp, vilket &r omgjligt. Q.E.D.

Direkt ur Lemma 1 foljer:



Lemma 2. Propositionen OK(p A =Kp) ér falsk.

Vi atergar nu till beviset av Church-Fitchs teorem. Vi antar séledes (K) och soker hirleda

(SK). For ett indirekt bevis antar vi dessutom att (SK) inte géller, d.v.s. att det finns en

proposition p som dr sann, men som ingen vet dr sann. D4 ar propositionen (p A =Kp) sann.
Vi applicerar principen (K) pa propositionen (p A =Kp) och sluter oss till att OK(p A

-Kp) dr sann. Men detta strider mot Lemma 2. Alltsé géller att (K) implicerar (SK). Q.E.D.

I klassisk logik dr foljande utsagor ekvivalenta:

(1) +Vp(p— OKp) — Vp(p — Kp)
(2) +3pp A -Kp) — Ip(p r ~Kp).

Fitch (1963) formulerar (2) pa foljande sitt:

If there is some true proposition which nobody knows (or has known or will know) to be

true, then there is a true proposition which nobody can know to be true.

Church-Fitchs argument kan ju forefalla bestickande, men samtidigt dr ju slutsatsen, nér

den formuleras i informella termer, ointuitiv. Man kan dérfor fraga sig om nagot gatt fel.

3. Har nagot gatt fel?
Intuitivt forefaller det mojligt att godta:

(K) Om ett pastaende dr sant, sd maste det i princip vara mojligt att veta att det ar sant.
utan att for den skull acceptera:

(SK) Om ett pastdende dr sant, sd finns det ndgon (i det férgdngna, nu, eller 1 framtiden)

som faktiskt vet att det ir sant.

Godel (1951), tex., holl det inte for uteslutet att varje sann matematisk utsaga &r
(informellt) bevisbar, samtidigt som han naturligtvis inte menade att varje sann matematisk
utsaga en ging faktiskt kommer att bevisas.

Sé lange vi enbart anvinder (K) Vp(p — <Kp), pd matematiska pastdenden p eller andra
utsagor av icke-epistemisk natur, sd ar Fitchs resonemang inte tillimpbart.

Fitchs bevis bygger att vetbarhetsprincipen (K) tillimpas pa pastdenden som sjdlva
innehaller kunskapsoperatorn K samt att vi tillater att denna operator itereras.

I beviset tillampade vi (K) pa ett pastaende av formen (p A =Kp). Vi erholl dé:
(p A =Kp) = CK(p A =Kp).

Ett sdtt att undvika Fitchs resultat dr att ersitta kunskapsoperatorn med en hierarki av

kunskapspredikat. Jag skall nirmast betrakta detta 16sningsforslag.

4 En annan typ av l6sning pa Vetbarhetsparadoxen, som i likhet med hierarkiska 16sningar bygger pa att
principen (K) forsvagas, har foreslagits av Neil Tennant (2002). Tennant foreslar ndmligen att (K) modifieras
till att lyda: Om p dr sann och Kp ar konsistent, sé &r det mojligt att veta p. Tennants forslag &r kontroversiellt
och har lett till en omfattande diskussion, bl.a. har det ifrdgasatts om Tennants forslag verkligen undgar alla



4. En hierarki av kunskapspredikat
Det kan verka rimligt att tinka sig att man bor ersitta kunskapsoperatorn (som kan itereras)
med en hierarki av kunskapspredikat (som inte kan itereras). Detta for att undvika paradoxer
av foljande slag:

Kalle vet att han tidnker pd en och endast en proposition en viss dag, ndmligen

propositionen:

P:  Ingen av de propositioner som jag tinker pd idag dr sddan att jag vet att den &r

sann.

Antag forst att Kalle vet att P &r sann. Men Kalle vet att P &r den enda proposition som han
tanker pd "idag". S&, Kalle vet att P inte &r sann.

Slutsats: Kalle vet inte att P dr sann.

Men Kalle kan sjdlv utfora detta resonemang. Sa Kalle vet alltsd att han inte vet att P &r
sann.

Kalle vet alltsa att den enda proposition som han tinker pd "idag" inte dr sann. Men det
innebdr ju att Kalle vet att P dr sann. Vi har hédrlett en motsigelse, frin till synes rimliga
antaganden.

Om vi nu erstter kunskapsoperatorn K med en hierarki av kunskapspredikat K', K?,... kan
paradoxer av angiven typ, liksom Church-Fitchs argument, blockeras.

Vetbarhetsprincipen (K) ersétter vi med ett schema:
(K" Vp'(p" — OK™'p).
Antag att vi startar med ett pastdende av formen:
@ A -K'p").
Vi kan nu tillimpa (K') och erhélla:
OKAp® A -K'pO).
Detta ger i sin tur
O A K2=K'pY).
Slutligen, far vi
O(K?p’ A =K'p?),
vilket ju inte ger upphov till ndgon motségelse.

Aven om den hierarkiska 16sningen blockerar Church-Fitchs argument, kan den uppfattas

som artificiell. Den skulle i alla hdndelser behova forses med en filosofisk motivering.

varianter av paradoxen. Dessutom har forslaget anklagats for att vara ad hoc. Jag kommer inte att diskutera
Tennants forslag i den hir uppsatsen.



5. Sanningsgoraranalyser av sanning och kunskap
Jag kommer nu att diskutera tvd 16sningar pd for Church-Fitchs paradox vilka utgér ifrdn

Dummetts princip:

(C) Om ett pastaende ér sant, sa maste det finnas nagot (en “sanningsgorare”) som gor

att pastaendet dr sant.

Lat oss skriva ”x: p” for den relation som rader mellan ett tillstdnd x och en proposition p
nér det forra gér den senare sann.

Vi kan hér tdnka oss tva olika tolkningar av termen “tillstdnd” som svarar mot tva sitt att
forsta sanningsgorarrelationen *:’.

(1) Den ontologiska (eller realistiska) tolkningen: x ar en situation (sakforhéllande, mojlig
vérld, eller dylikt) som kan foreligga eller ej, rent objektivt. ”x: p” skall fOrstds som att
tillstandet x ar en ontologisk grund for propositionen p:s sanning.

Det kan naturligtvis vara en del av situationen x att subjektet har, eller saknar, en viss

information. Enligt denna tolkning kan det mycket vil gélla:

x: (p A =Kp).

Det kan t.ex. finnas ett jimnt antal bocker i min bokhylla just nu utan att jag vet om det.

(1)) Den epistemiska (anti-realistiska) tolkningen: x &r ett epistemiskt tillstand
(informationstillstdnd) hos ett subjekt. "x: p" betyder att agenten pa basen av informationen x
ar berdttigad att hdvda att p dr sann (“filla omdomet: p 4r sann”). Med andra ord,
informationstillstandet x &r en epistemisk grund for p:s sanning.

Givet den epistemiska ldsningen kan vi inte ha:

x: (p A =Kp).

Agenten kan aldrig vara beréttigad att hivda “p dr sann, men jag vet det inte”. For att vara
berdttigad att hdvda en proposition p, maste hon kunna veta att p &r sann givet den

information hon besitter. Men det &r omgjligt att veta (p A =Kp) pa basen av informationen x.

6. En realistisk ansats: Aktuell respektive potentiell kunskap
Huvudtanken bakom denna analys gar tillbaka till Dorothy Edgington (1985).

Antag att jag inte vet hur manga bdcker det faktiskt finns i min bokhylla. Men jag kunde
ha tagit reda pd det. I den aktuella situationen @ har jag en viss formaga att forséitta mig i en
situation y sadan att om y foreldg sa skulle jag veta att p dr sann i @. D.v.s., jag kunde ha
forsatt mig i en situation y som endast skiljer sig fran den aktuella i det att jag hade rdknat hur
ménga bocker det finns. Om detta villkor dr uppfyllt kan man sédga att jag har potentiell
kunskap i (@ om hur ménga bocker det (faktiskt) finns i min bokhylla.



Ett annat exempel: Jag kanske inte har aktuell kunskap om att 853 ir ett primtal. Men jag
har potentiell kunskap, ty jag har tillgdng till en algoritm (sdg "Eurathostenes sdll") sddan att
om jag skulle tillimpa den, sé skulle den efter dndligt ménga steg visa att 853 faktiskt ar ett
primtal.

Lat oss skriva:

x: K(p) for: 1 situationen x géller att agenten har aktuell kunskap om (vet aktuellt)
att p dr sann i x.

x: [PK](p) for: i situationen x giller att agenten har potentiell kunskap om (vet
potentiellt) att p &r sann i x. Detta innebér att det finns en mojlig utvidgning y av
situationen (eller tillstdndet) x sadan att det &dr ként 1 y om situationen x att p &r

sann i X.
Det ar nu klart att féljande principer &r giltiga (sanna i varje situation):

K(p) = [PK](p)
[PK](p) = p
[PK](p Aq) = ([PK](p) A [PK](q)).

Antag att vi nu till dessa principer ligger foljande modifierade version av Dummetts

vetbarhetsprincip:

(PK) Vp(p — [PK](p)).

Fran denna princip kan vi inte sluta oss till:

(AK) Vp(p — K(p)).
Antag namligen att x: (p A =Kp) i en viss situation Xx. Den modifierade vetbarhetsprincipen
(PK) implicerar da att x: [PK](p A =Kp), vilket i sin tur implicerar: x: ([PK]p A [PK]-Kp).
Fran detta erhaller vi,

(*)  x:([PK]p A =Kp).

Men (*) innebdr ju bara att p &r potentiell kunskap i den givna situationen x utan att vara
aktuell kunskap 1 x. Och det &r ju precis som det bor vara.
Naturligtvis kan det gélla att:

[PK](p A =Kp).

Subjektet kan ndmligen ha formdgan att 1dra sig att p (faktiskt) dr sann, dven om hon inte har

aktuell kunskap om att p ir sann. A andra sidan kan vi naturligtvis inte ha:
K(p A =Kp),

som vi redan sett (Lemmal i sektion 2).

Vi har betraktat tvé olika tolkningar av vetbarhetsprincipen:



Alla sanningar dr vetbara,
nidmligen:
(K) Vp(p = CKp)
och
(PK) Vp(p — [PK]p).

Church-Fitchs argument visade att (K) leder till den absurda slutsatsen att alla sanningar
faktiskt 4r kinda. (PK) har inte denna absurda konsekvens. Men fran ett (ontologiskt)
realistiskt perspektiv, finns det 4ndé inga skél att acceptera Vetbarhetsprincipen i ndgon form.

Betrakta ndmligen péstdendet:

(A) p, men ingen vet ndgonsin att p dr sann.

A kan mycket vil vara sant for nagot 1ampligt val av p, sdger den ontologiska realisten. Vi
kan t.ex. tinka oss att p dr pastdendet att det pa en viss plats aldrig kommer att byggas nédgon
stad.> (PK) séger att vi trots att vi inte kan ha aktuell kunskap om A:s sanning, ind& méste ha
potentiell kunskap om densamma. Men det verkar absurt att anta i fall av detta slag att det
nddvindigtvis skulle ligga inom var minskliga formaga — hur idealiserad vi dnda ténker oss
denna — att {4 reda pd att A faktiskt dr sann. Vidare kan en matematisk realist kanske kunna
tanka sig att det finns matematiska sanningar som det ligger bortom all ménsklig forméga att
visa att de dr sanna. Séledes tycks det inte finnas skél for en ontologisk realist att acceptera

vetbarhetsprincipen i ndgon form.

7. Vetbarhetsprincipen utifrdn ett epistemiskt (antirealistiskt) perspektiv
Distinktionen mellan aktuell och potentiell kunskap dr ocksa central for den epistemiska
ansatsen. En agent kan vara berittigad att hdvda att p dr sann pa basen av den information
som hon redan besitter. Hon har da aktuell kunskap om att p dr sann. Men hon kan ocksa
skaffa sig ytterligare information genom deduktion eller empiriska undersékningar.

Vi kan sdga att hon har potentiell kunskap om p:s sanning om det i princip &r mojligt for
henne att skaffa sig ytterligare information genom matematiska resonemang och/eller
empiriska undersokningar som ger henne rétt att hivda p.

Vi har sett att ett epistemiskt subjekt aldrig kan vara rittférdigad att hivda
p ér sant, men jag vet inte att sa dr fallet.

D.v.s., ett (forsta-persons) hdvdande av formen (p A —Kp) kan aldrig verifieras i den
situation i vilket det félls. Vi kan naturligtvis ha:

P var sant igér, men jag visste inte att sd var fallet.

5 Exempel fran Dummett (1959).



Det som é&r sant i en situation kan alltsd verifieras i en annan situation.
Enligt den epistemiska ansatsen identifieras sanning med potentiell kunskap. Ett pdstdende
ar sdledes sant om det i princip kan verifieras. Church-Fitchs argument visar att Dummetts

princip:
(K) Om ett pastaende dr sant, s maste det i princip vara mojligt att veta att det ar sant.
ar oacceptabel om den tolkas som:
Vp(p = <OKp).

Men som vi sett dr detta dr en orimlig formalisering av Dummetts (K). (K) bor istéllet

rimligtvis forstds som:
(PK) Vp(p — [PK]p).

Och som vi har sett drabbas inte denna version av Dummetts (K) av Church-Fitch argumentet.

En ointuitiv konsekvens av den epistemiska ansatsen dr att den tycks gora
sanningsbegreppet relativt till epistemiska agenters verkliga eller idealiserade forméigor. Man
riskerar att fa ndgot i stil med: Péstdendet p &r sant for agenten S i situationen x om det ligger
1 S:s formaga i x att verifiera p utifran den information som finns tillgdnglig i x (eller som S
kan inhdmta relativt x).

Allt detta blir ganska vagt, i synnerhet nir den icke-realistiska sanningsteorin skall
tillimpas utanfor matematiken. For matematiska kontexter har det epistemiska synsittet givit
upphov till rigorésa och vélutvecklade sanningsteorier i stil med Brouwer-Heyting-
Kolmogorov (BHK) tolkningen av intuitionistisk logik och matematik. Det forefaller dock
korrekt att sdga att de forsok som gjorts att ocksa utveckla epistemiska sanningsteorier for

icke-matematiska kontexter hittills inte visat sig framgangsrika.

8. Slutsatser

Dummetts vetbarhetsprincip (K) leder till absurda konsekvenser om den tolkas som:
Vp(p = OKp).

Men som vi har sett dr detta inte den enda tolkningen av Dummetts princip. Ett sétt att undga
Church-Fitchs paradox dr att ersdtta kunskapsoperatorn K med en hierarki av
kunskapspredikat K" av olika ordning. Men hierarkiska 16sningar &r onaturliga och forefaller
svéra att motivera filosofiskt. Vi har istillet foreslagit en 16sning baserad pd distinktionen
mellan aktuell och potentiell kunskap, enligt vilken Dummetts princip (K) tolkas som (PK) 1
termer av sanningens (potentiella) vetbarhet. En agent som saknar aktuell kunskap om ett
visst pastdende p:s sanning kan genom deduktiva slutledningar och genom att skaffa sig ny
information ldra sig att p var sann i den ursprungliga situationen. (Exempel: Jag vet inte hur
ménga bocker som finns i min bokhylla, men jag skulle kunna ta reda pa det genom att

rdkna.) En ontologisk realist har ingen anledning att acceptera (KP) i dess fulla generalitet.
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Icke-realisten bor formodligen acceptera Dummetts princip (K) i dess form (PK). For henne
blir (PK) nérmast en trivial konsekvens av den epistemiska sanningskonceptionen.

Church-Fitchs argument innebér inget hot. Enligt vir analys har ”Church-Fitchs paradox”
sin grund i att potentiell kunskap analyseras som <>Kp. Férmagan att veta att p &r sann kan
inte analyseras som <Kp.

Moral: Vi kan sluta oroa oss for vetbarhetsparadoxen och fortsdtta att uppskatta

Church-Fitchs argument.
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