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Résumé :

L’identification des structures dites cohérentes constitue une étape importante dans ’étude et le controle
des écoulements fluides. L’accés a la mesure de champs de vitesse instantannés, grice au développement
des techniques de vélocimétrie par images de particules (PIV), a profondément enrichi l'approche expé-
rimentale dans ce domaine. D’abord bidimensionnelle cette technique évolue vers la mesure de champs
tridimensionnels complets, comme semble exiger la structure intrinséquement 3D des tourbillons struc-
turant la dynamique spatio-temporelle. Cependant, les contraintes imposées par les techniques 3D jus-
tifient encore largement 'exploration 2D. C’est pourquoi dans cet exposé nous abordons la validité et
les possibilités offertes par différentes décompositions modales des itérés 2D d’un champ de vitesse,
résolus en temps (ou non résolus), prélevés expérimentalement ou numériquement dans un champ de
vitesse 3D fortement instationnaire. Trois décompositions modales sont comparées dans l’étude d’un
écoulement de référence (cavité ouverte) : la décomposition en modes propres orthogonauz (POD), la
décomposition en modes de Fourier globaux (GFD), la décomposition en modes dynamiques (DMD).

Abstract :

Coherent structures identification constitutes an important step in the study of fluid dynamics and flow
control. The acces to instantaneous velocity field measurements, through a rapid development of parti-
cule image velocimetry (PIV), has deeply enriched the experimental approach to this field. Originally
two-dimensional, this technique now evolves to the measurement of complete three-dimensional fields,
in order to address the intrinsically 8D nature of the space-time dynamics of the flow. However, the
constraints imposed by 3D techniques, still largely justify 2D exploration. This is why in this talk we
approach the validity and the possibilities offered by modal decompositions of sets of 2D wvelocity field
snapshots, times resolved (or not), issue from experiments or numerical simulations in strongly uns-
teady flows. Three modal decompositions are compared analysing a dota set coming from a reference
open cavity flow : - the proper orthogonal decomposition (POD), the global Fourier mode decomposition
(GFD), the dynamic modes decomposition (DMD).

Mots clefs : structures cohérentes d’écoulement ; analyse 2D de champs de vitesse 3D ;
decompositions modales

1 Introduction

L’identification de structures cohérentes dans les écoulements fluides représente un objectif important
en mécanique des fluides. L’évaluation de la cohérence spatiale a été longtemps réservée a ’approche
numérique, 'expérimentation devant se limiter & des corrélations temporelles du fait des moyens mé-
trologiques disponibles. Depuis 20 ans le développement des techniques de vélocimétrie par images de
particules (PIV) donne accés a des champs de vitesse tout d’abord bidimensionnels (2D) et bicom-
posantes coplanaires (2C), pour actuellement aborder la mesure de champs tridimensionnels complets
(3D,3C). Cette évolution est motivée par le caractére le plus souvent intrinséquement 3D des tour-
billons structurant la dynamique spatio-temporelle des sillages, des jets, des écoulements impactant ou
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méme des couches limites et des couches de mélanges. Cependant, les contraintes et les limites impo-
sées par les techniques 3D justifient encore largement ’exploration 2D. C’est pourquoi dans cet exposé
nous abordons la validité et le potentiel de différentes décompositions modales restreintes a des itérés
2D du champ des composantes coplanaires de la vitesse. Les séries peuvent étre résolues temporelle-
ment ou non, et provenir d’ expériences ou de simulations numériques. Trois décompositions modales
sont appliquées & I’étude d’un écoulement de référence, constitué par une cavité ouverte en interaction
avec une couche limite laminaire : la décomposition en modes propres orthogonaux (POD), la décom-
position en modes de Fourier globaux (GFD), la décomposition en modes dynamiques (DMD). On
peut ajouter, de plus, aux propriétés propres a chacune de ces décompositions modales, des propriétés
physiques comme l'incompressibilité (transmise aux modes spatiaux) ou la propagation non dispersive
de modes transverses au plan de mesure. L’information apportée par l'approche 2D permet alors une
incursion pertinente dans la troisiéme dimension. Cette contribution présente les décompositions mo-
dales utilisées, en insistant sur la DMD, la plus récente des décompositions, ainsi que leur application
a une série de données PIV mesurées dans un plan de I’écoulement en cavité ouverte. Les conditions
expérimentales sont sommairement décrites dans la légende de la figure 1.
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FIGURE 1 - (a) Shéma de la cavité de largeur L = 0.1 m et de hauteur H telle que L/H = 2. La vitesse
extérieure U varie de 0.5 m/s & 3.0 m/s, correspondant a des nombres de Reynolds Reyr, = UL /4y
entre 3000 et 2.0%. (b) Un exemple d’itérés de la vitesse obtenus a la cadence de 250 Hz grace un
systéme de PIV rapide.

2 Deécomposition modale des itérés d’un champ scalaire ou vectoriel

L’objectif d'une décomposition modale est d’extraire, d’un jeu de données, des bases spatiales et tem-
porelles permettant de d écrire les réalisations des champs observés, par exemple de la vitesse. Les 3
décompositions POD, GFD et DMD sont appliquées sur un méme ensemble de données, defini comme
K(])V , Uensemble de N + 1 itérés de 'observable w (7, t) — ici les itérés du champ de vitesse —, prélévés
a chaque pas de temps dt de 0 au temps T'= Nt (N ~ 4000), ie

KY ={u(r,0),u(r,6t), - ,u(r,(N —1)6t),u(r, Not)} (1)
Par la suite, la notation sera simplifiée en remplagant w (v, kdt) par w (r,t;) ou par uy (7).

Nous rappelons rapidement dans ce qui suit les 3 algorithmes visant & décomposer le jeu de données
sur une base temporelle et une base spatiale, soit :

u (r) = Y oy (01) b (). (2)
j=0
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Le lecteur intéressé pourra trouver plus de détails dans les références indiquées ci-aprés.

2.1 Decomposition en Modes POD

La décomposition en mode propres orthogonaux (POD) est aussi connue sous le nom de décomposition
de Karhunen-Loéve ou d’analyse en composantes principales. La méthode dite des snapshots consiste
a trouver (voir par exemple [1]) la base orthonormale optimale des modes spatiaux {1, }, appelés topos

et des modes temporels {a;}, appelés chronos. Les topos correspondent aux vecteurs propres de la

matrice des corrélations spatiales R (r,r’) = ﬁKéV K(]]V T, et les chronos aux vecteurs propres de la

matrice des corrélations temporelles R (r,r') = ﬁKéV TKéV . Ret R forment des matrices symétriques

positives ce qui implique que les chronos et les topos sont des bases orthogonales. Dans le cas de la POD,
les éléments de la matrice de données K(])V ne nécessitent d’étre ni ordonnés par temps croissants, ni
régulierement. Cette décomposition a donc le gros avantage de pouvoir s’appliquer & un échantillonnage
aléatoire de I’évolution temporelle.

Un exemple de POD est donné figure 2 pour 1’écoulement de cavité ouverte. Le spectre (figure 2(a))
révéle que énergie de fluctuation de ’écoulement est contenue dans les 4 premiers modes. Ils corres-
pondent aux instabilités de la couche de cisaillement comme le montre la représentation du premier
chronos (figure 2(b)). La comparaison entre le spectre de Fourier du premier chronos (en noir fi-
gure 2(c)) et du spectre de Fourier (en rouge) fait bien apparaitre une des limites de la POD : le
spectre du chronos contient les 3 principales fréquences des modes de la couche cisaillée. Le topos
correspondant montre une contribution moyenne de ces trois modes. Le spectre de Fourier correspond
& la moyenne des spectres calculés en chaque point du champ de mesure.
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FIGURE 2 — - (a) : Spectre des valeurs propres de la POD. - (b) Premier topos; les fleches représente
la vitesse et la couleur la vorticité du mode. - (¢) Comparaison du spectre de Fourier en rouge et du
spectre du premier chronos, en noir, associé au topos de (b).

2.2 Decomposition en Mode de Fourier Globaux

Dans le cas ol les éléments de la matrice de données K’ sont échantillonnés réguliérement, en res-
pectant le critére de Nyquist, et que la taille N de ’échantillon est assez grande pour considérer les
basses fréquences du phénoméne, on peut projeter les données sur une base de fonctions exponentielles
complexes (cf. [5]).

{a;} = exp(i 27 j/Tops 1),

et obtenir les modes spatiaux (ou globaux) %, () correspondants. Les {a;} constituent bien par
construction une base orthonormées, en revanche les 1 (r) ne constituent pas en général une base
orthogonale.

La figure 3 presente un exemple des modes spatiaux obtenus pour les basses fréquences du spectre et
qui correspondent & des structures intra-cavitaires, visualisées dans deux plans orthogonaux (vue de
dessus et de cote).
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FIGURE 3 — Modes de Fourier (partie imaginaire) correspondant aux
instabilités centrifuges intra cavitaires, pour un nombre de Reynolds
Repg = 2400 : figure de gauche dans le plan vertical xy associés a la
fréquence f H/Uy = 0.026 et figure de droite dans le plan horizontal zz
en y/H = —0.1 correspondant a la fréquence f H/Uy = 0.018.
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2.3 Decomposition en Modes Dynamiques

La DMD est une méthode récemment proposée |2, 3|, qui permet, sous ’hypothése de l'existence d'un
opérateur d’évolution stationnaire, de décomposer toute réalisation w du champ mesuré sous forme de
modes spatiaux ® dépendant de l'espace r appelés modes dynamiques et de modes temporels « (t),
qui prennent la forme d’exponentielles complexes. En ce sens 1'objectif est le méme que pour la GFD,
mais le champs d’application est a priori plus large car il inclu 'analyse des transitoires. L’objectif de
la décomposition en mode dynamique (DMD) est a nouveau d’extraire d’un jeu de données, une base
spatiale, mais qui soit en relation bijective avec des modes fréquenciels & la différence de la POD. Nous
rappelons rapidement ici le principe. Le lecteur intéressé pourra trouver plus de détails dans [4, 3, 6].

On suppose 'existence d’un opérateur A défini par :

Auy = Upy, (3)

c’est & dire amenant uw de Uinstant ¢ & U'instant ¢ + 0t. L’objectif de la DMD est d’extraire des vecteurs
propres et valeurs propres de cet opérateur.

En mécanique des fluides, la dimension de l'opérateur A est prohibitivement grande. L’algorithme
DMD vise & chercher un opérateur similaire & A, de taille réduite, afin de pouvoir estimer une partie
des valeurs et vecteurs propres de A. Cet opérateur réduit est construit & partir des informations
disponibles, ie le jeu de données. Pour simplifier, nous ne présentons que la méthode proposée par
Schmid en 2008 [2], basée sur la construction d’une matrice compagnon.

Si N + 1 est le nombre de réalisations, K représente un jeu de données ordonnées en temps, ie
J_ ) ) . .
K’i - {ui7u2+17 T )u]—lau]}J alors :

AK{V = {Auy, -+, Aupn}
{,u']\va '1" a’u'N+1} (4)
K,

On suppose que la derniére réalisation est linéairement dépendante des N premiéres. Cette hypo-
thése est pertinente dés lors que 1’on ne rajoute pas d’information dynamique nouvelle par 'ajout de
réalisations & la base de données. On a alors :

UN{]1 = C1U] + U + - -+ Ccyun + T, (5)
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ou r est un résidu. Les éléments ¢; peuvent étre identifiés par minimisation de la norme :

N
Copt = mcin UNL] — Z cjuj| . (6)
=1 )
En utilisant ’équation (4), on obtient :
KXt = KNS+ R (7)

R est un résidu. S est une matrice compagnon de taille N x N. Elle permute les ¢ premiéres réalisations
sur les suivantes, & l’exception de la derniére, qui est développée sur la derniére colonne suivant
Péquation (5). Si l'on néglige R alors la matrice compagnon est similaire & A, et donc les valeurs
propres de S sont des valeurs propres de A. De plus, pour tout vecteur propre ¢ de S, ® = K{V ¢ est
un vecteur propre de A.
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FIGURE 4 — Décomposition en modes dynamiques : (a) valeurs propres de 'opérateur, qui se distribuent
sur le cercle unité dans le régime permanent. Les niveaux de gris traduisent 'amplitude, au sens de
la norme £2, du mode dynamique associ¢ (blanc pour les plus énergétiques). (b) Comparaison des
spectres de puissance obtenus par analyse de Fourier (trait plein) ou par décomposition en modes
dynamiques (pointillés). L’analyse de Fourier est faite sur les champs de vitesse, en moyennant les
spectres de puissance obtenus en chacun des points de la grille spatiale. Le spectre de Koopman est
obtenu en reportant, pour chaque canal fréquentiel, 'amplitude du mode dynamique associé.

Dans le régime permanent, les valeurs propres \; de la DMD sont sur le cercle unité, comme on peut
le voir sur la figure 4a; on peut donc les écrire sous la forme A\, = exp(iwpAt) et identifier fr, = wy /27
a une fréquence de Fourier (temporelle). On compose ainsi un spectre en affectant, a chaque canal de
fréquence fy, £6 fi/2, Pamplitude, au sens de la norme £2, du mode de Koopman 1), qui lui est associé.
On obtient le spectre de la figure 4b (trait pointillé), qui tend vers le spectre de Fourier de 1’écoulement
(en trait plein).

Les structures spatiales @, associées aux fréquences f les plus piquées du spectre, sont présentées sur la
figure 5. Comme on s’y attend, les structures associées aux fréquences les plus élevées et énergétiques
du spectre sont associées & des modes de la couche cisaillée (figures du haut). Les basses fréquences
sont quant a elles associées a des structures intra-cavitaires, comme le révélent les figures du bas.

3 Conclusions

Bien que la structure de ’écoulement en cavité ouverte soit fortement 3D, nous montrerons (cf [7]) que
les analyses modales réalisées & partir de séries de données 2D sont valides et porteuses d’informations
physiques pertinentes. A priori le résultat dépend du plan d’observation choisi, qui doit permettre
d’accéder a ’ensemble de la dynamique au cours du temps. L.e nombre d’itérés nécessaire & la conver-
gence des calculs croit lorsqu’on diminue le champs d’observation comme dans le cas de réduction d’un
volume & un plan d’observation considéré dans ce papier. Notons enfin qu’il est possible de combiner
les avantages associés a la POD et la DMD en combinant ces deux décompositions (cf [8]).
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FIGURE 5 — Modes dynamiques 1 associés aux fréquences (a) f = 19,6 Hz, (b) f = 26.4 Hz, corres-
pondant & des structures de la couche cisaillée, et (c) fr = 0.5 Hz, (d) f = 7.1 Hz, associées a des
structures intra-cavitaires.
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