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Johdanto

Tassé pro gradu -tutkielmassa tullaan kisittelemédén Diofantoksen yhtaloita.
Diofantoksen yhtdlot on nimetty kreikkalaisen matemaatikon Diofantoksen
mukaan. Diofantos eli 200 -luvulla ja hianta kutsutaan kreikkalaisen algebran
iséksi.

Tamaén tutkielman tarkoitus on laajentaa ja syventédé lukion Lukuteoria
ja logiikka -kurssin sisdltoji. Jotta tutkielman asiat voi kisittda, tarvitaan
pohjatiedoiksi yllimainitun kurssin tiedot. Tarkoituksena on, ettd tata tut-
kielmaa voi kiyttda lisimateriaalina Lukuteoria ja logiikka -kurssilla.

Diofanktoksen yht&lot ovat kokonaislukukertoimisia kahden tai useam-
man muuttujan polynomiyhtiloita. Tutkielmassa kiydaan lapi joitain maé-
ritelmid ja lauseita, joiden avulla Diofantoksen yhtél6itd voidaan ratkaista.
Lauseiden teoriaa ja todistuksia selvennetadn esimerkkien avulla. Osat todis-
tuksista on hyvin suoraviivaisia ja osat todistuksista voivat olla lukiolaiselle
haastavia, mutta esimerkkien kautta kaikki lauseet ovat helposti ymmaérret-
tavissd. Tutkielmassa kidydadn aluksi lépi joitain méaritelmid, jotka voivat
olla jo tuttuja lukio-opinnoista. Maéritelmien jilkeen kiydadn pulmatehté-
vin avulla 1dpi Diofantoksen yhtiloihin liittyvia teoriaa ja lauseita, joiden
avulla pulmatehtiava lopulta ratkeaa. Lopuksi tutkielmassa tarkastellaan li-
neaarisia kongruensseja ja niiden yhteyttd Diofantoksen yhtéloihin.



1 Pohjatietoa

Tavoitteena on, ettd lukijalle jad selked kuva mitd Diofantoksen yhtaloilld
tarkoitetaan ja miten niihin liittyvid tehtévid ratkaistaan. Ennenkuin men-
nédn varsinaisesti Diofantoksen yhtéldiden pariin, niin perehdytdin joihin-
kin algebran perusmééritelmiin, joita tullaan tarvitsemaan myohemmin, kun
kisitelladn tarkemmin Diofantoksen yhtdl6ita ja niihin liittyvia teoriaa.

1.1 Luonnolliset ja kokonaisluvut

Maéritelma 1.1. Luonnollisiin lukuihin luetaan luvut {1,2,3 ...} . Luonnol-
listen lukujen joukkoa merkitdén kirjaimella N. Joissakin tapauksissa luon-
nolliset luvut mééritelldén siten, ettd mukaan otetaan myos luku 0. Téssd
tyossa kdytetddn ensimmaéiseksi mainittua méaritelméaa.

Maaritelma 1.2. Kokonaislukuihin luetaan luvut {...—3,-2,—1,0,1,2,3...}.
Kokonaislukujen joukon merkintiddn kiytetddn kirjainta Z.

1.2 Suurin yhteinen tekija

Maiaritelma 1.3. Kahden kokonaisluvun a ja b suurin yhteinen tekija tar-
koittaa suurinta kokonaislukua, joka jakaa molemmat luvut a ja b. Luvuista a
tai b toisen taytyy olla erisuuri kuin 0. Kokonaislukujen a ja b suurinta yhteis-
ta tekijad merkitddn syt(a, b). Jos toinen luvuista on nolla, niin syt(a,0) = a.

suurimman yhteisen tekijin etsimiseen kannattaa kdyttdd Eukleiden algo-
ritmia.

Lause 1.4. Olkoon annettu kaksi kokonaislukua a ja b. Nyt syt(a,b) loyde-
tadn Fukleideen algoritmin avulla.

Todistus. Olkoot a,b € Z,a # 0,b # 0. Tall6in jakoalgoritmin avulla saadaan

a = qb+ry,missd 0 < 7y < [b]
b= qorq1 + 7o, missd 0 < ry < 1

1 = q3ro + 1r3, missd 0 < r3 < 19

Tn9 = Qn + Tn_1, missa 0 < r, < 71,1

Tn—1 = Gn4+1Tn



Tama menettely padttyy, silld jono 71,7, ... on aidosti vihenevi N:ssi ja
alhaalta rajoitettu. Havaitaan nyt, etta

Tol o1 = 1| Tha = ... = 1| b= 1, a.

Eli toisin sanoen 7, jakaa sekd luvun a ja b. Ja edelleen havaitaan, ettd
clajaclb=clri=clro=...=c|r,.

Siis 7, on lukujen a ja b suurin yhteinen tekija. O]

Esimerkki 1.5. Etsitddn suurin yhteinen tekija luvuille 382 ja 26:

382 = 1426 + 18, 0 < 18 < 26,
26 =118+ 8, 0 <8< 18,
18 =284 2, 0<2<8,

8=4-2.

Eli syt(382,26) = 2.
Lause 1.6. Pienin positiivinen kokonaisluku n, joka on muotoa
n = ax + by,

ja missd x ja y ovat kokonaislukuja, on suurin yhteinen tekija positiivisille
kokonaisluvuille a ja b.

Todistus. Tarkastellaan kokonaislukujoukkoa G, jossa luvut ovat muotoa ax+
by ja missd x ja y ovat myos kokonaislukuja. Koska

a=a-1+b-0

ja
b=a-0+0b-1,

niin ndemme, ettd luvut a ja b kuuluvat joukkoon G. Siis joukko GG on epétyh-
ja ja m on pienin positiivinen kokonaisluku téssd joukossa. Nyt méaritelma
joukolle G kertoo, ettd n on muotoa:

n = ax + by,

joillakin kokonaisluvuilla x ja y. Néin ollen on olemassa positiivinen n milla
tahansa positiivisilla kokonaisluvuilla a ja b.

4



Seuraavaksi meidan téytyy osoittaa, ettd syt(a,b) = n. Voimme merkita
suurinta yhteista tekijda kirjaimella d ja tiedetdan, etta

a=dr
ja
b= ds,

joillakin kokonaisluvuilla r ja s, koska a ja b ovat luvun d monikertoja. Nyt
saadaan, etti
n = ax + by = drx + dsy = d(rz + sy).

Koska d on nyt luvun n positiivinen tekijé, niin d < n.
Osoitetaan, ettd n on yhteinen tekija luvuille a ja b. Voidaan esittda a
muodossa
a=qgn-+r,missd 0 <r <n.

Nyt, jos r # 0, niin r kuuluu joukkoon G, koska
r=a—qn=a-q(ax+by) = a(l —qz) + b(—qy).

Tama on kuitenkin mahdotonta, koska n on pienin luku joukossa GG. Tasté
syysta
a=qn
jan on luvun a tekiji. Samalla tavalla kuin edelld osoitetaan, ettd n on luvun
b tekija:
b=¢n+r" missd 0 <71’ < n.
Jos ' # 0, niin

r'=b—q¢n="0b-¢q(ax +by) = a(—qz) +b(1 - ¢'y)

ja r’ on joukon G alkio. Koska n on pienin alkio joukossa G, niin tdmé on
mahdotonta ja luvun 7’ taytyy olla nolla. Siis

= q’n
ja n on siis yhteinen tekija luvuille a ja b. TAmé tarkoittaa, etti
n <d,
koska d on suurin yhteinen tekija. Epayhtaloista
d<njan<d

saadaan, etta
n=d.



1.3 Pienin yhteinen jaettava

Ennen murtolukujen yhteen- tai vihennyslaskua taytyy murtoluvut muuttaa
samannimisiksi. Yhteinen nimittdja valitaan usein siten, ettd se on nimitté-
jien pienin yhteinen jaettava.

Kahden tai useamman kokonaisluvun pienin yhteinen jaettava on pienin
kokonaisluku, joka on jaollinen jokaisella annetuista kokonaisluvuista.

Maaritelma 1.7. Olkoot a,b € 7Z Pienintd positiivista kokonaislukua t,
jonka luku a ja luku b jakaa, sanotaan lukujen a ja b pienimmaksi yhteiseksi
jaettavaksi. Kokonaislukujen a ja b pienintd yhteistd jaettavaa merkitdan

pyj(a,b).

Pienin yhteinen jaettava loydetdan siten, ettd luvut jaetaan ensin alkute-

tenssiin, mikd lukujen alkutekijdesityksista esiintyy ja nédiden tulona saadaan
pienin yhteinen jaettava. Selvennetddn téta vielda esimerkilla.

Esimerkki 1.8. Méiritetddn pyj(156, 104)

156 =22-3-13
104 = 2% .13
Ja pienin yhteinen jaettava on siis 2° - 3 - 13 = 312, pyj(156,104) = 312,

Lause 1.9. Olkoot a ja b positiivisia kokonaislukuja, tdlléin pditee
syt(a,b) - pyj(a,b) = ab.

Todistus. Merkitdan, ettd syt(a,b) = d ja pyj(a,b) = m. Nyt meiddn taytyy
todistaa, ettd md = ab. Todistetaan aluksi, ettd md jakaa luvun ab. Olkoon

ab
n=—.
d
Tama kokonaisluku voidaan esittai eri tavoilla:
a
——.p
"=
ja
b
n=a-—.
d



Luku n on siis luvun a monikerta ja my6s luvun b monikerta. Koska n on nyt

yvhteinen monikerta luvuille a ja b, niin luvun m taytyy jakaa luku n. Siis md

jakaa luvun

ab

e
Osoitetaan seuraavaksi, ettd ab jakaa luvun md. Lauseen 1.6 nojalla luku

d voidaan kirjoittaa muodossa:

nd = d = ab.

ar +by =d
ja kertomalla molemmat puolet luvulla m saadaan
max + mby = md.

Koska m on luvun b monikerta, niin max luvun ab monikerta. Samoin m
on luvun a monikerta ja mby on monikerta luvulle ab. Siis maz + mby on
monikerta luvulle ab ja maz + mby = md on luvun ab monikerta. Koska md
jakaa luvun ab ja ab jakaa luvun md, niin taytyy olla, ettd md = ab. O]

2 Lineaarinen Diofantoksen yhtilo

Tassa luvussa kiydédan 1api lineaaristen Diofantoksen yhtéloihin liittyvaa teo-
riaa. Kdydaan tama teoria lapi kiyttdmalla apuna tyypillistd pulmapahkinéa,
joka voi esiintya esimerkiksi aikakausilehdessa.

Pulmapihkini Maanviljeliji Matti osti markkinnoilta 100 eldinta. Na-
mé 100 eldintd maksoivat tdsmaélleen 2000 euroa. Maanviljelija osti lehmié,
jotka maksoivat 50 euroa kappaleelta. Hin osti myos lampaita ja sikoja. Lam-
paat maksoivat 20 euroa ja siat maksoivat 5 euroa kappaleelta. Kuinka monta
lehméé, lammasta ja sikaa maanviljelija osti?

Pyritdan nyt loytdméaan tehokas tapa ratkaista tAméa pulmapéahkiné. Tot-
takai pahkindn voi ratkaista kokeilemalla eri ratkaisuja ja padtya siten oike-
aan tulokseen, mutta tassd tutkielmassa ratkaisuun kiytetdin apuna mate-
maattisia yhtaloita.

Jos pulmapahkindan on ratkaisu, niin taytyy olla olemassa sellaiset koko-
naisluvut z, y ja z, etté

r+y+ 2z =100



ja
20z + 20y + 5z = 2000.

Lisédksi z, y ja z tdytyvit olla positiivisia kokonaislukuja:
x>0,y>0,2z>0.

On huomioitava, ettd aina téllaisiin pulmiin ei ole olemassa ratkaisua.

2.1 Kokonaislukuja kisittelevia lauseita

Ennen seuraava vaihetta pulmapihkinin ratkaisussa, todistetaan kokonais-
luvuista kertovia lauseita, joiden avulla voimme mydhemmin muokata yll&
olevia yhtéloita. Jotkin lauseet voivat tuntua lukiolaiselle itsestddn selvilta.
N&illa lauseilla ja varsinkin niiden todistuksilla on tarked merkitys, jotta opi-
taan oikea matemaattinen esitystapa. On myos térkedd ettd lauseet osataan
todistaa, mikéli jotain lausetta kiytetadn.

Lause 2.1. Olkoot a ja b luonnollisia lukuja siten, ettd a > b. Tdlloin jokai-
selle luvulle n € N pdtee ehdot:

(1) a+n>b+n,
(2) a-n>b-n.
Todistus. Merkintd a > b tarkoittaa maéritelman mukaan, ettd a = b + c,
jossa c on jokin luonnollinen luku. Siten
a+n=(b+c)+n=b+(c+n)=b+(n+c)=(b+n)+c,

eli

a+n>b+n
kaikilla n € N.

Vastaavalla tavalla yhtalo
a-n=0b+c)-n=(>b-n)+(c-n)

tarkottaa, etté

a-n>b-n.

]

Téamaén lauseen avulla voimme todistaa seuraavan lauseen, jota kiytdmme
myohemmin esimerkin ratkaisussa.



Lause 2.2. Olkoot a,b ja c luonnollisia lukuja siten, ettd
a-c=b-c,
talloin a = b.

Todistus. Kaytetddn tissa todistuksessa vastaviitetti, joka todistetaan mah-

dottomaksi. Téllaista todistusta kutsutaan epédsuoraksi todistukseksi. Kay-

tetdan todistuksessa myos apuna aiemmin todistettua lausetta 2.1.
Vastaviite: a > b tai b > a.

Nyt vastaviite voidaan kirjoittaa aiemman lauseen 2.1 perusteella muo-
toon:

a-c>b-c
tal
b-c>a-c.

Téasté seuraa ristiriita alkuperéisen oletuksen a - ¢ = b - ¢ kanssa. Siis alkupe-
riainen vaite a = b on totta. O

Lause 2.3. (1) Jos a, b ja k ovat kokonaislukuja, k # 0, niin a = b, jos ja
vain jos ka = kb.

(2) Jos a,b,c,d, k ja h ovat kokonaislukuja, k # 0, niin talléin a = b ja c = d,
jos ja vain jos a = b ja ha + kc = hb + kd.

Todistus. Lauseen ensimmainen osa seuraa lauseesta 2.2. Lauseen toinen osa
seuraa ensimmaisestd osasta ja siitd, ettd vihennyslasku on méaéaritelty. Jos

a=0"bjac=d,
niin
a=0"bjaha+kc=hb+ kd

Toisaalta, jos
a=0"bja ha+ kc=hb+ kd,

niin
ha = hb,
(ha + kc) — ha = (hb + kd) — hb,
ke = kd,
ja edelleen
c=d.



Lauseen 2.3 avulla voidaan muokata pulmapéhkindn yhtaloa ja jatkaa sen
ratkaisua. Eli pulmapéhkindn yhtélo

50z + 20y + 5z = 2000
voidaan nyt aiemman teorian perusteella korvata yhtélolla
10z + 4y + z = 400.

Eli pystyimme jakamaan yhtilon jokaisen osan viidelld ilman, ettd tdmé vai-
kutti mahdollisiin arvoihin z,y ja z. Samalla tavalla voidaan korvata yhtalot

r+y+2z=100 ja 10z + 4y + 2 = 400

yhtaloilla
xr+y+ 2z =100 ja 9x + 3y = 300.

Viimeisin yhtilé saadaan, koska
9z 4+ 3y = (10z + 4y + z) + (—1) - (x + y + z) = 400 — 100.
Edelleen saadaan, ettd yhtélo
92 + 3y = 300

on nyt
3z +y = 100.

Tama muoto yhtélosta on yksinkertaisempi, kuin aiempi muoto minké se kor-
vasi. Olemme saaneet tuntemattoman tekijan z nyt eliminoitua. Suurimman
yhteisen tekijan teorian, lause 1.6, ja FEukleideen algoritmin avulla voidaan
ilmaista kokonaislukujen a ja b suurinta yhteistd tekijad seuraavassa muo-
dossa:

syt(a,b) = am + bn,

joillakin kokonaisluvuilla m ja n. Koska syt(3,1) = 1, niin on olemassa ko-
konaisluvut m ja n siten,ettd

1=3m-+n.

Nyt voidaan kiyttdd Eukleideen algoritmia loytddksemme kokonaisluvut m
ja n. Kertomalla sadalla saadaan, etti

3 - 100m + 100n = 100
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ja télloin sellaiset kokonaisluvut z ja y, jotka toteuttavat yhtalon
3z +y =100

voidaan saada ratkaistua lukujen m ja n avulla.

Talla tavalla 16ydetdan kuitenkin vain lukuja jotka ovat sadan kerrannai-
sia, eiké niisté ole tdssd tapauksessa hyotyd. Emme siis voi kiyttad lukuja m
ja n lukujen x ja y etsimiseen.

2.2 Lineaarinen Diofantoksen yhtialo: miaritelma ja lausei-
ta

Pulmapédhkindn ratkaisussa on nyt paédsty hyville alulle. Pulman ongelma
pystyttiin kirjoittamaan matemaattisina kaavoina, joita saatiin edelleen muo-
kattua yksinkertaisempaan muotoon. Annetaan seuraavaksi matemaattinen
méaritelmé Diofantoksen yhtéldlle ja todistetaan siihen liittyvét kaksi lauset-
ta, joiden avulla paastdan eteenpiin pulmapahkinin tehokkaassa ratkaisussa.

Maaritelma 2.4. Olkoot a, b, ¢, x ja y kokonaislukuja. Yhtaloa joka on muo-
dossa
ar +by =c

kutsutaan lineaariseksi Diofantoksen yhtaloksi.
Lause 2.5. On olemassa kokonaisluvut x ja y siten, ettd
ax + by = c,

jos ja vain jos d = syt(a,b) on luvun c tekija. Tassd a,b ja ¢ ovat nollasta
poikkeavia kokonaislukuja.

Todistus. Suurimman yhteisen tekijin madritelmén ja Eukleideen algoritmin
avulla ndhdadn, ettd tunnetuille kokonaisluvuille a,b ja ¢ voi olla olemassa
kokonaisluvut x ja y vain, jos syt(a,b) on luvun c tekija:

Olkoon kokonaisluku d lukujen a ja b suurin yhteinen tekija. Talloin

a = da1 ja b= dbl
Nyt, jos kokonaisluvut x ja y ovat olemassa, niin
c=d(a1x + by)

ja d on tekija luvulle c.
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Olkoon nyt d = syt(a,b) tekija luvulle ¢, eli ¢ = dec;. Suurimman yhteisen
tekijan teorian ja lauseen 1.6 avulla tiedetdén, ettd on olemassa kokonaisluvut
m ja n siten, etta

d = am + bn,
ja nyt

c=dcy =a-me; +b-ney.
Tama todistaa lauseen. O

Huom! Ratkaisut = ja y ovat mitd tahansa kokonaislukuja, ei valttdmatta
pelkistidn positiivisia tai nollasta poikkeavia kokonaislukuja.

Esimerkki 2.6. Lineaarisiin Diofantoksen yhtéléihin voi olla monia eri rat-
kaisuja:

4-342-(=5)=2
4-6+2-(—11)=2
4-(=2)4+2-5=2.
Lause 2.7. Olkoot x ja y kokonaislukuja siten, ettd
axy + by = ¢,
missd a, b ja ¢ ovat nollasta potkkeavia kokonaislukuja ja
syt(a,b) = 1.
Tdlloin
r=x1+qbjoy =1y —qa

toteuttavat yhtdlon
ar +by =c

kaikilla kokonaisluvuilla q. Toisaalta, jos x4 ja yo ovat kokonaislukuja siten,
etta

axs + bys = ¢

nun silloin on olemassa sellainen kokonaisluku q, ettd

Ty = 21+ bq ja y2 = y1 — aq.
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Todistus. Ensimmaéinen viite saadaan suoraan sijoittamalla:

ax + by = a(xy + bg) + b(yr — aq)
= axy + by; + abg — abg
=ax; + by

=c.
Toisen osan todistuksessa tarkastellaan yhtiloita
ary + by, = c
ja
axs + bys = c.
Tésté saadaan transitiivisuus-ominaisuuden avulla, etté
axy + byr = aws + by

ja edelleen
b(yr — y2) = a(x2 — x1).

Koska oletuksen mukaan syt(a,b) = 1, niin nyt voidaan nihdé, ettd b on
tulon a(xe —x1) tekijd. Tésté seuraa, ettd b on erotuksen zy — 1 tekiji, joten

9 — 11 = bgq,
jollakin kokonaisluvulla ¢q. Edelleen saadaan, ettéa

To = T +bq

Nyt sijoittamalla xo — x1 = bg yhtaloon b(y; —y2) = a(zy — 1) saadaan, ettd

b(y1 — y2) = a(bg).

Koska oletuksen mukaan b # 0, niin ylempi yhtélo voidaan jakaa puolittain

luvulla b ja télldin saadaan, etta
Y1 — Y2 = aq

ja edelleen
Y2 = Y1 — aq.
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Nyt meilld on riittavasti tyokaluja, jotta voimme palata pulmapahkinin
ratkaisemiseen. Aiemmin saimme selvitettyé, ettd yhtélolle

3r +y =100
l6ydetidn ratkaisu yhtilon
3 - 100m + 100n = 100

avulla.

Annetaan arvot m = 0 ja n = 1, niin saadaan yhtéldlle yksi ratkaisu.
Kaytetddn nyt apuna lausetta 2.7 ja voidaan todeta, ettd kaikki ratkaisut
saadaan yhtaloista:

r=0+(1)g, y=100— 3q,
missd ¢ on mielivaltainen kokonaisluku. Sijoitetaan nyt x ja y yhtaloon
r+y+2z=100

ja saadaan, etta
q + (100 — 3q) + z = 100

z=2q

Pulmapéhkindn ehdot olivat, etti
z>0,y>0,2>0
Néiden avulla saadaan ehdot kokonaisluvulle ¢:
qg>0, 100—-3¢>0, 2¢>0

Tarkastelemalla néitéd ehtoja ndhdéén, ettd ¢ on kokonaisluku, joka saa arvoja
vililla 0 ja 34, eli pulmapéahkinélle on yhteensé 33 eri ratkaisua. Eri ratkaisut
saadaan, kun sijoitetaan arvot ¢ =1,q = 2,...,q = 33 yhtél6ihin
T =dq,
y = 100 — 3q,
z = 2q,

missd x kertoo ostettujen lehmien lukumééréan, y kertoo lampaiden lukumaé-
rin ja z kertoo sikojen lukumééran.
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Esimerkki 2.8. Etsitdin sellaiset positiiviset kokonaisluvut z ja y, etta
208z + 136y = 120.
Lauseen 2.3 avulla saadaan, ett
26x + 17y = 15,

koska syt(208,136,120) = 8. Nyt voidaan kiyttda Eukleideen algoritmia ja
saadaan, etta
2% =1-17409,

17=2-9—-1.

Kuljetaan seuraavaksi Eukleideen algoritmia lopusta alkuun péin ja saa-
daan, etté

1=2-9-17=2(26—17) — 17 =2-26+ (=3) - 17.

Saatiin, ettd syt(26,17) = 1 ja yhtélolla 26z + 17y = 15 on siis ratkaisu.
Pari
21=15-2=30 ja yi=15-(-3)=—45

antaa yhden ratkaisun yhtélolle 26z 4+ 17y = 15. Yleinen ratkaisu 16ydetdan
tarkastelemalla paria:

r=30+17¢ ja y= —45— 26gq,

missd ¢ on kokonaisluku. Alussa annettiin ehdoksi 16ytaéd positiiviset koko-
naisluvut eli
30+ 17¢ >0 ja —45—26q > 0.

Tasta seuraa, ettd ¢ on kokonaisluku, joka on pienempi kuin —1 ja suurempi
kuin —2 eli yhtalolla 208z + 136y = 120 ei ole ratkaisua positiivisilla koko-
naisluvuilla.

3 Lisaa lineaarisia Diofantoksen yhtaloita

Edella kisiteltiin lineaarisia Diofantoksen yhtéloita, joissa oli kaksi tuntema-
tonta muuttujaa. Nyt lineaarinen Diofantoksen yhtdlo n kappaleella muut-
tujia: x1, 29, ..., x, on muotoa

a1 + asxs + ... + apxr, = C,

missé ¢ ja a; ovat nollasta poikkeavia kokonaislukuja.
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Lause 3.1. On olemassa sellaiset kokonaisluvut x1,xa, ..., x,, ettd
a1x1 + asxo + ...+ apx, =c, n>1,

jos ja vain jos syt(ay,as, ..., a,) on luvun c tekijd. Luvut ¢ ja a; ovat nollasta
poikkeavia kokonaislukuja

Todistus. Ensimmaéinen osa saadaan samalla lailla kuten lausessa 2.5 todis-
tettiin. Taytyy olla, ettd syt(ay, as,...,a,) on luvun c tekiji, jos kokonaislu-
vut x; ovat olemassa. Oletetaan nyt, ettd

c=dc,

missi d = syt(ay,ag, ..., a,).
Suurimman yhteisen tekijéin teoriasta saadaan, ettd on olemassa sellaiset
kokonaisluvut by, bs,...,b,, etti

d:a1b1 —|—a2b2+~~-+anbn.

Siis
CcC = Cld = a1<01b1) —+ a2(01b2> —+ -+ an<01bn),

ja talla yhtalolla on kokonaislukuratkaisu. O]
Esimerkki 3.2. Etsitdan sellaiset kokonaisluvut x,y ja z, joilla
90z + 45y + 36z = 10.
Ensimméiseksi nihdéaan, etta
syt(50,45) = 5,
ja
50-1445-(=1) =5.
Seuraavaksi tutkitaan lukuja 5 ja 36:
syt(5,36) =1
ja tasta saadaan, ettid
syt(50,45,36) = syt(5,35) = 1.

Ja tastd seuraa aiemman lauseen perusteella, ettd yhtalolla on kokonaisluku-
ratkaisu.
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Nyt
1=36-1+5-(=7)

ja sijoittamalla saadaan, etti
1=36-1+(=7)-50+7-45
Edelleen, kun kerrotaan kymmenelld saadaan, ettd
50 - (=70) +45-70 4+ 36 - 10 = 10.
Yksi ratkaisu yhtélolle saatiin luvuilla z; = —70,y; = 70 ja z; = 10.

On selvii, ettd saatu ratkaisu ei ole ainoa mahdollinen ratkaisu. Haluam-
me tietysti 16ytdd yhtalolle kaikki ratkaisut, eikd vain yhtd. Jotta voimme
16ytad muutkin ratkaisut, niin tarvitsemme avuksi seuraavan tuloksen.

Lause 3.3. Jos b ja ¢ ovat nollasta poikkeavia kokonaislukuja, niin tdlloin
votdaan [oytdd sellaiset kokonaisluvut h, k,r ja s, ettd

hs—kr=1 ja bk+cs=0

Todistus. Oletetaan, ettd b ja c ovat positiivisia. Pienimmén yhteisen jaetta-
van teorian perusteella saadaan, etta

syt(b, c) - pyj(b, c) = be.
Koska pyj(b, ¢) on luvun b kerrannainen, niin
pyj(b,c) = bk, jollakin k

ja valitsemalla
s = —b/syt(b,c)

saadaan, etta
bk+cs = bk+c(—b/syt(b, c)) = bk—bc/syt(b, c) = bk—pyj(b, c) = bk—bk = 0.
Edelleen tistd saadaan, etti

k=bc/(b-syt(b,c)) = c/syt(b,c)

ja néin ollen syt(k,s) = 1. Suurimman yhteisen tekijan teorian ja lauseen 1.6
mukaan on olemassa kokonaisluvut h ja r siten, etté

hs + (—=k)r = 1.

Vaaditut kokonaisluvut ovat siis olemassa. Voimme 16ytaa luvut h ja r kiyt-
tamalla apuna Eukleideen algoritmia. 0
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Esimerkki 3.4. Jos b = 12 ja ¢ = 20, niin ndhd&én, ettd k = 20/syt(12,20) =
20/4 =5 ja s = —12/syt(12,20) = —12/4 = —3. Tarkistetaan vield, etti
bk +cs=0

12-5+20- (—3) = 0.

Nyt syt(5,—3) = 1 ja havaitaan, etta
1=(-1)-5+(-2)-(=3).
Voidaan valita luvut h = —2 ja r = 1 ja talloin saadaan, etti
hs — kr = 1.
Kaytetdan tata tulosta apuna seuraavan lauseen todistamisessa.

Lause 3.5. Olkoot a,b, c ja d nollasta poikkeavia kokonaislukuja ja h, k,r ja
s kokonaislukuja siten, ettd hs — kr = 1 ja bk + c¢s = 0. Tdlléin, jos x,y ja
z ovat kokonaislukuja ja

ar + by + cz = d,

niwn kokonaisluvut x,t = sy — kz ja uw = hz — ry toteuttavat yhtdilon
ax + (bh + cr)t + (bk + cs)u = d.

Toisaalta, jos x,t ja u ovat kokonaislukuja, jotka toteuttavat viimeisimmdan
yhtdlon, niin talloin luvut x,y = ht + ku ja z = rt + su toteuttavat yhtdilin

ar +by+cz=d
Todistus. Selvisti, koska bk + c¢s = 0, niin kolmen tuntemattoman yhtalo
ar +by+cz=d
muuttuu kahden tuntemattoman yhtéloksi
ax + (bh +cr)t =d.

Tama voidaan todistaa suoraan muokkaamalla yhtaloa.

ax + (bh + cr)(sy — kz) + (bk + ¢s)(hz — ry)
= ax + by(hs — kr) 4+ cz(hs — kr) + cy(rs — rs) + bz(hk — hk)
=ar+by+cz =d.
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Vastakkaiselle oletukselle saadaan, etta
ax + b(ht + ku) + c(rt + su) = ax + (bh + cr)t + (bk + cs)u = d.
Nyt jos 16ydetddn kaikki ratkaisut tuntemattomilla x ja ¢ yhtélolle
ax + (bh + cr)t =d,

niin mielivaltaisella kokonaisluvulla » yhtélon

ar +by+cz=d
ratkaisut saadaan kolmikosta

r=x, y=ht+ku, z=rt+ su.
O

Esimerkki 3.6. Jatketaan nyt esimerkin 3.2 ratkaisua. Jotta voidaan rat-
kaista yhtilo
o0z + 45y + 36z = 10

kokonaisuudessaan, niin taytyy loytad kokonaisluvut h, k,r ja s. Namé luvut
saadaan lauseen 3.3 avulla. Koska

syt(45,36) = 9,

niin £ = 36/9 = 4 ja s = —45/9 = —5. Nyt voidaan valita, ettd h = —1 ja
r = 1. Talloin pétee, etta

hs —kr=(=1)-(=5)—4-(-1)=1
ja
bk +cs=45-4+36-(—5) =180 — 180 = 0.
Nyt lauseen 3.5 avulla yhtalé 50x + 45y 4 36z = 10 saadaan muotoon
50z — 9t = 10
ja télle yleinen ratkaisu saadaan yhtéldista
r=24+9q ja t=10+ 50q.

Naissa yhtiloissa ¢ on mielivaltainen kokonaisluku. Alkuperiisen yhtilon rat-
kaisut saadaan seuraavista yhtaloista:

x=2+9q,
y = —10 — 50q + 4u,
z =10 + 50q — du,

missd parametrit ¢ ja v ovat mielivaltaiset kokonaislukumuuttujat.
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3.1 Neljan muuttujan Dionfantoksen yhtalo

Diofantoksen yhtéld, jossa on neljd muuttujaa, on muotoa

ar + by + cz +dw =e.

Téallainen yhtal6 voidaan supistaa kolmen tuntemattoman yhtéaloksi kayt-
tamalla apuna lausetta 3.3 ja lausetta 3.5 luvuille ¢ ja d. Voimme vihentda
yhtédlostd tuntemattomien madrad yhdelld ottamalla kidyttoon parametrit.
Neljan tuntemattoman muuttujan yhtélolle tarvitsee tehda kaksi supistusta
ja yleinen ratkaisu voidaan esittda kolmen parametrin avulla. Kéydaan tdma
lapi vield esimerkin avulla.

Esimerkki 3.7. Ratkaistaan Diofantoksen yhtélo

2z + 3y + 12z + 20w = 9.

Kéytetddn nyt apuna aiemmin ratkaistun esimerkin 3.4 tuloksia. Tulok-
sista ndhd&an, ettd —2,5,1 ja —3 ovat kokonaislukuja, siten etta

12-5420-(=3)=0
ja
—2-(=3)—1-5=0.

Eli kokonaisluvut —2,5,1 ja —3 vastaavat muuttujia h, k,r ja s ja siten saa-
daan eliminoitua (12z + 20w) yhtélosta. Nyt uusi yhtéloé on muotoa

20+ 3y + (12-(=2)+20- 1)t =9
Eliminoidut tuntemattomat muuttujat saadaan yhtaloista
z=—=2t+du
ja
w =1t — 3u,

joissa u on mielivaltainen kokonaisluku.
Seuraavaksi tehdidan sama késittely juuri saadulle yhtilolle

2z + 3y — 4t = 9.

Téalla kertaa eliminoidaan tekijat y ja ¢t. Luvuille b = 3 ja ¢ = —4 valitaan
luvut £ = 3 ja s = 4 ja siten voidaan valita luvut A = 1 ja r = 1. N&illa
luvuilla saadaan uudeksi yhtéloksi

20+ (3—4)v=9
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ja eliminoidut tuntemattomat tekijat saadaan yhtaloista

y=v+3f,

t=v+4f,

joissa f on mielivaltainen kokonaisluku.
Yhtalon
20 —v =9

yleinen ratkaisu saadaan luvuista © = 4 4+ ¢ ja v = —1 + 2¢q, joissa ¢ on
mielivaltainen kokonaisluku. Selvitetdin sitten myos muiden tuntemattomien
tekijoiden parametrimuodot. Sijoitetaan x = 4 4 ¢ ja v = —1 4 2¢ yhtéloihin
y=v+3fjat=v+4f. Nyt saadaan, ettd

t=(—142q)+4f.

Edelleen sijoitetaan edelld saadut yhtéldihin 2 = —2¢ + bu ja w =t — 3u ja
saadaan, etta

z==2((—-1+2q) +4f) + du,
w=((—-142q)+4f) — 3u.

Mielivaltaisilla kokonaisluvuilla u, ¢ ja f saadaan esitettyi yleinen ratkai-
su alkuperiiselle yhtalolle 2x 4+ 3y + 122 + 20w = 9:

r=4+¢q
y=—1+2¢+3f
2=2—4q—8f +5u
w=—-142q¢+4f — 3u.

Jos u = q = f =0, niin saadaan yksittdinen ratkaisu x = 4,y = —1,2z =
2, w=—1.
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4 Lineaariset kongruenssit

4.1 Mairitelmé ja yhteys Diofantoksen yhtaloon

Kongruensseja voidaan kiyttdd apuna ratkaistaessa Diofantoksen yhtéloita.
Kertauksena méaritellaén aluksi mité kongruenssi tarkoittaa. Taméan lisdksi
maéadritellddn lineearinen kongruenssi ja tutkitaan miten se liittyy lineaarisiin
Diofantoksen yhtal6ihin.

Maaritelmi 4.1. Jos a,b ja m ovat kokonaislukuja ja m > 0, niin talléin a
ja b ovat kongruentteja modulo m, jos ja vain jos erotus a — b on jaollinen
luvulla m. Merkitdan talloin

a = b mod m.

Aiemmin esimerkissi 2.8 ratkaistiin kokonaisluvut x ja y, jotka toteuttivat
yhtalon
208x — 136y = 120.

Ratkaisut saatiin parista x = 30+ 17¢q ja y = —45 — 264, joissa ¢ on mielival-
tainen kokonaisluku. Kongruenssin avulla ilmaistuna tamé tarkoittaa, ettd
milld tahansa kokonaisluvulla z = 30 4+ 17¢ on ominaisuus

208z = 120 mod 136.
Ja toisaalta, jos on olemassa kokonaisluku x siten, etta

208x = 120 mod 136,
niin talldin taytyy olla, ettd = on muotoa x = 30 + 17¢. Tamé kongruenssi

on yhtéipitiavad yhtalon
208x — 120 = 136k

kanssa, missid k on kokonaisluku. Nyt z ja —k antavat ratkaisun yhtélolle
208z 4 136y = 120.
Maaritelma 4.2. Kongruenssia, joka on muotoa
ar = cmod b

ja missd a,b ja ¢ ovat positiivisia kokonaislukuja, kutsutaan lineaariseksi
kongruenssiksi.
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Ongelmana on 16ytaa kaikki kokonaisluvut z siten, etta

208z = 120 mod 136.

Tama ongelma on kuitenkin sama kuin, etté 1oydettiisiin kokonaisluvut x ja
y siten, ettd

208z + 136y = 120.

Lineaarisella Diofantoksen yhtalolla ja lineaarisella kongruenssilla niyttéisi
olevan selked yhteys. Todistetaan tdmé seuraavassa lauseessa.

Lause 4.3. Kokonaisluku x toteuttaa lineaarisen kongruenssin

ar =c mod b

jos ja vain jos on olemassa kokonaisluku y siten, etld

ar + by = c.

Todistus. Olkoon ensin ax = ¢ mod b. Talloin maaritelman mukaan koko-
naisluku az — ¢ on luvun b monikerta. Eli

ar — c = kb.
Valitaan, ettd y = —k ja siten
ar + by = c.

Todistus toiseen suuntaan saadaan kidymélld edelliset vaiheet kdadnteisessia
jarjestyksessa. O]

Lineaaristen kongruenssien ja lineaaristen Diofantoksen yhtéldiden vali-
nen vastavuus auttaa meitd selvittdmadn milloin lineaarisella kongruenssilla
on ratkaisu.

4.2 Lauseita ja esimerkkeja

Lause 4.4. Lineaarisella kongruenssilla
axr =c mod b

on ratkaisu, jos ja vain jos d = syt(a,b) on tekiji luvulle c. Mikali kongruens-
silla on ratkaisu, niin ratkaisuja mod b on d kappaletta.
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Todistus. Lineaarisella kongruenssilla ax = ¢ mod b on ratkaisu, jos ja vain
jos Diofantoksen yhtélolla

ar +by =c

on ratkaisu. Nyt Diofantoksen yhtdlolla on ratkaisu, jos ja vain jos d =
syt(a,b) on luvun c tekijd ja tdmi todistaa ensimmaéisen osan lauseesta.

Lauseen 2.7 mukaan Diofantoksen yhtdloén ax + by = ¢ yleinen ratkaisu
on muotoa

T =x9+ bQ7

Y = Yo — aq,
missid xg ja yo ovat ratkaisu Diofantoksen yhtéldlle ja ¢ on mielivaltainen
kokonaisluku. Koska lauseen 2.7 ehdoissa on, ettd d = syt(a,b) = 1 niin

voidaan kirjoittaa yleinen ratkaisu muodossa:

x =x9+ (b/d)q,

y = yo — (a/d)q.

On selvisti olemassa d kokonaislukua, jotka ovat
T, Lo + b/d,ZI}o + 2b/d, o, 2o+ (d - l)b/d,

ja sijaitsevat eri ekvivalenssiluokissa modulo b. Mitkd tahansa kaksi lukua
erottuvat listassa nollasta poikkeavalla kokonaisluvulla, joka on lukujen —b
ja b vilissa:

(xg + mb/d) — (xg + nb/d) = (m —n)b/d,

missd m —n # 0 ja —d < m —n < d. Nyt, jos oletetaan, ettd kokonaisluku ¢
on kongruentti jonkin luvun xy + mb/d,0 < m < d kanssa, niin t&lldin ¢ on
ratkaisu kongruenssille. Tamé seuraa siitd, etta

at = a(xg +mb/d — kb) = a(xg + mb/d) — kab

mika tarkoittaa, ettd

at = a(xy +mb/d) mod b.

Koska kongruenssi on transitiivinen niin saadaan, ett
at = ¢ mod b.
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Nyt jokainen kokonaisluku d luokissa modulo b
To, Lo +b/d,l’0 + 2b/d, .., 2ot (d— 1)b/d,
on ratkaisu kongruenssille
at = c mod b.

Toisaalta, koska yhtalot

x =9+ (b/d)q,
ja
y =1y — (a/d)q,
joissa ¢ on mielivaltainen kokonaisluku, antavat kaikki ratkaisut yhtélolle

axr + by = ¢, niin voidaan ndhda ettd jokainen kongruenssin ax = ¢ mod b
ratkaisu on muotoa

x =x9+ (b/d)q.

Kokonaisluvun = = zy + (b/d)q tiytyy kuulua johonkin edelld mainittuihin
ekvivalenssiluokkiin, joita oli d kappaletta. O

Esimerkki 4.5. Ratkaise kongruenssi 9z = 12 mod 21.

Koska syt(9,21) = 3 ja se on my6s luvun 12 tekijd, tieddmme ettd
kongruenssilla on olemassa ratkaisu. Tutkitaan aluksi erotusta 9z — 12 ja
milld kokonaisluvuilla z tdmé 92 — 12 on luvun 12 monikerta. On helppoa
l6ytaa kokeilemalla eri ratkaisuja, esimerkiksi

9.(=1)—12 = 21,

96— 12 =42,

9-13 — 12 = 105,

mutta on tyolasta 16ytad kaikki ratkaisut, joten kiytetddn apuna edelld kiytya
teoriaa. Miké tahansa kokonaisluku, joka on muotoa

z=(=1)+((21)/3)q
on ratkaisu.Tarkastellaan seuraavaksi lukuja:

¢ 0 1 2 3 -1 -2 -3 6
x -1 6 13 20 -8 -15 -22 41

Nama luvut voidaan jaotella kolmeen luokkaan modulo 21:
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[—1] = —1,20,—-22,41, - - -
6] =6,—15,- -
[13] = 13,8, - - -

Mikéli kokonaisluvut a, b ja ¢ ovat suuria lukuja, niin voidaan kiyttaa Euklei-
deen algoritmia apuna, jotta I6ydetdédn d ja jokin ratkaisu z.

Esimerkki 4.6. Ratkaise lineaarinen kongruenssi 657z = 18 mod 963.
Kiytetddn nyt Eukleideen algoritmia:

963 = 657 -1 + 306
657 = 306 - 2 + 45
306 =45-6+ 36
45=36-1+9
36=9-4

Edelld saatiin, ettd syt(963,657) = 9, joka on tekijd luvulle 18. Nyt siis tie-
ddmme, ettd kongruenssilla on olemassa ratkaisu ja ratkaisut muodostuvat
yhdeksistd ekvivalenssiluokasta modulo 963. Y1l olevasta Fukleideen algo-
ritmista saadaan, etta

9 =22-657+ (—15) - 963.
Téasta saadaan edelleen, etté
657 - 44 = 18 mod 963

eli x = 44 on yksi ratkaisu kongruenssille. Kaikki ratkaisut kongruenssille
ovat seuraavien 9 luokan elementit:

[44], [44 4+ 107], [44 + 214], .. ., [44 + 856].
Némai luokat saatiin, koska b/d = 963/9 = 107.

Diofantoksen yhtaloistd saatuja tuloksia voidaan kidyttdd myos kahden
lineaarisen kongruenssin ratkaisemiseen. Meidén taytyy siis 10ytda sellainen
kokonaisluku x, ettd kongruenssit

ax = b mod m
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ja
cx =nz mod n

pitdvat paikkansa ja lauseen 4.3 mukaan tidmé on yhtapitdviad sen kanssa,
ettd etsimme kokonaisluvut x,y ja z siten, etté

ar +my =>b

ja
cr +nz =d.

Eli meidén taytyy ratkaista pari lineaarisia Diofantoksen yhtél6itd samanai-
kaisesti. Todistetaan seuraavaksi lause, joka on erityistapaus ylla olevasta.

Lause 4.7. Olkoot a,b,m ja n posititvisia kokonaislukuja. Tdlléin on ole-
massa sellainen kokonaisluku x siten, ettd

T =a modm

ja
x =b mod n,
jos ja vain jos
x = b mod syt(m,n).
Mikdli x ja y toleuttaval kongruenssit, nun talloin
r =y mod pyj(m,n).
Todistus. On selviisti olemassa kokonaisluku x siten, etta
r =a mod m
ja
x = b mod n,
jos ja vain jos on olemassa kokonaisluvut r ja s siten, ettéd
r=a+rm
ja
xr=0b+ sn.

Yhdistetddn nyt ylld olevat kaksi yhtdlod ja saadaan, etta

at+rm=>b+sn
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ja edelleen, etti
rm—sn=>b—a.

Lauseen 2.5 avulla tiedetdédn, ettd kokonaisluvut r ja s ovat olemassa, jos ja
vain jos syt(m,n) on tekija luvulle (b — a) eli

b = a mod syt(m,n).

Koska kokonaisluvut r ja s maarittavit luvun x, on ensimmaéinen osa lausees-
ta totta.

Todistetaan seuraavaksi lauseen toinen osa. Jos © = a mod m ja y =
a mod m, niin joillakin kokonaisluvuilla i ja &

r=a+kmjay=a+ hm.
Téasta saadaan, etta
r—y=a+km—(a+hm)=(k—h)m,

tal tolisin sanoen
xr =y mod m.

Jos x = b mod n ja y = b mod n, niin vastaavasti kuin edelld saadaan, etta

x =y mod n.

Selvésti © — y on pyj(m,n) monikerta, jos se on monikerta luvuille m ja n.
T&am4 seuraa siitd, ettd pyj(m,n) on tekiji kaikille lukujen m ja n moniker-
roille. Lopuksi voidaan todeta, ettd

r =y mod pyj(m,n),
jos x =a mod m, x =bmod n, y=a mod m ja y =b mod n. O

Lauseen 4.7 ensimméisen osan todistuksesta ndhdaén, ettd luvun x arvot
voidaan selvittda lukujen r ja s arvojen avulla ja ndmé arvot saadaan ratkai-
semalla lineaarinen Diofantoksen yhtalo. Kaydasan seuraavaksi lapi esimerkki,
joka selkeyttad lauseen 4.7 kiyttoa.

Esimerkki 4.8. Etsi sellainen kokonaisluku z, ettd
xr=5mod 12 ja x =4 mod 17.
Kokonaisluku x on olemassa, koska

5 =4 mod syt(12,17),
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5 =4 mod 1.
Nyt tdytyy siis 10ytda kokonaisluvut r ja s, jotka toteuttavat yhtalon

r=5+12r =4+ 17s.

Voimme siis ratkaista yhtalon 12r —17s = 1. Tama voidaan ratkaista Euklei-
deen algoritmilla tai kokeilemalla eri ratkaisuja. Kokeilemalla 16ydetdén, etta

12-7—-17-5= —1,
elir =7 ja s =05. Tastad saadaan, ettd
r=5+4+12-7T=4+17-5 =189,

mikd on yksi ratkaisu kongruensseille.

4.3 Kiinalainen jadnnoslause

Maiaritelmi 4.9. Kokonaislukuja aq, as, . .., a, sanotaan keskendin jaotto-
miksi tai suhteellisiksi alkuluvuiksi, jos niiden suurin yhteinen tekija on 1.

Lause 4.10. (Kiinalainen jadnnislause) Jos n kappaletta positiivisia koko-
naislukuja my, ms, ..., my, ovat suhteellisia alkulukuja, niin tdlloin joukolla
kongruensseja

r=a; modmy,...,x=a, modm,,

on olemassa ratkaisu x'. Alkiot jidnnisluokassa [z'] modulo mims ... m, ovat
ylla olevan kongruenssijoukon ratkaisut.

Todistus. Todistetaan Kiinalainen jadnnoslause induktiolla. Jos n = 1, niin
véite on triviaalisti tosi, silld kongruenssilla

T = a; mod my

on olemassa ratkaisut ja ne ovat luvut luokassa [a;] mod m;. Kun n = 2, niin
viite on lauseen 4.7 mukaan tosi. Oletetaan nyt, ettd viite on tosi positiivisilla
kokonaisluvuilla lukuun k saakka. Tarkastellaan seuraavasti joukkoa, jossa
kongruensseja on k + 1 kappaletta eli

xr =a; mod my,...,x = ap mod mg, r = axy; mod myq,
missé syt(m;,m;) = 1, i # j. Induktio-oletuksen mukaan joukolla &k kongruens-

seja
T = ay mod ma, ..., T = axy; mod My
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on olemassa ratkaisu r. Elementit luokassa [r] modulo m, missd m = moms - - - my. 1,
ovat ratkaisut joukolle k kongruensseja.
Tarkastellaan seuraavaksi paria kongruensseja

x =r mod m ja x = a; mod m;.

Nyt ndhdéaan, ettd kokonaisluvut m ja my ovat suhteellisia alkulukuja, koska
luvun m alkutekija on valttaméatta tekija yhdelle luvuista mao, - - -, my . Siis
syt(m, my) = 1. Lauseen 4.7 mukaan tilla parilla kongruensseja on olemassa
ratkaisu 2’ ja kaikki ratkaisut ovat luvut jidnndsluokassa [z'] modulo mm;.
Talloin x’ on ratkaisu k + 1 kongruenssille

r=a; mod my,...,xr = apy; mod My

ja on helppo nahd4, ettd joukko ratkaisuja néille k£ + 1 kappaleelle kongruens-
seja on tarkalleen luokka [2'] modulo myms - - - myq. Ratkaisu niille k + 1
kongruensseille on my0s ratkaisu k& kongruenseille

T = ay mod ma, ..., T = axy; mod My
ja ratkaisu myo6s kongruenssille
T = ap mod my.
Ja néin induktion nojalla lause on tosi. O

Kiinalaisen jadnnoslauseen avulla voidaan ratkaista systemaattisesti tie-
tyntyyppisid pulmatehtivid ja aivopadhkinditd. Ratkaistaan seuraavaksi esi-
merkkiné erds pulmatehtivid Kiinalaisen jaédnnoslauseen avulla.

Esimerkki 4.11. Kolmentoista merirosvon joukkio sai haltuunsa aarrear-
kun, jossa on x kultakolikkoa. Kun kolikot jaettiin tasan kaikkien merirosvo-
jen kanssa, jiljelle jii 8 kolikkoa. Kaksi merirosvoa kuoli ja tasaisen jaon jil-
keen kolikkoja jii jakamatta 3 kappaletta. Kolikot jaettiin vield kerran, kun
kolme merirosvoa lisdé oli kuollut ja jéljelle jai 5 kolikkoa. Mikd on pienin
méard kolikkoja, jolla jaot voidaan tehd&?

Pulma voidaan esittdd kongruenssien avulla. Toisin sanoen meidan taytyy
l6ytaa ratkaisu joukolle kongruensseja:

r=8mod 13,2 =3 mod 11,z = 5 mod 8.

Koska syt(13,11) = syt(13,8) = syt(11,8) = 1, niin Kiinalaisen jadnnos-
lauseen avulla tiedetédédn, ettd talla joukolla on tédsmélleen yksi ratkaisu vé-
lilld 0 ja 8(11)(13). Ratkaistaan aluksi kongruenssipari

r =8 mod 13,z = 3 mod 11.
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Meidan taytyy siis 16ytad kokonaisluvut r ja s siten, ettd
xr =8+ 13r =3+ 11s,
tai
11s — 13r = 5.

Koska
11-6—-13-5=1,

niin voimme valita, etti
s =30jar=25.
Talloin
8+13-25=3+11-30= 333

on yksi ratkaisu kongruenssiparille. Jadnnosluokat [333] = [47] modulo 143
antavat kaikki ratkaisut kongruenssiparille.
Tarkastellaan seuraavaksi kongruenssiparia

x =47 mod 143,z = 5 mod 8.
Tamén ratkaisua varten tarvitsee 16ytda kokonaisluvut u ja v siten, etti
x =474 143u = 5+ 8v

eli
1431y — 8v = —42

Koska
143-7—-8-125 =1,

voimme valita, etta
u="7-(—42) jav =125 (—42).
Té&ll6in saadaan, etta
474143 -7+ (—42) =5+ 8- 125 (—42) = —41995

on ratkaisu télle kongruenssiparille. Koska kaikki tdmén kongruenssiparin
ja alkuperdisten kolmen kongruenssin ratkaisut kuuluvat jaannosluokkaan
[—41995] modulo 1144 ja koska 333 on pienin positiivinen kokonaisluku ky-
seisessa luokassa,

—41995 = —37 - 1144 + 333,

niin 333 on tdméan pulmatehtivin ratkaisu.
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