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1 Johdanto

Funktioteoriassa, ja ennen kaikkea harmonisten funktioiden analyysissé, yksi
keskeinen ongelma on 16ytéaéd alueessa ) C C harmoninen funktio, joka saa
tietyt arvot alueen reunalla 0€). Mité jos vaatisimme, ettd tdmén harmoni-
sen funktion reuna-arvot vastaisivat tietyn reunan osajoukon karakteristista
funktiota? Saisimmeko t&lloin funktion, joka jokaisella kiinnitetylla joukolla
E C 09 olisi alueessa §2 harmoninen muuttujan z € () suhteen ja vastaavasti
jokaisella kiinnitetylla z € € loisi jonkinlaisen mitan reunalle 027 Kysymys
on esitetty karkeasti yksinkertaistaen, mutta se antaa kuitenkin jonkinlaisen
mielikuvan siitd, mikd harmoninen mitta oikein on.

Jos tutkittava alue €2 C C on kiekko, niin edelld mainittu Dirichlet’n
ongelma on varsin helppo ratkaista suoraan Poissonin kaavan avulla. Moni-
mutkaisempien alueiden kohdalla joudutaan soveltamaan tehokkaampia me-
netelmié ja yksi tapa ratkaista ongelma on hyédyntda subharmonisia ja su-
perharmonisia funktioita. Ndiden funktioiden avulla saamme konstruoitua li-
neaarisen kuvauksen f — L.(f), joka liittd4 jokaisella z € €2 reunalla OS2 jat-
kuvaan reaaliarvoiseen funktioon f harmonisen funktion H;. Télléin Rieszin
esityslause antaa meille yksikésitteisen Borel-mitan p,, jolle pétee

Hy(z) = L.(f) = | [fdp,
G19)
kun funktio f on jatkuva joukossa Of). Tdémé mitta on harmoninen mitta
pisteessi z € ().

Kun olemme saaneet konstruoitua reunalle 02 mitan, niin seuraavak-
si on mielenkiintoista kysyé, ettd miten tdmé& mitta nékee reunan osajou-
kot. Minkélaiset joukot ovat harmonisen mitan mielessd 0-mittaisia ja mité
voidaan sanoa harmonisen mitan kantajasta? Tapauksessa, jossa alue €2 on
kompleksitason yksikkokiekko, huomaamme, ettd harmoninen mitta on abso-
luuttisesti jatkuva 1-ulotteisen Lebesguen mitan suhteen. Toisaalta harmoni-
nen mitta sdilyy konformikuvauksissa, joten yhdesti yhteniisissé tasoalueissa
voimme Riemannin kuvauslauseen avulla palauttaa kysymyksen harmonises-
ta mitasta takaisin yksikkokiekkoon. Yleisemmin paddymme tutkimaan myds
harmonisen mitan yhteyttd Hausdorff-mittoihin Hj,, jotka kuvaavat joukkoja
Lebesguen mittaa tarkemmin.

Vuonna 1985 harmonisen mitan tutkimus koki suuren edistysaskeleen,
kun venéldinen matemaatikko N. G. Makarov onnistui ratkaisemaan (ksen-
dalin konjektuurin, eli ettd harmoninen mitta on singulaarinen kaikkien
Hausdorff-mittojen H,, « > 1, kanssa. Samalla Makarov onnistui osoitta-
maan myos, ettd harmoninen mitta on absoluuttisesti jatkuva Hausdorff-
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mitan HhK kanssa, missé
/log L 1
h (t) tGK log ; logloglog 3 )

Yhdessa néistéa seuraa, ettd harmonisen mitan kantajan Hausdorff-dimensio
on tasan 1.

Harmoninen mitta ei ole mik&dn kompleksitason C erikoistapaus, vaan se
voidaan médritelld myos korkeampiulotteisissa avaruuksissa R". Itseasiassa
esittdmédmme konstruktio toimii myos avaruudessa R™ hyvin pienilla muu-
toksilla. Téssé tyossa kisittelemme harmonista mittaa kompleksitasossa ja
esitimme ylld mainitut Makarovin tulokset. Korkeampiulotteisissa avaruuk-
sissa tilanne on monimutkaisempi eikd néin tarkkoja arvioita harmonisen
mitan kantajalle ole tiedossa.

Lyhyen johdannon harmonista mittaa koskevien tulosten historiaan voi
lukea esimerkiksi ldhteestd [Hei]. Tamé tyo seurailee karkeasti tdmén Juha
Heinosen vuonna 1988 julkaistun artikkelin esitysjérjestysta.
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2 Dirichlet’n ongelma

Harmonisten funktioiden teoriassa térked Dirichlet’n ongelma voidaan méaa-
ritelld seuraavasti:

Maaritelma 2.1. Olkoot 2 C C rajoitettu alue ja f: 090 — R jatkuva funk-
tio. Dirichlet’n ongelma on 16ytda alueessa €2 harmoninen funktio u: 2 — R,
jolle pétee

limu(z) = f(§) kaikilla & € 0.

z—E

Téassé tyossi kasittelemme vain rajoitettuja alueita, jolloin jatkuva funk-
tio f on automaattisesti rajoitettu. On myos mahdollista tutkia rajoittamat-
tomia alueita, mutta talloin funktio f on oletettava jatkuvaksi laajennetun
kompleksitason topologian suhteen.

Jos alue 2 on kiekko, niin ongelma voidaan ratkaista kayttaméalla Poisso-
nin kaavaa, mutta muussa tapauksessa joudumme turvautumaan monimut-
kaisempiin menetelmiin. Dirichlet’'n ongelmaa ei osata ratkaista kaikissa ta-
pauksissa, vaan ratkaisun olemassaolon takaamiseksi alueen reunalle joudu-
taan asettamaan tiettyja vaatimuksia. Emme kuitenkaan késittele néitd vaa-
timuksia (halutessaan lukija voi tarkastella lahteita [Ahl], [Conl] ja [Sakl]),
silla yleistetty ratkaisu, joka ei valttamaéatta huomioi kaikkia alueen reunapis-
teitd, voidaan 10ytad ja se riittdd harmonisen mitan konstruoimiseen.

Tulemme ratkaisemaan yleistetyn Dirichlet’'n ongelman tasoalueessa
2 C C O. Perronin menetelméad noudattaen. Téssd menetelmésséa subharmo-
niset funktiot ovat tédrkeéssa roolissa, joten esitdmme niiden mééritelmén ja
tarkeimpid ominaisuuksia. Harmoniset funktiot oletamme tunnetuksi, mutta
halutessaan lukija voi tarkastella harmonisten funktioiden teoriaa tarkemmin
esimerkiksi ldhteestéd [Ahl.

2.1 Subharmoniset funktiot

Ennen tarkkaa méadritelméad annamme mielikuvan siitd, millaisia subharmo-
niset funktiot ovat. Yhden muuttujan tapauksessa harmoniset funktiot ovat
lineaarisia funktioita ja siten muotoa f(z) = ax+0b. Vastaavasti yhden muut-
tujan konveksi funktio on jokaisella vililla lineaarisen funktion alapuolella
ja yhtyy lineaariseen funktioon vélin péaétepisteissd. Kun tdmé yleistetdan
tasoon C, lineaariset funktiot vastaavat harmonisia funktioita ja konveksit
funktiot vastaavat subharmonisia funktioita. Alueessa 2 C C subharmoni-
nen funktio on siis pienempi kuin harmoninen funktio, joka saa samat arvot
alueen () reunalla.

Esitamme subharmonisten funktioiden teoriaa seuraten ldhteitd [ALI],
[Conl] ja [Sak1].
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Maiéaritelma 2.2. Olkoon 2 C C alue. Funktio u: 2 — R on subharmoninen
alueessa €2, jos se on jatkuva ja toteuttaa epayhtalon

1 2m )
u(zp) < 2—/ u(zo 4 re) db
0

™

kaikilla kiekoilla B(z,7), joille B(z,7) C Q ja r riittévéin pieni.

Huomautus. Téssa tyossd madrittelemme subharmoniset funktiot jatkuvina
funktioina, mutta yleisemmin ne voidaan mééritelld vaatimalla vain puoli-
jatkuvuus ylhéaéalta pain. Funktio v on ylhaalta puolijatkuva pisteessé zg, jos
patee
limsup v(z) < v(zp).
Z2—20

Maéaritelma 2.3. Funktio u: 2 — R on superharmoninen, jos funktio —u
on subharmoninen.

Koska harmoniset funktiot toteuttavat keskiarvoperiaatteen, niin selvéasti
jokainen harmoninen funktio on myos subharmoninen. Seuraavissa lauseissa
esitimme subharmonisten funktioiden térkeitd ominaisuuksia.

Lause 2.4. Olkoot «, 8 > 0 vakioita ja olkoot funktiot u; ja us subharmo-
nisia. Téalloin funktio au; + Sus on subharmoninen.

Todistus. Soveltamalla méaritelmdd 2.2] funktioon auy + Suy saadaan

(quy + Bug)(20) = a(ui(z20)) + Blua(20))

1 27

, 1 [ 4
< ag- i ul(zo—i-rew)dQ—i-ﬂ%/o uy (2o + re') do

1 2

= - i (auy + Bug) (2o + re) do.

Lause 2.5. Olkoot funktiot u; ja uy subharmonisia. Talloin funktio
u = max(uy, uz) on subharmoninen.

Todistus. Koska funktiot uy ja us ovat jatkuvia, niin my6s funktio max(uy, us)
on jatkuva. Liséksi

u;(20) _2 / max(uy, us) (2o + re) df, i=1,2,
™

joten myos

max(uy, uz)(zg) < 27?/ max(uy, ug) (2o + re’) do.
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Lause 2.6. Olkoon u kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva funktio. Talloin u
on subharmoninen alueessa € jos ja vain jos Au(z) > 0 kaikilla z € Q.

Todistus. Olkoon w subharmoninen funktio, jolle patee Au(z) < 0 jollain
pisteelld z € . Talloin funktion u jatkuvuuden perusteella on olemassa

side r > 0 ja kiekko B(z,r), jolle pitee B(z,r) C Q ja Au(w) < 0 kaikilla
w € B(z,r). Merkitéén

1 21 ) 1
a(r) = —/ u(z +re?)d) = — u(z + rx)ds.
2 0 2T lz]=1
Divergenssilauseen nojalla saamme
1
ar) = Py - Vu(z + rex) - xds
1 _
= — Vu(z) - nds
277 JoB(zr)
1
= — V - Vu(z)dA
277 J B(er)
1
= — Au(z)dA < 0,
27r B(z,r)

joten a(r) on vaheneva funktio ja u(z) = a(0) > a(r). TAmé& on ristiriita
subharmonisuuden kanssa, joten taytyy olla Au > 0.

Olkoon nyt Au > 0. TAllin edelld olevan nojalla a(r) on kasvava ja pétee
a(r) > a(0) = u(z). Siis u on subharmoninen. O

Tasainen suppeneminen sailyttda yleensé hyvin funktioiden ominaisuudet
ja seuraavassa lauseessa saamme huomata, ettd subharmonisuus ei muodosta
poikkeusta. Itseasiassa subharmonisuuden sdilymiseen riittaa lokaali tasainen
suppeneminen.

Lause 2.7. Olkoon Q2 C C alue ja olkoon {u,}, u,:  — R, jono subharmo-
nisia funktioita, joka suppenee lokaalisti tasaisesti kohti funktiota u. T&ll6in
u on subharmoninen.

Todistus. Olkoot zg € €2, r > 0 sellainen, ettd B(zp,r) C 2 ja e > 0. Koska
suppeneminen on tasaista, niin funktio u on jatkuva. Liséksi on olemassa ny,
jolle pétee |u,(z) — u(z)| < € aina, kun n > ng ja |z — zo| < r. Talloin

1 2 ] 1 2w ]
Py /0 U (20 + re)dd — gy /0 u(zo + re’(’)cw’
1 21 ) ]
< — |un (20 + 7€) — u(zo + re)|dO < ¢,
2m Jo
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joten pétee
1 2m

=5 i u(zo + re?)do.

n—00 n—oo 277

L[ ‘
u(zo) = lim un(z) < lim —/ Un (20 + 7€) do
0

Koska zy ja r olivat mielivaltaisia, niin funktio  on subharmoninen alueessa

Q. ]

Harmonisten funktioiden tapaan myos subharmoniset funktiot noudatta-
vat maksimiperiaatetta.

Lause 2.8. Olkoon u subharmoninen funktio alueessa 2 C C. Jos funktio
u saavuttaa supremuminsa jossain alueen () pisteessid zg, niin télléin u on
vakio.

Todistus. Olkoon zy € € piste, jossa u saavuttaa supremuminsa. Merkitdan
u(z0) = Sup,eq u(z) = M. Funktion v subharmonisuuden nojalla on olemassa
sellainen kiekko B(zg, R) C (2, ettd kaikilla positiivisilla » < R pétee

1 2m )
u(zg) < —/ u(zo + 1) df).
0

2m
Téamén nojalla péitee

1

0=M —u(z) > —
2m

2
/ (M —u(z +re?))do > 0,
0

joten funktion u jatkuvuuden perusteella taytyy olla u(z) = M kaikilla

z € B(zp, R). Tami osoittaa, ettd joukko A = {z € Q : u(z) = M}
on avoin. Toisaalta A on myds suljettu, silld pitee A = v ({M?}) ja u on
jatkuva. Koska €) on yhtenéinen, niin taytyy olla {2 = A ja siten u on vakio
alueessa (2. O

Seuraava lause karakterisoi subharmoniset funktiot ja esimerkiksi lahteesséa
[ALI] se otetaan subharmonisten funktioiden méaaritelméksi.

Lause 2.9. Olkoon u: 2 — R jatkuva funktio. T&ll6in v on subharmoninen
jos ja vain jos se toteuttaa seuraavan ehdon: jos ' C Q on osa-alue jav: ' —
R on harmoninen funktio, niin talléin funktio u — v saavuttaa supremuminsa
alueessa 2’ vain jos u — v on vakio.

Todistus. Olkoon u subharmoninen funktio alueessa €2 ja olkoon v harmoni-
nen funktio osa-alueessa ' C Q. Nyt funktio —v on subharmoninen ja siten
my6s funktio v — v on subharmoninen. Jos u — v saavuttaa supremuminsa,
niin lauseen [2.8 nojalla se on vakio.
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Oletetaan nyt, ettd w on jatkuva ja lauseen ehto on voimassa. Olkoon

2o € Q ja B(zp, ) kiekko, jolle pétee B(z,r) C Q. Valitaan kiekossa B(z, 1)
harmoniseksi funktioksi v funktio, joka on jatkuva suljetussa kiekossa B(z, )
ja jolle pétee

v]oB(z0r) = ulon(zo.n)-

Alla olevan Poissonin kaavan nojalla téllainen funktio on aina olemassa. Nyt
taytyy olla u < v kiekossa B(zg,7) sill, jos u(z) > v(z) jollain z € B(zy,r),
niin funktio u — v saa maksimiarvonsa kiekon B(zo, r) sisépisteessi. Lauseen
ehdon nojalla tistd seuraa, ettd u — v on vakio eli u = v kiekossa B(zg,r).
Néin ollen pétee

1 2 ' 1 o .
ulz) < v(z0) = %/0 v(zo + 1) df = %/0 u(zo + re') df.
Siis w on subharmoninen. B

Edellisessé todistuksessa kiekko B(zg, ) oli mielivaltainen avoin kiekko,

jolle péatee B(zp,7) C €, joten saamme todistuksen loppuosasta seuraavan
korollaarin.

Korollaari 2.10. Subharmoninen funktio u: 2 — R toteuttaa maaritelméan
epayhtalon kaikilla kiekoilla B(zg, 1), joille patee B(zg,r) C 2.

Seuraavaksi esitdmme harmonisia funktioita koskevan erityisen hyodyllisen
Poissonin kaavan, silld tarvitsemme sité ja sen ominaisuuksia. Emme kuiten-
kaan todista kaavaa tai sen ominaisuuksia, silld ne 16ytyviat useimmista pe-
rusteoksista.

Lause 2.11 (Poissonin kaava). Olkoon u harmoninen funktio kiekossa B(0, R)
ja jatkuva suljetussa kiekossa B(0, R). Talloin kaikilla |z| < R pétee

1 R? — |2)?

ulz) = 2 wi=r W — z[?

u(w) dw

Todistus. Ks. [Ahl, Chap. 4, Thm. 22]. ]

Valitsemalla Poissonin kaavassa harmoniseksi funktioksi u vakiofunktio
u = 1, saadaan erikoistapaus

1 R? - |2f?
Lpomer,
27 Jjw=r |w — 2|

Valitaan seuraavaksi Poissonin kaavassa R = 1 ja mééritelldén kaikille
paloittain jatkuville funktioille u(#), 6 € [0, 27|, Poissonin integraali P,,.

8
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Maéaritelma 2.12. Paloittain jatkuvan funktion u Poissonin integraali on

Pu(z) = = /0 TR0 an.

27 |z — ei)?
Poissonin integraalilla on seuraava tédrked ominaisuus.

Lause 2.13. Funktio P,(z) on harmoninen kiekossa B(0, 1). Lisdksi kaikissa
pisteissid 6y, missi u(f) on jatkuva, pitee

lim P,(z) = u(by).

z—etf0
Todistus. Ks. [Ahl, Chap. 4, Thm. 23]. ]

Maéritelmd 2.14. Olkoot u subharmoninen funktio alueessa 2 ja B avoin
kiekko, jolle B = B(z,r) C Q. Talléin funktion u Poisson-modifikaatio on

(2) = u(z), z€Q\B
1) = h(z), ze€ B,

missé funktio h on saatu soveltamalla Poissonin kaavaa jatkuvaan funktioon
U‘(‘)B.

Lauseen 2.9 todistuksesta saadaan suoraan seuraava tulos subharmonis-
ten funktioiden Poisson-modifikaatioille.

Lemma 2.15. Olkoon ©Q C C alue ja olkoon B(zg,r) kiekko, jolle pitee
B(zp,7) C 2. Olkoot u: @ — R subharmoninen ja up funktion u Poisson-
modifikaatio. Té&lloin

u(z) < up(?)

kiekossa B(zo, ).

Todistus. Olkoon B(zg,r) kiekko, jolle patee B(zp,7) C 2. Nyt funktion u
Poisson-modifikaatio up on harmoninen kiekossa B(z, ), jatkuva suljetussa
kiekossa B(zg,r) ja pétee

UB|aB(z0,r) = U|6B(zoyr)'

Funktiolle up pitee siis samat oletukset kuin lauseen [2.9] todistuksen loppuo-
sassa funktiolle v. Téastd seuraa, ettd u(z) < up(z) kaikilla z € B(zg,7). O

Koska ylld epayhtélo u(z) < ug(z) patee mielivaltaisessa kiekossa, niin
tastd seuraa, ettd u(z) < up(z) koko alueessa €.



MAKAROVIN LAUSE HARMONISELLE MITALLE

Lause 2.16. Subharmonisen funktion v Poisson-modifikaatio ug on subhar-
moninen.

Todistus. Koska Poisson-modifikaation mééritelméssé funktio h on jatkuva
suljetussa kiekossa B, funktio u on jatkuva joukossa €2\ B ja pétee

hlaa = u|aq,

niin selvasti up on jatkuva alueessa (). Lisdksi funktion u subharmonisuu-
desta seuraa, ettd up on subharmoninen joukossa {2\ B ja funktion h har-
monisuudesta seuraa, ettd up on subharmoninen kiekossa B.

Olkoot nyt z € 9B ja p < dist(z,09). Talloin

1

2 ' 1 o '
up(2) = u(z) < _/ ulz + pe) df < —/ up(z + pe) db.
21 Jo 21 J

Siis up on subharmoninen myos kiekon B reunapisteissé ja siten koko alueessa
Q. O

Esitdmme vield ilman todistuksia tdmén luvun loppuun harmonisia funk-
tioita koskevat Harnackin epédyhtdlon ja Harnackin periaatteen, joita tulem-
me tarvitsemaan myochemmin. Ensimméinen antaa harmonisille funktioille
tarkdn arvion, jota tarvitaan ennen kaikkea jalkimmaéisen todistamiseen.

Lause 2.17 (Harnackin epayht#lo). Olkoon w harmoninen funktio kickossa
B(20, R) jau > 0. Kun r < R, niin kaikilla z € B(zg,r) pétee arvio

R—r R+r
R Tu(zo) <u(z) < 7 7au(zo).
Todistus. Ks. [AhLl s.243] O

Lause 2.18 (Harnackin periaate). Olkoon {u,} kasvava jono harmonisia
funktioita alueessa 2. Télloin joko

1. u,(2) — oo lokaalisti tasaisesti, kun n — oo, tai

2. jono {u,} suppenee lokaalisti tasaisesti kohti harmonista funktiota
w(2) = limy, o0 up(2)

Todistus. Ks. [Ahl, Chap. 6,Thm. 7.] ]
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2.2 Resolutiiviset funktiot

Seuraava esimerkki osoittaa, ettd emme valttamatta 16yda ratkaisua Dirich-
let’n ongelmaan edes siinéd tapauksessa, ettd alue 2 C C on punkteerattu yk-
sikkokiekko D'\ {0}. Olkoon f: 0D — R, f(0) =1 ja f(§) =0, kun [£| = 1.
Oletetaan, ettd on olemassa punkteeratussa kiekossa B(0,1) \ {0} harmoni-
nen funktio u, joka saa ndmé reuna-arvot. Nyt funktio v on rajoitettu, joten
se voidaan jatkaa harmoniseksi funktioksi koko kiekkoon D, jolloin u(0) = 1.
Télloin kuitenkin maksimiperiaatteen (ks. [Ahl, Chap. 4, Thm. 21]) nojalla
sen taytyy olla vakiofunktio, mikéd on ristiriita, eikd Dirichlet’'n ongelmalle
siis ole ratkaisua.

Seuraavaksi konstruoimme Perronin menetelméé (tunnetaan myos Perron-
Wiener-Brelot (PWB-) menetelméné) kédyttéen yleistetyn ratkaisun jatkuvil-
le reunafunktiolle. Tama yleistetty ratkaisu ei valttaméattd huomioi kaikkia
alueen reunapisteité, mutta yhtyy Dirichlet’'n ongelman ratkaisuun aina, kun
ratkaisu on olemassa.

Edellisen kappaleen tuloksia hyodyntden méarittelemme resolutiiviset reu-
nafunktiot, joilla ratkaisu yleistettyyn Dirichlet’'n ongelmaan on olemassa.
Esittdmémme teoria seuraa lihteitd [Ahl] ja [Hell.

Maaritelmi 2.19. Olkoon 2 C C alue ja olkoon funktio f: 992 — R. Talloin
funktion f méérdamé funktioiden U, yldluokka on

Uy = {u : v superharmoninen tai identtisesti 4+ co alueessa 2,
lim ignfu(z) > f(€) kaikilla & € 09 ja u alhaalta rajoitettu}.
2—

Funktion f madraamai funktioiden Ly alaluokka on

L = {u : v subharmoninen tai identtisesti — co alueessa €2,
limsup u(z) < f(&) kaikilla £ € 99 ja u ylh#alta rajoitettu}.

z—¢&
Huomautus. Seké Uy ettd Ly ovat epatyhjid, silld +oo € Uy ja —oo € Ly.

Maéritelméa 2.20. Funktio
Hy(2) := inf{u(2) : u € Uy}

on ylaratkaisu yleistetylle Dirichlet’'n ongelmalle alueessa () reuna-arvoilla f.
Funktio
H,(2) :=sup{u(z) :u € Ly}

on vastaava alaratkaisu alueessa €.

11
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Lause 2.21. Olkoon 2 C C rajoitettu alue. Tall6in funktiot ﬁf ja H; ovat
joko harmonisia, identtisesti +oo tai identtisesti —oo.

Todistus. Jos perhe L sisdltdd vain funktion, joka on identtisesti —oo, niin
télloin H , = —oo ja viite pitad paikkansa. Oletetaan, ettd L sisdltad funk-
tion, joka ei ole identtisesti —oo. Talloin

H; =sup{u : u € Ly ja u subharmoninen alueessa (2}.

Olkoon B = B(z,r) kiekko, jolle B C . Supremumin méiritelmsn
nojalla on olemassa jono {v,} C Ly, jolle lim,, o v,(20) = H ;(20). Olkoon

V™ = max{vy, vq, ..., 0}

Talloin {V"} C Ly on kasvava jono ja lauseen nojalla Poisson-modi-
fikaatioille V pétee Vi € L;. My6s {V4} on kasvava jono, jolle pétee

vn(20) < V"(20) < Vg (20) < H(20),

joten
lim Vg (20) = H(20).

n—oo

Funktiot V% ovat harmonisia kiekossa B, joten Harnackin periaatteen nojalla
funktio
U:= lim Vg

n—oo

on joko harmoninen tai identtisesti +oo kiekossa B ja U(z0) < H;(20)-
Olkoon nyt z; € B mielivaltainen piste. Valitaan jono {w,} C Ly, jolle
limy, 0 wy(21) = H ;(21) ja asetetaan w, = max{v,,w,}. Nyt muodostamal-
la funktiot
W™ = max{wy, Wy, ..., w,}

ja niitd vastaavien Poisson-modifikaatioiden jono {WW}}, saamme ylla olevaan

tapaan funktion
U, := lim Wy,

n—oo

joka on jélleen Harnackin periaatteen nojalla joko harmoninen tai identtisesti
~+o00. Liséksi pétee
U(z) < Ur(2) < H,(2),

Ui(20) = ﬂf(zo)
ja
Ur(z1) = H(21).

12
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Jos pétee U = +o0, niin on H; = +o0 ja viite pitee. Jos taas U < 400,
niin U on harmoninen, ja koska pétee

Ur(20) = H4(20) = U(20) < 400,

niin myo6s funktio U; on harmoninen. Nyt harmonisella funktiolla U — U; on
nollakohta pisteessé zy. Tamé nollakohta on myo6s maksimi, joten maksimi-
periaatteen nojalla pitee U = Uj.

Osoitimme siis, ettd mielivaltaisessa pisteessi 21 € B pitee H,(z1) =
U(z1). Liséksi kiekko B C € oli mielivaltainen, joten tdstd seuraa, ettd H,
on joko harmoninen, identtisesti —oo tai identtisesti +co alueessa (2.

Osoitamme lemmassa , ettd H_ ;= —H;. Tdmén ja yllaolevan nojalla

funktio ﬁf on joko harmoninen, identtisesti —oo tai identtisesti 4-o0. O

Maéaritelmé 2.22. Funktio f on resolutiivinen reunafunktio, jos seki H
ettd H, ovat harmonisia alueessa () ja pitee Hy = ;. Télloin Hy = Hy =
H; on yleistetty ratkaisu Dirichlet’n ongelmaan reuna-arvoilla f.

Seuraavassa lemmassa osoitamme yld- ja alaratkaisun térkeitd ominai-
suuksia, joita tulemme tarvitsemaan myShemmin. Resolutiivisen reunafunk-
tion tapauksessa saamme epayhtéloiden sijaan yhtaloita.

Lemma 2.23. Olkoot Q C C alue, f,¢g: 9Q — R ja a, 8 € R vakioita.
T&alloin seuraavat ominaisuudet ovat voimassa:

i) Jos f(£) = a kaikilla £ € 0, niin f on resolutiivinen ja Hf = « alueessa
Q.

i) Hpvo = Hy + a ja H ,=H;+ a. Jos f on resolutiivinen, niin myos
f + «a on resolutiivinen ja Hf o = Hf + «.

iii) Jos a > 0, niin H,y = aH  ja H,;=aH;. Jos f on resolutiivinen, niin
myd6s af on resolutiivinen ja H,; = aHy kaikilla o > 0.

iv) Jos f < g, niin Hy < Hgja H, < H,.

v) H_ f = —H,. Jos f on resolutiivinen, niin myds — f on resolutiivinen ja
H_y=—Hy.

vi) Fﬂg < Ff + ﬁg jaH, ,> H;+ H, aina, kun kyseiset summat ovat
madriteltyja.

vii) Jos f ja g ovat resolutiivisia, niin myos af + B¢ on resolutiivinen ja
Haergg = aHf + ﬁHg

13
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Todistus.

i)

ii)

iii)

iv)

Vakiofunktiot ovat subharmonisia ja superharmonisia, joten ne siséltyvét
perheisiin Uy ja L. Liséksi subharmonisten funktioiden maksimiperiaat-
teesta seuraa, ettd perheessd Uy ei voi olla subharmonista funktiota, jo-
ka saisi suurempia arvoja alueen 2 sisépisteissi. Vastaava pitee myos
superharmonisille funktioille, joten viite seuraa suoraan méaaritelmésta.

Subharmonisten (superharmonisten) funktioiden summa on subharmo-
ninen (superharmoninen), joten véite seuraa suoraan mééritelmasta.

Funktio aw on subharmoninen (superhamoninen), joten jos u € Ly
(u € Uy), niin au € L5 (au € U,y) ja niin ollen viite seuraa suo-
raan médritelmasté.

Maksimiperiaatteen nojalla subharmoninen funktio ei voi saavuttaa mak-
simiaan (superharmoninen funktio ei voi saavuttaa minimidén) alueen
() sisépisteessi, joten jos f < g, niin pétee

H;y=inf{u : uels} <inf{v :vel,}=H,

ja
H;=sup{u :ue Ly} <sup{v:vel}=H,

Suoraan infimumin ja supremumin sekd limes inferiorin ja limes supe-
riorin mééaritelmista seuraa, etté

inf{u : we Uy} = —sup{—u : uel}

ja

limnfu(z) > (¢
jos ja vain jos

limsup —u(z) < f(€).

z—E

Liséksi, jos v on superharmoninen tai identtisesti +o00, niin —u on sub-
harmoninen tai identtisesti —oo, joten pétee

UEUf

jos ja vain jos
—Uu < Ef,

mistd seuraa, ettd H_f =—H,;.

14
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vi) Osoitamme vain ensimmaéisen epayhtélon, silld toisen epdyhtdlon to-
distus on tdysin samanlainen. Jos H; tai H, on identtisesti 400, niin
epéyhtdlo pitee selvisti. Olkoon nyt u € Uy ja v € U, funktioita, jotka
eivit ole identtisesti +oo. Talloin u+v € Uy, ja néin ollen ﬁﬁg < u+v.
Viite seuraa, kun otamme epayhtélossd molemmilla puolilla infimumin.

vii) Aiempien kohtien nojalla saadaan H, sy, < aH+ BH, = aH; + H,
jaH,sip,>aH;+ BH, = aHp+ fH, Témi osoittaa viitteen.

O

Aiemmin saimme huomata, ettd subharmonisuus séilyy, jos funktiojono

suppenee tasaisesti. Seuraavaksi osoitamme, ettd tdméa pétee myos resolutii-
visille funktioille.

Lemma 2.24. Olkoot Q C C rajoitettu alue ja {f,} jono jatkuvia reaa-
liarvoisia resolutiivisia funktioita, joka suppenee tasaisesti kohti funktiota f.
Télléin f on resolutiivinen ja Hy, suppenee tasaisesti kohti funktiota H.

Todistus. Olkoon & > 0. Jos |f, — f| < &, niin f < f, + € ja lemman
nojalla alueessa €) pétee Hy < Hy, + ¢. Vastaavasti Hy > Hy, — ¢, joten

|Hy — Hy,|=|H; — Hy,

<e,

ja jono {Hy, } suppenee tasaisesti kohti funktioita Ff. Vastaavan arvion no-
jalla jono {Hy,} suppenee tasaisesti kohti funktioita H, jolloin raja-arvon

vksikésitteisyydesté seuraa, etté Ff = H . Siis f on resolutiivinen. O

Haluamme 16ytaé ehtoja, joilla pétee, ettd reunafunktio f on resolutii-
vinen. Seuraavan lemman nojalla tdhén riittaé se, ettd on olemassa subhar-
moninen funktio, jonka raja-arvo yhtyy funktion f arvoihin kaikissa reunan
pisteissa.

Lemma 2.25. Olkoot 2 C C rajoitettu alue ja u: 2 — R rajoitettu sub-
harmoninen funktio, jolle raja-arvo lim, . u(z) = f(£) on olemassa kaikilla
¢ € 092, Talloin f on resolutiivinen funktio.

Todistus. Koska u on rajoitettu funktio ja raja-arvo lim, ,cu(z) = f(§) on
olemassa kaikilla ¢ € 02, niin f on rajoitettu. Siis on olemassa M € R,
jolle pitee |f(£)| < M kaikilla £ € 0. Néin ollen pitee M € Uy ja —M €
L. Téten myos ﬁf ja H; ovat rajoitettuja ja siten harmonisia funktioita.
Selvéisti u € Ly ja siten u < H ;. Téasté seuraa, etté

lim inf H ,(2) > liminf u(z) = £(€)

kaikilla § € 0€, joten H; € Uy ja Hy > H;. Siis f on resolutiivinen funktio.
O
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Kompakteissa joukoissa jatkuvia funktioita voidaan approksimoida mie-
livaltaisen tarkasti subharmonisten funktioiden avulla.

Lemma 2.26. Olkoot K C C kompakti osajoukko, f: K — R jatkuva
funktio ja B D K avoin kuula. T&lléin on olemassa funktio u: B — R, joka
on kahden subharmonisen funktion erotus, ja jolle pétee

sup | f(z) —u(z)] <e.

zeK
Todistus. Olkoon ¢ > 0. Koska K on kompakti, niin Stonen-Weierstrassin
lauseen (ks. [Rudll Thm. 7.32]) nojalla on olemassa kahden muuttujan po-
lynomi P, P(z) = P(a,b), z = a + ib, jolle patee

sup |£(2) — P(2)] < <.
z€EK
Taytyy siis osoittaa, ettd polynomi P voidaan lausua kahden subharmo-
nisen funktion erotuksena. Olkoon nyt v: B — R, v(z) = [z|?. Tallsin
Av = A(a? + b*) = 4, joten av on jatkuva subharmoninen funktio kaikilla
« > 0.Valitaan nyt ap > 0 niin suureksi, ettd kiekossa B pétee A(P+agv) >
0. Talloin P = (P + apv) — apv, missé (P + agv) ja apv ovat subharmonisia,
joten voimme valita u = P. O

Seuraava lause tunnetaan Wienerin lauseena ja se antaa téarkeén tuloksen
koskien jatkuvia reunafunktioita.

Lause 2.27. Olkoot €2 C C rajoitettu alue ja f: 92 — R jatkuva funktio.
T&lloin f on resolutiivinen.

Todistus. Koska €2 on rajoitettu, niin 92 on kompakti ja voidaan soveltaa
lemmaa [2.26] Olkoon nyt B D 92 avoin kiekko. Téll6in on olemassa funktio
u = v — w, missé v ja w ovat jatkuvia subharmonisia funktioita kiekossa B,
ja jolle pétee

sup |£(€) - u(&)] < e.

€€

Lemman nojalla funktiot v|pn ja w|sq ovat resolutiivisia, joten u|sq =
v|aq —w|sn on resolutiivinen. Funktio u|sq approksimoi funktiota f tasaisesti
joukossa 02 mielivaltaisella tarkkuudella, joten lemman nojalla f on
resolutiivinen. O]
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3 Harmoninen mitta

Resolutiivisten funktioiden kautta saamme Rieszin esityslauseen avulla méa-
riteltyd harmonisen mitan. Harmoninen mitta voidaan méaéritella koko ava-
ruudessa R” ja myo0s rajoittamattomille joukoille, mutta tassa tyossa méarit-
telemme sen vain kompleksitason C rajoitetuissa osajoukoissa, silld myShem-
min esitettdavat Makarovin tulokset koskevat vain tété tapausta. Esittdm&am-
me teoria seuraa ldhdettd [Hel], jossa harmonista mittaa késitelliin myos
yleisemmissé tapauksissa.

Aloitamme méaérittelemalla yleisesti mittateoriian liittyvét kasitteet, joita
tarvitsemme téssa tyossd. Lisdksi Rieszin esityslauseen antamalla mitalla on
tarkeitd ominaisuuksia, joiden méaritelméat on syyta esitelld. Méaaritelmét
seuraavat lahteitd [Rud2] ja [Mat].

Maaritelma 3.1. Olkoot puy ja ps mittoja o-algebralla M. Sanomme, etti
mitta po on absoluuttisesti jatkuva mitan p; suhteen, jos ps(FE) = 0 kaikilla
E € M, joille p;(FE) = 0. Talloin merkitsemme po < 1.

Maaritelma 3.2. Olkoot p; ja ps mittoja o-algebralla M. Sanomme, etté
mitat pp ja puo ovat keskenéddn singulaariset, jos on olemassa joukko A € M,
jolle pétee

p1(A) =0 = pg(A%).

Télloin merkitsemme iy L pio.

Maaritelma 3.3. Mitta pu on Borel-mitta, jos tason C kaikki Borel-joukot
ovat mitallisia.

Pelkké Borel-joukkojen mitallisuus ei aina riitd, vaan monesti haluamme
mitalle myos hieman vahvempia ominaisuuksia, joiden avulla voimme ap-
proksimoida kaikkia mitallisia joukkoja avoimien ja kompaktien joukkojen
avulla. Nain pdddymme méadritteleméain sddnnollisen Borel-mitan.

Maaritelma 3.4. Borel-mitta p on sdéannéllinen, jos sille pétee seuraavat
ehdot:

1. u(K) < oo kaikilla kompakteilla joukoilla K C C.
2. Kaikilla mitallisilla joukoilla £ pétee

p(E) =inf{u(V) : £ CV,V avoin}.
3. Kaikilla avoimilla joukoilla V' C C pétee

w(V) =sup{u(K) : K CV, K kompakti}.
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Maaritelma 3.5. Avaruuden X mitta p on todennékoisyysmitta, jos pétee
u(X) =1

On syytd huomata, ettd kaikista mitoista, joilla koko avaruuden mitta on
adrellinen, saadaan todennékoisyysmitta suoraan skaalaamalla koko avaruu-
den mitalla.

Maaritelma 3.6. Olkoon i kompleksitason C sdannollinen Borel-mitta. Mi-
tan p kantaja, supp(u), on pienin suljettu joukko F', jolle pétee u(C\ F') = 0.
Tarkemmin

supp(p) = C\ U{V : V. C avoin, u(V) =0},

Kaikki mitat eivat suinkaan ole sddnnollisid, mutta kuten seuraava lause
osoittaa, niin "hyvissd” avaruuksissa lokaalisti dérelliset mitat toteuttavat
my6s muut sddnnollisyyden ehdot. Tarkemmin sanottuna ”hyviksi” avaruu-
deksi kelpaa lokaalisti kompaktit Haudorff-avaruudet, missé avoimet joukot
voidaan lausua numeroituvana yhdisteenéd kompakteista joukoista.

Lause 3.7. Olkoon pu kompleksitason lokaalisti dérellinen Borel-mitta, eli
pu(K) < oo kaikilla kompakteilla joukoilla K C C. Talloin g on sddnnollinen.

Todistus. Olkoon E C C avoin. Talloin pétee

E:Oﬂﬂm,

n=1

missd F, = {z € E : dist(z,E°) > 1/n} ja K, = {z € C : |z| < n}.
Jokainen F),, N K,, on kompakti, joten mielivaltainen tason avoin osajoukko
E voidaan lausua numeroituvana yhdisteend kompakteista joukoista. Niin
ollen lauseen [Rud2, Thm.2.18] nojalla mitta pu on sddnnéllinen. O

Rieszin esityslause sanoo, etté positiiviset ja lineaariset funktionaalit voi-
daan esittaa sddnnollisen Borel-mitan avulla. Haluammekin seuraavaksi osoit-
taa, ettd kuvaus f — Hy tdyttédéd vaadittavat ehdot, jolloin saisimme ehdok-
kaan harmoniseksi mitaksi.

Lause 3.8. Olkoot 2 C C rajoitettu alue ja z € ). Talloin kuvaus

L,: C(0Q) — R, L,(f) = Hf(2) on positiivinen ja lineaarinen funktionaa-
li. Lisdksi on olemassa yksikésitteinen reunan 02 Borel-joukoilla Bor(0f2)
maédritelty todennékoisyysmitta ., jolle pétee

Hy(2) = L.(f) = | fan.. (3.1)

kun f € C(09).
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Todistus. Osoitetaan ensin kuvauksen L, lineaarisuus. Olkoot f, g € C(09).
Talloin lauseen 2.27 nojalla molemmat funktiot ovat resolutiivisia ja lemman
2.23| nojalla pétee

L Lo(f +9) = Hpsy(2) = H(2) + Hy(2) = L(f) + L.(9)
2. L(af) = Hop(2) = aHs(z) = L,,
joten L, on lineaarinen. Olkoon f > 0. Té&lloin lemman [2.23 nojalla
L.(f) = Hy(z) > H(z) = 0.

Siis L, on positiivinen ja lineaarinen funktionaali. Nyt Rieszin esityslauseen
(ks. [Rud2l Thm 2.14]) nojalla on olemassa yksikésitteinen Borel-mitta .,
jolle pétee. Liséksi, jos ¢ = 1, niin Hy(z) = 1 ja siten p,(0Q) = 1
kaikilla z € €. Siis u, on todennékéisyysmitta. O

Lause 3.9. Olkoot €2 C C rajoitettu alue seké zq, 2o € 2. Talloin mitat p.,
ja p., ovat keskendén absoluuttisesti jatkuvia.

Todistus. Tarkastellaan ensin tapaus, missd molemmat pisteet kuuluvat avoi-
meen kiekkoon. Olkoon B = B(z, R) avoin kuula, jolle pitee B C € ja
21,22 € B seké olkoon f: 09 — R jatkuva funktio. Koska funktio H; on
harmoninen, niin Harnackin epdyhtédlon nojalla on olemassa vakio K € R,

jolle pétee

%Hf(ZO) < Hy(z1) < KHy(2)

ja
1
2o Hi(z0) < Hy(z2) < KH(z).
Yhdistamalld naméa arviot saadaan
1

KQHf(Z2) < Hy(z) < K*Hy(z),

mika on yhtédpitdvaa sen kanssa, etta

1 2
w5 | 10d© < [ Q@ <K [ j©dee. 62)

Koska p, on sddnnéllinen Borel-mitta, niin kaikilla avoimilla joukoilla
V C 092 pétee

(V) =sup{u.(K) : K CV, K kompakti}.

19



MAKAROVIN LAUSE HARMONISELLE MITALLE

Téasta seuraa, etté pétee
(V) = sup{Hy(2) : f jatkuvaja 0 < f < v},
ja kun E C 0f) mikd tahansa mitallinen joukko, niin
. (E) =inf{u, (V) : ECV, V avoin}.

Koska yhtdlossa (3.2) mitat ., ja u., eivit riipu jatkuvasta funktioista f,
niin edellisen nojalla saadaan

1

ﬁ/ubz2 (E) < py (E) < K2M22 (E)7 (33)

kun £ C 0f). Tamé osoittaa, ettd mitat u,, ja u., ovat keskenédén absoluut-
tisesti jatkuvia.

Koska €) on rajoitettu alue, niin jokainen pistepari zq, 29 € {2 voidaan
yhdistaa dérelliselld ketjulla avoimia kuulia, jolloin mitoille u,, ja ., saadaan
epayhtalo (3.3), misséd vakio K riippuu vain pisteistd z; ja zo. TAma osoittaa
viitteen. O

Sen lisdksi, ettd mitat u,, ja p., ovat keskendén absoluuttisesti jatkuvia,
saamme kaavasta (3.3)), ettd niiden Radon-Nikodym-tiheyksien suhde

pe (B(2,7))
fiz, (B(2,7))
on rajoitettu sekd alhaalta ettd ylhaalta.

Seuraavaksi huomaamme, ettd edelld mééritellyn mitan avulla saadaan
rajoitetusta Borel-mitallisesta funktiosta mudostettua harmoninen funktio.

Lause 3.10. Olkoot Q C C rajoitettu alue ja f: 92 — R rajoitettu Borel-
funktio. T&lloin funktio

Hy(z) = mf(&)duz(ﬁ), z€Q

on harmoninen alueessa .

Todistus. Funktio f on rajoitettu Borel-funktio, joten pitee f € L'(9Q, u.).
Koska jatkuvien funktioiden avaruus C(9Q) C L'(0€Q,u.) on tihed (ks.
[Rud2, Thm 3.14]), niin on olemassa jono {g,}, missé funktiot g; ovat jatku-
via, ja
lim [ g;(§) dp=(€§) = [ f(&) dp=(8). (3.4)
o0
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Lauseen [3.9| nojalla kaikki mitat 1, ovat keskenéén absoluuttisesti jatku-
via, joten Radonin-Nikodymin lauseesta (ks. [Rud2, Thm 6.10]) seuraa, etta
vhtélon (3.4) suppeneminen pétee kaikilla z € Q. Nyt funktiot

[) € dia(6) = H, (2

ovat harmonisia alueessa 2 ja suppenevat lokaalisti tasaisesti kohti funktioita
H¢(z), joten Hy on harmoninen alueessa 2. ]

Nyt olemme saaneet osoitettua, ettd Rieszin esityslauseen antamalla mi-
talla on kaikki halutut ominaisuudet, joten olemme valmiit méaaritteleméasn
tason C harmonisen mitan.

Maaritelmé 3.11. Olkoot 2 C C rajoitettu alue ja funktio f € C(012). Reu-
nan 02 Borel-joukkojen muodostamassa o-algebrassa Bor(0f2) mééritelty
mitta ., joka saadaan kaavalla

Hy(2) = L(f) = /8 Rz

on harmoninen mitta pisteessa z € ().

Joukon E C 0f2 harmoninen mitta pisteessi z € 2 on . (FE), joten voim-
me karkeasti ottaen sanoa, ettd joukon £ harmoninen mitta on ratkaisu Di-
richlet’'n ongelmaan

Au(z) =0 kun z € Q
u(z) = xg(z) kun z € 0Q.

Tapauksessa, jossa €2 on yksikkokiekko, joukon E harmoninen mitta saadaan
Poissonin kaavan avulla ja silld on suora yhteys Lebesguen mittaan |E|.

Lause 3.12. Olkoot €2 = ID yksikkokiekko ja E C 0D Borel-joukko. Talloin
joukon E harmoninen mitta pisteessd z € D on

1 1— |22
AE) = — dg.
Erityisesti pétee
po(E) = 5l
0 27
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Todistus. Olkoon f € C(0D) jatkuva funktio. Nyt lauseen nojalla

ﬂ@zi/lﬂﬂmm

21 Jop |2 — €2

on harmoninen funktio yksikkokiekossa D, jolle pétee

lim Py(z) = f(£)

z—E&

kaikilla ¢ € 0. Néin ollen méa#ritelmén nojalla pétee

11— |22

d di,
or ]z —epe =

ja ylldoleva tiheys méérittelee harmonisen mitan yksikkokiekon reunalle pis-
teen z € D suhteen. Joukon F harmoninen mitta pisteen z suhteen saadaan
siis kaavalla

11—

e e

s (E) =

ja erityisesti pisteen z = 0 suhteen pétee

) =5 [ =5 e
]

Lauseen nojalla joukon E harmoninen mitta p,,(E) = 0 jollakin
2o € D jos ja vain jos p,(F) = 0 kaikilla z € D. Témén ja edelld olevan
lauseen perusteella harmoninen mitta on yksikkokiekossa absoluuttisesti jat-
kuva Lebesguen mitan suhteen.

3.1 Harmoninen mitta ja konformikuvaukset

Harmoniset funktiot séilyvét harmonisina tason konformisissa muunnoksissa,
joten on syytéd odottaa, ettd myodskddn harmoninen mitta ei muutu konfor-
mikuvauksissa. Tarkastelemme tétéa ensin Jordan-alueiden tapauksessa, silld
tieddmme, ettd télloin alueiden vélinen konformikuvaus voidaan laajentaa
homeomorfismiksi myos alueiden reunoille (ks. [Pom3, Thm. 9.10]).

Lause 3.13. Olkoot 2, C C rajoitettuja alueita ja olkoon E' C 952 Borel-
joukko. Oletetaan, ettd on olemassa homeomorfismi f: Q@ — €2/, joka on
konforminen alueen () sisépisteissa. Télloin kaikilla z € €2 pétee

/

() = pijs) (F(E)).
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Todistus. Olkoon g € C(0€). Télloin pétee g o f € C(09) ja

[ (90 D©E = Hyos (2
o0
on alueessa {2 harmoninen funktio, jolle pétee

g;ling HgOf(w) =go° f(f)a

kun § = f7H(C) ja 2z = f~H(w).

Toisaalta funktio

| 9(Qdp = Hy(w)

on harmoninen alueessa )’ ja pétee
w—C
niiin ollen harmoniset mitat ;! ja u?(/z) yhtyvét jatkuvilla funktiolla. Koska

Borel-joukkojen karakteristiset funktiot ovat integroituvia, joukon E mitta
saadaan integroimalla funktiota yg ja

2 (F) = dus = p(fH(E)).
B = [ an? =2 )

F(E)

Kuva 1: Funktio f kuvaa Jordan-alueen {2 ja joukon E konformisesti Jordan-
alueeksi f(€2) ja joukoksi f(FE).

Riemannin kuvauslauseen, tarkemmin Caratheodoryn version (ks. [Pom3),
Thm. 9.9]), nojalla jokaisella Jordan-alueella € on olemassa konformiku-
vaus f: D — , joka jatkuu homeomorfismiksi alueiden reunalle. Néin ollen
Jordan-alueiden tapauksessa saamme harmoniselle mitalle seuraavan tulok-
sen.
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Korollaari 3.14. Olkoot 2 Jordan-alue, £ C 990, z € Q ja f: D — § kon-
forminen, jolle pétee f(0) = zo. Talloin joukon E harmoninen mitta saadaan
kaavalla

/(B

L (B) =1 20
MO() 27T

Jos () ei ole Jordan-alue, niin tilanne on hieman monimutkaisempi, silla
talloin konformikuvauskuvaus ei ole suoraan jatkettavissa reunalle asti. Osoit-
tautuu kuitenkin, ettd harmonisella mitalla ja Lebesguen mitalla on edellisen
kaltainen yhteys myos téssd tapauksessa. Tamén osoittamiseksi kdytdmme
harmonisten mittojen heikko® suppenemista.

Maaritelma 3.15. Olkoon mitat ux, k£ € N, ja p tason C sadnnollisia Borel-
mittoja. Sanomme, ettd mitat u; suppenevat heikko™:sti kohti mittaa p, jos

kaikilla funktioilla f € Cy(C) pétee

lim/fduk:/fd,u.
k—oo Jo C

Lemma 3.16. Olkoon 2 C C rajoitettu alue ja olkoot €2, C 2 alueita, joille
patee
QlcQgc...chcQ:UQk
k

ja olkoon z € €). Talloin alueiden (2 reunoilla méaéritellyt harmoniset mitat
u* suppenevat heikko*:sti kohti alueen  reunalla miiritelty# mittaa y..

Todistus. Koska z € ), niin on olemassa kg, jolle pétee z € €, kun k > k.
Néin ollen voimme olettaa, ettd patee z € ( kaikilla k£ € N. Olkoon € > 0 ja
olkoon funktio f € Cy(C). Koska f on kompaktikantajainen, se on tasaisesti
jatkuva. Nyt on olemassa side r; > 0, jolle kaikilla & € 0N ja kaikilla z €
B(&,r1) patee

f(§) — f(2)] <e/2.

Olkoon u € Uy, superharmoninen funktio. Koska kaikilla £ € 0€2 pitee

liminfu(z) > f(&),

z—E€
niin jokaista pistettd £ € 02 vastaa séde r¢, jolla pétee
u(z) +¢/2 2 f(§)

kaikilla z € B(&,re) N€Q.
Valitaan nyt reunalle 0€) avoin peite

{B(& 1) : £ €00},
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missé siteet r¢ ovat kuten edelld. Koska 02 on kompakti joukko, on olemassa
ddrellinen osapeite. Voimme siis valita dérellisen méadran kuulia B(&;,r¢,),
joilla pétee

N
00 c | JB(&.re,).

i=1
Voimme olettaa, ettd tdméa yhdiste ei sisélld koko aluetta €2. Koska kuulia on
ddrellinen maéré, on olemassa

N
ro := min {dist(z,{) t2eQN\ UB(&,T&), £ € 89} > 0.
i=1

Olkoon nyt 7 = min{ry, ro} ja merkitdan
B0, r) ={z€Q : dist(z,00) < r}.
Télloin kaikilla z € B(0€, r) pétee
u(z) +e> f(2).

Joukko Q\ B(99Q,r) C € on kompakti ja siséltyy joukkojen €2 yhdisteeseen,
joten voimme valita dérellisen kokoelman joukkoja €2, jotka peittavit sen.
Olkoon nyt kg maksimi tdmén kokoelman indekseisté. Koska €, C i1, niin
kaikilla j > ko patee 0€2; C B(0€,r) ja néin ollen

lim inf ulq,(2) +& > flag,(§)

z—¢&

kaikilla § € 09Q; ja j > ko. Témén nojalla pétee ulg, + € € U|oq,
Funktio u € Uy, oli mielivaltainen, joten ottamalla infimum yli funk-
tioiden u, saadaan

Fﬂan 2 ﬁf\anj —&= Hf|anj —&, J=ko.
Olkoon nyt u € Ly),, subharmoninen funktio. Y14 olevaan tapaan 16ydéam-
me indeksin ko niin, ettd kaikilla £ € 0€); pétee

limsup ulo,(2) +¢ < flan,(§),

z—¢&

kun j > ky. Ottamalla nyt supremum yli funktioiden u saamme

ﬂf\an Sﬂf\aﬂj te= Hf|anj +e, J = ko.
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Néin ollen riittavén suurella j joukossa (2; pétee
Hpjpo —€ < Hf|8flj < Hyjp &

Tarkastelemalla tita pisteessé z, saamme funktion Hy méadritelmén nojalla,
etta

t/ﬂm@ﬁmxﬂ—sS/VbMQd@@)S/fbd@@d@+a
C C C

Tamaéa osoittaa viitteen. O

Lause 3.17. Olkoon 2 C C rajoitettu yhdesti yhtenédinen alue. Oletetaan,
ettd on olemassa konformikuvaus f: D — €. Olkoon zy € 2 piste, jolle pétee
2o = f(0) ja olkoon E C 0f. Télléin joukon E harmoninen mitta pisteessi
2o saadaan kaavalla

£ (E)]

NZ()(E ) = o )
missé f* on funktion f jatke reunalle kaikissa niissé pisteissé, joissa radiaa-
linen raja-arvo lim,_,; f(re®) = f*(¢) on olemassa.

Todistus. Koska alue €2 on rajoitettu ja yhdesti yhtendinen, niin Riemannin
kuvauslauseen nojalla on aina olemassa haluttu konformikuvaus f. Liséksi
funktiolle f péatee, ettd raja-arvo

lim f(re®) = f*(e")

r—1

on olemassa melkein kaikilla pisteilld e € D (ks. [Rud2, Thm. 11.32]).
Olkoon 7, = 1 — 1/k ja olkoon B(0, ) avoimia kiekkoja. Talloin pétee

B(0,r1) C B(0,73) C ... C B(0,r) CD = B(0,74),
k

ja olkoon nyt Qi = f(B(0,ry)). Talloin alueille Q) C € pétee
QlCQQC...CQkCQ:UQk.
k

Olkoon nyt funktio g € Cy(C) ja zy € 2 piste, jolle pétee zy = f(0). Télloin
20 € Q, kaikilla £ ja integroimalla funktiota g alueen €2 reunalla méaéritellyn
harmonisen mitan xf suhteen saadaan Poissonin kaavan avulla

%4m®w&@>= Aﬂwaw&@>

= Hy*(z) = %/0 Wg(f(rkew))

2 102
= OF g
|rre?? — 0|2

1

— 5[ atrtnetyas
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Lemman nojalla mitat ;% suppenevat heikko®:sti kohti mittaa s,
ja raja-arvo f*(e?) = lim,_,; f(re?) on olemassa melkein kaikissa reunan
0D pisteissé. Toisaalta yllaolevan yhtéalon oikealla puolella voimme kayttaa
dominoidun konvergenssin lausetta, joten voidaan ottaa raja-arvo puolittain.
Talloin saadaan

1 °n *x/ 1
/C o€) - (6) = o- / o(F*(e)) do.

Olkoon nyt £ C 0f2 avoin joukko. T&lloin on olemassa avoin joukko
F C C, jolle piatee E = F N 0f). Avointen joukkojen karakteristisia funk-
tioita voidaan approksimoida kasvavalla jonolla jatkuvia funktioita. Liséksi
jatkuva funktio rajoitettuna pienempéédn joukkoon on edelleen jatkuva, joten
edellisen nojalla pétee

1

el = /89 XE(E) dpiz (€) = %/0 7rXf*‘l(E)(ew) e = —|f*_1<E)|

2T

Koska mitat yhtyvéat kaikilla avoimilla joukoilla, niin sdénndéllisen mitan
maéadritelmén mukaan ne yhtyvét kaikissa joukoissa. O
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4 Hausdorff-mitoista

Lebesguen mitta on monessa tilanteessa liian suurpiirteinen mitatakseen jouk-
koja tarkasti. Esimerkiksi tasossa sekéd piste ettd suora ovat 2-ulotteisen
Lebesguen mitan mielessd nollamittaisia. Esittelemme seuraavaksi tason C
Borel-joukkojen o-algebrassa méaritellyt Hausdorff-mitat H;, jotka muodos-
tavat Lebesguen mittaa herkemmén mittaperheen. Méérittelemme Hausdorff-
mitat seuraamalla 1&hteitd [Gar| ja [Rog], joista voi lukea enemmén, silla
esitimme vain tuloksia, joita tarvitsemme myohemmin téssa tyossa.

Maiiaritelma 4.1. Jatkuva ja kasvava funktio h: [0,00) — R, jolle pétee
h(0) = 0 ja h(t) > 0, kun ¢ > 0 on mittafunktio.

Maaritelma 4.2. Olkoot h mittafunktio ja 6 > 0. Jokaiselle tason rajoite-
tulle osajoukolle £/ C C méarittelemme

H:(E) = inf {i h(r;) : E C DB(zi,n-), 0<r; < 5} :

i=1
Tallsin H] on muuttujan & suhteen vithenevii funktio (HJ pienenee, kun §
kasvaa), joten raja-arvo

Hp(E) = lim H2 (E)

6—0

on olemassa (arvo +o0o on mahdollinen). Luku Hy,(E) on joukon E h-Hausdorft-
mitta.

Yleisin mittafunktio on A(t) = ¢*, missd o > 0. T&lloin kdytdmme mer-
kintdd H;, = H. ja sanomme mittaa H, a-ulotteiseksi Hausdorff-mitaksi.
Karkeasti ottaen Hq-mitta vastaa pituusmittaa ja Ho-mitta pinta-alaa.

Lause 4.3. Mitta H; on Borel-mitta.
Todistus. |[Rog, Thm. 27] O

Seuraavan lemman avulla saamme tietoa Hausdorff-mittojen absoluutti-
sesta jatkuvuudesta.

Lemma 4.4. Olkoot 2 C C ja h; seké ho mittafunktioita, joille on voimassa

lim M)

= 0.

Télloin Hy, (E) = 0 aina, kun Hp,(E) < +oo ja Hp,(E) = +oo aina, kun
th (E) > 0.
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Todistus. Olkoon Hp,(E) = M < +o0o ja olkoot € > 0 sekd § > 0 mielival-
taisia. Koska hy(t)/ha(t) — 0, kun ¢ — 0, niin voimme valita luvun t, jolle
pitee 0 <ty < 9 ja

ha(t) £

ho(t) M+1
kun 0 < t < to. Valitaan nyt kuulat B(z;,7;), joille pétee r; < to, E C
U2, B(zi, i) jad o ho(ri) < M+1. Koska h; on mittafunktio, niin h;(0) =
0 ja patee

mistd seuraa, etta

ja edelleen

Koska luvut € ja 0 olivat mielivaltaisia, niin taytyy olla Hy, (E) = 0. Lem-
man toinen puoli seuraa suoraan ylldolevasta, silld paddymme ristiriitaan
tekemaélla vastaoletuksen, ettd Hp,(E) < +oo, kun Hy, (F) > 0. O

Lemmasta [4.4]seuraa selviisti, etté jos @ < § ja Ho(E) = 0, niin Hg(E) =
0. Vastaavasti jos pitee Ho(E) > 0, niin Hg(F) = +oo. Tamén nojalla
voimme maéadritelld jokaisella tason osajoukolla £ C C yksikésitteisen luvun

Maaritelma 4.5. Joukon £ C C Hausdorff-dimensio on luku
dimy(F) = inf{a : H.(E) =0}.

Hausdorff-dimensio kuvaa joukon ”kokoa”ja luontevasti jokaisen suoran
Hausdorff-dimensio on yksi ja jokaisen pinta-alaltaan positiivisen joukon
Hausdorff-dimensio on kaksi. Yleisesti Hausdorff-dimensiosta ei kuitenkaan
voida sanoa mitdédn, vaan se voi tason osajoukoilla olla tapauskohtaisesti
miké tahansa luku valilta [0, 2].
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5 Harmonisen mitan ja Hausdorff-mitan sin-
gulaarisuus

(ksendalin konjektuuri viittad, ettd kompleksitasossa harmoninen mitta on
singulaarinen kaikkien Hausdorff-mittojen H,, o > 1, kanssa. Makarov rat-
kaisi @Wksendalin konjektuuria hieman yleisemmén ongelman vuonna 1985 ta-
pauksessa, jossa alue €2 on yhdesti yhtendinen. Makarovin tuloksesta seuraa,
ettd harmonisen mitan kantajan Hausdorff-dimensio on korkeintaan yksi.

Pommerenke laajensi Makarovin tulosta vuonna 1986 ja seuraamme téssa
tyossé tatd julkaisua [Poml]. Osoittaaksemme Pommerenken viitteen tarvit-
semme tuloksia myos ldhteistd [Pom3] ja [Sak2].

5.1 Analyyttisten funktioiden raja-arvoista

Tieddmme, ettd harmoniset funktiot toteuttavat maksimiperiaatteen, mut-
ta seuraavaksi osoitamme, ettd harmonisille funktioille saadaan yléraja myos
hieman heikommilla oletuksilla. Seuraava lause tunnetaan Lindel6fin maksi-
miperiaatteena.

Lemma 5.1 (Lindel6fin maksimiperiaate). Olkoon u harmoninen ja ylh&alta
rajoitettu funktio alueessa €, jolle Q # C. Olkoon F' C 0% #érellinen joukko
ja oletetaan, etta

limsupu(z) < M

z—¢&

kaikilla £ € 0Q \ F. Talloin u(z) < M kaikilla z € €.

Todistus. Olkoon zy € C\ Q. Tallsin kuvaus z — 1/(z — 2) kuvaa alueen
Q) rajoitetuksi alueeksi, joten voimme olettaa, ettd €2 on rajoitettu. Olkoon
e > 0. Merkitddn F' = {&,...,&,} ja maaritelldén funktio

us(z) = —521 (dlail“) z € (.

Nyt funktio u. on harmoninen ja kaikilla & € 02 pétee

limsup u.(z) < M,

z—¢&

joten maksimiperiaatteen nojalla u.(z) < M kaikilla z € Q. Néiin ollen saa-
daan

, — diam(2)
u(z) < M +lim ¢ log<—):M.
(2) 20 ]Z_; 2 — &
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Olemme jo aiemmin todenneet, etté rajoitetuilla analyyttisilla funktioilla
f: D — Q on olemassa raja-arvo siddetté pitkin melkein kaikissa reunan 0D
pisteissé (JRud2, Thm. 11.32]). Seuraavaksi haluaisimme laajentaa tiata tu-
losta siind mielessé, etté sédteittiisen raja-arvon olemassaolosta seuraisi, etté
raja-arvo on olemassa myos kun reunapistettd ldhestytddn jotain sektoria
pitkin.

Lause 5.2. Olkoon f sellainen rajoitettu ja analyyttinen funktio yksikkokie-
kossa D, ettéd f laajenee jatkuvaksi funktioksi kaarelle {e" : 6 € (0,6))}.
Merkitaan

Fo={z€D: arg(l —2) <a},

missi a < 7/2, ja oletetaan, ettéd pétee

: 0\ __
lim f(e") = a.

Talloin péatee

lim f(z2) = a,

z—1

kun z € [',,.

Kuva 2: Funktiolla f on raja-arvo pisteessa & = 1, kun pistetta 1 ldhestytdan
pitkin kaarta e®.

Todistus. Yksikkokiekko D voidaan kuvata Mobius-kuvauksella ylemméksi
puolitasoksi C* = {2z € C : Im z > 0} niin, ettd yksikkokiekon reuna
kuvautuu reaaliakseliksi ja piste (1, 0) origoksi. Voidaan siis olettaa, ettd f on
rajoitettu ja analyyttinen funktio alueessa C*, ja ettd f laajenee jatkuvaksi
funktioksi vilille (0, zo], zo > 0, ja

li =a.
g S =a
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Jos a # 0, niin tutkitaan funktiota f — a.
Olkoon § > 0, ja olkoon r > 0 niin pieni, ettéd |f(z)| < d, kun 0 < & <,
ja olkoon «(z) janojen [r, z] ja [0, z] vélinen kulma. T&ll6in funktiolle

wo(z) := ;a(z)

2. lim, ., wo(2) = X0, (x), kun z € R\ {0,7}
3. wp on harmoninen alueessa C*.

Itseasiassa wy on vélin (0,7) harmoninen mitta alueessa C.

Jos ympyrén sisélle piirretédén kolmio, jonka kaikki kulmat ovat ympyréan
kehalld, valitaan kolmion yksi sivu kannaksi ja muodostetaan toinen kolmio
yhdistamalld kannan pdét janoilla ympyrén keskipisteeseen, niin klassisesta
geometriasta seuraa, ettd muodostuva keskuskulma on kaksinkertainen vas-
taavaan kehdkulmaan verrattuna. N&in ollen kehdkulman suuruus ei riipu
ympyran kehén kohdasta, jossa kolmion kérki on. Tésté seuraa, ettd joukot
{z € C : wy(z) = ¢} ovat ympyroita, jotka leikkaavat reaaliakselin pisteissé
0jar.

Olkoon a < /2, jolloin o + 7/2 < m, ja asetetaan

A,,:{ZGCJr : |z|<r,0<argz<a+g}
sekd merkitdan
2b := inf .
Jnf wo (2)
Télloin péatee 0 < b < 1/2 ja b riippuu vain kulmasta «, silld funktio wy
lihestyy pieninté arvoaan, kun piste z ldhestyy pistetté re®*™/2) . Geomet-
rian perusteella janojen [r, re@*7/2)] ja [0, re@*7/2)] vilinen kulma ei riipu
siteestéd r. Olkoon
B, ={z€ C" : wy(z) > b}.

Koska kaikilla z € A, pétee wy(z) > 2b, niin joukon B, méiritelmésti seuraa,
ettd A, C B,. Maéritelladan nyt funktio

w(z) = %.

Télloin konstruktion perusteella funktiolle w pétee
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1.0<w(2) <1, z€B,

0, £€€0B.,NC*

2. lim, e w(z) = {1 §e(0,r)

3. w on harmoninen alueessa B,..

Erityisesti w on vilin (0,7) harmoninen mitta alueessa B, .

Kuva 3: Raja-arvo pisteessa 0, kun origoa ldhestytddn pitkin positiivista re-
aaliakselia.

Viitteen todistamiseksi riittdd ndyttdd, ettd |f(z2)| < e kaikilla € > 0,
kun z € A, ja r riittdvén pieni. Voidaan olettaa, ettd |f(z)| < M, silld f on
rajoitettu. Merkitaan

C={z€B,: f(z) =0}
Madritelladn harmoninen funktio ¢g: B, \ C' — R,

%‘ +log <%> wo(2).

Alueen B, \ C reuna voidaan jakaa neljdén osaan kirjoittamalla

g9(z) = log

(B, \C)=(0,r)uCUD,UF,
missd F' = {0,7} ja D, = 0B, N C*. Talléin pétee

limsupg(z) <0, €€ (B, \C)\F,

z—E

silla
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e limsup, ,, g(2) = —oo, kun { € C
o lim, ¢ g(2) <logd/M +logM/d =logl =0, kun & € (0,7)
o w(€) =0 jalog|f(€)/M] < 0, kun ¢ € D,.

Néin ollen lemman nojalla g(z) < 0 alueessa B, \ C. Lisiksi kaikilla
z € A, pitee w(z) > b/(1 —b), silld alueessa A, pétee wy(z) > 2b. Néin ollen
saadaan

f(2)

M
= <
A7 +10g(6>w(z)_0,

mika on yhtédpitdvaa sen kanssa, etta

LECN

log

ja edelleen

M\ /a0
sl < (%)
§b/(1=0)
- /(=)
Lisédksi, koska
§b/(1=b)
M - =) — 0,
kun 0 — 0, niin olemme todistaneet viitteen. O]

Korollaari 5.3. Olkoot ¢ € 0D ja f sellainen rajoitettu ja analyyttinen
funktio yksikkokiekossa D, ettd raja-arvo

lim f(r¢) = a,
£ e dbD, 0 <r <1, on olemassa. Télloin raja-arvo

lim f(2) =a

z—E€

on olemassa pitkin jokaista sektoria, joka sisdltyy kiekkoon D, ja jonka kéarki
on pisteessé .

Todistus. Mééritelladan Mobius-kuvaus g: D — D\ {[0,1)},




MAKAROVIN LAUSE HARMONISELLE MITALLE

Nyt kuvaus g laajenee jatkuvaksi kuvaukseksi g suljettuun yksikkdkiekkoon
D ja patee g(i) = 0 sekd g(1) =1 = g(—1).
Funktiolle f o g pétee

lim fog(e)=a= Jim fo g(e"?),

O—m— —0+

joten lauseen [5.2 nojalla pétee

lim fog(z) =a=lim fog(z),

z——1

2T} 2€T2
missé,

IL={2eD:arg(—1+2)>a}
ja

2={2eD:arg(—1+2)<a},

a < /2. Néin ollen pétee

lim f(z) = a
z—¢€
pitkin jokaista yksikkokiekon D sektoria, jonka kérki on pisteessa &. O]

Jatkossa tulemme kisitteleméédn normeerattuja analyyttisid injektioita,
jotka muodostavat térkeén erityisryhmén analyyttisten funktioiden joukossa.
Normeeratut analyyttiset injektiot ovat funktioita, joille patee f(0) = 0 ja
f/(0) = 1. Naita funktioita koskevat madritelmét ja tdmén tyon kannalta
tarkeimmit perustulokset on koottu kappaleeseen [8.1]

Lemma 5.4. Olkoot f yksikkokiekossa D méiritelty normeerattu analyyt-
tinen injektio ja B C dD mitallinen joukko, jolle pétee

F0r€)] < M, (5.1)

kun 0 <r < 1ja¢ € B. Téllsin on olemassa raja-arvot f(&) pitkin sektoreita
Se, joiden kérki on pisteessd ¢, ja luvusta M riippumaton positiivinen vakio
K1, jolle patee

|f(&) = [(&)] £ KiM|& — &, (5.2)
kun &1, & € B.

Todistus. Olkoon r, = 1 — 1/k. Télloin integroimalla saadaan

|f(rk1§) - f(rk2€)| =

/T F(rE)E dr

= / ; |f/(’f‘€)§| dr < M|rk2 — Tkl

T‘kl
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Kuva 4: Sektori Sy, jonka kéarki on pisteessa & = 1.

joten f(rx€) on Cauchy-jono, ja siten raja-arvo f(£) on olemassa pitkin
sadettd r&, 0 < r < 1, kaikilla ¢ € B. Korollaarin [5.3| nojalla raja-arvo
f(€) on olemasa myos pitkin jokaista sektoria Sg, jonka kérki on pisteessd €.
Yhtélon osoittamiseksi riittda tarkastella tapausta, missé
&1 — &] < 1/4. Koska yksikkdympyrén kehdn pituus on 27, niin yleisessi
tapauksessa reunan JD kahden pisteen yhdistdmiseen tarvitaan korkeintaan
13 kappaletta téllaisia pistepareja. Olkoot nyt &;,& € B téllaiset pisteet.
Lemman nojalla pitee

f'(z)  2Jz? 4l7]
Z [—
i) L=z 7 1=z
joten kolmioepéyhtdlon avulla saadaan arvio
1"
SN 6 6
FE) 7 1=z 7 1=
Toisaalta 5 1 ,9) -
9 (e f(reity = L Lre)ric
joten pisteelle z = re? pitee
0 , 1" (2) 6 6
_1 !/ 0 — — .
‘30 og f'(re”) Zf’(z) “1—|z| 1-r

Merkitédan nyt d := | — & seké olkoot 7 := 1 — d ja z; = r&;. Pisteelle
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z=re", 0, <V <0y, 0; = argé;, saadaan tilloin arvio
|log f'(2)] < |log f'(21)| + Ilog f’( ) —log f'(21)]

= |log f'(z1)] + —logf re)

01
9
[ log f(21)] + /

< Jlog f'(=1)] + 19—
< log(K'- M),

silld |9 — 601 = d ja z; = r&, & € B. Néin ollen |f/(2)| < K'M kaikilla
z=re 0 <9 <b,.

0
20 log f'(re”)

IN

&

21 d:= |§1 - 52’

&

0 22

Kuva 5: Integroimalla funktion f derivaattaa f’ pisteestd &; ensin sadetté pit-
kin pisteeseen zq, sen jéalkeen ympyran kaarta pitkin pisteeseen 2 ja lopuksi
sadettd pitkin pisteeseen &, saadaan arvio luvulle |f(&1) — f(&)].

Nyt integroimalla ensin pisteesté &; sédteen suuntaisesti pisteeseen z;, sen
jalkeen ympyréan kaarta pitkin pisteeseen 2y, ja sddettd pitkin pisteeseen &s,
saadaan arvio

02 1
1f(&) = f(&)] = (r'e™) dr’ + ) f’(?“eie)d9+/ fr'e®)dr’

1
r 02 1
/ zore / 1 (re®)| db + / ()| dr
01 r

1
/Mdr—l— K’Md@—{—/ M dr’

< 2+ K')M|& - &
K1M|§1— 2|.

IN

IN
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O

Lemma 5.5. Olkoon f yksikkokiekossa méaritelty normeerattu analyyttinen
injektio ja olkoon € > 0. T&lléin on olemassa joukko E C 9D, jolle pétee
|E| < € ja

1
| 1#weniar < K.,
0
kaikilla 6 ¢ E ja vakio K. riippuu vain luvusta .
Todistus. Olkoon e > 0. Madritelldin funktion f palloderivaatta f# asetta-

malla
e
"6 =1 Tr

Jotta todistusta olisi helpompi seurata, teemme heti alkuun seuraavat valin-
nat: olkoot 0 < § < 7/2 — arctan (e20/¢) ja e 9°¢/2" < p < 1. Tarve niiden
parametrien valinnalle selvidd myohemmin todistuksessa. Kun ¢ ja p on kiin-
nitetty, niin mééritelladn joukot

E, = {0 ; /1 f#(re®ydr > 5}

B={re? : p<r<1,0¢cE}.

ja

Nyt Cauchyn-Schwarzin epayhtélon (ks. [Rud2, 4.2]) nojalla saadaan

10;; /El (/1 f#(rew)dr)zde = lo;l /El (/pl f#(?”eie)ﬁ%dr>2d9
log /E / (f7 (re®)Vr dr/l %drde

= /E 1 /p f#(re®)2r drdd = /B f#(2)%dA

i Lf{;(ﬂi = |, (;jf( i

= T < L

_/°° o
B (T4r2)2
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Y14 voitiin tehd4 sijoitus w = f(z), silla f on injektio. Joukon £} maéritelméan
nojalla saadaan

1 1 2 1 1
/ (/ f#(rew)dr> de > T / 5%dl = T |E1|52,
log = Jg, \J, log =~ Jg, log =

1 1
o P P

joten pétee
| By |62 < Wlog%,

28
ja |By <g/2, kun e %= < p < 1.
Maaritelladn nyt joukko Ej,

By = {0 : [f(pe)] > e},
ja funktio wu,
4
;f(z)

Koeben distortiolauseen nojalla voimme arvioida funktiota f, jolloin

u(z) = log , z€D.

4 4 |z| 4
- > |- = > 1,
zf(z)’ Tzl |2 1+ |22
ja toisaalta pétee
Sy
= rO=

Néin ollen u(0) = log4 ja u on positiivinen ja harmoninen funktio. Joukon
FE5 méaaritelméan nojalla saadaan

20 20 " 2m 0
DB = | Tde< | loglf(pe)do< [ log|f(pe)|do
€ Ey, € JoR 0
4 .
= f(pe’)

27
< / log
0 pe

= 2mlog4 < 10,

27
df = / u(pe®)df = 2mu(0)
0

joten pitee |Ey| < /2.
Nyt joukolle E = Ey U Ey pétee |E| < e. Kun 0 ¢ E sekéd p < r < 1, niin
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pisteiden 0 ja f(re) etiisyydelle pallometriikan suhteen saadaan arvio

a0, f(re®) < / (e

” |f’(”9)| ,

/o T4 1/ Gren e

N R
/o Tl ren +/p T3 I/ Gren e

arctan(|f(pe)|) + 6

arctan(e?/%) + 0
7r

2 ’

IAINA

A\

kun 0 < 6 < 7/2 — arctan (e2°/¢). Koska 7/2 < d(0, 00) = 2, niin on olemassa
vakio K, jolle pétee

f(re®)| < Ky, 0¢E, p<r<l.

Tésté seuraa, ettd on olemassa vakio Ky, jolle pétee
1 . 1 . .
[1rwenlar = [ @ lpep) e yar
p p
1
< (1+ Kf)/ f#(re®Ydr < K,
p

kun 0 ¢ E. Lisidksi Koeben distortiolauseen nojalla pitee

I+p
(1—p)*

kun r < p. Yhdistdmalld ndmé arviot olemme osoittaneet, ettd kun 0 ¢ E,
niin pétee

|f(re?)| < ——3

1
/ |f’(7’ew)|dr < K..
0
Il

Huomautus. Lemmasta seuraa, ettd siteittdinen raja-arvo f(£) on ole-
massa jokaisella pisteelld £ ¢ E ja korollaarin nojalla tdmé raja-arvo on
olemassa my0s pitkin jokaista sektoria S¢, jonka kédrkipiste on &.
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5.2 Makarovin lause ja Pommerenken yleistys
Lemma 5.6. Olkoon f: D — C analyyttinen injektio, jolle patee f'(z) # 0
ja olkoon zy € D. Télloin funktio g: D — C,
! (522) - fz0)
z) = ,
T TP =Tl

on normeerattu analyyttinen injektio.

Todistus. Selvisti g on analyyttinen injektio, silld se on yhdistetty kuvaus
analyyttisistd injektioista ja g(0) = 0. Derivoimalla saadaan

f/ z+20 1—|20/? f/ 2420
14202z ) (14202)2 14+202

g/(Z) = f'(z0)(1 — |20?) f(z0)(1 + /2_02)2’

joten
g(0) = o),
f'(20)
Siis g on normeerattu analyyttinen injektio. O]

Lemma 5.7. Olkoon f yksikkokiekossa D mééritelty analyyttinen injektio
ja olkoon zy € D, 2z # 0. Talléin on olemassa mitallinen joukko B C 0D,
jolle pétee

Bc {e” |0 —argz|<1—|z|}, (5.3)

|B| > 1 — |20 ja raja-arvo lim,_,; f(r€) = f(£) on olemassa kaikilla £ € B.
Liséksi péatee

1£(€) = f(z0)| < K(1 = |z0])[f"(20)I, (5.4)

jollain vakiolla K > 0.

Todistus. Méaritellaédn funktio g: D — C,

) ()
f'(z0)(1 = |20f*)

Télloin lemman [5.6/ nojalla g on normeerattu analyyttinen injektio. Lemman
[5.5 nojalla on olemassa joukko E C 9D, jolle pitee

9(2)

|E| > 2m —¢

ja jokaisella pisteelld ¢ € E raja-arvo g(§) on olemassa pitkin sektoria Sg,
liséiksi on olemassa vakio K. > 0, jolle pitee |g(§)| < K..
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Nyt joukon {£ : £ € D, |arg & — arg 29| < 1 — |20|} mitalle pétee

(1= Jx]),

2
€« € € 0D, Jarg€ —arg z0] < 1 |zofH| = 202w = 2(1 — |,

joten kun € > 0 on valittu riittdvan pieneksi, niin joukolle

B = {g: fj;oog : (eE}m{g 1 £ €dD, |arg§ —arg zo| < 1 — |2}

pétee |B| > 1 — |z|. Koska raja-arvo ¢(¢) on olemassa kaikilla ¢ € E, niin
raja-arvo f(&) = f((C+ 20)/(1 + 2()) on olemassa kaikilla ¢ € B. Nyt arvio

f(f) — f(20)
f'(20)(1 = |20[?)

on yhtépitavaa sen kanssa, etté
£(€) = f(z0)| < Ke|f'(20)(1 = |20]) (1 + |20])]

ja valitsemalla K = 2K, saamme véitteen

(&) = f(20)| < K[ (20)I(1 = [20).

Téssé on syytd huomata, ettd vakio K ei riipu funktiosta f, vaan ainoastaan
luvusta € > 0. TAma johtuu siitd, ettd lemman antama vakio K, riippui
ainoastaan vakiosta . O

< K.

Seuraava lause osoittaa, ettd analyyttinen injektio ei voi laajentaa ”lii-
an” paljon sellaista yksikkockiekon reunan osajoukkoa, misséd funktion deri-
vaatalla on &érellinen nollasta poikkeava raja-arvo. Tarkemmin sanottuna
osoitamme, ettd niiden reunan 0D pisteiden joukolla, missé funktio on kon-
forminen, kuvalla on o-dérellinen lineaarimitta. Liséksi joukko, missa funktio
ei ole konforminen siséltad Lebesguen mitan mielessé tdysimittaisen joukon,
joka kuvautuu lineaarimitaltaan nollamittaiseksi. Témé tulos on Pommeren-
ken ja sen avulla saamme osoitettua Pommerenken yleistyksen Makarovin
lauseelle.

Lause 5.8. Olkoon f yksikkokiekossa médritelty normeerattu analyyttinen
injektio. Madritelladn niiden pisteiden joukko A;, misséd derivaattafunktiol-
la f’ on olemassa darellinen siteittdinen raja-arvo, ja siten myos raja-arvo
pitkin sektoria, siis

Ay = {£ € 9D : on olemassa raja-arvo f'(£) ja f'(£) # 0,00} .
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Té&lloin joukolla f(A;) on g-dérellinen lineaarimitta ja on olemassa mitallinen
joukko Ay C 0D\ Ay, jolle pitee

|A0‘ = 27'(' - |A1’, (55)
ja f(€) on olemassa kaikilla pisteilld £ € Ag. Liséksi pétee

H1(f(Ao)) = 0. (5.6)

Todistus. Selkeyden vuoksi jaamme todistuksen neljaén osaan.

i) Joukon f(A;) lineaarimitan o-aarellisyys.

Olkoon m € N ja méaritelldan
Bn={¢€ A : |f/(r&)| <m, 0<r <1},

Koska supy<,.; |f'(r§)| on rajoitettu jokaisella kiinnitetylld pisteelld £ €
Ay, niin pétee

Ay C G B,,. (5.7)

m=1

Lemman [5.4 nojalla pisteille &1, & € B,, pitee

|f(&) — f(&)] < Knl& — &

jollakin vakiolla K, > 0, eli f on Lipschitz-kuvaus, ja néin ollen Hausdorft-
mittojen kuvauslauseen (ks. [Rogl, Thm. 29]) nojalla joukon f(B,,) yk-
siulotteiselle Hausdorff-mitalle pétee

Hi(f(Bm)) < 0.

Nyt kaavasta ([5.7]) seuraa, etté joukolla f(A;) on o-déarellinen lineaari-
mitta.

ii) Joukon Ay olemassaolo.

Koska funktio f on analyyttinen, niin myos sen derivaatta f’ on analyyt-
tinen. Nain ollen Plessnerin lauseen [8.14] nojalla melkein kaikilla £ € 0D
pétee, etta joko on olemassa dérellinen raja-arvo f’(£) pitkin jokaista sek-
toria S¢, jonka kérki on pisteessd &, tai jokaista kompleksilukua w € C
kohti on olemassa jono {z,} C A(&, w/4), jolle pitee

f'(z) = w,
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kun z, — £ Téssa A(€, 7/4) on symmetrinen Stolzin kulma (ks. méaritelmé

avauksella 7/2.

Pisteille £ € 0D \ A; pitee, ettd joko on olemassa raja-arvo f'(£) =0
tai ei ole darellistd raja-arvoa f'(r¢), kun r — 1. Néin ollen Plessnerin
lauseesta seuraa, ettd melkein kaikilla pisteilld £ € 9D \ A; on olemassa
jono {z,} C A(§,m/4), jolle pétee

2n— & f(zn) =0,

kun n — oo.

Koska funktio f on analyyttinen injektio, niin lemman nojalla
funktio log f' on Bloch-funktio, jolle pétee ||log f'||z < 6. Stolzin kul-
massa A(&, w/4) pisteita z, ja |z,|¢ ydistavin kaaren pituus on pienempi
kuin | arg z, —arg |2,|{| < M (1—|z|?), missd vakio M riippuu Stolzin kul-
man suuruudesta. Néin ollen integroimalla derivaattaa d/dflog f’ téata
kaarta pitkin ja arvioimalla |d/dflog f'| < | log f'||5/(1 — |2|?) saamme

|arg 2, — arg |z, |¢|

1_‘2’2 ||10gf’||3§6M

| log f'(|2n]€) — log f'(zn)| <

Koska Re (log f'(z,)) — —oo, niin pétee Re (log f'(|z,|€)) — —o0o ja
taytyy siis olla f’(]z,|¢) — 0, kun n — oo. Néin ollen on olemassa
joukko E C 0D\ A;, jolle pitee

|E] = 2m — |A]
ja
. . / _
111T11_>111’1f|f(r£)| =0,
kun € € E.

Olkoot k € N ja & € E. Edellisen nojalla on olemassa luvut pg(&),
joille patee

1
1_E<pk(§)<1

ja
' (pe(€)€)] < 27
kaikilla & € N. Maéritellaan nyt kaaret I, C 0D,
(&) = {e” + |0 —arg €] < 1 - pr(©)},
jolloin pétee

TIAGRNIAGIEES
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iii)

Olkoon j € N. Télloin kaaret I(§), £ € E, k > j, muodostavat
joukon E Vitalin peitteen ja Vitalin peitelauseen [8.20 nojalla voidaan
valita erilliset kaaret

Jj,v = ij,v (fj,v)v v e N,

joille patee
‘E \ EJ’ = 07

kun E; = EN, J;». Kun v € N, niin mééritelldén
rjv'U = pkj,'u (5]’7”)7 Zjvv = Tj’v§j7U7

jolloin pétee

1
kj,v 2 j, 1-— ; < T < 17 gj,v S Ej.

Lemman nojalla on olemassa joukot B;, C J;,, joille pitee
1
|Biol > 1 =150 = 5lJj0l, (5.8)

ja jokaisella £ € B;, on olemassa séteittédinen raja-arvo f(&) seké

|f(§) - f(zj,v)l < K(l - rj,fu>|f/(zj,v)|' (59)

Lopulta méaégrittelemalla

F; = E;n| B (5.10)

ja
n=AU5
n=1j=n
pétee, ettd Ay on mitallinen ja
Ay C ECOD \ Ay,
silld aiemmin méarittelimme E; C E.
Joukon f(Ap) nollamittaisuus.

Yhtéloiden (5.9) ja (5.10) nojalla pétee
FFn) C | Jfw e C 2w — f(z0)] < K1 =r0)|f'(z50)]}-
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iv)

Néiden f(z;,)-keskisten kiekkojen B(f(z;,)) halkaisijoiden summalle
péatee

Zdlam f(z0) < 2KZ = 750 £ (2]
< 2K2—JZ(1—Q,U>.

v

Koska kaaret J;,, ovat erillisid ja niiden pituus on 2(1—r;,), niin joukko
f(Fj) voidaan peittad kiekoilla Bj;, joiden halkaisijoiden summa on

Z diam(B;) < 27 K2~ 7,

Olkoon nyt n € N. Joukon Ay méiritelmén perusteella piatee Ag C
F, U F,11 U..., joten edellisen nojalla joukko f(Ap) voidaan peittid
kiekoilla B; joiden halkaisijoiden summalle pétee

i oK f: 277 = Ar K27,
j=n j=n

Nyt Hausdorff-mitan mééritelmén 4.2 perusteella piatee Hi(f(Ap)) =0

Joukon Ay mitta.

Osoitamme, etté kaikilla n € N pétee

UF

j=n

> o1 — |A4. (5.11)

Tésta seuraa joukon Ay médritelmén perusteella, ettd |Ag| > 21 — | A4
ja néin ollen pétee |Ag| = 2m — |A4].

Tehdddn vastaoletus, ettd on olemassa n € N, jolle (5.11)) ei pade ja
madritelldan

Y:m(EJ’\Fj): (ﬂ@)\(UFg),

missd yhtélon ((5.10) nojalla patee F; C Ej. Koska |E;| = |E| = 2n—| 44|,
misséd E; = ENlY, Jj» ja |E\ E;| =0, niin pétee

U#F

j=n
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Lebesguen tiheyspistelauseen (ks. [Rud2l 7.12]) nojalla on olemassa piste

£ €Y, jolle pitee
Y nJj

l7—0 | J|

—1, (5.12)

kun J C 0D on kaari, joka sisdltda pisteen &.

Olkoon nyt 7 > n, missan € N, jolle eipide. Koska{ € Y C Ej,
niin joukon £; mééritelmén perusteella £ € J;, jollain v = v(j). Koska
joukoille B;, pitee B;, C J;, ja kaaret J;, ovat erillisid, niin yht&lon
(5.10) nojalla

F,nNJ;, =FE;NDBj,.

Néin ollen joukon Y mééritelmésté seuraa, etté
YNJj CE;\F))NJjw CJjw\ Bjw

ja yhtélon (5.8]) perusteella

Koska & € Jj, = Jju;) ja | )| < 2/7 — 0, kun j — oo, niin saadaan
ristiriita kaavan (5.12)) kanssa. Tamé osoittaa viitteen.

]

Pommerenken yleistystd varten tarvitsemme vield tuloksen, joka koskee
Lebesguen mitaltaan nollamittaisten joukkojen kuvajoukon Hausdorff-mittaa.
Tamén lauseen todistus on siirretty lukuun 8.2

Lause 5.9. Olkoon f analyyttinen funktio yksikkokiekossa DD ja olkoon
A C 0D mitallinen joukko, jonka jokaisessa pisteessd ¢ € A funktiolla f
on olemassa raja-arvo pitkin jokaista sektoria, jonka kérki on pisteessi &.
Télloin seuraavat ehdot ovat yhtéapitavia:

1. |[A]=0
2. Hi(f(A)) = 0.
Todistus. Ks. lause [8.16] O

Seuraava lause on Pommerenken yleistys Makarovin tulokselle [Mak, Thm.
3] ja saamme Makarovin alkuperiisen tuloksen lauseen seurauksena.
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Lause 5.10. Olkoon f analyyttinen injektio yksikkokiekossa . Té&ll6in on
olemassa mitallinen joukko A C 0D, jolle pétee

|A| = 2 (5.13)

ja kaikilla £ € A funktiolla f on olemassa raja-arvo pitkin jokaista sektoria,
jonka kérki on pisteessé £ ja

joukolla f(A) on o—é&érellinen lineaarimitta. (5.14)
Lisédksi, jos pétee
B C Aja|B| =0, niin myo6s H,(f(B)) = 0. (5.15)

Todistus. Olkoon joukot Ay, A; C 9D kuten lauseessa[5.8] Médritelldéan jouk-
ko
A= AgU A,

Télloin yhtélon (5.5) nojalla pétee |A| = 27 ja joukolla
f(A) = f(Ao) U f(A1)

on o—adrellinen lineaarimitta.
Olkoon nyt B C A, jolle |B| = 0. Nyt yhtélon (5.6) ja lauseennojalla
patee

Hi(f(B)) < HA(F(BN Ag)) + Hi(f(BN Ay)) = 0.

[
Korollaari 5.11 (Makarov). Olkoon h mittafunktio, jolle patee
h(t
lim hit) = 0. (5.16)
t—=0 ¢
Talloin on olemassa joukko A C dD, jolle péatee
|A| = 27
ja
Hi(f(A)) = 0.
Todistus. Olkoon A C OD kuten lauseessa [5.10] T&llsin pitee |A| = 27 ja
lauseen 4.4 nojalla ehdosta (5.14]) seuraa, ettd H(f(A)) = 0. O

Mittafunktio h(t) := t*, o > 1, toteuttaa ehdon , joten tami Ma-
karovin tulos todistaa @Wksendalin konjektuurin; harmoninen mitta on singu-
laarinen kaikkien Hausdorff-mittojen H,, a > 1, kanssa. Tama tarkoittaa,
ettd yhdesti yhtenéisessé alueessa harmonisen mitan p kantajan Hausdorff-
dimensiolle pdtee dimy (supp(p)) < 1.
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6 Bloch-funktioista

Osoittaaksemme harmonisen mitan absoluuttisen jatkuvuuden Hausdorff-
mittojen H;, suhteen tarvitsemme Bloch-funktioita. Makarov osoitti arvion
koskien Bloch-funktioiden kasvua ja vuonna 1986 Pommerenke tarkensi tatéa
arvioita hieman. Esittimédmme Bloch-funktioiden teoria seuraa tétd Pomme-
renken julkaisua [Pom?2].

Maaritelma 6.1. Olkoon b: D — C analyyttinen funktio. Sanomme, ettéd b
on Bloch-funktio ja merkitsemme b € B, jos pétee

[bll = b(0)] + sup(1 - |26 (2)] < oo

Lause 6.2. Olkoon b € B funktio, jolle pitee b(0) = 0. Télloin

1 o 0\ |2n 2n 1 "
o J, [b(re™) [ df < nl||b]];5 (log m) ) (6.1)
kin0<r<1ljaneN.

Todistus. Médritelladn funktio A: [0,1) — R,

A(r) = log L (6.2)
Osoitamme induktiolla, ettd epayhtalo
1 o 0\ |2n 2n n
Jn(r) = oy |b(re™)|**df < n!||b]|5* \(r) (6.3)
0

pétee. Olkoon n = 0. Talloin (6.3]) pétee selvasti, silld sekéd vasen ettd oikea
puoli antaa tulokseksi 1. Oletetaan, ettéd (6.3)) pitee tapauksessa n — 1, eli

Jaa(r) < (n = DYblE A"

Hardyn identiteetin (Lause nojalla pitee

d / dnPr 77 2n—217/12
ey =5 [ e

ja Bloch-funktioiden mééritelmén [6.1] nojalla

1615

1—r2’

[V (re”)] <
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joten induktio-oletuksen nojalla saamme

d 4n?r

(i) < 3 Ja-1(r) 0]l

(i=7%)
dn - nlr
- (1—1r2)2

d d
< 1 el n 2n
< gt (A0 ) 0l

A(r)" bl

misséd viimeinen arvio perustuu siihen, etta

d d " d ( 2nr? 1
%(”EMT)) - $<1_M<’”> >

(1-— r2)d%(2nr2)\(r)"*1) — 2nr?X(r)" 1) (=2r)
(1 —1r2)2
(1—17?) (QnrQ%)\(r)"_l + 4nr/\(r)"_1) + dnr3\(r)n 1
(1 —1r2)2
S (1 —rHdnrX\(r)" ! + dnr3\(r)" !
= (1= 2y
dnr \(r)m1
(1—1r2)2 "

Nyt (6.3 seuraa integroimalla kahdesti, silla J,,(0) = A(0) = 0.
]

Seuraava lause tunnetaan Makarovin lakina iteroidulle logaritmille, silla
hén todisti sen ensimmaéisend ([Mak, Thm. A]). Pommerenke tarkensi tulosta
saamalla arvion oikealle puolelle parhaan tunnetun vakion 1.

Lause 6.3. Olkoon b € B. Télloin melkein kaikilla 6 € [0, 27] pétee

b 30
lim sup b{re™)l

r—+1 \/log ﬁ log log log l—ir

< ||b||5- (6.4)

Todistus. Voidaan olettaa, ettd ||b||z = 1, muussa tapauksessa skaalataan
tekijalla 1/]|b||g. Maaritelladn funktio

b (r,0) = sup [b(pe”)],

0<p<r

missd 0 < 0 <27 ja 0 <r <1, jaolkoon A(r) kuten yhtélossa (6.2]).
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Yhtilosti (6.3) nihdiin, etté pitee |b(re?)|™ € L2. Niin ollen soveltamal-
la Hardyn-Littlewoodin maksimaaliteoreemaa ([Mat, Thm.2.19]) ja lausetta
funktioon |b(re?)|" saadaan

/Ow(b*(r,é)")QdQ < Kl/o W(|b(rei9)|”)2d0

< K 2mn!||bl|F A (r)"
= Kon!\(r)", (6.5)

missé vakio K7, ja siten myoskédan vakio K, ei riipu luvusta n.
Madritelladan funktio

on(r) = —n d 2r

dr 1—172

Arvion (6.5)) ja Fubinin lauseen ([Rud2, Thm.8.8]) nojalla saadaan

o Yn(r) S Yn(r)
b*(r, 0)*" drdf = b*(r, 0)*" dod
/0 /49/50 (r-) A(r)m i /49/50/0 (r-) A(r)" '
1

(10g A(r)) ™" = —= ()" log Ar) /"

< Ksn! U (r)dr < Ksnln,
49/50
sill&,
! 1 —n n
U (r)dr = / — <n.
49/50 19/50 (loglog =5 )/"  (loglog W)l/”

Nain ollen Chebysevin epédyhtéalon nojalla on olemassa joukot A, C ID,
joiden komplementeille A¢ pétee

1
|AS| = Heie : / b*(r,@)zn—wn(r)dr > Kgn!n?’}‘
49/50 A(r)™
Ksnln 1

Ksnln3  n?’

joten joukoille A,, C 0D pitee
1
|A,| > 21 — 3 (6.6)
ja kun e € A, niin

1
/ b* (r, 0)2"Mdr < Kjn!n®.
49/50 A(r)"
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Koska pétee

d 1 _ —2rA\(r) " log A(r)) "2 Y7 (n?log A(r) +n + 1)
dr A(r)"(log A(r))+1/n n(l —r?)

_ Un(r) n?log \(r) +n+1

A(r)m nlog A(r)
) (1 1
() < * log A(r) + nlog )\(7“))
Un(r)
= o

ja b*(r,0) on muuttujan r suhteen kasvava funktio, niin kaikilla ¢ € A, ja
49/50 < r < 1 pétee

b*(r,0)*" . n [ a(p)
(7)™ (log A(r))t+1/n < K0 n/ )"
< 3Ksnln
= Kunn

n

Stirlingin kaavan nojalla piatee n! ~ v/2rnn™e™", joten saamme arvion

b(re®)|? < b*(r,0)* < Ksn" e " A(r)"(log A(r)) /™. (6.7)
Olkoon -
A={J) A
k=1n=k

Arvion perusteella piitee |A| = 2. Olkoon € € A. Tilléin € € A,
kun n > k jollakin £ € N. Jos r < 1 on riittdvéan ldhelld lukua 1, niin
loglog A(r) > k. Olkoon

n = loglog A(r) > k.
Té&lloin yhtélostéa (6.7) saadaan

|b(rez’0)|2n S K n—+5 _n)\(T)n(IOg/\( ))H—l/n
— K nn+5 fn)\(?a) e (14+1/n)(loglog A(r))

< K n"oe _n)\(T) e (1+1/n)(n+1)

52



MAKAROVIN LAUSE HARMONISELLE MITALLE

ja edelleen

[b(re®)|” Vb(re?) >

limsup ———— = lims
TP T P T A
YK nrtBen)\(r)re+l/n)n+)
< limsup
r—1 A(r)n
= el.e
Tamé osoittaa vaitteen, silld
[b(re”)] _ [b(re”)]

\/log —logloglog +- G

kun 0 < r < 1.
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7 Harmonisen mitan ja Hausdorff-mitan ab-
soluuttinen jatkuvuus

Makarov osoitti myos térkedn tuloksen ([Mak, Thm. 1]) koskien harmonisen
mitan absoluuttista jatkuvuutta. Tasté tuloksesta seuraa arvio myos harmo-
nisen mitan kantajan Hausdorff-dimension alarajalle ja yhdessé korollaarin
kanssa saadaan, ettd harmonisen mitan kantajan Hausdorff-dimensio on
tasan yksi. Vuonna 1988 Rohde esitti hieman yksinkertaisemman todistuksen
Makarovin tulokselle ja seuraamme tdté Rohden julkaisua [Roh].
Teemme téta lukua varten seuraavan kiinnityksen: Olkoon

f: D — Q analyyttinen injektio, jolle patee f'(0) = 1 ja f(D) = Q. Liséksi
joukolle F' C 0D méérittelemme f~(F) = {¢ € D : on olemassa f(§) € F}.
Aiemmin olemme osoittaneet, ettd melkein kaikilla & € 0D on olemassa raja-
arvo f(€), kun pistetti & lihestytiin pitkin sektoria, joten joukko f~1(F) on
hyvin méaéritelty.

Lemma 7.1. Funktio b(z) := log f'(z) on Bloch-funktio, jolle pétee
1bll5 < 6.

Todistus. Kiinnitetdén piste zo € D ja méaaritelldéan funktio g: D — C,
I(ER) - f(0)
f'(20)(1 = [20]?)

Lemman nojalla ¢ on normeerattu analyyttinen injektio, joten silld on
sarjaesitys (ks. [Con2, 7.2])

9(2)

g(z) =2+ Z a2
k=2

ja Bieberbachin tuloksen (ks. lause nojalla pétee |ay| < 2. Suoraan las-
kemalla saadaan

["(=0) .
4 > 2 — " = 1 _ 2y _ 2
> 2fas| = [g"(0)] o) (1 = [20") = 220
f" (%) 2 _
11— -2
= f/(z[))( |Z0| ) |z0|7
ja koska |Zp| < 1, niin pétee
f//(z()) 2 / 2
1-— = [b(0 b 1-— < 6.
() (1 = [20[") = [6(0) + [b'(20) (1 = [20]") <
Koska zp € D oli mielivaltainen piste, niin pétee ||b||g < 6. O
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Lemma 7.2. Merkitdan

o(t) = \/log +logloglog §.

Talloin kaikilla € > 0 on olemassa > 0 ja F C 0D, joille pétee

|E| > 27 — ¢, (7.1)
ja
(&) = F(ré)] < Ky(1 —r)efret=n) (7.2)
seké,
|/ (r€)| > Kge~ 12077, (7.3)

kun » > 1 -9 ja { € E. Vakiot K;, j = 1,2, 3 eivit riipu funktiosta f.
Todistus. Lemman[7.1]nojalla funktio b(z) := log f’(z) on Bloch-funktio, jolle
pétee ||b]|p < 6, joten lauseen [6.3| nojalla melkein kaikilla £ € 0D pétee
l /
meup OB TOL L g
ro>1 p(l—=7) ro1 (=)
Néin ollen kaikilla € > 0 on olemassa § > 0, jolle pétee
|log f'(rS)]
p(l =)

< |[blls < 6.

<6+c¢,

kun r > 1 — 4. Edelleen
log 7/(r€)| < (6 -+ )1 — 7).
ja koska log |z| < |log z|, niin on olemassa vakiot K; ja K3, joille pétee
|f'(ré)| < effrett=n)
ja
[f/(r&)| > Kye e,

kun r > 1 — §. Integroimalla funktiota |f’| saadaan arvio

F©) - F0E)| = / F(a€)de

1
< / f(26)|da
1

< Ky(1l-— r)eKld)(l*T).

95



MAKAROVIN LAUSE HARMONISELLE MITALLE

Viimeisen epayhtélon perustelemiseksi merkitédan r,, = r27". Vakiot eivét
vaikuta integraalin suppenemiseen, joten tdmén ja muuttujanvaihdon perus-
teella on yhtépitavéa osoittaa, ettd pétee

/ @ dy < K're?),
0

Derivoimalla ja kayttamalla viliarvolausetta ndhdéin, etta

lim ¢<Tn+1) - (b(rn) =0.

n—oo

Néin ollen, kun n on riittavan suuri, pétee

¢(rn) < 1 + é(r)

ja saamme halutun arvion integraalille, silla

/e¢(w)dx < ZT27H€¢(T")
0

n=1

IN

r Z 2—n/26¢(rn)—n/4
n=1

PP
n=1

= K're®,

IN

]

Seuraavaa lemmaa ja lausetta varten méérittelemme e-neliot ja luvun

p(e, B).

Maiaritelma 7.3. e-nelio on puoliavoin nelio, jonka sivujen pituus on € ja
kulmien koordinaatit ovat luvun € kokonaislukumonikertoja.

Maéaritelma 7.4. Olkoot B C C rajoitettu alue, € > 0 ja
BclJa;,
j=1

missi (); ovat tidsmélleen ne e-nelict, joille pitee B N Q; # 0. Téllsin
méédritellddn luku p(e, B) = n.
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Maaritelma 7.5. Olkoon E C D. Maérittelemme télldin joukon rF|
rE={zeD: z/reE 0<r <1}

Lemma 7.6. Olkoot ¢ > 0 ja B e-siteinen kiekko, jolle pitee B N Q # (.
Olkoon lisdksi £ C 0D joukko, jolle kaikilla ¢ € E seka joillakin r < 1 ja
0 < a < 1 pétee

(&) = fr§)| < e (7.4)
ja
(1 =n)f(ré)] = ae. (7.5)
Maaritelladn A C €2
A= f(r[f~'(B) N E)).
Talloin kaikilla 0 < t < 1 pétee
p(tas, A) < Ky (ta) 2 (7.6)
Liséksi on olemassa vakio g, jolle pétee
diam(f 1 (Q)NrE)<1—7r (7.7)
kaikilla (tae)-neliGilld @, kun ¢ < t,.

Todistus. Olkoot Qq, ..., Q, ne (tac)-neliot, joille Q;NA#Dja V= QU
... U@, on joukon A peite. Télloin méaaritelmén nojalla n = p(tae, A) ja
selvésti joukon V' pinta-alalle pétee

area V =n-area Q; = n - (tag)?,

sillé neli6t @); ovat erillisid. Jos piste w € @); jollakin 7, niin t&ll6in nelididen
(); méiritelmén nojalla on olemassa piste w’ € A, jolle pétee

lw —w'| < V2tae.

Olkoon piste £ € F,
£= /)
Tallsin f(€) € B ja oletuksen nojalla pitee
[w' = fO = [f(r§) — f(E)] <.
Néin ollen

V c {veC: dist(v,B) < 3¢},
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sillé piste w oli mielivaltainen ja |w — w'| < 2¢. Koska
area {v € C : dist(v, B) < 3¢} = 7(4¢)?,
niin joukon V' pinta-alalle saadaan arvio
area V = p(tae, A) - (tag)?® < m(4e)? < (8¢)?,
joten on olemassa vakio K; > 0, jolle pétee
p(tas, A) < K, (ta) 2,

kun 0 <t < 1.
Olkoon @ miki tahansa (tae)-nelid ja olkoot 21,20 € f~HQ) NrE seki
wy = f(21) ja we = f(z2). Mééritellddn Mobius-kuvaus T: D — D,

Z— 2

T =
(Z) 1— 212’

ja funktio g: D — C,
g9(2) = foT7'(2).

Laskemalla saadaan

/1) = 1) = 1

z+ 2 1— |22
1 +zz1) (1 +27)?
joten pétee
g'(0) = f'(z)(1 = [?).
Koska oletuksen nojalla
(1 =r)|f'(r§)| = ae
kaikilla £ € F/, niin

14 (0)] > ae. (7.8)
Oletetaan, ettd pétee |27 — 29| > 1 — r. Télloin
29 — 21 1—r 1—r 1—r
T = 27— 2 — > ,
1 21292 ’1 2122| 1+ |2122| 2

joten T'(z3) # 0. Nyt Koeben distortioteoreeman ja yhtalon (7.8) nojalla
pisteiden w; ja wsy etdisyydelle saadaan

jwi —ws| = [9(T(21)) — 9(T'(22))]
= [9(T(22)) — g(0)]
|7 (22)] ;
= W G
> LZ02) )
> 1= raa.
- 8
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T&amé on ristiriita sen kanssa, ettd wy,wy € @, jos valitaan ty < (1 —r)/8,
joten ([7.7) patee. Y14 voitiin soveltaa distortioteoreemaa, silla kuvaus

9(z) —9(0)
g'(0)
on normeerattu analyyttinen injektio, jolle pitee arvio

‘gsz)) - g<0>' N
g0 |7 THITEDE

Z

]

Seuraava lause on Makarovin tulos ([Mak, Thm. 1]) harmonisen mitan ab-
soluuttisesta jatkuvuudesta Hausdorff-mitan suhteen. Joitain arvioita tésta
oli olemassa jo aiemmin, mutta Makarovin tulos ratkaisi lopullisesti kysy-
myksen onko p < H,, kaikilla o < 1.

Lause 7.7 (Makarov). Olkoon © C C yhdesti yhtenéinen alue. Talloin on
olemassa sellainen vakio K > 0, ettd harmoninen mitta p on alueessa €2
absoluuttisesti jatkuva Hausdorff-mitan #H;, suhteen, missa

l 0g 10g 10 l
hi(t) = te VBT oBloBlos (7.9)

Todistus. Olkoon F' C 02 joukko, jolle Hp,, (F') = 0. Oletetaan, ettd pu(F) >
0. Talloin lemman nojalla on olemassa joukko £ C dD, jonka Lebesguen
mitalle pétee

\ENf~1(F)] >0, (7.10)

ja positiiviset vakiot K;, Ko, K3, joille yhtalot (7.2)) seka ((7.3) ovat voimassa
kaikilla § € E. Olkoot B; ¢;-siteisid kiekkoja, joilla kokoelma {B;} on joukon
F peite. Kiinnitetdéan indeksi j ja méaaritelladn sdde r, jolle pétee

Ky(1 —7)efel=n) — ¢

ja luku a, jolle pétee

K3
o = 672K1<,0(17r).

Ky

Nailla valinnoilla epayhtélot ((7.4) ja (7.5) ovat voimassa, joten voimme so-
veltaa lemmaa [7.6]
Madritelladn joukko A;,

Ay = f(r[f~H(By) N E]),
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ja olkoon A; C |J;_, Qx, missid Qy, ovat (toae;)-neliviti ja n = p(toae;, A;).
Koska lemman [7.6| nojalla pétee

dlam(f_l(Qk) N TE) <1- T,

niin on olemassa vakio K4 > 0, jolle pétee

n

<y

k=1

%fl(Qk)mE’ <Kin-(1-r).

Toisaalta lemman 7.6/ nojalla on olemassa vakio K5 > 0, jolle pétee
n = p(toag;, A;) < Ks(toa) 2,
joten tdmén ja luvun a madritelméan nojalla saadaan

Lriay)

< Ky K5(tga) ™ 2(1 — 1) = Kg(1 — ,’0)€4K1¢(177~).
,

Olkoon nyt K = 4K;. Siteen r madritelméstd ndhdéén, ettéd jos €; on pieni,
eli 1 — r riittadvén pieni, niin pétee

l-r<eg<vl-r,

sillda (1—17)/e; =0, kun 1 —r = 0jac;/v/1—r — 0, kun 1 —r — 0. Sama
arvio patee myds luvulle 2¢;, ja koska médritelmén nojalla

FHA) = r[f1(B)) N E],
niin saamme

|fN(B)NE| < 2Kq(1—r)e et

K7(2¢;)ef#%5)
= K7hK(diam B])

Tésséd 2e; voitiin sijoittaa myds funktion ¢ argumentiksi silld

K7(2€j)eK<P(25j) — K72(K2(1 _ ,r,)eKlsD(l—T))ngp(Qaj)
K2(Ks(1 — 1) K190 KoV I=)
K72(K2(1 — ’r’)eKQD(I*T))7

(AVARAVS

kun 1 — r riittdvén pieni.
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Olemme siis niytténeet, ettd mielivaltaisella indeksilla j joukon
f~Y(B;) N E mitalle pétee

|f~H(B)) N E| < K7hg(diam B;).

Tamén nojalla patee

IfHF)NE| < 'f‘l (UBJ)ﬂE
Z_ |f~1(B;) N E|

IN

J

Oletuksen nojalla Hy,, (F) = 0, miké tarkoittaa, etta

SN A o < _
(1513(1] mf{EhK(n) : F C UB(ZZ,TZ), 0<mr _5} 0.

=1

Néiin ollen arvion viimeinen summa saadaan mielivaltaisen pieneksi. Tamé
on ristiriita, joten taytyy olla u(F') = 0, ja siten harmoninen mitta on abso-

luuttisesti jatkuva Hausdorff-mitan Hj, suhteen.
O

Olemme nyt saaneet osoitettua, ettd yhdesti yhtendisissa tasoalueissa har-
moniselle mitalle p pétee
JURSS HhK?

fo L oo ton L
misséd hg(t) = te/ V1B T8I Y Toisaalta kaikilla o € (0,1) pétee
HhK < Hom

joten jos joukon £ C C Hausdorff-dimensio on dimy(E) < 1, niin on olemas-
sa « € (0,1), jolla pétee Ho(F) = 0 ja néin ollen myos joukon E harmoninen
mitta on p(£) = 0. Siis harmonisen mitan kantajan Hausdorff-dimensio on
vithintddn 1 ja siten korollaarin nojalla tasan 1.
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8 Appendix

T&hén lukuun on koottu sellaisia tuloksia, joita tarvitsemme muualla téassé
tyosséd, mutta joiden esittdminen itsenéisesti on jarkevimpéd. Aloitamme
esittdamallda Koeben distortioteoreemaan liittyvida analyyttisten funktioiden
perustuloksia, jotka muodostavat oman kokonaisuutensa. Liséksi esitimme
Plessnerin lauseen todistuksen seké lopulta Vitalin peitelauseen.

8.1 Analyyttisten funktioiden perustuloksia

Analyyttisten funktioiden joukossa erikoistapauksen muodostavat yksik-
kokiekossa analyyttiset injektiot. Suomenkielisessé termistosséa néille ei ole
vakiintunutta nimitystd. Sen sijaan englanninkielisissé ldhteisséd kaytetddn
useimmiten nimitystd univalent functions, mutta myos termi schlicht voi
esiinty4 joissain ldhteissd. Useimmiten nédiden funktioiden luokkaa merkitédan
kirjaimella S.

Tamén kappaleen tulokset seuraavat lahteitd [Con2|, [Pom3| ja [Rud2].

Maaritelma 8.1. Yksikkokiekossa analyyttinen injektio f: D — C on nor-
meerattu, jos sille patee f(0) =0 ja f'(0) =

Huomautus. Normeeratut analyyttiset injektiot antavat tietoa kaikista ana-
lyyttisista injektioista, silla jos g: D — C on mikd tahansa analyyttinen
injektio, niin funktio

on normeerattu analyyttinen injektio.

Mairitelma 8.2. Funktioita

kutsutaan Koebe-funktioiksi ja yleisemmin funktio
— i(n—1)0
folz) = = 629 Z ne . 6e0,2n)

on Koebe-funktion kierto tai kierretty Koebe-funktio.
Lause 8.3 (Pinta-ala lause). Olkoon f: D\ {0} — C analyyttinen injektio,

jolla on sarjaesitys
1 o0
-+ anz"
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Télloin pétee

Z nla,|* < 1.

n=1
Todistus. Ks. [Rud2, Thm. 14.13]. O

Syy edellisen lauseen nimelle selvidé lauseen todistuksesta, silld se antaa
pinta-alan joukolle f(ID). Esimerkiksi lihteessd [Pom3, Thm. 1.3.] kyseinen
lause on esitetty muodossa

area f(D) = (1 - in\anP) :
n=1

mistd tdAman lauseen viite seuraa.

Lause 8.4 (Bieberbach). Olkoon f yksikkokiekossa mééritelty normeerattu
analyyttinen injektio, jolla on sarjaesitys,

f(z)=z+ Zanz".
n=2

Télloin pétee |as| < 2.
Todistus. Ks. [Rud2, Thm. 14.14 (a)] O

Lause 8.5 (Koeben 1/4-teoreema). Olkoon f yksikkokiekossa médritelty
normeerattu analyyttinen injektio. Talloin pétee

dist (0, 9f (D)) >

A~ =

Todistus. Ks. [Rud2, Thm. 14.14 (b)] O

Sek# Bieberbachin ettd Koeben 1/4-lauseessa vakiot ovat parhaat mah-
dolliset.

Lemma 8.6. Olkoon f yksikkokiekossa mééritelty normeerattu analyyttinen
injektio. Télloin pétee
" 2
) 2P | el
fflz) 1= 7 1= 22
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Todistus. Olkoon zy € D ja mééaritelladn funktio

f <%) — f(20)

o (2) = :
N (S ETRTAEY
Talloin f,, on yksikkokiekossa analyyttinen injektio ja silld on sarjaesitys
f2(2) = 2+ azz* + .. .. Laskemalla saadaan, etti
f"(z0) .
"0) = 2%.
740 = (1 P 2
Toisaalta a; = f7/ (0)/2 ja lauseen [8.4/ nojalla |a| < 2, joten pitee
f"(=0) .
1— 25| <4,
1 T — 25 <
ja edelleen
‘f”(zo) 22y 4
f(z0)  1—=lz0?| = 1= |20

Nyt kertomalla ylldoleva epdyhtdlo puolittain termilld |zp| ja sijoittamalla
2o = z saamme halutun epéayhtalon

f'(z) 2l

B 4|z|
f'iz) 1=z

1=z

]

Edellisten tulosten avulla voimme nyt todistaa Koeben distortioteoree-
man, joka antaa sekd ala- ettd yldrajan analyyttisille injektioille ja niiden
derivaatalle.

Lause 8.7 (Koebe). Olkoon f yksikkokiekossa médritelty normeerattu ana-
lyyttinen injektio ja olkoon z € . Télloin pétee

1—|z] 1+ 2]

m <f ()] < ma (8.1)
2] ||
@+ a7 = V= e &2
1-— z| f'(2) 1 + |2
1+1z] = ‘ (2)| — 1 — |z (83)
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Todistus. Funktion f derivaatta f’ ei havid yksikkokiekossa D, joten funk-
tiolla log f'(z) on analyyttinen haara ja koska f on normeerattu analyytti-
nen injektio, niin pétee log f/(0) = 0. Ketjusddnnoén ja lemman nojalla
saamme

| e
1—r2 f'(re?)

4
- 172

& ogl(1 1) (re)]

Koska f on normeerattu, niin f'(0) = 1 ja valitsemalla § = arg z saamme
arvion

Il 9 ,
[log[(1 = [z[)f'(2)]] < / 5y logl(1—72)f'(re?)]| dr
0
lzl 4
< / 5 dr
1+ ||
= 2log
1 — 2]
Koska pitee Re (logz) = log|z|, niin ottamalla reaaliosa ensimmaéisesti

lausekkeesta saamme

+ |7]
— 7]

Korottamalla epayhtédlé puolittain eksponenttiin ja sieventdmaélld saamme
epéayhtélon (8. 1))

Koska pétee f(0) = 0, niin kyttaméalla epayhtialon oikeanpuoleista
arviota saamme suoraan integroimalla epéayhtélon yldrajan:

1+ |7
L— |z

“2log 2L < 10g](1 — 12 £(2)]) < 2108

|z ,
1e) < / 1 (re®)] dr

2|
< / LA
0 (1_7”)3
2|

(1—1z)*

Epéyhtilon (8.2) vasenta puolta varten huomataan, ettd ¢/(1 + ¢)? < 1/4
kaikilla ¢ € [0, 1], joten voidaan olettaa, ettd |f(z)| < 1/4. Olkoon nyt z € D
piste, jolle patee |f(z)| < 1/4. Koska f on injektio ja Koeben 1/4-teoreeman
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nojalla {w : |w| < 1/4} C f(D), niin on olemassa polku v: [0, 1] — D, jonka
kuva f o on jana [0, f(2)], eli f(7(t)) = tf(z). Néin ollen
- 0]

Toisaalta f'(y(t))v'(t) —d/dtf( (1)) —d/dttf( ) = f(z), joten péitee

1= [ 17 )ln]

s < t < 1, niin kolmioepdyhtélon nojalla pétee |y(t) — v(s)| >
1v(s)||, ja siten kayttamalla lisdksi epayhtélon (8.1)) alarajaa saadaan

1 = [ 17 @il

1 — |
s vl
/0 (1+ Jw])?
2]
(1+[2)*
Epéayhtélon (8.3) todistamiseksi tutkitaan funktiota
o () s
2) = .
T )= Tl
Koska pitee f(0) = 0, niin pisteessi z = —z, saadaan

. —f(Zo)
15 = 0 - 1ol

dw‘

Jos 0 <

[17(#)]

ja néin ollen

2 f'(20) 1 |
f(z0) | 1=zl |9(—20)

Liséksi funktio g on normeerattu analyyttinen injektio, joten voimme soveltaa

yllaolevaan epayhtaloa . Té&lloin saamme

Zof'(zo) 1 2o
f(20) 1 —20/? [g(—20)
1 20
L=l | e
1 + ’ZQ’
1 — |z’
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mikd on epayhtdlon (8.3) oikea puoli. Vastaavasti arvioimalla saamme va-
semmaksi puoleksi

% ,<Zo) _ ]. 20
f(20) 1 —20/? [g(—20)
1 20
L= ol | e
1 — |z
1+ |zo|

]

Seuraavaksi osoitamme Hardyn identiteetin analyyttisille funktioille. Edel-
lisissé lauseissa vaadimme, ettd funktio f on analyyttinen injektio, mutta
tamé identiteetti ei vaadi niin vahvoja oletuksia, vaan pelkké analyyttisyys
riittas.

Lause 8.8 (Hardyn identiteetti). Olkoon f yksikkokiekossa D médritelty
analyyttinen funktio ja mééritelladn

1
o

2
I (1) /0 |f(z)\2”d¢9, z=re 0<r<1.

Jos f(z) # 0, kun |z| = r, niin t4lldin pétee
d. r?
r ()] = o

Todistus. Koska pétee

/QW |f(2)|2n—2|f/<z)|2d6’ L rew'
0

0 0
Ta\f(z)\ = I5.€

%[Re log f(2)] - |f(2)]
— rRe 6%'9& . z

= ke [0ZE pe)
f'(2)
f(z)

log [f(2)]

=7

= |f(2)[Re 2

niin

2\ 2n 2 on [ 1 2f’<z)2 1 f’(Z)Z
(TE) F™ = i) (ﬁReZ Fer T2 e )

b mlfprre (2PN ZTEN SR,
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Vastaavasti laskemalla saadaan, ettd pétee

9 9 log |f(=
Bl = Fge el
= D iRe log /() - If7]
= Reire” /') | f(z
= —|f(z mz&
= e
joten
N v g (e 200 LG
(55) 1F@P = ais) <2R A )
s (2" = P f()
L e e ]

Nyt yhdistamalla yllaolevat saamme, ettéd pétee

(83) FEP - (%) FEE = a2l g ()

ja tésta integroimalla puolittain saamme, etta

I A 0\? 1 [
o [ () 1P (5) 1R = o [T anlso

Taméa on Hardyn identiteetti

2

f'(2)
f(2)

z

2

P 4

f(2)

z

d B 4n?r?

Pl = S5 [P )P,

21

kun sovellamme funktion J,(r) mééritelméé ja huomaamme, ettd periodi-
suuden nojalla toisen termin integraali on nolla. O

8.2 Plessnerin lause

Maédritelma 8.9. Symmetrinen Stolzin kulma pisteessa & € JD on
_ 1 - ™
A(g,0) = {z eD:|1-¢&2|< 3 larg(1 —£2)| < 5 5} ) (8.4)
missé 6 € (0,7/2).
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Kuva 6: Pisteessid £ = 1 médritelty symmetrinen Stolzin kulma A(1,7/4)
avauksella /2.

Maaritelma 8.10. Olkoon f yksikkokiekossa méaritelty meromorfinen funk-
tio. Piste £ € 0D on Plessnerin piste, jos joukko

{f(z) : z€ A(£,0), r <|z| <1}

on tihed laajennetussa kompleksitasossa C jokaisella Stolzin kulmalla A(€, d)
ja kaikilla r < 1.

Karkeasti ottaen Plessnerin piste on vastakohta Fatoun pisteelle, jossa funk-
tiolla f on olemassa raja-arvo pitkin jokaista Stolzin kulmaa.

Todistaaksemme Plessnerin lauseen, joka antaa tietoa meromorfisten funk-
tioiden kayttaytymisesté yksikkokiekon reunalla, tarvitsemme joitakin tulok-
sia Hardyn HP-avaruuksista, erityisesti H'—avaruudesta. Emme kuitenkaan
todista kaikkea ja tarkemmin HP—avaruuksista voi lukea ldhteista [Pom3] ja
[Rud2|. Selkeyden vuoksi annamme kuitenkin HP—avaruuden mééritelmén:
HP—avaruuden funktiot ovat yksikkokiekossa analyyttisid funktioita, joille
patee

1 ) 1/p
sup (— | f(re?)|P d@) < 00.

o<r<1 \ 27T Jop

Maéaritelma muistuttaa siis laheisesti LP-funktioiden méaaritelmaa.

Lemma 8.11. Olkoon 2 C C alue, jolle pétee, ettd 0€2 on suoristuva Jordan-
kdyrd ja olkoon f: D — Q analyyttinen injektio, f(ID) = €. Télloin pétee
f'e H! ja
2
109) = [ 1),
0
Todistus. Ks. [Pom3| Lem. 10.7] O
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Myohemmin tarkoitamme angulaarisella derivaatalla f'(£) raja-arvoa
lim, ¢ f'(2), kun pistetté £ ldhestytddn pitkin mitéd tahansa Stolzin kulmaa.
Jos téta raja-arvoa ei ole olemassa, niin talloin funktiolla ei ole angulaarista
derivaattaa. Vastaavasti angulaarisella raja-arvolla f(§) tarkoitetaan funk-
tion raja-arvoa pitkin mité tahansa Stolzin kulmaa.

Lause 8.12. Olkoon f yksikkokiekossa D mééritelty analyyttinen injektio.
Talloin seuraavat ehdot ovat yhtéapitavia:

1. f e dt
2. Hi(0f(D)) < 0.

Liséksi, jos pédtee f’ € H', niin melkein kaikilla § € [0,27] angulaariselle
derivaatalle f’(e) pitee

d o ioy _ . i0 g i0
g/ (7)) = e f(e) # 0.
Todistus. Ks. [Pom3, Thm. 10.11] O

Lause 8.13. Olkoon f: D — Q konforminen ja f(D) = Q. Oletetaan, etti
pitee f' € H! ja olkoon A C 0D mitallinen joukko. T&llin seuraavat ehdot
ovat yhtépitavia:

1. |[Al=0
2. Ha(f(A)) = 0.
Todistus. Ks. [Pom3, Thm. 10.12] O

Seuraava Plessnerin lause on vuodelta 1927 ja sen nojalla meromorfiset
funktiot kayttaytyvét joko hyvin tai todella huonosti melkein kaikkialla yk-
sikkokiekon reunalla, kun reunaa lahestytddn mitd tahansa sektoria pitkin.

Lause 8.14 (Plessner). Olkoon f yksikkokiekossa médritelty meromorfinen
funktio. Talloin funktiolla f on &#rellinen raja-arvo pitkin sektoria melkein
kaikissa pisteissa £ € JD, jotka eivit ole Plessnerin pisteit.

Todistus. Tutkitaan kaikkia avoimia kiekkoja
{weC : |w-—c|l <d}, (8.5)

missé Re ¢, Im ¢ ja § ovat rationaalilukuja, seké rationaalilukuja « ja r, joille
pétee 0 < a < 7/6 sekd 1/2 < r < 1. Olkoon nyt

(Dy, 0, m), n €N,
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tallaisten kiekkojen ja rationaalilukujen numerointi. Maéaritelldéan joukko E,
seuraavasti: joukossa F, on kaikki ne pisteet & € 0D, missé funktiolla f ei
ole olemassa &dérellistd angulaarista raja-arvoa, ja pisteet joille pitee

{f(2) : |arg(1 = £2)| < ap, rn < 2] <1} N D, =10 (8.6)

Tallsin (J~ , E,, on joukko, missd on kaikki ne pisteet, jotka eiviit ole Pless-
nerin pisteitd ja missé funktiolla f ei ole dérellistd angulaarista raja-arvoa.
Néin ollen riittda ndyttad, ettd |F,| = 0 kaikilla n € N.

Viite riittda osoittaa mielivaltaiselle n € N, joten merkint6ja selkeyttaak-
semme jatdmme indeksin n kirjoittamatta ja merkitsemme E := F,,. Olkoon

H={lz| <r}u| J{arg(1 - &2) <o, r < |2 < 1}. (8.7)
(eE

Talloin H on téhtiméinen alue. Olkoon m € N. Jos &; (j=1,...,m) on piste,
miss# jana [0, €2™/™] leikkaa reunan OH, niin kiekot

2T
{]z —&| <sin E/sma}
peittavat reunan OH. Téasta seuraa, ettd
H1(0H) < 27/sina < oo, (8.8)

silla m sin %” — 21, kun m — oo.
Olkoon nyt funktio ¢: D — H analyyttinen injektio, jolle pétee ¢(0) = 0.
Jos pisteet z1, ..., z; ovat funktion f(z) — ¢, mahdollisia nollakohtia alueessa

|z| < ry,, niin télléin funktio

(z—21)...(2— zx)

f(z) —c¢

on rajoitettu alueessa |z| < r ja h ei ole identtisesti 0. Nyt kaavoista ({8.5)),

ja (8.7) seuraa, ettd alueessa H \ {|z| < r} pétee

h(z) == (8.9)

joten funktio h on rajoitettu alueessa H. Né&in ollen funktio h(¢(2)) on ra-
joitettu ja analyyttinen yksikkokiekossa I, joten silld on olemassa nollasta
eroava angulaarinen raja-arvo melkein kaikilla £ € 9D (ks. [Rud2, Thm. 17.11
ja Thm. 17.18]).
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Koska H1(0H) < oo, niin lauseen nojalla piitee ¢’ € H' ja niin ollen
funktiolla ¢ on olemassa nollasta eroava angulaarinen derivaatta melkein
kaikkialla, joten se on konforminen melkein kaikkialla joukossa JD ja siten
konforminen melkein kaikilla 2 € ¢~(H).

Olkoon & piste, missi ¢ on konforminen ja funktiolla h(¢(z)) on olemassa
angulaarinen raja-arvo. Télloin funktiolla A on angulaarinen raja-arvo pis-
teessi ¢(€). Nyt joukon E méiritelmén ja yht#lén nojalla funktiolla h
ei ole nollasta eroavaa angulaarista raja-arvoa joukossa E. Téasté seuraa, etté
melkein kaikilla z € ¢~!(FE) funktiolla h(¢(z)) ei ole nollasta eroavaa angu-
laarista raja-arvoa. Toisaalta kuitenkin tiedetdin, ettd funktiolla h(¢(z)) on
nollasta eroava angulaarinen raja-arvo melkein kaikkialla, joten taytyy olla
|~ (E)| = 0. Lauseen nojalla tastéd seuraa, ettd Hi(E) = 0 ja edelleen
|E| = 0. Tam4 todistaa Plessnerin lauseen.

O

Seuraava lause antaa tarkedn tuloksen koskien analyyttisten injektioiden
jatkamista 1dhto- ja maalijoukon reunalle. Yleisesti analyyttistd injektiota-
kaan ei voida jatkaa jatkuvaksi funktioksi reunalle, mutta Jordan-alueiden
tapauksessa pétee jopa vahvempi tulos. Emme kuitenkaan todista tata, silld
se vaatisi paljon tyotéd, joka ei ole tdmén tyon kannalta oleellista.

Lause 8.15. Olkoot Q2 C C ja ' C C Jordan-alueita ja olkoon f: ) — ¢
analyyttinen injektio, jolle f(£2) = €. T&lloin funktio f voidaan laajentaa
homeomorfismiksi f: Q — .

Todistus. Ks. [Pom3, Thm. 9.10] O

Todistamme vield lauseen, joka antaa yhteyden yksikkokiekon reunan os-
ajoukon Lebesguen mitalle ja sen kuvajoukon Hausdorff-mitalle tapauksessa,
jossa analyyttisen funktion derivaatalla on olemassa raja-arvo kaikissa tdmén
osajoukon pisteissa.

Lause 8.16. Olkoon f analyyttinen funktio yksikkokiekossa I ja olkoon
A C 0D mitallinen joukko, jonka jokaisessa pisteessi £ € A funktiolla f’ on
olemassa raja-arvo pitkin jokaista sektoria, jonka kéarki on pisteessa &. Télloin
seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:

1. [A] =0
2. Ha(f(A)) = 0.

Todistus. Todistus perustuu vastaavanlaiseen konstruktioon kuin Plessnerin
lauseen todistus. Olkoon £ € A ja olkoon joukko

1) = {=: j<lel <1, |- € < 5 }.
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Koska funktiolla f on &érellinen angulaarinen derivaatta, | f'(z)| on rajoitettu
joukossa T'(¢) kaikilla £ € A.

Oletetaan, ettd pétee |A| > 0. Télloin on olemassa osajoukko B C A,
jolle pétee |B| > 0, ja vakio M, jolle pitee

£ < M, (8.10)

kun z € T(§), £ € B. Kuten yhtilossi (8.7)), huomataan, ettd Jordan-alueelle

H= {|z| < %} ulJT© (8.11)

{eB

pétee Hq(0H) < co. Koska #H;(+) on ulkomitta, niin olettamalla H;(f(A)) >
0 oletuksen |A| > 0 sijaan, voidaan 16ytdd osajoukko B C A, jolle pitee
samat ominaisuudet ja H,(f(B)) > 0.

Olkoon ¢: D — H analyyttinen injektio, jolle piatee ¢(D) = H. Nyt
molemmissa ylldolevissa tapauksissa ¢ voidaan lauseen [8.15|nojalla laajentaa
homeomorfismiksi sulkeumien D ja H vilille. Lisiksi lauseen nojalla
¢ € H', silla H1(0H) < oo.

Merkitidn nyt B* = ¢~(B). Tilloin lauseen[8.13|nojalla se, ettd |B*| = 0
on yhtépitavid sen kanssa, ettd Hi(B) = |B| = 0.

Yhtilsiden ja nojalla funktiolle g(s) := f(¢(s)) piitee

19" () = 1" (@(s)I¢'(s)] < M|/ (s)],

missi |s| < 1. Niin ollen pétee ¢’ € H' ja jilleen lauseen nojalla se, ettd
H1(g(B*)) = 0 on yhtdpitavaa sen kanssa, ettd |B*| = 0.

Olkoot £ € B ja R = [0,£]. Tallsin ¢~ !(R) on polku, jonka péitepiste
on &* := ¢~ 1(£) € B*. Niin ollen pitee g(s) = f(é(s)) — f(£), kun s — &*
joukossa ¢~ !(R). Koska funktio ¢ on jatkuva joukossa D, niin g(¢*) = f(€)
ja néin ollen pétee g(B*) = f(B).

Néin ollen ylldolevan tarkastelun nojalla ehto |B| = 0 on yhtdpitdvaa
ehdon H,(f(B)) = 0 kanssa. Tésta seuraa lauseen viite, silld konstruktion
nojalla ehto |A| > 0 on yhtépitavéd ehdon |B| > 0 ja vastaavasti se, etta
H1(f(A)) > 0 on yhtéapitavid sen kanssa, ettd Hq(f(B)) > 0.

[

8.3 Vitalin peitelause

Seuraavaksi osoitamme Vitalin peitelauseen avaruudessa R"™. Seuraamme to-
distuksessa lahteita [Mat] ja [EGI.
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Maaritelma 8.17. Olkoon A C R"™ ja olkoon F kokoelma avaruuden R”
suljettuja kuulia, jolle péatee

ACUB.

BeF
Sanomme, ettd F on joukon A Vitalin peite, jos kaikilla x € A pétee
inf{diam B : x € B, Be F} =0.
Seuraavissa peitelauseissa kdytamme merkintdd 5B, milld tarkoitamme
5B = B(z,5r), kun B = B(x,r).

Lause 8.18. Olkoon F miké tahansa kokoelma avaruuden R™ suljettuja
kuulia, joille péatee

D :=sup{diam B : b € F} < 0.

Télloin on olemassa numeroituva kokoelma G C F, missé kuulat B € G ovat
erillisid, eli B; N B; =0, kun i # j, ja pétee

Todistus. Olkoon j € N ja maéritelladn kokoelmat

D . D
]—“j:{BE}":§<d1amB§ﬁ.

Miééritellddn sitten kokoelmat G; C F; seuraavasti:

(a) Olkoon G; miké tahansa maksimaalinen kokoelma erillisid kuulia kokoel-
massa Fi

(b) Oletetaan, ettd kokoelmat Gy, G, . . ., Gx—1 on valittu. Olkoon Gy, nyt mika
tahansa maksimaalinen kokoelma kuulia B € F}, joille patee

k—1
BN B = { kaikilla B' € | J G;.
j=1

Nyt kokoelmalle
j=1
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piatee G C F ja kokoelman G kuulat ovat erillisié.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd jokaista kuulaa B € F kohti on olemassa
kuula B’ € G, jolle piatee BN B’ # () ja B C 5B.

Olkoon B € F. Télléin on olemassa indeksi j € N, jolle pétee B € F;.
Nyt kokoelman G; maksimaalisuuden nojalla on olemassa kuula B’ € uizlgk,
jolle pitee B N B’ # (). Toisaalta pitee

D D
. / . .
diam B" > > ja diam B < 21"

joten diam B < 2diam B’ ja niin ollen B C 5B'. O

Korollaari 8.19. Olkoon A C R” ja olkoon F joukon A Vitalin peite, jolle
patee
sup{diam B : B € F} < 0.

T&lloin on olemassa numeroituva kokoelma G C F erillisid kuulia, jonka
jokaiselle #érelliselle osakokoelmalle { By, ..., B,,} C F pétee

A\OBkC U 5B

k=1 BeG\{Bi,...,Bm}

Todistus. Olkoon G kuten lauseen todistuksessa. Valitaan nyt dérellinen
kokoelma { By, ..., B,,} C F. Jos pitee

AC CJBk’

k=1

niin véite on selva.

Olkoon nyt = € A\ U, Bx. Koska kokoelman F kuulat ovat suljettuja
ja F sisdltdd mielivaltaisen pienid kuulia, niin on olemassa kuula B € F,
jolle pitee x € B ja BN By = ) kaikilla k£ € {1,...,m}. Télléin lauseen
todistuksen loppuosan nojalla on olemassa kuula B’ € G, jolle pitee
BNB' #0jaBChB. O

Lause 8.20 (Vitalin peitelause). Olkoon A C R" avoin ja olkoon F joukon
A Vitalin peite. Télloin on olemassa numeroituva kokoelma G C F erillisia

kuulia B, joille pétee
A\|JB

Beg

=0.
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Todistus. Oletetaan ensin, ettd A on rajoitettu ja kiinnitetdan
A€ (1—1/5"1). Koska F on joukon A Vitalin peite, niin lauseen [8.1§
nojalla on olemassa numeroituva kokoelma G; C F erillisia kuulia B, jolle
pitee B C A ja

Ac | 5B

BegG

Néin ollen pétee

4 < S 5B

BeGi

= 5" ) |B]

Beg:
= 5" B|.

Beg;

misté saadaan

1

U B| = §’A|
BeGy

ja edelleen

é@-i)M
5n

Koska kokoelma G; on numeroituva, niin on olemassa M, jolle pétee

A\ |J B

Beg

My

A\NUs

=1

< \Al.

Olkoon nyt Ay := A\UM! B;. Ylliolevaan tapaan voidaan valita éérellinen
madrd erillisid kuulia B; C A,, joille patee

Mo Mo
A\ B A4\ U B
i=1

i=Mi+1

< A4y
< N|A]

Jatkamalla ylldolevaa prosessia saadaan numeroituva kokoelma erillisia
kuulia, joille pétee

< A, kE=1,2,....

A\ M, B;
=1
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Koska A¥ — 0, kun k& — oo, niin viiite pitee tapauksessa |A| < co.
Jos |A| = oo, niin sovelletaan ylldolevaa péaattelyd joukkoihin

A, ={recA : m<|z|<m+1,m=01,...}.

TAma4 osoittaa vaitteen.
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