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K A S C H , F . , U . B . V O L K MANN 

M a t h . Zeitschr. 78, 171 - - 1 7 4 (1962) 

Metrische Sätze über transzendente Zahlen 
in P-adischen Körpern. I I . 

V o n 

F R I E D R I C H K A S C H u n d B O D O V O L K M A N N 

Seit dem Erscheinen unserer ersten Arbe i t [4] m i t gleichem T i t e l , an die 
w i r i m folgenden anknüpfen, hat Herr H . D A V E N P O R T [3] eine Abschätzung 
über kubische Formen erhalten, die i m reellen F a l l zu einem Beweis der Mahler-
schen V e r m u t u n g für n = } geführt hat (s. [6]). Es soll n u n gezeigt werden, 
daß auch i m P-adischen die analoge V e r m u t u n g , wie w i r sie i n [4], G l . (24) 
aufgestellt haben, für n = } r i c h t i g ist , daß also folgender Satz g i l t : 

S A T Z . Für fast alle Zahlen f ist $3(ij)=%. 
B E W E I S . Jedem Po lynom p (x) = a0x3-J

ra1x2-\-a2x + a 3 m i t ganzrationalen 
Koeff izienten ordnen w i r die binäre F o r m p(xf y)=a0x2 + a1 x2y + a2xy2-\-a3y3 

z u ; ferner bezeichnen w i r m i t h(d) die Anzahl der Äquivalenzklassen 1) solcher 
irreduziblen Formen, deren Diskr iminante D{p)=d ist . Bezeichnet m a n die 
zu p äquivalente reduzierte 1 ) F o r m jeweils m i t p* u n d m i t N(p*, H) die 
A n z a h l aller Formen p m i t Höhen ||/>||^#, die zu einer gegebenen reduzier
ten F o r m p* äquivalent sind, so besagen ältere Ergebnisse von D A V E N P O R T 
([11 [ 2 ] ) , daß«) 

(1) 2 h(i)<:H 
0 < \d\ ^ H 

g i l t . We i te rh in w i r d i n seiner neuen A r b e i t ([<?"], U n g l . (5)) bewiesen, daß 
für alle reduzierten Formen p* die Ungleichung 

(2) N{fi*.H)<g:H\D{p*)\-* 

erfüllt ist . 

W i r zeigen zunächst m i t Hi l f e von (1) und (2), daß die Summe 

Z(H)=-%\D{fi)\-pK 
\\P\\ ^ H 

erstreckt über alle irreduziblen kubischen Polynome, die j a bei der Abschätzung 
des Turkstraschen Maßes T(S3(o)) die entscheidende Rolle spielt, der U n 
gleichung 

(3) £ 
genügt. 

1 ) Definit ionen dieser Begriffe f indet man z .B . in [ i ] und [2]. 
2 ) Das Symbol <C bedeutet durchweg, daß jeweils der Quotient beider Größen unter

halb einer von den auftretenden Höhen unabhängigen, posit iven Schranke C l iegt . Unter 
den Summenzeichen bedeutet also z .B. 0 < d < H 4 , daß d die Zahlen 1, 2, C H 4 durch
läuft. 
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D a i m kubischen F a l l aus | |£ | |<^ür stets | £ > ( / > ) | < C # 4 folgt u n d immer 
D(p*)=D(p) ist , erhält m a n auf G r u n d von (2) 

(4) 2 * N{p*tH)\D{p*)\P<^H ^ h(d)d-i\d\p*. 
0 < \D(p*)\ < H1 0 < < * < / / 4 

Nach (1) ist jedoch, wie man durch partiel le Summat ion bestätigt, für jedes 
natürliche x 

%h(d) d-i « x (X (d~'' ~ (d +1)"'') 

X 

d=l 

wobei w i r auf den zweiten F a k t o r den Mit te lwertsatz der Dif ferentialrechnung 
angewendet haben. Setzt m a n dies (mit x = CH4) i n (4) ein, so ergibt sich 
— wiederum durch partiel le Summation — 

(5) 
Z(H)<^H ^ ^{\d\p-\d + \\jj) 

0 < d < H* 

<CH 2 {dl - (d -\)*)\d\pl <.H ^ ^ - i l 4 ? 
0 < < f/1 0 < rf < H* 

Durchläuft n u n dk jeweils die natürlichen Zahlen m i t | dk\P= P~k (k = 0, 1, .. .)> 
so g i l t 

k k [H*P-*] k _ 3/5 _ k 
^ d~^\dk\P^P^ %k ^ - l < P 4 2 i~*<:P4H*P *=H*P 2 . 

0 < dk < //4 o < rfA. <r i - 1 

Zusammen m i t (5) ergibt dies 
o o _ k 

w o m i t (3) bewiesen ist . 
I n der Schreibweise von [4] ist für jedes er > f die Menge 5 3 (a) i n der 

F o r m S 3 (or) = S° ^ 5 1 w S 3 zu zerlegen, wobei sich wie dort be im Beweis von 
Satz 2 zeigen läßt, daß S° u n d S1 das Maß N u l l haben. Be i der Berechnung 
von T(S3(o)) kann man sich also auf die Teilmenge S 3 beschränken, d .h . bei 
der A p p r o x i m a t i o n der Elemente | £ KP brauchen nur kubische Polynome m i t 
lauter verschiedenen N u l l s t eilen betrachtet zu werden, die sich über dem Ring 
der ganzrationalen Zahlen nicht i n ein P r o d u k t v o n drei L inear faktoren zer
legen lassen. Jedes solche Po lynom p ist entweder a) irreduzibel oder b) von 
der F o r m p = ql m i t quadratischem, i rreduzib lem q u n d l inearem /. 

Es soll n u n gezeigt werden, daß, nachdem die Mengen S° u n d S1 bereits 
als v o m Maß N u l l erkannt sind, nur der F a l l a) zugelassen zu werden braucht . 
W i r können uns bei der Abschätzung des Turkstraschen Maßes T(S 3(o-)) für 
ein a> f von vorneherein auf P-adische Zahlen | m i t —2 u n d d,

2{^) = 2 
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beschränken, da alle übrigen nach [4], Sätze 1 u n d 2 eine Menge v o m Maß 
N u l l b i lden. Für jedes solche f £S 3((x) g ibt es, wie man der Def in i t i on von 
# 3 (£) leicht e n t n i m m t , bei gegebenem e > 0 unendlich viele kubische Polynome p 
m i t 

(6) I ^ I ^ H r 
während für alle quadratischen Polynome q m i t \q\ > H2 (£) 

(7) k ( i ) | p > ! | ? p T 

u n d für alle linearen Polynome l m i t ||/|| > ^ ( f ) 

3 o r - e 

(8) | * ( ! ) | P > 1 
| /|J2- fe 

ist . Gäbe es nun unter den unendlich vielen p m i t (6) nur endlich viele irre du -
zible, so gäbe es unendlichviele, die sich i n der F o r m p — ql darstellen ließen, 
also bei diesen Darstel lungen auch unendlichviele q m i t (7) u n d unendl ich
viele / m i t (8). Für jedes solche T r i p e l von Polynomen p, q, l g i l t jedoch 
nach einem bekannten Satz die Ungleichung 

¥\\-y\\<\Pi 
also auch 

¥ f + e h t + s < \ f i \ ? + £ . 

wie eine leichte Rechnung ze igt 3 ) . Daher folgt aus (7) u n d (8) die Beziehung 

\PmIp=\iwIp11(i)Ip> w + J p - l T . - > jpj^• 

Danach wäre (unter den gemachten Annahmen) # 3 ( £ ) ^ 1 , während t r i v i a l e r 
weise (s. [4], Hilfssatz 3) # 3 ( f ) 2 ^ f sein muß. Also g i l t , wie oben behauptet, 
wenn das Symbol ~ die Beschränkung auf irreduzible kubische Polynome 
ausdrückt, T(5 3 (<r)) = T(S3(a)), und daher folgt nach [4], U n g l . ( 1 2 ) sowie 
der obigen U n g l . (3) die Beziehung 

oo 
T(S3(a)) l i m V H-3°(Z(H) - Z(H - 1 ) ) 

oo 

• C Ihn 2 {H'~3G ~ (H + \)~~3a) E(H) 
H0-+oo H = H0 

o o 

< l i m p - ^ ^ - O , 
H0->oo H = H0 

also r ( S 3 ( c r ) ) = 0 für alle er > f . Daraus folgt nach der üblichen, auch in [4] 
angewandten Schlußweise die Behauptung. 

3 ) Man setze 11/|( = |j p\\?; | | q\\ = 11p\\M und berechne das M a x i m u m von ?. (2 + e) +fj, (3 + e) 
unter den Nebenbedingungen 0 ^ / , 0 ^ / / , A - f - / / ^ 1 . 
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Die Verfasser möchten bei dieser Gelegenheit die historische Bemerkung 
nachholen, daß vor dem Beweis der Ungle ichung 

(|) ^ 2 - ~ {n ^ 3) für fast alle | £ KP 

i n [4] die beste bekannte Schranke dieser A r t n icht mehr, wie dort angege
ben, # 7, sondern eine auf L O C K [5], Satz 1 4 zurückgehende Abschätzung 
war, die i n unserer Schreibweise die Gestalt 

dn ( ! ) ^ 3 + - - (n ^ 1 ) für fast alle f £ KP n 
a n n i m m t . 
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