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KascH, F., u. B. VoLKMANN
Math. Zeitschr. 78, 171174 (1962)

Metrische Sitze iiber transzendente Zahlen
in P-adischen Korpern. II.

Von
FRIEDRICH KASCH und BODO VOLKMANN

Seit dem Erscheinen unserer ersten Arbeit [4] mit gleichem Titel, an die
wir im folgenden ankniipfen, hat Herr H. DAVENPORT [3] eine Abschitzung
iiber kubische Formen erhalten, die im reellen Fall zu einem Beweis der Mahler-
schen Vermutung fiir n=3 gefithrt hat (s. [6]). Es soll nun gezeigt werden,
daB auch im P-adischen die analoge Vermutung, wie wir sie in [4], Gl. (24)
aufgestellt haben, fiir =3 richtig ist, dal also folgender Satz gilt:

Satz. Fiir fast alle Zahlen EC Kp ist 95(8) =%.

Bewels. Jedem Polynom p (x) =a, %%+ a; 2+ a, x 4 a, mit ganzrationalen
Koeffizienten ordnen wir die bindre Form p (x, y) =a, 23+ a, 22y +a, x 2+ ayy°
zu; ferner bezeichnen wir mit /(d) die Anzahl der Aquivalenzklassen?) solcher
irreduziblen Formen, deren Diskriminante D (p)=d ist. Bezeichnet man die
zu p 4dquivalente reduzierte!) Form jeweils mit p* und mit N(p*, H) die
Anzahl aller Formen p mit Héhen |p| < H, die zu einer gegebenen reduzier-
ten Form p* dquivalent sind, so besagen &ltere Ergebnisse von DAVENPORT
([7], [2)), daB?)

(1) Zi h(d) <H

O<id=H

gilt. Weiterhin wird in seiner neuen Arbeit ([3], Ungl. (5)) bewiesen, daf
ftir alle reduzierten Formen * die Ungleichung

(2) N(p*, H) < H|D (p*)|~
crfillt ist.
Wir zeigen zunidchst mit Hilfe von (1) und (2), daB3 dic Summe
Z(H) = > D)5
Wpl =t

erstreckt iiber alle irreduziblen kubischen Polynome, die ja bei der Abschitzung
des Turkstraschen MaBes T(S;(0)) die entscheidende Rolle spielt, der Un-
gleichung
(3) Z(H) < H*
geniigt.

1) Definitionen dieser Begriffe findet man z.B. in [I] und [2].

2) Das Symbol < bedeutet durchweg, daB jeweils der Quotient beider Groen unter-
halb einer von den auftretenden Hoéhen unabhingigen, positiven Schranke C liegt. Unter

den Summenzeichen bedeutet also z. B. 0< d < H4, daB3 4 die Zahlen 1, 2, ..., C H* durch-
lauft.
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Da im kubischen Fall aus [p|<H stets | D(p)| < H* folgt und immer
D (p*) =D (p) ist, erhdlt man auf Grund von (2)

(4) ZH)y< D N H)|D@¥)|p<H i h(d)d=i|d|pt

0.<|D(p*)| < H* 0<d< H

Nach (1) ist jedoch, wie man durch partielle Summation bestitigt, fiir jedes
natiirliche »

wobei wir auf den zweiten Faktor den Mittelwertsatz der Differentialrechnung
angewendet haben. Setzt man dies (mit x=CH?) in (4) ein, so ergibt sich
— wiederum durch partielle Summation —
IZ(H)<<H i di(ld|pt—]d+1
0<d< H?
(5) l

7Y
<H i (d—(@—))]d|zt<H i amid|zh
0<d< H 0. d< Ht

Durchlduft nun d; jeweils die natiirlichen Zahlen mit |d,|p= P7%(k=0,1,...),
so gilt

k k [H'P-k) k 3k k
— 3 - N - N~ . . . i iy
Sicdi | dilpt = P2 Sk 4t <Py Y id<PAHSP 4 = H3P 2
0<dp < HY 0<Zdp < H* i=1

Zusammen mit (5) ergibt dies

0 k

2(H)<H Zi d""'|d|;4<<H4ZP- 2 < HY,
0<d-& H? k=0

womit (3) bewiesen ist.

In der Schreibweise von [4] ist fiir jedes o> % dic Menge S;(0) in der
Form S;(0) =S°uS1uS® zu zerlegen, wobei sich wie dort beim Beweis von
Satz 2 zeigen 1dft, daf S° und S das MaBl Null haben. Bei der Berechnung
von T'(Sg(0)) kann man sich also auf die Teilmenge S? beschréiinken, d.h. bei
der Approximation der Elemente & € K brauchen nur kubische Polynome mit
lauter verschiedenen Nullstellen betrachtet zu werden, die sich iiber dem Ring
der ganzrationalen Zahlen nicht in ein Produkt von drei Linearfaktoren zer-
legen lassen. Jedes solche Polynom p ist entweder a) irreduzibel oder b) von
der Form p=g¢! mit quadratischem, irreduziblem ¢ und linearem /.

Es soll nun gezeigt werden, daB3, nachdem die Mengen S® und S! bereits
als vom Maf3 Null erkannt sind, nur der Fall a) zugelassen zu werden braucht.
Wir kénnen uns bei der Abschidtzung des Turkstraschen MaBes T'(S;(o)) fiir
ein 0> % von vorneherein auf P-adische Zahlen & mit ¢, (&) =2 und 9, (&) =%
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beschrianken, da alle iibrigen nach [4], Sdtze 1 und 2 eine Menge vom Mal3
Null bilden. Fiir jedes solche &€ S;(0) gibt es, wie man der Definition von
95 (&) leicht entnimmt, bei gegebenem & > 0 unendlichviele kubische Polynome p
mit

) 1)

1
p < - s
B Yl

wihrend fiir alle quadratischen Polynome ¢ mit |g||> H, (&)

(7) 1q(®)]pr>

to
ligl>+e

und fiir alle linearen Polynome ! mit ||| > H (&)
(8) [2(€)]p> g——ir—f

ist. Gibe es nun unter den unendlichvielen $ mit (6) nur endlichviele irredu-
zible, so gidbe es unendlichviele, die sich in der Form p=¢/ darstellen lieen,
also bei diesen Darstellungen auch unendlichviele ¢ mit (7) und unendlich-
viele / mit (8). Fir jedes solche Tripel von Polynomen p, g, 7 gilt jedoch
nach einem bekannten Satz die Ungleichung

121 lgll <21,
lFe gl e <lp s,

wie eine leichte Rechnung zeigt3). Daher folgt aus (7) und (8) die Beziehung

also auch

1 -« 1
ol e~ plsFE
Danach wire (unter den gemdchten Annahmen) 9, (£) <1, wihrend trivialer-
weise (s. [4], Hilfssatz 3) 94 (£) =% sein muB. Also gilt, wie oben behauptet,
wenn das Symbol ~ die Beschrinkung auf irreduzible kubische Polynome
ausdriickt, 7'(S;(0)) = 7(5;(0)), und daher folgt nach [4], Ungl. (12) sowie
der obigen Ungl. (3) die Bezichung

1(&)]r=1q(&)]r|L()]r>

T(S,(0)) < lim S H-(Z(H) — Z(H — 1))

Hy—20 H—H,

< lim Y (H™ — (H+1)7%) 2(H)

Hy—>00 H=H,

oo
< lim 3 H7* " 1Hi=9,

Hy—00 H=H,

also T'(S;(o )) =0 fiir alle ¢ >%. Daraus folgt nach der iiblichen, auch in [4]
(mgewandtcn SchluBweise die Behauptung

8) Man setze [|/|| =/ p||% ||9]| = || 2i|* und berechne das Maximum von 2(2 - &) +u (3+ ¢€)
unter den Nebenbedingungen 07, 0=, 24+ pu=1.
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Die Verfasser mochten bei dieser Gelegenheit die historische Bemerkung
nachholen, dafl vor dem Beweis der Ungleichung

P8 =2 — 5% (n=13) fir fast alle §€ Kp

in [4] die beste bekannte Schranke dieser Art nicht mehr, wie dort angege-
ben, ¥ (&)< 7, sondern cine auf Lock [§], Satz 14 zuriickgehende Abschitzung
war, die in unserer Schreibweise die Gestalt

D (E) =3+ '}[ (n=1) fir fast alle E€ K
annimmt.
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