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Resumen

En el presente Trabajo de Fin de Master (TFM) se realiza un breve recorrido
por las estrechas relaciones existentes entre el arte y la ciencia y mas en
particular, entre la masica y las matematicas. Ademas, basandose en un estudio
que relaciona la musica flamenca y las matematicas, en el que se analizan
diferentes tipos de cante flamenco desde una perspectiva matematica, en este
trabajo se describe una propuesta didactica que relaciona los patrones ritmicos
de dos canciones de diferentes estilos de musica popular con ciertos elementos
geométricos. Después, se detallan los hechos acaecidos en la implementacién
de dicha propuesta con un grupo de alumnos de 1° de Bachillerato de Ciencias,
y, finalmente, se realiza un analisis de los resultados obtenidos a través de un
cuestionario que recoge diversas actividades relacionadas con la propuesta, el

cual cumplimentaron dichos alumnos.

Palabras clave: matematicas, arte, musica, patrones ritmicos.

Abstract

In the present Master’s Thesis, a small tour through the close relations existing,
between art and science and, more in particular, between music and
mathematics, is reported. Moreover, based in a study that describes a special
relationship between flamenco music and mathematics, in which different types
of flamenco singing are analyzed from a mathematical point of view, in this work
a teaching proposal that relates the rhythmic patterns of two popular music songs
of different styles with certain geometric elements is described. Then, the
implementation of this teaching proposal with a group of students of first year of
Scientific Baccalaureate is detailed, and, finally, it is made an analysis of the
results obtained through a questionnaire that contains some tasks about this

proposal, which these students had completed.

Keywords: mathematics, art, music, rhythmic patterns.



1. Introduccién

En este capitulo introductorio se va a explicar cual ha sido la motivacion para
realizar este trabajo, asi como los objetivos que se pretenden conseguir, para
finalmente indicar someramente el contenido de los diversos capitulos y

secciones que componen este documento.

1.1. Motivacion y objetivos del trabajo

En el &mbito educativo ha existido, en general, una tendencia a no relacionar
entre si las diferentes asignaturas que se imparten, cuando en realidad hay
fuertes relaciones entre distintas areas de conocimiento. En particular, esto
sucede con las mateméticas, que, en palabras de Servais (1980) que
encontramos en Peralta (1998, p. 235), “tradicionalmente ha sido una materia
que se ha considerado como deshumanizada, fria y cerrada, que no posee
ninguna relacion con otros &mbitos de conocimiento”. Bien es cierto que cada
vez mas se intenta fomentar la interdisciplinaridad entre las matematicas y otras
materias, mediante determinados proyectos y actividades a los que se hara

referencia mas adelante (véase epigrafe 2.1.3).

En este contexto, este trabajo surge del interés de su autora por estudiar las
relaciones existentes entre las matematicas y las disciplinas artisticas,
particularmente la masica; y de mostrar como estas pueden ser un recurso muy
atil a la hora de ensefiar matematicas, pues ambas materias, mateméticas y
musica, tienen una estrecha relacion en muchos aspectos, como se detallara en
el capitulo siguiente. En dicho capitulo, se realizard un breve recorrido por
diversos puntos en comun entre las disciplinas artisticas y las mateméticas,
centrandonos después en la musica, donde se explicaran las matematicas que
subyacen a algunos conceptos musicales basicos, asi como contribuciones de

algunos musicos y matematicos ilustres que relacionan estas dos materias.

Ademas, en este trabajo se pretenden sacar a la luz algunos proyectos que
hoy en dia se estan llevando a cabo para mostrar dicha relacion en el dmbito

educativo.



Finalmente, en el mismo sentido, se pretende desarrollar una propuesta
didactica propia, ponerla en practica en el aula con un grupo de alumnos y

analizar los resultados obtenidos por dichos estudiantes.

1.2. Descripcion del desarrollo del trabajo

El presente trabajo esta organizado en diversos capitulos y secciones, cuyos

contenidos se describen a continuacion:

En el capitulo primero, en sus dos secciones (1.1 y 1.2), se aborda la

motivacion y los objetivos del trabajo, asi como su organizacién interna.

El capitulo segundo trata, en primer lugar (véase seccion 2.1), sobre la
relacion existente entre el arte y las mateméticas; y de como aquel puede ser un
recurso didactico a la hora de impartir la asignatura de matematicas. Después,
la seccidn 2.2. se centra en el caso particular de la musica, en tanto que disciplina

artistica.

En el capitulo tercero se describe, en sus dos secciones, una propuesta
didactica propia que relaciona los patrones ritmicos de dos canciones de
diferentes estilos de musica popular con ciertos elementos geométricos, la cual
esta basada en un estudio que encontramos en Diaz-Bafiez (2013), Diaz-Bafez
[et. al] (2004) y Diaz-Bafez [et. al] (2005) que relaciona las matematicas con la
musica flamenca, en la que se estudian diferentes tipos de cante flamenco desde

un punto de vista matematico.

En el capitulo cuarto se detalla la puesta en practica de la propuesta didactica
expuesta en el capitulo anterior. En la seccién 4.1 se describe el contexto
socioeconémico del centro educativo y del grupo de alumnos con los que se llevo
a cabo. En la seccién 4.2. se narran los hechos acontecidos en el aula durante
su implementacion y, finalmente, en la seccion 4.3 se exponen y analizan los
resultados obtenidos con los alumnos a través de un cuestionario que

cumplimentaron.



En el capitulo quinto se realiza una valoracion personal del trabajo y se

exponen las conclusiones generales obtenidas tras su realizacion.

Al término de este trabajo se encuentra la bibliografia y la webgrafia

consultada para su elaboracion.

En dos anexos se incluyen, por un lado, las notas elaboradas para la puesta
en practica de la propuesta didactica y que fueron entregadas a los alumnos
como guia de esta (Anexo |. Guia didactica de la experiencia), y por otro, el
cuestionario que cumplimentaron los alumnos en el marco de dicha experiencia

(Anexo Il. Ficha de trabajo del alumno).



2. El artey lamusica: breve recorrido por su relacion

con las matematicas

En este capitulo se va a hacer un breve recorrido por algunas relaciones entre
el arte y la musica con las matematicas, asi como por las experiencias
divulgativas y formativas actualmente en marcha, que fomentan Ila
interdisciplinaridad, dado que ambas materias proporcionan recursos didacticos

muy utiles a tener en cuenta para ensefiar matematicas.

2.1. Artey ciencia

Las matematicas “han formado parte desde la cultura griega de las llamadas
artes liberales”, concretamente del Quadrivium, que “comprende la aritmética
(estudio de los «nUmeros en reposo»), la geometria (las «magnitudes en
reposo»), la musica (los «numeros en movimiento») y la astronomia (las
«magnitudes en movimiento»)”, como sefiala Peralta (1998, p. 237). En este
sentido, Bertos (2009, p.3) sefiala que, desde entonces hasta el Renacimiento,
‘la musica era considerada una parte de las matematicas dentro de las siete
artes liberales”, pues formaba parte del Quadrivium, de los llamados saberes
exactos. Estas siete artes eran las siguientes:

e Quadrivium (del latin: saberes exactos): Geometria, Aritmética, Musica y

Astronomia.

e Trivium (del latin: saberes humanos): Gramatica, Dialéctica, Retorica.

Las matematicas estan presentes en muchas obras de arte de tipo
arquitectonico, pictorico, etc. Asi, por ejemplo, aparecen cuando se pone el foco
en aspectos tales como la simetria (0 asimetria), la proporcionalidad, la
perspectiva, la fractalidad, etc., presentes en cuadros, edificios, esculturas; o en
otras propiedades mas especiales, como las relaciones entre la longitud y la
anchura de ciertos elementos como ventanas y puertas, que se manifiestan con
frecuencia en monumentos y otros edificios, y que dan lugar a constantes como

la raz6én aurea.



Dada la extension limitada de este trabajo, se ha optado por centrarse
solamente en la descripcion de dos de estos aspectos: la razén aurea y el arte

fractal, los cuales se van a desarrollar en los dos siguientes epigrafes.

2.1.1. Larazbn aurea

Desde la antigiedad, la razon &aurea esta presente en multitud de obras
artisticas y un ejemplo de ello son las de tipo arquitectdnico. Resulta interesante
observar el contraste entre monumentos mas antiguos, como es el caso de la
Catedral de Murcia, construida entre 1394 y 1465, aunque sufrio varios afiadidos
en los siglos XVI y XVIIl, como la torre-campanario, nuevas capillas y fachadas
(véase Gago Blanco (2009) donde se estudia esta catedral desde un punto de
vista interdisciplinar); y edificios mas modernos, como el edificio anexo del
Ayuntamiento de dicha ciudad (conocido como Edificio Moneo y disefiado por
Rafael Moneo en 1998), pues ambos se encuentran en la misma plaza (Plaza
del Cardenal Belluga), uno frente al otro y en los dos existen ciertos elementos

gue aproximadamente, siguen una proporcion aurea:

Vista Algebraica X! | - Vista Grafica.
A=(-2.89, -1.29) | # &
B =(10.73, -1.25)
C =(3.08, 0.52)
D =(5.18, 0.5)
E =(5.16, 3.89)
f=21
g=3.39
a=1.61
F = (0.6, 0.66)
G =(2.04, 0.62)
H=(2.02, 3.82)
h=1.44
i=3.2
b=222
1=(2.99, 3.89)
J=(2.92,7.39)
j=3.5
k=217
1=3.5
c=1.62
K = (3.66, 1.05)
L =(4.49, 1.05)
M = (4.46, 2.46)
m=10.83
n=14
d=1.68

0000 00000 OGEO -

Figura 1: Captura de pantalla de la Catedral de Murcia, analizada con GeoGebra.



La figura 1 pertenece a la Catedral de Murcia y, ayudandose de GeoGebra,
es facil observar que la relacion entre la longitud y anchura de ciertos elementos
de la fachada siguen aproximadamente la razén aurea: g/f=1.61 y I/k=1.62, que
son valores aproximados de ¢ =1.618...

> VistaAlgebraica |~ Vista Grafica

® A=(-1.04,-2.04) W~ o~ nv|d
® B=(7.36,-2.04)
® C=(262,3.52)
® D=(3.49,3.5)
® E=(3.51,5.54)
® i=0.87

® g=204
a=233
F=(1.83,6.71)
G =(2.69, 6.69)
H = (2.69, 8.08)
h=0.86
i=1.39

b=16
1=(2.83,5.72)
J=(3.36,5.7)
K =(3.36, 6.53)
j=0.52
k=0.83
c=1.59

Figura 2: Captura de pantalla del Edificio Moneo, en Murcia, analizado con GeoGebra.

En la figura 2 se presenta una imagen que corresponde al Edificio Moneo
(edificio anexo del Ayuntamiento de Murcia), en donde las relaciones entre
longitud y anchura de algunas ventanas se asemejan también a la razon aurea:

ilh=1.6, k/j=1.59, lo cual se ha hallado con la ayuda de GeoGebra.

Tras estos ejemplos de obras arquitectonicas que poseen elementos que
estan en razon aurea, conviene destacar a un autor clasico para todos aquellos
que buscan la razon aurea en el arte: Luca Pacioli (1445-1517), un fraile
franciscano y matematico (entre otras cosas), quien en su obra ‘De Divina
Proportione’ (en espafiol, ‘Sobre la proporcion divina’), expuso la teoria de una
proporcién que los clasicos llamaban la “division de un segmento en media y
extrema razon” y que se conoce como proporcion o razén aurea, asi como sus

aplicaciones en el arte visual y la arquitectura. (Gutiérrez, 2009, p.110).
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En esta época se tenia un concepto muy amplio de las matematicas, tal y
como demuestra Pacioli en el capitulo Il de dicha obra al citar cuales considera

que son las disciplinas matematicas, entre las que incluye la musica:

“...y, para nuestro propésito, por ciencias y disciplinas matematicas se
entienden la aritmética, la geometria, la astronomia, la mausica, la
perspectiva, la arquitectura y la cosmografia, asi como cualquier otra

dependiente de estas”. (Gutiérrez, 2009, p. 110)

En esta obra, como también apunta Gutiérrez (2009, p.110), Pacioli aplica la
proporcién divina “a la divisién de un segmento en dos partes tales que el todo
sea a la mayor como la mayor es a la menor”: si tomamos un segmento de
longitud A+B y lo dividimos en dos partes, A y B, podemos expresar la proporcion

divina del siguiente modo, tal y como se observa en la figura 3:

A B

A+B A
A B

Figura 3: Proporcion aurea.

Tomado de https://www.fotonostra.com/fotografia/seccionaurea.htm

La raz6n A/B que se observa en la figura 3 es la razon aurea. Este es un
namero irracional que se suele representar mediante la letra griega ¢ y su valor
aproximado es 1.618... Como apunta Gutiérrez (2009, p.111) “esta considerado
como el canon de la belleza”, pues esta “presente en la arquitectura” (en el
Partendn de Atenas, por ejemplo), en “el disefio de documentos actuales” (como

el DNI), en “las hojas de papel DIN”, etc. e incluso en la naturaleza y en la musica.

Resulta interesante finaliza este epigrafe relativo a la razén aurea con las
palabras con las que Johannes Kepler (1571-1630), cientifico ilustre y

contemporaneo de Pacioli, se refirié al nimero aureo:
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“La geometria tiene dos grandes tesoros: uno es el teorema de Pitdgoras;
el otro, la division de una linea entre el extremo y su proporcional. El primero
lo podemos comparar a una medida de plata; el segundo lo debemos

denominar una joya preciosa”. (Gutiérrez, 2009, p.111)

2.1.2. El arte fractal

La razOn aurea esta presente en los canones clasicos de belleza y se utiliza
desde la antigliedad hasta hoy en dia en diferentes obras artisticas, como se ha
sefialado en el epigrafe anterior. En contraposicion a esto, en el siglo XX surgio
el denominado arte fractal.

La fractalidad es un concepto reciente, surgido en el siglo pasado. El arte
fractal tiene una estrecha relacion con las matematicas, sobre todo con la
geometria, ya que los fractales se basan en una repeticién constante de patrones
geométricos en los que “una porcion es idéntica al todo”. De este modo, el arte
fractal “repite una serie de patrones hasta el infinito”, tal y como se recoge en la

entrada publicada por Sanguino en la pagina web Cultura Colectiva.

Esto ya se aprecia en la obra de Maurits Cornelis Escher (1898-1972), que,
aunque no conocié la geometria fractal, su arte matematico era muy similar al
arte fractal, “dado que las semejanzas y congruencias con las que trabajo Escher
son dos conceptos muy allegados a la autosimilitud, propiedad clave de los

objetos fractales”, como apunta Puig (2014, p.77).

Quien esta considerado el padre de la geometria fractal es Benoit Mandelbrot
(1924-2010). La palabra fractal (del latin fractus, "irregular”, "fragmentado”) la
acufié el propio Mandelbrot para “describir la repeticién "infinita" de patrones
geométricos a diferentes escalas, que muestran versiones cada vez mas
pequefias de si mismos”, segun se recoge en una entrada publicada por Sanz
(2010) para la revista Muy Interesante, quien también explica que, segun
Mandelbrot, “las partes pequefias de un fractal son semejantes al todo”, esto es,

al conjunto completo.
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Sanz (2010) también destaca que lo mas interesante de Mandelbrot es que
“‘demostré que la mayoria de las formas de la naturaleza son fractales”, los
cuales se han utilizado para explicar los fendmenos atmosféricos, para calcular
la longitud de las costas, para estudiar los seismos, etc. e incluso “en
telecomunicaciones se han disefiado antenas fractales”. Asimismo, “los
hallazgos se Mandelbrot también se aplican en artes visuales, como en la
mayoria de los objetos generados hoy en dia por ordenador y en arquitectura” y

“son necesarios para la compresion de imagenes digitales”.

En la contraportada del libro ‘La Geometria Fractal de la Naturaleza’, obra de
Mandelbrot, se recogen sus palabras acerca de qué es para él la geometria

fractal:

“¢,Por qué a menudo se describe la geometria como algo "frio" y "arido"?
Si, es incapaz de descubrir la forma de la nube, una montafia, una costa o
un arbol, porque ni las nubes son esféricas, ni las montafias conicas, ni las
costas circulares, ni el tronco de un arbol cilindrico, ni un rayo rectilineo. (...)
Creo que muchas formas de la naturaleza son tan irregulares y
fragmentadas que la naturaleza no sélo presenta un grado mayor de
complejidad, sino que ésta se nos revela completamente diferente. (...) La
existencia de estas formas representa un desafio: (...) la investigacion de la
morfologia de lo «amorfo". (...) En respuesta a este desafio, concebi y
desarrollé una nueva geometria de la naturaleza y empecé a aplicarla a una
serie de campos. Permite describir muchas de las formas irregulares y
fragmentadas que nos rodean, dando lugar a teorias coherentes,
identificando una serie de formas que llamo fractales. (...) Algunos conjuntos
fractales [tienen] formas tan disparatadas que ni en las ciencias ni en las
artes he encontrado palabras que lo describieran bien”. (Mandelbrot, 1997,

contraportada)

Para cerrar este epigrafe, en la figura 4 se muestra una imagen en la que esta
presente el arte fractal y que fue premiada en el concurso Benoit Mandelbrot
Fractal Art Contest en 2007:
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Figura 4: Imagen premiada en el concurso Benoit Mandelbrot Fractal Art Contest 2007, obra

de Cory Ench. Tomada de https://www.muyinteresante.es/ciencia/fotos/fotos-belleza-

fractal/fotos-arte-fractal 1182

2.1.3. Divulgacion y educacion

Todos estos aspectos que se estan viendo exigen ser divulgados al publico
en general y también servir como recurso educativo a la hora de ensefar
matematicas, de forma que los alumnos puedan ver aplicaciones reales de la
materia a la vez que se trabaje la interdisciplinaridad, tan importante hoy en dia.
Desde las instituciones y otras entidades, se esta llevando a cabo una importante
tarea en este sentido, fomentando la interdisciplinaridad entre el arte y las
matematicas. En este epigrafe se describirdn algunos organismos que realizan
esta interesante labor, a través de, entre otros, la pagina web Divulgamat, la
conferencia internacional Bridges, la corriente pedagdgica basada en la
aproximacion STEAM a la ensefianza de la ciencia y el software GeoGebra, de
los que se hablara en este epigrafe.

Divulgamat (http://www.divulgamat.net/) es una pagina web creada por la Real

Sociedad Matematica Espafiola (RSME) con el objetivo de divulgar y hacer mas
atractivas las matematicas al publico en general. Ademas, contribuye a mejorar
la percepcion de las matematicas como asignatura arida y ofrece recursos para
ensefarlas desde un punto de vista mas practico, con aplicaciones reales, de
manera que a los estudiantes les resulten atractivas. El actual director es Raul
Ibanez Torres (Universidad del Pais Vasco — Bilbao) y, tal y como se muestra a

continuacién en su menu principal, dispone de materiales de diversa indole:
14
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Historia de las Exposiciones virtuales
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%‘:7 Histdrico de problemas de tipo (S8
%4 A, Histdrico de problemas de
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1 Sorpresas Matematicas

Acertijos, Anécdotas
matematicas, Chistes
~ Matematicos, Citas
matematicas, ...

Figura 5: Captura de pantalla del menu principal de la pagina web Divulgamat

Como se ve en la figura 5, en Divulgamat se pueden encontrar, entre otras
cosas: retos matematicos, biografias de matematicos ilustres, matematicas en
diferentes culturas, exposiciones virtuales de arte y matematicas, recursos
didacticos variados, publicaciones de divulgacion, etc. Ademas, en lo que
concierne a este trabajo, destaca la seccion ‘Cultura y matematicas’, que esta
compuesta por diversas categorias en las que se encuentran numerosos
articulos que relacionan las matematicas con la musica, el arte, el cine, el teatro,
la literatura, la publicidad, la papiroflexia y la ciencia ficcion, como se ve a
continuacion en la figura 6:

LMH® PEREE Cultura y matematicas

Categorias:

El rincon matemagico
Matematicas v ciencia ficcign
Papiroflexia v matematicas

Arte v matematicas

Musica v matematicas

Cine y matematicas

Teatro v matematicas

Literatura y matematicas

La= matematicas en la publicidad
Instantaneas matematicas

Figura 6: Captura de pantalla de la seccion ‘Cultura y matematicas’ de la pagina

web Divulgamat
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La categoria de ‘Arte y matematicas’ como tal no dispone de muchas entradas:
un total de ocho a fecha del 20 de noviembre de 2018 y todas datan de hace
varios afios. Sin embargo, la de ‘Musica y matematicas’, cuyo responsable es
Francisco Gomez Martin (Universidad Politécnica de Madrid), dispone de un total
de 95 entradas que tratan, por ejemplo, de la geometria en la masica, de medidas
de complejidad ritmica, de composicion algoritmica, musica fractal, analisis

armonico, combinatoria musical, funciones musicales, etc.

Asimismo, destaca una entrada acerca del congreso Mathematics and
Computation in Music 2019, un congreso interdisciplinar que tendra actividad
cientifica (ponencias, paneles especiales, conferencias plenarias, mesas
redondas) y musical (conciertos) que se celebrara entre los dias 18 y 21 de junio
de 2019 en Madrid y que esta organizado por Mariana Montiel (Universidad
Estatal de Georgia), el propio Francisco Gomez Martin y el Real Conservatorio
Superior de Musica de Madrid. Este congreso se celebra bianualmente desde
2007, afio en que en Berlin (en el Instituto Estatal de Musicologia) se creé la
Society for Mathematics and Computation in Music (en espafiol: Sociedad para
las Matematicas y la Computacion en la Musica). Para mas informacion acerca

de este evento, consultar http://www.divulgamat.net/.

Los anteriores responsables de la seccion ‘Musica y matematicas’, Rafael
Losada Liste y Vicente Liern Carrién, son también expertos en estas materias
con numerosas publicaciones en esta linea. Ademas, se ha de mencionar que
Rafael Losada es experto en GeoGebra, siendo formador del Instituto
Internacional GeoGebra (IGl) y del Instituto GeoGebra de Cantabria (IGC), asi
como el traductor de GeoGebra al espafiol (de Espafia), tal y como figura en

https://www.geoqgebra.org/u/rafael.

Después de esta incursion por Divulgamat, ahora se va a hablar del proyecto

Bridges Math Art (véase http://www.bridgesmathart.org/), impulsado por la

organizacion Bridges y cuyo objetivo es fomentar la investigacion, la practica y
el interés en las relaciones de las matematicas con el arte, la musica, la
arquitectura, la educaciéon y la cultura. Para ello, la principal actividad que
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desarrolla es la conferencia anual Bridges, en donde tienen lugar diversos actos

en los que se tratan dichas relaciones.

Desde 1998, esta conferencia ha tenido lugar en diferentes localizaciones de
Ameérica del Norte, Europa y Asia, reuniendo a participantes de mas de treinta
paises. En sus veinte afios de existencia, esta se ha celebrado dos veces en
Espafa: en 2003 en Granada y en 2007 en San Sebastian. Generalmente, tiene
lugar a fines de julio o principios de agosto y retine a un grupo interdisciplinario
de matematicos, cientificos, artistas, educadores, musicos, escritores,
informaticos, escultores, bailarines, etc. en un clima de intercambio de
conocimientos y de inspiracion, tal y como se desprende de la pagina web de

Bridges.

Como también figura en su web, en dicha conferencia se incluyen charlas de
personas invitadas, presentacion de trabajos de investigacion, talleres practicos
y educativos, una exhibicion de arte visual, un "dia de la familia" publico y eventos
artisticos de musica, cine, poesia y teatro, entre los que se incluye un festival de
cortometrajes y un recital de poesia en el que, en primer lugar, los poetas
invitados leen una seleccion de su trabajo, tras lo cual se inicia un periodo de
microfono abierto donde los participantes de Bridges pueden leer sus propios

poemas matematicos.

En la pagina web de la organizacién, resulta de especial interés la seccion
‘Past Conferences’ (en espafiol: conferencias pasadas), en donde se puede
consultar toda la informacion relativa a las conferencias anuales que han tenido
lugar desde su comienzo en 1998, incluyendo los trabajos de investigacion
presentados, fotografias de las obras de arte que forman parte de las
exhibiciones de arte visual, los cortometrajes que se han proyectado en los

festivales, etc.

La siguiente imagen es una obra de arte que formo parte de la exhibicion de
arte visual de la conferencia Bridges 2017 celebrada en Waterloo (Ontario,
Canada). Esta obra, realizada por Hans Kuiper (nacido en Bunnik, Holanda) es

un tributo a Reza Sarhangi (1952-2016), que fue uno de los fundadores de la
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conferencia Bridges. Para su realizacion, el artista utilizé una fotografia de Reza
y para el fondo, una obra de arte de este, llamada “Tray of love” (en espaniol:

bandeja de amor):

Figura 7: Tributo a Reza Sarhangi. Autor: Hans Kuiper. 2017. Tomado de
http://gallery.bridgesmathart.org/exhibitions/2017-bridges-conference/hans-kuiper

Al observar esta imagen se crea un efecto sorprendente en el espectador. En
ella se utilizan ocho colores (negro, blanco, rojo, verde, azul, cian, magenta y
amarillo) los cuales se encuentran en diferentes formas (cuadrados, pentagonos

y hexagonos).

Cabe mencionar que Bridges no esta enfocada al ambito educativo, sino que
principalmente se centra en la divulgacion y seria interesante aprovechar
didacticamente los numerosos recursos que Bridges ofrece, pero esto excede de

los objetivos y limites de este trabajo.

En el ambito educativo, la presencia del arte en la ensefianza de las
matematicas se refuerza por un hecho singular acaecido en los ultimos afios. En
efecto, las nuevas demandas de la sociedad contemporanea han hecho surgir el
llamado aprendizaje por competencias, que pretende ofrecer una manera de
atender a las necesidades de la sociedad actual. Este nuevo enfoque propicia,
en particular, la interdisciplinaridad, puesto que la competencia en cualquier
ambito no depende, habitualmente, de tener Gnicamente conocimientos en una

materia.
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En esta linea, ha surgido la corriente denominada STEM (Science,
Technology, Engineering, Mathematics), que propicia una ensefianza de la
ciencia que considera, a la vez, todas estas areas de conocimiento. Mas
recientemente, se ha incluido en el enfoque STEM la A de arte, dando lugar a la
corriente didactica basada en la ensefianza de la ciencia que tiene en cuenta
también este nuevo ingrediente, el arte, como ponen de manifiesto Cilleruelo y
Zubiaga (2014) y Zamorano, Garcia y Reyes (2018). En educacion, el enfoque
STEAM se puede entender como una “aproximacion para la ensefianza de las
ciencias, tecnologias, ingenierias, artes y matematicas de forma interdisciplinar,
donde la rigurosidad de los conceptos cientificos es desarrollada mediante
actividades didacticas inmersivas aplicadas al mundo real” en palabras de

Garcia, Burgos y Reyes (2017) en Zamorano, Garcia y Reyes (2018, p.3).

La aproximacion STEAM no sélo abarca la ensefianza de los contenidos en
si, sino que también implica el desarrollo de determinadas competencias y tipos
de pensamientos relacionados con el desarrollo de estas materias.
Tradicionalmente ha existido una separacidon muy marcada entre las materias
cientifico-tecnoldgicas, las sociolinguisticas y las artisticas y, en esta linea, el
enfoque STEAM “ha logrado romper esta separacion para lograr inculcar en la
educacion esa vision transversal de disciplinas tan necesaria en la sociedad
actual”’, en palabras de Ortega (2016) publicadas en una entrada de la pagina
web DIWO y ademas, “garantiza el desarrollo de un conocimiento transversal,
en el que los contenidos de cada una de estas ramas no se trabajan de manera
aislada, sino de forma interdisciplinar para garantizar un aprendizaje

contextualizado y significativo”, segun se explica en ese mismo portal web.

En definitiva, STEAM es un nuevo enfoque educativo que pretende fomentar
la interdisciplinaridad entre la ciencia y el arte. En este sentido, la experiencia
didactica que propongo en el capitulo 4 pretende contribuir a que esta nueva

corriente pedagdgica se siga poniendo de manifiesto en el aula.
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Dada la relevancia que actualmente tiene esta aproximacion, se considera
importante desarrollar con un poco mas de detenimiento esta idea. Como se

recoge en Valle y Manso (2013, p.21):

“El trabajo sobre la conceptualizacion de las competencias clave y la
definicion de cuales eran y cémo debian implementarse en el quehacer de
los sistemas europeos de educacion y formacién, ha supuesto para todos
los centros escolares de Europa y su profesorado un cambio de paradigma
integral en la concepcién didactica del curriculo y en el disefio de las

metodologias empleadas para su desarrollo”

En esta linea, el marco de referencia europeo establece ocho competencias
clave, que se consideran igualmente importantes, pues “cada una de ellas puede
contribuir al éxito en la sociedad del conocimiento”, como sefala la
Recomendacion del Parlamento Europeo y del Consejo (2006, p.3). Muchas de
ellas estan relacionadas entre si, ya que algunos aspectos esenciales de unas
competencias contribuyen a la consecucion de otras. Estas competencias, como

se sefiala en esta misma recomendacioén, son las siguientes:

1. Comunicacion en la lengua materna

Comunicacion en lenguas extranjeras

3. Competencia matematica y competencias basicas en ciencia y
tecnologia

4. Competencia digital

5. Aprender a aprender

6. Competencias sociales y civicas

7. Sentido de la iniciativa y espiritu de empresa

8. Conciencia y expresion culturales

Esta Gltima competencia, se define como la “apreciacién de la importancia de
la expresion creativa de ideas, experiencias y emociones a traves de distintos
medios, incluida la musica, las artes escénicas, la literatura y las artes plasticas”,
como recoge la Recomendacioén del Parlamento Europeo y del Consejo (2006,

p.3). Ademas, en la normativa espafola se sefala que:
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“La competencia para la conciencia y expresion cultural requiere de
conocimientos que permitan acceder a las distintas manifestaciones sobre
la herencia cultural (patrimonio cultural, histérico-artistico, literario, filoséfico,
tecnoldgico, medioambiental, etcétera) a escala local, nacional y europea y
su lugar en el mundo. Comprende la concrecion de la cultura en diferentes
autores y obras, asi como en diferentes géneros y estilos, tanto de las bellas
artes (masica, pintura, escultura, arquitectura, cine, literatura, fotografia,
teatro y danza) como de otras manifestaciones artistico-culturales de la vida
cotidiana (vivienda, vestido, gastronomia, artes aplicadas, folclore,
fiestas...)”. (Espafia, 2015, p.7001)

Haciéndose eco de esta tradicion, la ley recoge el papel del arte a la hora de
ensefiar matematicas, siendo una de las competencias clave de la LOMCE la

relativa a la ‘conciencia y expresiones artisticas y culturales’

“A lo largo de la historia el pensamiento matematico ha contribuido a la
explicacion, justificacion y resolucion de situaciones y problemas de la
humanidad que han facilitado la evolucion de las sociedades, contribuyendo
y formando parte de su desarrollo cultural. La aportacibn matematica se
hace presente en multitud de producciones artisticas, asi como sus
estrategias y procesos mentales fomentan la conciencia y expresiones
culturales de las sociedades. Igualmente el alumno, mediante el trabajo
matematico podrd comprender diversas manifestaciones artisticas siendo
capaz de utilizar sus conocimientos matematicos en la creacion de sus
propias obras” (Cantabria, 2015, p. 3229-3230).

Para cerrar esta parte de la normativa, se recoge lo que se dice en cuanto a

la interdisciplinaridad, a la que se ha hecho mencién anteriormente:

“La adquisicion eficaz de las competencias clave por parte del alumnado y
su contribucion al logro de los objetivos de las etapas educativas, desde un
caracter interdisciplinar y transversal, requiere del disefio de actividades de
aprendizaje integradas que permitan avanzar hacia los resultados de
aprendizaje de mas de una competencia al mismo tiempo”. (Espafia, 2015,
p. 6989).
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Como se ha sefalado anteriormente, haciéndose eco de esta normativa, ha
surgido con fuerza una corriente pedagodgica que propone la transversalidad en
la ensefianza en general, el llamado enfoque STEAM, que relaciona
metodoldgicamente, entre otras disciplinas, el arte y las matematicas.

Es importante destacar que la Universidad de Cantabria (UC) ha recogido este
reto y, desde hace algunos afos, organiza diversas actividades cuyo principal
objetivo es el fomento de la cultura y de la divulgacion cientificas, poniendo un
especial acento en su repercusion en la comunidad educativa cantabra. La
Unidad de Cultura Cientifica, ademas de organizar algunas actividades,
da soporte y colabora en el desarrollo de aquellas propuestas de divulgacién
cientifica y de innovacion organizadas desde otros grupos, institutos y

departamentos de la Universidad de Cantabria.

Estas actividades abarcan un amplio abanico de posibilidades, dirigiéndose a
diferentes publicos y empleando diversos formatos con los cuales se trata de
hacer llegar la ciencia a todos los sectores de la poblacién. Ejemplos de estas
actividades son ‘La Feria de la Ciencia’, ‘La Noche de los Investigadores’, ‘La
Semana de la Ciencia’, ‘Pint of science’, etc., las cuales se pueden consultar en
detalle en la seccion ‘Actividades’ de la pagina web de la Unidad de Cultura
Cientifica de la Universidad de Cantabria (véase

https://web.unican.es/unidades/cultura-cientifica/actividades).

Anteriormente se ha comentado que la transicién de STEM a STEAM ha sido
algo reciente, por lo que no es de extrafiar que en estas actividades el arte tenga
un papel poco importante. Como una excepcion a esta afirmacion, se puede
sefalar la existencia de unos paseos matematicos, que anualmente recorren la
ciudad en la Noche de los Investigadores y que estan basados en el libro
‘Santander, mirar y ver... matematicas, arquitectura e historia’, publicado por la

Universidad de Cantabria, véase Abad Palazuelos [et al.], (2014).

Otra actividad que se lleva a cabo en la misma direccién de fomentar la
competencia interdisciplinar, pero en este caso dirigido especificamente al

ambito educativo, es el proyecto STEMforYouth. En dicho proyecto participa la
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Universidad de Cantabria a través del departamento de Matematicas, Estadistica
y Computacion (MATESCO), siendo uno de los diez miembros de seis paises
diferentes (Espafia, Italia, Grecia, Eslovenia, Republica Checa y Polonia) que se
unen con el objetivo de hacer la ciencia mas atractiva para los adolescentes. En

la figura 8 se muestra un mapa con los miembros de cada pais:

Technicka Univerzita Ostrava
titut JoZef Stefar
Ildryma Evgenidou

Research Paths

Figura 8: Miembros de STEMforYouth. Tomado de https://stemforyouth.unican.es

Este proyecto esta financiado por la Comision Europea y, como se describe
en la pagina web del mismo, “se enmarca en la seccién Science with and for
Society (Ciencia con y para la sociedad) del programa Horizon 2020, de dos afios
de duracién” y esta coordinado por la Universidad Tecnolégica de Varsovia. En
su web también se explica que STEMforYouth produce una serie de cursos sobre
diversas disciplinas cientificas (Matematicas, Fisica, Astronomia, Biologia,
Ingenieria y Medicina) y expone los principales retos STEM a los jévenes de
entre 12 y 19 afos. Ademas, para cada area de conocimiento, se desarrollan
entre 7 y 9 acciones vinculadas a aplicaciones practicas con gran repercusion en
la vida cotidiana. Es facil comprobar en la péagina web

https://web.unican.es/unidades/cultura-cientifica/actividades/stemforyouth  que

las actividades en las que el arte esta implicado son muy escasas, siendo

evidente que el proyecto esta disefiado sin tener en cuenta la A de STEAM.

Para finalizar este breve recorrido por los diversos escenarios en los que se

encuentran el arte y las matematicas, puede ser relevante considerar la situacion
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de GeoGebra (https://www.geogebra.org/), que es el software educativo mas

utilizado actualmente para la ensefianza de las matematicas, “con millones de
usuarios en todo el mundo y que apoya la educacion en ciencias, tecnologia,
ingenieria y mateméticas (STEM), asi como la innovacion en la ensefianza y el
aprendizaje”, lo cual se describe en su pagina web, en la seccién about
GeoGebra.

En términos de interdisciplinaridad, la combinacion entre GeoGebra y el arte
puede resultar muy adecuada para relacionar el arte con las matematicas en la
ensefianza. Como se dice en la pagina web de la Federacion Espafiola de
Sociedades y Profesores de Matematicas (FESPM) con motivo del IV Dia de
GeoGebra, celebrado el 19 de mayo de 2018 en Albacete y que organizan los

Institutos GeoGebra esparfioles conjuntamente:

“En los ultimos anos, GeoGebra se ha convertido en el programa de
matematicas dinamicas de mayor aceptacion entre el profesorado de
matematicas, por su calidad, versatilidad, caracter abierto y gratuito, y por la
existencia de una amplisima comunidad de usuarios dispuestos a compartir
experiencias y materiales educativos realizados con GeoGebra. Las mas de
40 millones de visitas a la pagina web de GeoGebra realizadas en el afio
2017 (desde mas de 200 paises) pueden dar una idea del impacto de este
programa”. (FESPM, 2018)

En efecto, GeoGebra es un recurso muy Uutil para la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas en todos los niveles, ya que es un programa que
combina de forma dindmica geometria, algebra, analisis y estadistica en un Unico
conjunto, cuyo manejo es sencillo. Esto se ha visto en las figuras 1 y 2 en el
epigrafe 2.1.1., en las que con ayuda de GeoGebra se ha comprobado que la
razon aurea esta presente en la fachada de la Catedral de Murcia y en el Edificio

Moneo de esa misma ciudad.

Otra de las ventajas que tiene GeoGebra es que, ademas de poder trabajar
en tres dimensiones, dispone de una doble percepcion de los objetos: la vista

gréficay la vista algebraica, de forma que se establece una permanente conexién
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entre los simbolos algebraicos y las graficas geométricas, ya que a los objetos
que se van incorporando en la zona grafica le corresponde una expresion en la

ventana algebraica y viceversa.

Ademas, GeoGebra es una buena herramienta para crear arte, como se
observa en las ponencias del grupo de trabajo n°1 en el congreso CADGME-
Conference of Digital Tools in Mathematics Education (en espafiol: conferencia
en herramientas digitales en educacion matematica) celebrado entre los dias 25
y 29 de junio de 2018 en Coimbra (Portugal), véase CADGME (2018).

También cabe mencionar que existe un grupo en la red social Facebook
denominado ‘GeoGebra Arts & STEAM’ (véase
https://www.facebook.com/groups/GeoGebraSTEAM/) donde se difunden

publicaciones relacionadas con creaciones artisticas a través de GeoGebra,
enlaces a noticias de interés relacionados con este asunto, asi como otras

relativas a actividades matematicas de tipo STEAM.

2.2. Musica y matematicas

Tras haber abordado en la seccion anterior algunos aspectos de la conexion
especial entre arte y matematicas, tanto desde la perspectiva historica a la
actual, desde la creacion artistica a la ensefianza de las ciencias, desde la faceta
divulgativa (al publico general) a la educativa en los centros escolares, en esta

nueva seccién se pondra el acento en el caso particular de la musica.

La relacion entre la musica y las matematicas se remonta, al menos, a la
época en que en la Antigua Grecia se comenzaron a formalizar los aspectos
matematicos de la musica. En palabras de Diaz-Bafiez (2013, p.515), desde que
“los matematicos griegos establecieron las bases de la teoria musical actual”, las
matematicas y la musica “vienen de la mano, tanto en el terreno analitico como

compositivo”.

Antes de empezar a abordar el siguiente epigrafe, en el que se mostraran las
matematicas subyacentes a algunos conceptos musicales basicos, resulta

interesante compartir también unas palabras de Pere Puig Adam que recoge
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Puig i Llompart (2011, p.1), en las que afirma que “tal vez sea la musica la

matematica de los sentidos y las matematicas la musica de la razon”.

2.2.1. Algunos conceptos musicales basicos

En este epigrafe se va a estudiar la matematica que hay detras de ciertos
conceptos basicos de lenguaje musical. En lineas generales, tal y como apuntan
Arbonés y Milrud (2010, p.143), “la escritura musical es un ejemplo de la
matematica aplicada a una disciplina artistica, pues incluye un importante
conjunto de reglas y simbolos de origen matematico o susceptibles de ser
interpretados mediante conceptos matematicos”. Segun Liern y Queralt (2008,
p.2), “la manera de elegir las notas musicales, su disposicion, las tonalidades,
los tiempos e incluso gran parte de los métodos de composicién son pura

matematica”.

En las siguientes lineas se van a ver algunos ejemplos en los que se puede

apreciar la estrecha relacién entre ambas areas de conocimiento.

Es sabido que la lectura musical de una partitura se realiza de izquierda a
derecha y los ritmos musicales se indican a través de una secuencia de figuras
y silencios equivalentes colocados en el pentagrama, siguiendo un eje horizontal.
Dichas figuras y silencios poseen entre si una duracion relativa, independiente
de la velocidad de ejecucion (tempo) de la obra musical, que es la que determina
la duracién real de las notas. Esta Ultima aparece indicada mediante una
indicacibn metronémica, para lo que se utliza la ayuda de un aparato
denominado metrénomo. Como apuntan Arbonés y Milrud (2010), esto guarda
cierta similitud con las representaciones graficas que se realizan en fisica en las
que interviene la variable tiempo, que a menudo se representa en el eje

horizontal y transcurre de izquierda a derecha.

En la tabla 1 se recogen las duraciones relativas de las figuras y sus silencios

equivalentes, que es de 2" con 0<n<6:
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n 2" Nombre figura/silencio | Duracion con respecto
a la redonda: L
211
0 1 Redonda 1
1 2 Blanca 1/2
2 4 Negra 1/4
3 8 Corchea 1/8
4 16 Semicorchea 1/16
5 32 Fusa 1/32
6 64 Semifusa 1/64

Tabla 1: Duracion relativa de las figuras y sus silencios.
Basada en Arbonés y Milrud (2010, p. 151)

Como se havisto en la tabla 1, las figuras tienen un valor relativo cuya relacion
viene dada por potencias de 2. Asi, una redonda equivale a dos blancas, a cuatro
negras, a ocho corcheas, etc. Las equivalencias entre las distintas figuras
(primera fila) y sus silencios (segunda fila) se muestran en la tabla 2, asi como

sus simbolos correspondientes:

Redonda | Blanca | Negra | Corchea | Semicorchea| Fusa |Semifusa
o = 24=14)=280 = 1680 = 22= 6}

j ll.
- = 2 _= 4rt= 8= = 16.‘? = 3.-_',i= 64

Tabla 2: Equivalencias entre figuras y silencios y sus simbolos correspondientes.
Tomado de Liern y Queralt (2008, p.4)

Ademas, como se puede observar en las tablas 1y 2 y como apuntan Arbonés
y Milrud (2010), la duracién relativa de las figuras cumple la propiedad transitiva:
si una blanca equivale a dos negras y una negra equivale a dos corcheas, una

blanca equivale a cuatro corcheas.

También se ha de destacar que, si a una figura o silencio se le afiade un punto

su derecha, el cual se denomina puntillo, dicha figura “se incrementa en la mitad
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de su valor”, como destacan Liern y Queralt (2008, p.4). Esto se observa en la

figura 9, en las que aparecen algunas figuras con puntillo:

.
I
I
¥,

J J

Figura 9: Equivalencia de la redonda, blanca, negra y corchea con puntillo.

Tomada de https://www.unprofesor.com/musica/que-es-el-puntillo-musical-510.html|

Como se observa en la imagen anterior, una redonda con puntillo equivale a
una redonda mas una blanca, una blanca con puntillo a una blanca mas una

negra, etc.

Un elemento que se debe destacar en la métrica musical es el compas, el cual
se compone de varias unidades de tiempo o figuras musicales organizadas en
grupos (en los que existe una contraposicion entre partes acentuadas y partes

sin acentuar, llamadas atonas), separados por una linea divisoria.

Ciertamente, “el compas es una fraccién”, como dicen Liern y Queralt (2008,
p.6) en la que el numerador indica el nUmero de tiempo que tiene el compas y el
denominador indica el tipo de figura que ocupa cada tiempo (por ejemplo, el 4
indica que una negra ocupa un tiempo, 8 que es una corchea, etc.), tal y como

se observa en la figura 10:
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4 Tiempos por compas

Compas 4 por 4

S

Compas 3 por 4

EE=E

Compds 2 por 4

e

Compas 6 por &

3 Tiempos por compas

2 Tiempos por compas

6 Tiempos por compis

Figura 10: Cuatro ejemplos de compases. Tomada de

http://curso-musa.blogspot.com/2013/05/el-compas-1-parte.html

Anteriormente se ha hablado de la duracion relativa de las figuras, pero
también se ha hablado de la duracion real, la cual viene determinada por el
tempo. Este expresa la velocidad de ejecucion de una obra musical, para lo que
existen unos términos italianos que se corresponden, de manera aproximada,
con las siguientes pulsaciones (tiempos) por minuto, como sefalan Liern y
Queralt (2008):

Nombre Pulsaciones/minuto | Nombre Pulsaciones/minuto
Largo hasta 30 Moderato 108-120

Larghetto 50-66 Allegro 120-168
Adagio 66-76 Presto 168-200
Andante 76-108 Prestissimo 200-207

Tabla 3: Pulsaciones o tiempos por minuto de cada tipo de velocidad de ejecucion.
Tomada de Liern y Queralt (2008, p.7)

Sin embargo, estos autores también destacan que para dar una indicacion del

tempo mas precisa, se emplea el nimero de figuras por minuto. Por ejempilo, la

indicacion metronémica « =90 significa que en un minuto se han de ejecutar

90 negras.

Después de esta incursion por la métrica musical, se va a hablar de algunos
otros conceptos musicales que también se pueden relacionar con otros de
caracter matematico, como es el caso de la inversion de intervalos, lo que
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consiste en encadenar al intervalo original otro que complete los doce semitonos

de la octava. Un ejemplo sencillo de esto se ve en la figura 11:

Fl [ 4]
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Figura 11: Ejemplo de inversion de intervalos.

Tomado de https://clasesdeguitarra.com.co/la-inversion-de-intervalos/

En la figura anterior se observa que el inverso del intervalo sol-si, es si-sol,
pues completa la octava. Arbonés y Milrud (2010) explican que este concepto es
similar al de los angulos complementarios, pues dado un angulo a, su

complementario, B, es lo que le falta para completar 90°.

Se va a finalizar este epigrafe hablando brevemente de diferentes tipos de
traslaciones que estan presentes en multitud de obras musicales. Este concepto
matematico consiste en aplicar a una figura “una transformacién geométrica que
genera un desplazamiento en una direccion, sin modificar su forma ni sufrir
rotacién alguna” como explican Arbonés y Milrud (2010, p.71). Estos autores
destacan que, en las obras musicales, pueden darse diferentes tipos de

traslacion:

e Traslacién horizontal: se manifiesta con la repeticion, que se trata de

repetir una melodia o un fragmento musical varias veces, “uno a
continuacion del otro”; y el canon, que consiste en que una estructura
musical es “interpretada por varias voces, de manera simultanea, pero
comenzando cada una su participacion tras algunos tiempos de espera
desde la entrada de la voz anterior” (p.72).

e Traslacién vertical: se manifiesta a través del transporte, generado por

“la traslacion isométrica de las notas”, obteniéndose la misma melodia,
‘pero en una entonaciéon mas aguda o mas grave, segun se ascienda

0 se descienda en el pentagrama” (p.73).

Una vez que se han visto unos cuantos conceptos musicales y las

matematicas que subyacen a ellos, en el siguiente epigrafe se van a exponer
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algunas contribuciones de musicos y matematicos ilustres de diversas épocas,
todo lo cual puede servir como recurso didactico para relacionar ambas

disciplinas.
2.2.2. Algunas contribuciones de musicos y mateméticos ilustres

Como se ha indicado anteriormente, en este epigrafe se describen algunas
contribuciones relevantes a la integracion de la musica y las matematicas

realizadas por ilustres musicos y matematicos.

Uno de los mateméaticos mas destacados de la historia, Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716), estaba convencido de que la “musica posee una irrefutable
estructura matematica”, como sefiala Bertos (2009, p.3). En esta linea, Lluis-
Puebla (2002) sefiala que Leibniz describe la musica como “un ejercicio
inconsciente en la aritmética” (p.130), como “el contar sin saber que se esta
contando” (p.133).

Uno de los grandes compositores de todos los tiempos y que pertenecio a una
de las familias mas extraordinarias de compositores y destacados intérpretes de
la historia de la musica es Johann Sebastian Bach (1685-1750), quien en vida
goz6 de una gran reputacion como organista y clavecinista. Liern (2009a, p.115)
habla de “la grandeza estructural” (p.114) de las obras de Bach y considera que

“la estructura de sus obras es pura geometria” (p.115):

“La genialidad de Bach alcanza su cénit con el contrapunto y la fuga,
composiciones en las que la estructura geométrica es incuestionable.
Se parte de uno o varios temas y se les somete a transformaciones
geométricas que mantienen la forma del tema: traslaciones, giros y
simetrias que confieren a la obra una estructura muy rigida, pero en la
gue el compositor encontré una fuente de inspiracién. Se planteaba
las fugas con el mismo rigor estructural que un gedmetra, pero les
afadia una velocidad y brillantez en la improvisacion, que resultaron
admirables”. (Liern, 2009a, p. 115)
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Dada la complejidad analitica de una fuga a seis voces y a modo de ejempilo,
se propone hacer un pequefio analisis de otra obra musical suya cuyo analisis
resulta mas sencillo. Este es el caso de la Invencion | a dos voces, cuyos ocho

primeros ocho compases se muestran en la figura 12:
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Figura 12: Ocho primeros compases de la Invencién | a dos voces, compuesta por
Johann Sebastian Bach. Tomado de Liern (2009a, p. 115)

De acuerdo a Liern (2009a), en la figura anterior se observa que el sujeto o
tema principal aparece en el primer compas con las notas que se han marcado
con una elipse roja (do, re, mi, fa, re, mi, do, sol); en el compas siguiente, también
marcado con una elipse roja, el tema se repite, pero esta vez subido una quinta
ascendente (do — sol). Se observa que este tipo de acciones se repiten
numerosas veces a lo largo de la obra: cada vez que en el pentagrama aparece
una elipse de color rojo, se ha hecho una traslacion en la que el tema principal

se ha subido o bajado un intervalo.

Uno de los matematicos mas prolificos de la historia, como es Leonhard Euler

(1707-1783), también mostro interés por la musica. Liern (2012, p.93) sefiala que
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‘en 1726 Euler finalizd su doctorado”, con una tesis que versaba “sobre la
propagacion del sonido” y, unos afios mas tarde, en 1731, escribi6é una obra que
trataba sobre musica: Tentamen novae theoriae musicae (en espafiol: una nueva

teoria de la muasica), cuya portada se muestra en la figura 13:

" TENTAMEN *
I NOVAE THEORIAE

MVSICAE

CER’I‘EI);SIMIS
HARMONIAE PRINCIPIIS

DILVCIDE EXPOSITAE.

LEONHARDO EVLERO.

"PETROFOLI » EX TYPOGRAPHIA ACADEMIAE SCIENTIARVM,
sbhaxxxrx.

Figura 13: Tentamen Novae Theoriae Musicae, obra de Leonard Euler. Tomada de
http://www.kettererkunst.com/details-e.php?0obnr=410702270&anummer=309&detail=1

Como también apunta Liern (2012, p.93), el objetivo de Euler era “encontrar
una regla general con la que expresar el orden oculto de los distintos grados de

consonancia, de la armonia y de la musica en general”.

Cabe mencionar que se habla de consonancia cuando los sonidos producidos
de manera simultdnea se perciben como agradables y de disonancia cuando
resultan desagradables y, segun la escuela pitagorica, “la mayor o menor
consonancia entre dos sonidos estaba directamente relacionada con la
proporcion entre la longitud de las cuerdas emisoras de un sonido y otro”, como
seflalan Arbonés y Milrud (2010, p.148). En este sentido, apuntan que “los
intervalos de octava (producidos por dos cuerdas en las que la proporcion de sus
longitudes es 1/2), quinta (proporcion de longitudes 2/3) y cuarta (3/4) son

consonantes”, mientras que “los otros intervalos...resultan disonantes”.

Unos afnos mas tarde, en 1739, “Euler desarroll6 una teoria de consonancia

basada en la ley pitagorica”, como apunta Lluis-Puebla (2002, p.134). Resulta
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interesante cerrar esta parte relativa a Euler recogiendo unas palabras de
Goldaraz (2004) que se encuentran en Liern (2012, p. 94), en las que describe
la vision que tenia Euler de la musica, comparandola de algin modo con las
matematicas: “lo interesante de la musica es que las estructuras no se conocen
a priori, sino que debemos llegar hasta ellas a través del estudio de sus partes,
como podemos conocer el término general de una progresion cuando

conocemos algunos de sus términos”.

Otro ilustre musico y compositor, de los mas importantes que ha habido en la
historia de la musica es Wolfgang Amadeus Mozart (1756-1791). En 1777, como
apunta Lluis-Puebla (2002) escribié un "Juego de Dados Musical” con el que es
posible escribir valses con la ayuda de dos dados Unicamente, no siendo
necesario ni ser musico ni tener nociones de composicién. Mozart escribio
primero 176 compases Yy los colocé en dos tablas de 88 elementos cada una. A
partir de aqui, el funcionamiento de dicho juego es el siguiente:

“El juego comienza lanzando los dos dados, de tal manera que tenemos 11
nuameros posibles (del 2 al 12) y hacemos 8 tiradas obteniendo distintos
compases excepto los de la ultima columna que son iguales (éstos ultimos

con dos posibilidades: una para la repeticidn y otra para continuar con la
segunda tabla). La segunda tabla es igual a la primera excepto que tiene
otros 88 compases con los de la Ultima columna idénticos. Asi, mediante un
simple célculo, utilizando conceptos del Algebra Superior, se tienen 11
valses diferentes...” (Lluis-Puebla (2002, p. 130-131).

Otro importante compositor y virtuoso pianista, de los mejores de la historia, es
Fryderyk Franciszek Chopin (1810-1849), conocido como Frédéric Chopin.
Como apunta Pol i Lliompart (2011, p.3) se puede observar “un paralelismo entre
las funciones matematicas y la musica de Chopin” en algunas de sus obras. A
continuacion, se muestran dos de los ejemplos que proporciona este mismo

autor:

e En el preludio op. 28 n° 15, conocido como el de “la gota de agua”, se

observa que hay una nota que se repite con mucha mayor frecuencia que
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las demas (el la bemol que en el piano se ejecuta con la mano izquierda),

como se ve en la figura 14, marcada en color rojo:
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Figura 14:; Primeros tres compases del preludio op. 28 n°® 15 de Frédéric Chopin.
Tomado de Pol i Lliompart (2011, p.4).

Al observar la figura 14, se observa un paralelismo entre la funcién

constante (de la forma y=c) y la nota la bemol antes mencionada.

e En el preludio op. 28 n° 3, se observa que la linea melddica descrita por
la mano izquierda (marcada en color rojo) repite el mismo dibujo en cada

compas, como se aprecia en la figura 15:

Prelude Opus 28 No. 3

Op. 28, No. 3
Brown.Index 107
1836-39
Vivace

-

(e s
e leggicramente

3. T

Figura 15: Primeros cinco compases del preludio op. 28 n°® 3 de Frédéric Chopin.
Tomado de Pol i Lliompart (2011, p.5)

Al observar la figura 15, se puede establecer un paralelismo entre una
funcion periddica y la linea melddica de la mano izquierda, la cual esta

presente de este modo durante todo el preludio.

Uno de los cientificos mas populares del siglo XX, Albert Einstein (1879-1955),

fue un gran apasionado de la musica. En particular, fue un gran admirador de la
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musica de Mozart y en ella encontré inspiracion, como se recoge en un articulo

publicado por Miller (2006) en el periddico norteamericano The New York Times.

Un importante compositor y musico del siglo XX, Béla Viktor Janos Bartok

(1881-1945), conocido como Béla Bartok, desarrolld, a principios del siglo XX:

“‘un método para integrar todos los elementos de la musica (escalas,
estructuras de acordes con los motivos melddicos apropiados, proporciones
de longitud, tanto de la obra en general como los de la exposicion, desarrollo,
reexposicion, frases de conexion entre movimientos etc.) basado en la razon
aurea” Lluis-Puebla (2002, p. 136).

Por ultimo, se finaliza este capitulo con dos personalidades actuales dignas

de mencidn que trabajan en ambos campos, como son:

Pilar Bayer i Isant (1946-): catedratica de Algebra de la Universidad de
Barcelona (especialista en teoria de numeros) y profesora de piano,
siendo las matematicas y la musica sus dos grandes pasiones. Posee un
curriculo investigador extraordinario, pero también son dignas de mencién
sus facetas docente y divulgadora, por todo lo cual ha habiendo recibido
numerosos reconocimientos, véase Macho Stadler (2015).

William Timothy Gowers (1963-): destacado matematico britanico y
profesor de la Universidad de Cambridge que en 1988 obtuvo la medalla
Fields y que también se dedica a la investigacion en mausica y
matematicas, como se recoge, por ejemplo, en un articulo publicado por
el diario britanico The Independent (2011).
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3. Relacion entre patrones ritmicos y elementos

geomeétricos: una propuesta didactica

En este capitulo se describe una propuesta didactica basada en los siguientes
articulos: Diaz-Bafiez (2013), Diaz-Barez [et. al] (2004) y Diaz-Barfiez [et. al]
(2005), que hacen referencia a una relacion entre las mateméticas y la muasica
flamenca, concretamente entre patrones ritmicos de diversos tipos de cante
flamenco y ciertos elementos geométricos. En dichos articulos se recogen las
herramientas que se van a utilizar en la propuesta didactica que se va a exponer
en este capitulo, la cual se experiment6é en el aula durante las practicas del

master.

3.1. Objetivo y herramientas de la propuesta

El objetivo de esta propuesta didactica es utilizar la mlsica como un recurso
didactico mas a la hora de ensefiar matematicas y que los alumnos observen la
conexidn existente entre ambas disciplinas, a través de problemas en los que

intervienen patrones ritmicos y elementos geométricos.

Como apunta Liern (2009b, p.107), “la musica popular, que suele interpretarse
con agrupaciones sencillas, permite aislar patrones ritmicos [...] de una forma
mas eficiente que en otro tipo de manifestaciones musicales”, y esa es la razén
por la que se ha optado por elegir canciones de este tipo en lugar de obras de

musica clasica, cuyo analisis resulta mas complejo.

Los patrones ritmicos se pueden definir como la estructura ritmica que se
repite a lo largo de la pieza, cancidén u obra musical y tienen diversas funciones,
entre las que destacamos las siguientes: sirven de estabilizadores ritmicos,
marcan el fraseo y definen el caracter o el género de la pieza en cuestion, como
se sefiala en Diaz-Bafiez [et. al] (2005). Como bien se explica en este mismo
articulo, los patrones ritmicos “funcionan como elementos estructurantes”, de ahi
“su atractivo matematico”, por lo que resulta interesante hacerse ciertas
preguntas que surgen al respecto: “squé caracteristicas tienen esos patrones

ritmicos para determinar ciertos estilos musicales?, ¢qué similaridad podemos
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encontrar entre esos patrones ritmicos? ... ¢qué medida de similaridad podemos
definir entre patrones ritmicos? ¢Puede ser una medida en el sentido

matematico?” (Diaz-Béfiez [et. al], 2005, p.491). (Nota: la cursiva es de la autora del

trabajo, para resaltar determinados conceptos)

A continuacion, se va a describir una propuesta en la que se propone realizar
andlisis matematico de los patrones ritmicos de dos canciones de musica
popular: “Tu cancién’, de Amaia y Alfred, y ‘No woman no cry’, de Bob Marley.
Esta propuesta esta basada en las ideas que aparecen en los articulos
siguientes: Diaz-Bafiez (2013), Diaz-Bafez [et al.] (2004) y Diaz-Bafiez [et al.]
(2005), los cuales se utilizan como referencias en lo que sigue de seccion. Dicho

analisis comienza utilizando los siguientes tipos de notacion:

Notacién de cajas: consiste en dibujar cajas en las que se indiquen las posiciones

de los acentos fuertes (mediante un circulo negro) y débiles (dejandolas en

blanco).

Notacién numérica: se trata de escribir nimeros que indiquen las posiciones de

los acentos fuertes (escribiendo el nimero en tamafio grande) y débiles

(escribiendo el numero en tamafio normal).

En la siguiente figura se muestran ejemplos de estos tipos de notacion:

(@] [ (@] [ [o] [ (@ [ ] 12345678910 1112 - fandango
[T Je] ] Jof (o] (@ (@] (1234567891011 12|- saled
[T Je] T ] [@fe] @ [@ (1234567891011 12]- buleria
(@ (@] (@ [ [®] [ [®] ] 1234567891011 12 - sequiriye
(o] | (@] | [®] (@] [®] | 1234567891011 12 - guajira

Figura 16: Notacion de cajas y notacion numérica, respectivamente, de diferentes tipos de
cante flamenco (fandango, soled, buleria, seguiriya y guajira).
Tomada de Diaz-Bafiez (2013, p.518).

Para continuar con el analisis matematico de los patrones ritmicos se utilizan

las siguientes representaciones geométricas:
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Representacion cronotonica: el tiempo existente entre un acento y el siguiente

es el que determina la dinamica del ritmo. Cada espacio temporal entre dos
acentos fuertes consecutivos se representa como una caja bidimensional donde
los ejes (x e y) representan la longitud temporal del intervalo, comenzando en

tiempo cero.

Representacion poligonal: se consideran las doce posiciones como puntos

equidistantes sobre una circunferencia, de forma que se puede imaginar un collar
de perlas negras (acentos fuertes) y blancas (acentos débiles) en forma de
diagrama de reloj. Al unir cada dos acentos fuertes consecutivos se obtiene un

poligono cuyos vértices son las perlas negras.

Unos ejemplos de estos dos tipos de representaciones se muestran en las

figuras siguientes:

'
. i -
Fandango Soled
1 01 ! 1 346 67 89 1y 12 Lem
Buleria ' Seguiriva
| -
1 15 67 B9 g1l 12 D 1 i & ) 11 1 m
-
Guajira

? 3 4.5 6 T a T
2 1456 E 5 10 11 12 tempa

Figura 17: Representacion cronoténica de diferentes tipos de cante flamenco (fandango,

soled, buleria, seguiriya y guajira). Tomada de Diaz-Bafiez (2013, p.519).
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Figura 18: Representacion poligonal de diferentes tipos de cante flamenco (fandango, solea,

buleria, seguiriya y guajira). Imagen tomada de Diaz-Bafez (2013, p.520).

Dentro de la representacién poligonal, el “1” marca la posicion en la cual
comienza el patrén ritmico y los vértices indican las posiciones donde se sitlan

los acentos fuertes.

Se considera que la circunferencia en la que esté inscrita el poligono tiene
radio 1. De esta manera, como se vera en las figuras mostradas inferiormente,
se puede hallar facilmente el area del poligono resultante subdividiéndolo en

triangulos y aplicando la siguiente propiedad:

El area de un triangulo es igual a la mitad del producto de dos de sus lados

por el seno del angulo que forman.
4 1
Area= > ab sen q,

siendo a, b dos de sus lados y a el angulo que forman dichos lados.

gen G0°  sen 907 Ve
-JlI:'.JE'::- T -J-li]ﬂl'j = 5 + 5 = T 4

Figura 19: Solea. Tomada de Diaz-Bafiez (2013, p. 523).
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Figura 20: Buleria. Tomada de Diaz-Bafiez (2013, p. 523).

Cada poligono es representativo de diferentes tipos de cante flamenco vy,

como se ve en el ejemplo anterior, soleé tiene méas area que buleria.

Ademas del calculo de areas, otro elemento geométrico que se analiza a partir
de los patrones es la distancia entre dos de ellos. Para ello se utilizan las

siguientes medidas de similitud ritmica:

Distancia _cronotonica: dados dos patrones ritmicos P1 y P2, representados en

forma cronotoénica, se define la distancia cronotoénica, dc(P1, P2), como el area
de la diferencia entre dichas representaciones.

En la figura siguiente se muestra un ejemplo de superposiciéon de las
representaciones cronoténicas de fandango y seguiriya:

i
ataque

P
!

1
1
1
1
01 2 3 45 67 8B 8 1011 12 tiempo

Figura 21: Distancia cronotonica entre fandango y seguiriya.
Tomada de Diaz-Bafiez (2013, p.526).

Como puede verse en la figura anterior, el area comprendida entre fandango

y seguiriya es igual a 6, esto es, su distancia cronoténica es 6.

Distancia de permutacion: la distancia de permutacion entre dos conjuntos U y

V, dr(U, V), se define como el nimero minimo de intercambios que permiten
transformar un conjunto en el otro. En este caso, los conjuntos U y V estan
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formado por las diferentes posiciones en las que se encuentran los acentos
fuertes en cada patron (ui y vi, respectivamente), siendo k el nimero total de
posiciones de cada conjunto. Entonces, se tiene que:

k

dp(U,V) = |u; — vl

=1

Foérmula 1. Tomada de Diaz-Bafez [et al.] (2005, p. 499)

Hay que tener en cuenta que, dependiendo del nimero de acentos fuertes
que haya en cada patrén, pueden darse dos casos:

e Caso 1: ambos patrones tienen el mismo nimero de acentos fuertes.
En este caso, la distancia de permutacion se calcula aplicando la
férmula 1.

e Caso 2: cada patron tiene un numero diferente de acentos fuertes. En
este caso, ademas de aplicar la formula 1, se tienen en cuenta unas

consideraciones de las que se hablard un poco méas adelante.
A continuacién, se va a mostrar un ejemplo representativo de cada caso:

Ejemplo 1: dos patrones ritmicos que tienen el mismo ndmero de acentos

fuertes.

Se procede, en primer lugar, representando cada patron ritmico como un
vector que indica las posiciones donde se encuentran los acentos fuertes. Por
ejemplo, seguiriya la representamos como Se = (1, 3, 5, 8, 11) y guajira como
Gu = (1, 4, 7,9, 11). Ahora aplicamos la férmula 1, segun la cual el nimero
minimo de intercambios necesarios puede calcularse sumando las diferencias

(en valor absoluto) entre las coordenadas de estos vectores.

Seguiriya (e (o] [e] [ [e] [ lel |
\ \
Guajira [ [ Je] [ (o] [el (e

0+1+2+140
Figura 22: Distancia de permutacién entre seguiriya y guajira.
Tomada de Diaz-Béafiez (2013, p.530)
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Aplicando la formula 1, se tiene que:

de(Se, Gu) = [1-1|+|3—-4|+|5-7|+|8-9|+|11-11| = 4, por lo que la distancia de
permutacion entre seguiriya y guajira es 4.

Ejemplo 2: dos patrones ritmicos que tienen distinto nimero de acentos
fuertes.

En este caso se aplica la formula 1 y ademas se tienen en cuenta las

siguientes consideraciones, que se recogen en Diaz-Bafiez (2013, p. 529):

1. Se convierte el ritmo de mas acentos fuertes (seguiriya en el ejemplo),
al de menos acentos fuertes (fandango).

2. Cada acento fuerte del mayor ha de moverse a un acento del menor.

3. Cada acento del menor (fandango en el ejemplo) ha de recibir al menos
un acento del mayor (seguiriya).

4. Los acentos no pueden cruzar el final de la cadena y aparecer por el

principio.
Seguiriya (@] (e[ [e] [ [e] [ [el |
VoS / /
] v 4 ¥
Fandango @[T Te] [ @] | lel 1]

O+14+14+1+41

Figura 23: Distancia de permutacioén entre seguiriya y fandango.
Tomada de Diaz-Bafiez (2013, p. 530)

Ahora, aplicando la férmula 1 y teniendo en cuenta las anteriores
consideraciones, se tiene que:

dr (Se, Fa) = |1-1|+|3—-4|+|5-4|+|8-7|+|11-10| = 4, por lo que la distancia de

permutacion entre seguiriya y fandango es 4.

Después de haber explicado el objetivo de la propuesta, asi como las
herramientas que se van a utilizar, en la siguiente seccion se va a proceder a
describir la propuesta didactica.
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3.2. Descripcion de la propuesta

Una vez descrito el andlisis matematico de los patrones ritmicos, se pasa a
detallar como se va a llevar al aula la propuesta didactica.

La experiencia, prevista para unos 50 minutos de duracion, se divide en dos

partes que se pasan a describir:

Una primera parte tedrica, de aproximadamente 15 minutos, en la que se
explica a los alumnos todo el andlisis matematico ya descrito en este capitulo.
Para facilitar la tarea, se proporciona a los alumnos unas notas a modo de guia
didactica que se incluyen en el Anexo |. Guia didactica de la experiencia y que

sera lo que se siga en la explicacion.

Una segunda parte practica, de unos 35 minutos (incluida en el Anexo Il. Ficha
de trabajo del alumno) en la que se pide a los alumnos, agrupados de dos en

dos, que respondan de manera anénima a:

1. Unas preguntas de caracter general.
2. Un cuestionario relativo a la teoria explicada en la primera parte.
3. Una encuesta de valoracién personal de la experiencia. De modo

opcional, pueden dejar algin comentario si asi lo consideran.

El hecho de que se les pida a los alumnos que respondan a unas preguntas
de caracter general, es porque se considera que sus respuestas pueden ser
relevantes a la hora de valorar la experiencia. En este caso, se precisa saber si
al alumno le gustan las matematicas y la musica, asi como informacion acerca
de las calificaciones obtenidas en matemaéticas en lo que llevan de curso escolar,
y, finalmente, si cursan en el momento (o habian cursado en el pasado) estudios

oficiales de musica y durante cuantos afios.

Para el cuestionario relativo a la teoria, se ha optado por analizar los patrones
ritmicos desde una perspectiva matematica de dos canciones que gozan de gran

popularidad y que representan estilos musicales diferentes:

e ‘Tu cancion’, de Amaia y Alfred.
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¢ ‘No woman no cry’, de Bob Marley.

La eleccién de ‘Tu cancién’, con estructura de vals, se debe a su gran éxito
en el momento, especialmente entre adolescentes, y la de ‘No woman no cry’,

de estilo reggae, a que es un clasico de la musica popular.

Para cumplimentar el cuestionario que recoge las preguntas de caracter
matematico, los alumnos trabajan en parejas. De cada una de las canciones ya

mencionadas, se pide, en el siguiente orden:
* Identificar cuél es su patron ritmico
* Transcribir cada patron en notacion de cajas y numérica
» Hacer una representacion cronoténica y otra poligonal
* Calcular el area del poligono asociado a cada patrén, vy,

* Hallar las distancias cronotdnica y de permutacién entre los patrones ritmicos

de ambas canciones.

Finalmente, los alumnos responden a una encuesta de satisfacciéon que
contribuye a valorar la experiencia. En estas cuestiones, se pregunta si los
contenidos se han explicado con claridad y orden, si se han atendido
correctamente las preguntas y dudas surgidas, si se ha fomentado la
participacion, si los materiales proporcionados eran adecuados, y, por ultimo, si
la experiencia en conjunto ha sido interesante. En cada una de ellas, los alumnos
deben de marcar la respuesta asociada a su grado de conformidad de acuerdo

a la escala nada/algo/bastante/totalmente de acuerdo.

El listado completo de preguntas se recoge en el Anexo Il. Ficha de trabajo

del alumno.
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4. Experiencia didactica

En este capitulo se va a narrar como fue la puesta en practica de la propuesta
explicada en el capitulo anterior, describiendo su contexto socioeducativo, asi

como su desarrollo y un posterior analisis de los resultados obtenidos.

4.1. Contexto socioeducativo del centro

El centro educativo en el que se ha puesto en practica la propuesta didactica
ha sido el Instituto de Educacién Secundaria (IES) Las Llamas, situado en la

zona del Sardinero, en la ciudad de Santander.

El IES Las Llamas es un centro publico que oferta las siguientes ensefanzas:

e Educacion Secundaria Obligatoria (ESO) y Bachillerato de

Humanidades y Ciencias Sociales y de Ciencias y Tecnologia, con
horario matinal, de 8:30 a 14:25 horas.

e Ciclos formativos de Grado Medio y cuatro de Grado Superior, todos

ellos de la familia profesional de Comercio y Marketing, con horario

vespertino, de 15:00 a 20:35 horas.

En cuanto a la procedencia del alumnado del centro, las familias cuyos hijos
acuden a este instituto poseen, en general, un nivel socioeconémico medio-alto,
y un alto nivel educativo y cultural. Esto se traduce en que se preocupan por la
educacion que reciben sus hijos y tienen altas expectativas puestas en ellos,
tanto en el aprendizaje como en las calificaciones que obtienen.

La propuesta didactica se llevé a cabo con los alumnos del grupo de 1°C de
Bachillerato de la modalidad de Ciencias y Tecnologia. Dicho grupo estaba
compuesto por 21 alumnos, entre los cuales no habia ninguno que necesitase
medidas educativas especiales, asi como tampoco que repitiera curso. En
general, era un grupo que tenia un buen comportamiento en clase, lo cual

facilitaba la tarea del profesor.
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4.2. Desarrollo de la experiencia

La puesta en practica de la experiencia tuvo lugar el viernes 20 de abril de
2018 en la hora semanal que el grupo de alumnos tenia destinada a la tutoria, la
cual amablemente se me cedid para este menester. Se aprovechd la distribucion
ordinaria del aula, en la que los alumnos estaban agrupados en pupitres de dos
en dos formando tres columnas, pero como eran impares (21 alumnos) se
decidi6 que ningun alumno se quedara sin emparejar, por lo que en total se
conformaron nueve parejas y un trio. El hecho de aprovechar la distribucion
ordinaria del aula de cara a los agrupamientos fue para no tener que perder
tiempo en realizar una nueva distribucion y asi, Unicamente un alumno se

desplaz6 de su sitio habitual en clase.

Dado que esta se desarrollé durante la dltima hora lectiva del viernes, los
alumnos estaban cansados y revueltos, por lo que era necesario poner orden
para que todo se pudiera desarrollar con normalidad y que hubiese tiempo
suficiente para realizar la experiencia, puesto que Unicamente disponia de 52
minutos, que es la duracion estdndar de una hora lectiva en este centro

educativo.

En primer lugar, les conté a los alumnos brevemente lo que se iba a realizar
en esa hora, la planificacion y las tareas que se les encomendaban. Su reaccion
fue de sorpresa, pues no es habitual realizar experiencias de este tipo, pero a la
vez se les percibia contentos por dedicar la hora de tutoria a una actividad

diferente a las que acostumbran.

Después les proporcioné unas notas que habia redactado (véase Anexo )
para facilitarles la comprension de las tareas y les fui explicando, siguiendo
dichas anotaciones, lo que necesitaban saber para realizar las diversas

actividades.

A continuacion, con ayuda del ordenador existente en el aula, los alumnos
escucharon un par de veces un fragmento de cada una de las canciones que
eran objeto de analisis: “Tu cancién’, de Amaia y Alfred y ‘No woman no cry’, de

Bob Marley. Hubo que repetirlo otra vez para que pudieran captar mejor los
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patrones ritmicos de dichas canciones, puesto que era importante que esta parte
la hicieran lo mejor posible, ya que era la base que permitia responder

correctamente a la ficha del alumno (véase Anexo ).

Después, cada grupo se dispuso a cumplimentar la ficha, mientras yo iba
pasando por las mesas para ver cOmo lo estaban haciendo y para resolver las

dudas que iban surgiendo.

Cuando finalizé la clase, unicamente recogi las fichas de los dos uUnicos
grupos que ya habian finalizado todo el trabajo propuesto. A los demas, les pedi
que lo terminaran en casa y me lo entregaran la semana siguiente. Excepto una
pareja que finalmente no me lo entregd, las demas si me lo devolvieron, si bien

algunos alumnos no hicieron nada mas que lo que les dio tiempo en clase.

El hecho de que esta experiencia no fuese para ellos una actividad evaluable
propicié que no resultara facil conseguir que me entregasen las fichas todos los
grupos, y mucho mas que no se hicieran todas las tareas propuestas, pese a que
les insisti en que las realizaran. En este aspecto, los alumnos con mejor actitud

en el aula ordinaria fueron los que me lo entregaron con mayor facilidad.

4.3. Evaluacion de la experiencia

En esta seccidn se van a analizar, con la ayuda de graficos, los resultados del
cuestionario realizado a los alumnos, asi como explicar el tipo de errores que

ellos cometieron.

Lo que se pretende es analizar los resultados de la clase como grupo Unico,
contextualizandolo mediante la informacion proporcionada en las respuestas a
las preguntas de caracter general y, ademas, utilizar dicha informacion para
sacar algunas conclusiones del desempefio de los alumnos que han cursado
estudios oficiales de musica, de los que han aprobado ambas evaluaciones y de

los que han suspendido dichas evaluaciones con notas muy bajas, por ejemplo.

Ademas, con las preguntas que permiten valorar la experiencia, se pretende

obtener informacion acerca del grado de satisfaccion de los alumnos con los que
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se ha realizado esta experiencia didactica y asi, poder obtener conclusiones

acerca de la misma.

Ahora se va a comenzar a analizar la informacion obtenida en las preguntas
de cardcter general con el fin de poner en contexto el grupo de alumnos, para lo
cual se dispone de informacién proporcionada por 19 alumnos.

¢ Os gustan las matematicas y la muasica?

Gusto por las matematicas y la musica

18
16
14
12
10

16

12

3

Matematicas Mdusica

o N B O

M Les gusta M No les gusta
Gréfico 1: N2 de alumnos a los que les gusta y no les gusta las matematicas y la
musica

En el grafico 1 se observa que la musica gusta mas que las matematicas, ya
que a 16 de los 19 alumnos participantes (84.21%) les gusta la muasica, mientras

gue a 12 les gustan las matemaéticas (63.16%).

En cuanto a la afinidad de gustos entre los miembros de cada grupo, 5 de los
9 grupos coinciden en gustos (55.56%), mientras que los restantes, 4, difieren

(44.44%) tal y como se recoge en el siguiente gréfico 2:
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Afinidad de gustos entre los
miembros de cada grupo

m Coinciden en gustos = Difieren en gustos

Grafico 2: N° de grupos que, entre sus miembros, coinciden y difieren en su gusto
por las matematicas y la musica

¢, Qué calificaciones habéis obtenido este curso en la primera y en la segunda

evaluacion en Matematicas?

Calificaciones obtenidas en la 12 y 22 evaluacién

=
o

9

2 8
8
7 6
6 5
5 4
4 3
3
2 1 1 1
1
0

o | 1

12 evaluacién 22 evaluacion

B Insuficiente M Suficiente M Bien Notable M Sobresaliente

Gréfico 3: N° de alumnos que han obtenido insuficiente, suficiente, bien, notable y
sobresaliente en las calificaciones de la 12 y la 22 evaluacion del curso 2017/2018.

Como observamos en el gréfico 3, ha habido bastantes alumnos suspensos
tanto en la primera evaluacién (9), lo que supone un 47.37%, como en la segunda
(8), un 42.11%, aunque en esta Ultima las notas, en general, mejoraron. Se
destaca también que, aunque no figura en el diagrama precedente, ha habido 8
alumnos que han aprobado ambas evaluaciones (un 42.11%).
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¢ Estudiais (o habéis estudiado) musica en el conservatorio? Si la respuesta

es afirmativa, ¢ cuantos afios?

Estudios oficiales de musica
16 15

14
12
10

o N B OO

Afios de estudios de musica

H0 mMenosde4d De 4 en adelante m Tiempo inespecifico

Grafico 4: N° de alumnos que han cursado estudios oficiales de musica de acuerdo

a la escala 0/ menos de 4/ de 4 en adelante/ tiempo inespecifico.

Como se ve en el grafico 4, la mayoria de los alumnos no han cursado
estudios de musica en el conservatorio (15 de ellos). Unicamente cuatro alumnos
los han cursado (21.05%): dos durante cinco afios, uno durante cuatro afios y
otro en una escuela de musica, aunque no especifica el tiempo. Se destaca que

estos cuatro alumnos conforman dos de los grupos participantes.

Una vez que ya se conoce la informacién de caracter general, se va a proceder
a analizar las respuestas obtenidas en las actividades de caracter matematico:
primero se mostraran el total de respuestas correctas, incorrectas y no
contestadas y después, se estudiaran las dos canciones por separado. Para
estas preguntas, que se hacian en parejas (y un trio dado que eran impares), se
dispone de informacién proporcionada por 9 grupos, la cual se va a proceder a

analizar a continuacion:
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Total de respuestas correctas,
incorrectas y sin contestar

70 64
60
50
40
30
20
10

15

W Correctas M Incorrectas M Sin contestar

Grafico 5: N2 total de respuestas correctas, incorrectas y sin contestar

Como se observa en el gréfico 5, la mayoria de las respuestas han sido
correctas. De un total de 108 preguntas, ha habido 64 respuestas correctas
(59.26%), 29 incorrectas (26.85%) y 15 no contestadas (13.89%).

Ahora se van a analizar las dos canciones por separado, pero en este caso
Gnicamente desde la actividad 1 a la 5, pues en las actividades 6 y 7 no hay

distincién alguna entras las dos canciones:

Respuestas correctas, incorrectas y sin
contestar en funcion de la cancién

30 27
25
20
14
15
10
10
. 4 4
5
0 | |
Tu cancion No woman no cry

B Correctas M Incorrectas M Sin contestar

Gréfico 6: N° total de respuestas correctas, incorrectas y sin contestar en funcién de

la cancién
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En este caso, se disponia de un total de 45 respuestas por cancién. Como se
observa en el gréafico 6, en el caso de ‘Tu canciéon’ ha habido 31 respuestas
correctas (68.89%), 10 incorrectas (22.22%) y 4 sin responder (8.89%), mientras
que para ‘No woman no cry’ se han contabilizado 27 respuestas correctas (60%),
14 incorrectas (31.11%) y 4 sin contestar (8.89%). A la vista de estos datos, las
tareas han resultado mas sencillas de realizar en el caso de la cancion de Amaia

y Alfred que en la de Bob Marley.

El andlisis de ‘No woman no cry’ les ha costado un poco mas a los alumnos,
puesto que se trata de un ritmo algo mas complejo que el de “Tu cancion’, pues
el reggae es un estilo musical con un patrén ritmico binario y regular, donde los
acentos fuertes se suceden cada dos tiempos en los pulsos pares (es decir, a
contratiempo), siendo esto ultimo el principal error cometido en las actividades 1
y 2, en las que varios alumnos “adelantaron” una posicion los acentos fuertes,
colocandolos en los pulsos impares. En cambio, “Tu cancion’, con estructura de
vals, posee un patron ritmico ternario y también regular. En ella, los acentos
fuertes se suceden cada tres tiempos y el patrén ritmico es el mismo que el del

fandango, ya visto anteriormente.

En la actividad 3, los fallos que hubo aparecieron en la cancién de Bob Marley,
pues es donde habia mezcla de cuadrados de lado 1 (provocados por empezar
a contratiempo) y de lado 2, mientras que en ‘Tu cancién’, eran todos de lado 3
y en algunos casos no se percataron de esa diferencia en ‘No woman no cry’ y
pusieron todos de lado 2. Ademas, hubo un caso en el que simplemente se
dibujaban barras para acentos fuertes y cuadrados para acentos débiles.

En la actividad 4 no hubo apenas fallos destacables, Unicamente las
posiciones en las que comenzaron algunos alumnos las figuras geométricas,

pero el “resultado”, es decir, la figura, les coincidia.

La mayoria de tareas sin que los alumnos dejaron sin contestar corresponden
a las actividades 5, 6 y 7. En la tarea 5 es donde se produjeron mas fallos, pues
hubo algunos alumnos que Unicamente calcularon el area del triangulo y se les

olvidé multiplicar por el numero de triangulos que daba lugar al area total de la
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figura geométrica, mientras que también hubo otros casos en los que pusieron
mal el valor del seno de 90° (un grupo puso que valia g ). En la actividad 6 no

se aprecian fallos en si, pues o esta correcta o esta sin hacer. Por altimo, en la
tarea 7 se dan algunos casos en los que los acentos fuertes de un patrén no se
movian a las posiciones mas cercanas en el otro patron pese a que si se
cumplian las reglas que se explicaron en el capitulo 3 cuando se pretende

convertir un patron en otro que no tiene el mismo namero de acentos fuertes.

Una vez que ya se han analizado las tareas de caracter matematico, se va a
proceder a analizar las respuestas obtenidas en las preguntas que contribuyen
a valorar personalmente la experiencia, en las que, para cada una de las cinco
preguntas siguientes, tenian que contestar de acuerdo a la escala

nada/algo/bastante/totalmente de acuerdo:
1) Los contenidos han sido explicados con claridad y orden
2) Se han atendido adecuadamente las preguntas y dudas
3) Se ha fomentado la participacién de los alumnos

4) Se han proporcionado materiales adecuados para la realizacién de la

experiencia

5) La experiencia ha resultado interesante
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12

10

Valoracién personal de la experiencia

11

9 9
8
7
6
5 5
4 4 4 4 4 4 4
3 3
1
0 0
Pregunta 1 Pregunta 2 Pregunta 3 Pregunta 4 Pregunta 5
B Nada de acuerdo Algo de acuerdo Bastante de acuerdo

Totalmente de acuerdo M No contesta

Grafico 7: N° de respuestas obtenidas de acuerdo a la escala nada/algo/bastante/totalmente

de acuerdo 0 no contesta en cada una de las cinco preguntas anteriores

De acuerdo al grafico 7, se observa que, en general, la experiencia ha sido

del agrado de los alumnos, pues en cada una de las preguntas, las respuestas

mas elegidas han sido ‘bastante de acuerdo’ y ‘totalmente de acuerdo’. Ademas,

no ha habido nadie que haya respondido ‘nada de acuerdo’ en ninguna de las

preguntas. Se observa también que cuatro de los alumnos no han proporcionado

respuesta alguna.

En el apartado final, en el que se ofrecia a los alumnos la posibilidad de dejar

algun comentario, seis de ellos han estimado oportuno realizar las siguientes

reflexiones:

Alumno 1: “Ha sido una actividad muy interesante”.

Alumno 2: “Un tema muy original sobre el que trabajar, ademas de la
relacion establecida entre mateméticas y masica”.

Alumno 3: “Me ha gustado mucho, y no pensé que existia esta relacion
entre musica y mates”

Alumno 4: “Muy entretenido, un buen modo de introducir las
matematicas sin llegar a aburrir a los participantes”.

Alumno 5: “Todo perfecto”.

Alumno 6: “Excelente”.
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Como se puede ver, los alumnos no han vertido ningin comentario negativo.
Todas las reflexiones han sido muy positivas y en ellas se enfatiza que es una
propuesta original e interesante y una buena manera de relacionar la musica y

las matematicas que les ha resultado muy entretenida.

Para finalizar, se van a hacer unos ultimos comentarios referidos al
desemperio en las preguntas de caracter matematico. Se ha de mencionar que
los dos grupos en los que sus miembros han cursado estudios oficiales de
masica identificaron correctamente los patrones ritmicos. Uno de los grupos
realiz6 correctamente el resto de las actividades, mientras que el otro respondié
incorrectamente a la tarea 5y dejé en blanco la 6 y la 7. Los dos grupos en los
gue sus miembros habian aprobado la 12 y la 22 evaluacion realizaron bastante
bien las actividades: uno de ellos respondié todas las preguntas correctamente
y el otro dejo sin contestar la tarea 7. Por otro lado, el grupo formado por alumnos
que habian suspendido ambas evaluaciones con notas muy bajas respondi6

incorrectamente a muchas de las preguntas.
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5. Valoracidén y conclusiones

En las siguientes lineas se procedera a valorar el trabajo, a sacar las

conclusiones generales una vez realizado el mismo.

Este trabajo ha pretendido contribuir a visibilizar la estrecha relacidon existente
entre el arte y la musica, y mas en particular, entre la muasica y las matematicas.
Para ello, se ha revisado literatura existente tanto en el &mbito divulgativo como
educativo y se ha comprobado que existen iniciativas que fomentan la
interdisciplinaridad entre estas areas de conocimiento, donde destaca
Divulgamat, que realiza una labor excelente para mostrar las matematicas desde
un punto de vista atractivo, con un extenso catalogo de materiales. Asimismo, en
el @&mbito formativo la corriente STEAM viene pisando fuerte en el terreno de la
interdisciplinaridad, mas aun cuando se incluy6 el arte, pasando de STEM a
STEAM.

Por otro lado, se ha querido indagar en las mateméaticas existentes en
conceptos basicos de lenguaje musical, pues como ya se dijo anteriormente en
la seccién correspondiente, en la muasica se hallan presentes muchos elementos
de caracter matematico. Ademas, se han pretendido mencionar algunas
contribuciones de destacados musicos y matematicos que, de primeras, son muy
conocidos por sus trabajos en uno de esos campos pero que también han hecho
contribuciones en el otro (musica 0 matematicas, segun sea el caso) y dicho area
de conocimiento ha estado muy presente en sus vidas, lo cual es desconocido

para la mayoria de la gente.

Ademas, para contribuir a esa interdisciplinaridad de la que se hablaba
anteriormente, se ha desarrollado e implementado una propuesta didactica, con
el fin de ensefiar a los alumnos la estrecha relacion existente entre la masica y
las matematicas a través de un ejemplo concreto, de una forma entretenida para
ellos. Se puede decir que este propdsito se logré de manera exitosa, en vista de
las valoraciones y comentarios, todos ellos positivos, que se mostraron en el

capitulo anterior.
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Se ha de destacar también que, durante el desarrollo de la experiencia, a los
alumnos se les vio realizar las actividades con gran interés, siendo estas
bastantes inusuales, pues este tipo de experiencias no se suelen poner en

practica en las aulas, ya sea por falta de tiempo o por otros motivos.

En vista de los resultados proporcionados en las distintas tareas, el
desemperio de los alumnos fue, en general, bueno, donde los grupos formados
por alumnos con bajas calificaciones en Matematicas tuvieron mas fallos y los
que habian cursado algunos afios de estudios oficiales de musica y sobre todo
los que habian aprobado las dos primeras evaluaciones en lo que llevaban de

curso, tuvieron, en general, un buen desempefio en las tareas.

En definitiva, ha sido muy gratificante profundizar en la fuerte conexion
existente entre la masica y las matematicas, pues son areas de conocimiento a
las que he dedicado bastantes afios de mi vida: por un lado en el Conservatorio
y por otro en la Universidad vy, ciertamente, conocia su estrecha relacion pero

nunca me habia puesto a estudiar esta con detenimiento.
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Anexo |. Guia didactica de la experiencia

ANALISIS MATEMATICO DE PATRONES RITMICOS DE CANCIONES

1. Notaciones de patrones ritmicos

1.1. Notacion de cajas: se trata de dibujar cajas en las que se indiguen las

posiciones de los acentos fuertes (mediante un circulo negro) y débiles

(dejandolas en blanco).

1.2. Notacidbn _numérica: se trata de escribir nimeros que indiquen las

posiciones de los acentos fuertes (el nimero en tamafio grande) y débiles (el

ndmero en tamafio normal).

Ejemplos:
(@] [ (@] [ [o] [ (@ [ ] 12345678910 1112 - fandango
[T Je] ] Jof (o] (@ (@] (1234567891011 12|- saled
[ [Jeo] [ [ [@fe] (@ [@] (1234567 891011 12]- buleria
(o] |@] (@ | [o] | [e® | 1234567891011 12] - seguiriya
(o] [ Jo] | (o] [@] [@] | 1234567891011 12| - guajira
Notacion de cajas Notacion numérica

2. Representaciones geométricas de patrones ritmicos

2.1. Representacion cronotdnica: el tiempo que separa un acento (0 ataque

musical) del siguiente determina la dindmica del ritmo. Cada espacio temporal
entre dos acentos fuertes consecutivos (intervalo ritmico) se representa como
una caja bidimensional y ambos ejes, x e y, representan la longitud temporal del

intervalo (se comienza en tiempo cero).

Ejemplos:

64



i
u ) alaque
l'nln]nll&,l- Solesa
1 w1 ; 1 9 405 67 89 10 12 blem:
taqu }
b . stagque
Buleria Seguiriya
B
| -
1 45 67 29 3p1112 o 1 1 G 9 1 tiemps:
At
Guajira

2 345 67T 89 101112 Hempa

Representacion cronoténica

2.2. Representacion _poligonal: consideramos las doce posiciones como

puntos equidistantes sobre una circunferencia, de forma que podemos imaginar
un collar de perlas negras (acentos fuertes) y blancas (acentos débiles) en forma
de diagrama de reloj. Al unir cada dos acentos fuertes consecutivos, nos aparece

el poligono cuyos vértices son, precisamente, esas perlas negras.

Ejemplos:

Fandango

.

&

Hl‘glli]':.'\'}'l [::11e1_ij]'}'|

Representacién poligonal

El “1” marca la posicion en la cual comienza el patron ritmico y los vértices

indican donde estan los acentos fuertes.
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También podemos hallar el area del poligono resultante (se calcula facilmente

subdividiéndolo en triAngulos y aplicando el siguiente resultado):

El area de un triangulo es igual a la mitad del producto de dos de sus lados

por el seno del &ngulo que forman.
Area= % ab sen aq,
siendo a, b dos de sus lados y a el angulo que forman dichos lados.

Nota: consideramos que la circunferencia en la que esta inscrita el poligono

tiene radio 1.

Ejemplos:

sen B07  sen 0”4/ 1
Apes + Aozs = 5 t—3 ~ 1 T3
sen 4l”  sen 1207 1 1 1
Aostdom=—F—+—F5—=3+1=3

Buleria

Solea tiene mas area que buleria.
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3. Medidas de similitud ritmica

3.1. Distancia _cronotonica: dados dos patrones ritmicos Pi1 y P2,

representados en forma cronoténica, se define la distancia cronotonica, dc(P1,

P2), como el area de la diferencia entre dichas representaciones.

Ejemplo: si superponemos las representaciones cronoténicas de fandango y

seguiriya, el area comprendida entre ellas es igual a 6.

A

atagque

-
-

tiempo

Distancia cronoténica entre fandango y seguiriya

3.2. Distancia de permutacién: la distancia de permutacion entre dos patrones

ritmicos P1y P2, dp(P1, P2), se define como el nimero minimo de intercambios

gue permiten transformar un patrén ritmico en el otro.

Ejemplo 1: dos patrones ritmicos que tienen el mismo nimero de acentos

fuertes.

Utilizamos la siguiente idea: representamos cada patron ritmico como un
vector que indica las posiciones donde se encuentran los acentos fuertes. Por
ejemplo, seguiriya la representamos como Se = (1, 3, 5, 8, 11) y guajira como
Gu=(1,4,7,9, 11). Observamos ahora que el nimero minimo de intercambios
necesarios puede calcularse sumando las diferencias (en valor absoluto) entre

las coordenadas de estos vectores.

67



Seguiriya (e (o] [e] [ [e] [ lel |

l 1"';., \ n

Guajira @[ Je] [ (o] (@] (e[ ]
04+14+2+140

Distancia de permutacion entre seguiriya y guajira:
do(Se, Gu) = [1-1]+|3—4|+|5-7|+|8-9|+|11-11| = 4.

Ejemplo 2: dos patrones ritmicos que tienen distinto nimero de acentos

fuertes.
En este caso se procede de la siguiente manera:

1. Se convierte el ritmo de méas acentos fuertes (seguiriya en el ejemplo), al
de
menos acentos fuertes (fandango).

2. Cada acento fuerte del mayor ha de moverse a un acento del menor.

3. Cada acento del menor (fandango en el ejemplo) ha de recibir al menos un

acento del mayor (seguiriya).

4. Los acentos no pueden cruzar el final de la cadena y aparecer por el

principio.
Seguiriya (@] (e[ [e] [ [e] [ [el |
VoS / !
| \/ / J
] W 4 ¥
Fandango @[T Te] [ @] | lel 1]

O+14+14+1+41

Distancia de permutacién entre seguiriya y fandango:

d, (Se, Fa) = [1-1|+|3-4|+|5-4|+|8-7|+|11-10| = 4.
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Anexo Il. Ficha de trabajo del alumno

ANALISIS MATEMATICO DE PATRONES RITMICOS DE CANCIONES:
ACTIVIDADES

Actividades para realizar en parejas. Es ANONIMO, pero se requiere que
respondais a las siguientes preguntas (la persona que responda en 1- debe ser

siempre la misma y analogamente en 2-):
¢ Os gustan las matematicas y la musica?
1-
2

¢, Qué calificaciones habéis obtenido este curso en la primera y en la segunda

evaluacion en Matematicas?
Primera evaluacion:
1-
2
Segunda evaluacion:
1-
2.

¢ Estudiais (o habéis estudiado) musica en el conservatorio? Si la respuesta

es afirmativa, ¢,cuantos afios?
1-

2 -
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De aqui en adelante, trataréis de hacer un analisis matematico de los patrones

ritmicos de las siguientes canciones:

e Tu cancién — Amaia y Alfred

e No woman no cry — Bob Marley

Para ello, se os pide que realicéis las siguientes actividades:

Actividad 1: Escribid el patrén ritmico de cada cancién mediante la notacion

de cajas.

Tu cancion:

No woman no cry:

Actividad 2: Escribid el patron ritmico de cada cancidn utilizando la notacién

numeérica.

Tu cancion:

No woman no cry:

Actividad 3: Realizad una representacion cronoténica del patrén ritmico de

cada cancion.

Tu cancion:

70



No woman no cry:

Actividad 4. Realizad una representacion poligonal del patrén ritmico de cada

cancion.

Tu cancion:

No woman no cry:

Actividad 5. Calculad el area del poligono asociado al patrén ritmico de cada

cancion.

Tu cancion:
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No woman no cry:

Actividad 6. Calculad la distancia cronotonica entre los patrones ritmicos de

las dos canciones.

Actividad 7. Calculad la distancia de permutacién entre los patrones ritmicos

de las dos canciones.
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Valoracion personal de la experiencia. Finalmente, se os pide que valoréis

la experiencia respondiendo a las siguientes cuestiones (la persona 1- pone un

1 a la derecha de la respuesta que estime oportuna en cada caso y

analogamente, la persona 2- pone un 2):

1) Los contenidos han sido explicados con claridad y orden

Nada de acuerdo
Algo de acuerdo
Bastante de acuerdo

Totalmente de acuerdo

2) Se han atendido adecuadamente las preguntas y dudas

Nada de acuerdo
Algo de acuerdo
Bastante de acuerdo

Totalmente de acuerdo

3) Se ha fomentado la participacion de los alumnos

o

Nada de acuerdo

Algo de acuerdo
Bastante de acuerdo
Totalmente de acuerdo

4) Se han proporcionado materiales adecuados para la realizacion de la

experiencia

Nada de acuerdo
Algo de acuerdo
Bastante de acuerdo

Totalmente de acuerdo
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5) La experiencia ha resultado interesante

o

Nada de acuerdo

Algo de acuerdo
Bastante de acuerdo
Totalmente de acuerdo

Comentarios:

1-
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