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Abstrak

Perhatikan sistem seri dengan n komponen yang saling indepeden. Sistem
mulai dioperasikan pada waktu t = 0. Jika sebuah komponen rusak maka segera
diperbaiki sehingga kondisinya seperti komponen yang baru dan waktu penggantian
dianggap diabaikan. Jika banyaknya kerusakan dari setiap komponen pada interval [0,
t] dimodelkan dengan proses renewal, maka banyaknya kerusakan sistem seri pada
interval [0, t] merupakan superposisi dari proses renewal. Jika pada setiap perbaikan
komponen dikenakan biaya perawatan maka total biaya perawatan setiap komponen
merupakan proses renewal reward, dan total biaya perawatan sistem seri merupakan
superposisi proses renewal reward. Selanjutya jika pada setiap biaya perawatan
dikaitkan faktor diskon, maka total biaya perawatan sistem seri merupakan
superposisi proses renewal reward terdiskon. Mean dan momen dari superposisi
proses renewal reward dan versi terdiskonnya pada interwal waktu [0, t] telah dibahas
dalam literatur. Dalam aplikasi sering berguna untuk memodelkan biaya perawatan
sistem untuk jangka waktu yang lama. Oleh karena itu perlu diteliti sifat-sifat model
perawatan sistem pada interval waktu [0, ). Pada makalah ini dibahas sifat-sifat
asimtotik dari superposisi proses renewal serta superposisi proses renewal reward and
versi diskonnya

Kata kunci: proses renewal, proses renewal reward

A. PENDAHULUAN

Untuk menjaga agar suatu sistem (mesin produksi, mobil, peralatan elektronik, dll) dapat
bekerja secara optimal diperlukan strategi perawatan yang baik. Kerusakan sistem biasanya
terjadi pada waktu-waktu yang tidak dapat diprediksi secara pasti. Oleh karena itu waktu-waktu
kegagalan sistem atau banyaknya kegagalan sistem pada interval waktu tertentu dapat
dimodelkan dengan proses stokastik.

Anggap suatu sistem mulai bekerja pada waktu t = 0. Misalkan S; adalah waktu terjadinya
kerusakan sistem yang pertama, S, waktu terjadinya kerusakan sistem yang kedua, dan
seterusnya. Misalkan T; = S;, T, =S, - Sy, ... menyatakan waktu-waktu antara kerusakan sistem.
Jika diasumsikan Ty, T, ... saling indepenen dan berdistribusi identik maka banyaknya kegagalan
sistem pada interval waktu tertentu dapat dimodelkan dengan proses renewal. Pembahasan
tentang proses renewal dapat dilihat misalnya pada Ross (1996) dan Mi (2000).

Perhatikan sistem seri yang terdiri dari n komponen yang saling indepeden. Banyaknya
kegagalan dari setiap komponen pada interval [0, t] dimodelkan dengan proses renewal. Hal ini
berakibat bahwa banyaknya kegagalan sistem pada interval [0, t] merupakan jumlahan dari n
proses renewal. Proses ini dikenal dengan superposisi dari proses renewal. Beberapa hasil tentang
superposisi proses renewal dapat dilihat pada Suyono dan van der Weide (2010).

Jika terhadap setiap perawatan komponen dikenakan biaya perawatan maka total biaya
perawatan setiap komponen merupakan proses renewal reward, dan total biaya perawatan sistem
merupakan superposisi proses renewal reward. Jika selanjutya pada setiap biaya perawatan
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]
dikaitkan diskon maka total biaya perawatan merupakan jumlahan proses renewal reward
terdiskon. Mean dan momen kedua dari superposisi proses renewal reward dan versi terdiskonnya
pada interwal waktu [0, t] telah dibahas oleh Suyono dan van der Weide (2010).

Dalam aplikasi sering berguna model biaya perawatan sistem untuk jangka waktu yang
lama. Oleh karena itu perlu diteliti sifat-sifat dalam model perawatan sistem pada interval waktu
[0, o). Secara khusus permasalahan yang akan dibahas dalam penelitian ini adalah bagaimana
sifat-sifat asimtotik dari superposisi proses renewal, proses renewal reward and versi diskonnya.

B. PEMBAHASAN
Superposisi Proses Renewal

Misalkan untuk setiap i = 1, 2, ..., n, Xy, Xi2, X3, ... adalah barisan variabel acak
non-negatif yang saling independen dan berdistribusi identik dengan fungsi distribusi kumulatif

Fi.Let S, =X;; + X, -+ X,,,,m>1,and S, = 0. Proses counting {Ni(t), t > 0} dimana

m?

N, (t) = SUp{m 2 Ol Sim < t} = Zl{simst} ()
m=1

adalah proses renewal. Proses {N;(t), t > 0} dapat diinterpretasikan sebagai banyaknya kegagalan
komponen ke i dari suatu sistem pada interval waktu [0, t] jika Xi1, Xi2, X3, ... diinterpretasikan
waktu-waktu antara perbaikan komponen ke i. Transformasi Laplace dari N;(t) diberikan oleh

1-F'(s) @
s[L—eF"(s)]’

lihat Suyono (2003), dimana F,”(S) menyatakan transformasi Laplace-Stieltjes dari F;, yakni

J' E[e—vNi (t)]e—stdt _
0

F(9) = e "dF, (], ®

Mean dan momen kedua dari N;(t) dapat disajikan dalam bentuk transformasi Laplace sebagai
berikut, lihat Suyono (2003),

T gy Fi(s)
! E[N, (t)]e *dt = F )
dan
R 2 sty Fi*(s)[l_l_ Fi*(s)]
! E[N2(t)]e *dt = L F T (5)
Definisikan
N(t) = Z N; (t) (6)

dimana {N;(t), t > 0} adalah proses renewal untuk setiap i =1, 2, ..., n. Proses stokastik {N(t), t >
0} dinamakan superposisi proses renewal. Secara umum {N(t), t > 0} bukan proses renewal.
Distribusi probabilitas dari N(t) belum ditemukan dalam literature, tetapi mean dan momen dari
N(t) dapat ditemukan dengan menggunakan sifat harga harapan, misalnya

EIN(] = X EIN, (0] o
dan 7

EIN? (O] - S EING 1+ 22 6N OFEIN, 0] ©

i<j
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Proses {N(t), t > 0} dapat diinterpretasikan sebagai banyaknya kegagalan sistem seri dengan n
komponen pada interval waktu [0, t].

Superposisi Proses Renewal Reward
Terkait dengan proses renewal di Bagian A, definisikan
N; (t)

R, (t) = ZY“. ©9)

dimana untuk setiap i, barisan (Y; ), j =1, 2, ..., merupakan barisan variable acak non-negatif
yang saling independen dan berdistribusi idetik dan independen terhadap barisan Xis, Xiz, Xis, ..
Variabel Y; dapat diinterpretasikan sebagai biaya perawatan komponen ke i pada kegagalan ke j.

Jadi variable R;(t) menyatakan total biaya perawatan komponen ke i pada sistem seri pada interval
[0, t]. Proses {Ri(t), t > 0} dinamakan proses renewal reward. Distribusi probabilitas dari Ri(t)
dapat disajikan dalam bentuk transformasi Laplace ganda:

R 1-F

J Elexp{-vR, (O} Sdt= =TS
0 S[1-F, (s)E[exp{-VvY;,}]
dimana Y;; adalah reward pertama pada proses renewal reward {N;(t), t > 0), lihat Suyono (2003).
Dari rumus (10) dapat diturunkan momen-momen dari Ri(t) dalam bentuk transformasi Laplace,
misalnya,

(10)

f “«y, _ E[YalF(s)
! E[R (t)]e dt——s[l_Fi*(S)]. (11)
dan
fermz ety Fi(8) 27 2EIY4 1P F ()
J BRI e dt = e | BT ey 12
Definisikan
R =2 Ri(t) (13)

Proses stokastik {R(t), t > 0} merupakan superposisi proses renewal reward. Mean dan
momen-momen dari R(t) dapat diperoleh dengan menggunakan sifat dari harga harapan, misalnya

E[R®] = Y EIR (] (10
dan 7
E[R* (0] = 2_E[RF ()] + 22 ER (OIEIR, ®)] (15)

Superposisi Proses Renewal Reward Terdiskon
Anggap terhadap setiap biaya perawatan dikaitkan suatu diskon. Notasikan dengan Sj;
waktu terjadinya kegagalan ke j dari komponen ke i (j=1,2,3,...;i=1, 2, ..., n). Jika biaya
perawatan Yj; pada waktu S;; didiskon dengan laju konstan r, maka total biaya perawatan terdiskon
dari komponen i pada interval [0, t] adalah
N; (t)

Rid t)= ZEXp{_rSij e (16)
j=1
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Karena {Ni(t), t > 0} merupakan proses renewal maka proses (R’ (t)) merupakan proses

renewal reward terdiskon. Mean dan momen kedua Rid (t) adalah sebagai berikut, lihat van der
Weide, Suyono, dan van Noortwijk (2008),

T d —st 4 _ E[Yil]Fi*(r + S)
~([E[Ri (O]e " dt = S[1-F(r +9)]

dan

E[Y, IR (2r +s)[1— F (r + )1+ 2(E[Y; D’ F (r +s)F (2r +5)
S[L—F (r+s)]JiL-F,"(2r +s)]

TE[R{‘ (t)’Je*dt =

Definisikan
RY(t) = Z RY(t). (17)

Proses {R%(t), t > O;} merupakan superposisi dari proses renewal reward terdiskon. Mean
dan momen kedua dari R"(t) dapat diperoleh dengan menggunakan rumus yang serupa dengan
rumus (14) dan (15).

Sifat-sifat Asimtotik dari Superposisi Proses Renewal

Perhatikan kembali proses renewal {N;(t), t > 0} yang telah dibahas pada Bagian A dengan
waktu-waktu antara Xi;, Xiz, Xis, ... yang memiliki fungsi distribusi kumulatif F. Menurut
teorema renewal elementer, lihat Ross (2000),

o0 t E[X,]

Dari persamaan (7),

EIN(] = X EIN, (0]

Dengan menggunakan sifat limit diperoleh
EINW] _ i, 3 EN: (0
=

lim

t—>o t t—oo

iy ELNG (0]
51
i1 E[X;]
1

> E[X]

Berikut ini sifat limit yang lebih lengkap dari superposisi proses renewal tetapi dengan
asumsi yang lebih tegas. Anggap waktu-waktu antara Xi;, Xi, Xis, ... kontinu. Anggap pula
transformasi Laplace dari harga harapan E[N;(t)] yang disajikan dalam persamaan (4), yakni

F(s)
s[L-F(s)]’

TE[Ni (t)]e dt =
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merupakan fungsi rasional dalam s. Jika momen pertama dan kedua dari X;; berhingga maka
untuk s - 0

F(s) = Te‘s‘dFi (s) =1-sE[X,]+1s’E[X}]+0(s®). (18)

Sebagai akibatnya, untuk s — 0,
L L EDXGI-2ELX,DL

JEN Ot = et e,y s
1 _+Var[X|1] (E[Xll]) 1 r(S)
TEXDS . 2(E[X,))

dimana r(s) adalah fungsi rasional dari s. Dengan menginversi transformasi Laplace di atas

diperoleh, untuk t — oo,
| Var[X,]- (E[X, )}
E[N; ()] = . =
E[X.1] 2(E[X;.])
dimana suku o(1) menuju 0 secara eksponensial. Sebagai akibatnya

(0 iE[Ni(t)]
 Var[X,]- (E[X,)°]

Z E[X 2(E[X,,])?
t " Var[X,,]1- (E[X,. )]

S & 2EXD

+0(1) (19)

+0(2)

+0(2)

Untuk momen kedua dari N;(t), transformasi Laplacenya adalah sebagai berikut, lihat
persamaan (5),

F (9)[1+F(s)]
s[1-F(s)]*

TE[Nf (O] dt =

Untuk s — 0,
[EINZ(@)e —# 2E[X21-3(E[X,D* 1 1
!E[Ni (O]e " dt= (E[Xil]) 5 3T (E[Xil]) Sz LK S +1(s)
dimana

dan r(s) adalah suatu fungsi rasional dalam s. Dengan menginversi transformasi Laplace di atas
diperoleh, untuk t — oo,

EINZ ()] = — b ZEIXG] - S(ELX, )

+
(E[X,,])’ (E[X,,])°

t+K+ol)  (20)

Dari persamaan (19) dan (20) diperoleh,
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N
Var[N; (t)] = E[N? ®)] - (EIN; (t)])*

_EIXA1- B | (EDXE1-2(EDX,D)° )

3 4 +0(1)
(E[X;]) (E[X;,])
_ varlx, ] (EXE- 2D
(E[X,])? (E[X,D)*
atau
lim Var[N; ()] _ Var[X;]
et (E[X,. D)’
Sebagai akibatnya sifat asimtotik dari superposisi proses renewal
N(t) = Z N; (t)
adalah )
Var[N (t)] :Var{i N. (t)}
= Y var[N, )
_§ VarlXul, | EXEI-2EGDY) o
= (B[X. D) 5 (E[X,D)*
atau

- Var[N(@)] & Var[X;,]
) Tk

Selanjutnya akan dibahas limit distribusi dari superposisi proses renewal. Limit distribusi
untuk proses renewal (Ni(t), t > 0) adalah normal, yakni untuk t yang cukup besar N(t)

dan variansi \/Var[Xil]t IE[X, D,

berdistribusi normal dengan mean
i1

lihat Cox (1962). Karena N(t) adalah jumlahan dari variabel acak independen yang secara

asimtotik berdistribusi normal, maka secara asimpotik, N(t) juga berdistribusi normal dengan

mean ZE[;-J dan variansi iZn_l“\/Var[Xil]t/(E[Xil])3 :

Sifat-sifat Asimtotik dari Superposisi Proses Renewal Reward

Perhatikan kembali proses renewal {R;(t), t > 0} dimana
N; (t)

Ri®)=>Y,.
j=1
Menurut teorema renewal reward, lihat Ross (2000),
. E[N. .
I|m [Nl(t)] — E[Yll]
o t E[X,]
Untuk superposisi proses renewal reward
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RO =R

dengan menggunakan persamaan (14) limit harga harapannya adalah sebagai berikut:

im ELOL_ 3+ ELR.0)
- Sy ER0) E(R )

E[Yll]

z E[Xlt]

Berikut ini sifat limit yang lebih Iengkap darl superposisi proses renewal reward dengan
asumsi waktu-waktu antara Xi;, Xiz, Xis, ... Kontinu dan transformasi Laplace dari harga harapan
E[Ri(t)], yakni

s[1-F; (s)]
merupakan fungsi rasional dalam s. Jika momen pertama dan kedua dari X;; berhingga maka
untuk s - 0

TE[Ri (t)Je *dt _EDuF ()

F(s) = Te‘s‘dFi (s) =1-sE[X,]+1s*E[X]+0(s%)

dan sebagai akibatnya, untuk s — 0,

: gy EDG] 1 EIHEIXE]- 2(EIX, )% 1
[EIR (D] dt =y er 2D +1(s)
CEM] L ENHVArX,]- EIXDHL o
E[X,]s? 2(E[X,])?

dimana r(s) adalah fungsi rasional dari s. Dengan menginversi transformasi Laplace di atas
diperoleh, untuk t — oo,

E[Y. E[Y. X..1-(E[X..1)?

E[RI (t)]: [Yll]t + [Yll]{var[ |1] (2 [ |1]) }
E[X] 2(E[X;,])

dimana suku o(1) menuju 0 secara eksponensial. Sebagai akibatnya

EIR(O) = EIR (1)

+0(1)

Z ED | ED VA X, - (EXDT
E[X,] 2(E[X,1])°
E[Y,Jt <& EDY, HVar[X - (E[X, )T}
zE[><.1] Z 2(E[X,,])° o)

Untuk momen kedua dari R;(t), transformasi Laplacenya adalah sebagai berikut, lihat
persamaan (12),

T gestar _ Fi(S) 21, 2ENV. 1 F(s)
! E[R? (t)]e dt—s[l_Fi*(S)]{E[Ym - (9) }
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'
Untuk s — 0,

2(E[Y,])° 1
(E[X,D? s°
+ 2(ELY,])* E[X a1+ EIV7 1(E[X,])* — 4(EY,])* (E[X,1])* 1
(E[XuD)? s*
dimana L adalah suatu konstanta yang tergantung pada E[X,,], E[X32], E[X 2], E[Y, ] dan

T E[R?(t)]e ™dt =

+ L1+ r(s)
S

E[Yif] dan r(s) adalah suatu fungsi rasional dalam s. Dengan menginversi transformasi Laplace
di atas diperoleh, untuk t — o,
erre o] = EDaDt | 2AEDDEIX () + ENIEIXD® - 4END*EXuD® | o
(E[Xy D) (E[Xy])
Sebagai akibatnya untuk t — oo,
Var[R; ()] = E[R’ (1)] - (E[R; (t)])*
_ (EDYa])*Var[X; 1+ (E[X,])*Var[Y,]

E[X.])° t+o(t™)
atau |
lim Var[N; (t)] _ (ELY, D)?Var[X, ]+ (E[X,])*Var[Y,]
et (E[X.D)°
Untuk superposisi proses renewal reward
R(H) = 2 Ri(1),
Var[R(t)] :Var{i R, (t)}
= Zn:Var[Ri ®)]
N (ELY,])*Var[X, ]+ (E[Xil])zvar[Yil]+ 1
g2 GEN) et
atau

i VTR _ 0 (BN Var[X ]+ (ELX ) VarlY, ]
e (ELX,.])

Limit distribusi dari superposisi proses renewal reward (Ri(t), t > 0) adalah normal, yakni

t—o t

E[Y, ]t
untuk i yang cukup besar R;(t) berdistribusi normal dengan mean E[\)((Il] dan variansi /Ct
il

2 2
dimana C, = (EDY, )"Varl X,y ] + (E[X,]) VarfY,] , lihat Suyono (2002). Karena R(t) adalah

(E[X,,])°

jumlahan dari variabel acak independen yang secara asimtotik berdistribusi normal, maka secara

n E g t n
asimpotik, R(t) juga berdistribusi normal dengan mean ZE[Y—”]] dan variansi Z,/Cit .
i=1

i1 E[X;
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Sifat-sifat Asimtotik dari Superposisi Proses Renewal Reward Terdiskon

Perhatikan proses renewal reward terdiskon
N; (t)

Rid (t) = zexp{_rsij }Yij '
j=1
Transformasi Laplace untuk harga harapannya adalah

K d —st _ E[Yil]Fi*(r t S)
!E[Ri (e dt = S[1-F (r +9)]

Jika momen pertama dan kedua dari X;; berhingga maka untuk s — 0
F'(s) = [ dF, (s) =1—SE[X, ]+ +s°E[X ]+ 0(s")
0

dan sebagai akibatnya, untuk s — 0,
J.E[Rid (t)]e—stdt — E[Yil] 1 E[Yll]{E[Xll] 2(E[Xll]) } 1 + R(S)

E[X ] (r +5)* 2(E[X,.])* F+s
_ E[Yil] 1 E[Yll]{var[xll] (E[Xll]) } 1 + R(S)
E[X,](r +5s)? 2(E[X,1])° r+s

dimana R(s) adalah fungsi rasional dari s. Dengan menginversi transformasi Laplace di atas

diperoleh, untuk t — oo,
E[Y, Jte ™ E ar[X E[X
E[Rid (t)] — [Yll] [Yll]{\/ [ ll] ( [ Il]) } —rt
E[X] 2(E[X,])*
dimana suku o(1) menuju 0 secara eksponensial. Sebagai akibatnya

E[R® (0] = . EIR! (0]
z E[Yll]te E[Yll]{\/ar[xll] (E[Xll]) ]} —rt +0(1)

+0(1)

2 TEDX,] 2(E[X,,])°
E[Y,Jte ™ & E[Y JVar[X,]— (EDX. DT}
Z E[X,] Z 2(E[X,,])° ¢ e

C. KESIMPULAN
Sifat-sifat asimtotik yang terkait dengan model perawatan sistem seri adalah sebagai
berikut:

t " Var[X;,]1- (E[X,;,])’]
. E[N@®)]= '
bOENOIE S TR e,

+0(1) untuk t menuju tak

hingga.
> lim Var[N(t)] _ i Var[Xu:! _
o t i1 (E[X D
. E[R()] _ < ELYil
B S e
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4. E[R()]= Zn: EF)((M]; " Zn: E[Yil]{va;é[ili _]()E[X”])Z]} +0(1) untuk t menuju tak
hingga. ) ’ - ’

5 lim Var[R(t)] _ Zn: (ELY, D)?Var[X, ]+ (E[X,])*Var[Y,] _
oo t i-1 (E[Xil])3

6. E[R(1)]= 21: E[g[g](tf] +21: E[Y”]{Va;;[ii :]()'f[xﬂ]) Ben 1 o(1) untukt

menuju tak hingga.
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