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Abstrak

Perluasan integral Dunford ke dalam integral tipe Riemann (Henstock)
memberikan definisi integral baru, yaitu integral Henstock-Dunford. Pada makalah
ini penulis mengkaji sifat-sifat lebih lanjut dari integral Henstock-Dunford pada
[a,b], yaitu beberapa sifat-sifat small Riemann sumsnya. Akan ditunjukkan bahwa
syarat perlu dan cukup suatu fungsi terintegral Henstock-Dunford pada [a,b] adalah
fungsi tersebut mempunyai sifat locally small Riemann sums pada [a,b] atau
mempunyai sifat globally small Riemann sums pada [a,b]. Penelitian ini
memberikan hasil bahwa sifat-sifat small Riemann Sums yang berlaku dalam
integral Henstock pada [a,b] juga berlaku pada integral Henstock-Dunford pada
[a,b].

Kata kunci: integral Henstock-Dunford, Small Riemann Sums

A. PENDAHULUAN

Integral tipe Riemann khususnya integral Henstock digeneralisasi dari integral Riemann.
Integral ini telah mengalami perkembangan baik dari segi teori maupun aplikasinya (Indrati,
2000). Banyak peneliti mengkaji sifat-sifatnya baik dalam ruang R (Lee, 1989), maupun ruang

Euclide R" (Indrati, 2002) . Pengkajian integral Henstock tidak hanya sebatas pada fungsi
bernilai real tetapi juga pada fungsi yang bernilai Banach (Lee, 1989).

Lain halnya dengan Dunford, Dunford mendefinisikan integralnya dalam ruang dual kedua
atas ruang Banach X (Schwabik, 2004). Integral ini kemudian diperluas ke dalam integral tipe
Riemann (integral Henstock) dan menghasilkan integral Henstock-Dunford pada ruang R
(Guoju, 2001). Selanjutnya, integral Henstock-Dunford digeneralisasi ke dalam ruang Euclide

R" (Saifullah, 2003). Bahkan penelitian selanjutnya, berhasil mendefinisikan integral Dunford-
Henstock dalam ruang dual pertama atas ruang Banach X (Solikhin, 2011).

Berdasarkan uraian ini, penulis menyoroti integral Henstock-Dunford pada ruang R . Akan
dikaji sifat-sifat lebih jauh dari integral Henstock-Dunford, yaitu sifat-sifat small Riemann
sumsnya, khususnya locally dan globally small Riemann sums. Sifat-sifat ini digeneralisasi dari
integral Henstock bernilai real.

Penelitian ini secara umum diharapkan dapat memberikan sumbangan terhadap
perkembangan ilmu pengetahuan dalam bidang matematika analisa, khususnya teori integral.

]
Makalah dipresentasikan dalam Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika
dengan tema ” Penguatan Peran Matematika dan Pendidikan Matematika untuk Indonesia
yang Lebih Baik™ pada tanggal 9 November 2013 di Jurusan Pendidikan Matematika FMIPA
UNY


https://core.ac.uk/display/18454257?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

PROSIDING ISBN : 978-979-16353-9-4

Kemudian diharapkan dapat memberikan masukan bagi peneliti yang akan mengkaji lebih lanjut
tentang integral Henstock-Dunford pada R dan aplikasinya terhadap ilmu bidang lain.\
B. PEMBAHASAN

Integral Henstock-Dunford pada [a,b]

Berikut ini diberikan definisi integral Henstock-Dunford, fungsi primitifnya, dan beberapa
teorema yang terkait.

Definisi 1. Diberikan X ruang Banach dan X~ ruang dualnya, serta interval tertutup
[a,b]=R. Fungsi f:[a,b]— X dikatakan terintegral Henstock-Dunford pada [a,b], ditulis

f e HD[a,b], jika untuk setiap x" e X~ fungsi x f :[a,b] >R terintegral Henstock pada
[a,b] dan untuk setiap interval tertutup A c[a,b] terdapat vektor x(*’;’A) e X7 sehingga

x(f’A)(x )=(H)jx f.
A
Vektor x(*’;’A) e X ™ di atas disebut nilai integral Henstock-Dunford pada A dan ditulis

Xt =(HD)[f.
A

Teorema 2. Jika f terintegral Henstock-Dunford pada [a,b] maka f terintegral Henstock-
Dunford pada A untuk setiap interval tertutup Ac[a,b].
Bukti: Jelas secara definisi. m

Teorema 3. (Kriteria Cauchy) Fungsi f € HD[a,b] jika dan hanya jika untuk setiap bilangan
¢ >0 terdapat fungsi positif 5 pada [a,b] sehingga jika Ac[a,b] interval tertutup dan

D= {(D, x)} dan P = {(P, y)} masing-masing partisi Perron § -fine pada A berlaku
\Dz X' f (x)a(D)-PY. x*f(y)a(P)\ <e
untuk setiap X e X™. m

Simbol «(D) dimaksudkan sebagai panjang interval D. Jadi D=[u,v] sehingga
a(D)=v-u.

Definisi 4. Diberikan X ruang Banach, 1[a,b] koleksi semua interval tertutup di dalam
[a,b]dan fungsi f :[a,b]—> X . Jika f terintegral Henstock-Dunford pada [a,b] maka
F:1[a,b] > X dengan rumus:

Hngﬂ=mﬁf

dan F(&)=0 untuk setiap Ae I[a,b] disebut Primitif Henstock-Dunford fungsi f pada
[a,b].
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Selanjutnya berdasarkan Definisi 4 maka integral Henstock-Dunford pada [a,b] dapat

dinyatakan seperti dalam teorema berikut.
Teorema 5. Fungsi f € HD[a,b] jika dan hanya jika terdapat fungsi aditif F pada [a,b]

sehingga untuk setiap bilangan ¢ >0 dan x e X terdapat fungsi positif & pada [a,b] dan
jika Ac[a,b] interval tertutup dan D ={(D,x)} partisi Perron 5 -fine pada A berlaku

DY X' (f()a(D)-F(D))| <& . m

Teorema 6. (Lemma Henstock) Jika f € HD[a,b] dengan primitif F, yaitu untuk setiap
>0 dan x e X" terdapat fungsi positif 5 pada [a,b] sehingga jika Ac[a,b] interval
tertutup dan D ={(D,x)} partisi Perron &-fine pada A berlaku

DY X' (f (x)a(D)-F(D))|<e&

maka untuk setiap jumlahan bagian )  dari D) berlaku

DY X (f()a(D)-F(D))| <& . =

Locally Small Riemann Sums (LSRS)

Akan ditunjukkan syarat perlu dan cukup suatu fungsi terintegral Henstock-Dunford pada
[a,b], yaitu memenubhi sifat locally small Riemann sums pada [a,b].

Definisi 7. Fungsi terukur f dikatakan mempunyai sifat Locally Small Riemann Sums (LSRS)
pada [a,b], ditulis f € LSRS[a,b], jika untuk setiap bilangan ¢>0, x e X", dan interval
tertutup Ac[a,b] terdapat fungsi positif & pada [a,b] sehingga untuk setiap ye<[a,b]
berlaku

DY X f (X)a(D)| <
untuk setiap partisi Perron §-fine D={(D,x)} pada interval tertutup C =B(y,5(y)) dan
yeC.
Teorema 8. Jika fungsi terukur f € HD[a,b] maka f € LSRS[a,b].
Bukti : Karena f e HD[a,b] dengan primitif F, maka untuk setiap bilangan & >0 dan
X e X" terdapat fungsi positif & pada [a,b] sehingga jika Ac[a,b] interval tertutup dan
D ={(D,x)} partisi Perron & -fine pada A berlaku

DY X' (f(x)ar(D) - F(A)) <§.
Untuk setiap y [a,b], dipilih interval tertutup C = B(y, 5(y)) sehingga berlaku

x*F(C)\<%.
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]
Menurut Lemma Henstock, untuk setiap ye[a,b] dan partisi Perron §-fine pada
C = B(y,8(y)) berlaku

\sz*f (x)a(D)\ < \sz*( f (X)a(D) - F(C))\ +

x*F(C)‘<s. m

Teorema 9. Jika fungsi terukur f e LSRS[a,b] maka untuk setiap X e X terdapat fungsi
positif 5 pada [a,b] sehingga

{DY X" (X)ar(D)}

dengan D partisi Perron s -fine pada [a,b] adalah terbatas pada [a,b].
Bukti : Fungsi f eLSRS[a,b] berarti untuk setiap x e X~ dan Ac[a,b] interval tertutup
terdapat fungsi positif 6 pada [a,b] sehingga untuk setiap y €[a,b] berlaku

DY X" f () (D)| <1

untuk setiap partisi Perron §-fine D={(D,x)} pada interval tertutup C =B(y,(y)) dan
yeC. Dibentuk F={B(x,&(x)):xe[a,b]} , maka F merupakan liput terbuka untuk [a,b].
Karena [a,b] kompak maka terdapat liput bagian berhingga G untuk [a,b], katakan
{B(x,8(x)):i=12..,p}cF. Untuk setiap xe[ab] terdapat kI<k<p dengan
xeB(x,5(x)).
Dibentuk fungsi positif 6~ pada [a,b] dengan rumus

5*(x)=% min {d(x,a(B(xk,cS(xk)))):xtitik interior B(X,, 5(X,)),1<k < p } .

Akibatnya untuk setiap x e[a,b] terdapat j,1< j<p dengan sifat B(y,5(y))g B(xj,5(yj))

dan
D, Y X" f (x)er(D)[ <1
untuk setiap partisi Perron ¢ -fine D; pada interval tertutup C B(y,5(y)) dan x;eC.

p
Dengan demikian untuk partisi D =|_JD; diperoleh

i1

\sz*f (x)a(D)‘si‘Dij*f (x)a(D)\< P. m

Teorema 10. Jika fungsi terukur f eLSRS[a,b] maka f eHD(C) untuk setiap interval
tertutup C c[a,b].
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Bukti : Fungsi terukur f e LSRS[a,b] berarti untuk setiap bilangan ¢>0, x e X', dan
interval tertutup A c[a,b] terdapat fungsi positif 6 pada [a,b] sehingga berlaku

‘DZX*f(x)a(D)‘<g

untuk setiap partisi Perron & -fine D ={(D,x)} pada interval D = B(y,5(y)) dan yeD.
(i) Jika terdapat y e[a,b] dengan C = B(y, &(y)) diperoleh :
Jika yeC maka untuk setiap x" e X" dan dua partisi Perron §-fine D ={(D,x)} dan
D, ={(D,x)} pada [a,b] berlaku
DY X f (e (D)~ D, Y X" f (e (D)| <.
Menurut kriteria Cauchy, f e HD(C).
Jika y#C maka ada interval tertutup E <B(y,5(y)), sehingga yeE dan CcE.
Akibatnya untuk setiap X e X" dan dua partisi Perron §-fine D ={(D,x)} dan
D, ={(D,x)} pada E berlaku
DY X" f (X)ar(D)-D, Y X" f (X)r(D)| < .
Menurut kriteria Cauchy, f e HD(E). Karena C c E dan f e HD(E) maka f e HD(C).
(if) Jika C & B(y, 5(y)) maka ada fungsi positif & pada [a,b] yang berakibat adanya partisi
Perron § -fine D:{(Ci,yi):izl,z,...,k} pada interval C . Jadi f e HD(C,), Vi=12,...k.
Jadi f eHD(C). m

Akibat 11. Jika fungsi terukur f eLSRS[a,b] maka f eHD(C) untuk setiap himpunan
sederhana C cint([a,b]). m

Teorema 12. Jika fungsi terukur f € LSRS[a,b] maka f € HD[a,b].

Bukti : Fungsi terukur f e LSRS[a,b] maka untuk setiap bilangan ¢ >0, x e X", dan interval
tertutup Ac[a,b] terdapat fungsi positif & pada [a,b] sehingga untuk setiap y <[a,b] berlaku

DY X f (X)a(D)| <
untuk setiap partisi Perron §-fine D={(D,x)} pada interval tertutup C =B(y,3(y)) dan
y € C. Menurut Akibat 11, f e HD(C) untuk setiap himpunan sederhana C < int([a,b]).
Barisan himpunan {E;}, E,nE, =@, Vi# j dengan sifat int([a,b]) :UEi :
Dengan demikian untuk bilangan & >0 di atas terdapat bilangan positif n, dengan sifat

ixng
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Untuk Vi terdapat fungsi positif &, sehingga untuk setiap partisi Perron &, -fine pada [a,b]
berlaku

DY X f(\)a(D)-(H)[x'f

E

<&.

Didefinisikan fungsi positif 5 dengan rumus

min {5*(x), 5,(x), %d (x, d[a, b])}, Xe U E,

o(x)=
min {5*(x), 5, (x)}, xe|JE

Untuk setiap C={C}={CC,,..,C,} dengan C,=E nD untuk suatu i>n, dan suatu D
dengan {(D,x)} & -fine dan x int([a,b]) berlaku
(i) Jika C; =E;, untuk setiap i >nj.
k
Karena f e HD(E;) dan f € HD(C,) akibatnya f e HD(UCJ}.
j=1
Dipilih fungsi positif &, dengan &.(x)=min {5;(x): j=12,...k} maka untuk setiap partisi
k
Perron &, -fine D={(D,x)} pada  JC, berlaku

i1

(H) [ X' f=DXx"f (\)a(D)| <.
Ue,

k
=t

Dengan demikian diperoleh

k
<|[(H) [ X -DEX f(0a(D)+ YD[Ex f(9a(D)| <& +ke .
Menurut sifat Cauchy, f € HD[a,b].

‘CZ(H)!x*f

(i) Jika C,=E D, untuk i>n, dan suatu D dengan {(D,x)} &-fine dan

xeint([a,b]) maka C; =B(x,&(x)). Menurut Teorema 10. maka f eHD(C,). Akibatnya
k

f eHD[UCjJ. Dipilih fungsi positif 6, dengan sifat 6,(x) <5(x) sehingga untuk setiap
=1

k
partisi Perron &,-fine D ={(D,x)} pada | JC; berlaku

i1
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(H) j X'f-DY x"f(x)a(D)|<e.
Ue,

Dengan demikian diperoleh

‘CZ(H)!x*f

k
<|(H) j x*f—DZx*f(x)a(D)+ZD\zx*f(x)a(D)\<g+kg
Menurut sifat Cauchy, f e HD[a,b]. =

Akibat 13. Fungsi terukur f € LSRS[a,b] jika dan hanya jika f € HD[a,b]. =

Globally Small Riemann Sums (GSRS)

Syarat perlu dan cukup suatu fungsi terintegral Henstock-Dunford pada [a,b] adalah
barisan fungsi {X*Fn} konvergen ke X F dan fungsi terukur f bersifat globally small
Riemann sums pada [a,b]. Berikut ini definisi dan teoremanya yang terkait.

Definisi 14. Fungsi terukur f :[a,b] > X dikatakan mempunyai sifat Globally Small Rieman
Sums (GSRS) pada [a,b], ditulis singkat f € GSRS[a,b], jika untuk setiap ¢ >0, x e X", dan
interval tertutup Ac[a,b] ada bilangan asli n, sehingga untuk setiap n>n, ada fungsi positif
8, pada [a,b] dan jika D ={(D,x)} partisi Perron &, -fine pada A berlaku

D Y X f(X)a(D)

[x*f (x)}>n

<é&.

Teorema 15. Jika fungsi terukur f € GSRS[a,b] maka f € HD[a,b] .

Bukti : Karena f eGSRS[a,b] maka untuk setiap ¢>0, X €X', dan interval tertutup
Ac[a,b] ada bilangan asli n, sehingga untuk setiap n>n, ada fungsi positif 5, pada [a,b]
dan jika D={(D,x)} partisi Perron &, -fine pada A berlaku

D Y X f(X)a(D)

[x*f (x)}>n

<é&.

Untuk setiap D, dan D, dua partisi Perron o, -fine pada A berlaku
DY X f (e (D) - B, Y X" f ()ar(D)| <|D; Y %" f () (D)| +] D, X" X" f (X)e(D)|

<D, D) X f(X)ad)+|D Y, X f()a(D)[+D, > x f(x)a(D)
‘x*f(x)‘>n ‘x*f(x)‘gn ‘x*f(x)‘>n
+D, > X'f(X)a(D)| <4e.

‘x*f(x)‘ﬁn
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]
Menurut kriteria Cauchy, f e HD[a,b]. =

Teorema 16. Diberikan fungsi bernilai real f pada [a,b]. Untuk setiap x e X~ didefinisikan
fungsi X f dengan
X*fn(x):{x*f(x), XE[a,b],‘x*f(x)‘Sn.
0 , X yang lain
Fungsi f e HD[a,b] ke F([a,b]) dan F,([a,b])— F([a,b]) untuk n— o jika dan hanya jika
fungsi terukur f € GSRS[a,b] .

Bukti : (Syarat Perlu) Karena f e HD[a,b] maka untuk setiap bilangan ¢>0, x e X", dan
interval tertutup Ac[a,b] terdapat fungsi positif 6 pada [a,b] sehingga jika D*:{(D,x)}
sebarang partisi Perron & -fine pada A berlaku

DY X' (f (X)a(D) - F(A))| <&

Untuk setiap n e N, ada fungsi positif ¢, pada [a,b] sehingga untuk setiap D, partisi Peron &,
-fine pada A berlaku

Dan*( f (X)ar(D) - Fn(A))‘ <§

untuk setiap X e X .
Karena {F,(A)} konvergen ke F(A) pada [a,b] maka ada bilangan asli n, sehingga jika
n>n, berlaku
\x*Fn(A)—x*F(A)\<§.
Untuk n>n,, didefinisikan fungsi positif 5 pada [a,b] dengan rumus
8(x)=min {87(x), 5,(x)} .
Dengan demikian, untuk setiap D ={(D,x)} partisi Perron & -fine pada A berlaku

D > X f(xa(D)

‘x*f(x)‘>n

<|DY. X (f (\)a(D) - F (A))|+[X'F, (A) =X F (A) +|x'F(A)- DY X f, (X)ex(D)|

= ‘DZ X f(X)a(D)-Xx" fn(x)a(D)‘

e € ¢
<—+—+—=¢.

Jadi f e GSRS[a,b].
(Syarat Cukup) Diketahui f e GSRS[a,b] maka untuk setiap bilangan ¢>0, x e X", dan
interval tertutup Ac[a,b] ada bilangan asli n, sehingga untuk setiap n>n, ada fungsi positif

8, pada [a,b] dan jika D={(D,x)} partisi Perron &, -fine pada A berlaku
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<é&.

D Y X f(X)a(D)

[x<f (x)}>n

Fungsi f, e HD[a,b] untuk setiap n. Untuk setiap m,n>n, terdapat fungsi positif 5, dan &,
pada [a,b] dengan sifat untuk sebarang D, partisi Perron &_-fine dan D, partisi Perron &, -
fine masing-masing pada A maka berlaku

+

‘X*Fn(A)—x*Fm(A)‘s XF,(A)-D, > xf(x)a(D) 4

‘x*f (x)‘én

D, > X f(x)a(D)

‘x*f(x)‘>n

D, Y. X f(X)a(D)

‘x*f (x)‘>m

+D, Y X f()a(D)-xF,(A)

‘x*f (x)‘ﬁm

<4 .
Hal ini berarti {X*Fn(A)} barisan Cauchy di R. Karena R lengkap maka {X*Fn(A)}
konvergen, katakan ke X*F(A). Dengan demikian terdapat bilangan asli k, sehingga jika
k >k, berlaku
XF (A)-XF(A)|<e.
Diambil N =maks {n,, k,} dan dipilih 5(x)=4,(x). Untuk setiap partisi Perron & -fine pada
A berlaku
DY X (f () (D) - F(A))|<[DX X (f ()a(D) - Fy (A)) +[xFy (A)- X F(A)

<D X (f(x)a(D)-Fy (A))[+

‘x*f(x)‘ﬁN

D > xf(xa(D)

‘x*f (x)‘>N

+[xFy (A) - XF (A)

<3e.
Jadi x f terintegral Henstock pada [a,b]. Untuk setiap interval tertutup Ac[a,b] terdapat

vektor X7 , € X" sehingga
X(*:’A)(X*)z(H)J‘X*f :
A
Jadi f e HD[a,b]. =

Syarat Fn(A) konvergen ke F (A) tidak dapat dihilangkan dalam teorema di atas, sebab fungsi
f terintegral Henstock-Dunford pada [a,b] tidak menjamin F (A) konvergen ke F(A).

C. SIMPULAN

Berdasarkan hasil pembahasan di atas, disimpulkan bahwa syarat perlu dan cukup suatu
fungsi f terintegral Henstock-Dunford pada [a,b] adalah fungsi terukur f mempunyai sifat
locally small Riemann sums pada [a,b] atau fungsi terukur f mempunyai sifat globally small
Riemann sums pada [a,b] dan F (A) konvergen ke F(A) untuk setiap interval tertutup
Acla,b].
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