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Abstrak

Artikel ini membahas tentang sistem persamaan linear min-plus dan
penerapannya pada masalah lintasan terpendek. Pembahasan merupakan hasil kajian
teoritis yang didasarkan literatur dan suatu perhitungan menggunakan program
MATLAB. Hasil pembahasan menunjukkan bahwa jaringan dengan bobot waktu
tempuh dapat dimodelkan sebagai graf berarah terbobot yang dapat dinyatakan
dengan matriks atas aljabar min-plus. Penentuan waktu tempuh minimal dapat
dilakukan melaui operasi star pada matriks bobot jaringannya. Lintasan terpendek
dapat ditentukan dengan memodifikasi metode PERT-CPM pada analisis lintasan
kritis pada jaringan proyek. Dengan memodelkan waktu tempuh perjalanan pada
jaringan ke dalam suatu sistem persamaan (SPL) linear iteratif min-plus. Dari
penyelesaian SPL min-plus ini, dapat ditentukan waktu awal paling cepat dan waktu
paling akhir, untuk masing-masing titik. Titik-titik dengan waktu awal paling cepat
dan waktu paling akhir yang sama akan membentuk lintasan terpendek pada jaringan.

Kata kunci: Aljabar Min-Plus, Sistem Persamaan Linear, Lintasan Terpendek.
A. PENDAHULUAN

Aljabar max-plus (himpunan R U{-x}, dengan R adalah himpunan semua bilangan real,
yang dilengkapi dengan operasi maximum dan penjumlahan) telah digunakan untuk memodelkan
dan menganalisis sistem produksi sederhana, dengan fokus analisa pada masalah input-output
sistem (Baccelli et.al, 2001 dan Rudhito, 2003). Pemodelan dan analisis sifat-sifat suatu jaringan
antrian juga telah dilakukan dengan pendekatan aljabar max-plus, seperti dalam Krivulin (2000)
dan Rudhito (2011). Penerapan aljabar max-plus pada masalah analisis lintasan kritis juga telah
dibahas dalam Rudhito (2010). Pemodelan dan analisa suatu jaringan dengan pendekatan aljabar
max-plus ini dapat memberikan hasil analitis dan lebih mudah pada komputasinya.

Selain aljabar max-plus, dalam Baccelli et.al. (2001), Gondran and Minoux (2008) dan John
and George (2010) telah disinggung beberapa varian aljabar yang serupa dengan aljabar
max-plus, seperti aljabar min-plus (dengan operasi minimum dan penjumlahan) dan aljabar
max-min (dengan operasi maximum dan minimum). Diberikan pula dalam referensi di atas,
beberapa gambaran singkat mengenai ilustrasi penerapannya yang terkait dengan
masalah-masalah dalam teori graf, seperti masalah lintasan terpendek dan masalah kapasitas
maksimum suatu lintasan dalam jaringan. Seperti halnya dalam aljabar max-plus, dengan
pendekatan aljabar yang serupa diharapkan masalah-masalah yang terkait dapat dimodelkan dan
perhitungan-perhitungan masalah-masalah yang terkait dapat dilakukan secara lebih analitis.

Makalah ini akan membahas tentang sistem persamaan linear iteratif min-plus dan
penerapannya pada masalah penentuan lintasan terpendek pada suatu jaringan graf berarah
berbobot. Pembahasan sistem persamaan linear iteratif min-plus akan dilakukan dengan
membandingkan hasil yang telah diperoleh pada eksistensi dan ketunggalan penyelesaian sistem
persamaan linear max-plus (Baccelli et.al, 2001 dan Rudhito, 2011). Sedangkan pembahasan
pada masalah penentuan lintasan terpendek akan dilakukan dengan membandingkan hasil pada
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analisis lintasan kritis jaringan proyek dengan pendekatan aljabar max-plus (Rudhito, dkk. 2010)
Untuk memudahkan dalam perhitungan numeriknya, akan disusun pula suatu program komputer
dengan menggunakan MATLAB. Dari hasil pembahasan makalah ini diharapkan sebagai langkah
awal untuk ke masalah berikutnya yang lebih kompleks, seperti menentukan aliran (flow)
maksimum dalam suatu jaringan.

B. PEMBAHASAN

Pada bagian awal akan dibahas konsep-konsep dasar aljabar min-plus dan matriks atas
aljabar min-plus, serta konsep dasar dalam teori graf yang terkait. Aljabar min-plus ini
mempunyai struktur yang isomorfis dengan aljabar max-plus (Gondran and Minoux, 2008,
Baccelli et.al, 2001).

Diberikan R, := ROU{e } dengan ¢ : = +o0. Pada R [ldidefinisikan operasi berikut: Va,b e
R.,

a®b:=min(a, b) dan a®b:=a+h.
Dapat ditunjukkan bahwa (R,, ®, ®) merupakan semiring komutatif idempoten dengan elemen
netral &= +o0 dan elemen satuan e = 0. Lebih lanjut (R,, ®, ®) merupakan semifield, yaitu bahwa
(R:, ©®, ®) merupakan semiring komutatif di mana untuk setiap a € R terdapat —a sehingga
berlaku a ® (-a) =0. Kemudian (R ., ®, ®) disebut dengan aljabar min-plus, yang selanjutnya
cukup dituliskan dengan Rpin. Relasi “ <, ” yang didefinisikan pada R, sebagai berikut x <, y

jika x @y =y, merupakan urutan parsial pada Rmin. Lebih lanjut relasi ini merupakan urutan total
pada Rnin. Pangkat k elemen x € R dilambangkan dengan x®k didefinisikan dengan X = 0,
x® = x ® x®. Didefinisikan pulag®°: =0, untukk=12 .. ¢ :=¢.

Operasi @ dan ® pada R, dapat diperluas untuk operasi-operasi matriks dalam R, di

mana R ={A=(Ay) |Ai,~ € Rnin untuki=1,2, ..., mdanj=1,2, .., n} Untuk A, B e R™"

min max
didefinisikan A @ B, dengan (A @ B); = Aj @ Bj;. Untuk matriks A e RpP, B e RX

p
didefinisikan A ® B, dengan (A ® B); = @ Ax ® By;. Didefinisikan pula matriks E e Ry,
k=1
0, jikai=] . . .
- dan matriks ¢ € R, (£);j:= € untuk setiap i dan j . Pangkat k

dengan (E );; == {8 jikai # j min

matriks A € R didefinisikan dengan A®° =E, dan A®“=A® A® " untukk=1,2, ...

Suatu graf berarah G didefinisikan sebagai suatu pasangan G = (V, A) dengan V adalah suatu
himpunan berhingga tak kosong yang anggotanya disebut titik dan A adalah suatu himpunan
pasangan terurut titik-titik di V. Anggota A disebut busur. Suatu lintasan dalam graf berarah G
adalah suatu barisan berhingga busur (iy, i»), (i2, i3), ..., (i, ii) dengan (iy, ix+1) € A untuk suatu |
e N, di mana N = himpunan semua bilangan asli, dan k =1, 2, ..., | — 1. Lintasan di atas dapat
direpresentasikan dengan i;— i;— ... — i. Titik i; disebut titik awal lintasan dan titik i, disebut
titik akhir lintasan. Panjang suatu lintasan didefinisikan sebagai banyak busur yang menyusun
lintasan tersebut. Suatu lintasan disebut sirkuit jika titik awal dan titik akhirnya sama. Suatu graf
berarah G = (V, A) denganV ={1, 2, , ..., n} dikatakan terhubung kuat jika untuk setiap i, j €V,
i # ], terdapat suatu lintasan dari i ke j. Suatu graf yang memuat sirkuit disebut graf siklik,
sedangkan suatu graf yang tidak memuat sirkuit disebut graf taksiklik.

Diberikan graf berarah G = (V, A) dengan V = {1, 2, ..., p}. Graf berarah G dikatakan
berbobot jika setiap busur ( j, i) € A dikawankan dengan suatu bilangan real A;;. Bilangan real
A disebut bobot busur (j, i ), dilambangkan dengan w( j, i ). Bobot suatu lintasan didefinisikan
sebagai jumlahan bobot busur-busur yang menyusun lintasan tersebut. Lintasan terpendek
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|
didefinisikan sebagai lintasan dengan bobot minimum. Graf preseden dari matriks A € R

max
adalah graf berarah berbobot G(A) = (V, A)denganV ={1, 2, ..., n}, A ={(j, 1) |w(i,j) = Aj=#
£, Vi, ]} Sebaliknya untuk setiap graf berarah berbobot G = (V, A) selalu dapat didefinisikan

: _ [ w(j, i), Jika (J,i)e A : :

suatu matriks A € R;" dengan Aj; = {g’ jika (J. )¢ A’ yang disebut matriks bobot graf
G. Dalam kaitannya dengan teori graf, untuk Ae R" dan k e N, unsur matriks (A®k)st
merupakan bobot minimum semua lintasan dalam G(A) dengan panjang k, dengan t sebagai titik
awal dan s sebagai titik akhirnya.

Suatu matriks A € R dikatakan semi-definit jika semua sirkuit dalam G(A) mempunyai

bobot takpositif dan dikatakan definit jika semua sirkuit dalam G(A) mempunyai bobot negatif.
Diberikan A € R . Dengan cara yang analog dengan kasus di aljabar max-plus (Baccelli et.al,

2001), dapat ditunjukkan bahwa jika A semi-definit, maka vp=>n, A°"® <, E®AD..®
AR Selanjutnya untuk matriks semi-definit A € R™" | dapat didefinisikan A" := E®A® ...

® A% ® A*" @ ... Didefinisikan R";,

={X=[Xy, Xz, oo, Xa]" | X € Ruiny 1=1, 2, ..., n}.

n

Untuk setiap x, y € Ry, dan Ya € Rni, berturut-turut didefinisikan operasi penjumlahan dan
operasi perkalian skalar sebagai berikut: X @ y=[x; ®y1, %@ Vs, ..., % ®y,]' dan aex = a®
X= [@a®Xy, a® Xy, ..., a® X,]". Perhatikan bahwa R". dapat dipandang sebagai R™* . Dapat

min min *
ditunjukkan bahwa R, merupakan semimodul atas semified Rpyin. Unsur-unsur dalam R
disebut vektor atas Rpn.

Eksistensi dan ketunggalan penyelesaian sistem persamaan linear iterarif min-plus analog
dengan hasil pada eksistensi dan ketunggalan sistem persamaan linear iteratif max-plus seperti

yang dibahas dalam Baccelli et.al (2001). Diberikan A € R:7 danb e R}, . Jika A semi-definit,
maka vektor X = A" ® b merupakan suatu penyelesaian sistem x = A ® x @ b. Lebih lanjut jika A
definit, maka sistem tersebut mempunyai penyelesaian tunggal.

Selanjutnya dibahas masalah lintasan terpendek. Pembahasan diawali dengan meninjau
beberapa pengertian dasar, dilanjutkan dengan memberikan pemodelan dan analisa dengan

pendekatan aljabar min-plus dan memberikan contoh perhitungannya.

Definisi 1
Suatu jaringan lintasan searah Sadalah suatu graf berarah berbobot terhubung kuat taksiklik S
=(V, A),denganV = {1, 2,, ..., n} yang memenuhi: jika (i, j) € A, maka i <j.

Dalam jaringan proyek ini, titik menyatakan persimpangan, busur menyatakan suatu jalan,
sedangkan bobot busur menyatakan waktu tempuh, sehingga bobot dalam jaringan selalu positip.
Selanjutnya dilakukan pemodelan dan analisis lintasan terpendek, yaitu lintasan dengan waktu
tempuh minimum. Pembahasan diawali dengan menentukan waktu awal paling cepat (earliest
start time) untuk setiap persimpangan titik i dapat dilalui. Pembahasan dilakukan dengan
mengadopsi dan memodifikasi teknik perhitungan maju (forward) seperti pada PERT-CPM,

dengan menggunakan pendekatan aljabar-min-plus.
Misalkan X° = menyatakan waktu awal paling cepat titik i dapat dilalui,
_ | waktu tempuh dari titik j ke titik i, jika (j,i) e A
i {g(= o), jika (j, i) & A.
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Dalam pembahasan ini diasumsikan bahwa perjalanan dalam jaringan dimulai pada titik 1 pada
saat waktu tempuh sama dengan nol, yaitu x’ = 0, diasumsikan pula tidak ada waktu singgah di
persimpangan, sehingga dapat dituliskan

. { 0, jikai=1

X: = . ex i
i ]legr:](Aij+xj),J|ka|>1.

Dengan menggunakan notasi aljabar min-plus persamaan di atas dapat dituliskan menjadi

0, jikai =1
XP =@ (A ®x), jikai> 1. (1)
1<j<n
Misalkan A adalah matriks yang bersesuaian dengan graf berarah berbobot jaringan tersebut,
XE=[x8, x5, ..., x*] danb® =10, , ..., £]", persamaan (1) dapat dituliskan ke dalam suatu sistem
persamaan linear min-plus berikut
XX =A®X®b° )

Karena jaringan lintasan searah merupakan graf berarah taksiklik, maka tidak terdapat sirkuit,
sehingga semua sirkuit dalam jaringan mempunyai bobot takpositif. Dengan demikian

X =A"®b° 3)
merupakan penyelesaian sistem (2) di atas. Karena jumlah titik dalam jaringan proyek ini adalah
n, maka panjang lintasan terpanjangnya tidak akan melebihi n — 1. Dengan demikian dalam hal ini
persamaan (3) dapat ditulis menjadi

X =A'Q =(E®AD..® A®" " )®b°
yang merupakan vektor waktu paling awal setiap titik i dapat dilalui.
Perhatikan bahwa (A"),; merupakan bobot minimum lintasan dari titik awal hingga titik akhir

proyek, sehingga x; merupakan waktu tempuh minimal untuk melintasi jaringan.

Dari pembahasan di atas dapat disimpulkan dalam Teorema 1 berikut.
Teorema 1
Diberikan suatu jaringan lintasan searah dengan n titik dan A adalah matriks bobot graf berarah
berbobot jaringan tersebut. Vektor waktu awal paling cepat titik i dilalui diberikan oleh

X =(EOA®..® A°"T )b
di manab® =0, ¢, ..., &]". Lebih lanjut x® merupakan waktu tercepat untuk melintasi jaringan.
Bukti: (lihat uraian di atas) . ]

Selanjutnya setelah diketahui waktu tercepat untuk melintasi jaringan ( x;) akan ditentukan

lintasan mana yang dilalui. Pembahasan dilakukan dengan mengadopsi dan memodifikasi teknik
perhitungan mundur (backward) seperti pada PERT-CPM, dengan menggunakan pendekatan
aljabar-min-plus.

Misalkan x| = waktu paling akhir perjalanan meninggalkan titik i,
B = waktu tempuh dari titik i ke titik j, jika (j,i) € A
U g(=+0), jika (j, i) A.

Diasumsikan bahwa x| = x¢, kemudian dapat dituliskan

| X, jikai = n
5T Ymax(-B, +x.), jikai> 1.
1<j<n

(4)

Dengan menggunakan notasi aljabar min-plus persamaan (4) ekivalen dengan
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| -X:, jikai =n
% T Y min (B, - %), jikai> 1.
1<j<n
()
Perhatikan bahwa matriks B = A", dengan A adalah matriks bobot graf berarah berbobot jaringan
tersebut. Misalkan z = [z, 25, ... , z)]' = X' = [= X, =%}, ..., =X\ 1" danb'=[g ¢, ..., =x°T",
persamaan (5) dapat dituliskan menjadi
1= A"T®z ®b'. (6)
yang penyelesaiannya adalah
z= (AT)Y®b'.
Dengan demikian diperoleh vektor waktu paling akhir perjalanan adalah x' = —z.

Dari pembahasan di atas dapat disimpulkan dalam Teorema 2 berikut.

Teorema 2
Diberikan suatu jaringan lintasan searah dengan n titik dan A adalah matriks bobot graf berarah
berbobot jaringan tersebut. Vektor waktu paling akhir perjalanan diberikan oleh
X =—((AT) ®b")
dimanab'=[g ¢ ..., —x°T".

n

Bukti: (lihat uraian di atas) . ]

Dari hasil pada Teorema 1 dan Teorema 2 di atas, dapat ditentukan lintasan terpendek pada
jaringan lintasan searah. Mengingat waktu singgah pada persimpangan adalah nol, dan telah

diketahui bahwa x° merupakan waktu tercepat untuk melintasi jaringan, maka persimpangan

yang dilalui lintasan terpendek yang dicari adalah titik-titik i di mana x| = x°. Berikut diberikan

contoh suatu jaringan lintasan searah dan perhitungannya.
Contoh 1
Perhatikan jaringan lintasan searah seperti yang diberikan pada Gambar 1 berikut :

Gambar 1 Contoh Jaringan lintasan searah

Matriks bobot graf berarah berbobot pada jaringan proyek di atas adalah matriks A di bawah ini.
Dengan menggunakan program yang disusun dengan menggunakan MATLAB dengan input
matriks A berikut, diperoleh output program sebagai berikut.
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E € € € € & ¢ 0 6 6 ¢ ¢ ¢ ¢ 0 0
2 € € € € € ¢ 2 0 &6 ¢ ¢ ¢ ¢ 2 2
3 &€ € € € € ¢ 3 ¢ 0 ¢ ¢ ¢ ¢ 3 2
A=le 2 3 ¢ ¢ ¢ e¢|,A’=|4 2 3 0 ¢ ¢ ¢|,x=|4|dan x'=|4].
e ¢ 2 0 ¢ ¢ ¢ 4 2 2 0 0 ¢ ¢ 4 4
e € ¢ 3 7 ¢ ¢ 756 370 ¢ 7 3
e ¢ ¢ 7T 5 6 ¢ 19 7 7 55 6 0] 19 19

Dari hasil di atas nampak bahwa waktu tempuh minimal untuk melintasi lintasan adalah 9 dan
lintasan terpendek yang diperoleh adalah lintasan : (1, 2), (2, 4), (4, 5), (6, 7).
C. SIMPULAN

Dari hasil pembahasan dapat disimpulkan bahwa jaringan lintasan searah dengan bobot
waktu tempuh dapat dimodelkan sebagai graf berarah terbobot yang dapat dinyatakan dengan
matriks atas aljabar min-plus. Penentuan waktu tempuh minimal dapat dilakukan melaui operasi
star (*) pada matriks bobot jaringannya. Lintasan terpendek dapat ditentukan melalui penentuan
waktu awal paling cepat untuk melewati titik dan waktu paling akhir meninggalkan titik, untuk
masing-masing titik pada jaringan. Hal ini dapat dilakukan terlebih dahulu memodelkan waktu
tempuh perjalanan pada jaringan ke dalam suatu sistem persamaan (SPL) linear iteratif min-plus.
Selanjutnya menyelesaikan SPL min-plus dapat ditentukan waktu awal paling cepat dan waktu
paling akhir tersebut. Titik-titik dengan waktu awal paling cepat dan waktu paling akhir yang
sama akan membentuk lintasan terpendek pada jaringan.

Lebih lanjut dapat dilakukan penelitian mengenai kelebihan dan kelemahan metode di atas
dibandingan dengan metode-metode lintasan terpendek yang telah ada, analisis algoritma dan
pendekatan aljabar min-plus untuk masalah-masalah yang terkait dengan lintasan terpendek lebih
lanjut.
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