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Einleitung 

Eine Algebra 0 über einem Körper A, bei der die 1. u n d 2. reguläre D a r 
stellung von 0 i n A äquivalent sind, nennt m a n Frobeniusalgebra. Die Be
zeichnung er innert an die Tatsache, das G. F R O B E N I U S die Grundlage für 
eine Theorie derartiger Algebren gegeben hat . 

Als Ausgangspunkt für die neueren Untersuchungen über Frobenius-
algebren k a n n ein K r i t e r i u m von R. B R A U E R u n d C . N E S B I T T angesehen 
werden [ 1 , 12]. Es besagt, daß eine Algebra &/A dann u n d n u r dann F r o 
beniusalgebra ist , wenn 0 , aufgefaßt als V e k t o r r a u m über A, eine H y p e r 
ebene besitzt, die ke in von N u l l verschiedenes Rechts- oder Links ideal v o n 0 
enthält (d. h . eine nichtsinguläre Hyperebene). Diese Bedingung erlaubt auch 
eine abbildungstheoretische Fassung, die für das folgende wesentlich ist . Jede 
Hyperebene von 0 k a n n als K e r n einer operatorhomomorphen A b b i l d u n g 
von 0 auf A gedeutet werden, wobei 0 als Modu l m i t A als zweiseitigem 
Operatorenbereich zu betrachten ist . D a n n besagt die Bedingung des K r i 
ter iums, daß es eine zweiseitig .4-operatorhomomorphe Abb i ldung von 0 a u f 
A g ibt , bei der ke in von N u l l verschiedenes Rechts- oder L inks idea l v o n 0 
auf N u l l abgebildet w i r d 1 } . B e i dieser Fassung geht n icht mehr ein, daß &/A 

x ) A u f diese Fassung u n d die Verallgemeinerungsmöglichkeit des angegebenen K r i 
teriums für den F a l l eines Schiefkörpers A machte mich F . K . S C H M I D T aufmerksam. 
Für das Interesse am Fortgang dieser A r b e i t u n d einige Hinweise möchte ich i h m sowie 
T . N A K A Y A M A , der eine erste Fassung der A r b e i t durchsah, vielmals danken. 



454 F R I E D R I C H K A S C H : 

eine Algebra ist . Es l iegt dann nahe, beliebige Ringe €5 zu untersuchen, die 
einen derartigen Operatorhomomorphismus auf einen U n t e r r i n g A besitzen. 
Solche Ringerweiterungen QjA sollen hier als Frobeniuseriveiterungen bezeich
net werden, falls A noch gewissen Voraussetzungen genügt 2 ) . Das Ziel 
dieser A r b e i t ist es, die Grundlagen für eine Theorie der Frobeniuserweite
rungen zu geben. 

M i t H i l f e der abbildungstheoretischen Fassung des K r i t e r i u m s lassen sich 
eine Reihe von Sätzen über Frobeniusalgebren fast u n m i t t e l b a r au f den F a l l 
ausdehnen, daß <S eine Frobeniuserweiterung eines Schiefkörpers A i s t . Das 
beruht auf der Tatsache, daß dann &/A, ebenso wie bei einem k o m m u t a t i v e n 
Skalarenkörper, einen Vektor raum i m üblichen Sinne darstel l t . H i e r soll die 
Theorie ohne diese Beschränkung entwicke l t werden u n d dies ist unter sehr 
allgemeinen Voraussetzungen über A möglich. Es w i r d n u r gefördert, daß der 
R i n g A ein 1-Element besitze, der Minimalbedingung für L i n k s - u n d Rechts
ideale genüge u n d daß der Rechtsannullator Ar ( 3 1 ) , bzw. der L inksannul la tor 
Al('3r) eines jeden echt i n A enthaltenen Linksideals 3 j bzw. Rechtsideals 3 r 

v o n N u l l verschieden sei: 
;4 r (3,)=»=0, 4 , ( 3 , ) 4=0. 

Diese Voraussetzungen sind z. B . bei halbeinfachen Ringen oder — allge
meiner — bei quasi-Frobeniusringen erfüllt. Der Rang v o n Q\A w i r d n i ch t 
als endlich vorausgesetzt, doch w i r d auf den endlichen F a l l das Hauptgewicht 
gelegt. Die Eigenschaften v o n Frobeniuserweiterungen unendlichen Ranges 
werden hier nur soweit berücksichtigt, als sie sich m i t den für den endlichen 
F a l l entwickelten Methoden herleiten lassen. 

W i r beginnen i m ersten K a p i t e l dami t , eine Theorie der skalaren Produkte 
i n Vektorräumen über derartigen Skalarenringen A zu entwicke ln . Dies er
f o lg t i m Anschluß an E . W I T T u n d F . K . S C H M I D T [14, 13], wo entsprechende 
Überlegungen für Skalarenkörper bzw. Schiefkörper durchgeführt werden. 
H i e r w i r d gezeigt, daß ein L i n k s - u n d ein Rechtsvektorraum über A, die 
d u r c h ein „reguläres" skalares P r o d u k t miteinander verknüpft s ind, stets 
zueinander orthogonale Basen enthalten. Dieses Ergebnis u n d die daraus 
fließenden Folgerungen bilden die Grundlage für alle weiteren Überlegungen. 

D a r a u f aufbauend können i m zweiten K a p i t e l die Eigenschaften v o n 
Frobeniuserweiterungen untersucht werden. W i r wol len hier n u r auf einige 
der dabei gewonnenen Ergebnisse hinweisen. Wesentlich ist die Tatsache, 
daß auch j e tz t ein K r i t e r i u m besteht, welches dem anfangs angegebenen für 
Frobeniusalgebren entspricht. A u f Grund dieses K r i t e r i u m s k a n n u . a. ge
zeigt werden, daß eine Ringerweiterung endlichen Ranges &/A dann u n d n u r 
d a n n Frobeniuserweiterung ist , wenn der Endomorphismenring des als 
A-Linksmodul betrachteten Ringes <S Frobeniuserweiterung von & i s t 3 ) . 

2 ) D a v o n sind Frobeniusringe u n d quasi-Frobeniusringe zu unterscheiden, die v o n 
T . N A K A Y A M A eingeführt u n d bisher vielfach untersucht worden sind. I m Falle einer 
Algebra &/A fal len die Begriffe Frobeniusalgebra, Frobeniusring u n d Frobeniuserweite
r u n g zusammen. 

3 ) 0 r bezeichne den durch die Elemente von 0 als Rechtsmult ip l ikatoren v o n 0 er
zeugten Endomorphismenring. 
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Dieses Ergebnis ermöglicht es, eine Beziehung zwischen Frobeniuserweite
rungen u n d galoisschen Erweiterungen sehr allgemeiner A r t herzustellen. 
D a r u n t e r fal len z . B . alle galoisschen Erweiterungen endlichen Ranges bei 
Schiefkörpern. So k a n n gezeigt werden, daß der Endomorphismenring einer 
galoisschen Erwei terung QjA Frobeniuserweiterung über & ist , u n d nach dem 
vorher erwähnten Ergebnis ist dann auch &/A Frobeniuserweiterung. Dies 
schließt z. B . ein, daß die beiden regulären Darstel lungen v o n @ i n A äqui
valent s i n d 4 ) . 

I m d r i t t e n K a p i t e l werden schließlich die Eigenschaften von Frobenius
erweiterungen herangezogen, u m einen Reduzibilitätssatz zu beweisen, der 
eine allgemeine Fassung des Satzes von M A S C H K E über die vollständige Redu-
zibilität eines Gruppenrings darstel lt . Es handelt sich u m eine Weiterführung 
der Überlegungen von W. G A S C H Ü T Z aus [3 ] . D ie Grundlage hierfür b i lde t 
eine neue De f in i t i on der von W. G A S C H Ü T Z i n [3] eingeführten regulären Er
weiterungen. Diese D e f i n i t i o n ermöglicht es, die wesentlichen Eigenschaften 
der Frobeniuserweiterungen i n sehr übersichtlicher Weise heranzuziehen u n d 
führt auch i n dem von W . G A S C H Ü T Z behandelten F a l l zu einer Vereinfachung 
des Beweises. 

I . Skalare Produkte. 

1. Voraussetzungen. 

Es sei A ein R i n g m i t 1-Element u n d Müiimalbedingung für L i n k s - u n d 
Rechtsideale. I s t 3 eine Menge v o n Elementen aus A, so bezeichne Ar(^) 
bzw. Ai{Z) den Rechts- bzw. Linksannul lator von 3 i n A. G i l t für jedes echt 
i n A enthaltene Linksideal 9 Z u n d jedes echt i n A enthaltene Rechtsideal 3 r 

<1) 4 . ( 3 0 * 0 , 4 ( 3 r ) * 0 , 
so nennen w i r A einen S-Ring5). 

W i r weisen darauf h i n , daß selbstverständlich n icht jeder R i n g m i t 1-Ele
ment u n d Minimalbedingung # - R i n g i s t 6 ) . 

Genügt jedes Linksideal 3 j und jedes Rechtsideal 3 r von A einer Gleichung 

m Al(Ar(^l)) = ^l, Ar(Al(Vr)) = dr, 

4 ) V o n T . N A K A Y A M A wurde ein Zusammenhang zwischen Frobeniusringen u n d galois
schen Erweiterungen vermutet . I n dem Kongreßbericht [10] " O n t w o topics i n the 
s t ructura l theory o f rings (Galois theory of rings and Frobenius algebras)" schreibt T . N A 
K A Y A M A zu Beginn: "The topics are rather different f rom each other" , schließt dann aber 
m i t den W o r t e n : " I t seems to the wr i ter t h a t our topics possess a somewhat deeper con-
nection w i t h each other t h a n was said i n the beginning. " Diese Vermutung h a t durch 
unser Ergebnis ihre volle Bestätigung gefunden. 

5 ) Diese Bezeichnung erfolgt i m H i n b l i c k auf die spätere Verwendung der # -R inge 
als Skalarenringe. 

6 ) Z u m Beispiel ist der R i n g M aller Matrizen ĵ m i t Elementen a, b, c aus einem 

festen Körper kein £-Ring. Das Rechtsideal 3> r = ^ ist echt i n M enthalten u n d genügt 

•der Gleichung Ai{dr) = 0. 
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so heißt A quasi-Frobeniusring [ 8 ] . Offensichtlich folgt (1) aus (2), d . h . jeder 
quasi-Frobeniusring is t # - R i n g . W i r bemerken ferner, daß jeder halbeinfache 
R i n g quasi-Frobeniusring ist . 

E ine addit ive , abelsche Gruppe 2 m i t einem R i n g A als L i n k s m u l t i p l i k a 
torenbereich bezeichnen w i r als Linksvektorraum 2/A, wenn 2/A eine abzähl
bare Basis besitzt u n d das 1-Element von A Einheitsoperator von 2 i s t . Für 
die Basis verlangen w i r wie üblich eindeutige Darste l lbarkeit eines jeden 
Elements m i t Koef f iz ienten aus A. Der R i n g A soll dann auch als Skalaren
ring v o n 2 bezeichnet werden. Für die Dimension von 2/A w i r d (2,: A)t 

geschrieben. Jeder i n 2 enthaltene L i n k s v e k t o r r a u m 2'JA heißt Unterraum 
v o n 2. 

Hilfssatz 1: Die Dimension (2 : A)l ist unabhängig von der Basis eindeutig 
bestimmt. Ist 2' ein endlichdimensionaler, echter Unter räum von 2, so gilt 
(2f:A)l<(2:A)l. 

D e r Beweis ergibt sich unmi t te lbar aus dem Remak-Krul l schen Satz 7 ) . 
D i e zweite Behauptung besagt i n matrizentheoretischer Fassung, daß es i m 
R i n g aller quadratischen 7i-zeiligen Matr izen m i t Matr ixe lementen aus A 
n u r Nul l te i l e r oder E inhe i t en g ibt . Daraus e n t n i m m t m a n auch sofort die 
folgende bekannte Tatsache: I s t (2: A)l = n < oo, so ist jedes Erzeugenden
system der Länge n v o n 2/A eine Basis v o n 2/A. 

D i e Vektoren l l 5 1 2 , . . £ 2 heißen linear unabhängig über A, wenn aus 
0, a^A 

ax = a2 = • • • = 0 fo lgt . ( L i n . unabh. also i m strengen, n i cht i m m o d u l t h . Sinne.) 

I s t 2r ein U n t e r r a u m von 2 u n d ist 2' Summand i n einer d i rekten Zer
legung von 2 als A-Linksmodul, so bezeichnen w i r 2' als direkten Unterraum 
v o n 2. 

Hilfssatz 2: Ist in der Zerlegung von 2 als A-Linksmodul 

2 == 2 ® 2 

2' ein endlichdimensionaler direkter Unterraum von 2, so ist auch 2" Unter
raum von 2. 

Sei V±, . . ., t>n eine Basis von 2fjA u n d I l 5 t 2 , . . . eine Basis von 2/A. Be
zeichnet man m i t 2n den durch lly . . ., ln aufgespannten U n t e r r a u m , so sind 
au f G r u n d der Zuordnung r>2«-»l?-, (i = 1 , . . ., n) die Unterräume 2' u n d 2n 

isomorph. Zufolge des Remak-Krul lschen Satzes sind dann auch 2" u n d der 
durch l n + 1 , l n + 2 , . . . aufgespannte U n t e r r a u m operatorisomorph u n d daher ist 
2" U n t e r r a u m . 

Alles, was bisher für Linksvektorräume ausgeführt wurde, g i l t sinngemäß 
auch für Rechtsvektorräume 9 t / A . 

2. Orthogonalisierungsverfahren. 

a) Seien n u n 2/A ein L i n k s - u n d 91/A ein Rechtsvektorraum u n d es gebe 
eine Abb i ldung der Menge aller Paare I , r m i t l € 2 u n d r £ 9t i n A 

I , r -> <(, r> eA 
7 ) V g l . [ 2 ] . 
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m i t folgenden Eigenschaften: 
<k+ <2, r> = <11? r> + <l2, r>, <l, r 1 + r2> = <l, r,> + <l, r 2 >, 

(a l, r> = a ( l , r>, <l, r a) = <l, c) a, a ^ A. 
E i n e solche Abb i ldung nennen w i r ein skalares Produkt von £ u n d 9t i n A. 

Diejenigen Vektoren l 6 £ , für die (1,9t) = 0 ist, d. h . die auf ganz 9t 
senkrecht stehen, bi lden einen A-Untermodul von £ , das R a d i k a l £ * . Je 
nachdem, ob £ * = 0 ist oder n icht , heiße das skalare P r o d u k t linksregulär 
oder linkssingulär. I s t das skalare Produkt linksregulär, so folgt also aus 
(i} <2{y = 0 die Gleichung l = 0. E i n skalares Produkt , das sowohl l inks- als 
auch rechtsregulär ist , nennen w i r regulär. 

E i n einfaches Beispiel für reguläre skalare Produkte erhält man folgender
maßen : Seien £ ein L i n k s - u n d 9t ein Rechtsvektorraum gleicher Dimension 
über einem R i n g A m i t 1-Element. Es bezeichne l v l 2 , . . . eine Basis von S./A 
u n d r l 5 r 2 , . . . eine Basis von 9ijA. D a n n setze man 

0 ) -»«-wzitr ( M = I , 2 , . . . ) , 
d . h . , m a n fasse die gegebenen Basen als Orthogonalbasen a u f 8 ) . Die Regu-
larität des so def inierten skalaren Produktes ist unmitte lbar einzusehen. 

Grundlegend für das weitere ist die Tatsache, daß es umgekehrt zu jedem 
regulären skalaren P r o d u k t zweier Vektorräume über einem # - R i n g als 
Skalarenring derartige Orthogonalbasen g ibt . 

Satz 1: Es seien £ ein Links- und 9t ein Rechtsvektorraum über dem S-Ring A 
und (l, r ) ein linksreguläres skalares Produkt. Ist £' ein beliebiger Unterraum 
von £, so gibt es einen Unterraum 9t' von 9t, so daß in £' und 9t' zueinander 
orthogonale Basen existieren; dann ist (£' : A)t= (9t /: A)r. 

Beweis: Es seien t> l5 t>2, . . . eine feste Basis von $fjA. D a n n g i l t für 
jedes v{: 

< P , , 9 t > = A 
Jedenfalls ist (p^, 9t> = 9 r Rechtsideal von A. N i m m t m a n an, daß 3 r ein 
echtes Rechtsideal von A sei, so g ib t es wegen (1) ein Element 0 =f= a £ A 
m i t a 3 r = 0, also g i l t auch 

a<o„9l> = <ap„9i>~. 0. 
Daraus fo lgt ax>{ = 0 und. dies ist für ein Basiselement x>,L n u r m i t a = 0 möglich. 

W i r können den Beweis n u n i n üblicher Weise durch vollständige I n d u k t i o n 
führen. Den durch die Elemente vv . . ., vn aufgespannten U n t e r r a u m von £ ' 
bezeichnen w i r m i t £^. Wegen (Px ,9t) = A g ib t es einen Vektor m1(^9t m i t 
( p l 3 t P j ) = 1. W i r nehmen n u n an, daß w i r bereits eine Basis P x = v>[, P2, . . 

v o n £ ^ _ i besitzen mögen, zu der es Elemente u> 1= xv{, u>£, . . ., r o ^ _ i m i t 
w <p;.,rp;> = (5 ? ; i, 
g ib t . Sei 

< = ü n ~ «>i> Pi <P n, t p ; _ ! > P ; _ X , 
8 ) Die Bezeichnung „Orthogonalbasen" bedeute auch i m folgenden stets, daß die 

Basen bezüglich eines gegebenen skalaren Produktes orthogonal seien. W i r d diese Be
zeichnung bei Ringen benutzt , so bezieht sie sich also nicht auf die i m R i n g gegebene 
M u l t i p l i k a t i o n . 
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dann bi lden t>{, . . v.» eine Basis von 2^. I s t (p.^ ton} = 1, so g i l t m i t 

Gleichung (4) für / = 1, . . ., n. Die Elemente xo{, . . ., tt>^ sind offenbar 
(rechts) l inear unabhängig über A u n d spannen daher einen U n t e r r a u m d^r 
Dimension n v on 91 auf. D a m i t ist Satz 1 bewiesen. 

I s t 2' eine Menge von Elementen aus 2, so sei Sr(2') der zu 2' senkrechte 
-4 -Untermodul v o n 9t. Entsprechend werde der zu einer Menge von Elementen 
aus 91 senkrechte U n t e r m o d u l von 2 bezeichnet. 

M a n erhält aus Satz 1 eine Reihe v o n Folgerungen: 
Folgerung l 9 ) : Voraussetzungen wie in Satz 1. Ist 2' ein endlichdime%-

sionaier Unterraum von 2, so gilt: 

(5) £ = £ ' e S , ( 9 * ' ) , 9i = 9l'®Sr(2'); 
(6) (2':A)t + (8,(91'): A)t= (2:A)t, (91': A)r+(Sr(2') : A)r= (91: A)r; 

(7) Sl(Sr(SL')) = Sl'. 

Betveis: Seien je tzt t ) l 5 . . ., p n u n d rr^, . . von die zueinander orthogonalen 
Basen von 2' u n d 9t x . D a n n besteht für jedes 1 £ £ die direkte Zerlegung 

m i t 

< i , « > < > r = i - r € 5 , ( 9 1 ' ) . 
i = l 

Eine entsprechende Zerlegung exist iert für die Elemente aus 91. D a m i t ist 
(5) bewiesen. D a nach (5) 2' d irekter U n t e r r a u m von 2 ist , ist nach H i l f s 
satz 2 auch St{9lf) U n t e r r a u m von 2 u n d dann fo lgt (6) aus (5). Sei n u n 

so fo lgt l" € Sl(Sr($,')). Außerdem ist aber 1" orthogonal zu 91' u n d somit 
nach (5) zu ganz 9t. Da nach Voraussetzung das skalare Produkt linksregulär 
is t , f o lg t V — 0, also g i l t (7). D a m i t ist Folgerung 1 bewiesen. 

Sei j e tz t 2 e in beliebiger L i n k s v e k t o r r a u m über einem # - R i n g A. Ver
steht man unter 91 einen Rechts-Vektorraum gleicher Dimension über A, 
so k a n n man durch (3) ein linksreguläres skalares P r o d u k t zwischen 2 u n d 91 
definieren. I s t n u n 2' ein endlichdimensionaler U n t e r r a u m von 2, so ist , wie 
eben festgestellt, 2' Summand i n einer d i rekten Zerlegung 2 i n zwei U n t e r 
räume. Dieses Ergebnis, das auch an sich von Interesse ist , bezeichnen w i r als 

Folgerung 2: Ist 2 ein Vektorraum über einem 8-Ring A, so ist jeder endlich-
dimensionale Unterraum 2' von 2 Summand in einer direkten Zerlegung van 2 
in zwei Unterräume: 

2 = £'©£", 2" Unterraum. 

9 ) Diese Folgerung kann als Verallgemeinerung eines Satzes von E . W I T T ( [14] , Satz 1) 
aufgefaßt werden. Dieser Satz folgt aus unserem Ergebnis fast unmitte lbar , wenn m a n 
sich au f den dort behandelten F a l l beschränkt, daß nämlich £ = 9£ ein endl ichdimen
sionaler V e k t o r r a u m über einem Körper ist . 
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Mit anderen Worten: Jede Folge von endlich vielen, über A linearen unabhängigen 
Elementen aus 2 kann zu einer Basis von 2jA verlängert werden10). 

W i r erwähnen schließlich 
Folgerung 3: Es seien 2 und 91 Vektorräume über einem 8-Ring A und es 

sei (2 : A)t< oo. Dann und nur dann ist jedes linksreguläre skalare Produkt 
von 2 und 91 in A auch rechtsregulär (also regulär), wenn (2: A)^ (9i:A)r gilt. 

Beweis: E x i s t i e r t ein linksreguläres skalares P r o d u k t von 2 u n d 91, so 
h a t man nach Satz 1 (2 : A)l^k [91: A)r. I s t das skalare Produkt auch rechts
regulär, so g i l t auch die umgekehrte Ungleichung u n d folglich ist (2:A)l 

= (91: A)r. Sei n u n (2 : A)z = (91: A)r< oo u n d das skalare P r o d u k t l inks 
regulär, so g ib t es einen i n 91 enthaltenen Unterraum 91' m i t (91': A)r = (91: A)r 

u n d dann folgt nach Hilfssatz 1 91' = 91. I n 2 und 91 g ib t es also zueinander 
orthogonale Basen u n d das bedingt, daß das skalare P r o d u k t auch rechts
regulär ist . 

M a n w i r d sich fragen, ob auch i n Vektorräumen nicht notwendig endlicher 
Dimension, die ein reguläres skalares Produkt besitzen, stets orthogonale 
Basen existieren. Daß dies tatsächlich der Fa l l ist , w i r d i m folgenden Satz 
behauptet . 

Satz 2: Es seien 2 ein Links- und9l ein Rechtsvektorraum über dem 8-Ring A 
und es existiere ein reguläres skalares Produkt von 2 und 91. Dann gibt es in 2 
und 91 orthogonale Basen. 

Z u m Beweis dieses Satzes entnehmen wir zunächst dem Beweis von Satz 1 
d ie folgende Tatsache: Bereits zueinander orthogonale Elemente werden bei 
der Weiterführung des OrthogonalisierungsVerfahrens n icht geändert. 

Es seien n u n l l 5 i2, . . . eine feste Basis von 2/A u n d vv r 2 , . . . eine solche 
v o n 9ljA. Dabei können w rir (2:A)t= (9l:A)r= oo annehmen. Den durch 
l l s . . ., I n bzw. vv . . ., vn aufgespannten U n t e r r a u m bezeichnen w i r wieder m i t 
2n bzw. 9ln. Der Beweis w i r d n u n dadurch geführt, daß das Orthogonal i -
sierungsverfahren abwechselnd auf gewisse Elemente von 2 u n d 9i ausgeübt 
w i r d , derart , daß alle Basiselemente dabei erfaßt werden. Seien nach dem 
m-ten Schri t t bereits zueinander orthogonale Vektoren i[, . . .,VS u n d x{9 . . ., 
so best immt, daß i n dem durch l{, . . .,VS bzw. r { x's aufgespannten U n t e r 
r a u m der U n t e r r a u m 2m bzw. 9 t m enthalten ist . D a n n bezeichne 2' den 
kleinsten der Unterräume £ ? : m i t i > m, der [{, . . ., V8 enthält. Nach Folgerung 2 
g i b t es eine Basis von 2', die m i t I / , . . ., i's beginnt. A u f diese Basis üben 
w i r nun das Orthogonalisierungsverfahren aus, wobei l[, . . . , 1 s u n d r j , . . ., r.̂  
fest bleiben. Das Verfahren l iefert dann eine Basis ({, . . ., Vs, Vs+1, . . . , 1 / von 2' 
u n d dazu orthogonale Elemente r{, . . ., r4 x's+1, . . ., x't aus 91. Sei nun 91' der 
kleinste der Unterräume 9^ m i t i > m, der r i , . . ., vi enthält. Je tz t schließen 
w i r entsprechend wie vorher u n d erhalten so eine Basis i^', . .., von 91' u n d 

A 0 ) Bei beliebigen Skalarenringen A m i t 1-Element und Minimaibedingung ist selbst
verständlich n icht notwendig jeder U n t e r r a u m eines Vektorraums direkter U n t e r r a u m . 
Betrachtet m a n z. B . einen Vektor raum der Dimension 2 m i t den Basisvektoren x u n d y 

über dem i n Fußnote 6 ) angegebenen R i n g M, so spannt der Vektor z = ^ ^ j x - j - ^ ^ j y 
einen eindimensionalen U n t e r r a u m auf, der n i cht d i rekt ist . 
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dazu orthogonale Elemente l{, . . ., aus 2. I n den durch diese Elemente 
aufgespannten Unterräumen sind offenbar 2m+1 bzw. 9^ m + 1 enthalten. Dieser 
Schluß ist auch für m = 0 gültig, wenn m a n £ 0 = 9lQ = 0 setzt. Durch vol l 
ständige I n d u k t i o n erhält m a n d a m i t je einen U n t e r r a u m v o n 2 u n d 91 mit 
zueinander orthogonalen Basen. D a nach K o n s t r u k t i o n jedes Basiselement 
v o n 2 bzw. 91 dar in enthalten ist , s t immen sie m i t 2 u n d 9i überein. 

b) Es seien wieder 2 e in L i n k s - u n d 91 ein Rechtsvektorraum über d e n 
H i n g A. Zusätzlich sei n u n noch ein gemeinsamer Operatorenring ü von 2 u n d 3t 
gegeben, der folgende Eigenschaften besitzen möge: Es sei Q Rechtsoperatorea-
r i n g v o n 2 u n d Linksoperatorenring v o n 91 u n d die Operatoren aus ü seien 
lineare Abbi ldungen von 2jA u n d 9ljA, d.h. es gelte 

(al)co = a(lco), co{xa) = (cov)a, a £A, a> € Q. 

W i r nennen dann Q einen zulässigen Operatorenring v o n 2 u n d 91. I s t ein 
skalares P r o d u k t (l, r ) von 2 u n d 91 gegeben, so w i r d außerdem vorausgesetzt, 
daß die Operatoren aus Q selbstadjungiert i n bezug auf dieses skalare Produkt 
seien: 

<l OJ, r> = <l, co r>, co € Q. 

Exist ieren i n 2jA eine L i n k s - u n d i n 91/A eine Rechtsbasis, so daß die 
durch diese Basen erzeugten Darstel lungen v o n ü i n A gleich sind, so be
zeichnen w i r £ , 91 als Frobeniuspaar bezüglich Q. 

Bemerkung: Def in iert m a n i m Falle (2 : A)l< oo ein Frobeniuspaar dadurch, 
daß m a n verlangt, daß die Darstel lungen v o n Q mi t te ls 2/A und 91/A äqui
valent sind, so ist dies m i t unserer D e f i n i t i o n gleichbedeutend, da man dann 
durch eine geeignete Basistransformation zu gleichen Darstel lungen übergehen 
k a n n . Unsere D e f i n i t i o n s t i m m t also i m Falle , daß 2 = 91= ü eine Algebra 
endlichen Ranges über einem Körper A i s t , m i t der bekannten De f in i t i on für 
Frobeniusalgebren überein. 

U n m i t t e l b a r einzusehen ist j e tz t 
Hilfssatz 3: Dann und nur dann ist 2,91 ein Frobeniuspaar über A bezüglich 

ü, wenn ein reguläres skalares Produkt von 2 und 91 in A existiert, zu dem es 
orthogonale Basen von 2/A und 9ljA gibt. 

Daraus fo lgt zusammen m i t den Sätzen 1 u n d 2 
Satz 3: Sind 2 ein Links- und 91 ein Rechtsvektorraum über dem S-Ring A 

mit dem zulässigen Operatorenring Ü, so ist 2, 91 dann und nur dann Frobenius
paar über A bezüglich Ü, wenn ein reguläres skalares Produkt von 2 und 91 in A 
existiert. 

c) Es soll n u n eine v o n T . N A K A Y A M A aufgestellte Verallgemeinerung eines 
Satzes v o n M . H A L L f o rmul ier t werden 1 1 ) . Dazu haben w i r zuerst eine Be
zeichnung einzuführen. Sei A ein R i n g m i t Minimalbedingung für L i n k s - u n d 
Rechtsideale u n d 9R ein einfacher A-Linksmodul, dann bezeichne dl(9l\) den 
Rang von 921 über seinem Automorphismenschiefkörper. I s t 9R n icht einfach 
u n d ist 

9tt = 9 2 t 0 1 ) 9 2 0 . . O 2 t t s = 0 
n ) Siehe [ 4 ] , theorem 5 .2; [ 8 ] , theorem 1 2 . 
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eine Komposit ionsreihe von 9Ü, so sei 

dtW) = £ dtWi-JWi). 
i=i 

Für einen ^4-Rechtsmodul gelte die entsprechende Bezeichnung. 
E i n quasi-Frobeniusring A, bei dem jedes Links ideal 3 j u n d jedes Rechts

ideal 3 r der Bed ingung 
d,(S,) = dr(AIAr(^i)) bzw. dr($r) = dMIMSr)) 

genügt, heißt Frobeniusring [ 8 ] . 

Seien j e tz t l l 3 1 2 , . . . eine feste Basis von 2/A u n d xv v 2 , . . . eine solche 
von 9ljA, so bezeichnen w i r m i t ((, r) das durch 

definierte spezielle skalare P r o d u k t . Dann besagt der Satz von M . H A L L i n 
der Fassung v o n T . N A K A Y A M A : 

Ist (2 : A)i= (91: A)r< oo, sind 33 bzw. $8 A-Untermoduln von 2 bzw. 91 
und ist A ein quasi-Frobeniusring, dann gilt in bezug auf das skalare Produkt (l, r) 

Sl(Sr(33))=V, Sr(Slm) = ^-

Ist A Frobeniusring, so gilt außerdem 

i,(95) = <M* / t f r (93) ) , drm = d , (S/S,(SD)). 
A u f Grund v o n Satz 1 erhält man die 

Folgerung: Der Satz von M . H A L L gilt bei jedem regulären skalaren Produkt 
von 2 und 91. 

I I . Frobeniuserweiterungen. 
1. Definition. W i r betrachten je tz t einen Ring<3 m i t 1-Element, der gleich

zeitig Links- und Rechtsvektorraum über dem Ring A ist. I s t ($v 6 2 ) ein skalares 
Produkt von 0 , <2 i n A m i t €5 selbst als zulässigem Operatorenbereich, so 
w i r d durch 

S - <S, 1 > = < 1 , 8 > 

ein Operatorhomomorphismus von <S auf A m i t A als zweiseitigem Operatoren
bereich gegeben. I s t das skalare Produkt regulär, so bedeutet dies wegen 

<6, 6 > = <1, 6 <S> u n d <0, 6> = <6 6, 1>, 
daß ke in von N u l l verschiedenes Rechts- oder L inks idea l auf N u l l abgebildet 
w i r d . I s t umgekehrt ein Operatorhomomorphismus von @ auf A m i t A als 
zweiseitigem Operatorenbereich gegeben: 

6 - > <6> 6 A 
m i t 

a ( s ) = (a 5), <e) a — <s a>, 
so stellt die Zuordnung 

Öl, *2 < * i ö2> 
ein skalares P r o d u k t von <S, © i n 4̂ m i t (S als zulässigem Operatorenbereich 
dar. W i r d bei dem Homomorphismus ke in von N u l l verschiedenes L i n k s -
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u n d Rechtsideal auf N u l l abgebildet, dann ist das so erklärte skalare Produkt 
regulär. Die regulären skalaren Produkte und die ziveiseitigen Aoperatorhomo-
morphen Abbildungen von<& auf A, bei denen kein von Null verschiedenes Ideal 
im Kern enthalten ist, bedingen sich also gegenseitig. 

Einen solchen Homomorphismus bezeichnen w i r als Frobeniushomomor-
phismus. 

Besitzt <3 einen Frobeniushomomorphismus i n A u n d ist A # - R i n g , so 
nennen w i r <2>/A eine Frobeniuserweiterung. I n diese D e f i n i t i o n nehmen w i r 
also die Voraussetzung m i t h inein , daß A $ -Ring ist . Dies erfolgt i n H i n b l i c k 
au f die weiteren Überlegungen, wo diese Voraussetzung doch stets heran
gezogen werden muß. N i c h t vorausgesetzt w i r d , daß die Dimension von Q\A 
endlich sei 1 2 ) . 

Liegen alle K o m m u t a t o r e n 6 1 6 2 — e26x von Elementen aus @ i m K e r n des 
Frobeniushomomorphismus, so heiße die Frobeniuserweiterung i n Analogie 
zu den symmetrischen Frobeniusalgebren ebenfalls symmetrisch. 

2. Charakterisierung. Der folgende Satz, der sich u n m i t t e l b a r aus Satz 3 
ergibt , stel lt eine Verallgemeinerung des anfangs angegebenen K r i t e r i u m s für 
Frobeniusalgebren dar. 

Satz 4: Der Bing <5 besitze ein 1-Element und es sei <5 zweiseitiger Vektor -
räum über einem S-Ring A. Unter diesen Voraussetzungen ist 0,<5 dann und 
nur dann Frobeniuspaar über A bezüglich 0 als zulässigem Operatorenbereich, 
wenn QjA Frobeniuserweiterung ist. 

Daraus erhält man unmi t te lbar die 
Folgerung 1: Ist &/A Frobeniuserweiterung, so gibt es gleiche reguläre Links

und Rechtsdarstellungen von 0 in A. 
Nach Voraussetzung besitzt 0 ein 1-Element. Folgerung 2 von Satz 1 

besagt dann, daß es eine Linksbasis u n d eine Rechtsbasis von 0/^4 g ib t , die 
beide m i t dem 1-Element beginnen. Sei etwa I x = 1, 1 2 , . . . eine solche L i n k s 
basis. Beginnt m a n das Orthogonalisierungsverfahren von Satz 2 m i t llt so 
erhält man orthogonale Basen, wobei das erste Element der Linksbasis wieder 
gleich l x = 1 ist . Seien also bereits l x = 1, I 2 , . . . u n d vv r 2 , • • • orthogonale 
Basen, so folgt 

<v3> = 1 ? <r<> = 0 für t > l . 

Das bedeutet aber, daß auch j e tz t , wie i m Falle von Frobeniusalgebren, der 
K e r n des Frobeniushomomorphismus ein zweiseitig A-zulässiger Rechts
unterraum der Dimension n — 1 (mit n = (Q : A)) über A i s t . Das gleiche 
g i l t auch für die l inke Seite. M a n hat daher 

Folgerung 2: Der Kern des Frobeniushomomorphismus von 0 auf A ist ein 
zweiseitig A-zulässiger, zweiseitiger Unterraum der Dimension n — 1. 

A n diesen Sachverhalt kann man die Frage knüpfen, unter welchen Vor 
aussetzungen der K e r n einer Frobeniuserweiterung d irekter zweiseitiger 
A-Unterraum ist . D a r a u f soll hier jedoch nicht eingegangen werden. 

1 2 ) Bei einer Frobeniuserweiterung sind nach Satz 1 bzw. 2 die l i n k s - u n d rechtsseitige 
Dimension gleich. W i r schreiben dafür i m folgenden ( 0 : A) u n d sprechen dann auch 
v o m Rang von <&/A. 



Theorie der Frobeniuserweiterungen. 463 

I s t QfA eine symmetrische Frobeniuserweiterung, so g i l t für die nach 
Satz 4 existierenden Orthogonalbasen iv I 2 , . . . und r 1 ? r 2 , • • . ( l*t , - ) = ( M ? ) 
= Öij. Daraus folgt , daß die Elemente l l 5 1 2 , . . . auch rechts u n d die Elemente 
r l 5 1 2 , . . . auch l inks linear unabhängig über A sind. I m Falle (<£>: A) < oo 
erhält m a n dann nach Hilfssatz 1, daß l v l 2 , . . . eine Rechtsbasis u n d vv r 2 , . . . 
eine dazu orthogonale Linksbasis von Q/A bi lden. 

3. Beispiele, a) Sei A j e tz t ein beliebiger Ring m i t 1-Element u n d © eine 
Gruppe. 0 bezeichne den Gruppenring von (5 in A, d. h . die Gesamtheit aller 
endlichen Summen 

2J afii m i t diZA, ö t-€ (5. 

D a n n exist iert ein Frobeniushomomorphismus von 0 auf A. M a n erhält i h n 
durch die Abb i ldung 

I -> l, G ~> 0 für G 4= / = Einselement von (5. 
I s t E aiGi irgendein Element aus 0 und ist etwa afc=t= 0, so ist das B i l d v o n 
(E afii) Gk1 bei dieser Abb i ldung gleich ak, d. h . diese Abb i ldung ist ein rechts
regulärer Homomorphismus von 0 auf A. Analog g i l t dies für die l inke Seite, 
es handel t sich also u m einen Frobeniushomomorphismus. I s t A ein k o m m u -
t a t i v e r R ing , so ist dieser Frobeniushomomorphismus symmetrisch. 

b) Es seien jetzt A und K #-Ringe, QjK sei eine Frobeniuserweiterung u n d 
K i m Zentrum von A und 0 enthalten. Dann ist das über K gebildete d i rekte 
P r o d u k t S x i Frobeniuserweiterung über A. Z u m Beweis seien wieder l v 

l 2 , . . . u n d r l 5 r 2 , . . . zwei nach Satz 4 existierende orthogonale Basen bei dem 
Frobeniushomomorphismus 

5 <5> dK 
von 0 auf K. Diese Basen sind dann auch Basen von 6 x i / i . Den ange
gebenen Frobeniushomomorphismus setzen w i r durch 

ZSidi -> Z\s t-> 6 ^ 0 , a-id A 

zu einem zweiseitig A-zulässigen Homomorphismus von ß x i auf A f o r t . 
U m festzustellen, daß dieser Homomorphismus regulär ist , stellen w i r die 
Elemente von 0 x ^ 4 mitte ls der gegebenen Basen dar. N i m m t man an, daß 
das durch ein Element Eai\i erzeugte Rechtsideal auf N u l l abgebildet w i r d , 
so muß wegen der Orthogonalität der Basen 

< ( ^ a , l , ) ( r r A ) > = EaJ^O 
für beliebige bt^ A gelten. Da A ein 1-Element besitzt, ist dies nur für a 1 = a2 

= • • • = 0 möglich. Ebenso sieht man ein, daß der Homomorphismus auch 
l inks regulär ist. 

c) Es sei 0 ein einfacher R ing und A ein galoisscher Unterring von 0 . 
Darunter verstehen w i r hier einen U n t e r r i n g von 0 , der i m Sinne von T . N A -
K A Y A M A [9] F ixr ing einer halbregulären (semi-regular) Automorphisn ien-
gruppe von 0 ist. Wir bemerken dazu, daß damit eme recht allgemeine Klasse 
v o n galoisschen Erweiterungen erfaßt w i r d , konnte doch die galoissche 
Theorie i m Sinne einer reinen Automorphismentheorie bisher n u r für reguläre 
Automorphismengruppen i n befriedigender Weise entwickelt werden [9 ] . 
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Faßt man 0 als L i n k s v e k t o r r a u m über A auf, so werde m i t der R i n g 
aller linearen Abbi ldungen von &/A bezeichnet. Die Abbi ldungen aus Q£ 
denken w i r uns durch M u l t i p l i k a t i o n von rechts auf die Elemente von 0 
ausgeübt. I s t 0 r der R i n g der Rechtsmult ip l ikatoren s r m i t s £ 0 , so ist & 
i n enthalten u n d ebenso der R i n g Tl, wenn T der Zentralisator von A i n 0 
i s t . & ist zu 0 isomorph u n d Tl zu Tinvers isomorph. Tl ist nach Voraussetzung 
eine halbeinfache Algebra über dem Z e n t r u m Z (= Zl) von 0 und daher Fro 
beniuserweiterung vonZ, d. h . es g ib t einen Frobeniushomomorphismus (t1} von 
T z auf Z. Diesen Frobeniushomomorphismus setzen w i r n u n zu einem solchen 
v o n (£ auf 0 r f o r t . Dazu benutzen w i r eine zweiseitige Basis von ® / 0 r der Gestalt 

i\Gv ( i = = 1 ' - - - ' m ) UT\ 

wobei die Gj ein Repräsentantensystem der Galoisgruppe © von Q/A nach 
der Untergruppe der inneren Automorphismen durchläuft u n d tl

v . . ., eine 
Basis von Tl\Z ist . Eine solche Basis v o n @/0 r exist iert nach [6]. W i r de
f in ieren n u n für diese Basiselemente 

Daß dieser Homomorphismus zweiseitig 0 r-zulässig ist , fo lgt aus der Ver-
tauschungsregel 

6 ' 3 f f , = « J 8 ' G , = t | G , ( 8 G , ) ' . 

U m zu beweisen, daß dieser Homomorphismus zweiseitig regulär i s t , ge
nügt es, wegen der Ranggleichheit für beide Seiten von S / 0 r nach Folgerung 3 
aus Satz 1 zu zeigen, daß ke in von N u l l verschiedenes Rechtsideal au f N u l l 
abgebildet w i r d . Angenommen, es wäre 3 4= 0 ein solches Rechtsideal, so 
würde auch der durch 3 erzeugte 0 r - L i n k s m o d u l 0 r 9 auf N u l l abgebildet. 
0 r 9 ist insbesondere ein zweiseitiger 0 r - M o d u l . Jeder zweiseitige 0 r - M o d u l 
aus d; w i r d aber nach [6] über 0 r durch Abbi ldungen der Gestalt tlG, (tl£ Tl, 
G 6 erzeugt. D a n n l iegt auch flG-^ u n d d a m i t tlTlG1 i n 0 r 3 . Das Rechts
ideal tlTl w i r d aber nach Voraussetzung bei dem angegebenen Homomor 
phismus n i cht auf N u l l abgebildet u n d d a m i t ist die Annahme zum Wider 
spruch geführt. <B ist tatsächlich Frobeniuserweiterung von 0 r . W i r weisen 
darauf h i n , daß diese Überlegung bei sonst gleichen Voraussetzungen r i c h t i g 
b le ibt , wenn der Zentralisator T von A i n 0 n i cht notwendig eine halbeinfache 
Algebra, sondern nur Frobeniuserweiterung endlicher Dimension über Z i s t . 

4. Der Endomorphismenring einer Frobeniuserweiterung. Es sei j e t z t 0 
ein R i n g m i t 1-Element von endlichem L i n k s - u n d Rechtsrang über dem R i n g A. 
W i r betrachten 0 zunächst als L i n k s v e k t o r r a u m über A u n d bezeichnen wieder 
m i t (S den R i n g aller l inearen Abbi ldungen von 0^4 . I n ist dann der R i n g 
der Rechtsmult ip l ikatoren 0 r enthalten. I s t I l 5 . . ., in eine feste Linksbasis 
v o n €>/A, so sei dti die Abb i ldung , die 1̂  au f l , - u n d alle anderen Basiselemente 
a u f N u l l abbi ldet . U n t e r dt verstehen w i r die Abb i ldung , die 1̂  auf 1 u n d alle 
anderen Basiselemente auf N u l l abbi ldet . D a n n ist offenbar 

© = dx0r+ • • • + dn& 
eine Basisdarstellung von ® / 0 r . 
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Satz 5: Der S-Ring 0 sei Rechts- und Linksvektorraum gleicher endlicher 
Dimension über dein S-Ring A. Dann und nur dann ist &JA Frobeniuserweite
rung, wenn ( l r /0 r Frobeniuserweiterung ist. 

Z u m Beweis des Satzes sei zunächst <£/0 r Frobeniuserweiterung und l l 5 . . . , \n 

eine beliebige Linksbasis von &/A. Sind xr
v . . xr

n die Bi lder von d±, . . dn 

bei dem Frobeniushomomorphismus von auf <2r, so soll gezeigt werden, 
daß xv . . ., r n eine Rechtsbasis von <&jA ist , die eine zu der durch l l 5 . . ln 

erzeugten regulären Linksdarstel lung gleiche Rechtsdarstellung von @ l iefert . 
n 

Daß die letzte Behauptung r i c h t i g ist , daß also m i t 1̂ 6 = 2 7 s i h auch s tj 
7 = 1 

n 
= vi sij g i l t , fo lgt unmit te lbar aus der Gleichung 

i = l 
n 

6 r dj = dl Sri j , 

i = i 
wenn man berücksichtigt, daß der Frobeniushomomorphismus zweiseitig 
0 r -zulässig ist . Es bleibt zu überlegen, daß t v . . ., tn eine Rechtsbasis b i lden. 
Für beliebiges c £ ist 

n 
e a\ = £ &iai m ^ a i € ^ . 

i = I 

Daraus folgt bei dem Frobeniushomomorphismus <c) von auf <Sr 

i = 1 

D a bei dem Frobeniushomomorphismus ke in Links ideal auf N u l l abgebildet 
Avird, dx rechts linear unabhängig über Ar ist und 0 $ -Ring ist , g i l t ferner 

<® ^> = e r . 
Daraus ergibt sich bereits, daß xv . . ., vn ein Rechtserzeugendensystem von 
0/A ist . Wegen ( 0 '• A)r= n folgt dann aus der i m Anschluß i n Hil fssatz 1 
gemachten Bemerkung, daß r x , . . ., r n eine Rechtsbasis von Q/A b i lden. N a c h 
Satz 4 ist dann also &/A Frobeniuserweiterung. 

Sei n u n umgekehrt <&jA FrobeniuserAveiterung. Es bezeichne r x = 1, 
v 2 , . . ., r w eine Rechtsbasis und l v . . ln eine dazu orthogonale Linksbasis 
von QjA. Man erhält dann durch die Zuordnung 

(8) c = d^\ + • • • + dnsr
n -> tjöj + • • • + i ' J X 

einen zweiseitigen 0 r -Operatorhomomorphismus von (E auf & . Zunächst ist 
n 

diese Abbi ldung rechtsseitig ® r -operatorhomomorph. I s t l 2 6 = 27 'so^"> s o 

; = 1 
n 

nach Voraussetzung 6 r,-= 27 r i 5 u u n c ^ folglich 
i= 1 

n 
6' dj— 5J diS-ij . 

i= 1 
Daher ist die Abb i ldung (8) auch l inksseitig 0 r - operatorhomomorph . I s t i n 

n 
c = 2J etwa $r

k =j= 0, so ist das B i l d von dike = dte>r
k gleich t ^ s ^ = s£ =f= 0. 

i = l 
Mathematische Annalen. 127. 31 
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Also w i r d bei (8) k e i n von N u l l verschiedenes Linksideal auf N u l l abgebildet. 
n 

U m dies auch für die Rechtsideale zu zeigen, sei wieder c = 2J m i t 8 * + 0. 

Besitzt e>i die Basisdarstellung 

so können w i r wegen 6 Ä 4= 0 etwa sffl^ 0 annehmen. N u n ist 

c d ^ z d ^ r 

und dieses Element geht bei (8) i n ( r ^ - h • • • + r f c « ( * ) + h r » * ^ ) * * 0 
über. Also w i r d bei (8) auch ke in Rechtsideal =)= 0 auf N u l l abgebildet. D a m i t 
ist der Beweis vollständig. 

I m zuvor angegebenen letzten Beispiel für Frobeniuserweiterungen h a t t e n 
w i r festgestellt, daß der Endomorphismenring einer galoisschen Erwe i te rung 
0\A Frobeniuserweiterung über 0 r ist . Es fo lgt dann aus Satz 5 unter Be
rücksichtigung von Satz 4 unmit te lbar 

Satz 6: Ist 0 ein einfacher Ring und A ein galoisscher Unterring von 0 
(im zuvor angegebenen Sinne), so ist 0 / A Frobeniuserweiterung. Folglich sind 
die regulären Links- und Rechtsdarstellungen von 0 in A äquivalent und der 
Kern des Frobeniushomomorphismus von 0 auf A ist ein zweiseitig A -zulässiger; 
zweiseitig (n — l)-dimensionaler Unterraum von0 (n — (0 : A)). 

5. Vcktorielle Ideale, a) W i r setzen j e t z t voraus, daß ( 0 : A) < oo sei. 
E i n Linksideal <dl aus einer Frobeniuserweiterung 0\A nennen w i r vektoriell, 
kurz v-Linksideal , wenn 3 j ein L inksunterraum von 0\A ist . Entsprechend 
werden vektoriel le Rechts- und zweiseitige Ideale erklärt. I s t z. B . A ein 
Schiefkörper, so ist offenbar jedes Idea l aus 0 v -Ideal . 

Wenn m a n sich au f v-Ideale beschränkt, lassen sich eine Reihe v o n E r 
gebnissen, die von T . N A K A Y A M A i n [7, 8 ] aufgestellt wurden, auch unter 
unseren Voraussetzungen beweisen. 

W i r übernehmen zunächst e i n e n Hilfssatz aus [7 ] , der noch für beliebige 
Ideale gültig i s t 1 3 ) . 

Hilfssatz 4: Es sei 0\A Frobeniuserweiterung. Dann genügt jedes Links
ideal bziv. jedes Rechtsideal 3 r aus 0 der Gleichung 

Ar@i) = >SV(3 ?) bzw. / l , ( 3 r ) = £ , ( 3 f ) . 

Der kurze Beweis, der unmit te lbar aus [7 ] übernommen werden k a n n , sei 
der Vollständigkeit halber angegeben. Offenbar gi l t / ! r ( 3 j ) Q Sr(di). Sei nun 
6 £ # r ( 3 j ) , also ( 3 j ö ) = 0 bei dem Frobeniushomomorphismus von 0 au f A. 
D a nach Voraussetzung kein von N u l l verschiedenes Rechtsideal au f N u l l 
abgebildet w i r d , fo lgt 3^6 = 0, also 6 £ / l r ( 3 i ) . Entsprechend beweist m a n die 
zweite Gleichung. 

1 8 ) Siehe [7], lemma 4. 
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Satz 7: Ist 0\A Frobeniuseriveiterung, sind <&l ein v-Links- und 3 r ein 
v-Rechtsideal aus ©, dann gilt 

Al(Ar(xSl)) = 3 , , &l:A)l + (Ar ( 3 , M ) r = (0 : A), 

AMt&r)) = 3 r , ( 3 r : - 4 ) r + (AL(dr) : A)x= ( 0 : 4 ) " ) . 

A u f G r u n d v o n Hilfssatz 4 ergeben sich diese Behauptungen sofort aus der 
Folgerung 1 von Satz 1. 

Satz 8: Sei 0\A Frobeniuserweiterung und 5 £ 0 ein Element, so daß 0 6 
ein v-Linksideal ist. Dann ist 6 0 v-Rechtsideal und es gilt ( 0 6 : A)l = ( 6 0 : A)r

15). 
Beweis: Offenbar g i l t 

0/Ar(0S) ^ 6 0 

als ©-Rechtsmoduln und auf Grund von Hilfssatz 4 fo lgt daraus 

© / £ . r ( © 6 ) ^ 6 © . 

A u f G r u n d der ersten Folgerung aus Satz 1 g i l t ferner 

© = 9 T 0 S f ( 0 8) 

m i t e inem Rechtsunterraum 91' v o n © , also auch 

©/£,.(© 6) ^ 9 T 

und fo lgl ich ist auch 6 © Rechtsunterraum gleicher Dimension wie © 6. 
b) Es soll j e t z t untersucht werden, unter welchen Voraussetzungen der 

Restklassenring einer Frobeniuserweiterung ©/^4 wieder Frobeniuserweiterung 
über A i s t . 

I m Anschluß an T . N A K A Y A M A beweisen w i r zunächst einen Hi l f s sa tz 1 6 ) . 
Hilfssatz 5: Sei r ein beliebiges Element aus ©. In St(x) ist das Rechts -

ideal St(0 x) enthalten und dies ist das größte Rechtsideal, welches in S i ( v ) ent
halten ist. 

Beweis: U n m i t t e l b a r sieht man ein, daß St(0 x) ein Rechtsideal ist und 
daß St(0 t)Q St(x) g i l t . I s t 3 r ein beliebiges Rechtsideal aus S ^ x ) , so g i l t 

< 3 , 6 r > = < 3 r t > = 0 , 

also 
3rQSt(0x). 

Beim Beweis des folgenden Satzes haben w i r den Satz von H A L L heran
zuziehen. W i r müssen daher j e tz t die Voraussetzung machen, daß A quasi-
Frobeniusring ist . 

Satz 9: Es sei © Frobeniuserweiterung über dem quasi-Frobeniusring A 
und 3 ein zweiseitiges v-Ideal aus0. Dann und nur dann ist 0'= © / 3 Frobenius
erweiterung über A, wenn / l r ( 3 ) = © r A gilt mit einem Element r, das über A 
rechts linear unabhängig ist und der Gleichung Sr(x) =-- Sr(x A) genügt11). 

" ) V g l . [ 7 ] , theorem 1 ; [ 8 ] , theorem 6. 
1 5 ) V g l . [ 7 ] , theorem 4; [ 8 ] , theorem 8. 
1 6 ) V g l . [ 7 ] , lemma 5. 
1 7 ) V g l . [ 7 ] , theorem 9; [ 8 ] , theorem 15. 

3 1 * 
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Beweis: Sei zunächst 0 ' Frobeniuserweiterung m i t dem Frobeniushomo
morphismus s'-> { ö ' } . Betrachtet man 0 als ^4-Linksmodul, so gi lt nach V o r 
aussetzung 0 = 0 * © 3 u n d folglich 0 / 3 = 0 * . Wie w i r wissen, gibt es eine 
Linksbasis I i , . . . . 14 von Q'jA m i t 

<li> = 1 , <i;> = 0 für * > 1 . 
D a n n ist = A V2 + • • • + A Vm der K e r n bei dem Frobeniushomomorphis
mus von 0 ' auf A. Es sei lx, . . ., im ein festes .Repräsentantensystem von 
I i , . . ., i n 0 * . D a n n bi lden diese Elemente eine Linksbasis von ®*/A. 
Die Urbi ldmenge von bei der Abb i ldung 0 -> 0 ' ist der L inksunterraum $ 
v o n © , der durch 1 2 , . . ., lm u n d 3 aufgespannt w i r d . Es g ibt daher eine Rechts
basis r x , . . ., xn von 0/^4, so daß m i t r x = t* die Gleichung St(t) = $ g i l t , wobei 
sich j e t z t die Orthogonalität auf den Frobeniushomomorphismus von 0 au f A 
bezieht. Nach Hilfssatz 5 ist Sl(<3 x) das größte i n & enthaltene Rechtsideal. 
Andererseits muß aber 3 das größte i n 5? enthaltene Rechtsideal sein, da sonst 

ein von N u l l verschiedenes Rechtsideal enthalten würde. Folgl ich ist 
3 = Si(€> t) u n d nach Hilfssatz 4 fo lgt daraus 

S r ( 3 ) = A r ( 3 ) = Sr(Sl(ev)). 
N u n ist # i ( 0 r) = 5 { ( 6 r i ) u n d auf Grund der Folgerung aus dem Satz von 
H A L L erhält m a n dann 

Ar(3) = Sr(Sl(evA))=exA. 

Nach Voraussetzung sind u n d d a m i t auch $ A-Rechtsmoduln. Daraus 
fo lgt schließlich Sr(x) = Sr(x A). D a m i t ist der erste Te i l des Satzes be
wiesen. Die U m k e h r u n g folgt leicht, wenn m a n diese Überlegung i n umge
kehrter R i c h t u n g durchläuft. 

6. Frobeniuserweiterungen von Frobeniusringen. Es kann je tz t die Frage 
beantwortet werden, ob eine Frobeniuserweiterung eines quasi-Frobenius-
oder Frobeniusringes wieder einen solchen R i n g l ie fert . 

A u f Grund von Hilfssatz 4 und der Folgerung aus dem Satz von M . H A L L 

g i l t 
Satz 10: Ist A ein quasi-Frobenius- bzw. ein F robeniusring und 0 eine 

Frobeniuserweiterung endlichen Ranges über A. so ist auch 0 ein quasi-Fro
benius- bzw. Frobeniusring. 

I I I . Reguläre Modulerweiterungen. 

1. Definition und Eigenschaften, a) U n t e r einem ^4-ß-Modul 971 verstehen 
w i r einen beliebigen Modu l 971 m i t einem Linksoperatorenring A u n d einem 
Rechtsoperatorenbereich Q. Es w i r d vorausgesetzt, daß A ein Einselement 
besitzt, welches zugleich Einheitsoperator von 971 sei und daß die Anwendung 
der Operatoren aus A u n d Q auf 971 miteinander vertauschbar sei: 

a (m co) = (a m) co; a £ A, m £971, co f Q. 

Z u einem beliebigen U n t e r r i n g B von A definieren w i r n u n einen ^4-ß-Modul 
971B i n folgender Weise: 971 B bestehe aus allen Summen 

ZX-om*, 
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summiert über endlich viele der f o rmal gebildeten Symbole 

a O m m i t a £ A, m £ 921, 
für die die Anwendung der Operatoren durch 

a ( Z a}: O m t ) = Z aat o m ? 

(ZdiOwii) co = ZciiOmiOj 

erklärt sei u n d die folgenden Rechenregeln genügen mögen: 

abo rn = aob m f ü r & £ i ? , 

a 2) O m = ax o m + a2 o m , 

a O (111!+ m 2 ) = a O r r t i + a O m 2 . 

Den so gebildeten .4 -ß-Modul 921 # nennen w i r die reguläre Modulerweiterung 
des ^4-ß-Moduls 921 bezüglich B. (M. a. W . : 921 # ist das d i r . M o d u l p r o d u k t von 
A und 921 über 5.) 

921̂  k a n n offenbar durch die Zuordnung 

^4-ß-operatorhomomorph auf 921 abgebildet werden u n d für B = A ist diese 
Abb i ldung ein Isomorphismus. Bezeichnet 9 % den K e r n dieses Homomor 
phismus, so ist 921 'B e m A -ß-Untermodul von 921 # u n d es g i l t die ^4-ß-Operator-
isomorphie 

Der J5-ß-Untermodul 
10921 = 921̂  

von 921̂  w i r d bei dem angegebenen Isomorphismus J5-ß-isomorph au f 921 
abgebildet. Betrachtet man 921# als J5-ß-Modul, so besteht folglich die d i rekte 
Zerlegung 

921 i J=921i ?+921'i, 

wobei also 921'j? ein ^4-ß-Modul u n d 921# ein zu 921 -B-ß-isoraorpher jß-ß-Modul 
ist . V o n dieser Zerlegung machen w i r später noch Gebrauch. 

b) W i r nehmen n u n die Voraussetzung hinzu , daß A\B Frobeniuserweite
rung endlichen Ranges ist u n d bezeichnen m i t qv . . ., qn u n d 7̂ , . . ., rn o r tho 
gonale Basen bei dem Frobeniushomomorphismus (a) von A au f B, d . h . es 
gelte 
(9) <fcf,> = du 

und 
n n 

(10) q.ta = £ biM, a r ^ Z • 

A u f G r u n d der Rechengesetze von 921^ k a n n m a n die Elemente v o n 921# 
eindeutig i n der F o r m 

n 
E nom,-, m^921 

i= i 
darstellen, man k a n n also r1} . . ., rn auch als Rechtsbasis v o n 921̂  über 921 
(bezügl. der M u l t i p l i k a t i o n O) betrachten. 
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U n t e r diesen Voraussetzungen besitzt $71B einen zu 9U , 4 o p e r a t o r 
isomorphen Untermodul . U m dies einzusehen, betrachtet man die Zuordnung 
(11) in -> I V . O ^ m . 

n 

D a m i t das Element 27 T i O f/4-m verschwindet, muß 

(12) g<m = 0, ( i = 1, 
gelten. D a g l 5 . . ., qn eine Linksbasis von ist , gibt es Elemente blt . . . 6 r ( , 
m i t 

* ' ' + M n = 1 • 
D a n n folgt aus (12) 

?? ?? 
27 Mftm) = (27 m = m = 0 . 
i = l i - 1 

D a m i t haben w i r bisher erhalten, daß (11) eine fi-operatorisomorphe A b b i l 
dung des Moduls 97t auf einen ß-Untermodul 9?iB von 97lB de f in ier t . A u f 
G r u n d von (10) g i l t schließlich 

n n 

a m -> 27 ri O qi am = E r{ o ba (q} m) 
i = l 

n n 

= 27 ri ba ° °jm = a 27 n O rn , 
i, j = 1 i = 1 

also ist der Isomorphismus (11) auch ^4-zulässig. 
W i r betrachten nun die I?-ß-operatorhomomorphe Abbi ldung 

n n 
(13) 27nom, -> E (ri>™< 
von 9ft# auf Den K e r n dieses Homomorphismus bezeichnen w i r m i t 

n 

971%*. Aus der Gleichung 27 M J = 1 folgt wegen (9) 
i = i 

n 
<>V> - E h{Wi> = hf 

i = 1 

Betrachten w i r nun das B i l d eines Elementes aus 971% bei der A b b i l d u n g (13), 
so fo lgt dami t 

ii n n 

27 UOqim ->Z {rt) qtm = (27 biCji) m = rn 
i=l i=l i=l 

d. h . diese Abb i ldung stellt für $71% einen Isomorphismus dar. D a n n besteht 
die d irekte Zerlegung von 9l\B als JS-ß-Modul 
wobei also 9RJ ein zu 9714-ß-isomorpher J -ß -Modu l und 37lB* ein 5 -ß -Modul 
ist . Die bisherigen Überlegungen fassen w i r in folgendem Satz zusammen: 

Satz 1 1 : Es sei 971 ein A-Q-Modul und AjB eine Frobeniuserweiterung end
lichen Ranges. Betrachtet man die reguläre Modulerweiterung 971B von 971 als 
B-Q-Modul, so bestehen die beiden direkten Zerlegungen 

mB= m+ m, 9RJB= 9 r s + ans*, 
wobei 971B und 971% sogar A-Q-Moduln sind, $71B zu 971 B-ü-isomorph und 
971% zu 971 A-Q-isomorph sind. 
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c) D ie A b b i l d u n g ( 1 3 ) ist ein ^ - ^ - H o m o m o r p h i s m u s von 971 # a u f 
Sie k a n n offenbar auch als ^ -ß -homomorphe A b b i l d u n g von 971# i n sich 
gedeutet werden, wenn man 

n n n 

( 1 4 ) EriOrn,-->E <n> 0^*;= loE < 0 m,-
i=l i=l i=l 

setzt. Diese A b b i l d u n g soll i m folgenden m i t h bezeichnet werden. Die A n 
wendung v o n h auf 971 # schreiben w i r als M u l t i p l i k a t i o n v o n l inks . Die E le 
mente aus A als Operatoren von 971̂  stellen ebenso wie h Endomorphismen 
von 971 # dar u n d können i n diesem Sinne m i t h m u l t i p l i z i e r t werden. W i r 

n 

üben n u n den Endomorphismus E ri^°i a u ^ e m beliebiges Element aus 971 ̂  
i = l 

aus u n d berücksichtigen dabei (9) 
n n n n 

i E rMi) (Erj O ms) = E ri (Qirj) O m, = E ri O m.j, 
i = l j=l — l ? = 1 

n 
jolglich ist E r i n a i der identische Endomorphismus von 971 # . 

2. M 0 - und M u -Moduln. a) A u f Grund unserer Ergebnisse über reguläre 
Modulerweiterungen kann n u n ein Satz bewiesen werden, durch den ein E r 
gebnis v o n W . G A S C H Ü T Z verallgemeinert w i r d ( [ 3 ] , Satz 1 ) . Eine V e r a l l 
gemeinerung au f Frobeniusalgebren wurde bereits von M . I K E D A [5] gegeben. 
D o r t w i r d die Schluß weise von G A S C H Ü T Z u n m i t t e l b a r übertragen, was u n t e r 
unseren allgemeinen Voraussetzungen n i cht möglich is t . Die Abweichung 
gegenüber G A S C H Ü T Z u n d I K E D A besteht hier i n der allgemeingültigen E i n 
führung der regulären Erwei terung , während der d o r t benutzte Begr i f f der 
regulären Erwe i terung nur für Algebren s innvol l ist . 

I n diesem Zusammenhang muß noch auf eine A r b e i t von T . N A K A Y A M A 

und H . N A G A O hingewiesen werden [ 1 1 ] , i n der ebenfalls M0- u n d J f M - M o d u l n 
untersucht werden. Sie werden dor t jedoch i n einer WTeise gekennzeichnet, 
die m i t unseren Überlegungen keinen unmit te lbaren Zusammenhang besitzt . 

b) I m Anschluß an G A S C H Ü T Z führen w i r M0- u n d Mu-Moduln e in . Es 
sei dabei B zunächst ein beliebiger U n t e r r i n g von A. I s t 91 ein ^4-ß-Modul 
und besitzt 91 — je tz t nur als B-Q-Modul b e t r a c h t e t — eine direkte Zerlegung 
i n zwei 5 -ß -Moduln 971' und 971", so schreiben w i r dafür wie bisher das normale 
Summenzeichen 

91 ==971'+971". 

Für eine d irekte Zerlegung von 91 i n zwei JUß-Moduln 971* u n d 971** benutzen 
wir die Schreibweise 

91 = 971* e 971**. 

Schließlich bedeute 
971*^ 971, 

daß die M o d u l n 971* und 971 als ^4-ß-Moduln operatorisomorph sind. 
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E i n ^ - ß - M o d u l 921 heiße n u n M0-Modul wenn für jeden A-Q-Moäul 9X, 

der einen ^4-ß-Untermodul 921' mit 

9t/921'^921 

besitzt , die Existenz einer Zerlegung 
3l = 3 R ' + 9 R " 

auch eine Zerlegung 
9t = 9 R ' e 9 T 

zur Folge hat . 
Bemerkung: D a n n ist offenbar 9 t ' ^ 921. 
Entsprechend heißt 921 ein Mu-Modul, wenn für jeden ^4-ß-Modul 9t, der 

eine Zerlegung 
91 = 921* + 921** m i t 921*^; 921 

besitzt , auch eine Zerlegung 
91 = 921*e9t* 

ex is t ier t . 
Es fo lgt j e tz t der angekündigte Satz. 
Satz 12: Es sei AjB eine Frobeniuserweiterung endlichen Ranges und es 

seien ql3 . . ., qn und rv . . ., rn zueinander orthogonale Links- und Rechtsbasen 
von AjB. Unter dieser Voraussetzung ist ein A-Q-Modul 921 dann und nur dann 
M0- oder Mu-Modul, wenn ein B-Ü-Endomorphismus g von 921 existiert, so daß 

n 

E ug<ii 

der identische Endomorphismus von 921 ist. 
W i r beweisen zuerst, daß die Behauptung notwendig ist . Sei also 921 M0-

oder J f t t - M o d u l . A u f G r u n d der D e f i n i t i o n der M0- und JJf w -Moduln folgt 
aus Satz 11, daß i n jedem F a l l eine Zerlegung 

(15) 921B = 921xe 92t2 

m i t 
(16) 9 2 1 ^ 921 

exist iert . M i t H i l f e des durch (14) gegebenen Endomorphismus h von 9217^ 

läßt sich n u n sofort der gewünschte Endomorphismus g von 921 konstruieren. 
Es sei 

m = k m - f (1 - k) in 

die (15) entsprechende Komponentenzerlegung von 921^. D a n n stel lt die E i n 
schränkung von kh auf 921x offenbar einen Z?-ß-Endomorphismus g± v o n 921t 

n 

dar, für den E ri QiQi die identische Abb i ldung von 921x ist u n d wegen (16) 
i = l 

g ib t es dann auch einen jB-ß-Enclomorphismus g von 921 m i t den gewünschten 
Eigenschaften. 

Es soll n u n gezeigt werden, daß die Bedingung des Satzes hinreichend is t . 
Der Beweis dieses Teils ste l l t eine naheliegende Verallgemeinerung des Be
weises v o n G A S C H Ü T Z dar, doch soll er der Vollständigkeit halber ausgeführt 
werden. 
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Es sei 91 e in ^4-ß-Modul u n d es bestehe die direkte Zerlegung von 91 als 
7?-ß-Modul 

9X = 921' + 911", 

wobei 971' .4 -ß-Modul sei u n d 
91/921'^ 971. 

Dann s ind 921" u n d 921 als 7?-ö-Moduln isomorph. Folg l i ch k a n n der Endo
morphismus g v o n 921 auch als B- ü-Endomorphismus g' von 91/921' betrachtet 
und d u r c h 

^ _ ig' für W 
g ~ 10 für W 

n 

auf 91 fortgesetzt werden. D a n n g i l t m i t der Bezeichnung E ri9*9i = !*• 

7*n = n mod 921', (n 6 91) 

und, da 921' .4 -ß-Modul ist , 

7 * m ' = 0, (m ' 6 921'). 

Bezeichnet m a n m i t 7 den identischen Endomorphismus, so fo lgt 

(/ - 7*) r n ' = m ' , (m' 6 921') (7 - 7*) n 6 921', (n € 91) 
also auch 

( 7 - 7 * ) 2 = 7 - 7 * . 
Dann ist 
(17) 91 = [I ~ 7*) 91 + 7* 91 = 921'+ 91' 

eine d i rekte Zerlegung von 91 als ß-Modul. D a g* ein 7?-i2-Endomorphismus 
ist , g i l t schließlich 

n n n n 

a E rJ 9* <li = E ri ha 9* 9o = E ri 9* K 9j = (Eri 9* 9i) * • 

j = l i , ? = 1 ij=l i— 1 

Folgl ich ist (17) bereits eine d irekte Zerlegung von 91 als ^4-ß-Modul. D a m i t 
ist gezeigt, daß 921 tatsächlich J 7 0 - M o d u l ist . Der Nachweis, daß 921 auch 
J 7 w - M o d u l ist , kann ganz entsprechend geführt werden. 

c) U n t e r den Voraussetzungen von Satz 12 ist jeder i¥"0-Modul auch 
i l7 M -Modul u n d umgekehrt . M a n k a n n daher ( im Anschluß an G A S C H Ü T Z [3]) 
einfach v o n Maschke-Moduln sprechen. Be i gleichen Voraussetzungen über 
A und Q als Operatorenbereiche wie i n Satz 12 erhält m a n die 

Folgerungen : 
1. Sind die A-Q-Moduln 921' und 921" Maschke-Moduln, so auch 

(18) 91 = 921'©921" 

Ist der A-Ü-Modul 91 Maschke-Modul und besteht eine direkte Zerlegung (18), 
so sind auch 921' u n d 921" Maschke-Moduln. 

2. Der .4 -ß-Modul 921 ist dann und nur dann Maschke-Modul, wenn ein 
zu 921 ^4-ß-isomorpher direkter A-Q-Summand des regulären Erweiterungs
moduls 921 ß ex ist iert . 
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3. Der Rang v o n AjB sei n. Is t die A b b i l d u n g 

rn -> n rn 
ein Automorphismus des .4-ß-Moduls so ist 91\ Maschke-Modul. 

4. Betrachtet m a n A selbst als ^4-^-Modul , so ist A Maschke-Modul. 
D u r c h die d r e i ersten Folgerungen werden Ergebnisse aus [3] verallge

meinert . Die einfachen Beweise können unmit te lbar aus [3] übernommen 
werden. Z u m Beweis der letzten Folgerung hat man einen ß-i?-Endomor-
phismus anzugeben, wie er i n Satz 12 vorausgesetzt w i r d . M a n überzeugt 
sich sofort, daß der Frobeniushomomorphismus von A auf B die verlangte 
Eigenschaft besitzt . 
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