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Bemerkung zum Hauptsatz der Gavoisschen Theorie
fiir Schiefkorper

Von Friepricn Kasch in Géttingen

1. Die historische Entwicklung der Gavoisschen Theorie stellt ein eindrucks-
volles Beispiel fiir die schrittweise Linearisierung einer Theorie und dic damit
verbundene Ausdehnung ihres Geltungsbereiches dar. Mit der Linearisierung war
zugleich eine fortschreitende Vereinfachung der Beweise verbunden.

Unter diesem Gesichtspunkt ist ein Beweis des Hauptsatzes der Garoisschen
Theorie fiir kommutative Korper von Interesse, den kiirzlich J. Ninor [3] mit-
geteilt hat. Wihrend dabei dem ,leichteren* Teil des Hauptsatzes (Zuordnung:
Zwischenkorper — Untergruppe — Zwischenkorper) die iibliche SchluBweise zu
Grunde liegt, enthilt der Beweis des ,,schwierigeren Teils (Zuordnung: Unter-
gruppe — Zwischenkorper — Untergruppe) einen neuen Gedanken?).

Inbezug auf den Gesichtspunkt der Linearisierung wird dieser Gedanke besonders
deutlich, wenn man ihn nicht wie dort fiir die Garorsgruppe selbst, sondern fiir
einen durch die Gavoisgruppe in gewisser Weise erzeugten Ring von linearen
Abbildungen ausspricht. Bei dieser Fassung bietet sich auBlerdem die Moglichkeit,
den Gedanken von J. NiNor zum Beweis des Hauptsatzes der Garorsschen Theorie
fiir Schiefkorper heranzuziehen. Man kommt dann inshesondere ohne den Satz von
JacossoN-BourBaki aus. Das soll hier in dem Umfang angegeben werden, wie
es von der bekannten SchluBweise abweicht.

2. Es seien K ein nicht notwendig kommutativer Korper!) und H ein Unter-
korper von K. Wir betrachten K als'Rechtsvektorraum iiber H, d. h. als additive,
abelsche Gruppe mit H als Rechtsmultiplikatorenbereich. Die Dimension von K/H
bei dieser Auffassung bezeichnen wir mit (K : H),?). Ferner sei ;R der Ring aller
linearen Abbildungen von K/H; ist t ER und k € K, so sei t(k) das Bild von &
bei der Abbildung r. Multipliziert man K mit cinem festen Element k£ € K von
links, so wird dadurch eine lineare Abbildung von K/H erzeugt, die wir wieder
mit k bezeichnen wollen. Den auf diese Weise durch die Elemente von K als Links-

%) Dariiber hinaus liegt der Nachdruck bei J. NinoT auf einer moglichst symmetrischen Beweis-
fiihrung beider Teile.

1) Auch im folgenden sind alle betrachteten Kérper nicht notwendig kommutativ, ohne daB
dies ausdriicklich angegeben wird.

2) SinngemifB sei z. B. (N: K); die Dimension des Linksvektorraums 9 iiber A.
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multiplikatoren von K erzeugten Unterring von $, der offenbar zu K ringisomorph
ist, bezeichnen wir ebenfalls wieder mit K, so daf K im folgenden in zwei verschiedenen
Bedeutungen auftritt. Die jeweilige Bedeutung wird sich stets unmittelbar aus dem
Zusammenhang ergeben; wihrend z. B. r(k) das Bild von £ bei der Abbildung ¢
ist, verstehen wir der zweiten Bedeutung von k entsprechend unter t £ die Ab-
bildung, die jedes Element z € K in t(kz) iiberfiihrt.

3. Mit diesen Bezeichnungen gilv

1) (R:K),=(K:H),?).
Beweis: Sei zunichst (K: H), < oo und bezeichne %,, ..., k, eine Rechtsbasis von K/H;
dann stellen die durch
0 fiir ¢ =5 .
rz(ky) = 617 = .. . (1’] = 11 sy n)
1firi=j

definierten linearen Abbildungen r,, ..., r, offenbar eine Linksbasis¢) von R/K dar. Im Falle
(K : H), =  kann man in gleicher Weise unendlich viele iiber K links linear unabhéingige Ab-
bildungen aus R definieren. Damit ist (1) bewiesen.

Ist & ein beliebiger Linksvektorraum iiber K und ist &* der zu & duale Raum,
d. h. der K-Rechtsmodul aller K-linkslinearen Abbildungen von & in K, dann
gilt bekanntlich
2) (©:K),=(&*:K),.

4. Sei & eine Automorphismengruppe von K mit dem Fixkorper H. Unter &
verstehen wir jetzt den Unterring von %, der durch die Automorphismen aus ¢
und dic Elemente aus K (als Linksmultiplikatoren von K) erzeugt wird. Die An-
wendung von & auf ein festes Element ¥ € K, d. h. die Abbildung

33k (BE€G)

stellt offenbar eine K-linkslineare Abbildung von © in K dar, also ein Element
aus &*. Diese Abbildung bezeichnen wir mit ¢,. Dann gilt der

Hilfssatz (NiNor)®): Sind ky, k,, ... Elemenle aus K, die rechis linear unabhingig

iiber H sind, dann sind die Elemente oy, 0y, ... aus ©* rechis linear unabhingig
uber K folglich gilt
®3) (&*: K), = (K: H),.

Aus (2) und (3) felgt (©: K), = (K : H),; also gilt im Falle (K : H), = co auch
(&:K),=o00. Im Falle (K:H), =n < oo erhilt man daraus wegen & < R und
1H:&=9N.

unendlich sei, nicht aber, daB die Dimensionen gleiche Michtigkeit besitzen mogen. Das gilt auch
im folgenden bei Gleichungen zwischen Dimensionen.

4) Linksbasis bedeute, daB die Koeffizienten links stehen.

%) Der Beweis unterscheidet sich nicht von dem bei J. Nixot [3] behandelten kommutativen Fall.
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Wir fassen das Ergebnis unserer Uberlegungen zusammen.

Satz: Es set K ein Schiefkirper, & eine Automorphismengruppe von K und H
der Fixkorper von & in K. Mit © werde der durch & und K als Linksmultiplikatoren-
bereich von K erzeugte Endomorphismenring von K bezeichnet. Unler diesen Voraus-
setzungen ist der Rechisrang von K|/H dann und nur dann endlich, wenn der Linksrang
von &K endlich ist. Ist dies der Fall, dann ist © der Ring aller linearen Abbildungen
von K als Rechisvektorraum iiber H.

5. Mit diesem Ergebnisist der Teil des Beweises des Hauptsatzes der GaLoisschen
Theorie geleistet, zu dem sonst der Satz von Jacoson-BourBakl herangezogen
wird. Die weitere SchluBweise kann etwa wie im Originalbeweis von H. Carran [1]
gefithrt werden.

Wir weisen noch darauf hin, daB die hier angegebenen Uberlegungen richtig
bleiben, wenn K ein beliebiger Ring mit 1-Element ist und der Fixring H einer
Automorphismengruppe & von K ein Unterring von K ist, itber dem K eine Rechts-
basis (im strengen, nicht nur modultheoretischen Sinne) besitzt ©).
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) Auch dic fiir den weiteren Beweis des Hauptsatzes der (iarossschen Theorie wichtigen Hilfs-
satze (Lemme 1 und 2 bei H. Cartan [1]) gelten unter allgemeineren Voraussetzungen; siehe dazu [2].
Bei dieser Gelegenheit sei auf einen Druckfehler in [2] hingewiesen. Auf Seite 403, 4. Zeile von unten
muB es ,lincar abhingig* statt . linear unabhingig* heiBlen.



