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I n v a r i a n t e U n t e r m o d u l n des E n d o m o r p h i s m e n r i n g s 

e ines V e k t o r r a u m s 

Von FRIEDRICH KASCH in Göttingen 

I . Fragestellung, Voraussetzungen und Bezeichnungen 

1. Die folgenden Überlegungen haben zwei Ausgangspunkte, einerseits einen 
Satz von H. CARTAN über invariante Unterkörper eines Schiefkörpers ( [ 2 ] , Theo
reme 4 ) und andererseits den Satz von der Normalbasis. Die Frage, ob diese beiden 
Sätze auf einfache Einge ausgedehnt werden können, führt dazu, invariante Unter
moduln eines einfachen Kinges oder allgemeiner des Endomorphismenrings eines 
beliebigen Vektorraums zu untersuchen. Dabei soll ein Untermodul (oder Unter
ring) eines Ringes A invariant heißen, wenn er bei den inneren Automorphismen 
von A als Ganzes (aber nicht notwendig elementweise) fest bleibt. Die hier durch
geführten Überlegungen enthalten eine Antwort auf die Ausgangsfragen und ge
statten darüber hinaus Verallgemeinerungen gewisser Sätze von L . - K . H U A ( [ 3 ] ) . 
Aus den Ergebnissen über invariante Untermoduln werden ferner Folgerungen 
für invariante Unterringe gezogen. 

2 . Sei A der Ring aller linearen Abbildungen eines Vektorraumes 3$ über einem 
Schiefkörper K als Linksskalarenkörper. Die Dimension n von 33/if, die endlich oder 
unendlich sein kann, sei im folgenden, wrenn nicht ausdrücklich anders angegeben, 
stets größer als 1 ; es sei also A kein Schiefkörper. 

Ist insbesondere n endlich, so ist A ein einfacher Ring mit 1-Element und Mini
malbedingung und umgekehrt ist bekanntlich jeder solche Ring zum Ring aller l i 
nearen Abbildungen eines endlichdimensionalen Vektorraums über einem Schief
körper isomorph. Die folgenden Ergebnisse gelten daher insbesondere für einfache 
Ringe mit 1-Element und Minimalbedingung, die wir kurz als einfache Ringe bezeich
nen wollen. 

Ist darüber hinaus der Rang von K über seinem Zentrum Z endlich, so ist A 
eine ein jache Algebra. 

Eine Menge B von Abbildungen aus A heißt bekanntlich r-fach transitiv, wenn 
es zu je r über K linear unabhängigen Elementen t^, t) 2, . . . , b r £E3S und beliebigen 
Elementen tü 1 } tt>2, . . . , tor 25 in B eine Abbildung gibt, die t\- in irj. ( i = l , . . . ,r) 
überführt. Ist B r-fach transitiv für jedes endliche r, so heißt B dicht. Im Falle 
n — oo bedeute eine w-fach (oder z. B. (n—l)-fach) transitive Menge B von Abbil
dungen aus A ebenfalls, daß B dicht sei. 
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Wir hatten K als Linksskalarenkörper von SB eingeführt, d. h. es sei kti £ SS, 
falls b £ ® und k^K. Es soll nun auch noch eine Multiplikation der Vektoren 
aus SS mit den Elementen aus K von rechts erklärt werden. Dazu bezeichne b x, 
b 2, t>3, . . . eine feste Linksbasis von SS/üT. Dann wrollen wir unter 

b -> bife, ifc £ ÜT 

die lineare Abbildung von fß/K verstehen, die jedes Basiselement bt- (& = 1,2,3, . . . ) 
in &bz- überführt. I n diesem Sinne wird also K auch als Unterkörper des Endomor
phismenrings A von SS/-K" aufgefaßt. Ob bei den folgenden Überlegungen diese oder 
die ursprüngliche Bedeutung von K als Linksskalarenkörper zu Grunde gelegt wird, 
wird sich jeweils unmittelbar aus dem Zusammenhang ergeben. 

Unter dtj = 1 ,2 ,3 , . . . ) wollen wir die Abbildung von SS verstehen, die b; 
in t)j und alle anderen Basiselemente in Null überführt. Den dtj entsprechen also 
die Matrixeinheiten in der durch die gegebene Basis erzeugten Darstellung von A. 

Die Abbildungen aus A üben wir, wie dies schon für die durch die Elemente aus 
K erzeugten Abbildungen angegeben, durch Multiplikation von rechts auf die Ele
mente aus SS aus. Es sei also ba das Bild von b £SS bei der Abbildung a(^A. 

r bezeichne die Gruppe der inneren Automorphismen von A und Z das Zentrum 
'von K, welches dann auch Zentrum von A ist. Invariante Untermoduln oder in
variante Unterringe von A sind dann also dadurch gekennzeichnet, daß sie gegenüber 
r als Operatorenbereich abgeschlossen sind. 

Schließlich wollen wir unter {a; b; c; . . . } den durch die in der Klammer stehenden 
Elemente erzeugten Modul verstehen. 

I I . Invariante Untermoduln und Ringe 

1. Wir geben zunächst einen Untermodul B von A an, der für das folgende 
wesentlich ist. Es sei 

B = {Kdij, i 4= j \ K(dii—djJ); (k^—k^) dih kv k2^K} , 

wobei i und / unter der angegebenen Beschränkung von 1 bis n laufen mögen. 
Ist r < so gibt es in B eine Abbildung, die r beliebige der Basiselemente in vor
gegebene Bilder überführt, denn es lassen sich im Falle n < oo die Koeffizienten 
sämtlicher d(j- (i,j = l, ...,?&) bis auf den Koeffizienten eines der dü und im Falle 
n — oo die Koeffizienten jeweils endlich vieler der d(j beliebig vorgeben. Der durch 
B erzeugte Ring enthält offenbar alle kd(j mit beliebigem k(^K, ist also dicht 
und stimmt im Falle n < oo mit A überein. 

Bezeichnet man mit P 2 den Primkörper der Charakteristik 2, so gilt der folgende 
Satz über invariante Untermoduln. 

Satz 1 : Sei K =|= P2 oder n > 2, dann gilt für jeden invarianten Untermodul 
U von A entweder 

U^Z oder B^U . 
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Wir beginnen den Beweis mit einem Hilfssatz, der auch für K = P 2 und n = 2 
gültig ist. 

Hilfssatz 1 : Jeder nicht in Z enthaltene invariante Untermodul von A ist einjach 
transitiv. 

Zum Beweis ist zu zeigen, daß jeder durch ein beliebiges Element a £ A, a (fcZ 
erzeugte invariante Untermodul U einfach transitiv ist. 

Es genügt zu beweisen, daß es zu je zwei linear unabhängigen Vektoren b, tu G SS 
eine Abbildung a' (^U mit ba' = tu gibt, denn dann existiert auch die Abbildung 
a"£ U mit ba" == — tu + &b, £ also ebenfalls b(a' + a") = &b. 

Gibt es einen Vektor b£:3S, so daß die Vektoren b und ba linear unabhängig 
sind, so ist man fertig. Sind nämlich j und t) zwei beliebige linear unabhängige Vek
toren, so existiert offenbar eine umkehrbar eindeutige lineare Abbildung b(^A 
mit 

j 6 == b , t)6 = ba . 
Dann ist 

ibab-1 = t} mit &0&-1 £= c7 . 

Es ist also nur noch zu zeigen, daß es zu festem a^_A, a ^Z einem Vektor b 
gibt, so daß b und ba linear unabhängig sind. Ist b ein beliebiger Vektor, so sei 
ba = fc'b. Mit einem von b linear unabhängigen Vektor tu sei ferner tva = Ftr j . 
Nimmt man k' 4= an, so wären b + tu und (b + tu) a = &'b + &"tü linear unab
hängig und der Beweis vollständig. Sei also k' = k" — k. Die gleiche Überlegung 
gilt für xtry mit beliebigem x(^K. Also ist auch (xto) a = k(xtv); andererseits ist 
aber (xtu) a = x(tva) = xkto, d. h. es ist k(^Z. Dann wäre a — k(^Z entgegen 
unserer Voraussetzung. Damit ist Hilfssatz 1 bewiesen. 

Den Beweis von Satz 1 führen wir nun zunächst für den Fall n > 2. Sei U $Z9 

dann ist nach Hilfssatz 1 U einfach transitiv und es gibt in U eine Abbildung a 
mit b x a = b 2, wobei b 2, b 2 die beiden ersten Elemente der festen Basis von SS/Z sind. 
Bezeichnen wir noch mit e das Einselement von A, also die identische Abbildung von 
SS, so sind wegen 

(e-\-kd(j) (e—kd ( j) = e für i 4= ?\ k^K , 

auch die Abbildungen 

a' = (e—(#21) #(# + ^21) — a = — d 2 1 a -\- ad2i — d21 ad2l 

und 

a" = (e + d 3 1) a'(e —d 3 1 ) — a' = d 3 1 ad21 + d 2 1 adu 

in £7 enthalten. Offenbar gilt 
b 3 a" = b x , b; a" == 0 für. i 4= 3 , 

also ist a" = £ 
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Ferner sind dann die folgenden Abbildungen in U enthalten: 

kdn für i=|= 1,3; j = 3 
(e + kdjj) d31 (e kd(j) dzl — . , 1 0 

l — k d s j für * = 1 ; 7 4= 1,3 
mit beliebigem k^K. Indem man auf die so erhaltenen d(j die gleichen Operationen 
wie auf dzl ausübt, sieht man ein, daß für i 4= j alle kd(j in U enthalten sind. Dann 
ist auch für i 4= j und beliebige kv k2 £ K 

(c + ^ i ^ y ) k^d^{t—^l^ij) — k2dj( — k1k2k1dij- = kxk2dü — k2kxd^ 

ein Element aus U. Für k2 = 1 folgt daraus K{du—djj) £ ü. Dann ist aber auch 

k1k2dii k2k-^djj k2k-^{dn djj) = {k^k2 k2k±) d^£ U. 

Folglich igt der ganze Modul B in U enthalten und damit Satz 1 für n > 2 bewiesen. 
Es ist also nur noch der Fall K 4= P 2 und w = 2 zu behandeln. Wegen der ein

fachen Transitivität von U gibt es auch jetzt eine Abbildung 

« = d12 + zd21 + yd22^_ U, x,y^K. 

Wegen K 4= P 2 existiert ein & £ ÜT mit & 4= 0 und k 4= — 1. Dann ist 

(e + kdn) (e—k (1 + k)-1 dn) = e 

und folglich sind 

a' = ( e - t - & d n ) a (e — &(1 + — a — kdl2 — zk(l + k)~l d21 

und 

a" = (e-\- k"1d2i) a! (e— k~1d21) — a! = d22 — dn — k~1d2l 

i n U enthalten, also auch 
a" — (e + kd22) a" (e—k(l + k)~l d22) = d 2 1 . 

Schließlich ist 
(e + kd22) d2l(e-k(l + k)~i d22) = (1 + k) d21 G ü 

und folglich Kd21 £ U. Entsprechend sieht man ein, daß auch Kdl2 £ U. Der Rest 
des Beweises folgt dann wie im Falle n > 2, so daß Satz 1 vollständig bewiesen ist. 

Diese Überlegung, die wir auf die Basis t) x , rj2, rj3, . . . gegründet hatten, ist 
natürlich ebenso für jede andere Basis richtig. Zusammen mit den angegebenen 
Eigenschaften von B folgt dann aus Satz 1 bzw. aus Hilfssatz 1 im Falle K = P 2 

und n =2 
Satz 2: Jeder invariante Untermodul von A ist entweder im Zentrum von A ent

halten oder (n—l)-fach transitiv. 
Wir bemerken noch ohne Beweis, daß man diesen Satz für einen kommutativen 

Körper K nicht verschärfen kann, denn dann ist bereits B ein invarianter Unter-



186 F . K A S C H A R C H . M A T H . 

modul. Ist K nicht kommutativ, so würde Satz 2 mit n statt mit n — 1 gelten, 
falls der durch alle Elemente k±k2— k2kx mit kvk2 K erzeugte Modul 
{k±k2 — k2 == K wäre. Ob dies richtig ist, ist mir nicht bekannt. Eine Aussage 
in dieser Eichtung enthält der später folgende Hilfssatz 2. 

2. Da der durch B erzeugte Ring dicht ist, erhält man aus Satz 1 auch das fol
gende Ergebnis. 

Satz 3: Ist K 4= P2 °der n > 2, so gilt für jeden invarianten Unterring E von A 
entweder E^Z oder E ist dicht; ist A ein einjacher Eing, so hat man also 

BCZZ oder E = A. 

Dieser Satz, stellt eine Verallgemeinerung des anfangs erwähnten Satzes von 
H . CARTAN dar, der besagt, daß ein invarianter Unterschiefkörper eines beliebigen 
Schiefkörpers K entweder im Zentrum von K enthalten ist oder mit K übereinstimmt. 
Dieser Satz wurde zunächst von H . CARTAN ([2]) unter zusätzlichen Vorausset
zungen bewiesen und sodann von mehreren Autoren ( [1 , 3, 4]) mi t einem sehr ein
fachen Beweis in der angegebenen Fassung aufgestellt. Satz 3 ist daher auch für 
n = 1 richtig, wenn man zusätzlich verlangt, daß E mit jedem invertierbaren Ele
ment auch das Inverse enthält. Ob im Falle n = 1 ohne diese Forderung, also ohne 
Zulassung der Division das gleiche Ergebnis gilt, ist nicht bekannt. 

Ist K — P2 und n = 2, so ist Satz 3 falsch. Z. B. ist dann der durch d12 + d21 -f- d22 

erzeugte invariante Unterring nicht in Z enthalten und von A verschieden, wie man 
durch eine kurze Rechnung feststellt. 

I I I . Zum Satz von der Normalbasis 

1. Ist KjH eine kommutative, galoissche Körpererweiterung endlichen Ranges, 
so besagt der Satz von der Normalbasis bekanntlich, daß es ein Element k^K 
gibt, welches zusammen mit seinen Konjugierten bei den Automorphismen von KjH 
eine Basis von KjH bildet. Entsprechend kann man fragen, ob bei einer beliebigen 
galoisschen Erweiterung AjH und zwar nicht nur bei Schiefkörpern, sondern etwa 
auch bei einfachen Ringen, ebenfalls eine Basis aus Konjugierten eines Elementes 
existiert. Eine solche Basis soll auch dann als Normalbasis- bezeichnet werden. Man 
hat dabei allerdings zu beachten, daß im allgemeinen eine solche Basis nicht wie im 
kommutativen Fall alle Konjugierten eines Elementes umfaßt. Auch wenn AjH 
einen endlichen Rang besitzt, können unendlich viele verschiedene Konjugierte 
eines Elementes existieren, was durch das Auftreten von inneren Automorphismen 
bedingt ist. 

Dem Satz von der Normalbasis in diesem Sinne kann man analog zum kommu
tativen Fall auch jetzt die beiden folgenden Formulierungen geben. Man betrachte 
A als Modul mit dem Rechtsoperatorenbereich Q = [Hr, T]x), wobei Q der durch 

Ü hatten wir i n [5] als Automörphismenring bezeichnet. 
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die Automorphismen der Galoisgruppe F von AjH und die Elemente aus H als Rechts
multiplikatoren von A erzeugte Endomorphismenring von A ist. Dann ist die Ex i 
stenz einer Normalbasis2) mit den Aussagen äquivalent, daß Q als ü-Rechtsmodul 
operatorhomomorph auf A als ß-Rechtsmodul abgebildet werden kann oder daß 
A als ß-Rechtsmodul zyklisch ist. 

2. Der Satz von der Normalbasis wurde bisher 3) für eine recht allgemeine Klasse 
von galoisschen Erweiterungen bei einfachen Ringen bewiesen, jedoch nicht für be
liebige galoissche Erweiterungen. Es dürfte daher von Interesse sein, ihn hier für 
galoissche Erweiterungen nachzuweisen, bei denen die bisher für einen solchen Nach
weis bekannten Methoden nicht zum Ziel zu führen scheinen. Derartige Erweiterun
gen werden in den folgenden Sätzen angegeben, wobei wir wdeder von den anfangs 
angegebenen Bezeichnungen Gebrauch machen. 

Satz 4: Es sei A ein einfacher Ring (d. h. n < oo). Besitzt KjZ eine Normal
basis, so auch A/Z und zwar erzeugt jedes Element a = kdü (i — 1, . . ,.n) eine Normal
basis von A/Z, wenn k eine Normalbasis von KjZ erzeugt. 

Die Voraussetzungen dieses Satzes sind z. B. trivialerweise erfüllt, wenn K kom-
mutativ, d. h. K = Z i s t 4 ) . 

Da k eine Normalbasis von KjZ erzeugt, ist in dem durch a erzeugten Q-Rechts
modul der Modul Kdü und nach Satz 1 auch B enthalten; folglich ist er gleich A. 
Damit ist Satz 4 bis auf den Fall K = P 2 und n = 2 bewiesen. I n diesem Fall folgt 
aus 

(d12 + d21) d(i(d12 + d21) = djj, 
t = l , 2 ; / = 1,2; i^j. . 

(e + dj) d11(e + dij) + dn = dtj, 

unmittelbar die Gültigkeit von Satz 4. 

Satz 5: A sei eine einfache Algebra und K enthalte einen maximalen kommutati-
ven und über Z galoisschen Unterkörper G. Dann besitzt A/Z eine Normalbasis und 
zwar erzeugt jedes Element a = gdü (* = 1, . . ,,n) eine Normalbasis von A/Z, wenn g 
eine Normalbasis von GjZ erzeugt. 

Da jeder Schiefkörper endlichen Ranges über einem Zahlkörper als Zentrum zy
klisch ist, erhält man aus Satz 5 die 

Folgerung: Ist A eine einfache Algebra über einem Zahlkörper Z als Zentrum, so 
existiert eine Normalbasis von AjZ. 

2 ) Es soll sich hier wie auch i m folgenden stets u m Rechtsbasen handeln. 
3 ) Siehe z. B. [5] und die dort angegebene Li teratur . 
4 ) Für gewisse kommutative Körper K wurde Satz 4 bereits in [5] aufgestellt, jedoch auf an

derem Wege bewiesen. 
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Zum Beweis von Satz 5 ist nur zu zeigen, daß Kdu in dem durch gdit erzeugten ß -
Rechtsmodul U enthalten ist. Die Behauptung folgt dann nach der Schlußweise 
im Beweis von Satz 4. Zunächst ist klar, daß Gdii

(^z ü und BC^U. I n B ist der 
durch die Elemente (kxk2—k2k^dä mit k^^^K erzeugte Modul enthalten. 
Kann nun noch gezeigt werden, daß 

{G; kxk2 — k2 kx mit kv k2 K) = K 

gilt, so ist der Beweis von Satz 5 vollständig. 

Dazu betrachten wir die Zuordnung 

k-^kg — gk = Dg(k), k^K, 

wobei g ein festes Element aus K ist. Diese Zuordnung stellt eine innere Ableitung 
von K dar. Den durch die Ableitungen kg — gk, k(^ K, gebildeten Modul bezeich
nen wir entsprechend mit Dg(K)> 

Sei nun g erzeugendes Element eines maximalen kommutativen Unterkörpers 
G von K. Betrachtet man K als Vektorraum mit G sowohl als Links- als auch als 
Rechtsskalarenkörper, so stellt die Ableitung Dg eine lineare Abbildung von KjG 
dar, bei der genau die Elemente aus G auf Null abgebildet werden. Ist (K:G) = r, 
so ist also (Dg(K): G) = r — 1. Ist G ferner separabel über Z, so gilt, wie sogleich 
gezeigt werden soll, 

Gnng{K) = o 

und folglich besteht die direkte Summendarstellung 

Damit haben wir dann den folgenden Hilfssatz bewiesen, in dem die zum Beweis 
von Satz 5 noch fehlende Behauptung enthalten ist. 

Hilissatz 2: Es seien K ein Schiefkörper endlichen Banges über seinem Zentrum 
Z, G ein maximmer kommutativer und über Z separabler Unterkörper von K und g 
ein erzeugendes Element von G\Z. Betrachtet man K als Modul mit G als zweiseitigem 
Operatorenbereich, so gilt: 

K = G®Dg(K). 

Zum Beweis ist nur noch GC\Dg(K) = 0 nachzuweisen. Dazu genügt es zu 
zeigen, daß 1 €j :D g {K) gilt, denn ist kg — gk = h^G, so folgt für h 4= 0 

(h-ik)g-g(h^k) = h-i(kg-gk) = l^Dg(K). 

Wir unterscheiden zwei Fälle. 

1. Die Charakteristik von K sei gleich Null. Nimmt man jetzt kg — gk — 1 an, 
so folgt 

g~1{gk)g = gk-{-l. 
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Bezeichnet man noch gk — q, so würde also der kommutative Körper Z(q) einen Auto-
morphismus über Z besitzen, bei dem q in q + 1 übergeführt wird. Dies ist bei 
Charakteristik 0 nicht möglich. 

2. Die Charakteristik von K sei p > 0. Wie man unmittelbar nachrechnet, gilt 
jetzt 

Dp
g(k) = DgP(k), k^K 

Da g separabel über Z ist, ist mit g auch gp erzeugendes Element von GjZ. Daher ist 

D*(K) = DsP(K) = Dg(K) 
und folglich kann nicht 1 £ Dg(K) sein, da dann im Widerspruch zu vorstehender 
Gleichung 

(D>(K): ö ) < (D\{K): (?) < (Dg(K): G) . 

gelten müßte. Damit ist Hilfssatz 2 bewiesen. 

I V . Folgerungen aus dem Satz über invariante Untermoduln 

L. -K. H U A hat aus dem erwähnten Satz von H. CARTAN über invariante Unter
körper von Schiefkörpern einige Folgerungen hergeleitet ([3]). Entsprechende Er
gebnisse können auch jetzt auf Grund von Satz 1 bzw. Satz 3 bewiesen werden. 
So zeigte L . -K . H U A , daß ein nichtkommutativer Körper durch seine Kommuta
toren körp er theoretisch erzeugt wird. Jetzt gilt der folgende 

Satz 6: Sei K ^ P2 oder n > 2. Der durch alle Kommutatoren aba^b'1 von A 
erzeugte Modul ist dicht. Ist A ein einjacher Ring, so stimmt er also mit A über ein. 

Zum Beweis betrachten wir den Kommutator der Elemente 

a = kdln + d2 n_1 + ... + dnl , 0 =|= ß (= K\ b = e + dnl 

Wegen 
a ~ X = dln H +- dn-12 + dnl i ö _ 1 = e ~ dnl 

gilt 
abar1 b~r = e + kdln — dnl — kdu . 

Da der durch die Kommutatoren erzeugte Modul invariant ist und aba^b-1 QZ 
enthält, umfaßt er nach Satz 1 ganz B. Da er außerdem e enthält, liegt auch 

e + kdln — dnl — aba~x ö - 1 = kdn , 

also Kdn darin und folglich gilt Satz 6. 

Satz 7: A besitze eine von 2 verschiedene Charakteristik. Dann ist der durch alle 
Quadrate aus A erzeugte Modul dicht, stimmt also, wenn A ein ein jacher Ring ist, 
mit A überein. 
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Der durch die Quadrate erzeugte Modul ist invariant und wegen d\x = dn QlZ 
umfaßt er B. Auf Grund der Gleichung 

(kd12 + d21)* = k(dn + d22), k^K, 

liegt dann auch 2 Kdxl, also K'dn darin und damit ist Satz 7 bereits bewiesen. 
Schließlich besteht ebenfalls in Analogie zu einem Ergebnis von L . - K . H U A 

auch der folgende 

Satz 8: Der durch alle r-ten Potenzen von A erzeugte Ring ist dicht, stimmt also 
für einen einfachen Ring A mit A uberein. 

Für K =)= P2 oder n =j= 2 folgt dies sofort aus Satz 3. Ist K = P2 und n = 2, 
so liegen dn, d22 und wegen 

(du + d12)r = dn + d12, (dn + d2l)r = dn + d2l 

auch d12 und d2l in dem durch die r-ten Potenzen erzeugten Unterring. 
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