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palavras-chave

resumo

teoria das categorias, dualidade, adjuncdo, moénada, categoria de
Kleisli, ménada de Kock-Zdberlein, produto tensorial.

O objectivo deste trabalho é desenvolver algumas ferramentas catego-
riais para provar teoremas de dualidades para categorias de algebras
relevantes na légica (modal). O primeiro capitulo engloba os conceitos
mais elementares de teoria das categorias. No segundo, analisamos
adjuncdes, moénadas e algumas construcdes associadas, no sentido de
determinar uma relacdo entre as meta-categorias das ménadas defi-
nidas numa categoria e das adjuncdes de Kleisli sobre a mesma ca-
tegoria. Alem disso, mostramos que a construcdo de Vietoris é uma
componente de uma moénada de Kock-Zdberlein. No terceiro capi-
tulo provamos teoremas de dualidades para algebras Booleanas com
operador e reticulados distributivos com operador, como consequéncia
de dualidades mais gerais de categorias de espacos e relacbes. Para
finalizar, mostramos que a operacdo nas categorias de algebras e “he-
mimorfismos” que corresponde ao produto cartesiano nas categorias de
espacos e relacdes é o produto tensorial.






keywords

abstract

category theory, duality, adjunction, monad, Kleisli category, Kock-
Zdberlein monad, tensor product.

The aim of this work is to develop some categorial tools for proving
dualities for categories of algebras relevant in (modal) logic. The first
chapter covers the most basic concepts of category theory. In the se-
cond, we analyze adjunctions, monads and some associated construc-
tions, in order to determine a relationship between the meta-categories
of monads defined on a category and of the Kleisli adjunctions on the
same category. Moreover, we prove that the Vietoris construction is
part of a Kock-Zdberlein monad. In the third chapter we prove duality
theorems for Boolean algebras with operator and distributive lattices
with operator as a consequence of more general dualities of categories
of spaces and relations. Finally, we show that the operation in the
categories of algebras and " hemimorfismos” that corresponds to the
cartesian product on the categories of spaces and relations is the tensor
product.
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Introducao

A Loégica Modal emergiu enquanto disciplina matemética no inicio do século XX com
base nos trabalhos de |[Lewl18|. Em sintese, a logica proposicional adicionaram-se moda-
lidades; simbolos que qualificam a verdade de cada afirmacao. De forma mais concreta,
a logica modal estuda afirmagoes do estilo “é necessario que” ou “é possvel que”. Este es-
tudo permanaceu, sobretudo, a nivel sintactico, até que nos anos 60 a seméantica relacional
de Kripke ([Kri59, [Kri63]) revolucionou o situacionismo com a adi¢ao de conceitos como
frame, modelo de Kripke e validade, estabelecendo-se como a semantica por exceléncia
para as logicas modais. Finalmente, no inicio dos anos 70, observou-se que os frames de
Kripke relacionam-se com as algebras Booleanas com operador através do teorema de re-
presentacao de Jonsson e Tarski. ([JT51) [JT52]). De facto, o teorema de Jonsson - Tarski
faz parte de um trabalho mais lato que afirma a equivaléncia dual entre duas categorias
e generaliza a dualidade classica de Stone para algebras Booleanas. Com este trabalho
como motivacao, nas ultimas décadas estabeleceram-se varios resultados que estendem as
dualidades de Stone e Priestley para categorias de algebras com operadores. Neste tra-
balho seguimos uma ideia de Halmos [Hal62, [SV8S§| e consideramos categorias de relagdes
num lado e categorias de “hemimorfismos” (isto ¢, os morfismos nao preservam todas as
operagoes) onde os operadores surgem como morfismos no outro. O objectivo é desenvol-
ver algumas ferramentas categoriais para provar teoremas de dualidades entre categorias
deste tipo. Para cada categoria pode-se determinar uma nova categoria (dual) invertendo
o sentido dos morfismos. Do mesmo modo, para cada afirmacao sobre morfismos numa
categoria obtém-se uma nova afirmagao (dual) invertendo o sentido de todos os morfismos.
O principio da dualidade afirma que se uma afirmacao ¢é vilida em todas as categorias entao
a afirmacao dual também é. Por outro lado, dada uma categoria especifica A, a construgao
formal da categoria dual A° por si s6 nao fornece nova informagao sobre A. Contudo, o
mesmo nao acontece se identificarmos a categoria dual com alguma categoria conhecida B.
Neste caso, podemos traduzir qualquer problema em A num problema dual e equivalente
em B. Por exemplo, a construcao de co-produto ¢é frequentemente dificil, mas a construcao
de produtos tipicamente é simples .

A exposicao divide-se em trés partes. O primeiro capitulo engloba os conceitos mais
elementares de teoria das categorias. No segundo, analisamos adjunc¢oes, ménadas e algu-
mas construgoes associadas, no sentido de, para uma dada categoria A, determinar uma
relacao entre as meta-categorias das monadas e a meta-categoria das adjuncoes de Kleisli e
provar que a construcao de Vietoris é uma componente de uma moénada de Kock-Zoberlein.



No terceiro capitulo provamos alguns teoremas de dualidades para élgebras Booleanas com
operador e reticulados distributivos com operador como consequéncias de dualidades mais
gerais de categorias de espacos e relagoes. Para finalizar, mostramos que a operagao nas
categorias de algebras e “hemimorfismos” que corresponde ao produto cartesiano nas cate-
gorias de espagos e relacoes é o produto tensorial.



Capitulo 1

Categoria, functor e transformacao
natural

O conceito de categoria foi introduzido por Eilenberg e MacLane em [EM45]. Neste
capitulo apresentamos brevemente as defini¢oes e resultados mais relevantes para o trabalho
realizado, para maior detalhe pode-se consultar [Mac71].

1.1 Categoria

Definigao 1.1.1. Uma categoria A é um quadruplo (ob(A), A, 1,0) constituido por:

e uma classe de objectos, ob(A).
e para cada A, B € ob(A), um conjuntdJA(4, B) de morfismos.
e para cada A € ob(A), um elemento 14 € A(A, A) denominado identidade em A.
e para cada A, B,C' € ob(A), uma fungdo, denominada composicao,
o:A(B,C) x A(A,B) — A(A,C)
(9, /) —gof
satisfazendo:

e associatividade
Para todo f € A(A,B), g € A(B,C) e he A(C,D), ho(go f)=(hog)o f.

e lei da identidade
Para todo f € A(A,B), fola=felgof=f

!Na literatura habitualmente considera-se que A(A, B) é uma classe. A defini¢io apresentada coincide
com a usual definicao de categoria localmente pequena.
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Notacgao.

e Regra geral os objectos de uma categoria serao denotados por letras maitsculas como
A, B, C, A", B',C" ... eos morfismos por letras minuasculas, f, g, h, f'.g', b’ ...

e Serao utilizadas as usuais abreviagoes:
— A € A para A € ob(A)

~ AL B ou f:A— Bpara f € A(A, B). Neste caso, diz-se que f é um
morfismo de A para B.

— gf parago f
Notas 1.1.2.

e A representacao de morfismos como setas E] permite representar graficamente a com-
posicao entre morfismos através de diagramas. Informalmente, um diagrama é a
representacao de algum digrafo e dizemos que um diagrama comuta se todos os ca-
minhos entre dois pontos forem iguais. Neste paradigma visual, um diagrama é uma
imagem que capta a “interacao” entre morfismos. A afirmacao o diagrama comuta
transforma a imagem em equagoes. Por exemplo, os axiomas de associatividade
e lei de identidade poderiam ser enunciados afirmando que os seguintes diagramas
comutam:

— assoclatividade

N
2
Q

~

—

«—
>

B——D
hog
— lei da identidade
f
A——B
1/{ / 1p

e Para f : A — B, diz-se que o dominio de f é A e o codominio é B e escreve-se

dom(f) = A e cod(f) = B.

e Uma vez que o é associativa nao existe ambiguidade na expressao f o g o h.

2Por este motivo, muitas vezes os morfismos sao nomeados setas.
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e Por vezes é vantajoso esquecer o sentido dos morfismos. A classe de morfismo de

A é a reuniao disjunta de todos os conjuntos de morfismos de A.

Exemplos. Categorias de estruturas matematicas.

1.

2.

Set: objectos sao conjuntos e morfismos sao fungoes.
Top: espagos topologicos e fungoes continuas.

Top,: espagos topologicos Tj e fungoes continuas.

. Stone: espagos de Stone e funcoes continuas.

Spec: espacos espectrais e fungoes espectrais.
Bool: algebras booleanas e homomorfismos de algebras booleanas.

DLat: reticulados distributivos e homomorfismos de reticulados distributivos.

. PoSet: conjuntos parcialmente ordenados (ou, simplesmente, conjuntos ordenados) e

funcgoes monotonas.

Notas 1.1.3.

1.

Quando se pretende construir uma categoria, regra geral, a pergunta chave é: o que
sao os morfismos? Nas categorias anteriores os morfismos sao fun¢oes que preservam
a estrutura dos objectos.

. As categorias de estruturas sao uma motivagao natural para a definicao de categoria

e explicam porque motivo a ordem dos morfismos na representacao grafica é inversa
a da composicao.

Exemplos. Categorias como estruturas matematicas.

1.

2.

0 é a categoria sem objectos.
1 é a categoria com apenas um objecto e um morfismo, a identidade.

0 e 1 sao categorias discretas. Uma categoria ¢ discreta se todos os morfismos sao
identidades. Portanto, a classe de morfismos é uma duplicacao da classe de objectos,
o que significa que as categorias discretas representam classes.

2 é constituida por dois objectos e trés morfismos: as identidades e um morfismo
entre os objectos.

C—D



5. 3 é composta por 3 objectos e 6 morfismos.

6. Uma relagao de pré-ordem é uma relagao reflexiva e transitiva e uma relagao de
ordem é uma relacao de pré-ordem antissimétrica . A um conjunto pré-ordenado
corresponde uma categoria cujos objectos sao os elementos do conjunto e os morfis-
mos sao os pares da relagao. Os dominios e contradominios sao determinados pelas
coordenadas de cada par ordenado. Desta forma, uma vez que existe no maximo um
morfismo por par de objectos, a transitividade define a composi¢cao como uma opera-

¢ao associativa. Por outro lado, a reflexividade assegura a existéncia das identidades.

Os exemplos anteriores sao exemplos de categorias pré-ordem.

7. Um mondide pode ser considerado como uma categoria com apenas um objecto.
Os morfismos sao os elementos do mondide e a composi¢ao é definida como a multi-
plicacao.

Notas 1.1.4.

e Os exemplos anteriores mostram, em particular, que um morfismo nao se comporta e
necessariamente similar a uma funcao. Outro exemplo importante para este trabalho
é o da categoria Rel onde os objectos sao conjuntos e os morfismos relagoes entre os
conjuntos.

e As categorias discretas sugerem uma possivel definicao - menos intuitiva - de categoria
sem objectos. De facto, esta ideia nao s6 é viavel como é preferivel em alguns casos
nao relevantes para o trabalho desenvolvido.

e Os exemplos 6 e 7 reflectem dois angulos de introspeccao sobre a estrutura de uma
categoria. Em 6, transmite-se uma ideia para construir uma categoria a partir de
uma classe de objectos, desde que no maximo se tenha um morfismo entre cada par
de objectos iguais. Por outro lado, 7 realga que o conjunto de morfismos entre cada
par de objectos iguais é um monodide.

Notagao. Para evitar um processo repetitivo, se uma categoria representa uma estrutura -
como um monodide - nao se distinguiré entre ambas.

Em geral, na teoria das categorias pretende-se estudar relagoes entre categorias que em
grande parte sao descritas a partir de objectos e morfismos com propriedades peculiares.
Visto que é possivel descrever diferentes universos de discurso matematico, nao ¢ de estra-
nhar que alguns destes objectos e morfismos especiais generalizem conceitos conhecidos de
diferentes teorias.



1.1.1 Morfismos especiais

Considere-se uma categoria A.

Definigao 1.1.5. Seja f : A — B € A. O morfismo f é um isomorfismo se existir
g:B— AcAtalque fog=1gegof=14.

Notacao. Por motivo andlogo ao que acontece num monédide, quando g existe é tinico.
Desta forma, escreve-se f~! em lugar de g.

Definicao 1.1.6. Seja f : A — B € A. O morfismo f é um monomorfismo se g = ¢’
para todos os g, ¢’ € A tais que o diagrama

A2 A
g f

comuta.

Definigao 1.1.7. Seja f : A — B € A. O morfismo f é um epimorfismo se g = ¢/,
para todos os g, ¢’ € A tais que o diagrama

%
S

s}
—

®
|
.

comuta.
Exemplos.

1. Em Set os monomorfismos, epimorfismos e isomorfismos sao, precisamente, as fungoes
injectivas, sobrejectivas e bijectivas.

2. Um grupo é um monoéide onde todos os elementos tém inverso. Logo, se A é um
mondide, A é um grupo se e s6 se todos os morfismos sao isomorfismos.

3. Se A é um conjunto ordenado entao todos os morfismos sao monomorfismos e epi-
morfismos. Contudo, apenas as identidades sao isomorfismos.

Notas 1.1.8.

1. Ao contrario do que acontece em Set, o exemplo [3| mostra que um morfismo pode ser
um monomorfismo e um epimorfismo e nao um isomorfismo. Todavia, para qualquer
categoria, todo o isomorfismo ¢ um monomorfismo e um epimorfismo.



1.1.2 Objectos especiais

Na discussao que se segue, considere-se que A é uma categoria.

Definicao 1.1.9. A e B sao objectos isomorfos em A, A = B, se existe um isomorfismo
de A para B.

Definicao 1.1.10. A é um objecto inicial em A se para qualquer B € A existe um tnico

morfismo A L B em A.

Definicao 1.1.11. B é um objecto terminal em A se para qualquer A € A existe um

nico ALB € A.

Definicao 1.1.12. Sejam A, B objectos de A. Um objecto P equipado com morfismos
m: P — Aemy: P— Béum produto de A e B se para quaisquer morfismos f; : C' — A
e fy : €' — B existe um tnico morfismo f : C' — P tal que o diagrama

¢
Vf\fi

A<—7r1 P—)m B
comuta.

Definicao 1.1.13. Sejam A, B objectos de A. Um objecto S equipado com morfismos
i1: A — Seiy, : B— S éum coproduto de A e B se para quaisquer morfismos
fi:A—Ce fo: B— C existe um tnico morfismo f : .S — C' tal que o diagrama

comuta.

Notacao. Objectos iniciais e terminais e produtos e coprodutos sao tinicos a menos de um
isomorfismo. Assim, denotamos o objecto inicial por 0, o objecto terminal por 1, o produto
de Ae B por Ax B e o coproduto A e B por AU B.

Exemplos.

1. Em Set o conjunto vazio é o tinico objecto inicial. Por outro lado, todos os conjuntos
com um tnico elemento sao objectos terminais.

2. Se A é um conjunto ordenado, o objecto inicial, caso exista, ¢ o menor elemento do
conjunto. Por outro lado, o objecto terminal ¢ o maior elemento do conjunto.



3. Se A é um conjunto pré-ordenado entao dois objectos sao isomorfos se e s6 se A < Be
B < A. Portanto, num conjunto ordenado nao existem objectos isomorfos distintos.

4. Em Rel o produto categorial é a reuniao disjunta. Considere-se o seguinte diagrama

onde R;, R, sado duas relagoes quaisquer, AL B = {(a,0),(b,1) :a € A,b € B} e m,
T sao0 definidas por: (z,y)ma <= x=aey=0e (z,y)mb <= z=bey=1.
A relagao R definida por

zRiaeb=0
zR(a,b) { zRyaeb=1
¢ a inica que torna o diagrama comutativo. De facto, zmoRa <= 3(x,y) : zR(x,y)
e (z,y)ma. Logo, por definigdo de 7y, zm o Ra <= zR(a,0). Assim, por definigao
de R, zm o Ra <= zRja.

5. Se A representa um conjunto ordenado, A x A’ corresponde a um elemento B, com
B <Ae B <A tal que para todo B' < Ae B'< A", B < B. Isto ¢, B ¢ o infimo
de {A, A’}. Similarmente, o coproduto é o supremo de {4, A’}.

Notas 1.1.14.

1. Em Set o produto é o produto cartesiano, mas, tal como indica o exemplo 4, o
mesmo nao acontece em Rel. Se |A x B| < |A U B| existem relagdes para as quais
nao existe uma relagao que torna o diagrama [1.1.12| comutativo. Por outro lado, se
|A x B| > |AU B| arela¢@o nao é unica. Por exemplo, considere-se o diagrama

C

R1 Ro

{a} e {a} x {b} 77— {b}

onde R; é uma qualquer rela¢ao nao vazia e Ry é definida por zRey < nao (x,y)mab.

Suponha-se que existe C' £, {(a,b)} que torna o diagrama comutativo. Visto que
Ry é ndo vazia e m o R = R; entdo existe ¢ tal que cR(a,b) e (a,b)ma. Agora, por
defini¢ao de Ry, se (a, b)msb entdo ¢ ndo Rsb, logo o diagrama nao comuta. Por outro
lado, se nao (a,b)mb entdo cRyb e uma vez que |[{a} x {b}| = 1 o diagrama nao
comuta.



1.1.3 Categoria dual

Definigao 1.1.15. Seja A = (ob(A), A, 1,0) uma categoria. A® = (ob(A°), AP 1, 0°P) é
a categoria dual de A, definida por:

e 0b(A%) =ob(A).
e Para A, B € A°®, A®(A,B) =A(B,A).

o Para A4 I are AP flo® f=folf
Exemplos.

1. Se A é um monodide entao A°? é um mondide com os mesmos elementos de A e cuja
operacao ¢é definida & custa da operacao de A trocando a ordem dos operandos.

2. Se A é um conjunto pré-ordenado, A°? é o mesmo conjunto pré-ordenado com a ordem
dual.

Notas 1.1.16.

1. Visualmente a categoria A°P é definida a partir de A invertendo o sentido das setas
(morfismos).

2. Convém realcar que os objectos e morfismos em A e A°" sao exactamente os mesmos
(com sentidos opostos). Assim, por exemplo, em Set’” os objectos s@o conjuntos e os
morfismos sao fungoes entre conjuntos. No entanto, um morfismo de A para B em
Set’” é uma fungao de B para A.

3. (A®)® = A,

Por construcao de A°P, é possivel traduzir uma qualquer afirmacaco P interpretada
em A, P(A), numa afirmacao logicamente equivalente em AP, P°P(A°P). De grosso modo,
inverte-se o sentido de todos os morfismos em P e troca-se a ordem dos factores nas
composicoes.

Definicao 1.1.17. Dada uma afirmagdo P(A) na linguagem de categorias, P°P(A) :=
P(A%).

Notas 1.1.18.

o (P?)P(A) = P(A). Assim, diz-se que P e P°P sdo afirmagoes duais.
Exemplos. As afirmacoes seguintes sao duais:

1. “A é um objecto inicial” e “A é um objecto terminal”.

2. “A é um produto” e “A é um coproduto”.
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3. “f ¢ monomorfismo” e “f é epimorfismo”.
4. “f & isomorfismo” e “ f é isomorfismo”.

Informalmente o conceito de dualidade corresponde a reverter todos os morfismos. Neste
processo, no caso da categoria dual, por vezes a afirmacao “f é um morfismo de A para B”
deixa de ter um significado matematico intuitivo, como por exemplo na categoria Set°’.
Isto cria uma sensacao de artificialidade, contudo o conceito de categoria dual nao é inécuo
como revela o teorema seguinte, consequéncia imediata da definicao de P°P.

Teorema 1.1.19. Se uma afirmacao P é verdadeira em todas as categorias entao a afir-
magao P°P ¢ verdadeira em todas as categorias.

1.2 Functor

Recordando a sec¢ao anterior poderiamos agora regressar aos exemplos de categorias de
estruturas e tentar construir uma categoria cujos objectos sao categorias. Invariavelmente,
surgia a questao: o que sao os morfismos? Isto é, que fungoes preservam a estrutura de
categoria?

Definigao 1.2.1. Sejam A e B categorias. Um functor F' : A — B é um par (Fyp,, F)
constituido por:

e uma funcdo, Fy, : ob(A) — ob(B)

e para cada A,A" € A, uma funcdo Fy 4 :A(A, A") — B(Fo(A), Fon(A))
satisfazendo

ose AT AL A" Fuan(f o f) = Fuan(f)o Faw(f)

o se AcA Fya(la) =15,
Notacao.

o [, e Fy 4 serao representadas apenas por F'. A funcao utilizada ¢é distinguida pelo
contexto.

e De uma forma geral é util abdicar dos parénteses na tradicional notagao de imagem
de um objecto por uma func¢ao. No caso de functores isto traduz-se em FA e F f em
lugar de F'(A) e F(f) respectivamente.

Definicao 1.2.2. Se F' : A®® — B é um functor entao diz-se que F' é um functor
contravariante de A para B.

Exemplos.
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. Dada uma categoria A, o functor identidade, 15, actua como a identidade nos
objectos e morfismos.

. Functores de esquecitmento sao functores cuja aplicagdo resulta em perda de
informagao sobre a estrutura dos objectos. Por exemplo, o functor F' : Bool — DLat
que a cada algebra booleana corresponde o reticulado distributivo subjacente esquece
a operagao complemento.

. Se A e B sao monodides entao um functor de A para B forcosamente atribui ao tinico
objecto em A o tnico objecto em B, pelo que é determinado pelo seu efeito nos
morfismos. Portanto, F' é uma fungao entre monoides tal que F'(1o) = 1lg e F/(f'of) =
F(f")o F(f). Isto é, F' € um homomorfismo de mondides.

. Suponha-se que F' : A — B é um functor entre conjuntos pré-ordenados. Recorde-se
que XLY €A << X <pY eaimagem de um morfismo XLY é um

morfismo F(X) ﬂ>F(Y) . Portanto, se X <a Y entao F(X) <g F(Y). Ou seja,

F' é uma fungao monétona.

. O functor das partes, P : Set — Set, atribui a cada conjunto A o conjunto
das partes de A e a cada funcao f : A — B a funcao que a X C A corresponde
f(X) C B.

. O functor de Vietoris, V : Top — Top, atribui a cada espaco topoldgico X o
espago topologico formado pelo conjunto VX = {A : A C X e A é fechado} e a
topologia gerada pelos conjuntos B® = {A € VX : AN B # @} com B C X aberto.
Para cada fungao continua f: X — Y, Vf: VX — VY ¢é a funcao continua que
a cada fechado A em VX corresponde f(A).

. O functor de Stone, S : Top®® — Bool, atribui a cada espago topoldgico a algebra
booleana dos conjuntos simultaneamente abertos e fechados e cada fun¢ao continua
f: X — Y o homomorfismo de dlgebras booleanas que a cada B em Y corresponde
f1B.

. Functores-Hom.

(a) Para toda a categoria A e A € A, o functor A(A, ) : A — Set atribui a

cada B € A o conjunto de morfismos A(A, B) e a cada B—1.B a funcao
AAf)=f_19—fog.

Observe-se que por definigdo de categoria, A(B, A) € Set. Por outro lado, é

claro que que 1p_ = 1a(4,5). Além disso, para AL L g €A,
(ffef) (g)=(fof)og=[fo(fog) =f (fog)=F _of (9)
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(b) Como consequéncia do ponto anterior, para A € A, A(_,A) = A®(A, ) :
A°P — Set é um functor contravariante de A para Set que atribui a cada B € A

o conjunto de morfismos A(B, A) e a cada B—1.B a fungao A(f,A) = f:
gr—gof

Defini¢ao 1.2.3. Dado um functor F' = (Fy,, F') : A — B, F°P = (F,p,, F°P) é o functor
de A°? para B°P tal que para A, B € ob(A%), Fi’; = Fj 4.

Notagdo. Os functores A(A, ) e A(_, A) serdo abreviados para A4 e A, respectivamente.
Nao existe ambiguidade com a notagdo de F°P pois A°?( | A) = A(A, ) e portanto seré
escrito como A“ e nao como A%.

As proximas definigoes resumem algumas das propriedades mais importantes que um
functor pode assumir.

Defini¢ao 1.2.4. Um functor F' : A — B é fiel (pleno) se para qualquer A, A" € A a
fungao F: A(A, A’) — B(FA, FA) é injectiva (sobrejectiva).

Definigao 1.2.5. Um functor F' : A — B ¢ essencialmente sobrejectivo nos objectos se
para qualquer B € B existe A € A tal que FA = B.

Notas 1.2.6. Um functor pleno e fiel nao é obrigatoriamente um isomorfismo, é ainda
necessario que seja bijectivo nos objectos.

Proposicao 1.2.7. Seja F': A — B um functor fiel. O diagrama em A

A

T

A// A///
g
comuta se e so se o diagrama em B

Ff

FA——FA
o
FA// FA///
Fg
comuta.
Demonstragao. Consequéncia imediata da definigao de functor fiel. O

Proposigao 1.2.8. Se (F,,, F) : A — B e (F/,,F') : B — C sao functores entao
F'oF = (F}),0Fy, F'oF), com F'oFaa = FpypyoFaa €um functor de A para C.

o
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Demonstragao. Seja A—5 A" um morfismo de A. Claramente F'F( A—f>A’) é um
morfismo em C de F'FA para F'FA'. Além disso F'F ¢ functorial, pois F'Fl4 = F], , =
1F’FA (§
FrA-Lsa Tay= prralspy —Spany = A ppa T prpar
]

Notagao. As expressoes F o F, FoFoF, .. serdo abreviadas para F?, F3, ...

Neste momento podemos parcialmente responder a questao que motivou a sec¢ao: func-
tores sao func¢oes que preservam a estrutura de categoria. Por outro lado, a proposicao
anterior define uma operacao de composicao que é associativa e satisfaz a lei da identi-
dade, verificando-se que o functor 15 é o elemento identidade. Porém, apesar de satisfeitas
as condigoes algébricas, nao é possivel construir a categoria de categorias, uma vez que
a coleccao de todas as categorias nao é uma classe. Assim, distinguimos as estruturas
que nao satisfazem os axiomas de categoria por uma questao de tamanho como meta-
categorias, no entanto, para as descrever, recorremos ao mesmo vocabulario desenvolvido
para categorias.

1.3 Transformacgao natural

O conceito de transformacao natural por si s6 impulsionou Eilenber e Maclane a forma-
lizarem a teoria das categorias em 1945 [EM45|. Intuitivamente, captura a ideia de uma
tranformacao uniforme entre duas construgoes.

F
—
—

G

Definicao 1.3.1. Sejam A e B categorias e A B functores. Uma transformacao

natural o : F — G ¢ uma familia (F(A) —25 G(A)) Aen de morfismos em B tal que,

para todo morfismo AL u € A, o diagrama

FA-LL pa (1.1)
QAJ/ laA/
/
comuta.
F
Notagdo. Se A2 B sao functores e a : F' — G ¢ uma transformagao natural, o sera
G
F
Y

representada por A o B.
N "

G

14



Exemplos.

1.

Se F': A — B um functor, a transformacao natural identidade em F, 1p : ' —
F ¢ a familia de identidades (F'(A) ra, F(A)) sen €0 B.

F

. Se A_ 7B sao functores e A é uma categoria discreta entdo para qualquer mor-

g
G

fismo a4 o diagrama comuta trivialmente. Portanto, uma transformagcao natural

resume-se a uma qualquer familia (F(A) —2+ G(A)) Aen de morfismos em B.

Num grupo diz-se que a e b sao elementos conjugados se existe um elemento e tal

F
VY

que a = eoboe™!. Se A |Je B éuma transformacao natural entre grupos entao, para
a

todo a € A, os elementos G(a) e F(a) sao conjugados, dado que G(a) = aoF(a)oa™!.

F
Y

Se A e B é uma transformacao natural entre conjuntos pré-ordenados entao

G
F(A) < G(A) para todo A € A. Isto é, F < G.

Considere-se P : Set — Set o functor das partes.

(a) A familia de funcdes (X — PX) eser COM ex(x) = {x}, paratodoz € X, ¢
€
uma transformacao natural de 1se; para P. Observe-se que o diagrama

X%Y

| [l

PX —— PY
Pf

comuta, pois Pfoex(x) = Pf({z}) ={f(z)} = ey (f(x)) = ey o f(x).
(b) A familia de funcoes (P2X —25 PX) eser COT mx(A) = |JA, para todo

A € P%2X, é uma transformacao natural de P? para P. De facto, considere-se
o diagrama

px L pry

s [

PX ——PY.
Pf

15



Assim, Pfomx(A) = Pf(UA) = {f(a) : a € [JA}. Por outro lado, my o
P f(A) = {PfA: Ac A} ={f(a) :a€ A€ A}. Mas,a € A < a €
A € A. Portanto, o diagrama comuta.

A familia de fungdes (X —+ S45PX) eser OO evx(x) = ev, 1 g — g(x)
€
é uma transformacgao natural de lse para S454°? Com efeito, considere-se o

diagrama

x—1 .y

evx EVy
SASZPX v SASZPY.
SASPf

Assim, S4S9F foevx (x) = SaSAP f(ev,) = ev,0Saf. Entdo, paratodo g € Sy X,

ev, 0 Saf(g) = evy(Saf(g)) = go f(x) = g(f(x)) = evp(g). Portanto, o
diagrama comuta.

A . . S evy
Como consequéncia do ponto anterior, a familia (X +——S ASZPX ) S eSeror é
ESet

uma transformacao natural de 1s,°® para S9’Sa.

F F

67
Proposicao 1.3.2. Sejam A%B transformacgoes naturais. A }Boa B € uma

H H

transformacao natural definida por foa, = a0 aq.

~ . f ~ ~ .
Demonstracao. Seja A—— A’ . Uma vez que « e [ sdo transformacoes naturais os qua-
drados interiores do diagrama seguinte comutam.

FA-  pa

GA—— GA

Gf
BAJ{ lﬁAl

Logo, o diagrama exterior comuta. ]

F F' F'oF

o . /\ /_\ B ' /_\
Proposicao 1.3.3. Sejam A o B o C transformacoes naturais. A Jo'«aC

G G’ G'oG

¢ uma transformag¢ao natural definida por o * ay = G'ag 0 d/py.

16



- . f . . . .
Demonstrag¢ao. Seja A—— A’ . Os quadrados interiores comutam, o primeiro porque o’
é transformagao natural e o segundo porque « é transformagcao natural e G’ é functor.

rrAZE P

! /
O‘FAI laFA’

G'FA—— G'FA
G'Ff
G”aAl lG’aA/

G'GA——GGA
a'Gf
Logo, o diagrama exterior comuta. O]

Notas 1.3.4.

1. Como casos particulares da proposicao acima , quando « e o/ sao identidades obtém-
se que:

F’ F'oF

N 7 N
(a) A—S5 A JoA” daorigem a A JojA”
N A N

G’ G'oF
F GloF
I, N
(b) A JaA'——A" daorigema A oA
N et

Desta forma, verifica-se que qualquer composic¢ao horizontal se decompoe na compo-
sicao vertical dos casos b) e a), o que produz a seguinte elegante regra

Fl

P 7\
A—>B\U}/\C
F F
/_\ /_\ G/
A o B Jo C=
F
\G/‘ \_//( o~ .
A JJaB—C
\é/‘

F F’
I s
NN,

H H'

Proposicao 1.3.5. Sejam A C transformagoes naturais.

(B"* B)o(a' xa) = (8 ca)*(Boa)

17



Demonstracao. No diagrama

FIFASEA arpa 2o g A

o e

HFA——HGA——HHA
H'ay H'Ba

o caminho superior representa o lado esquerdo da igualdade e o caminho inferior o lado
direito. O

De forma analoga & discussao da seccao anterior envolvendo functores e categorias,
podemos utilizar a Proposicao|1.3.2] e a transformacao natural identidade para, dadas duas
categorias A e B, construir a meta-categoria [A, B| dos functores de A para B.

F
7N

Definigao 1.3.6. Seja A |« B uma transformagao natural. A transformagao natural

G

a ¢ um isomorfismo natural de F' para G se ¢ um isomorfismo em [A, BJ.

A composicao de transformacgoes naturais é definida componente a componente, assim
obtemos uma caracterizagao de isomorfismo natural de grande utilidade pratica.

F

Proposicao 1.3.7. Seja A | o B uma transformagao natural. a transformagao o € um

G
isomorfismo natural se e s se ay € um isomorfismo para todo A € A.

Para concluir o capitulo introduzimos o conceito de equivaléncia de categorias. Em
especial, o terceiro capitulo seré fértil em exemplos de categorias equivalentes.

Defini¢ao 1.3.8. Uma equivaléncia de categorias ¢ um quadruplo (F,G,n,¢), onde
F:A— B, G:B — Asao functores e  : 1o — GF, ¢ : FG — 1g sao isomorfismos
naturais.

Definicao 1.3.9. Diz-se que a categoria A € equivalente a categoria B e escreve-se
A ~ B se existe uma equivaléncia com F' : A — B. Neste caso, diz-se ainda que F' € uma
equivaléncia.

Proposigao 1.3.10. F' : A — B € uma equivaléncia se e so se € pleno, fiel e essencialmente
sobrejectivo nos objectos.

Demonstracao.
(=)
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Seja F': A — B componente de uma equivaléncia (F,G,n,¢) e f : A — A’ um morfismo

de A. O diagrama

GFASS ara

Nyt C /j nA ln;}

A—f)A’

comuta, logo f = oGF fons . Assim,seg,g': A— A’ € Ae GFg = GFg entdo g = ¢'.
Portanto, F' ¢é fiel e andlogamente verifica-se que G ¢é fiel, o que implica que F' é pleno. Por
outro lado, para todo B € B, eg : FGB — B ¢é um isomorfismo. Consequentemente, F' é
essencialmente sobrejectivo nos objectos.

(<)

Seja F': A — B um functor fiel, pleno e essencialmente sobrejectivo nos objectos. Para
todo B € B escolhe-se um A tal que FA = B, e define-se GB = A. Assim, FGB=FA= B
e GFA = GB = A. Desta forma, sejam eg : FGB — B e ny : A — GF A isomorfismos,
com epa = Fn;'. F épleno e fiel logo F4 4 é invertivel. Assim, para g : B — B’, defina-se
Gg = F~Y(ep ogoep). Ouseja, Gg : GB — GB' é o inico morfismo que torna o diagrama

B—9% .p

—1
EBT IEB/

comutativo. Se g = 1p entao 551 ogoep = lpgp. Logo, G(1p) = 1gp. Além disso, para
¢ : B — B” o diagrama

B——pB—2 B

-1 -1
aBT EB/ ( )aB/ lEBII

FGB —— FGB'—— FFGB"
FGg FGyg'

comuta, logo G(¢' o g) = G¢' o Gg. Portanto, G : B — A é um functor.

Para provar que (F,G,n,¢) é uma equivaléncia, resta provar que € e 1 sao transforma-
cOes naturais. E claro, por definicdo, que ¢ é transformacao natural. Por outro lado seja
f:A— A" um morfismo de A. Visto que o diagrama

FA—" L pa

EFA ( /j F17Z1 s}i,ﬁ )FHA/

comuta e F é fiel, resulta que GF fons =mna o f.

19



Proposicao 1.3.11. A equivaléncia de categorias € uma relagdo de equivaléncia.

Sejam A, B e C categorias. Entao, A ~ A dado que o functor identidade é pleno,
fiel e essencialmente sobrejectivo nos objectos. Além disso, se A ~ B entao existe uma
equivaléncia (F,G,n,e) com F : A — B. Logo, (G, F,e™',n7!) é uma equivaléncia e
G:B— A Porfimse A~B,B~CeF:A — B, F/: B — C sao equivaléncias
F'F : A — C ¢é uma equivaléncia. A composigao de fungdes injectivas (sobrejectivas) é
uma fungao injectiva (sobrejectiva), logo F'F' é pleno e fiel. Por outro lado, dado que F e
F’ s@o essencialmente sobrejectivos nos objectos, para todo C € C, C = F'(FA) = F'FA .
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Capitulo 2

Adjuncao, Moénada e Categoria de
Kleish

Este capitulo engloba os conceitos de teoria das categorias nao elementares funda-
mentais para o trabalho desenvolvido. O objectivo consiste em, para uma categoria A,
estabelecer uma relacao entre a meta-categoria das adjuncoes de Kleisli e a meta-categoria
das moénadas. Além disso, introduzimos a propriedade de Kéck-Zoberlein que simplifica o
estudo de uma moénada.

2.1 Adjuncao

O conceito de adjungao é provavelmente o mais aplicavel a diferentes areas da mate-
matica. MacLane sintetiza a surpreendente diversidade de utilizacao com o lema “Adjoint
functors arise everywhere” [Mac71]. Para compreender a construgdo apresentamos trés
abordagens equivalentes mas com caracter proprio no que respeita a intuicao que forne-
cem.

Definigao 2.1.1. Uma adjunc¢ao é¢ um quadruplo (F, G, n,e) constituido por:

F
AZ B
G

e um par de functores

e uma transformagao natural 7 : 1o — GF

e uma transformagao natural ¢ : FG — 1p

tal que os seguintes diagramas

F—4 FGF G % GFG
kl lap k‘ lGa
F G
comutam, nestas condi¢oes dizemos que (F, G, n, ) satisfaz as identidades triangulares.
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Definigao 2.1.2. Se (F, G, n,¢) é uma adjungao entdo diz-se que F' é adjunto a esquerda
de G, G é adjunto a direita de F e escreve-se F - G.

Notagao. Para realcar a relagao entre os functores , por vezes, uma adjuncao sera denotada
por (F4G,n,¢e): A= B, ou de forma mais compacta por F' 4G : A = B.

Exemplos.

F

1. Se AZ_ B sdo functores entre conjuntos ordenados entao F' -+ G se e s6 se para

G
quaisquer A € A e B € B, A <pn GF(A) e FG(B) <g B. Neste caso, F(A) =
FGF(A) e G(B) = GFG(B).

2. Se A é um objecto de Set entdao S’ - S4. De acordo com os exemplos de transfor-
magoes naturais do capitulo anterior, ev : lgee —> Sa 0 S4°P é uma transformacao
natural e define uma transformacao natural de S4°° 0 S, para lseor. Desta forma,
para todo B € Set, o seguinte diagrama comuta

S(B,A) ——=5S(S(S(B,A), A), A)

S(B, A)
pois _evoev(g) = ev, 0 ev e, para todo b € B, ev, 0 ev_ (b) = ev,(evy) = g(b).

As proximas proposicoes mostram que os adjuntos a direita sao unicos e que é possivel
compor adjungoes.
Proposigao 2.1.3. Se FF 4G e F 4G entao G = G'.
Demonstracao. Sejam (F' 4 G,n,e) : A = B, (F 4 G',n,¢') : A =2 B adjungoes e
a:G— G, a!: G — G transformagoes naturais definidas por ag = G'eg onyp €

agz' = Gelyongp. Deste modo, visto que as transformagdes naturais envolvidas satisfazem
as identidades triangulares de uma adjuncao, verifica-se que o diagrama

GFGB
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comuta. Portanto, az' o ap = 1gp. Analogamente, prova-se que o az' = lgp. ]
Proposigao 2.1.4. Se F4G:A=2B e F' 4G :B=C entao F'F 1GG : A= C

Demonstracao. Sejam (F' 4 G,n,e) : A= Be (F' 4G,1,¢): B = C adjungoes e « :
Ian = GG'F'F, B : FFFGG" — 1¢ as transformagoes naturais definidas por ay = Gy 40m4
e fo =¢eco Fleqio. Assim, a e [ satisfazem as identidades triangulares pois os diagramas

FEA—LT ppap A Ly pGar PR A
FFA——(— P'G'F'PA
1F/FA E/FIFA
F'FA

! G ' !
GG'C 9 GFGG'C — 2 SSCGG F'FGG'C

GaG’C GG/FIEG/C
laare

GG'C—— L GG'FGC

Gl o
\ ocree
GG'C

comutam uma vez que as transformagcoes naturais envolvidadas satisfazem as identidades
triangulares de uma adjuncao.

O
F
Teorema 2.1.5. Sejam A "B functores. Entao, F 4G se e s6 se
a
B((F(A), B)) = B(A,G(B))
B(F_,_ )
naturalmente em A € A e B € B. Isto €, os functores A°® x B Set definidos por
A(,G)

S

B(F , (A—1sa B—2.B )= B(FA,B) 2=, B(FA, B
ACLG YW ATon, B2p )= A&, GB) 2= a4, 6B

sao isomorfos.
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Demonstracao.
(=)

Sejam (F - G,n,e) : A &2 B uma adjungao, h : FA" — B um morfismo de B e
h': A" — GB um morfismo de A . Defina-se a(ap) : B(FA,B) = A(A,GB) =G_onae
Bap) : A(A,GB) = B(FA,B) =ecpo F_. O diagrama

ra M paraA ESh PGB

Epa’ €B
1par

FA’TB

comuta, uma vez que ¢ é transformacgao natural e 7 e € satisfazem as identidades triangula-
res de uma adjungao. Desta forma, foa(h) =ego FGho Fna = h. De forma semelhante
verifica-se ainda que a0 B(h') = h’. Por outro lado, o diagrama

B(FA', B) Z=T1, B(F A, B)

G_onA/l lGonA

A(A s GB) W A(A, GB)

comuta pois (Ggo o f)o(G_ona)(h) =GgoGhonaof, (G_ona)o(go oFf)(h)=
GgoGhoGFfony e n é transformacao natural.

(<)

Seja a : B(FF_, ) — A(_,G_) um isomorfismo. Para A € A, B € B defina-se
na=a(lpa) e ep = a ' (1gp).

e 7 é uma transformagao natural de 1 para GF'.

Seja A —7, A um morfismo de A. Considere-se o morfismo (14, Ff) € A* x B. O
diagrama

B(FA, FA) 1= B(FA, F A

al la

A(A,GFA) YT A(A,GFA)
comuta. Logo,
GFfona=GFf_oa(lpa) =aoFf_(lpa) = a(F[).
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Por outro lado, para o morfismo (f, 1rpa/) € A°? x B obtém-se diagrama comutativo

B(FA, FAY) =L B(FA, F A"

A(A', GFA') — A(A,GF A')

Logo,
Nar © f = _f OO((lFA/) = O _Ff(lFA/) == Oé(Ff)

® cpaofms=1pa

Para o morfismo (74, 1r4) € A X B resulta que o diagrama

B(FGFA, FA, B(F A, FA)

A(GFA,GFA) —— A(A,GFA)

comuta. Isto é, epg0 Fna = a 1(na) = lpa.

As restantes condigoes verificam-se de forma similar.

]
F

Teorema 2.1.6. Sejam A "B functores. ' 4G se e s6 se existe uma transformagao
G

natural n : 1 — GF tal que, para todo B € B e f : A — GB € A, existe um unico
morfismo g : FA— B com Ggona = f.

Demonstracao.

(=)

Procuramos g : FA — B tal que Ggona = f, ouseja G_ona(g) = f. Mas, G_ona
é o isomorfismo de B(F' A, B) para A(A, GB) identificado na prova do Teorema [2.1.5] Por
conseguinte, o resultado segue de imediato.

(<)

Defina-se eg como o tinico morfismo tal que Geg o ngg = lgp-

e ¢ : FFG — 1 é transformacao natural.
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Seja B—— B’ um morfismo de B. Por definicacio de e, verifica-se que o diagrama

GB—C" B

Wcsl lnGB’

les GFGB GFGB, 1GB’

ngl le—:B/

GB—GDB
Gg

comuta. Mas, n é transformagao natural, logo G(goep)ongs = G(eg 0o FGg)ongs =
Gg. Portanto, goep = ep o F'Gg.

e 1) ¢ ¢ satisfazem as identidades triangulares.

Por defini¢ao de ¢ verifica-se que resta apenas provar que lps = €pa 0 Fa € que o
diagrama

A—" L GFA
l l lara
nAa NGFA

comuta. Logo, G(14) ona = G(erpa 0 Fna)ons =na. Portanto, 1ps = epa 0 Fna.

2.2 Mobnada

Conceptualmente uma moénada é similar a um monoide e relaciona-se com o conceito de
adjuncao. De facto, verificaremos que toda a ménada induz e é induzida por uma adjuncao.
De particular interesse, introduzimos as moénadas de Kock-Zoberlein. Como referéncias
indicamos [MS04] para moénadas e [Koc95, [Zob76, [EF99| para monadas de Kock-Zoberlein.

Definigao 2.2.1. Seja A uma categoria. Uma monada T em A é um triplo (7, e, m)
constituido por:

e Um endofunctor 7' : A — A.
e uma transformagao natural e : 1o — T'.
e uma transformacao natural m : T? — T.

tal que o diagrama
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Iy R
| o2 ]
7?7 —— T+ T?
comuta.
Exemplos.
1. Se A é um conjunto pré-ordenado, uma moénada em A é uma fungao monédtona tal

que para todo a € A, a < f(a) e f*(a) < f(a).

2. Considere-se P o functor das partes e as transformacoes naturais e : lget —> P €
m : P? — P definidas por ex(z) = {x} e mx(A) = [JA. O triplo (P,e,m) é uma
monada. De facto, (P, e, m) satisfaz os axiomas de ménada, dado que:

. mXoFmX(A):mX({UA:AEfl}):{a:aEUAeAGA}:{a:aEAG
A e A};

e myompx(A) =mx(JA) =mx{A:AcAcA})={a:ac Ac AcA);

e myoepx(A) =mx({A}) = 4

e mxo Pex(A) =mx({{a}:a € A}) = A.

Proposicao 2.2.2. Qualquer adjuncao (F 4 G,n,¢e) : A = X induz uma monada (T, e, m)
em A constituida por:

o I'=_GF;
° =1,
[ ) m:Gsp.

Demonstracao. Seja A um objecto de A. Visto que € : FG — 15 é uma transformacao
natural, o diagrama

GFGFGFASES A arGFA

GerGgFra Gepa

GFGFA—GFA
Gepa

comuta. Além disso, porque € e 7 satisfazem as identidades triangulares, os diagramas

GFA-S"arGFA GFA-T"*GFGF A
GFA GFA
comutam. W
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2.2.1 Mobnada de Kock-Zoberlein

Definicao 2.2.3. Uma categoria A diz-se enriquecida em PoSet se, para todo A, B € A,
A(A, B) é um conjunto parcialmente ordenado e a composigao é uma operagao monétona.

Exemplos.

e A categoria PoSet é uma categoria enriquecida em PoSet com a ordem parcial usual,
definida pontualmente.

e A categoria Top, pode ser enriquecida de uma ordem parcial em cada Top,(A, B)
considerando que f < g <= Va € A, Nbh(fa) O Nbh(ga). Para observar que
a composi¢ao é monotona considere-se f : A - B, g: B> Ce f/ < f ¢ <g.
Suponha-se que N, 7, é uma vizinhanga de g fa. Assim, g~ (N, z,) € uma vizinhanga de
fa. Como f' < f, g7'(N,4) é uma vizinhanga de f’a. Logo, Nys, ¢ uma vizinhanga
de gfa’. Contudo, ¢’ < g, portanto N,¢, ¢ uma vizinhanca de ¢’ f'a.

Uma das vantagens de uma categoria enriquecida em PoSet é a possibilidade de definir
adjuncoes na categoria, envolvendo objectos e morfismos.

Definicao 2.2.4. Sejam A uma categoria enriquecida em PoSete f: A — B, g: B — A
morfismos de A. Diz-se que f é adjunto & esquerda de g e escreve-se f 4 gse 1y < gf e
fg < 1p. Adicionalmente, se gf = 14 escreve-se f . g.

Definigao 2.2.5. Sejam A e B categorias enriquecidas em PoSet. F' : A — B é um
poset-functor se, para todo A, A’ € A, F)4 4 ¢ uma fun¢do monotona.

Proposicao 2.2.6. Seja T = (T,e,m) uma mdnada em A, onde T € um poset-functor.
As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

a) era <Tey
b) eTA—|mA
c) ma 4 Tey

d) Para todo o : TA — A € A, o diagrama

A TALE 12 (2.1)
N

comuta se e s6 se awoey =14 (e, neste caso, ex - )

Demonstracao.
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e a)=1b)
Por definicao de ménada, m4 o erqa = 17r4. Por outro lado, epg o my = Tmy o ery.
Logo, epaomy <TmygoTersy = 1p24.
® a)<b)
eTA O MAp S 1T2A- Logo, eTA = €e7TA0MA OTGA S TBA.
e b)=d)
(=)
O diagrama [2.1] comuta, portanto aoey = 14.
(=)

eaoa=Taoery. Logo, TawoerpomyoTes <TaoTey. Portanto, eqoa < 14.
Assim, tem-se que ey . «, erq . mg e Tey . Ta. Logo erqgo0ey 4. aomy e
eraoey 1ao. Ta. Portanto, aoTa = aomy.

) d) = b)
Por definicao de ménada, para T'A, m satisfaz o diagrama ([2.1)), logo era = mya.

oa):>c)

Por definicao de ménada, my o Tes = 1p4. Por outro lado, Teq oma = mpy 0 T?eq
e TepA < T?ey. Logo, 124 = mpa o Tepa < mpy o T?ey.

oa)<:c)

lr2g <Tepomy. Logo, erga <Tegqgomyoery =Tey.
O

Definicao 2.2.7. Seja T uma moénada, onde T é um poset-functor. T é uma mdnada de
Kock-Zdberlein se satisfaz alguma das condigoes (equivalentes) da proposigao anterior.

Proposicao 2.2.8. Seja T = (T,e,m) um triplo, onde T : A — A € um functor ee: 1 —
T, m:T? = T sao transformacoes naturais. T é uma monada de Kock-Zéberlein se e s6
semales =174 €epq . my.

Teorema 2.2.9. V = (V,e,m) € uma ménada em Top e a sua restrigio para Top, € do
tipo Kock-Zéberlein, onde

o VV € o functor de Vietoris;
eex: X — VX ze {z};
e mx: VX — VX, A JA.

Demonstracao.
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a) V é (poset-)functor

e IV f é uma funcao continua.
_ f—lB/<> g vf—lBlo
Seja A € f~1B’°. Entao, AN f~'B’ # @. Logo, existe a € AN f~!B’. Assim,
fae fANFffIB'CVfANB. Portanto, A€ Vf~1B".
_ f—lB/<> 2 vf—lBlo
Seja A € Vf~'B*. Entdo fAN B’ # @. Logo, existe ' € B’ tal que para
qualquer Ny existe a € A com fa € Ny. Em particular, para Ny = B’...

e I/ ¢ functorial
Sejam f: X =Y, ¢g:Y — Z morfismos em Top e A € VX. Entao, uma vez que
g é continua, V(g o f)(A) = gf(A) = gf:A =VgoVf(A).

e VX &1y

Seja A # B. Sem perda de generalidade considere-se que existe a € Aea & B. B
fechado, logo existe N, tal que N, N B = &. Portanto A € NS e B & N_.

o f<g = Vf<Vyg

Seja b € gA. Para qualquer N, existe a € A tal que ga € N,. Mas, f < g, logo
fa € N,. Portanto, b € fA.

b) ex é uma fung¢ao continua.
e BC 6)_(1 (B°)

Seja b € B. ex(b) = {b}. Logo, ex(b) N B # @. Portanto, b € ex(B°).
e BD 6)_(1(30)

Seja = € e (B°). Entao, {}NB # @. Logo, existe b € {x}. Assim, por definicao
de fecho, x € N,. Em particular, para N, = B. Portanto, x € B.

¢) m é uma fungao continua.
° (Bo)o g mleo

Seja B € (B°)°. Entao, BN B° # @. Logo, existe A € B tal que AN B # @.
Portanto, m(B) =JB N B # .

° (BO)Q 2 m—lBo

Seja B € m™'B°. Entao, m(B) = |JBN B # &. Logo, existem b € B e A € B tal
que b € A. Assim, AN B # @. Portanto, B N B® # &.
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d) e é transformagao natural.
Seja X T v e Top.
ex o f(a) = {fa}.
Vfoex(a)= f{a}.
o {fa} € Ha}

Seja b € {fa}. Entao, para qualquer Ny, f(a) € Ny. Mas f(a) € f{a}. Logo,
Nyn f{a} # 2.

{a

—~—

fa} 2

&H
—

Seja b € f@. Entao, para qualquer Ny, existe a’ € m tal que fa’ € N,. Mas
a’ € {a}, logo, para qualquer Ny, a € N,. Assim, para qualquer Ny, a € f~'NN,.
Portanto, fa € N;.

e) m é transformagao natural.

Seja x—1.y e Top. mpoV?2f(A) :m,’B ={fA: AcA}eVfoma(A) = fUA.
° fmgﬁ

Seja b € fUA = fJA. Entdo, para qualquer N, existe a € A tal que fa € Ny
Logo, N, N fA # &. Portanto, N,N|JB # @.

e JUADUB
Seja b € JB. Entao, para qualquer Ny, existe B € B tal que N, N B # @. Isto ¢,
existe B € B tal que B € N;. Mas, para qualquer Np, NN {fA: Ac A} # o.

Em particular, para Ny, existe A € A tal que fA € Ng. Consequentemente,
fANN, # @. Mas, A C|JA, portanto N, N fJA # 2.

f) mxevx(A) =A
A Q mxevx(A)

A=mxVex(A) =U{{a} : a € A}
(S)
Seja a € A. Para qualquer N,, N, N {a} # @. Portanto, a € U{{a} : a € A}.

(2)
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Sejaa’ € U{{a} : a € A}. Para qualquer Ny existe A’ € {{a} : a € A} tal que NyNA' #
@. Logo, A" € N¢,. Portanto, existe a € A tal que {a} € N. Logo, a € N,. Mas, A é
fechado, portanto a’ € A.

eTrx — mx
A 2 mXeTX(A)

mxerx(A) = U{A}. Seja a € U{A}. Para qualquer N, existe A’ € {A} tal que
N,NA" # &. Logo, A" € N,° e A’ € {A}. Portanto, A € N?. Isto ¢, N, N A # &. Mas
A é fechado, logo a € A.

GTme(.A) 2 .A

Seja A € A). Entdo, A C UA. Logo, A € {UA}.

Portanto, pela proposicao[2.2.8, conlui-se que V é uma moénada em Top e a sua restricao

em Top, ¢ é do tipo Kock-Zoberlein.

2.

]

3 Categoria de Kleisli

Definig¢ao 2.3.1. Seja T = (T, e, m) uma monada em A. A categoria de Kleisli de A é
a categoria Ay = (ob(Ar), A, 11, o) constituida por:

e ob(Aq) = ob(A)
o Ap(A A) = A(A, T(A)
o lry=c¢ey

e forg=moTfog

Exemplos.

1. Rel é a categoria de Kleisli para a moénada das partes. Qualquer relacao X Ly
expressa-se como uma fungao f: X — PY com f(x) = {y : xRy}. Por outro lado,

toda a funcao de f : X — PY define uma relacao X —B 5V através da condigao
rRy <= y € fx. A composicao de fungoes na categoria de Kleisli corresponde
precisamente & composi¢ao das correspondentes funcoes.

Para uma moénada T numa categoria A, as proposicoes e o teorema seguintes definem

algumas construgoes envolvendo a respectiva categoria de Kleisli.
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Proposicao 2.3.2. Fr: A — Ay definido como a identidade nos objectos e por

Fr(A-lsB)y=A-tL.B-2,TB

¢ um functor.

Demonstracao. Sejam A 1, B9 C morfismos de A.

Fr(g) ox Fr(f) = A~ B-2,7B- 2, 70 ¢ 120 " 1O
Assim, visto que o diagrama
A—Llsp—2 ¢
TB——TC —%TC
Tg
|~
1re
TC

comuta, uma vez que e é transformagao natural e (T, e, m) é uma monada, conclui-se que

Fr(go f) = Fr(g) ox Fr(f). O

Proposicio 2.3.3. G : Ar — A definido por Go( A—2~B) = TA—%T2B "2, TR
¢ um functor.

Demonstracao. Sejam ALy B—2 0 morfismos de Ar. Pelos axiomas de moénada,
Gr(14) = Gr(ea) = my o Tey = 1. Por outro lado,
T2g

Tmce mg

Grlgo f) = TA—Lm2p 9, 3¢ I, 2 e, o

Desta forma, tendo em conta que o diagrama

Tf T2g

T2RB T3¢ e 2

N

TB——T?*C——TC
Tg mc

TA

comuta, dado que m é transformagao natural e (T,e,m) é uma monada, conclui-se que

Gr(go f) =Gr(g) o Gr(f). O

Teorema 2.3.4. O quadruplo (Fr,Gr,e,1r) € uma adjun¢do e induz a moénada T.
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Demonstracao. Sejam A 1B e A—25TB morfismos de A.

TeB mp

GoFr(A—1sB)y=T1A s X5 2 ™, 7B = T(A-1B).

Portanto, GpFr =T e e : 1 — GrFr é uma transformacao natural. Por outro lado, o

diagrama
FrGryg
—

TB

]-TAI llTB

em At comuta, dado que o diagrama

19, mp TB-2, 723

1TAl llTB J1T2B

TA ~75 T°B TB T’B

mp mp

mp

em A comuta. Além disso, e e 17 satisfazem as identidades triangulares pois os diagramas

A—5%TAT4T2A TA-L4T2A
II%A llTQA
o T2 A 1\ T?A
| |-
TA TA
comutam pelos axiomas de ménada. [

Teorema 2.3.5. Sejam (F - G,n,¢) : A = X uma adjun¢ao, T a correspondente monada
induzida e (Fy 4 Gr,nr,er) : A2 A a adjungao induzida por T'. K : Ay — X definido
por

K(A—Ls1B)= FA FGFB "2, FB

€ um functor e o diagrama

AT’\—/>X

comuta.
Demonstracao. Seja A um objecto de Ar.

Fep

K(A-5TA)= FAZ FGFA-ES FA = FA-ES FA
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Por outro lado,

K(A-LsB—2sc)= FALL FTB % FT2C™ S FTC 22 FC

Mas, o diagrama

FA—  prp 9 prec £ pro

‘/SFB ‘/SFGFC lEFC

FB——FIC——FC
Fg EFC

comuta, pois € é transformagao natural. Portanto, K(go f) = Kgo K f.

Proposicao 2.3.6. K ¢ pleno e fiel.
Demonstracao.

e /{ é pleno.

Seja FA—'- FB e X. O diagrama

FA" paraA t9% FGFB
lEFA lEFB
1pa
FA——— FAB

comuta porque ¢ ¢é transformacao natural e n, ¢ satisfazem as identidades triangulares
de uma adjuncao. Logo, K(Ggons) = g.

e K ¢ fiel
f
Sejam A — B morfismos de Ay. Suponha-se que K(f) = K(f’), isto é, suponha-
f/

se que o diagrama

FA—  PGFB

Ff’l J/EFB

FGFB———FA
FB
comuta. Entao, uma vez que n é transformacao natural e 7, ¢ satisfazem as identi-
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dades triangulares de uma adjungao, o diagrama

GFB "5 GFGFB

¥ GFf Gerp
A—™"™ LGFA GFB

!’ GF /
f f Cern

GFB————GFGFB
NGFB

também comuta. Portanto, f = f’.
O]

Recordando que um functor é uma equivaléncia se e s6 se é pleno, fiel e essencialmente
sobrejectivo nos objectos, obtém-se que:

Corolario 2.3.7. O functor K é uma equivaléncia se e so se F' é essencialmente sobre-
jectivo nos objectos.

Definigao 2.3.8. (F 4G, n,¢) : A = X éuma adjuncgao de Kleisli se F é essencialmente
sobrejectivo nos objectos.

2.4 A meta-categoria das adjuncoes de Kleisli e a meta-

categoria das moénadas
Definigao 2.4.1. Sejam (F' 4 G,n,e) : A= Xe (F' 4G n,¢") : A= X adjungdes de
Kleisli. Um morfismo de adjungoes de Kleisli ¢ um functor K : X — X' que torna o

diagrama

X—% . x

N

comutativo.
Proposigao 2.4.2. Seja A uma categoria. O quadruplo

KAdj(A) = (ob(KAdj(A)), KAdj(A), 1, ok a4;)
¢ uma meta-categoria, onde

e 0b(KAdj(A)) € a colecao de adjungoes de Kleisli (F 4 G,n,e): A= X
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e para todo F, F' € ob(KAdj(A)), KAdj(F, F') € a colecgao de morfismos de adjungoes
de Kleisl

o para todo K € KAdj(F, F') e K' € KAdj(F', F"), K' ogaaqj K = K' o K
e para todo F': A — X € KAdj, 1p = 1x

Demonstragao. Basta observar que a composi¢ao em KAdj(A) é a normal composi¢ao de
functores. [

Notas 2.4.3. Para um morfismo de ajdungoes de Kleisli K, nao é obrigatéria a condigao
G = G'K. Todavia, podemos sempre definir uma transformacao natural i : G — G'K
como G'Ke onp,.

Definigao 2.4.4. Sejam T = (T,e,m) e T" = (T’,¢/,m’) ménadas numa categoria A. Um
morfismo de moénadas é uma tranformacgao natural ¢ : T — T” tal que os diagramas

T T2 2, 2
1 T —T'

2 ~ . , :
comutam, onde §% : T? — T"% é uma transformacao natural definida através do diagrama
comutativo

RN o

N

T'T——T"
Proposicao 2.4.5. Seja A uma categoria. O quadruplo
Mon(A) = (ob(Mon(A)), Mon(A), 1, 0x)
€ uma meta-categoria

e ob(Mon(A)) € a colecgao de todas as monadas em A

e para todo T,'T" € ob(A), Mon(A)(T,'T") € a cole¢ao de morfismos de monadas de T
para T".

e para todo T, 11 = 1p

e para § € Mon(T, T") e & € Mon(T’", T"), ¢ opnton 0 = &' 09
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Demonstracao. Sejam 6 : T — T’ e § : T — T” morfismos de ménadas. Uma vez que §
e ¢’ sdo transformacoes naturais, o diagrama

72 T T

ISl

T'T T/2 T8 T

TS
/ 5" ,
6}J/ 6T’l \ l&T,,

T"T "’ T//2
T”6 T/la/

comuta. Assim, (' 0 §)? = ¢ o §. Portanto, &’ o : T — T” é um morfismo de ménadas e
o resultado segue de imediato. ]

Proposigao 2.4.6. Seja 6 : T — T wum morfismo de monadas numa categoria A.

J : Ap — Aq definido por J(ALB) = A1 TB2,7B ¢um morfismo de
adjuncoes de Kleisli entre as adjuncoes induzidas pelas respectivas monadas.

Demonstracao. Seja A B2 um morfismo de Ar.

f Tg dc

mc

»T'B T°C TC TC.

J(A J.p4c )= A
Mas, porque ¢ é transformagao natural e um morfismo de ménadas, o diagrama

Tg

720 -2 TC

o ol

T'B 7 T'TC |6 s

T’(Scl

T/2C —/) T/C

JgoqrJ
comuta. Logo J(gor f) = Jg o J f. Por outro lado, visto que o diagrama
Frf

SN

A B—2.TB

Fh PEA

T'B

comuta, pode-se concluir que J(14) =154 € Jo Fp = Fp. O
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Proposicao 2.4.7. Seja J : F — F' um morfismo de adjuncoes de Kleisli .Entao,
g T — T, com

G/Jé‘FA

ipa= TA—TA,TTA T'A

€ um morfismo de monadas entre as monadas induzidas pelas correspondentes adjuncaoes.

Demonstracao. Seja A um objecto de A. O diagrama

/

A—" 14

1T’A
nAl ‘T’m

TA——T'TA—T'A

nTA G'Jera

comuta, dado que 7’ é transformagcao natural e e, n satisfazem as identidades triangulares
de uma adjuncao. Logo ir é compativel com as unidades. Por outro lado, o diagrama

G'Jepr T'G'Jepa

T2A 124, Tr2a T'T2A SEFT o ip g =T e AT ERA 2 g
Gepa m N G'e
TA , T'TA
Nra el JEFA

comuta, porque 7', € e € sdo transformacgoes naturais e 1’ e ¢’ satisfazem as identidades
triangulares de uma adjuncao. Portanto, 0 é compativel com as multiplicagoes. ]

Proposicao 2.4.8. My : KAdj(A) — Mon(A) € um functor, onde
L MA(F) = (GF7777 GgF)
o MaA(J:F — F') =

Demonstrag¢ao. O caminho superior do diagrama corresponde a Ma(J')oM(J) e o caminho
inferior a Ma(J' o J).

G'Jepa

TA A 7T A T'A

1 1 i
NTA Nrira N7 4

T'"TA————T'T'"TA———T"TA
G//JIF/,,,]/TA T//GIJEFA

1" gl ! 1 /
G"J'epr G"Jen 4

T'"TA——T"A

G"J' Jepa
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Além disso, i e €’ sao transformagoes naturais e 1’ e &’ satisfazem as identidades triangu-
lares de uma adjuncao. Logo, o diagrama comuta e o resultado segue de imediato. ]

Proposicao 2.4.9. Kp : Mon(A) — KAdj(A) € um functor, onde
o KaA(T) = (Fr,Gr,¢,17)

f B

o Kad(A—1uBy=aA-LsTB 2 7B

Demonstracao. Seja T 0T um morfismo de ménadas em Ae A—'— B um

morfismo de Ar. Entao,

6/
e, g B, R

f

Ka(0od)(A—1sB)= A

0B

= Ka8'(A—5TB

T'B)
= Ka0' o Kad( A—1 B).

Teorema 2.4.10. O quddruplo (Ka, Ma, (11), (Kr)) € uma adjung¢ao.

Demonstrag¢ao. Vamos apenas provar que K : KaMa — 1 é uma transformacao natural.
Verificar as restantes condigoes é um processo trivial visto que 1t é a identidade. Seja

J : F'— F’" um morfismo de adjunc¢oes de Kleisli e A 1. B um morfismo de Ap. Assim,
o diagrama

" prp T pprp F'T'B

/ !
1 EpiT €r'B
F'TB

F’TJ—>F’B
€FB

F'G'Jerp
7,

F'A

comuta, pois €’ é transformagao natural e 1’ e &’ satisfazem as identidades triangulares de
uma adjungao. Além disso, os caminhos superior e inferior correspondem a K g0 KaMaJ(f)
e J o Kp(J) respectivamente. Portanto, K o KaMaJ = J o Kp(J). O]

O Teorema determina uma condicéo suficiente para que um functor seja uma
equivaléncia. Na pratica, pretende-se traduzir a afirmagao “prove que o functor é uma
equivaléncia” na afirmacao, potencialmente mais simples, “prove que a transformagao na-
tural é um isomorfismo”.

Teorema 2.4.11. Seja J : F — F' um morfismo de adjungées de Kleisli. Se Ma(J) €
um isomorfismo entao J € uma equivaléncia.
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Demonstragao. Suponha-se que Ma(J) é um isomorfismo. Entao, KaMa(J) é um isomor-
fismo, em particular é uma equivavéncia, e o diagrama

KaMaJ
Ar ——— A

KF KF/
X—J>X’

comuta. Assim, uma vez que K e K'o KaMpJ sdo equivaléncias, J é uma equivaléncia. [

41



42



Capitulo 3

Dualidades

Este capitulo é dedicado ao estudo de equivaléncias duais. Comecamos por abordar as
dualidades de Stone para algebras Booleanas e reticulados distributivos, para, recorrendo
ao Teorema obtermos uma prova elementar das dualidades Specy =~ DLatcip’V e
Stoney ~ Boolv. Para concluir, mostramos que a operagao algébrica em DLat, ., e
Bool, \ correspondente ao produto cartesiano em Specy e Stoney respectivamente é o
produto tensorial.

3.1 Equivaléncias duais

Definicao 3.1.1. Uma adjuncao dual entre A e B é uma adjuncao do tipo F 4G : A&
B°P. Uma equivaléncia dual (dualidade) é uma equivaléncia da forma A ~ B°P. Neste
caso, diz-se que A é dualmente equivalente a B ou A é dual a B.

A proposicao seguinte descreve um método geral para construir adjunc¢oes duais que
generaliza o exemplo Set( , A)°® - Set(_, A). A ideia consta na observagao que verifi-
car que os diagramas comutam é independente das propriedades das func¢oes e conjuntos
intervenientes.

Proposigao 3.1.2. Sejam A e B categorias equipadas com um functor de esquecimento \_J
para Set e A, B objectos de A e B respectivamente, com |A| = |B|. Os functores A(_, A)
e B(_, B)admitem um levantamento para uma adjun¢ao dual entre A e B se:

1. para qualquer A € A, a familia (eva, @ A(A, A) — |B|)ae|ﬁ\ tem um levantamento
(evaq : GA — B, h — h(a))aca tal que, para qualquer f : A — A" € A, a fungao
[ |GA| = |GA] é um morfismo Gf : GA' — GA em B.

2. para qualquer B € B, a familia (evp, : B(B, B) — |f~1|)be|3| tem um levantamento
(evpy: FB — fl)b€|3| tal que, para qualquer g : B — B’ € B, a fun¢io g :|FB'| —
|FB| é um morsfimo Fg: FB' — FB em A.
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3. para cada A € A, a fungao na : |A| = |FGA|,a — eva, € um morfismo ng : A —

FGA em A
4. para cada B € B, a funcao € : |B| — |GFB|,b — evgy, é um morfismo ep : B —
GFB em B
Demonstragao. Ver [PT91] O
Exemplos.

1. Considere-se que A é a categoria Stone e B é a categoria Bool, ambas equipadas
com os functores de esquecimento usuais, 4 é o espago discreto com dois elementos
(2) e B ¢ a algebra booleana com dois elementos (2 = {0 < 1}). Identificando
Stone(X,2) como conjunto de subconjuntos simultdneamente abertos e fechados de
X, consideramos Stone(X,2) como uma subalgebra GX do conjunto das partes de
| X|. Por outro lado para qualquer algebra booleana B identificamos Bool(B,2) com
o conjunto de filtros primos de B e consideramos o espacgo topologico F'B com a
topologia gerada pelos conjuntos ¢, = {u C B : b € u e u é filtro primo}. Assim,
verificam-se as condigoes da proposi¢ao anterior e obtém-se uma adjuncao dual de
Stone para Bool.

2. De forma semelhante, considere-se A a categoria Spec e B a categoria DLat, A o espaco
de Sierpinski (2) - e B o reticulado distributivo com dois elementos (2 = {0 < 1}).
A estrutura de SPEC(X,2) e DLat(L,2) é definida de forma analoga ao exemplo
anterior, verificando-se que sao as satisfeitas as condigoes da proposicao. Portanto,
esta construcao define uma adjuncao dual.

Notacao. Em virtude da dupla natureza do reticulado associado a cada espaco e vice-
versa, a notacao reflectird a escolha da caracterizacao. Por exemplo, podemos dizer que
h € Bool(A,2) é um filtro primo e a € h.

Nos exemplos anteriores topologia e algebra formam uma dicotomia na dificuldade de
averiguacao das condi¢oes do Teorema [3.1.2] Os proximos resultados mostram que, de
facto, o espaco topoldgico associado a cada reticulado satisfaz as propriedades requeridas.

Teorema 3.1.3. Seja L um reticulado, F um filtro e I um ideal em L. Se INF = @
entao existe um filtro primo F' tal que F C F' e INF' = @.

Demonstragao. Ver [Sto38, Teorema 6. ]

Proposicao 3.1.4. Sejam L e 2 = {0 < 1} reticulados distributivos e, para todo a € L,
¢o = {h € DLat(L,2) : ha = 1}. Se a < b entao ¢, C ¢y.

Demonstragio. Sejam a,b € L tais que a < b e h € DLat(L,2) tal que ha = 1. Entao,
dado que h preserva supremos finitos, h(b) = h(a V b) = ha V hb = 1. O
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Proposicao 3.1.5. Sejam L e 2 = {0 < 1} reticulados distributivos. O espago topoldgico
DLat(L,2) com a topologia gerada pelos conjuntos ¢, = {h € DLat(L,2) : ha = 1}, para
a € L tem as sequintes propriedades:

CL) é Tg,

b) o conjunto S = {¢, : a € L} é uma base para a topologia,

c) S é o conjunto de todos os abertos e compactos,

d) € sdbrio.

Demonstracgao.

a)

b)

Sejam h,h’ € DLat(L,2) e h # h'. Entao existe a € L tal que ha # h'a. Portanto,
he€g,eh & p,ouhdd,eh €,

Sejam a,b € L e h € DLat(L,2). O morfismo h ¢ um homomorfismo de reticulados logo
h(a Ab) =1 < ha A hb = 1. Portanto, ¢, N ¢p = Ganp-

Seja a um elemento de L. Os conjuntos ¢, para b € L formam uma base para a
topologia, logo ¢q = (Jyeg @b, com S C L. Assim, considere-se o filtro 1 a e o ideal I
gerado por S. Se IN Ta = @ entao, pelo Teorema [3.1.3| existe h € ¢, tal que h & ¢y
para qualquer b € S o que é uma contradi¢ao. Deste modo, suponha-se que I Na # &.
Entao, a < by V ...V b,. Logo, J;_, ¢, ¢ uma cobertura de ¢,. Reciprocamente, se
A C DLat(L,2) é aberto e compacto entao existem ay, ..., a, tais que A = ¢, U...U¢,,,.
L0g07 A= ¢a1V..‘Van'

Seja C' C DLat(L,2) fechado e irredutivel. Suponha-se que nao existe h € C tal que
C = {h}. Entao, para todo h € C existem h' € C' e a € L tais que b/ € ¢, e h & ¢,.
Portanto, C' = (V,cs @5 € U,eq @5 Agora, seja I o ideal gerado por S e F o filtro
gerado por S’. Se I N F = & entao, pelo Teorema [3.1.3| existe h tal que h € ¢, para
todo a € 5" e h ¢ ¢, para todo b € S. Logo, h € (,cs @i ¢ h & U,cq @5, 0 que é uma
contradi¢ao. Por outro lado, considere-se que I N F' # &. Entao, existem ay...a,, € S
e by..b, € S tais que a1 A ... Ay, < by V.. Vb, Logo, ¢g, N...Ndyg,, C ¢, U...U Dy, .
Portanto, C' C ¢g U...U¢; e C & ¢g , o que &€ uma contradi¢ao. Deste modo, visto

que DLat(L,2) é T}, conlui-se que existe um tunico h tal que C' = {T}

]

Corolario 3.1.6. Seja A uma dlgebra booleana. O espago topoldgico Bool(A,2) com a
topologia gerada pelos conjuntos ¢, para a € A é um espago de Stone.

Demonstragao. Basta verificar que ¢S = ¢, e o resultado segue de imediato. ]

Teorema 3.1.7 (|Sto36]). Stone ~ Bool® (Dualidade de Stone)
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Demonstracao.
De acordo com o exemplo de adjuncoes dual de Stone e Bool, basta verificar que as
fungoes de avaliacao evx e evy sao isomorfismos.

e cuy : X — Bool(Stone(X,2),2) é um isomorfismo.

Suponha-se que = # y. X é Hausdorff e tem dimensao zero logo existe um conjunto
simultaneamente aberto e fechado f € Stone(X,2) tal que z € f ey & f. Portanto,

v, (f) # evy(f).

Seja 1) € Bool(Stone(X,2),2). A fungio evy é continua logo evy'(¢) é fechado. As-
sim, comegamos por provar que o conjunto {evy' (¢s) : ¥(f) = 1} tem a propriedade
de intersecdo finita. Sejam fi, ..., f, € Top(X,2) tai que ¥(f;) = 1. ¢ é homomor-
fismo logo ¥ (fi A .. A f,) = 1. Portanto, fi A ... A f, # L, logo N, fi {1} # 2.
Isto é, existe x tal que fi(x) = 1 e consequentemente ev, € (., ¢y,. Desta forma,
uma vez que X é compacto, obtém-se que ({evy' (¢5) : ¥(f) = 1} # . Portanto,
existe x tal que ev, pertence a todas as vizinhancas de ¢. Mas, Bool(Stone(X, 2), 2)
¢ Hausdorff logo ev, = .

e cvy: A — Stone(Bool(A4,2),2) é um isomorfismo.

Sejam a,b € A. Suponha-se que a # b. Entao, a £ b ou b £ a. Sem perda de
generalidade, considere-se que a £ b. Assim, TaN | b = @. Portanto, pelo Teorema
existe h € Bool(A,2) tal que ha = 1 e hb = 0, o que permite concluir que

evy(h) # evy(h).

Seja ¢ € Stone(Bool(A,2),2). ¢ é continua logo ¢~ {1} = [J,cq ®a ¢ compacto,
pois é fechado e Bool(A4,2) é compacto. Desta forma, existe S’ C S finito tal que
Y H1} = Uuesr @0 = dor, com @' = Voegra. Mas, g = ev,,'{1}. Portanto, 1 = evy.

]

De forma anéloga, Stone provou em 1938 um resultado semelhante para reticulados
distributivos.

Teorema 3.1.8 (|Sto38]). Spec ~ DLat’®

Demonstracao. A prova deste teorema é analoga a do teorema anterior. Por este motivo,
vamos apenas provar que evy : X — DLat(Spec(X,2),2) é uma func¢ao sobrejectiva. Seja
v um morfismo de DLat(Spec(X,2),2). O morfismo ¢ ¢ um filtro primo de abertos e
compactos em X. Assim, pelas Proposicoes e[A.0.7, lim+ ¢é fechado e irredutivel.
Logo, uma vez que X ¢é sobrio, existe x € X tal que {x} = lim1. Desta forma, pela
Proposigao obtém-se que ¢ f =1 <= fax = 1. Portanto, para todo f € Spec(X,2),
Y € ¢y < ev, € ¢y. Visto que DLat(Spec(X,2),2) é Tj conclui-se que ev, = 1. ]
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Nos anos 70, Priestley apresentou uma nova perspectiva sobre esta dualidade [Pri70]
Pri72| e provou que os reticulados distributivos correspondem também a certos espagos
compactos, separados e ordenados [Nach0).

Como ponto de partida para a discussao final desta sec¢cao comegamos por observar que
a restricao da monada de Vietoris para espagos espectrais e fungoes espectrais é ainda uma
moénada em Spec. Isto é:

e se X ¢é espectral, VX ¢ espectral,
e se f é espectral, V f é espectral,
e se X é espectral, ex e my sao espectrais.

Por outro lado, se X é um espaco de Stone, VX em geral nao é um espago de Stone. Nao
obstante, modificando a topologia em VX, considerando também como abertos todos os
conjuntos K = {A € VX : AN K = @} para K compacto, VX é um espaco de Stone e
obtemos uma moénada em Stone que também denotamos por V (ver [BKROT, KKV04]).
O proximo teorema destaca-se como o mais importante da seccao na medida em que
demonstra a potencialidade do teorema[2.4.11] Com base nas dualidades anteriores e recor-
rendo a(s) monada(s) de Vietoris estabelecemos novas dualidades envolvendo as categorias
DLat, v e Bool, \. Nestas categorias os objectos sao reticulados distributivos e élgebras
booleanas respectivamente e os morfismos sao as func¢oes que preservam supremos finitos.

Teorema 3.1.9. Nos seguintes diagramas, os functors Specy(_,1) e Stoney(_,1) sao

equivaléncias.
S 1 St ,1
Specy — Pecy (1) »DLat, e Stoney — onev( D Bool ",
Fy Spec Spec(_,2) FV Stone Stone(_72)

Demonstragao. Os functores Stone(_, 2) e Fy sao essencialmente sobrejectivos nos objectos
uma vez que Stone( ,2) : Stone®® — Bool é uma equivaléncia e Fy é a adjungao para a
categoria de Kleisli. Além disso, por argumentos semelhantes aos usados nos exemplos
de adjungdes duais, mas também como consequéncia de [Hof02, Lemma 1.5], os functores
Stone(_,2) e Bool, (_,2) admitem um levantamento para uma adjuncao dual. Portanto,
Stone(_,2) e Fy sao adjuntos a esquerda de adjungoes de Kleisli.

Agora, seja f : X — Y um morfismo de Stone. Dado que Fy actua como identidade
nos objectos, Stoney( ,1) o Fy(X) = Stoney(X,1). Mas, V1 = 2, logo, Stoney (X, 1) =
Stone( X, 2). Por outro lado, Stoney( ,1) o Fy(f) = Stoney(ey o f,1) = ogeyf=mjo
V _oeyof. Assim, parag:Y +— 2 € Stone, Stoney(_, 1)oFy(f)(g) = mioVgoeyof. Para

todo x € X, obtém-se mjoVgoeyo f(z) =UJg{fz} =U{9fz} =gfr = _f(g9)(z). Logo,
considerando apenas os adjuntos a esquerda, o diagrama comuta. Portanto, Stoney( 1)
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¢ um morfismo da meta-categoria KAdj(Stone). De acordo com o Teorema [2.4.11} basta
verificar que M (Stoney(_,1)) é um isomorfismo de moénadas.

Seja o = M (Stoney(_,1))x. Por definigao,

_(mlo

a= VX Y5, Bool, (Stone(VX,2),2) —V_>)Boo|L,v(Stone(X, 2),2).

Assim, para A € VX, a(A) = evgomy oV . Desta forma, para f € Stone(X,2),
evgomioV (f)=evgomioVf=mioVf(A) =JfA. Portanto, a(A)(f) =0 <=
Va€ A, fa=0 < AC f~1{0}.

Considere-se a fungao o' : Bool, \(Stone(X,2),2) — VX definida por a!(¢) =
M fawr=o f~H{o}.

eaload)=A

Dado que A é fechado e os conjuntos simultaneamente abertos e fechados formam uma
base para a topologia, A = (V. sc-110y f~'{0}. Mas, A C f71{0} <= fA={0}.

e acal(y) =y
Seja ¢ € Bool |\ (Stone(X, 2),2).

(a(a™')(f) =0 =1 f =0)

Seja g € Stone(X, 2) tal que ga~'y = {0}. Assim, o= C ¢g71{0}. Logo, g~ {1} C
(a=')e. Isto &, g7 {1} € Um0 f {1} Mas, g7'{1} é compacto, portanto g~ C
fFHBY UL U Y1), com o f; = 0. Assim, g < f1 V...V fn e b f; = 0. Desta forma,

visto que 9 preserva supremos finitos, conclui-se que g = 0.

(Wf =0=ala'P)(f) =0)

Seja f € Stone(X, 2) tal que ¢ f = 0. Por definicao, a~'¢ C f~1{0}. Logo, fa™ ¢ =
{0}.

De forma semelhante obtém-se que Specy(_, 1) é uma equivaléncia. O]
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3.2 Produtos tensoriais

No espirito da categoria de Kleisli para a moénada das partes, podemos identificar
os morfismos em Specy como relagoes particulares. Para espagos espectrais X,Y, uma
relacao R : X — Y diz-se espectral se a correspondente funcao de X — PY se factoriza
por intermédio da inclusao VY — PY e a corestricao X — VY ¢é espectral.

Definigao 3.2.1. SpecR ¢é a categoria cujos objectos sao endorelagoes espectrais e os mor-

fismos s@o os morfismo de Spec para os quais o diagrama

x -1 x

e

XTX/

em Specy, comuta, onde f, é a relagdo determinada por f.

A categoria StoneR define-se de forma idéntica substituindo espacos espectrais por
espacos de Stone e relagoes espectrais por relagoes de Stone.

Definigao 3.2.2. DLatO ¢ a categoria cujos objectos sao operadores em reticulados dis-
tributivos (endomorfismos na categoria DLat ) e os morfismos sdo os morfismo de DLat
para os quais o diagrama

em DLat, , comuta.

Do mesmo modo, BoolO é a categoria cujos objectos sao operadores em algebras boo-
leanas e os morfimos sao homomorfismos de dlgebras Booleanas compativeis com os ope-
radores.

O préximo teorema expressa a equivaléncia entre a abordagem algébrica para a se-
mantica da légica modal proposicional, baseada em algebras Booleanas com operador, e a
abordagem relacional, baseada em frames de Kripke.

Teorema 3.2.3. StoneR ~ BoolO°

- A ~Y Op ~Y
Demonstragdo. De acordo com o Teorema 3.1.9; obtém-se que Stoney =~ Bool",, Stone ~
Bool°? e o diagrama

F’ op
Stoney ——— Bool ",
(L)«

Stone — Bool°P
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comuta, onde F' = Stoney( ,1) e F' = Stone(_,2). Assim, o par de fun¢oes E = (F', F) é
um functor de StoneR para BoolO°” que actua nos objectos como F' e nos morfismos como
F’. Desta forma, visto que F' é fiel, E' é fiel. Além disso, E' é pleno pois F' é pleno, F” ¢é fiel
e o diagrama comuta. Por outro lado, seja O : B — B’ um objecto de BoolO. Uma vez que
I & essencialmente sobrejectivo nos objectos existe X € Stone tal que B = FX = F'X.
Assim, seja i : B — F'X € Bool um isomorfismo. O endomorfismo definido pelo diagrama
comutativo

B+l p'X

of ]

B—i>F’X

em Bool \ é isomorfo a O em BoolO. Portanto, uma vez que F’ é pleno, conclui-se que E
¢é essencialmente sobrejectivo nos objectos. ]

Recorrendo a um argumento idéntico ao da prova do teorema anterior, obtemos

Teorema 3.2.4. SpecR ~ DLatO?

Agora, em vez de categorias de relagoes binarias, poderiamos considerar categorias de
relagoes “trinarias” (R : X — X x X)), etc. Assim, é pertinente descobrir qual a operagao no
lado algébrico correspondente ao produto cartesiano, que nao é o produto nas categorias
Specy, e Stoney. Na discussao que se segue provamos que esta operagao é o produto
tensorial. Nas categorias DLat, , e Bool, , o produto tensorial de A e B é um objecto
que representa bimorfismos de A x B — (), isto é, fungdes que sdao morfismos em cada
varidvel mas nao necessariamente em ambas.

Definicao 3.2.5. Sejam A, B, C' reticulados distributivos. A fungao ¢ : Ax B — C é
um bimorfismo se preserva supremos finitos em cada variavel. Isto é, para todo a,a’ € A
e bt € B, ¢(a, L) = L, o(L,b) = L, ¢(aV d,b) = é(a,b) Vo(a,b) e ¢pla,bV ) =
6(a,5) V 6(a, V).

Proposicao 3.2.6. Sejam X,Y,Z espagos espectrais, S : Specy, — DLat, o functor

equivaléncia discutido na sec¢ao anterior, ¢ : SX x SY — SZ um bimorfismo e ¢ :

S(X xY) — PZ a funcao definida por ¢p(w) = U ®(A,B), com A€ SX e Be SY.
AxBCw

As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

a) O bimorfismo ¢ € mondtono

b) ol JAn | By) = JJo(A:, B;)

=1 j=1 i=1j=1
c) A fungao ¢ ¢ mondtona

Demonstracao.
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a) Seja (A,B) C (A, B’). Entao, uma vez que ¢ preserva supremos finitos em cada
variavel, ¢(A, B") = ¢(A,BU B') = ¢(A,B) U ¢(A, B’). Logo, ¢(A,B) C ¢(A,B’).
Analogamente, constata-se que ¢(A, B") C ¢(A’, B'). Portanto, ¢(A, B) C ¢(A, B') C
o(A', B").

b) O bimorfismo ¢ preserva supremos finitos em cada variavel, logo

m n o m

¢(U A;, U B;) = U¢(Aia UB) =UJUsA: By)) = UU¢(Az‘a B;)

= 1 j=

¢) Suponha-se que w C w'. Seja z € p(w).

zepw) <= JAXBCw:ze ¢(A B)
Mas, w C w', logo A x B C w'. Portanto, ¢(A,B) C é(w) Consequentemente
z € p(w').
O]

Proposicao 3.2.7. Nas condi¢coes da proposi¢ao anterior, $ € 0 unico morfismo de DLat
que torna o diagrama

SX x SY == 8(X xY)

¢l lé

S/————PZ
comutativo, onde X : SX xSY — S(X xY), é o bimorfismo definido por x(A, B) = Ax B.
Demonstracao.

a) O diagrama comuta.
Seja (C, D) € SX x SY. Por definigao,

dox(C,D)= |J ¢(A B)

AxBCCxD

Mas, AXBC CxD <= ACCeBCD. Portanto, uma vez que que ¢ ¢ monétona,
pox(C,D)=¢(C,D).
b) A fungao QAS ¢ um morfismo de DLat; \

Em primeiro lugar,

o0 = |J ¢4 B)

AxBC@

AXxBCp) — A=0ouB=10.

Porém, ¢ preserva supremos finitos em cada variavel, logo ¢(A,0) = ¢(0, B) = 0. Desta
forma, resta provar que ¢(wq Uwsy) = ¢(w1)Up(wsy), para quaisquer wy, we € S(X X Y).
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o p(wi Uwsy) D p(wi) U plws)

q% ¢ monotona. Logo, d(wy U wy) D dp(wr) e dp(wy Uwy) D ¢(ws). Portanto,
P(wr Uwz) 2 ¢p(wr) U d(ws).

~ ~

o H(wi Uws) C d(wi) U d(ws)
Seja C'x D Cwy Uwy, com C € SX eDeSY.

wy = U AX Bewy= U AXx B

A><B§w1 A><B§w2

Mas, w; e wy sao compactos e U A X B é uma cobertura de abertos para w

AxBCw
pelo que existem conjuntos finitos 1 C {AXx B: Ax B Cw;}e F, C{AX B:

A x B C wy} tais que

wy = U AX Bewy= U AXx B

AxBeEF; AXBEF,
Portanto,
w1 Uwy = U Ax B U U A x B.
AxBeF AxBeF;
Assim,

CxD=CxDn(wUw)= [J AnCxBnD U ] AnCxBND

AXBeF, AXBEF,

Agora, tendo em conta que SX e SY sao fechados para intersegoes finitas, defina-se
paratodoa e Cebe D

C, = N ANC e Dy= N BND
AxBeF1UFy:ac ANC AxBeF\UFy:be BND
Claramente,
c=Jc e D={JD
acC beD
Visto que C' e D sao compactos em X e Y respectivamente, existem F C C e

Fp C D finitos tais que

52



c=|JC e D=|JD

a€Fo beFp

Desta forma, uma vez que ¢ preserva supremos finitos em cada variavel,

= U U ol ).

a€Fc beFp

Para todo (a,b) € C'x D(D F¢ x Fp), por construgao, C, x C, C w; ou C, x Cp, C
wy. Note-se que (a,b) € C' x D C w; Uw,. Logo, (a,b) € Ax B C w; ou (a,b) €
A x B C wy. Sem perda de generalidade, considere-se que (a,b) € A x B C wy.
Entdao,a €e ANC CAebe BND C B. Consequentemente, C, C Ae D, C B.
Portanto, C, x C,, € A x B C w;. Assim,

~

s(C,D)C | o4 B) U (] (A B)=d(w)Ud(w).

AXBQ’UM AXBQU)Q
Logo, p(wn Uwa) = | ¢(C, D) C d(wr) U dlws).
C'x DCwyUws

¢) ¢ é tmico.

Sejam ¢, ¢ funcdes satisfazendo as propriedades a) e b) e w € S(X xY'). Por defini¢do,
obtém-se que

ow)=( |J AxB)= |J &1(AxB)= [J d1ox(AB)= |J drox(4,B)

AxBEeF AxBEF AxBEF AxXBeF

= U $2(A x B) = ¢of U Ax B) = ¢y(w)

AXBEF AxBEF

]

Proposicao 3.2.8. Sejam X e Y espacos espectrais e w € S(X xY). Entao, qg(w) é
aberto e compacto.

Demonstracao. Por defini¢ao, ¢(w) é aberto, visto que é obtido como uma uniao de con-
juntos abertos. Além disso, como w é aberto e compacto,

dwy=d( |J AxB)= |J daxB) = |J dox(4B)= |J o4 B)

AxBeF AxBeF AxXBeF AxBeF
onde F é finito. Portanto, ¢(w) é compacto. O

Em conclusao:
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Teorema 3.2.9. Sejam X eY espacos espectrais. Entio, SX x SY —— S(XxY) éo
produto tensorial de SX e SY em DLat, .

Teorema 3.2.10. Sejam X e Y espacos de Stone. Entio, SX x SY —— S(X x Y) éo
produto tensorial de SX e SY em Bool, .
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Apéndice A
Alguns conceitos topologicos

Definicao A.0.1. Seja X em espago topologico. Um subconjunto fechado A de X é
irredutivel se A # & e, para quaisquer subconjuntos fechados B,C, A C B U C implica
ACBouACC.

Definicao A.0.2. Um espaco topoldégico X é sébrio se para todo o subconjunto A irre-
dutivel de X existe um tnico z € X tal que A = {z}.

Definicao A.0.3. Um espaco topoldgico é um espaco de Stone se é Hausdorff, compacto
e o conjunto de abertos e fechados é uma base para a topologia.

Definicao A.0.4. Um espago topologico é um espaco espectral se é T, sdbbrio e o
conjunto de abertos e compactos ¢ fechado para interseccoes finitas e ¢ uma base para a
topologia.

Definicao A.0.5. Sejam X e Y espagos espectrais. Uma fung¢ao f: X — Y é espectral
se para todo subconjunto K C Y aberto e compacto, f~'K é aberto e compacto.

Proposicao A.0.6. Seja X um espaco topologico, C' C X um conjunto fechado nao vazio
e ' um filtro em X.

a) O conjunto C' € irredutivel se e sé se para todos os abertos A, B,

(ANB)NC=20=ANC=gouBNC=2.

b) O conjunto C' é irredutivel se e s6 se o conjunto F'={A C X : A é aberto e ANC # o}
€ um filtro primo no reticulado dos abertos de X.

¢) O conjunto lim F é fechado.
Demonstracao.

a) O conjunto C' é irredutivel < VA, B abertos, C C A°UB°=(C C A°ou C C B &V
A B abertos, CN(ANB)=@=CNA=gouCNB=4g.

o7



b) Consequéncia da alinea anterior. Basta verificar que F’ é base de um filtro. Assim,
(ANB)NC =@ = ANC = @ou BNC = & é equivalente a ANC # T e
BNnC#2=(ANB)NC # 2.

c) Seja x € lim F' e N, uma vizinhanca de z. Entao, N, Nlim F' # &. Assim, N, é uma
vizinhanca de x’ € lim F, logo N, € F. Portanto, x € lim F.

]

Proposicao A.0.7. Seja X um espago espectral, SX = {A C X : A é aberto e compacto}
e ' C SX um filtro. O filtro F'é primo se e so se para todo A, B € SX, A€ F < ANnlim
F+0.

Demonstracao.
(=)

Seja F' C SX um filtro primo e A um elemento de F tal que ANlim F' = @. Entao,
para todo a € A existe N, € F' e N, € SX. Assim, A C |J,c4 No- Mas, A é compacto,
logo A C N,, U...UN,, € SX. Consequentemente, N,, U...UN,, € F. Contudo, F ¢é
primo, portanto conclui-se que existe N,, € F', o que ¢ uma contradi¢ao. Por outro lado,
suponha-se que A € SX e ANlim F # &. Entao, A é uma vizinhanca de = € lim F', logo
AeF.

(<)

Suponha-se que AU B € F. Isto é (AU B)Nlim F # @. Ou seja, ANlim F # & ou
BNlim F # @. Portanto, A € Fou B € F. ]

o8



	Conteúdo
	Introdução
	Categoria, functor e transformação natural
	Categoria
	Morfismos especiais
	Objectos especiais
	Categoria dual

	Functor
	Transformação natural

	Adjunção, Mónada e Categoria de Kleisli
	Adjunção
	Mónada
	Mónada de Kock-Zöberlein

	Categoria de Kleisli
	A meta-categoria das adjunções de Kleisli e a meta-categoria das mónadas

	Dualidades
	Equivalências duais
	Produtos tensoriais

	Bibliografia
	Alguns conceitos topológicos

