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Kurzfassung

Ausgangspunkt dieser Arbeit ist das Bestreben, Einrichtvorgénge bei Druckmaschinen mit minimaler Ma-
kulatur, d. h. minimalen Ausschuss durchzufiihren. Als Qualitdtsmerkmal wird dabei die Forbung betrach-
tet. Dies bedeutet, dass eine gegebene Sollfarbung mit einer moglichst geringen Anzahl an Regelschritten
erreicht werden soll. Aufgrund der in Anbetracht des unvermeidbaren Prozessrauschens relativ hohen
Anforderungen an die Regelgiite ist dabei eine stochastische Betrachtung der Regelung notwendig.

Diese hier kurz skizzierte Problemstellung wird als allgemeineres zeitdiskretes Qualitatsregelungspro-
blem statischer Prozesse beschrieben und in zwei Schritten bearbeitet. Zunéachst erfolgt die Definition
und Analyse von Grolden zur Bewertung der Einrichtvorginge. Aus diesen ergibt sich, dass der mittle-
re quadratische Fehler als globales Giitekriterium fiir den Reglerentwurf geeignet ist. Darauf basierend
werden in dieser Arbeit verschiedene Reglerkonfigurationen untersucht und bewertet.

AnschlieBend wird die Identifikation der Prozessparameter wéahrend der Regelvorgidnge betrachtet, wo-
mit eine Adaption der Regler moglich wird. Basis des Identifikationsverfahrens ist die bekannte Methode
der kleinsten Quadrate. Aufgrund der Eigenschaften des Anwendungsfalles ist die Leistung des Standard-
verfahrens jedoch nicht zufriedenstellend. Hervorzuheben ist dabei die Multikollinearitét, d. h. die starke
Korrelation der verschiedenen Prozesseingédnge, sowie die Moglichkeit sprungférmiger Stérungen zu Be-
ginn neuer Auftrége. Diese Probleme konnen in dieser Arbeit gelost werden, so dass ein leistungsfahiger
Schéatzalgorithmus angegeben werden kann, der die wenigen Messdaten sehr effektiv ausnutzt.

Dariiber hinaus ist auch der Bias, der aufgrund der Regelung im geschlossenen Regelkreis auftritt, zu
beachten. Dieser wird untersucht und eine kennfeldbasierte Kompensationsmethode vorgeschlagen.

Um auch bei grolden Anfangsabweichungen der angenommenen Prozessparameter sowie Ausreif3ern bei
den Messungen noch ein gutes Regel- und Adaptionsverhalten zu erreichen, wird das vorgeschlagene
Schétzverfahren zuletzt noch um geeignete Maf3nahmen erweitert.
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Abstract

This work is motivated by the demand to perform the makeready procedure of printing machines with
a minimum of paper waste. The considered quality criterion is the coloration. This means that a given
coloration should be attained by as few as possible control steps. Because of — considering the inevitable
process noise — high demands on the controller performance, a stochastic controller design is mandatory.

This shortly outlined problem is described as a general discrete-time quality control problem of static
processes and is solved in two steps. First, quantities for assessing the performance of makeready proce-
dures are defined and analysed. These lead to the mean squared error as a global optimization criterion.
Based on this, different controller schemes are analysed and evaluated.

Second, the closed-loop identification of the process parameters is considered to allow adaptive contol.
This identification is based on the well-known least squares method. Because of the demanding require-
ments and certain properties of the considered application, a direct application of this method does not
result in a satisfying performance. Particular challenges are the multicollinearity, i. e. the strong correla-
tion of different process inputs, and the possible occurence of stepwise disturbances at the beginning of
new jobs. These problems are solved within this work, resulting in a capable estimation method which
uses the few available measurement data highly effectively.

Furthermore, the bias caused by the closed-loop identification has to be considered. This bias is examined
and a compensation method based on a look-up table is proposed.

To achieve a good performance even under large initial deviations of the assumed process parameters
and measurement outliers the proposed method is extended by suitable procedures.

VI
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1 Einfuhrung

In diesem Kapitel wird zundchst in Abschnitt 1.1 die Motivation und das Thema der Arbeit vorgestellt.
Anschlieend wird in Abschnitt 1.2 die abstrahierte Problemstellung beschrieben, auf deren Basis im
folgenden Kapitel der Untersuchungsgegenstand definiert wird.

Das Kapitel schlie3t mit einer Ubersicht iiber den Aufbau dieser Arbeit.

1.1 Motivation und Thema

Die in dieser Arbeit behandelte Thematik ergab sich aus einem Projekt mit der Heidelberger Druckma-
schinen AG, das die Einrichtvorgidnge von Druckmaschinen mit Anilox-Farbwerken zum Inhalt hatte. Ziel
war es dabei, die Anzahl der notwendigen Anldufe und damit die Makulatur moglichst gering zu hal-
ten, wozu ein entsprechender Algorithmus fiir die Steuerung zu entwickeln war, der die Nachfiihrungen
optimal einstellt.

Dabei wurden aus dem Stillstand der Maschine immer einige Bogen gedruckt, bis sich ein stationérer
Zustand eingestellt hatte. Einer dieser ,stabilen“ Bogen wurde vermessen, und anhand der festgestellten
Farbdichte dieses Bogens sowie der vermessenen Bogen aus den vorangegangenen Anldufen sollte die
StellgréRe, in diesem Fall die Temperatur der Rasterwalze des Farbwerks, moéglichst optimal gewéahlt
werden.

Da zu einer guten Regelung die Parameter, d. h. hier der Einfluss der Temperatur der Rasterwalze sowie
der Druckgeschwindigkeit auf die Farbdichte, moglichst gut bekannt sein sollten, wurden auch Verfahren
zur Identifikation dieser Parameter entwickelt.

Diese Thematik wird in dieser Arbeit losgelost von dem speziellen Anwendungsfall behandelt und ist
im folgenden Abschnitt abstrahiert dargestellt. Wie spiter noch genauer dargelegt wird, ergibt sich als
Thema die Regelung und Identifikation eines statischen Prozesses der affin in den Eingangsgrol3en ist.
Dies ist zunéchst ein Standardproblem, das in der Literatur zur Regelungstechnik und Identifikation auf
der einen, und in der zur Regressionsrechnung auf der anderen Seite behandelt wird. Die Besonderheiten
im vorliegenden Fall, auf die diese Arbeit explizit eingeht, sind die dullerst geringe Anzahl an Messungen
sowie relativ starke Storungen und Rauschen. Wie diesen begegnet werden kann, bzw. inwieweit neue
Losungen erforderlich sind, wird an den entsprechenden Stellen begriindet.

Zur Veranschaulichung wird die Anilox-Druckmaschine bzw. das Anilox-Farbwerk im Weiteren als Bei-
spiel herangezogen. Auch wurden an dieser die Algorithmen getestet und deren Tauglichkeit bestatigt.

1.2 Problemstellung

In dieser Arbeit werden Einrichtvorgdnge von Produktionsmaschinen betrachtet. Dabei ist mit ,Einrich-
ten“ der Wiederstart der Produktion nach einer Pause oder nach Umriisten auf andere zu produzierende
Fertigteile gemeint, nicht aber das Inbetriebnehmen einer Produktionsmaschine nach Aufbau oder War-
tung.

Ziel ist es, beim Einrichten der Produktion méglichst schnell eine Mindestqualitédt der Fertigteile zu er-
reichen, die sich durch bestimmte Eigenschaften auszeichnet. Wie in Abbildung 1.1 angedeutet, werden
die Eigenschaften der Fertigteile durch die eingesetzten Roh- und Hilfsstoffe, die Prozesssteuerparameter
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und Umgebungsbedingungen beeinflusst.! Dariiber hinaus fiihrt auch eine nicht ideale Prozessbeherr-
schung bei komplexeren Prozessen zu Abweichungen der Eigenschaften.

Prozess-

steuer- Umgebungs-
bedingungen
parameter
Rohstoffe o
7 Fertigteil
Hilfsstoffe Prozess N
T Unsicherheiten

Abbildung 1.1: Allgemeiner Prozess

Die Prozesssteuerparameter konnen an der Maschine eingestellt werden. Prozesssteuerparameter? stel-
len beispielsweise Bearbeitungsgeschwindigkeiten und -driicke oder Temperaturen von Werkzeug oder
Werkstiick dar.

Wesentlich fiir die Anwendung einer automatisierten Regelung ist es, dass die erreichte Qualitit ei-
nes Fertigteils moglichst objektiv, idealerweise automatisiert, quantifiziert werden kann. (Vgl. auch
[KippHAN, 2000, S. 103].)

Um das betrachtete Problem sinnvoll einzugrenzen, wird davon ausgegangen, dass die Nachfiihrung der
Prozesssteuerparameter typischerweise im Stillstand geschieht. Ein Schritt sieht damit so aus, dass die
(neuen) Prozesssteuerparameter gewahlt werden, diese eingestellt werden und dann der Produktions-
prozess gestartet wird. Nach Erreichen eines stabilen Zustands wird ein Fertigteil entnommen und dessen
Eigenschaften {iberpriift. Damit wird der Prozess als statisch betrachtet.

Eine weitere Eigenschaft der hier behandelten Prozesse ist es, dass die Qualitit der Fertigteile durch eine
einzige Eigenschaft beschrieben wird. Aus regelungstechnischer Sicht besitzen die Prozesse damit nur
einen Ausgang. Sinnvollerweise ist dann einer der Prozesssteuerparameter der primére Parameter bzw.
Eingang zur Regelung, wiahrend die iibrigen Prozesssteuerparameter als sekundére Eingénge bezeichnet
werden. Der primére Eingang wird dabei in jedem Schritt angepasst werden, wiahrend die sekundéren
Eingédnge in den meisten Schritten konstant gehalten werden, und nur dann angepasst werden, wenn
bspw. der Stellbereich des priméren Eingangs nicht mehr ausreicht, oder die Bearbeitungsgeschwindig-
keit oder Taktrate nach dem Einrichten erh6ht werden soll.

1.3 Vorgehen und Gliederung der Arbeit

Zur Losung der beschriebenen Problemstellung wird in dieser Arbeit eine Methodik vorgestellt, die die
Auslegung eines stochastischen adaptiven Reglers beschreibt.

Da ein relativ hohes Rauschen, bezogen auf den zuldssigen Toleranzbereich, zugelassen werden soll, ist
eine explizite Beriicksichtigung des Rauschens im Reglerentwurf erforderlich. Somit ist eine stochastische
Regelung zu entwerfen.

Die Regelung soll auch bei unbekannten oder sich verdndernden Prozessparametern ein gutes Verhalten
zeigen. Daher wird die Regelung adaptiv gestaltet. Genauer gesagt wird eine indirekte adaptive Rege-
lung entworfen. Dies bedeutet, dass der Regler anhand als bekannt vorausgesetzter Streckenparameter
entworfen wird und im Betrieb dann eine Anpassung an aktuelle Schitzwerte der Parameter erfolgt.
[Tao, 2003, S. 295]

Die Darstellung nach Abbildung 1.1 ist von Darstellungen wie bspw. in [Kamiske und BrauEr, 2011, S. 339] motiviert.
Hier wird der Begriff , Prozesssteuerparameter verwendet, da der Begriff , Prozessparameter” in dieser Arbeit anderwei-
tig belegt ist. (Siehe auch Seite 5)
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Der wesentliche Schritt der Adaption ist daher die Identifikation der Parameter, der in dieser Arbeit
entsprechend Platz eingeraumt wird, und es begriindet sich der unten skizzierte Aufbau der Arbeit, nach
dem der Reglerentwurf und die Adaption bzw. Identifikation hintereinander abgehandelt werden.

Bei der Darstellung des Reglerentwurfes und dem Entwurf des Parameterschétzers wird besonderer Wert
auf die Darlegung des Weges zur Losungsfindung, d. h. die Methodik gelegt. In Abhéngigkeit der Pro-
zesseigenschaften und den Anforderungen sind teilweise verschiedene Losungsvarianten vorzuziehen,
und mit der Darstellung der Methodik wird die Ubernahme der Ergebnisse auf andere Anwendungen
vereinfacht.

Gliederung der Arbeit

Im Kapitel 2 wird der Untersuchungsgegenstand dieser Arbeit, der sich an der beschriebenen Problem-
stellung orientiert, definiert. In diesem Kapitel wird auch der Beispielprozess der Druckmaschine genauer
vorgestellt.

Im Anschluss wird zunéchst die Regelung und dann die Identifikation und Adaption behandelt. Dabei
wird in Kapitel 3 mit der Regelung des ungestorten Systems begonnen. Bevor in Kapitel 5 mit der Re-
gelung unter Beriicksichtigung der Storungen fortgefahren wird, wird in Kapitel 4 die Modellierung
des Rauschens und der Storungen besprochen sowie die verwendeten Grundlagen aus der Stochastik
eingefiihrt. Die Identifikation und Adaption sind Thema des sechsten Kapitels.

Die Arbeit schlie3t mit einer Zusammenfassung in Kapitel 7.

1.3 Vorgehen und Gliederung der Arbeit 3



2 Festlegung des Untersuchungsgegenstandes

Ausgehend von der im vorherigen Kapitel beschriebenen Problemstellung wird in diesem Kapitel der in
dieser Arbeit behandelte Untersuchungsgegenstand definiert.

Dazu werden in Abschnitt 2.1 einige wesentliche Begriffe festgelegt, die in der weiteren Arbeit verwendet
werden. Daran schlie3t sich in Abschnitt 2.2 die eigentliche Problemdefinition, d. h. die Festlegung eines
mathematischen Modells, an.

In Abschnitt 2.3 wird das Beispiel der Druckmaschine wieder aufgenommen und kurz beschrieben.

Zuletzt wird in Abschnitt 2.4 der Begriff ,Qualititsregelung” erlautert und diese Arbeit in den Kontext
anderer Arbeiten gestellt, die sich mit diesem Thema befassen.

2.1 Verwendete Begriffe

Im Rahmen dieser Arbeit werden folgende gebrduchlichen Begriffe in der angegebenen Bedeutung ver-
wendet.

Einrichten: Anfahren der Produktion nach einer ldngeren Pause oder nach Umriisten der Maschine. Ein
Einrichtvorgang setzt sich aus einem oder mehreren Anldufen zusammen, bis dieser in die fortlaufende
Produktion iibergeht.

Anlauf: Ein Anlauf ist das einmalige Starten der Maschine aus dem Stillstand bzw. Standby-Modus, bis
zum Erreichen eines stabilen Zustandes der Fertigteile.

Ausschuss: Fertigteil bzw. Gesamtheit der Fertigteile, welche die geforderten Eigenschaften nicht erfiillt.
Produktionsphase: Fortlaufende, stabile Fertigung nach Beenden des letzten Anlaufs des Einrichtens.

Auftrag: Ein Auftrag umfasst das Einrichten und die Produktionsphase.

2.2 Problemdefinition

Aus der oben gegeben Beschreibung der Problemstellung sowie den Eigenschaften des Beispielsystems
ergibt sich folgende Formulierung und Spezifizierung der Problemdefinition, die in dieser Arbeit betrach-
tet wird.

2.2.1 Prozessmodell

Es wird der statische, diskrete Prozess

p
Yie = Opo + Oruq  + Z O;u; i + dy i 2.1
i—2

betrachtet. Die unabhingige Variable k, die in dieser Arbeit immer im Index geschrieben wird, entspricht
dabei keinen festen Abtastpunkten, sondern den Messungen. Dabei wird in der Regel bei jedem Anlauf
nach Erreichen eines eingeschwungenen Zustands der Fertigteile eine Messung vorgenommen. In der
Produktionsphase erfolgen die Messungen in gewissen zeitlichen Abstanden.
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Die einzige Ausgangsgrofde des Prozesses ist y. Der Prozess besitzt p Eingangsgrof3en u;, wobei die
Eingangsgrolle u; die primare Eingangsgrolle ist, was auch in Abbildung 2.1 dargestellt ist. Die Gro-
3e d, beinhaltet Teile der Prozessunsicherheiten. Diese héngen u.a. davon ab, in welcher Phase sich
der Prozess befindet, also ob beispielsweise zwischen verschiedenen Anldufen gemessen wird, oder ob
die Eigenschaft y verschiedener Fertigteile in der Produktionsphase betrachtet wird. Dies wird in Ab-
schnitt 2.2.2 genauer diskutiert.

Abbildung 2.1: Prozess aus regelungstechnischer Sicht

Es handelt sich bei dem Prozess (2.1) — auch unter Vernachlédssigung von dy — nicht um einen linearen,
sondern einen affinen Zusammenhang beziiglich der Einginge u;. Beziiglich der Parameter! 6, ist der
Prozess jedoch linear, wenn d, vernachléssigt wird.

Allgemeiner kénnen auch nichtlineare Abhéngigkeiten von Eingangsgrofien u; beriicksichtigt werden, so-
fern y weiterhin linear in den Parametern 6; ist, d. h. sich als Summe von Termen der Art 6;-¢;(u}, ..., u;)

darstellen lasst. Mit u; = ¢;(uj, ..., u;) fithrt dies wieder auf die Form (2.1).2

Es kann ein Nennpunkt uy = [ty Usy * uP’N]T definiert werden, der typische oder mittlere Eingangs-
werte beschreibt. Damit kann GI. (2.1) auch als

p
Vi =00+ 0, (g — )+ D0 (g — i) +dy 2.2)

i=2

geschrieben werden. Ohne Storungen d ; wiirde fiir u; ; = u; y damit y; = 6, gelten.

Alternative, abkiirzende Schreibweisen der Prozessgleichung

Die sekundéren Eingénge und die dazugehorigen Parameter konnen auch in den Vektoren
T T
ug = [uz up] und 0= [92 9p:|
zusammengefasst werden. Damit kann die Gleichung auch als
Vi =00+ 0, (U —upn)+ 05 - (ug —ug ) + dy (2.3)

geschrieben werden.

In den Untersuchungen wird haufig der Fall betrachtet, dass der Prozess iiber den priméren Eingang
u ;. geregelt werden soll, wobei die sekundaren Eingénge ug einen festen, sich nicht d&ndernden Wert

1 Es ist zwischen den ,Prozesssteuerparametern“ auf der einen und den ,Prozessparametern“ oder kurz ,Parametern“ auf

der anderen Seite zu unterscheiden. Erstere bezeichnen die Einstell- und Konfigurationsmoglichkeiten des Fertigungs-
prozesses, letztere die Koeffizienten der Prozessgleichung (2.1).

Dies ist dadurch motiviert, dass fiir die lineare Schitzung als wesentlicher Schritt des Verfahrens nur die Linearitét in
den Parametern gefordert ist [WooLDRIDGE, 2003, S. 42], [IsERMANN und MUNcHHOF, 2011, S. 210ff]. Das prinzipielle
Vorgehen bleibt damit gleich, wobei sich jedoch nicht alle Ergebnisse (direkt) libertragen lassen. Der Einfachheit halber
wird im Weiteren immer von den Eingangsgrofen u; (und nicht u) ausgegangen.
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Us ;. = ug . annehmen. Diese konnen damit fest eingesetzt werden und man erhélt die etwas kompaktere
Gleichung

Vi = 0o+ 01 - (U —ugn) +dyi (2.4)
wobei 6y = 6, + 05 - (ug . —ug ) ist, bzw.

Yk=0ps+ 01 v tdy, (2.5)
wenn noch

Up =Upp —U1N

definiert wird.

Eine weitere Schreibweise der Prozessgleichung (2.2) wird in Anlehnung an eine iibliche Notation zur
Prozessidentifikation (z.B. in [IserMaNN und MUNcHHOF, 2011] verwendet) angegeben. Dabei werden
alle Prozessparameter in

T
0 = [90 ep] (2.6)
und alle Eingdnge zusammen mit der Konstanten Eins zum , Eingangsvektor

Tl’z = [1 Upg —UpN Ugg —UpN " Upg — up,N:I (2.7)
zusammengefasst. Somit lasst sich Gl. (2.1) auch kompakter als

Ve =0 +dy; (2.8)

schreiben.

Zeitvarianz

Es ist davon auszugehen, dass sich der Parameter 6, von Anfahrvorgang zu Anfahrvorgang stark d&ndern
kann. Wahrend der Anlédufe eines Anfahrvorgangs ist er in der Regel jedoch konstant. Die in dieser Arbeit
verwendeten Verfahren miissen aber robust gegeniiber dem Fall sein, dass sich 6, auch wéhrend eines
Anfahrvorgangs @ndert. Diese Zeitvarianz des Parameters wird der Prozessunsicherheit d, zugeschlagen
und gleich in Abschnitt 2.2.2 noch genauer besprochen.

Die weiteren Parameter 6, bis 6, sind ebenfalls als zeitvariant anzusehen, allerdings mit deutlich lang-
sameren Anderungsraten.

Beschrankungen

Die Wertebereiche der Einginge u; sind mit

u; € [ui,min’ ui,max] > L= 1: --5D,

limitiert. Dabei ist hauptsédchlich die Sattigung des priméaren Eingangs u; zu beriicksichtigen, da dieser
durch den Regler verwendet wird. Die sekunddren Eingdnge werden durch den Benutzer oder einer
iibergeordneten Steuerung vorgegeben.
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2.2.2 Prozessunsicherheiten und Rauschen

Unter den Prozessunsicherheiten werden alle die Effekte zusammengefasst, die dazu fiihren, dass auch
bei gleichen Eingangswerten u; Schwankungen der Eigenschaft y der Fertigteile auftreten. Solche
Schwankungen konnen durch wechselnde Umgebungseinfliisse, Variation der Qualitdt der Roh- und
Hilfsstoffe, nicht-ideale Stellglieder und unterlagerte Regelungen und allgemein nicht vollstdndig be-
kanntes bzw. beherrschbares Verhalten komplexer Fertigungsprozesse entstehen.

Die Prozessunsicherheiten konnen nach ihrer Auspragung unterschieden werden. So gibt es Unsicher-
heiten, die eine iiber einen lingeren Zeitraum andauernde Anderung der (mittleren) AusgangsgroRe
erzeugen. Zum anderen gibt es Unsicherheiten bzw. Stérungen, die dhnlich einem Rauschen sind, d. h.
die bei aufeinanderfolgenden Messungen Schwankungen der Ausgangsgrolde um einen Mittelwert er-
zeugen. Die erstgenannte Art der Unsicherheiten werden im Weiteren als Storungen bezeichnet und
der schon eingefiihrten Grof3e d, zugeordnet. Letztere Art wird mit np bezeichnet und Prozessrauschen
genannt.

Wird
Yi =Y +npy

definiert, dann kann y in diesem Sinne als Mittelwert angesehen werden, der sich iiber einen gewis-
sen, ldngeren Zeitraum einstellt, wenn die Eingangsgrofen konstant gehalten werden. Die GroRe y’
bezeichnet den tatsdchlichen Ausgang.

Die nicht-ideale Messung fiihrt dazu, dass sich im Allgemeinen der Messwert ¥ vom wahren Ausgangs-
wert y’ unterscheidet,

Ve =y, +nyx 2.9)

wobei ny;;, das Messrauschen bezeichnet. In Abbildung 2.3 sind die Wirkungen der Prozessunsicherhei-
ten und des Prozessrauschens sowie das Messrauschen dargestellt.

Abbildung 2.2: Prozess mit Unsicherheiten und Rauschen

Fiir die Betrachtungen ist es meist unerheblich, ob die Schwankungen aufeinanderfolgender Messungen
vom Messrauschen oder dem Prozessrauschen hervorgerufen werden. Daher werden diese beiden Effekte
zum Prozess- und Messrauschen

Ny = Np + My
zusammengefasst (siehe auch Abbildung 2.3). Danach gilt

V=Y t+ng. (2.10)

Im Allgemeinen hiangt die Art und Grof3e der Schwankungen auch davon ab, welcher Zeitraum betrachtet
wird. Hier wird unterschieden zwischen®
3

Diese Aufteilung sowie die folgenden Beschreibungen sind durch die Erfahrungen motiviert, die wiahrend der Messungen
an der Beispielmaschine gemacht wurden.
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Abbildung 2.3: Prozess mit Unsicherheiten und Rauschen

den Schwankungen aufeinanderfolgender Fertigteile (,,Prozessrauschen im engeren Sinne“),

den Schwankungen innerhalb einer Produktionsphase (,,Produktionsschwankungen®),

den Schwankungen zwischen verschiedenen Anldufen eines Einrichtvorgangs (,,Anlaufschwankun-
gen“) sowie

den Schwankungen zwischen verschiedenen Auftragen (,,Auftragsschwankungen®).

Es wird angenommen, dass sich die Wirkung dieser Schwankungen jeweils aus einem mittelwertfreien
Rauschen und einem Drift oder auch sprungférmigen Anderungen des Parameters 6, zusammensetzt.

Prozessrauschen im engeren Sinne

Das Prozessrauschen im engeren Sinne beschreibt die Anderungen der AusgangsgrofRe (bei konstanten
Eingangsgrol3en), die zwischen direkt hintereinander produzierten Fertigteilen auftreten. Je nach Wir-
kungsweise der Maschine konnen aber auch zyklische Storungen mit einer Periodenldnge von wenigen
Fertigteilen im Prozessrauschen enthalten sein.

Dieses Rauschen spielt eine untergeordnete Rolle fiir diese Untersuchung, da primér der Fall betrachtet
wird, dass nicht alle Fertigteile vermessen werden, sondern Probestiicke nur in ldngeren Intervallen
entnommen werden.

Produktionsschwankungen

Die Produktionsschwankungen aus Sicht der Regelung beschreiben die Anderungen der Ausgangsgro-
Re, die zwischen Fertigteilen zu verschiedenen Zeitpunkten wéhrend einer Produktionsphase auftreten.
Diese Zeitpunkte sind durch die Intervalle gegeben, in denen Fertigteile gezogen und vermessen werden.

Die Schwankungen konnen durch wechselnde Umgebungsbedingungen, Qualitdtsdnderungen von
Betriebs- und Hilfsstoffen oder der Anderung von Prozessparametern, beispielsweise aufgrund der Er-
warmung der Maschine, entstehen. Diese Effekte erzeugen gewisse Drifts in der AusgangsgrofRe, die
durch die ,,Abtastung® in Form der Messung in bestimmten Intervallen wie Spriinge erscheinen.

Somit bestehen diese Schwankungen aus einem rauschartigen Anteil ng, der etwas hoher ist als das reine
Prozessrauschen, und, bei langeren Produktionsphasen, einem Storanteil dg, der den Drift der Parameter
beschreibt.

Diese Schwankungen, die mit ng bezeichnet werden, sind fiir die Regelung in der Produktionsphase zu
Grunde zu legen. D. h. in dieser Phase gilt np = ng.

Anlaufschwankungen

Fiihrt man direkt hintereinander mehrere Anldufe mit konstanten Eingangsgrofden aus, so ist die Varia-
tion der AusgangsgroRe bei dem Beispielprozess héher als das reine Prozessrauschen. Andert man bei
mehreren direkt hintereinander durchgefiihrten Anlidufen die Eingangsgrof3en zyklisch und betrachtet
die AusgangsgroRe immer fiir Gruppen gleicher Eingangsgrofen, so steigt die Streuung noch etwas an.
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Diese Schwankungen werden als Anlaufschwankungen n, bezeichnet und sind das Prozessrauschen np,
das der Regel- und Identifikationsalgorithmus in der Anfahrphase ,sieht*.

Aufgrund des kurzen betrachteten Zeitraums ist kein Drift der Parameter bertiicksichtigt. Dennoch besteht
immer die, wenn auch seltene, Moglichkeit einer deutlichen sprungférmigen Stérung, z. B. aufgrund ei-
ner Maschinenstorung oder eines Fehlers bei der Durchfithrung der Messung. Die Auslegung des Reglers
und der Identifikation miissen sich nicht an diesen unwahrscheinlicheren Stérungen orientieren, jedoch
muss sichergestellt werden, dass das Auftreten einer solchen Storung nicht zu einer dauerhaften Ver-
schlechterung der Regelgiite und der Parameterschatzung fiihrt.

Im Weiteren wird dazu so vorgegangen, dass diese Storungen bei der Auslegung in der Regel igno-
riert werden, und deren Wirkung dann im Anschluss betrachtet wird und Gegenmafinahmen ergriffen
werden.

Auftragsschwankungen

Zwischen zwei Auftragen zu Produktionen der gleichen Fertigteile konnen sich viele Parameter dndern.
So braucht nicht sichergestellt sein, dass die Roh- oder Hilfsstoffe aus der gleichen Charge und vom
selben Hersteller kommen. An der Maschine oder am Werkzeug konnen Wartungsarbeiten durchgefiihrt
worden sein, die das Verhalten beeinflussen. Auch konnen sich die klimatischen Bedingungen stéarker an-
dern. Dies fithrt dazu, dass mit groReren Anderungen von Anfahrvorgang zu Anfahrvorgang zu rechnen
ist.

Diese Storungen werden hier als sprungférmige Prozessstorungen d, betrachtet und sind zu berticksich-
tigen, wenn die Schédtzung von Parametern {iber einzelne Auftrage hinaus betrachtet wird.

Messrauschen

Das Messrauschen ny; wirkt aus zeitlicher Sicht wie das Prozessrauschen im eigentlichen Sinne und wird
im Weiteren meist gegentiber den anderen Einfliissen vernachléssigt. D.h. je nach Phase gilt n, ~ n,

oder ny & ng.

2.2.3 Weitere Randbedingungen

Korrelation zwischen u; und ug

Die Eigenschaft y der Fertigteile soll in der Regel konstant gehalten werden, auch wenn sich sekundare
Eingdnge dndern. D. h. die sekundiren Eingdnge werden zusammen mit dem priméren Eingang so an-
gesteuert, dass sich der Ausgang (moglichst) nicht d&ndert. Daher sind diese untereinander und mit u,
relativ stark korreliert.

Parameterbegrenzungen

Aus den Erfahrungen des Anwenders mit der Maschine konnen sich ggf. auch Grenzen fiir die Prozess-
parameter angeben lassen,

Qi € [Qi,mim Qi,maX] B i= 0, R
Implementierung

Da die neuen StellgréBen nicht innerhalb weniger Millisekunden nach der Messung vorliegen miissen, ist
die Echtzeitfahigkeit zunachst weniger entscheidend. Dafiir ist eine effiziente Speicherung der Parame-
tersdtze sowie der fiir das Lernen der Parameter notwendigen Daten wesentlich, d. h. diese soll moglichst
kompakt erfolgen. Dabei ist dariiber hinaus vorteilhaft, wenn die Anzahl der fiir einen Auftrag sowie der
iiber einen Auftrag hinaus zu speichernden Daten fest ist, und nicht beliebig anwachsen kann.
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Handeingriffe des Bedieners

Der Bediener soll zu jedem Schritt die Moglichkeit haben, den Regler zu {iberstimmen und beliebige, ihm
in der vorliegenden Situation sinnvoll erscheinenden Eingangsgrof3en vorgeben zu konnen. Die Regelung
und Online-Identifikation muss damit entsprechend umgehen kénnen.

2.2.4 Ablauf eines Einrichtvorgangs

In Abbildung 2.4 ist der prinzipielle Ablauf eines Einrichtvorgangs aus Sicht der Regelung dargestellt.

( Start )
!

Startwert fiir
u, , einstellen!

Anlauf durchfiihren
und Fertigteil nehmen! Neues u; , bestimmen!
(Rauschen ny)

|

Nein

Fertigteil OK?

lJa

Neues u; , bestimmen!

|

Anlauf durchfithren
und Fertigteil nehmen!
(Rauschen ny)

Fertigteil in Produk-
Neues u, , bestimmen! tionsphase ziehen!

(Rauschen ng)
| f

Abbildung 2.4: Ablauf eines Einrichtvorgangs

Als erster Schritt wird der Startwert der primiren Eingangsgrof3e bestimmt. Bei (ungefdhr) bekann-
ten Prozessparametern wird diese sinnvollerweise aus der Sollgré3e und den Werten der sekundéren
Eingangsgrolien berechnet. Alternativ kann auch der Bediener der Maschine den Startwert vorgeben.

Es wird dann ein Anlauf durchgefiihrt und ein Fertigteil vermessen. Dabei ist das reglerrelevante Rau-
schen ny, = n, anzunehmen. Es wird gepriift, ob die durch y beschriebene Qualitét des Fertigteils inner-
halb eines zuldssigen Toleranzbereiches liegt. Ist dies der Fall, so wird es als ,,OK“ bezeichnet. Liegt y
aulerhalb des Toleranzbereiches, so ist es ,nicht OK, bzw. , 0K“.
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Ist das Fertigteil OK, so wird mit dem Regler ein neuer Wert fiir die primire EingangsgroRe bestimmt und
ein weiterer Anlauf durchgefiihrt. (Ggf. auch unter Beriicksichtigung gednderter sekundérer Eingénge.)

Ist das Fertigteil OK, dann wird der Regler nochmals eine Korrektur der Eingangsgrofe berechnen und
es wird ein weiterer Anlauf durchgefiihrt (mit reglerrelvantem Rauschen n, =n,), wobei die Maschine
dann aber natiirlich nicht mehr gestoppt wird, sondern es beginnt die Produktionsphase, so dass fiir die
folgenden Messungen das Rauschen ny, = ng anzunehmen ist.

2.2.5 Regelziel

Priméres Regelziel ist es, den OK-Zustand mit moglichst wenigen Regelschritten zu erreichen. Dane-
ben kénnen aber auch Anforderungen an den Verlauf der Regelabweichung bis zum Erreichen dieses
Zustandes gegeben sein. So sind mogliche Anforderungen an die Regelung beispielsweise*

* OK-Fertigteil nach maximal zwei Regelschritten!“,

+ ,Kein Uberschwingen der Ausgangsgrofe!“,

* Ein Regelschritt verringert die Abweichung um mindestens 50 %!“ und
e ,Kompensation von Anderungen der sekundéren Eingénge!“ .

Dabei werden die Anforderungen, insbesondere beziiglich der maximalen Anzahl an Regelschritten,
strenger sein, wenn von bekannten Prozessparametern ausgegangen wird. D. h. das Lernen und die Ad-
aption der Prozessparameter sollen selbstverstidndlich auch zu einer Verbesserung der Regelgiite fiihren.

Betrachtet man die Storungen und das Rauschen, so kommt noch die Forderung dazu, dass dieses am
Ausgang moglichst wenig zu erkennen sein soll.

Beziiglich der Stérungen und dem Rauschen ist auch zu beachten, dass sich, je nach Annahme der
Unsicherheiten d, und ny, nicht garantieren lésst, dass nach dem ersten OK-Fertigteil auch alle folgenden
Teile der Produktion die OK-Bedingung einhalten werden.

Die mathematische Formulierung der Regelziele wird noch zuriickgestellt und zu Beginn der Kapitel
nachgeholt, die sich mit der Regelung befassen.

2.3 Anwendungsbeispiel

Zur Veranschaulichung der zuvor bewusst allgemein gehaltenen Betrachtung wird in dieser Arbeit eine
Offset-Bogendruckmaschine mit Anilox-Farbwerken betrachtet, an welcher die entwickelten Algorithmen
auch getestet wurden.

Druckverfahren

Beim Offsetdruck wird eine ebene Druckform verwendet, bei der die mit Farbe abzubildenden Bereiche
eine hydrophobe (wasserabstoende) Oberfliche haben und die anderen Bereiche hydrophil (wasserlie-
bend) sind. Vor dem Auftragen der Farbe wird Feuchtmittel (Wasser mit Zusédtzen) auf die Druckform
aufgebracht, das sich auf den hydrophilen Bereichen als diinne Schicht ausbreitet und so verhindert,
dass dort Farbe aufgetragen wird. [KippHAN, 2000, S. 214ff], [STIEBNER, 1992, S. 228ff]

Die Farbe, die {iber eine Walze an die hydrophoben Bereiche der Druckform abgegeben wurde, wird
dann iiber eine Walze, die mit einem Gummituch bespannt ist, auf den Bedruckstoff iibertragen, wes-
halb der Offsetdruck auch zu den indirekten Druckverfahren gezahlt wird. [KippHAN, 2000, S. 214ff],
[STIEBNER, 1992, S. 228ff]

4

Die hier aufgefiihrten Regelziele ergaben sich aus den Anforderungen des Projektpartners.
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Im klassischen Offsetdruck werden hochviskose Druckfarben verwendet, die durch ein Farbwerk mit ei-
ner Vielzahl von Walzen laufen miissen, um sie richtig dosiert an die Druckform abgeben zu kénnen.
Auch muss die Farbzufuhr {iber die Breite des Druckwerkes in vielen einzelnen Zonen gesteuert bzw. ge-
regelt werden, abhingig von der Flachendeckung der Farbe in der jeweiligen Zone, um eine gleichmaf3ige
Schichtdicke zu erhalten. [KippHAN, 2000, S. 221ff], [STIEBNER, 1992, S. 228ff]

Beim Anilox-Offsetdruck werden dagegen Druckfarben mit niedriger Viskositdt verwendet, die Dosie-
rung erfolgt hierbei iiber eine Rasterwalze. Diese besitzt auf der Oberflache kleine Népfchen, die eine
definierte Menge an Farbe aufnehmen kénnen. Durch diese Dosierung soll dieses Druckverfahren unemp-
findlicher gegeniiber unterschiedlicher Flachendeckung der Druckform sein, so dass keine zonenweise
Einstellung notig ist [AuLL, 2008, S. 157]. Das Farbwerk besteht bei Anilox-Druckwerken dariiber hinaus
nur aus wenigen Walzen, so dass auch von ,zonenlosen Kurzfarbwerken“ gesprochen wird. Ein Vorteil
des Anilox-Drucks ist damit, dass die Anlaufmakulatur geringer ist als beim klassischen Offsetdruck,
da sich die Farbe zunéchst iiber weniger Walzen verteilen muss. Nachteilig ist die Notwendigkeit der
Verwendung von niedrigviskosen Farben, deren Eigenschaften teils hinter denen hochviskoser Farben
zuriickstehen. [KippHAN, 2000, S. 224f]

Der Anilox-Offsetdruck hat erst in jlingerer Zeit eine grollere Verbreitung erreicht. So ist in
[STiEBNER, 1992] der Anilox-Offsetdruck noch gar nicht erwéhnt, in [KippHAN, 2000] nur im Zusam-
menhang mit dem Zeitungsdruck. [KippHAN, 2000, S. 309] deutete aber schon an, dass dieser auch im
Akzidenzdruck Verbreitung finden wird.

Druckwerk

Eine schematische Darstellung eines Druckwerks mit Anilox-Farbwerk ist in Abbildung 2.5 dargestellt.
Die folgende Beschreibung folgt den oben angegeben Quellen.

FK Farbkammer

R Rakel

RW  Rasterwalze

FAW Farbauftragswalze
DFZ Druckformzylinder
FW  Feuchtwerk

GW  Gummiwalze

DZ Druckzylinder

B Bedruckstoff

Abbildung 2.5: Schematische Darstellung eines Druckwerks mit Anilox-Farbwerk (an Anicolor-
Speedmaster von Heidelberger orientiert)

Die Druckfarbe befindet sich im Farbkasten (FK) und wird von der drehenden Rasterwalze (RW) mit
kleinen Napfchen, die sich auf dieser befinden, aufgenommen. Das Rakel (R), bzw. Kammerrakel, da es
die Farbkammer abschliel3t, streift {iberschiissige Farbe sauber ab, so dass nur noch die Napfchen der
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Rasterwalze definiert gefiillt find. Von der Rasterwalze kommt dann die Farbe auf die Farbauftragswalze
(FAW).

Uber die Farbauftragswalze wird die Farbe an die Druckform iibertragen, die sich auf dem Druckformzy-
linder (DFZ) befindet. Die Druckform wird dabei zunédchst am Feuchtwerk (FW) vorbeigefiihrt, mit dem
die Stellen benetzt werden, die keine Farbe {ibertragen sollen. Uber eine mit einem Gummituch bespann-
te Walze (GW) wird die Farbe letztlich auf den Bedruckstoff iibertragen, der durch den Druckzylinder an
die Gummiwalze gepresst wird.

Die Menge der Farbe, die von der Rasterwalze auf die Farbauftragswalze {ibertragen wird, hdngt neben
der Grolle der Napfchen auch von der Temperatur der Rasterwalze ab. Je hoher die Temperatur der
Rasterwalze ist, desto mehr Farbe wird {ibertragen, und die Schichtdicke der Farbe auf dem Bedruckstoff
wird entsprechend dicker. [AuLL, 2008, S. 157]

Farbmessung

Als Ergebnis des Prozesses liegt der bedruckte Bogen vor. Wesentliches Qualitdtsmerkmal ist der Farbein-
druck des Druckbildes. Dieser wird, neben der Art des Papiers und der Farbe, von der Gleichmaf3igkeit
und Dicke der aufgebrachten Farbschicht beeinflusst, so dass dies die zu bewerteten Qualitdtsmerkmale
sind.

Um die Farbschicht objektiv zu beurteilen muss diese vermessen werden. Dazu werden hier zwei Verfah-
ren genannt, die im Rahmen des Projektes auch verwendet wurden.

So kann die Messung mittels der Densitometrie erfolgen, bei der die optische Dichte bestimmt wird
[KippHAN, 2000, S. 103f] [STiEBNER, 1992, S. 114]. Die optische Dichte ist als

D=1 ! 1 Io
=log— =log —
B I

definiert, wobei 3 die Remission bzw. I die Lichtintensitit des bedruckten Bogens und I, die Lichtinten-
sitdt bei einem weilem (unbedrucktem) Bogen darstellt. Die Logarithmusbildung wird angewandt, um
das Maf dem Empfinden des menschlichen Auges anzupassen. Sollen bunte Farben damit vermessen
werden, werden entsprechende Filter verwendet. [KippHAN, 2000, S. 103f]

Diese Art der Farbmessung hat jedoch den Nachteil, dass der Farbeindruck auch bei gleicher optischer
Dichte z.B. von dem Papier abhidngen kann. Dies kann mit der aufwendigeren spektralen Farbmessung
vermieden werden. Der Vorteil liegt hierbei darin, dass diese Art der Farbmessung der Wahrnehmung
des menschlichen Sehempfindens entspricht. [KippHAN, 2000, S. 109]

Auch ermoglicht die spektrale Messung die Regelung der Firbung nicht anhand einer vorgegebenen
Farbdichte, sondern anhand eines vorgegebenen Farbortes, d. h. einem in einem geeigneten Koordina-
tensystem beschriebenen Sollspektrums. [KippHaN, 2000, S. 319], [PFEIFFER, 1995]

Beschreibung der ProzessgréBen

Der Prozess ist bei der Beispielanwendung das Bedrucken der Papierbogen im Druckwerk. Roh- und
Hilfsstoffe im Sinne der Abbildung 1.1 beim betrachteten Druckprozess sind Farbe, Papier und das
Feuchtemittel. Der bedruckte Bogen stellt das Fertigteil dar.

Wichtige Prozesssteuerparameter sind die Temperatur der Rasterwalze sowie die Druckgeschwindigkeit.
Weitere Prozesssteuerparameter sind beispielsweise die Druckform bzw. das Druckbild, die Einstellung
des Feuchtwerks sowie die Temperatur der Farbauftragswalze, die ebenfalls temperiert ist. (Wobei es
nicht vorgesehen ist, diese Temperatur zu dndern.)
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Umgebungsbedingungen sind im Wesentlichen die Temperatur und Luftfeuchtigkeit, die hier aus Sicht
der Prozesssteuerung zu den Unsicherheiten zdhlen, da diese nicht gemessen werden.

Es ergeben sich immer kleinere Abweichungen der Farbung von Bogen zu Bogen. Zwischen zwei An-
ldufen treten ebenfalls Abweichungen auf, die etwas grofder sind als die erstgenannten. Ein Beispiel
fiir eine Ursache der Abweichungen iiber einen mittleren Zeitraum ist der Wassergehalt in der Farbe
[DieckHOFF, 1999, S. 99]. Auch traten bei Messungen Abweichungen der Farbung auf, wenn die Maschi-
ne umgebaut wurde oder beispielsweise das Gummituch gereinigt wurde.

Anwendung der Problemdefinition auf die Beispielanwendung

AusgangsgréBe

AusgangsgrofRe ist entweder die Farbdichte, die densitometrisch bestimmt wird, oder eine relative not-
wendige Anderung der Farbschichtdicke, die mit spektralen Methoden bestimmt wird [PFeIFFeER, 1995].
Fiir das Verfahren ist der Unterschied zwischen beiden Moglichkeiten nicht wesentlich, da sich in Versu-
chen mit beiden eine (ndherungsweise) affine Abhédngigkeit der jeweiligen Ausgangsgrolde zur Tempe-
ratur der Rasterwalze, sowie der Druckgeschwindigkeit ergeben hat. Daher wird im Weiteren meist von
LFarbung“ gesprochen, wenn eine der beiden genannten Grof3en gemeint ist.

EingangsgroBen

Aus den Prozesssteuerparametern werden die Eingangsgrof3en gewéhlt. Die Temperatur der Rasterwalze
wird als primére Eingangsgrofde u,; verwendet, da diese in gegebenen Grenzen beliebig gewéhlt werden
kann. Die Druckgeschwindigkeit ist die (einzige) sekunddre Eingangsgrol3e u,. Im Gegensatz zur Tem-
peratur der Rasterwalze wird diese nur vom Bediener der Druckmaschine manuell gedndert.

Messungen zeigen einen (ndherungsweise) affinen Zusammenhang zwischen diesen beiden Prozesssteu-
erparametern und der Firbung (siehe auch [BerTi et al., 2010], [MicHELS et al., 2011]).

Parameter

Mit der Wahl der EingangsgrofRen sind auch die Parameter 6, 0; und 6, festgelegt, wobei 0; die Ande-
rung der Firbung bei Anderung der Rasterwalzentemperatur und 6, die Abhingigkeit der Firbung von
der Druckgeschwindigkeit beschreiben.

Jedoch haben auch andere Prozesssteuerparameter wie beispielsweise die Papiersorte und Farbserie
einen Einfluss auf die Farbung. Meist haben diese aber nur einen (wesentlichen) Einfluss auf das Grund-
niveau 0, der Farbung, nicht aber auf die Sensitivtiten, d. h. 6; und 6,.

Die Papiersorte und die Farbserie haben jedoch auch einen wesentlichen Einfluss auf 6; und 6,.

Man konnte daher fiir jeden Prozesssteuerparameter eine Eingangsgrofde definieren und somit dessen
Einfluss beriicksichtigen. Jedoch wiirde dann die Anzahl der Eingangsgrof3en stark steigen, so dass eine
gute Schitzung deutlich erschwert wiirde.

Auch kann beispielsweise die Farbserie nicht einer kontinuierlichen Gré3e zugeordnet werden, d. h. es
miisste fiir jede Farbserie eine eigene Eingangsgrof3e definiert werden, die entweder null oder eins ist.
(Siehe [WooLDRIDGE, 2003, S. 218ff] zu ,bindren“ GroRen.) Dadurch wiirde die Anzahl der Eingangs-
grofden noch weiter steigen.

Daher wird hier so vorgegangen, dass fiir jede Kombination aus Papierart und Farbserie ein Parametersatz
bestehend aus 6,, 6; und 6, gelernt wird. Die Sensitivitdten 6; und 6, sind dabei als konstant anzusehen,
da mit der Papierart und Farbserie die wesentlichen Einflussfaktoren auf diese Parameter zur Festlegung
der Parametersitze verwendet werden.
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Dagegen kann sich 6, fiir einen Parametersatz von Auftrag zu Auftrag dndern. Die entwickelten Algo-
rithmen sind daher so ausgelegt, dass sie Spriinge in 6, von Auftrag zu Auftrag erwarten.

Stérungen

Neben den systematischen Storungen aufgrund der beschriebenen Definition der Parametersitze, die
eine Anderung von 6, von vorneherein in Kauf nehmen, wirken sich noch die oben angesprochenen
Unsicherheiten als Storungen oder Rauschen auf die Ausgangsgrolde aus.

Farbregelungen bei Druckmaschinen

Das hohe Interesse beziiglich des Themas der Farbregelung bei Druckmaschinen zeigt sich durch die
hohe Anzahl von Patenten bzw. Patentanmeldungen zu diesem Themenbereich. Im Wesentlichen werden
darin Messverfahren und Methoden zur Bestimmung der notwendigen Anderung der Schichtdicke in
Abhéngigkeit der gemessenen Dichte oder des gemessenen Spektrums vorgestellt.

Beispielhaft, da auch nahe an dem hier bearbeiteten Thema, werden mit [Mayer und PrEIFFER, 2003]
und [Erter und PreIFreR, 2008] zwei Patentanmeldungen genannt, in denen relativ allgemein lernende
Verfahren beschrieben werden, die Messungen nutzen, um die Parameter anzupassen und so zu besse-
ren Ergebnissen zu kommen. Die neue Methodik dieser Arbeit findet sich in [Prerrrer und LEnz, 2013]
wieder und wurde dariiber hinaus in [LEnz, 2013] vorgestellt.

Speziell mit der Regelung von Anilox-Farbwerken (bzw. Kurzfarbwerken) befassen sich die Patentanmel-
dungen [BErTI et al., 2010] und [MicHELS et al., 2011]. Diese beschreiben im Wesentlichen Verfahren,
die Freiheitsgrade, die dadurch vorhanden sind, dass mehrere Stellgrof3en auf die Farbung wirken, zu
nutzen, um ein schnelleres Ausregeln zu erreichen oder einen gréReren Bereich der regelbaren Farbung
zu ermoglichen.

2.4 Qualitatsregelung

Da das Regelziel hier darin besteht, gewisse Qualitdtsmerkmale in der Produktion einzuhalten, wurde
der Titel ,,Qualitédtsregelung® gewéahlt. Unter diesem Schlagwort finden sich auch Arbeiten mit dhnlichen
Zielen, jedoch anderen methodischen Anséatzen.

Ein weitbeachtetes Thema in diesem Kontext ist die statistische Prozesslenkung (SPC, Statistical Process
Control) [DietricH und ScHULZE, 2003, S. 1]. [LovEg, 2007, S. 837] beschreibt das Ziel der Statistischen
Prozesslenkung pragnant als das Feststellen von Verdnderungen des Prozesses, wobei diese von den
statistischen Effekten befreit werden. Dies ermoégliche das Einleiten von Gegenmafnahmen.

Wesentlicher Bestandteil der statistischen Prozesslenkung sind Qualitdtsregelkarten, in die statistische
Grof3en wie z. B. der Mittelwert einer messbaren Eigenschaft von in regelméligen Abstinden gezogenen
Stichproben eingetragen werden. Diese erlauben zum einen die Prozessiiberwachung und zum ande-
ren auch ein Ergreifen von Gegenmalinahmen. Letzteres fithrt damit zum SchlieBen eines Regelkreises.
[DieTrIcH und ScHuLzE, 2003], [WESTKAMPER, 1991]

In [Koczy, 1998] wird die statistische Prozessregelung in Bezug auf die Kleinserienfertigung behandelt.
Die dort eingangs beschriebenen besonderen Probleme gegeniiber der Serien- und Massenfertigung tref-
fen im Prinzip auch auf die Herstellung von Druckerzeugnissen zu.

Prinzipiell eignet sich die statistische Prozessregelung jedoch nicht zur Losung der beschriebenen Pro-
blemstellung. Zum einen wéire der zuldssige Toleranzbereich in dieser Anwendung zu gering und
zum anderen wirkt die statistische Prozessregelung erst zu spiat auf das System zuriick, weshalb
[SawoDNY, 1996, S. 13] einen modellbasierten Ansatz vorzieht.
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Der Begriff Qualititsregelung wird in einer sehr weiten Bedeutung verwendet, und kann beispielsweise
auch die ,,Riickfithrung“ der Kundenmeinung beinhalten. [WesTkAMPER, 1991, S. 12] Der hier betrachtete
Aspekt wird in der genannten Quelle als ,,prozessnahe Qualitétsregelung® bezeichnet.

Der prinzipielle Ansatz dieser Arbeit ist dhnlich dem von [PreIFrer, 1988] und [Sawobpny, 1996], die
sich beide mit der prozessnahem Qualitatsregelung bei der spanenden Fertigung befassen und dabei
eine direkte Riickfiihrung gemessener Ausgangsgrofsen verwenden.

Insbesondere [SawopnNy, 1996] ist zu erwdhnen, da auch hier eine Parameterschitzung stattfindet. Das
Prozessmodell ist in dieser Arbeit nichtlinear, womit bei der Verwendung eines linear ausgelegten Reglers
eine Adaption erforderlich ist, um eine zufriedenstellende Robustheit zu erreichen [Sawopny, 1996, S.
83, 84ff]. Auch lassen sich mit einem adaptiven Regleransatz die Anzahl fertigbarer Geometrien erhdhen
[SawobpNy, 1996, S. 90ff]. Ein Unterschied zwischen dieser und der vorliegenden Arbeit ist jedoch, dass
die Regelung dort wiahrend der Fertigung eines Teiles aktiv ist und diese unterstiitzt, wiahrend hier nicht
der Prozess der eigentlichen Fertigung, sondern nur das Ergebnis relevant ist. D. h. die hier entworfene
Regelung hat nur einen Einfluss auf noch zu fertigende Teile.

Im Vergleich zu letztgenannter Arbeit ist das angenommene Prozessmodell dieser Arbeit deutlich ein-
facher. Dafiir muss hier ein relativ starkes Rauschen, gemessenen an der einzuhaltenden Toleranz, be-
riicksichtigt werden, womit eine stochastische Betrachtung des Reglers notwendig ist. Auch ist dadurch
der Einsatz von Parameterschitzverfahren erschwert, weshalb dies einen Schwerpunkt dieser Arbeit dar-
stellt.
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3 Regelung des ungestorten Systems

In diesem Kapitel wird kurz auf den Reglerentwurf des ungestérten Systems eingegangen. Dazu werden
zunichst die in Abschnitt 2.2.5 formulierten Anforderungen in eine mathematische Form gebracht, die
fiir den Reglerentwurf verwendbar ist. Basierend auf dem in Abschnitt 2.2.1 gegebenen Prozessmodell
wird das Streckenmodell aufgestellt, welches dem Regler zugrunde liegt.

Die Komponenten , Vorsteuerung”, , Regler” und , Kompensation der sekundéren Eingdnge®“ werden kurz
besprochen, wobei die einfache Dynamik der Strecke eine sehr kurze Behandlung zulasst. Ebenfalls wird
auf ein mogliches Windup sowie die Benutzerinteraktion eingegangen.

3.1 Regelziele

Der Sollwert y,,,; soll ziigig und ohne zu starkes Schwingen erreicht werden. Um diese Anforderungen
mathematisch zu beschreiben wird die relative Veranderung

1 Ysoll T Yi41
€k Ysoll =~ Yk

der Regelabweichung e, eingefiihrt.!

r 3.1)

v,k

Die Anforderung ,ziigig“ bedeutet genauer, dass in jedem Schritt eine ,Mindestkorrektur eingehalten
werden soll, d. h. in jedem Schritt soll sich die vorliegende Regelabweichung um einen bestimmten Pro-
zentwert verringern. Zudem soll der gesamte Regelvorgang nach einer maximalen Anzahl von Schritten
abgeschlossen sein. Die Anforderung ,,ohne zu starkes Schwingen“ wird hier als maximales prozentuales
Uberschwingen beziiglich der zu Beginn jeden Schrittes vorliegenden Regelabweichung aufgefasst.

Damit sind folgende Anforderungen zu erfiillen:

i) maximales Uberschwingen von rog ma (Fosmax = O bedeutet kein Uberschwingen, rogpmax = 0,1
bedeutet maximal 10 % Uberschwingen)

ii) ein Regelschritt verringert die Regelabweichung um mindestens 1 — ryg max (Tys max = 0,4 bedeutet,
dass mindestens 60 % der Regelabweichung im folgenden Schritt korrigiert werden miissen)

iii) OK-Zustand (Regelabweichung |e| < eqx) nach ngg ., Regelschritten
Mit der relativen Verdnderung der Regelabweichung nach Gl. (3.1) konnen die Bedingungen i) und ii)
in der Form
!
ry,k € [_rOS,max’ rUS,max] (3-2)

ausgedriickt werden.

3.2 Streckenmodell

In Abschnitt 2.2 wurde das statische Prozessmodell

Yk=00+0; (U —upn) + 95 “(ugp —ugn) +dy i 3.3)

1 Mit e, wird hier immer die Regelabweichung des tatsichlichen Ausgangs y, bezeichnet, e, = y,; — Yx. Die anhand

des gemessenen Ausgangs ¥, bestimmte Regelabweichung wird als &, = y,,; — ¥ bezeichnet. Im Fall des ungestdrten
Systems sind diese beiden Grof3en identisch.
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definiert. Fiir die weitere Betrachtung ist es dariiber hinaus nétig, die zeitliche Abfolge zwischen der
Stellgrof3e, die der Regler am Ausgang fordert und der StellgroRe, die die Maschine eingestellt hat, zu
beachten. AuBerdem sind Stellgrof3enbeschréankungen zu beriicksichtigen. Der geschlossene Regelkreis
hat den in Abbildung 3.1 gezeigten Aufbau.

Ug 5011 Ug 1 Ug

- :
n
ug y
Ysoll e Ur 1 al =U Yy 5/

Regler > 4T/_ Prozess |

_ i,

Strecke

Abbildung 3.1: Betrachteter Regelkreis

Es handelt sich systemtheoretisch um ein Abtastsystem, bei dem die Abtastzeit allerdings keine feste
Zeitdauer ist, sondern gerade einem Anlauf entspricht.

Die Verzogerungen um einen Abtastschritt, die Sattigung und der Prozess werden, wie in Abbildung 3.1
dargestellt, zur betrachteten ,,Strecke” zusammengefasst.

Nach dem Durchfiihren eines Anlaufs und dem Vermessen eines Fertigteils, d. h. zu einem Abtastpunkt,
werden die mit einer Tilde gekennzeichneten (Mess-)GroRen ¥, ii; und iig an die Maschinensteuerung
iibertragen. Diese bestimmt daraus den neuen Wert der priméren Eingangsgrof3e. In Abbildung 3.1 wird
dazu nur die Grolle y verwendet, auf die Verwendnung der Grof3en ii; und Gig wird spéter eingegangen.
Die ,Ausgangsgrofse“ u, , des Reglers, die dieser an die Maschinensteuerung iibermittelt, wird mit ,r*
indiziert. Entsprechend wird auch der neue, gewéhlte Vektor ug, der sekundéren EingangsgrofSen mit
oI indiziert. Da letzterer hier vom Bediener oder einer iibergeordneten Steuerung vorgegeben wird, gilt
damit auch ug, = ug ;). Aus Abbildung 3.1 kénnen die Zusammenhénge

ul,k+1 = Sat(ul,r,Io ul,min: ul,max) und

Ugjr1 = Ugr

zwischen den Tilde-GroRen und den ,r“-Grofien abgelesen werden. Im Folgenden wird die Sattigung
meist nicht direkt berticksichtigt, so dass i, 41 = u;, gesetzt werden kann. Auf die Auswirkung der
Sattigung wird in Abschnitt 3.4 auf Seite 22 eingegangen.

Der in Abbildung 3.1 durch die gepunktete Box markierte Bereich wird im Weiteren als ,,Strecke“ be-
zeichnet, wobei die ,,Ausgdnge” {i; und iig in der Regel nicht eingezeichnet werden. Fiir die Strecke gilt
damit (ohne Berticksichtigung der Sattigung)

Yk=00+01 (U 1 —upn) + 0§ “(ug o1 —ugn) +dyg -

Fiir die Auslegung des Reglers sind Annahmen iiber die Parameter des Druckwerks vorauszusetzen. Die
tatsdchlichen Parameter sind im Allgemeinen nicht bekannt, so dass anstelle von 6,, 6; und ¢ mit
den Schitzwerten éO,r: él’r und éS,r gearbeitet wird. Es wird aber davon ausgegangen, dass Intervalle
angegeben werden konnen, in denen die Parameter liegen:

Qi € [ei,mim Qi,max] > = O: Ty 2 (34)
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Zundchst wird das in Abbildung 3.2 dargestellte System ohne Berticksichtigung des Rauschens n, und
der Stérungen d, betrachtet. Die Gleichung der Strecke lautet in diesem Fall

Yk=0y+06;- (ul,r,k—l - u1,N) + 9§ : (uS,r,k—l - uS,N) .

" l uS,r
Ysol €=e 1r y
© Regler Strecke

Abbildung 3.2: Regelkreis mit ungestortem System

3.3 Voreinstellung

Zur Voreinstellung, d. h. der Bestimmung des ersten Wertes u;y = u; ;o = u; ; der priméren StellgroRe,
wird die Streckenfunktion einfach nach u, , aufgelost, und man erhélt

A o T
Ysoll — 90,r - Bs’r : (uS,soll - uS,N)
Ql,r

ul’v = + ul’N . (3.5)

3.4 Regelung

Hierbei wird das System bei konstanten sekundéren Eingéngen betrachtet, d. h. es wird von

Vi =005 + 07 - (U -1 — U N) (3.6)

ausgegangen, wobei 6,5 = 6, + Og * (ug oy — Ug y) mit den konstanten sekundédren Eingéngen ug g, ist.

I-Regler

Das Regelgesetz des einfachen I-Reglers lautet

Uy = Uprk—1 T K (Vson — Yi) - (3.7)
Bildet man die Differenz der fiir die Zeitpunkte k + 1 und k aufgeschriebenen Gleichung (3.6) ergibt sich
Yirr — Ve =01 (Uprp —Usre-1)
= lel ' (ysoll - yk) 5

wobei im zweiten Schritt das Regelgesetz (3.7) verwendet wurde. Umsortieren ergibt die Differenzen-
gleichung

Yiw1 + 01k — Dyie = 01k1yson (3.8)
des geregelten Systems. Diese ist von erster Ordnung mit dem Pol
ZO == 1 - 91k1 . (3.9)

In Abhéngigkeit der Wahl von (positiven) k; ergeben sich folgende Pollagen und damit mégliche System-
verhalten [ISERMANN, 1989, S. 52]:
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® kI = 0 = ZO =1
Der Regler ist ohne Wirkung (y,1 = yi)-

. Qll>k1>0 = 0<zy<1
Der Systemausgang konvergiert monoton gegen den Sollwert.

* kI == Gil = Z0 = 0
Dead-Beat-Verhalten: Gl. (3.8) wird zu y;,; = Y, d. h. fiir jeden beliebigen Wert y; wird einen
Zeitschritt spater der Sollwert erreicht.

1 2
91<k1<91 = 0>z9>-1

Der Systemausgang konvergiert gegen den Endwert, allerdings mit alternierendem Vorzeichen. Es
wiirde also ein nicht gewiinschtes Schwingen auftreten.

2
. 9_1§k1 3202_1

Das System waére instabil.
In Abbildung 3.3a sind beispielhaft Verldufe fiir verschiedene k; gezeigt. Alternativ zu dieser Vorge-
hensweise kann man den Regler und die (um ein beliebiges y linearisierte) Strecke in den z-Bereich
transformieren [FOLLINGER, 1993, S. 43ff, 114ff]. Mit dem Regler

Z
Gi(z) =k
z—1
und der Strecke
1
Gg (z)= 01—
Z

ergibt sich fiir den offenen Regelkreis in Abbildung 3.2 die Ubertragungsfunktion

1
Go(2) = Gi(2) - Gs(2) = k01—

woraus sich die in Abbildung 3.3b dargestellte Wurzelortskurve zeichnen lasst, [Lunzg, 2007, S. 450ff].
Aus dieser sind die gleichen Ergebnisse abzulesen.

Im
y(k) * * x kI = 0,5/91
OkI:]_/Q1 ///,]_—"-~\\\
+ Tk =14/6; ; .
= =2 ’I k =L+ \\
Ysoll © ’: & * kI 2>1/01 k 91\: I< ki = g )& Re
x _\\1 /1 k=0
® AN /’/
* =34 --
" " " " * k
1 2 3 4 5
(a) Verlaufe fiir verschiedene k; (b) Wurzelortskurve

Abbildung 3.3: |-Regler

Idealerweise wiirde k; = 1/6; gewahlt werden, was allerdings natiirlich nur dann méglich ist, wenn 6,
genau bekannt ist. Um die Bedingungen i) (Vermeidung von Uberschwingern) und ii) (Mindestverbes-
serung) zu erfiillen, muss zunachst die durch Gl. (3.2) definierte ,relative Verdnderung der Regelabwei-
chung® ry , durch Strecken- und Reglerparameter ausgedriickt werden.
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Dazu ersetzt man in y,,; — Y41 den Wert y;,; durch die nach y,; umgestellte Gl. (3.8). Damit folgt

Ysoll = Yi+1 = Yol — O1k1Yson + O1k1yi — Y
= (.ysoll - yk) : (1 - lel)

und somit

_ Ysoll — Yi+1

=1-— 0,k .
Ysoll — Yk 1I

T'yk

Das geregelte System ist ein PT;-Glied. Die relative Verdnderung ist daher unabhéngig vom Startwert
und dem aktuellen Zeitpunkt bzw. Abtastschritt k.

Damit lasst sich die Bedingung i) als

!
—Tosmax = 1 — 01k

schreiben, was auf

1+ rOS,max
< —
6,

fiihrt. Damit ergibt sich

1+ rOS,max

1

k < min{

91 € [Ql,minﬁ Ql,max]}

14+r
< 0OS,max

3.10
6l,max ( )

Analog ergibt sich fiir die Bedingung ii),

!
1— 01k = T'ys,max >
die untere Grenze

1- rUS,max

k; > max{

91 € [Gl,min) Gl,max]}

1

> 1—-r US,max

3.11
Ql,min ( )

fiir den Reglerparameter k;.

Um moglichst schnell zu regeln, ist es sinnvoll, den gro3ten zuldssigen Wert zu nehmen, also

_ 1+ rOS,max

= (3.12)

Ql,max
Aus (3.10) und (3.11) folgt auch, dass

Ql,max < 1+ rOS,max

Gl,min 1-— T'ys,max
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gelten muss. Fiir groBere zuldssige Intervalle fiir mogliche Werte von 0, konnen die Bedingungen i) und
ii) nicht gleichzeitig eingehalten werden.

Flir ros max = 0 und ryg max = 0,5 ergibt sich beispielsweise k; = L und 2R <2,

Ql,max 61,1’nin
Die Bedingungen i) und ii) sind mit dieser Wahl immer erfiillt, so dass nur noch die Bedingung iii) be-
trachtet werden muss. Der einzige Reglerparameter k; ist aber schon gewahlt, so dass nur noch tiberpriift
werden kann, ob die Bedingung erfiillt wird.

Fiir die Regelabweichung e, ., nach dem ngs-ten Regelschritt folgt

— RS
eTlRS+1 =25 €,

wobei z, der oben bestimmte Pol des geschlossenen Regelkreises und e; der Ausgangswert nach der
Voreinstellung ist. Es wird nun nach dem ngg gefragt, fiir das e, 44 <' e erfiillt ist. Dieses kann iiber

€ox
Ngs = 108z0 -
€
berechnet werden. Dabei héngt z, von der Wahl fiir k; bezogen auf die tatséchliche Streckenkonstante
0, ab. Der Wert e, wird durch die Giite der Voreinstellung beeinflusst.

Windup
Das Strukturbild der mit dem I-Regler geregelten linearen Strecke ist in Abbildung 3.4a gezeigt.

Da am realen Streckeneingang jedoch eine Sattigung vorliegt, miissen MaRnahmen ergriffen werden,
den Windup-Effekt zu vermeiden. D. h. es ist zu verhindern, dass sich der Integrator des Reglers iiber
den Séattigungswert auflddt. Dies hétte zur Folge, dass sich der Integrator erst langsam wieder abbauen
muss, auch wenn die Regelabweichung wieder das Vorzeichen wechselt. [Hiprpg, 2006, S. 3ff]

Dem wird hier einfach dadurch begegnet, dass bei der Berechnung des StellgroRe u, , ; nicht die Stell-
grole des letzten Schrittes u, ,;_; verwendet wird, sondern die aktuell gemessene bzw. riickgemeldete
Temperatur iy j,

Uy g =Ty g+ Ky (Veon — Vi) -

Das sich damit ergebende Blockschaltbild ist in Abbildung 3.4b dargestellt. Aufgrund des einfachen Re-
gelgesetzes sind keine weitergehenden Manahmen notig, um bei dem Verlassen des Séttigungsbereiches
sofort wieder das lineare Verhalten zu erhalten.

Der in Abbildung 3.4a als ,,Strecke“ bezeichneter Block entspricht bis auf die Sattigung der in Abbildung
3.4b hervorgehobenen Strecke. Damit ist in dem Block ,,Strecke“ in Abbildung 3.4a am Eingang eben-
falls eine Verzogerung um einen Abtastschritt enthalten. Das Gesamtsystem in Abbildung 3.4a besitzt
daher zwei Verzogerungen, wahrend das Gesamtsystem in Abbildung 3.4b nur eine Verzogerung enthélt.
Sofern sich der Streckeneingang jedoch nicht in der Sattigung befindet sind dennoch beide Strukturen
aquivalent. Dies liegt daran, dass die Eingédnge beider Verzogerungen im Gesamtsystem aus Abbildung
3.4a immer den gleichen Wert besitzen, womit nach dem ersten Abtastschritt auch die Ausgidnge bei-
der Verzogerungen, die als Zustdnde des Gesamtsystems interpretiert werden konnen, denselben Wert
besitzen. Somit ist die Differenz dieser Zustdnde immer Null und nicht steuerbar.

Erweiterungen des I-Reglers

IT-Regler

Das Hinzufiigen weiterer Pole, also die Erweiterung zu einem IT-Regler, bringt zum jetzigen Zeitpunkt
beim ungestorten System keine Vorteile, sondern wiirde das System nur langsamer machen, wie auch
aus Abbildung 3.5 zu erkennen ist.
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Regler §
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(b) Struktur bei Séttigung

Abbildung 3.4: MaBnahme zur Vermeidung des Windup-Effekts

Im

X
k- -

Abbildung 3.5: Wurzelortskurve bei Regelung mit IT-Regler

Pl-Regler

Der Zusammenhang zwischen Regelabweichung e; und der Stellgrofe u, ., lautet beim PI-Regler
Uy g = kiXpp + kpey

wobei
Xk = Xpk—1 T €k

das diskretisierte Integral iiber der Regelabweichung ist. Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich
Uy = U1 T K- e +kp (e —er_q),

und daraus die Ubertragungsfunktion

z - (ky — kp) + kp
(z—1)
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im g-Bereich, womit sich

z - (ky— kp) + kp
(z—1)-2

Go(z) = 91 :
fiir den offenen Regelkreis ergibt. Bei diesem liegt die Nullstelle nicht mehr bei null, wie beim reinen

I-Regler, sondern bei

" ke ki

n

Je nach Verhéltnis von k; zu kp ergibt sich einer der beiden in Abbildung 3.6 gezeigten prinzipiellen
Verldaufe der Wurzelortkurve, wobei k; > 0 und kp > O vorausgesetzt wird. Auch der P-Anteil bringt
demnach keinen Vorteil, sondern wiirde das Systemverhalten nur verschlechtern.

Im Im

—— %O
-1 1
\_\1__——’/ =t --
(a) kp > Kk (b) kp < K

Abbildung 3.6: Wurzelortskurven bei Regelung mit PI-Regler

3.5 Kompensation der sekundaren Eingange

Andert sich mindestens ein sekundirer Eingang im k-ten Schritt, so ergibt sich dadurch bei gleichem
priméren Eingang u, ; = u; ;_; eine Anderung des Ausgangs von

—_pT _ QT
A.yS - 05 : (uS,r,k - uS,r,k—l) - 03 : AuS,k .
Diese kann kompensiert werden, wenn u; ,, um ein Au; g korrigiert wird, dass {iber die Bedingung
01Au; g = —Ays
bestimmt wird. Somit ergibt sich fiir die ideale Kompensation

0T * AuS k
s :
Aul’s B .
6
s . 1 . 5 AT
Fiir die reale Kompensation kann natiirlich nur auf die angenommenen Parameterwerte 0, , und 6
zuriickgegriffen werden, so dass man

~T
_ Bs’r . Aus’k
Auy g = 6
1,r

erhalt.
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3.6 Zusammenfassung

Fasst man die Reglergleichung mit der Kompensation zusammen, so erhélt man

1 1 .7
Uprk = U rk-1 + =" (ysoll - yk) - é es,r ’ (uS,r,k - uS,r,k—l) (3.13)
1,r 1,r
Regler ug—Kompensation
bzw.
— 11 7 N T il
Uprk = Ui rk + =" (ysoll - yk) - é BS,r ' (uS,r,k - uS,r,k) 5 (3.14)
1,r N 1,r B
Regler ug—Kompensation

wobei bei der zweiten Variante in (3.14) nicht u; ,;_; und ug, ;_;, sondern die gemessenen bzw. riickge-
meldeten GroBen i, ,, und @, ; verwendet werden. Fiir die primére Eingangsgrof3e ist dies notig, um
ein Windup des Integrators der Regelung zu vermeiden. Daneben hat dies den Vorteil, dass der Bediener
den Regler problemlos ,iiberstimmen® kann, ohne dass es in folgenden Schritten zu einem schlechteren
Verhalten fiihrt.

Beide Varianten sind in Abbildung 3.7 dargestellt.
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ug-Kompensation
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(b) Struktur mit Manahmen gegen Windup und Handeingriffe nach Gl. (3.14)

Abbildung 3.7: Struktur des Reglerkreises mit Kompensation der sekundaren Eingange
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4 Modellierung der Storungen

Im vorhergehenden Kapitel wurde die Regelung des ungestorten Systems betrachtet. Bevor im nédchsten
Kapitel die Regelung des gestorten Systems behandelt wird, ist dieses Kapitel der Modellierung der
Storungen gewidmet. Diese Modellierung ist Grundlage der Regelung sowie der in Kapitel 6 behandelten
Identifikation.

Neben der Darstellung der gewahlten Modelle der Storungen wird in diesem Kapitel auch eine normierte
Version der Systemgleichungen eingefiihrt, die sich in diesem Kontext anbietet. Ein weiterer wichtiger
Punkt ist die Betrachtung der bedingten stochastischen Verteilungen des Rauschens.

4.1 Stochastik

In diesem Abschnitt werden kurz die in dieser Arbeit verwendeten Notationen eingefiihrt und die we-
sentlichen, verwendeten Eigenschaften stochastischer Variablen und Prozesse zusammengestellt. Dabei
wird auf eine mathematische Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung verzichtet. Eine solche ist
z.B. in [HANSLER, 2001] oder, mathematisch etwas strenger aber gut lesbar, in [HorrmANN et al., 2006,
S. 631ff, 683ff] zu finden.

4.1.1 Zufallsvariablen

Eine Zufallsvariable, die in dieser Arbeit in der Form

{x},

geschrieben wird, hat die Eigenschaft, dass sie bei jeder Wiederholung eines Experiments einen anderen
Wert x annehmen kann, der nicht vorhersagbar ist. Der Wert x, den eine Zufallsvariable {x}, bei einer be-
stimmten Ausfithrung des Experiments annimmt, wird als Realisierung der Zufallsvariablen bezeichnet!
und auch als

x ={x}?

geschrieben?, wenn in einem Ausdruck die Realisierungen von Zufallsvariablen deutlich gemacht werden
sollen.?

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Realisierung x bzw. {x}* einer Zufallsvariablen {x}, einen Wert kleiner
oder gleich einer Konstanten a annimmt, wird hier als

P({x} <a)
geschrieben.4 Falls, was hier meist der Fall ist, mit reellen (und nicht diskreten) Zufallsvariablen mit

stetigen Verteilungsfunktionen gearbeitet wird, ist P({x}* = a) = 0 und damit gilt auch P({x}? < a) =
P({x}® < a).

1

Genauer ist die Realisierung der Wert, den die Zufallsvariable bei Eintreten eines bestimmten Elementarereignisses
w annimmt. Und bei verschiedenen Ausfiihrungen eines Experiments kann das gleiche Elementarereignis auftreten.
[HANSLER, 2001, S. 15, 19]

Zwischen dieser und der Notation von [HANSLER, 2001] gilt damit: {x}, < x und {x}?* < x(n).

Teilweise wird im FlieBtext auch ,x*“ geschrieben, wenn eigentlich die Zufallsvariable {x}, gemeint ist und dies aus dem
Kontext hervorgeht.

Dies wird hier als etwas kompaktere Schreibweise fiir P({w | {x}?* < a}) verwendet.
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Wabhrscheinlichkeitsverteilung

Die Verteilungsfunktion oder kurz Verteilung einer Zufallsvariablen {x}, wird mit Fy,; (x) bezeichnet,
wobei das Argument hier nicht eine Realisierung von {x},, sondern einen bestimmten, vorgegebenen
Wert meint. Dieser kann daher natiirlich auch anders benannt werden, z.B. Fy; (a). Die Verteilung
Fyy,(a) gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine Realisierung x der Zufallsvariablen {x}, einen
Wert annimmt, der kleiner oder gleich a ist,

F,(a) =P({x} <a)

[HANSLER, 2001, S. 21]. In Abbildung 4.1a sind die Verteilungsfunktionen fiir die Standardnormalvertei-
lung und fiir eine Gleichverteilung auf dem Intervall [—1, 3] dargestellt.

—® ®(x), Fgq, 2)(x) —¢ 0,5 L o(x), feq, 2)(X)
--- Fg, 2 s --- faa, 2)

0,5 .-
. o . X . . \ X
-4 -2 2 4 -4 -2 2 4
(@) Verteilungsfunktionen (b) Verteilungsdichtefunktionen

Abbildung 4.1: Standardnormalverteilung ® ~ N(0, 1) und Gleichverteilung G(1, 2)

Die Verteilungsdichtefunktion ist die Ableitung der Verteilungsfunktion,

dFyy, (x)
fiep () = =

[HANSLER, 2001, S. 22]. In Abbildung 4.1b sind die Verteilungsdichtefunktionen zu den Verteilungen aus
Abbildung 4.1a gezeigt.

Besitzen zwei Zufallsvariablen {x}, und {y}, die gleiche Verteilung, so wird dies hier iiber
{x}~{yh

ausgedriickt. Dagegen soll die Schreibweise
{x} =1y}

bedeuten, dass fiir jedes Experiment bzw. jedes Elementarereignis die Realisierungen {x} und {y}
von {x}, bzw. {y}, den gleichen Wert annehmen, d.h. {x}* = {y}® Vw. Damit impliziert {x}, = {y},

auch {x}, ~ {y}.

Gemeinsame Verteilungen

Betrachtet man zwei Zufallsvariablen {x}, und {y},, so kann man eine gemeinsame Verteilung
Fiap 0,60 ) = B < ) A (132 <))

angeben. Fiir die gemeinsame Verteilungsdichte gilt

0% F iy 1y1, (%5 ¥)
dx3dy '
Integriert man iiber eine der Variablen, so erhélt man die Randdichte der anderen Variablen,

foiyn (6 ¥) =

fig, ()= f fietn (6 ¥) -dy .

[HANSLER, 2001, S. 25ff]
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Erwartungswert

Der Erwartungswert ist der Mittelwert aller Realisierungen und kann tiber

E{x}, :J X frag,(x) - dx

—00

berechnet werden [HANSLER, 2001, S. 34]. In dieser Arbeit wird der Erwartungswert teils auch mit

py = E{x},

abgekiirzt.

Eine wesentliche Eigenschaft der Erwartungswertbildung ist, dass diese linear ist, d. h. mit zwei beliebi-
gen Zufallsvariablen {x}, und {y}, sowie der Konstanten a gilt

E{ax}, = a-E{x},
und
E{x+ y} =E{x} +E{y},

[HANSLER, 2001, S. 35], [HorrFMANN et al., 2006, S. 706ff]. Hierbei ist hervorzuheben, dass diese Bezie-
hungen immer gelten, unabhingig davon, welche Verteilungen {x}, und {y}, besitzen, oder in welcher
Beziehung diese zueinander stehen.

Varianz

Die Varianz einer Zufallsvariablen {x}, ist tiber
Var{x}, = E{(x — E{x},)*},

definiert. Es wird in dieser Arbeit fiir die Varianz auch héufig die Abkiirzung
Var{x}, = 0)2(

verwendet. [RINNE, 2008, S. 191]

Betrachtet man zwei Zufallsvariablen {x}, und {y},, so kann auch die Kovarianz

Cov({x}, {y}) =E{(x —E{x})-(y —E{y})},

definiert werden.

Fiir die Varianz der Zufallsvariablen {ax}, und {x + y}, ergibt sich damit
Var{ax}, = a®- Var{x},

und
Var{x + y}, = Var{x}, + Var{y}, + 2 Cov({x}, {y}).

[RINNE, 2008, S. 1917°

> Var{ax}r =E{(ax - a»ux)z}r =a*- E{(x — »ux)z}r =a? -Var{x}r
Var{x+y}r = E{(x_l—y_.ux_.uy)z}r = E{(X—Mx)2+(}’—My)2+2'(X—Mx)'(y—My)}r = Var{x}r—l—Var{y},+2'Cov({x}r, {y}r)
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Unkorrelierte und unabhangige Variablen

Kann man die Erwartungswertbildung und die Multiplikation zweier Zufallsvariablen {x}, und {y},
vertauschen,

E{X y}r = E{x}r : E{y}r 5
so nennt man {x}, und {y}, unkorreliert. [HANsLER, 2001, S. 39]

Aus dieser Festlegung folgt, dass fiir unkorrelierte Zufallsvariablen {x}, und {y}, die Kovarianz ver-
schwindet, Cov({x},, {y},) = 0. Damit folgt weiter

Var{x + y}, = Var{x}, + Var{y}, .

Der Korrelationskoeffizient ist tiber
o __Covlixd (v}
Y \/Var{x}r -Var{y},

gegeben und ist Null, wenn {x}, und {y}, unkorreliert sind. Sind beide Zufallsvariablen ideal (negativ)
korreliert, so ist der Korellationskoeffizient 1 (bzw. —1). [HANSLER, 2001, S. 41f]

Zwei Zufallsvariablen werden statistisch unabhéngig genannt, wenn

faetnt (6 ¥) = fra, () - f1,(y)

gilt. Unabhéngigkeit ist eine stirkere Eigenschaft als Unkorreliertheit, d. h. zwei unabhéngige Zufallsva-
riablen sind immer unkorreliert, die Umkehrung gilt aber nicht. [HAnsLER, 2001, S. 28, 39]

Normalverteilung

Die Normalverteilung N(u, o) wird iiber deren Erwartungswert u und Varianz o2 vollstandig beschrie-
ben. Deren Verteilungs- und Dichtefunktion sind in Anhang A.1 angegeben.

Fiir die Verteilungs- und Dichtefunktion einer Normalverteilung werden auch die Schreibweisen
@(x; u, 0%) = Fy,,, 52)(%) und @(x; 1, 0%) = fre, 02)(%)

verwendet. Eine besondere Stellung nimmt die Standardnormalverteilung N(O, 1) ein, bei der auch kurz
®(x) = Fyo, 1H(x) und ©(x) = faeo, 1)(X)

geschrieben wird.

Eine wesentliche Eigenschaft der Normalverteilung ist, dass das Produkt einer normalverteilten Zufalls-
variablen mit einer Konstanten sowie die Summe von zwei normalverteilten Zufallsvariablen jeweils
wieder eine normalverteilte Zufallsvariable ergibt [HANSLER, 2001, S. 98]. Mit den oben angegebenen
allgemeinen Beziehungen fiir den Erwartungswert und die Varianz ergibt sich Folgendes:

* Wenn {x}, ~ N(u,, 02), dann gilt
{a-x}, ~N(a-u,, a*- 0}2() . 4.1
* Wenn {x}, ~ N(u,, 02) und {y}, ~ N(u,, 0'}2,), dann gilt
{x + ¥} ~ Ny + y, 05 +20,0,05 +072),
mit dem Korrelationskoeffizienten p,,. Flir unkorrelierte Zufallsvariablen gilt p,, = 0 und damit

{X + ¥}~ Nug +py, 05 +07). (4.2)
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Gleichverteilung

Bei einer Gleich- oder Rechtecksverteilung {x}, ~ G(u, A) kann x nur Werte im Intervall [u— A, u+ A]
annehmen, wobei die Wahrscheinlichkeitsdichte innerhalb dieses Intervalls konstant ist. [RINNE, 2008,
S. 237]

In dem in Abbildung 4.1 dargestellten Beispiel ist {x}, ~ G(1, 2), und damit hat die Wahrscheinlichkeits-
dichte im Intervall [—1, 3] den konstanten Wert 1/4, und sie ist Null auRerhalb dieses Intervalls.

Bedingte Verteilungen

Es seien die Zufallsvariablen {x}, und {y}, gegeben, die im Allgemeinen korreliert sind. Wenn die Vertei-
lung von {x}, betrachtet wird, die unter der Bedingung vorliegt, dass die Realisierung der Zufallsvariable
{y¥}, den (festen) Wert y, annimmt, so wird diese Verteilung ausfiihrlich als

iy} =yoht
bezeichnet. Um eine etwas kiirzere Notation zu erhalten und da Verwechselungen hier ausgeschlossen
sind, wird im Weiteren kurz

{X |y 0 }r
geschrieben. Dies ist besonders zu beachten, wenn fiir die Zufallsvariable und Wert der speziellen Reali-
sierung derselbe Name verwendet wird, d. h. {x[{y}¢ = y}, = {x|y},.

Fiir die abkiirzenden Schreibweisen fiir Mittelwerte und Varianzen gilt dieselbe Notation entsprechend,
d.h. E{x|y}, = py, und Var{x|y}, = 0-)2(|y'

Die bedingte Dichte der Verteilung {x|y,}, ist tiber
Sk (6 ¥o)

f =
{xlyo}r f{y}r(YO)
gegeben. Sind {x}, und {y}, unabhéngig, dann gilt
{xly}, = {x};.

[RINNE, 2008, S. 200]

Vektorielle Zufallsvariablen

Eine vektorielle Zufallsvariable ist zunédchst eine einfache Zusammenfassung mehrerer Zufallsvariablen
in einem Vektor.

Fiir eine n-dimensionale vektorielle Zufallsvariable {x}, ist die Kovarianzmatrix

Var{x,}, o0 Cov({xy by, 1)
COV({X}I" {x}r) = E{(X - E{X}r) : (X - E{X}r)T}r = . .

COV({xn}ra {xl}r) e Var{xn }r

definiert [BrRammER und SiFrLING, 1975, S. 142]. Fir Cov({x},, {x},) kann auch kiirzer Cov{x}, oder C,,

geschrieben werden. Sind die einzelnen in x zusammengefassten Zufallsvariablen unkorreliert, so ist
Cov{x}, eine Diagonalmatrix.

Allgemein kann die Kovarianzmatrix auch fiir zwei vektorielle Zufallsvariablen angegeben werden,

COV({xl}r: {yl}r) T COV({xl}ra {ym}r)
Cov({x},, {y},) = E{(x — E{x},)- (y —E{y}) '}, = : :
COV({XH }r: {yl }r) e COV({Xn}r) {ym}r)

Hierbei ist {y}, eine m-dimensionale vektorielle Zufallsvariable. [BRamMER und SiFFLING, 1975, S. 145]

Eine alternative Schreibweise ist Cov({x},, {y},) = Cyy.
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4.1.2 Zufallsprozesse

Bei diskreten Zufallsprozessen {x;}, gehort zu jeder Realisierung nicht ein einzelner Wert, sondern eine
Folge von Variablen x;,. [HANSLER, 2001, S. 52f]

Fiir ein festes k ergibt sich damit eine Zufallsvariable, fiir die auch die schon vorgestellten Grof3en wie
z.B. der Erwartungswert und die Varianz definiert sind. [HANSLER, 2001, S. 58ff]

Korreliertheit

Zwei Zufallsprozesse sind unkorreliert, wenn

E{xk N }r = E{xk}r : E{yl}r Vk: l

gilt. [HANSLER, 2001, S. 63]

Desweiteren wird hier auch von einem unkorrelierten Zufallsprozess gesprochen, wenn die zu zwei un-
terschiedlichen Zeitpunkten gehorenden Zufallsvariablen {x}, und {x;}, eines Zufallsprozesses unkor-
reliert sind, d. h. wenn

E{xk ) xl}r = E{xk}r ’ E{xl}r flr k # 1
gilt.

WeiBes Rauschen

Als , Weildes Rauschen“ wird ein Prozess bezeichnet, dessen einzelne Verteilungen {x;}, zu den Zeitpunk-
ten k unabhingig und identisch verteilt sind. [RiNNE, 2008, S. 392] Aus der Unabhéngigkeit folgt

Var{x,}, firk=I

Cov({xy}y, {x},) = {0 fir k #1

wobei aufgrund der identischen Verteilung Var{x,}, fiir alle k denselben Wert besitzt.

Sind dariiber hinaus die einzelnen Variablen {x; }, normalverteilt, so spricht man von einem ,,Gauf$’schen
Weilen Rauschen“. [BRamMER und SIFFLING, 1975, S. 196]

Vektorielle Zufallsprozesse

Wie bei Zufallsvariablen kann auch ein Zufallsprozess aus vektoriellen Variablen bestehen. In diesem
Kontext werden die Bezeichnungen

COV({Xk}D {Xl}r) = Cxx(ka l) = E{(xk - E{Xk}r) : (Xl - E{Xl}r)T}r
und
COV({Xk}rJ {YZ}r) = ny(k: l) = E{(Xk - E{Xk}r) : (YZ - E{YZ}r)T}r

verwendet. [BRAMMER und SIFFLING, 1975, S. 180f]

Wird die Kovarianzmatrix fiir beide Prozesse zum gleichen Zeitpunkt k = [ ausgewertet, so wird auch
kiirzer Cyy(k) = Cyx(k, k) bzw. Cyy(k) = Cyy(k, k) geschrieben.
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4.2 Beschreibung der Stérungen

In Abschnitt 2.2.2 wurde auf die verschiedenen Arten von Storungen eingegangen. Diese wurden dabei
in ,rauschartige” Storungen n, und sprungformige Stérungen d, eingeteilt, die in Gl. (2.5),

Y =0ps + 07 - (uy —usn) +dy,
und (2.10),

V=Yt nyp,

wirken.

Es wird hier zwar formal zwischen der AusgangsgroRe y;, des Prozesses und der Messgrofde y, un-
terschieden, jedoch ist zu bedenken, dass das Rauschen ng; nicht nur Messrauschen, sondern auch
tatsachliche Variationen der Ausgangsgrofde umfasst. In wieweit dies bei der Definition der Regelziele zu
beriicksichtigen ist, wird im Kapitel 5 besprochen.

Im Normallfall wird man versuchen, u; ; = u;y mit Gl. (3.5) so vorzugeben, dass schon die erste Re-
gelabweichung e; = 0 ist, d. h. uy ; = u; 1 (Ysons éOS,r, él’r). Da die Streckenparameter 6,5 und 6, jedoch
nicht exakt bekannt sind, d.h. éOS,r = Oys + AéOS,r bzw. él,r =0, + Aél,r, und weitere Storungen d;‘
wirken, wird im Allgemeinen e; = 0 nicht gelten. Die Parameterunsicherheiten und Stérungen kénnen
dann zur Stérung d, zusammengefasst werden, d. h.

e1 = Yson — (Bps + AéOS,r) — (6, + Aéu) : (U1,1 —upN) — d;

= Ysot = Oos = 01+ (U1 — u1,N2—d; - Aéos,r - Aél,r (U —un) =€) —dy.

-~

-~

X
e —dy

Im Weiteren wird e] = O gesetzt, da e] die ,Zielabweichung® beschreibt, die mit der Voreinstellung u; ;
erreicht werden soll, womit

61 == _dy (4.3)
und
é =€ —ny; =—d,—ny, 4.4)

gilt.

Wenn nicht versucht wird, u,; so zu wéhlen, dass e; = 0 ist, beispielsweise indem man prinzipiell
mit einem festen u; y beginnt, so wird der dadurch entstehende systematische Fehler der Stérung d,
zugeschlagen.

Stérung d,

Im Folgenden wird in der Regel davon ausgegangen, dass die Stérung d, {iber einen Auftrag konstant ist.
Auf die Behandlung des Falles, dass auch wahrend eines Auftrags sprungférmige Storungen auftreten,
wird an den entsprechenden Stellen explizit eingegangen. Von Auftrag zu Auftrag dndert sich d, jedoch,
d.h. d, =d, ;, wobei I’ fiir den Auftrag steht.

Die Verteilung von d;; iiber mehrere Auftrége ist schwer zu bestimmen. Beispielsweise héngen die
Schwankungen von d ;- auch davon ab, ob die Auftrdge direkt hintereinander bearbeitet werden, ob
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gleichartige Auftriage durchgefiihrt werden® und wie sich die Giite der Parameterschitzwerte iiber die
Auftrége andert.

Spater in diesem Kapitel wird diskutiert, was aus einem stark schwankenden bzw. einem (iiber mehrere
Auftrége) konstanten d, - folgt. Ansonsten werden {iber d, ;» keine Annahmen getroffen. Was dies fiir die
Analyse bedeutet, wird ebenfalls am Ende dieses Kapitels diskutiert.

Rauschen ny,

Das Rauschen wird im Folgenden meist als Gaul3’sches Weil3es Rauschen mit der Varianz

Var{n,,}, = 03 (4.5)

modelliert.

Ob diese Annahme berechtigt ist, muss an dem jeweiligen betrachteten Prozess gepriift werden, z. B. wie
in [HARTUNG, 2009, S. 690f] beschrieben. Ggf. ist ein Modell des Rauschprozesses zu identifizieren, sieche
z.B. [HarTUNG, 2009, S. 678ff].

Das weitere Vorgehen in dieser Arbeit besteht darin, zunachst das geregelte System unter Storeinfluss
analytisch zu untersuchen. Damit dies iiberhaupt bzw. mit vertretbarem Aufwand moglich ist, ist die
Annahme eines unkorrelierten Rauschens notwendig. Damit lassen sich Erwartungswert und Varianz
entweder geschlossen oder zumindest iterativ tiber die Regelschritte k bestimmen.

Da auch nicht-lineare Konzepte untersucht werden, wird auch mit Simulationen gearbeitet. Dabei kon-
nen dann prinzipiell beliebige Prozesse fiir das Rauschen angesetzt werden. Auch muss das Rauschen
nicht mehr weif sein, sondern kann auch korreliert sein.

Fiir die Annahme einer Normalverteilung spricht prinzipiell der Zentrale Grenzwertsatz. Eine Formu-
lierung des Zentralen Grenzwertsatzes sagt aus, dass die Summe einer grofden Anzahl unabhéngiger
Zufallsvariablen gegen eine Normalverteilung geht, sofern keine der Zufallsvariablen die {ibrigen ,,domi-
niert“. [HANSLER, 2001, S. 100], [STorM, 2001, S. 69]

Auch wenn die Normalverteilung nur eine grobe Naherung fiir das tatsdchliche Rauschen darstellen
sollte, so geben die Ergebnisse, die unter der Annahme einer Normalverteilung entstanden sind, dennoch
einen guten Uberblick iiber die Eigenschaften des Systems unter Rauschen.

4.3 Normierte Darstellung

Eine wesentliche Kenngrof3e des Rauschens n, ist dessen Varianz o2 bzw. Standardabweichung oy. Daher
bietet es sich an, die Systemgleichung auf die Standardabweichung o, des Rauschens zu normieren.

Dabei miissen auch die Regelziele entsprechend normiert werden, was zu sehr anschaulichen Werten
fiihrt. So wird die zuléssige Toleranz e, der Regelabweichung nicht mehr absolut angegeben, sondern
als dimensionsloser Wert eox = e /0y, mit dem der Toleranzbereich als Vielfaches der Standardabwei-
chung ausgedriickt wird.

Die Normierung, die in diesem Abschnitt durchgefiihrt wird, erleichtert das Verallgemeinern auf andere
Prozesse.

®  Beim Beispielprozess der Druckmaschine wird eine Kombination von Papier und Farbe als ein Parametersatz aufgefasst,

d.h. angenommen, dass die Steigungen 6; und 6, konstant sind, wobei der Parameter 6, aber durchaus schwanken
kann. Dieser kann beispielsweise von der Flachendeckung der Druckform oder dem Wassergehalt der Farbe abhéngen.
Werden mehrere gleichartige Auftrége hintereinander abgearbeitet, dann ist zu erwarten, dass die Vorsteuerung bessere
Ergebnisse liefert, als wenn sich die Prozessparameter stark dndern.
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Strecke

Teil man die Gleichungen (2.5) und (2.10) durch die Standardabweichung 032, des Rauschens, so erhélt
man mit den Abkiirzungen’

ne=ny;/oy, d=d,/oy,

”)k:}’k/o'y: /ﬁk:j’k/o-y
sowie

B, =6,/0y

die normierten Gleichungen

N =Tos +hve+d. (4.6)
und

M = N + 1y 4.7
bzw. zusammengenommen

ﬁk:ﬁOS +'l?1vk+d+nk. (48)
Die Regelabweichungen e, = y,,; — Yix bzw. €, = Y.,y — ¥ kOnnen ebenfalls normiert werden,
& =ex/oy und & =8/oy.

Regler

Die Einginge u; bleiben unverdndert, und damit muss fiir die normierten Gleichungen die Reglerverstér-
kung tiber

KI:kI'O-y

angepasst werden, womit sich fiir das Regelgesetz des I-Reglers mit zeitvarianter Verstarkung in normier-
ter Darstellung

Uy = Up—1 + Kpeo1 (Meon — Ti—1) (4.9)
ergibt. Wichtiger im Folgenden ist allerdings der Faktor
a=k1'91=K1"l71,

der sehr haufig auftreten wird. Die, zumindest aus der deterministischen Betrachtung, ideale Reglerver-
starkung k; = 1/6, entspricht a = 1.

7 Es ist zu beachten, dass die unterschiedlichen Schreibweisen des Buchstaben Theta hier unterschiedliche Bedeutungen

haben, ¥; # 6;.
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4.4 Verwendete Gleichungen

In diesem Abschnitt werden ausgehend von der Systemgleichung

Vi = 6o+ 01 - (U —ugn) +dy (4.10)
und dem Regelgesetz (bei dem hier von einem zeitvariablen Verstarkungsfaktor ausgegangen wird)

Uy = Uy -1+ K1 (Vson — Fi-1) (4.11)
verschiedene Formen der Differenzengleichung fiir den Streckenausgang bzw. die Regelabweichung an-

gegeben. Die verschiedenen Formen unterscheiden sich darin, ob der gemessene oder tatsdchliche Stre-
ckenausgang betrachtet wird.

Aus der Systemgleichung (4.10) folgt

Yk — Yi-1 =61 '(ul,k - ul,k—l) .

Die Differenz des Eingangsignals kann dabei durch

Uy —Upg—1~— kI,k—l *(Vsonl = Fr=1)
=kyj—1- (Ysonl = Yi-1) — kik—1 Ny k-1

ausgedriickt werden, was auf

Yk = Yk-1= lel,k—l “(Vsoll — Y1) — Qlkl,k—lny,k—l

= a1 (Vsoll = Y1) — Qg1 * Ny k-1
fithrt. Dabei wurde in der zweiten Zeile die Abkiirzung a = k;0; verwendet. Umstellen ergibt
Y= = 1) Y1+ 1 (Voon — ny,k—l) . (4.12)
Multipliziert man diese Gleichung mit —1 durch und addiert y,,; auf beiden Seiten, so erhdlt man
Ysot — Vi = (1= 1) * (Voo — Y—1) + Qg1 * My je—q -
Damit ist eine Differenzengleichung fiir die Regelabweichungen erhalten,

e, — (1 - ak_l) * €1 + Ap_1° ny’k_l . (413)

Ersetzt man in Gl. (4.13) e, und/oder e;_; durch den jeweiligen Wert mit Rauschen (&, bzw. é;_,), so
erhdlt man die Gleichungen

&= —ap_1) €1 +ny,_q—ny, (4.14)
und

&= —ag_1) €1+ Qg Ny — Ny - (4.15)
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Normierte Darstellung

In der normierten Darstellung ergeben sich fiir (4.13), (4.14) und (4.15) die Gleichungen

Er :(1 —ak_l)'gk_l'i‘ak_l *Np_1, (416)

&= —ay_q1) &g oy — 1y, (4.17)
und

=1 —ap 1) e+ g Mgy — 1. (4.18)

4.5 Diskussion des Ausgangpunktes fiir die Analyse

Ausgangspunkt fiir die Untersuchung des geregelten Prozesses ist meist eine der in Abschnitt 4.4 auf-
gefiihrten Gleichungen fiir &, oder &, fiir den Zeitpunkt k = 2. Damit muss €; oder &; als Anfangswert
vorgegeben werden und es stellt sich die Frage, welcher der beiden Werte gewéhlt werden soll.

Aus Sicht der Anwendung wére es vorteilhaft, mit £, anstelle von ¢; arbeiten zu konnen, da letztere
Grof3e nicht gemessen werden kann. Mit der Normierung von Gl. (4.3) und (4.4) gilt

81 == _d (4.19)
bzw.
51 - 81 - Tll == _d - nl . (4.20)

Die Grof3en ¢; und &; sind beide Zufallsvariablen, da d und n; Zufallsvariablen sind.

Das Ersetzen von &; durch —d ist nicht sinnvoll, da iiber die Verteilung von d keine sicheren Aussagen
gemacht werden konnen. Daher muss bei dieser Variante €, als bekannt vorausgesetzt werden und die
Ergebnisse werden immer von ¢; abhdngen. Da d in den betrachteten Gleichungen nicht auftritt, muss
nicht bertiicksichtigt werden, dass {d}, = {d|e;}, ist. Und da das Rauschen n; unabhéngig von ¢ ist, gilt
{ny}, ~ {ny|e;},. Es ist damit unproblematisch, &, als Startwert vorzugeben.

Nachteilig ist aber, dass €; nicht gemessen wird, so dass man nur qualitative Aussagen dariiber erhalten
kann, wie sich das System bei niedrigen oder hohen Anfangsabweichungen verhalt. Es ist nicht moglich,
die Analysen zunéchst fiir ein &; durchzufithren, und diese Ergebnisse mit der Argumentation E{&,}, = &;
auf die gemessene Grof3e &, zu iibertragen, da das Rauschen n; sowohl in €, = &; — n; als auch in den
der Analyse zugrundeliegenden Gleichungen vorkommt und so eine Korrelation besteht.

Wahlt man dagegen die Variante mit &, als Startwert, dann hétte dies den Vorteil, dass man in Abhéngig-
keit der gerade gemessenen Regelabweichung die optimale Strategie bestimmen und anwenden konnte.
Wahlt man fiir jedes &, die optimale Strategie, so hat man auch insgesamt die beste Strategie.

Allerdings miisste bei gegebenen &, beachtet werden, dass €; von n; abhédngt, und damit im Allgemeinen
{n;}, = {n;|€;}, gilt. Diese bedingte Verteilung héngt wiederum von d ab, was im Folgenden gezeigt
wird. Da iiber d keine sicheren Aussagen getroffen werden konnen, kann im Allgemeinen {n,|&,}, nicht
bestimmt werden.

Ausgangspunkt fiir die Analyse wird daher immer eine gegebene (ungestorte) Anfangsabweichung ¢,
sein.
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4.5.1 Bedingte Verteilung

Im Folgenden wird zunéchst fiir den Fall, dass {d}, gleichverteilt ist, die Dichte der bedingten Verteilung
{n,|€,}, fiir zwei Werte von &, beispielhaft dargestellt. Die zur Bestimmung dieser Verlaufe vollzogenen
Rechnungen finden sich im Anhang A.2. Im Anschluss wird der Fall betrachtet, dass {d}, normalverteilt
ist. Dies hat den Vorteil, dass die Rechnungen einfacher sind, allerdings sind bei der ersten Variante die
zu besprechenden Effekte in den Graphen deutlicher zu sehen.

{e1}, gleichverteilt

Das Rauschen {n;}, wird als standardnormalverteilt angenommen. Fiir die Stérung {d}, werden fiir
dieses Beispiel zwei verschiedene Gleichverteilungen angenommen, die jeweils den Mittelwert von 2,5
besitzen und sich in der Breite der Streuung unterscheiden. Diese werden als ,hohe Streuung“ bzw.
»geringe Streuung* bezeichnet:

,Hohe Streuung*: {—d}, ={g}, ~G(2,5,5)

»,Geringe Streuung“: {—d}, = {&;}, ~ G(2,5, 0,1).

In Abbildung 4.2 sind fiir beide Félle die Verteilungsdichten von {n;}, und {¢,},, sowie die Dichte der
Verteilung {£,}, = {e; — n;}, geplottet.

0,5 : : 0,5 : :
...... f{nl}r """f{nl}r
04 — fien | = 04 — fle |
= A ) = N e [N
~ 0,3 HE . ~ 0,31 R -
= 02f . = 02h N .
E : : E .
= 01F H—20t — - AR S Y .
/,/. 3 | ) N 0 R | \\.\
5 0 5 10 -5 0 5 10
ny, €1, & ny, €1, &
(@) Hohe Streuung von {&;}, (b) Geringe Streuung von {e;},

Abbildung 4.2: Verteilungsdichten fir {n;},, {;}, und {£;},
(Die beiden senkrechten grauen Linien markieren die Punkte €, = 2,5und £, =6,5.)

Im Falle der hohen Streuung von {¢, }, andert sich der Verlauf der Dichte von {£,}, deutlich, wohingegen
bei der geringen Streuung von {¢; }, der Dichteverlauf von {&,}, dem von {n; }, bis auf eine Verschiebung
sehr &hnlich sieht.

In Abbildung 4.3 sind die mit £ = 2,5 und &; = 6,5 bedingten Verteilungen {n;|é;}, im Vergleich zur
unbedingten Verteilung {n;}, gezeigt.®

Bei der hohen Streuung und dem Wert von &; = 2,5, der genau dem Mittelwert von {¢,}, entspricht,
unterscheiden sich die unbedingte und bedingte Verteilung nicht sichtbar. Geht man aber von &, = 6,5
aus, so zeigt sich, dass der Verlauf der bedingten Verteilung quasi ,,abgeschnitten” ist, und sich somit von
der unbedingten Verteilung unterscheidet.

8  Fiir die Berechnung siehe Anhang A.2.
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Bei der geringen Streuung von {e,}, zeigt sich, dass die bedingte Verteilung {n, |}, fiir beide Werte fiir
¢, ebenfalls kaum streut, wobei der Mittelwert von &, abhingt. Damit unterscheidet sich der Verlauf der
bedingten Verteilung deutlich von der unbedingten Verteilung {n, },.

075 T . 0’5 i '
I, \\ ...... f{nl}r :: ...... f{fl]}r
0,41 | frle=2.sy | 0,41 b |7 fie=2s) {
5 T f{n1|51=6,5}r ~= I . f{n1|51:6’5}r
% 0’3 L — % 0;3 B :: : N
3 £ n
< <« 1
,_,S 0’2 - I ,_‘_.: 032 B :: _
= = n
< < I
0,1 - 0,1} n : B -
O | L O "o : L
-5 0 5 10 -5 0 5 10
n; ny
(a) Hohe Streuung von {&;}, (b) Geringe Streuung von {¢,},

Abbildung 4.3: Vergleich der unbedingten Verteilung {n; }, mit bedingten Verteilungen {n,|&,},

{e1}, normalverteilt

Die folgenden Rechnungen nutzen Gleichungen aus [RinnE, 2008, S. 309]. Ein alternativer Rechenweg
ist in [KameN und Su, 1999, S. 41] angegeben.

Wenn {e;}, ~ N(uq, 04) und {n;}, ~ N(O, O'ﬁl) gilt®, dann ist auch {&;}, normalverteilt mit
(&b~ N(ug, 02, +02).

Um die Eigenschaften der bedingten Verteilung {n;|¢;}, angeben zu kénnen, muss noch der Korrelati-
onskoeffizient p zwischen {n;}, und {£,}, bekannt sein. Dieser ergibt sich mit den Zwischenschritten

COI'({Tll}r, {gl}r) = E{nl ' gl}r = E{glnl - n%}r = E{gl }r ' E{nl}r - E{nf}r = _E{n%}r = _O-ﬁl

und COV({nl}D {gl }r) = Cor({nl}r: {gl}r) - :u’nlnu‘d = _0-1211 zu

~ 2
. COV({nl}rJ {gl}r) _ _Gnl
On0d On, *4/02 + 03

Die bedingte Dichte zweier korrelierter Normalverteilungen ist wieder die einer Normalverteilung,
~ 2 . . . .
{n11&1} ~ N(uny a5 Un1|€1)' Mit den vorliegenden GroRen gilt

2
Gnl ~ nj ~
~ = . 8 _— = — g —_—
Py = 0 (&1 — 1a) o7 +07 (&1 — ua)
und
2 2 ( 2) O-12110-3
o . =0 -(1—p°)=—"—. (4.21)
| 2 2
el m 0., T 03

9 2

Auch wenn op

zu konnen.

=1 definiert ist, bietet es sich an, mit aﬁl als Variable zu arbeiten, um das Ergebnis besser interpretieren
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Diskussion

Nach GI. (4.21) wird die Varianz der bedingten Verteilung {n,|é;}, von der geringeren der Varianzen 01211
und o3 dominiert.

Ist die Varianz der Stérung {d}, deutlich kleiner als die des Rauschens {n;},, aﬁ < aﬁl, so ergibt sich fiir

. ~ (& _ . . . 2 AU 2 . . 2 _ .
den Mittelwert u, 5, ~ —(&; — ug) und fiir die Varianz Toe, © 04 Insbesondere ist fiir o = 0, also ein

konstantes d, die bedingte Varianz O-ﬁ1|§1 =0.

Im gegenteiligen Fall, also wenn die Varianz der Storung {d}, deutlich groBer als die des Rauschens
ist, 05 > oﬁl, so gilt . |;, ~ 0 und Ur211|§1 A 01211. D.h. man nihert sich der unbedingten Verteilung
{m},~N(O, 02 ) an.

Damit erhilt man qualitativ dieselben Aussagen, die auch aus dem Beispiel mit dem gleichverteilten
{&,}, gewonnen werden konnten, ndmlich:

* Fiir groRe (gleichméRige) Streuungen von {d}, = {&;}, ndhert sich die bedingte {n,|é;}, der unbe-
dingten Verteilung {n,}, an.

* Fiir geringe Streuungen von {d}, ist auch die Streuung von {n, |}, gering. Falls d konstant ist, ist
{n,|€,}, fiir jedes &; ebenfalls eine Konstante.

* Die bedingte Verteilung hdangt vom Wert &; ab.

Die allgemeine Problematik ist die, dass {iber die Verteilung von {d}, kaum Aussagen getroffen werden
konnen.

4.5.2 Beispiel Bias

Als Beispiel fiir die Notwendigkeit der Beachtung der bedingten Verteilung wird hier der Bias der Schét-
zung des Parameters 0; bei k = 2 Messwerten behandelt. Die Parameterschiatzung wird im Kapitel 6
diskutiert, aber dieses Beispiel ist direkt verstdndlich und bietet sich sehr gut an, den genannten Punkt
darzustellen.

Der Schétzwert der Steigung 6, beziiglich u; bei k = 2 ergibt sich einfach tiber

5 Vo=
91,2 =—.
Uyo— Uy
bzw.
5 Mo —
15‘1,2 =
Uyo— Uy

in der normierten Form. Ersetzt man in der normierten Darstellung 7; und 7), entsprechend durch

Gl. (4.8), so erhilt man
By (Uyo—uq4q) n,—n n,—n
a 1 1,2 1,1 2 1 2 1
'ﬁl’z == + el ﬁl + — .
Ujp — U Upo— U Ujp—Upg

Der erste Summand entspricht dem wahren Wert des Parameters ;. Die Anderung der Stellgroe ist
tiber uy 5 —uyq = ky+ (Vson — ¥1) = K1 (Mson — 711) gegeben, wobei x; = k; - o ist. Damit gilt auch
Uyy — Uy =K1 (Meon — M1 — np) und 51,2 kann durch

ny n

'ﬁl,z :'01 + -
KI'(nsoH_nl _nl) KI'(nsoll_'nl _nl)

(4.22)
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ausgedriickt werden.

Der Fehler des Schatzwertes ist als
Aﬁl,z = 61,2 - 1?1

definiert. Damit ergibt sich fiir den Bias als Erwartungswert des Fehlers

R 1 n
B{ado), = Bingl, - E{ } -5 )
ki (Mson =M1 —11) ), K- (Mson =M1 —11) J;

wobei die Linearitdt der Erwartungswertbildung beriicksichtigt wurde und auch schon davon Gebrauch
gemacht wurde, dass E{x - y}, = E{x}, - E{y}, gilt, wenn {x}, und {y}, unkorreliert sind. Da dariiber
hinaus E{n, }, = 0 ist, ergibt sich

~ n, 1 n;
E{Aﬁl,z}r == _E = - E .
K- (Mson =M1 —11) J; K1 &1 —1ny ),

Dieser Erwartungswert existiert nicht, da das Integral der dazugehorigen Dichtefunktion nicht konver-
giert, was anschaulich darin begriindet ist, dass im Nenner &; — n; auch den Wert Null annehmen kann
[MARsaGLIA, 2006]. In der genannten Quelle ist aber auch beschrieben, dass, wenn der Mittelwert von
{n;}, weit genug von ¢, entfernt ist, aus praktischer Sicht dennoch sinnvoll ein Erwartungswert angege-
ben werden kann. Dabei wird die Verteilung {n; }, so angepasst, dass {n;}>> < &, ist.

Dies ist, zumindest fiir kleine &;, hier nicht moglich. Allerdings gibt es andere Erwigungen, die eine
Bestimmung eines ,,praktischen” Erwartungswertes sinnvoll zulassen. Und zwar werden, wie spater in
Kapitel 6 vorgestellt, zum einen nur Schitzwerte fiir #, verwendet, deren Varianz eine bestimmte Grenze
unterschreiten. Zum anderen konnen noch absolute Grenzen fiir die Parameterwerte angegeben werden.
In der Simulation und den Versuchen zeigt sich, dass schon die erste Manahme dazu fiihrt, zu hohe
Abweichungen zwischen realen und geschétzten Parametern effektiv zu verhindern.

Der mit einer hier angedeuteten, und spéater in Abschnitt 6.6 genauer diskutierten Beschrankung be-
stimmte Erwartungswert wird mit E{x}, bezeichnet, so dass der Bias zu

~ L 1 n,
Afﬁl,mean,z(“'ﬁ) = E{Aﬁl,z}r = —. E{ }
KI n] - 81 r

definiert wird. Solange {n,}, symmetrisch verteilt ist, d.h. {n;}, ~ {—n;}, gilt, ist auch A’&Lmean,z(ﬁ)
symmetrisch beziiglich ¢,

A'gl,mean,z(gl) = A'ﬁl,meam,z(_gl) .

Wie oben dargelegt, sind {n; }, und {¢;}, unabhéngige Zufallsvariablen, womit {n,|e;}, ~ {n;}, ~N(0, 1)
gilt. Dafiir ist in Abbildung 4.4 der Verlauf des Bias gezeigt.

Bias bei gegebenem Messwert
Sieht man den Messwert 7}, als feste Grol3e an, so ergibt sich die Gleichung
ny n

Kp- (nsoll - /ﬁl) Ky (/nsoll - ﬁl)

ﬁl’z == ﬁl +
anstelle von Gl. (4.22). Weiter erhilt man

E{A51,2|51}r:E{nz|§1}r' —E{n,|&}, -

Ky- (nsoll - er’1) Kp- (nsoll - ﬁl)
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Abbildung 4.4: Bias des ersten Schatzwertes fir 6; (k = 2), normiert auf kll

fiir den Erwartungswert des Bias unter der Voraussetzung, dass {&,}, = &, gilt. {n,}, ist unabhéngig von
{&,}, und damit gilt E{n,|&,}, = E{n,}, = 0, womit sich

-~ . 1
E{AV, ,|&:}, = —E{n;|&}, - P

~

1" &1

ergibt.

Wiirde man nicht beriicksichtigen, dass sich die Verteilung von {n;}, unter der Bedingung {¢;}, = &; wie
oben besprochen &ndert, so wiirde man mit E{n;}, = 0 auf das Ergebnis E{A}; ,|£;}, = 0 kommen, also
dass unabhingig vom ersten Messwert der Bias Null ist.'?

Andererseits wurde auch dargelegt, dass sich {n;|é;}, der unbedingten Verteilung {n;}, annihert, je
weiter {d}, streut. Dies bedeutet, dass in diesem Fall der Erwartungswert des Bias tatsdchlich gegen Null
geht.!!

4.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden die verwendeten Notationen und Eigenschaften von Zufallsvariablen und Zu-
fallsprozessen kurz zusammenfassend eingefiihrt. Es wurde dargelegt, welche Eigenschaften fiir die
Storungen {d}, und das Rauschen {n;}, angenommen werden. Zur leichteren Verallgemeinerung der
Ergebnisse wurde eine auf die Standardabweichung des Rauschens normierte Darstellung der System-
gleichung eingefiihrt.

Zuletzt wurde begriindet, dass eine Analyse der Eigenschaften des geregelten Systems unter Ber{icksich-
tigung der Stérungen und des Rauschens von einem als bekannt vorausgesetzten ¢; ausgehen muss.

Lediglich fiir groe Schwankungen von d kann auch von &, ausgegangen werden, da ndherungsweise
{ny}, ~ {ny|€;}, gilt, wenn Var{d}, — oo geht und {d}, beispielsweise normal- oder gleichverteilt ist.

10
11

Mit Ausnahme von &; = 0, da in diesem Fall der Schétzwert wegen u; 5, — u; ; = 0 nicht definiert ist.
Fiir k = 2, also den ersten Schatzwert. Fiir weitere Schéitzwerte stellt sich auch unter dieser Voraussetzung ein Bias ein.
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5 Regelung des gestorten Systems

In Kapitel 3 wurde die Reglerauslegung fiir den ungestorten Fall betrachtet. Jetzt wird der Regelkreis aus
Abbildung 5.1 untersucht, der durch ein Rauschen n, gestort ist.

luS,r n
Ysoll é Uy l y
2 ”f — Regler Strecke

<

Abbildung 5.1: Regelkreis mit Rauschen

Analog zu dem Vorgehen im ungestorten Fall werden zunichst die Anforderungen an die Regelung in
eine dem System und dessen Modellierung angemessene und verwendbare Form gebracht. Dabei werden
auch Grenzen aufgezeigt.

Im folgenden Abschnitt 5.2 werden die Standardverfahren zur Regelung stochastischer Systeme kurz
vorgestellt. Es wird dargelegt, wieso diese fiir den speziellen vorliegenden Fall nicht direkt geeignet sind.
Jedoch werden grundlegende Ideen iibernommen, um ein auf die konkrete Problemstellung angepasstes
neues Regelungskonzept zu entwickeln.

Im Hauptteil dieses Kapitels wird der aus Kapitel 3 bekannte I-Regler als Ausgangspunkt fiir den Regler-
entwurf verwendet. Zum einen werden Grenzen fiir den Parameter k; angegeben, um die Anforderungen
zu erfiillen, zum anderen wird untersucht, wie k; bzw. k; ; gewéhlt werden muss, um den Mean-Squared-
Error des Ausgangs zu minimieren.

Das Kapitel schlief3t mit verschiedenen Simulationen.

5.1 Regelziele

Die Regelziele bzw. Anforderungen an den Regler werden in zwei Gruppen aufgeteilt. Zum einen wird
das Erreichen des OK-Bereichs betrachtet, wozu die schon in Abschnitt 3.1 behandelten Anforderungen
in eine dem Vorhandensein von Rauschen angebrachte Form gebracht werden. Zum anderen wird das
Verbleiben im OK-Bereich beschrieben.

Hierbei werden die Anforderungen anhand der gemessenen Grof3en 1) bzw. € betrachtet. Dies ist in dem
Beispielproblem motiviert, da das Rauschen nicht nur Messfehler, sondern zum grof3ten Teil tatsidchliche
Abweichungen der Ausgangsgrof3e beinhaltet. Zudem erfolgt die Auswertung direkt an der Maschine an
einzelnen Fertigteilen und nicht anhand eines Mittelwertes mehrerer Teile, welches dem Wert 1) bzw. ¢
entsprechen wiirde.

5.1.1 Erreichen des OK-Bereichs

Maximales Uberschwingen

Die Forderung, dass ein maximales Uberschwingen nicht iiberschritten wird, kann unter der Annahme
&1 > 0 durch die Ungleichung

52 > _51 " T'0S,max (5'1)
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beschrieben werden (siehe auch Abbildung 5.2). D.h. ist diese Ungleichung immer erfiillt, so ist die
Bedingung eingehalten. Je nachdem, welche Art der Verteilung und welche Varianz der Verteilung fiir
das Rauschen vorliegt bzw. angenommen wird, ist so eine ,harte“ Grenze nicht sinnvoll. So wird bei
der Normalverteilung immer ein (wenn auch vernachlassigbar kleiner) Anteil auf3erhalb dieser Grenze
liegen.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Realisierung {£,} die Bedingung (5.1) erfiillt, ist {iber

Pos.ox = P({&2}¢ > — {81} - o5 max)
gegeben.

Um einen gewissen Anteil an Regelvorgingen zuzulassen, bei denen die Bedingung des maximalen Uber-
schwingens nicht eingehalten wird, wird eine neue Bedingung anhand der Wahrscheinlichkeit formuliert,

P({EZ}? > _{51}? : rOS,max) > Pmin - (5-2)

Dabei legt p,,;, den Anteil an Vorgingen fest, bei denen die Bedingung (5.1) eingehalten werden muss.*

Ist poin = 1, so geht (5.2) in (5.1) tiber.

Die Bedingung (5.2) versagt aber noch, wenn der Anfangswert &; schon sehr nahe an Null liegt. (Im
Extremfall miisste ein negatives a gewahlt werden, um sich wieder weiter von Null zu entfernen als
man zu Beginn war, damit die Bedingung erfiillt werden kann.) Daher wird die absolute Grenze —eqnx
verwendet, wenn der Betrag |€] - rog may| der relativen Grenze kleiner als der OK-Bereich gy ist.

Dies ist in Abbildung 5.2 dargestellt. Im linken Fall ist die gemessene Anfangsabweichung so grof3, dass
die Grenze —rogmax * €1, Detragsmilig groBer als ok ist, und daher ist —rgg .y - €1, die relevante
Grenze. Im rechten Fall ist —rqg .. €1, Detragsméfig kleiner als £ox, weshalb —gqi die relevante Grenze
darstellt.

Ex X 51,a Ex
X gl,b
EQK v e e EQE et
k k
0 } } 0 } — }
1 2 1 — T'oS,max “ €1,b 2
TmEQE RRRTITTPPPPRPPSPRPRS ToEQE T
— I'os,max * €1,a '
______________________________ ~ 1w )
. e . ! P({SZ}r < _SOK) <1 ~ Pmin
P({Ez}r < —Tos,max ° El,a) <1- Pmin

Abbildung 5.2: Zum maximalen Uberschwingen

Damit lautet die Bedingung beziiglich des maximalen Uberschwingens letztlich

{P({gz}? > _{51}:) : rOS,max) = Pmin fur 51 ' rOS,max > €ok (5 3)

P({£,}” > —€0K) = Prin sonst,
was auch direkt mit bedingten Wahrscheinlichkeiten geschrieben werden kénnte:

P({gz};o > _{51}? : rOS,max | §1 : rOS,max > €OK) > Pmin

\4 P({EZ}? > —€ok | 51 : rOS,max < EOK) > Pmin -

! Hier wird fiir diese und alle kommenden Forderungen dieselbe Quote p,,;, verlangt, was natiirlich nicht zwingend ist.
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Minimale Verbesserung

Analoge Uberlegungen fiihren fiir die minimale Verbesserung auf die Bedingung

{P({gz}f <A{&1}”  rusmin) = Pmin  fUT &7 * Tys min > €0k (5.4)

P({EZ};O < SOK) = Pmin sonst .

Maximale Regelabweichung nach dem k-ten Schritt
Hier wird die Forderung betrachtet, dass nach dem k-ten Regelschritt eine gegebene Regelabweichung
€max k Dicht liberschritten wird. Die ,harte” Bedingung lautet demnach

|§k| < gmax,k .

Analog zu den oben besprochenen Bedingungen wird diese wieder in einer ,,weicheren® Form geschrie-
ben, indem nur mehr gefordert wird, dass ein Anteil von p;, diese Bedingung erfiillen muss:

P(Hék};ul < Smax,k) > Pmin - (5-5)

5.1.2 Verbleiben im OK-Bereich

Der Ausgangswert, der gemessen wird, wenn Regler-OK erreicht ist, wird mit 7j;, bezeichnet. Dieser
Wert entspricht aber nicht dem (mittleren) Wert 7, , den das reale System ohne Mess- und Prozess-
rauschen bei der Eingangsgrof3e u; ,, annehmen wiirde. In Abbildung 5.3 ist beispielhaft gezeigt, dass
auch bei einem relativ guten 7j,, die tatséchliche mittlere Ausgangsgrofie ., weit aulserhalb des To-
leranzbandes liegen kann. Wiirde man bei diesem Beispiel weitere Fertigteile vermessen, so wiirde sich
zeigen, dass der GroRteil der folgenden Teile nicht OK bzw. OK ist.

f{f,}r(n)

Nsoll,min = Msoll — €0K
nsoll,max = MNsoll + €oxk

Mkox M soll,min ’f)k oK Nsoll Msoll,max

Abbildung 5.3: Zur Erlduterung von 7, und n;

In der Simulation ist 1, bekannt und so lésst sich bei bekannter Verteilung des Rauschens die Wahr-
scheinlichkeit pgx bestimmen, mit der ein weiteres vermessenes Fertigteil OK ist,

Pog = 1 —P(Mson — ok < {Mk Mgty < Mot + €ok) -
Diese Wahrscheinlichkeit entspricht den in Abbildung 5.4 markierten Flachen.

Unter Annahme einer Standardnormalverteilung N(0O, 1) fiir das Rauschen ergibt sich (siehe auch An-
hang A.1)

Por = 2(Msont — ok Migyr 1) + (1 = 2(Ngon + o Nigyr 1))
bzw. mit den Regelabweichungen? ausgedriickt

Por = ®(—€ok; ko> 1)+ (1 = @(eok; Exgyr 1)) -

2 Es ist zu unterscheiden zwischen eqy, der maximal zulissigen Regelabweichung, und €kox der Regelabweichung bei

k = kOK'
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f{ﬁ}r(n)

nsoll,min = Nsoll — €0K
nsoll,max = Msoll + €0k

Nsoll,min n kok Nsoll Nsoll,max

Abbildung 5.4: Zur Erlduterung von par

Der Wert 7, ist nicht deterministisch, sondern stellt eine Realisierung der Zufallsvariablen {n;_,}, dar.
Entsprechend ist auch pgg nur die Realisierung der Zufallsvariablen {pgg},.

Fiir einen gegebenen Testfall und Regler kann die sich ergebende Verteilung fiir {p5g}, simulativ be-
stimmt werden. (Durch die Abbruchbedingung ,,OK?“ ist der Prozess unabhingig von seinen sonstigen
Eigenschaften nicht-linear.) Diese Verteilung kann grafisch dargestellt werden, wie beispielsweise in Ab-
bildung 5.5.

F{Pﬁ}r (p &)

| | | | | | | |
o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Pox

Abbildung 5.5: Beispiel fiir eine (simulativ bestimmte) Verteilungsfunktion von {pgz},

In dieser Abbildung ist mit den gestrichelten Linien beispielhaft fiir p5z = 10 % der Wert F {pﬁ}r(m %) ~
0,93 abgelesen. Dies bedeutet, dass in 93 % der simulierten Einrichtvorgénge nach Erreichen von OK
maximal 10 % der Fertigteile der Produktionsphase nicht OK sind. Oder andersherum, dass in 7% der
Simulationen nach Erreichen von OK mehr als 10 % der Fertigteile nicht OK sind. Letztere Aussage wird
hier durch die Gréf3e pgg - 109, = 7 % ausgedriickt. Allgemein wird hier die Grofe

Por>x% = PUpar}y > x%) =1 —P({pgg},’ < x%)=1— Fipoy, (x%) (5.6)

zur Bewertung der Verteilung {pgg}, verwendet.

Aus Abbildung 5.5 kann daneben an der gepunkteten Linie auch abgelesen werden, dass in 80 % der
Fille pgg einen Wert zwischen Null und ca. 4 % annimmt. Diese Grof3e stellt das 80 %-Quantil dar und
wird hier mit ggg g9, bezeichnet. Allgemein ist das Quantil ggz o, tiber

P{poxts < ok ) = Fipge, (dog xo) = X% (5.7)

definiert [STorM, 2001, S. 46].

Diese beiden Grollen pgg - .0, UNd ggg .o, Sind geeignet, die Verteilungsfunktion zu bewerten bzw. um
Anforderungen an die Verteilung von {pgg}, zu formulieren. So bedeutet

!

Pok 1% = 0,02,
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dass gefordert wird, dass lediglich nach maximal 2% der Einrichtvorginge mehr als 1% OK-Teile in der
Produktionsphase gefertigt werden diirfen. Die Forderung

|
dor 990 < 0,01

driickt aus, dass nach (mindestens) 99 % der Einrichtvorginge die OK-Quote der Fertigteile maximal 1%
betragen darf.

Die ,,Maximalforderung“ nach keinen OK-Teilen kann durch Pok>o% = O bZW. ggg 1909 = O ausgedriickt
werden.

Festlegung von kg

Der ,,Zeitpunkt“ ko bezeichnet jenen Anlauf, der ohne weiteren Stopp in die Produktionsphase iibergeht.
Standardmaf3ig wird hierbei der Fall betrachtet, dass der Einregelvorgang wie in Abbildung 2.4 gezeigt
ablauft.

Wird demnach ein vermessenes Fertigteil als OK bewertet, so muss ein weiterer Anlauf durchgefiihrt
werden, da die Maschine zwischenzeitlich angehalten wurde. Bei diesem Anlauf wird auch wieder eine
Korrektur der StellgroBe durch den Regler vorgenommen. Dieser (weitere) Anlauf wird hier standard-
malig als kg angesehen.

Allgemeiner konnte aber auch die Fertigung (grundsétzlich, oder zumindest beim letzten Schritt) nicht
mehr angehalten werden. Oder es konnten noch bei laufender Maschine Nachfiihrungen der Stellgrof3e
vorgenommen werden.

Bezeichnet man den Schritt, bei dem ein Fertigteil erstmals als OK vermessen wurde, mit k(, so kann
allgemeiner
kOK == kéK + AkOK (5.8)

betrachtet werden. Ak ist dabei in der Regel eins, wenn nicht explizit anders bestimmt.

Systematische Grenzen der Regelgite

Minimal erreichbares pg¢

Der Wert fiir pgg ist minimal, wenn 7y, = Nson bzw. &, = 0 ist. Dieser Wert héngt von der OK-Toleranz
und dem Rauschen ab. In Abbildung 5.6 ist das minimal erreichbare pg; tiber der zuldssigen Toleranz
gok aufgetragen. Bei einer Toleranzgrenze von eqx = 2 wére ein minimales pgg von 4,5 % zu erreichen,
bei eox = 3 wére pgr bestenfalls 0,25 %.

Minimal erreichbares p5; unter Rauschen

Das gerade bestimmte pgg i, 8ibt die absolute untere Grenze an. Durch das Prozessrauschen, das sich
durch die Regelung auch auf ¢, tbertrégt, wird ¢, aber niemals (sicher) Null sein, so dass dieser Wert
nie erreicht werden wird. In diesem Abschnitt werden daher Grenzen angegeben, fiir die das Rauschen
berticksichtigt wird.

Dazu wird zunéchst die Frage betrachtet, welche Abweichung |g|.x maximal zuldssig ist, um eine
bestimmte Ausschussquote pgg ... Dei gegebenen eqg nicht zu tibertreffen. D. h. es wird

|
P(|{§k};‘)| > 8OK) < POR max
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4% -
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p OK,min
T

2%

1% -

0%

Abbildung 5.6: Minimal erreichbares pgr

betrachtet. Es gilt hierbei {£,}¢ = {|ex|max — ni}’, und damit ist E{&; }, = [} |0y und Var{£; }, = 1. Geht
man von einer Normalverteilung aus, so fiihrt dies auf

!
1 _£¢(€OK; |£k|max> 1) - CI)(_‘?OK; |8k|max7 1)) < Pﬁ,max > (59)

P(I{£ 10| <eox)

was numerisch nach |g; |, aufgelost werden kann.

In Abbildung 5.7 sind die sich ergebenden Kurven fiir verschiedene Werte von pgg ... dargestellt. Aus
diesen lasst sich beispielsweise ablesen, dass bei einer ,,Schwankungsbreite” von |&;| ., = 2 und einem
Por.max = 2,5 % die Grenze eox mindestens 4 betragen muss. Bei pgg ., = 0,1 % liegt diese Grenze schon
bei 5.

Abbildung 5.7: Maximal zulassige Abweichung |&; | ax

Geht man von einer mittelwertfreien Normalverteilung von {g }, aus, so kann leicht das Intervall
[—l€lmax,xo%> |€lmax,x] bestimmt werden, innerhalb dem x % aller Werte ¢, liegen.> Mit dem Wert
|€|max,x0 kann dann aus Abbildung 5.7 bei gegebenem &g der Wert des Quantils ggx o, abgelesen wer-
den. Da {¢;, }, im Allgemeinen nicht mittelwertfrei ist, stellt dieser Wert eine untere Grenze fiir den sich
tatsachlich einstellenden Wert dar.

3 |€|max, <2 kann durch numerisches Losen der Gleichung —1 + 2« ®(|€|yay v00; 0, Var{e,, },) — x% = 0 bestimmt werden,
Gl (A.2).
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Als Beispiel wird von eox = 3 und Var{e; . }, = 1 ausgegangen. Es liegen 99 % der Werte in dem Intervall
[—2,58, 2,58]. In Abbildung 5.7 wird [g;|ma = 2,6 bei ggx = 3 von der Kurve fiir pgg .x = 35%
geschnitten. Das bedeutet, dass in 99 % der Einrichtvorgénge ein Wert fiir p5z von maximal 35 % erreicht
wird, bzw. dass in 1% der Félle der Wert fiir pgg grofer als 35 % ist: ggg gg9, & 35 %.

Fir das 95%-, 99 %- und 99,9 %-Quantil sind die erreichbaren Werte iiber ¢n; in Abbildung 5.8a
aufgetragen.* Hieraus kann beispielsweise abgelesen werden, dass die Forderung doK 99% <' 2% bei
Var{ey, }, = 1 nur erfiillt werden kann, wenn gqx > 4,6 ist.

5 0/0 T v T [ T I T 5 % T I T [ 1T 7 I T | 1
- \ —4ok95% - |— Var{g =1 -
| -~~~ 4oK,99% : — 2
% - \ > u %[ |--- Var{e =0,75%
4% |90 ,99,9% 4% a Lero e 0’72
i - T - | Var{e, 3, = 0,5 |
g 3% N g 3% | Var{eg, } = 0,257 ]
S 2% = S 2% 5
1% [ = 1% - 5
0% I i1 0% I I
3 7 7
(a) Minimal erreichbare Werte fir qgg ., bei (b) Minimal erreichbare Werte fiir qgg 990,

Var{e, }, =1
Abbildung 5.8: Zur Erreichbarkeit von pgr

Zuletzt ist in Abbildung 5.8b die Abhéngigkeit der erreichbaren Werte fiir qgggg, von der Varianz
Var{ey, }; dargestellt.> Hieraus kann z. B. gefolgert werden, dass bei der Forderung do6K,99% <'29% und
ok = 4 die Varianz von {g;_, }, maximal 0,752 betragen darf.

GroBen zur Bewertung des Reglers

Die Grofen zur Bewertung des Reglers sind in Tabelle 5.1 zusammengefasst. Neben pgg - .o, Und qgg 4o,
sind dort noch der Mittelwert figg und das Quantil ggg ,o, angegeben, welche sich auf die Anzahl der
Regelschritte bis Regler-OK beziehen.

5.2 Klassische Ansatze zur Regelung stochastischer Systeme

Dieser Abschnitt gibt einen kurzen Uberblick iiber Standardverfahren aus der Literatur zur Regelung
stochastischer Systeme. In Abschnitt 5.2.1 werden diese kurz vorgestellt.

In Abschnitt 5.2.2 wird am Beispiel eines dieser Verfahren die Anwendung gezeigt und dabei erlédutert,
weshalb diese in der Standardformulierung fiir das hier betrachtete Problem nicht geeignet sind. Im fol-
genden Abschnitt dieses Kapitels wird dann, motiviert von diesen Ansitzen, ein neues Regelungskonzept
des vorliegenden Systems entwickelt.

4 . . o . _ . o o . . o _
Hierzu wurde fiir doR 959 D GL (5.9) leklmax = |€kImax 950 gesetzt, womit POR max gerade 95R 95% entspricht: doR 95% =

1- (CI)(EOK; |8k|max’ 1) - <I>(_“’?‘OK; |€k|max7 1))
Hierzu wurde |ek|max,99%’0§ durch numerisches Losen der Gleichung —1+2- @(lsImaX’gg%’og ; 0, 0%)—0,99 = 0 bestimmt,

und dieses dann fiir |&; |,y in Gl. (5.9) eingesetzt, wodurch pgg .., dem gesuchten ggg g9, bei Var{ey }, = o? entspricht.
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Tabelle 5.1: GréBen zur Bewertung der Einrichtvorgdange durch den Regler

Grolle  Beschreibung

Mps Durchschnittliche Anzahl Regelschritte

drsxv%  Anzahl Regelschritte, nach der mehr als x % der Anfahrvorgénge abge-
schlossen sind.
(qrs,100% ist maximale Anzahl Regelschritte.)

Pok>xy Anteil der Versuche, bei denen nach dem letzten Regelschritt die Wahr-
scheinlichkeit fiir OK groer als x % ist. (Gl. (5.6))
(Pog >200 = 0,05 — In 5% der Anfahrvorgénge ist zu erwarten, dass

mehr als 2% der Fertigteile OK sind.)

dokx  Die Wahrscheinlichkeit fir OK, die von x % der Versuche erreicht oder
unterschritten wurde. (Gl (5.7))
(doR99% = 0,05 — In 99% der Anfahrvorgénge ist zu erwarten, dass

weniger als 5% der Fertigteile OK sind.)

5.2.1 Verfahren

Zur Regelung diskreter Systeme kann von der Differenzengleichung sowie der Zustandsraumdarstellung
ausgegangen werden.

Stochastic Optimal Linear Control

Die Regelung stochastischer Systeme im Zustandsraum wird beispielsweise in [MEepiTcH, 1969, S. 323ff]
behandelt.

Ausgangspunkt ist dabei das lineare zeitvariante System

Xk+1 = Aka + Bkuk + Fka
Vi = CXp + Vi,

wobei w;, und v; jeweils mittelwertfreies weilles Rauschen darstellt.

Das Gitekriterium lautet

J¥ = E{J}r 5 (5.10)
wobei
N
J= Z (XngXk + u;f_le_luk_l) (511)
k=1

mit symmetrischen, positiv semi-definiten Gewichtsmatrizen Q, und R;_; sowie der betrachteten Anzahl
N an Regelschritten ist. [MEDpITCH, 1969, S. 326]°

6 Je nach Autor sind auch andere Formulierungen zu finden, so werden z. B. anstelle der Zustinde die Ausginge bewertet

und zusétzlich noch der Wert zum Endzeitpunkt gesondert aufgefiihrt. Dies ist aber auch alles mit diesem Giitemalf$
darstellbar.
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Seperationsprinzip

Das wesentliche Ergebnis, welches in [MepitcH, 1969, S. 356] zitiert wird, ist das Seperationsprinzip.
Dieses besagt, dass sich die optimale Reglerstruktur, unter den oben gegebenen Voraussetzungen, aus
dem am deterministischen System ausgelegten Zustandsregler sowie dem optimalen Filter zusammen-
setzt, wie in Abbildung 5.9a schematisch dargestellt ist. Damit konnen beide Teile unabhéngig vonein-
ander bestimmt werden.

Wi
Vie . Uy X
Uy Yk Vi Strecke
Strecke '
Regler Filter —K;

(@) Gesamtstruktur (Schematische Darstel- (b) Deterministisches Sys-

lung) tem

(an [MEpITCH, 1969, S. 324] angelehnt) (nach [MepiTcH, 1969,

S. 330D

Abbildung 5.9: Zur Linear Stochastic Control

Die Bestimmung der optimalen Zustandsriickfithrung K erfolgt dabei am deterministischen System, wie
in Abbildung 5.9b dargestellt. D. h. die Riickfiihrung

. = —Kixg
wird am System
X1 = ArX + Bruy

beziiglich der Giitefunktion (5.11) ausgelegt. Dabei ergibt sich bei einem festen Endzeitpunkt N eine
zeitvariante Reglerverstirkung K, die riickwérts bei k = N — 1 beginnend bestimmt wird. Dieses K
kann mit Hilfe der Gleichungen

-1
Ki = — (BiWy 1B +Ry) - B{Wi A (5.12)
Wi =AW 1A + AW, BlK + Q (5.13)
rekursiv berechnet werden, wobei die Anfangsbedingung Wy, = Qy verwendet wird. [MepiTcH, 1969, S.
341]

Fiir das optimale Filter ergibt sich (unabhéngig von der Riickfithrung K;) ein Kalman-Filter mit der zeit-
varianten Korrekturmatrix L. Diese kann dabei wie in [MEepitcH, 1969, S. 156ff] beschrieben bestimmt
werden.

Die Kombination des optimalen Reglers und des optimalen Filters erfolgt dann so, dass die Riickfithrung
iiber den Schitzwert X, des Filters geschlossen wird, d. h. u, = K. X;.

Weitere Verfahren

Minimum Mean-Squared-Error

Ein Nachteil des bisher vorgestellten Verfahrens ist, dass die Riickfiihrmatrix riickwarts von einem End-
zeitpunkt aus bestimmt wird.
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In [MebpiTcH, 1968] wird ebenfalls fiir Zustandsraummodelle ein Verfahren vorgestellt, bei dem vor-
warts in jedem Schritt der Mean-Squared-Error minimiert wird. Allerdings wird dabei die Voraussetzung
gemacht, dass der Anfangswert normalverteilt ist und den Mittelwert Null hat. Damit haben bei der be-
trachteten Systemklasse auch alle folgenden Zustdnde den Mittelwert bzw. Erwartungswert Null, womit
der Mean-Squared-Error in die Varianz {ibergeht. Wie im Anschluss noch diskutiert wird, ist die Vari-
anz (alleine) aber kein geeignetes Giitekriterium fiir den vorliegenden Fall. Jedoch wird die Idee der
Minimierung des (richtigen) MSE spéter wieder aufgenommen werden.

Minimal Variance Control

Bisher wurden Verfahren betrachtet, die sich auf Zustandsraummodelle anwenden lassen. Es existieren
aber auch Verfahren, die zur Reglersynthese anhand der Differenzengleichung angewendet werden kon-
nen, so z.B. das in [ASTROM, 1970, S. 172ff] vorgestellte ,Minimum Variance Control“. Dieses wird mit
Erweiterungen, insbesondere der Behandlung von konstanten Stérungen und von Null verschiedenen
Sollgroflen, auch in [IsermaNN, 1991, S. 13] besprochen.

Bei der Annahme eines weillen Rauschens, das auf den Systemausgang wirkt, wird jeder Minimum
Variance Regler Null. D. h. bei weifsem Rauschen kann kein Regler die Varianz der Ausgangsgrol3e redu-
zieren. [ISERMANN, 1989, S. 19]

Ubertragung stochastischer Eigenschaften bei linearen Systemen

Wahrend in diesem Abschnitt bisher Verfahren zur optimalen Regelung von stochastischen Systemen
vorgestellt wurden, wird zuletzt noch die Ubertragung stochastischer Eigenschaften bei linearen Syste-
men betrachtet. D. h. es wird die Fragestellung betrachtet, wie sich der Mittelwert und die Varianz einer
Eingangs- oder StorgroRe auf die Zustinde oder den Ausgang eines Systems iibertragt. Dabei wird dem
Vorgehen aus [BrammER und SirrLING, 1975, S. 220ff] gefolgt. Auf diese Ergebnisse wird spater wieder
zuriickgegriffen werden.

Es wird ein zeitvariantes, diskretes Zustandsraummodell (A, By, C;, D;) betrachtet. Die Eingangsgrole
u; ist durch einen, zunéchst allgemeinen, Zufallsprozess gegeben, dessen Mittelwerte u,(k) = E{u.},
und Kovarianzmatrizen C,,(k, m) = E{(u; — u,(k)) - (u,, — u,(m))'}, bekannt seien.

Mittelwerte

Beziiglich der Mittelwerte verhélt sich das System genauso wie gegeniiber deterministischen Signalen,
d.h.

Hx(k +1) = Ay - puy(k) + By - py (k)
uy(k) = C - uy(k) + Dy - py(k) -
[BRamMER und SIFFLING, 1975, S. 220, 224]

Kovarianzen
Fiir die Kovarianzmatrizen der Ein- und Ausgangsgrof3e gilt allgemein
Caxl(k +1) = Ay - C(k) - A + Ay - Cyy (k) - B + By - Cy (k) - A] 4 By - Cyy (k) - B}
Cyy(k) = Cy + Cx(k) - € + Ci - Cyy(k) - Dy + Dy - Cu (k) - G + Dy~ Gy (K) - Dy,

[BramMER und SIFFLING, 1975, S. 223f]. Zur Berechnung sind neben der Matrix C,,(k) des vorangehen-
den Schritts auch die Kenntnis der Kovarianzmatrizen C,,(k) und C,,(k) nétig.” Wird der Eingang von

7 Cu(k)=CL(R)
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aufden vorgegeben und nicht (teilweise) iiber eine Regelung bestimmt, so hingt C,, (k) nur von den sto-
chastischen Eigenschaften des Eingangsprozesses {u,}, ab. Wird eine Regelung unter Storeinfluss {n;},
betrachtet, so kénnte C,,(k) in Abhéngigkeit von Cy(k) oder Cyy(k) und C,,(k) angegeben werden.
Allerdings ist es in diesem Fall einfacher, zunachst die Zustandsraumdarstellung des geregelten Systems
aufzustellen und dann die hier aufgefiihrten Gleichungen fiir dieses neue System mit dem Eingang n(k)
anzuwenden.

Cyu(k + 1) kann tiber
Coulk +1)=A; - Cpy(k, k+1)+ By - Cyulk, k+1)

bestimmt werden, wobei dazu C,,(k, k + 1) und C,,(k, k + 1) bekannt sein miissen. Dabei ergibt sich
Cuu(k, k + 1) wieder aus dem Eingangsprozess {u,},. Ist dieser unkorreliert und mittelwertfrei, so gilt
Coulk, k+1)=08

Die Matrix C,,(k, k + 1) ist ebenfalls identisch Null, wenn {x;}, und {u;,,}, unkorreliert sind. Dies
ist sicher der Fall, sofern u; von aul’en vorgegeben wird. Aufgrund der Kausalitdt kann der Wert u;,
keinen Einfluss auf x; besitzen. Andersherum beeinflusst x auch nicht u, wenn u von aul3en vorgeben
wird. (Falls u {iber einen Regler aus x bestimmt wird, dann gilt dies nicht!)

Unter der Annahme, dass der Eingangsprozess unkorreliert ist und nicht vom Systemzustand abhéngt,
vereinfachen sich die Gleichungen fiir die Kovarianzmatrizen demnach zu

Cax(k+1) =A; - Ci(k) - Al + By - Cyy(k) - B}
Cyy(k) = Cp - Coi (k) - C{ + Dy - Cyy(k) - D} .

[BRaMMER und SIFFLING, 1975, S. 223]

5.2.2 Anwendung

Stochastic Optimal Linear Control

Um das Vorgehen nach Abschnitt 5.2.1 anwenden zu konnen, muss das System in Zustandsform vorlie-
gen. Aufgrund der Anforderungen an den geschlossenen Regelkreis ist auch ein I-Anteil notig. Ausgangs-
punkt ist der in Abbildung 5.10a dargestellte Regelkreis, der mit einem PI-Regler geschlossen wurde.
Der P-Anteil ist dabei n6tig, um das System, [HoLzHUTER, 2009, S. 9f] folgend, in die in Abbildung 5.10b
gezeigte Form bringen zu konnen.

Aus Abbildung 5.10b konnen die Gleichungen

xu,k _ UO + Avk
Xk Xpp—1— 01 Xy -1 — Bos — Ny x—1+ Yson

Xk 0 0] [xyr-1 1} [1} [0] [ 0 ]
= ’ + Avy + Uy — MNyr—1+
|:xl,ki| [_91 1} |:x1,k—1:| [0 10T 1] YR T | =605+ Yson

abgelesen werden.

bzw.

8 E{uku;fﬂ}r — p.u(k)uz(k +1) = E{wl},- E{uzﬂ}r — uu(k)uz(k + 1) = 0, die Unkorreliertheit ist Voraussetzung fiir das
Tauschen des Erwartungswertes und der Multiplikation.
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(b) Regelkreis mit PI-Regler in Form einer Zustandsregelung geschrieben

Abbildung 5.10: Blockschaltbilder der mit einem PI-Regler geregelten Strecke

Das Separationsprinzip besagt, dass n ;_; bei der Bestimmung der Riickfiihrung K* weggelassen werden
kann, da die Reglerauslegung am deterministischen System geschieht. Wird ny;_, als Systemrauschen
aufgefasst, so muss dieses weiter gar nicht mehr beriicksichtigt werden. Die Optimalitdt der Losung bleibt
dabei erhalten.

Fiir U, ergibt sich aus der Linearisierung des affinen Systems um den Arbeitspunkt y = y,,; der Wert
Uy = %. Damit heben sich aber auch gerade die weiteren , Eingdnge“ in Abbildung 5.10a bzw. 5.10b
auf.

Damit erhélt man das linearisierte System

Fiir dieses System kann ein statischer Zustandsregler Av, = Kx;._;, wobei K hier einem liegenden Vektor
K = k' entspricht, entworfen werden, aus dem die Verstirkungen des PI-Reglers abgelesen werden
konnen:

K [kp/el] |
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Da der zweite Zustand den Reglerzustand darstellt, wiirde dieser im Giitefunktional idealerweise nicht
berticksichtigt werden. Denn die Energie, die der Regler bendtigt, spielt fiir diese Anwendung keine
Rolle’, so dass einzig der Verlauf der ersten Zustandsgrofe relevant ist. Wahlt man aber entsprechend

Q, = [qg 8] (5.14)

und, aufgrund gleicher Argumentation, auch R;_; = 0, so erhdlt man aus Gl. (5.12) und (5.13) dass K;, =
0 (und W, = diag([Z;V:k gx 0])) ist. Der I-Anteil wird damit nicht zuriickgefithrt und der geschlossene
Regelkreis wiirde damit noch den offenen Integrierer enthalten. (Vgl. dazu auch [Lunzg, 2008, S. 290f]
beziiglich der Anforderungen an die Wahl der Gewichtungsmatrix Q.)

Um dies zu vermeiden, konnte Q; = diag([qy q;x]) gewéhlt werden. Je gro3er dabei gy ;. ist, umso stérker
wiirde der I-Anteil zuriickgefithrt werden. Damit ist der Regler jedoch nur optimal beziiglich der neuen,
im Sinne des eigentlichen Ziels verfalschter Gewichtsmatrix Q; = diag([q qix])-*°

Interpretation

Mit dem Regler K, = 0, der sich bei der Gewichtsmatrix (5.14) ergibt, wird nicht nur der I-Anteil, sondern
auch der P-Anteil nicht zuriickgefiihrt. Laut dieser Reglerauslegung wird das Optimum demnach erreicht,
wenn der Regelkreis gar nicht geschlossen wird.

Wenn U, nicht so gewéhlt wird, dass es iiber 0, die Grof3en 6,5 und y,,; kompensiert, die Vorsteuerung
also nicht exakt ist, so bleibt bei 6,5 und y,,; noch ein ,Eingang“ als Stérung bestehen. D. h. es handelt
sich nicht um eine Anfangsstorung eines Systemzustandes, sondern um eine konstante externe Storung.
Auf diese wird der Regler nach dem beschriebenen Verfahren aber nicht ausgelegt.

Bei idealer Kenntnis der Strecke wire es fiir das Fithrungsverhalten natiirlich das Beste, iiberhaupt keinen
Regler zu verwenden, sondern den benétigten Eingang einfach vorzusteuern. Und genau das sagt das
Ergebnis des Reglerentwurfs aus.

Minimum Variance Control

Bei der Reglerauslegung nach dem Verfahren der Minimum Variance Control erhdlt man ein gleiches
Ergebnis, ndmlich dass der Regler Null ist, wenn auch aus anderen Griinden. Beim Stochastic Linear
Control ist der deterministische Teil des Reglers Null geworden, wéihrend hier das Ergebnis ist, dass die
Varianz dann minimal ist, wenn der Regelkreis nicht geschlossen wird [IsERMANN, 1991, S. 19]. Dies wird
spater auch nochmal gezeigt werden, so dass hier auf die Beschreibung der Berechnung verzichtet wird.

5.2.3 Fazit

Der hier zu entwerfende Regler benotigt einen I-Anteil, was bei dem Entwurf eines Zustandsreglers
beriicksichtigt werden muss.

Wenn linearisiert wird, so ist der Regler fiir dieses System unbedingt auch auf das Storverhalten aus-
zulegen, da ein Fehler bei der Bestimmung des Arbeitspunktes fiir diese Anwendung die wesentliche
Fehlerursache ist, in der sich die Storungen widerspiegeln. Alternativ kann der Reglerentwurf direkt am
nicht-linearen System durchgefiihrt werden.

?  Die StellgroRe ist am realen Systemen zwar beschriinkt, aber alle gewiinschten Ausgangswerte sollten mit einer zuléssi-

gen Stellgrol3e erreichbar sein.

Der sich ergebende Regler ist dariiber hinaus zeitvariant, so dass vor der Regelung der betrachtete Zeithorizont bekannt
sein muss. Aufgrund der wenigen Regelschritte wére diese Zeitvarianz zu beriicksichtigen und es wére nicht sinnvoll mit
N — oo eine konstante Riickfithrmatrix zu erhalten.

10
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Die Varianz als (alleiniges) Optimierungskriterium zu nehmen, ist bei diesem System nicht zielfiihrend.
Dies ist nur sinnvoll, wenn sichergestellt ist, dass der Mittelwert gleich Null ist. Die Varianz wiirde bei
diesem System ansonsten immer minimal sein, wenn der Regelkreis nicht geschlossen wird.

Wie die spéatere Diskussion zeigen wird, ist der Ansatz der Minimierung des MSE aber durchaus sinn-
voll. Allerdings ist dabei der Mittelwert {x;}, nicht als Null anzunehmen, wie in den Ansitzen von
[ASTR(")M, 1970] und [MepitcH, 1968].

Weiteres Vorgehen

Im Folgenden wird zunédchst wieder der in Kapitel 3 beschriebene I-Regler betrachtet. Dabei wird als
erstes untersucht, in welchem Bereich eine konstante Reglerverstirkung liegen darf, um die in Ab-
schnitt 5.1.1 formulierten Anforderungen zu erfiillen. Daraufhin werden die Verteilungseigenschaften
der stochastischen Ausgangsgrofse des geschlossenen Regelkreises betrachtet. Um den MSE zu minimie-
ren, werden verschiedene Variationen des I-Reglers untersucht und besprochen.

5.3 Entwurf anhand der Regelziele beziiglich des Erreichens des OK-Bereichs

In Abschnitt 5.1.1 wurden die Anforderungen an den Regler vorgestellt. In diesem Abschnitt wird der
I-Regler aus Kapitel 3 betrachtet und bestimmt, in welchem Bereich eine konstante Reglerverstarkung
liegen darf, um diese Anforderungen noch zu erfiillen. Es wird dabei die Anfangsabweichung ¢; als
gegeben vorausgesetzt.

In diesem Abschnitt werden die Zusammenhénge
=€ —m
&=[1-a) e +an; —ny

&=0—-a) e +1—a) n;+an, —n,

verwendet, die sich aus der Anwendung der Gleichungen (4.17) und (4.18) ergeben.

Maximales Uberschwingen

Die Menge der a, die fiir ein bestimmtes ¢, die Bedingung (5.3) erfiillen, wird mit .e/y5(¢;) bezeichnet!?,

o, (8 ) S ‘ P({gz};o > _'{“;‘1}'1?J ' rOS,max) 2 Pmin fur 51 " Tos,max = €0K
os\¢e1J) — ~ .
P({SZ};O > _SOK) 2 Pmin sonst

Um diese zu berechnen, wird P({£,}2° > —{&1};" - rog max) ZU P({€2} + {€1} - 1og max > 0) umgestellt.
Kiirzt man die linke Seite der Ungleichung mit O ab, so erhdlt man

O =&, + &1 " 05 max
= (1 —a+ rOS,max) €+ (a - rOS,max) ‘ny—ng > 0.
Damit konnen fiir {O}, einfach Erwartungswert und Varianz angegeben werden, E{O}, = (1—a+7gg may)-

¢ und Var{O}, = (& — rog max)* + 1.

Zur Berechnung muss noch die Bedingung &; - ros max > €ox diskutiert werden. Da diese von {£;}, und
nicht ¢; abhéngt, kann nicht a priori entschieden werden, welche der beiden Moéglichkeiten zu wahlen

11 & hingt von ¢; ab, und &, hingt von &; und a ab, was der Ubersichtlichkeit halber hier nicht explizit angegeben ist.
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ist. Jedoch kann diese Bedingung auch so interpretiert werden, dass gerade die zu nehmen ist, bei der
die Wahrscheinlichkeit der Erfiillung hoher ist.!?

Damit ergibt sich die gesuchte Menge iiber

Hos = Fos,1 U Fos 2

Hos1 =1 | P({0} > 0) = pin} und Hoso =1 | P({&,}° > —€0ox) = Prnin} -

In dem interessierenden Intervall a € (0, 2) ist dies immer ein zusammenhéngendes, nach unten unbe-
schranktes Gebiet, so dass dieses durch ein Maximum beschrieben werden kann,

amax,OS(Sl) = max "QfOS(gl) . (5-15)

Letztlich berechnet werden die Grenzen durch eine numerische Suche der Nullstellen der Funktionen

fOSl(a) =1- F{O}r(o) — Pmin und
fos2(@) =1 —Fs,3 (—€0k) — Prmin -

Die Nullstellen entsprechen den a, fiir die die Bedingung mit genau p,;, erfiillt wird.

Minimal geforderte Verbesserung

Ausgehend von der durch die Bedingung (5.4) definierten Menge

Ao(e) =1 a ‘ P({&:}” < {&1}¢  Tusmin) = Pmin  fUT &1 Tus min > €0k
usté1) = .

P({EZ}?} < 8OK) > Pmin sonst
erhélt man durch eine analoge Vorgehensweise und der Abkiirzung

U=£,— & Tysmin

=1 —a—rysmin) - €1+ (@ + rysmin) - 11 — Nz
die gesuchte Menge

Ay = Ays1 U Hys 2

ys1 =1a | PUL’ <0) = pyin} und s ={a | P({&:} < €ox) = Pmin} -
In diesem Fall ist .¢f;; nach oben unbeschrankt, und es gilt daher fiir die Grenze

Qminus(€1) = min eg(e;) , (5.16)
die wieder durch eine Nullstellensuche der Funktionen

fusi(a) = F{U}r(o) — Pmin und fusa(@) = F{éz}r(goK) — Pmin

berechnet wird.

12 p({£,}* > a) > P({£,}* > b) wenn a < b.
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Maximal zuldssige Regelabweichung nach dem k-ten Schritt

Die Bedingung (5.5) wird hier fiir die ersten beiden Regelschritte, also k = 2 und k = 3 betrachtet,

Ho(e1) = {a | PIU{E}C] < Emaxia) = Prvin} »

Hia(e1) = {0 | PO{E3}°] < Emaxia) = Prnin} -
Mit den Eigenschaften der Verteilung fiir {£,}, und {&;},, E{&,}, = (1 — a)-&; und Var{é,}, = a®+1 bzw.
E{&;}, = (1 — a)? &, und Var{&}, = (1 — a)* + a® + 1 kénnen die Mengen bestimmt werden.

In diesen Fillen ist das zuldssige Gebiet fiir a ein zusammenhingendes Intervall, sofern iiberhaupt fiir
ein gegebenes ¢; ein zuldssiges a existiert, und kann daher mit zwei Grenzen

amax,kz(gl) = max ~‘27k2(31) und (517)

Omin k2(€1) = min ., (&) (5.18)
bzw.

Amaxk3(€1) = Max .#s(e;)  und (5.19)

A pmink3(£1) = min .#3(e1) , (5.20)

beschrieben werden, welche wieder durch die Nullstellen der Funktion

ka = F{éz}r(gmax,kZ) - F{éz}r(_gmax,k2) ~ Pmin

(fiir k = 3 entsprechend) gegeben sind.

Gemeinsame Betrachtung aller Bedingungen

Mit den Bedingungen (5.15), (5.17) und (5.19) ist a nach oben begrenzt. Maf3geblich ist dabei der
kleinste dieser drei Werte. Entsprechend ist @ nach unten durch den Maximalwert von (5.16), (5.18)
und (5.20) festgelegt. Somit erhélt man

amax(el) = min{amax,OS(Sl)’ amax,kZ(gl): amax,kB(gl)} (521)

und
amin(‘gl) = max{amin,US(gl): amin,kz(gl)) amin,kS(El)} . (5-22)

Dadurch ist ein Intervall [a;,(€1), ana.c(€1)] gegeben, in dem das tatséchliche a liegen muss, um alle
Bedingungen zu erfiillen. In Abbildung 5.11, die im Folgenden besprochen wird, sind die Flachen, die
den sich damit ergebenden moglichen Bereichen entsprechen, hervorgehoben.

Diskussion

In Abbildung 5.11 sind die sich ergebenden Grenzen fiir a fiir verschiedene Parameter dargestellt. Dabei
ist immer 7o may = 0, Tus.min = 0,5, Emax ko = 260k UNd €,y 13 = Eok gefordert. Variiert ist die Breite eqy
des OK-Bereichs und p;,.

In Abbildung 5.11a ist ein OK-Bereich von eox = 3 und p,;, = 95 % gefordert.

Zunichst fallt auf, dass die Breite des zuldssigen Bereichs [a,;,(€1), Qmax(€1)] stark von dem Anfangs-
wert ¢, abhédngt. Die obere Grenze fiir @ wird — abgesehen im Bereich kleiner £; — von der Forde-
rung dominiert, dass kein Uberschwingen auftreten soll. Die untere Grenze wird fiir kleinere &, von der
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Abbildung 5.11: Grenzen fiir a in Abhangigkeit von ¢; und verschiedene Forderungen
rOS,max = O' rUS,min = 015' gmax,kz = 2‘(':OK' gmax,kB = €ox
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Forderung einer minimalen Verbesserung von 50% und fiir gréRere £, von den Forderungen maximal
zuldssiger Regelabweichungen bei k = 2 und k = 3 dominiert.

Das Intervall fiir a, das bis £; = 40 alle Forderungen erfillt, ist [0,91, 1,02].

Ein OK-Bereich von o = 3 ist schon sehr knapp gewdhlt, was sich in Abbildung 5.11b zeigt. Dort ist p,;,
auf 97,5 % erhoht. Es zeigt sich, dass die Forderung, dass nach k = 3 der OK-Bereich erreicht sein soll,
nur flir &; < 10 erfiillbar ist. Dabei miisste a aber so gering gewahlt werden, dass damit die Bedingung
der minimalen Verbesserung meistens nicht mehr erfiillbar ist.

Berticksichtigt man, dass die Standardabweichung nach dem zweiten Regelschritt (k = 3) o3 =

\/ (1 —a)®>+ a?+1 betragt, so lisst sich der geringe zuldssige Bereich erkldren. Fiir a = 1 ergibt
sich 03 = +/2, und damit entspricht der OK-Bereich von £3 ungefihr dem +20-Bereich der sich ein-
stellenden Normalverteilung. Im £20-Bereich um den Mittelwert einer Normalverteilung liegen jedoch
nur 95,5% aller Werte, so dass damit auch im Idealfall (E{é5}, = 0) die Bedingung mit p;, = 97,5%

nicht erfiillt werden kann. Das minimale o4 stellt sich bei a = 0,5 ein und betrédgt 1/ 1,5 ~ 1,2, womit
man sich in einem +2,50-Bereich befindet, in dem schon knapp 99 % aller Werte liegen.

Eine weitere Erhohung von p,;, macht damit keinen Sinn, wenn nicht gleichzeitig der zuldssige OK-
Bereich vergrof3ert wird.

In Abbildung 5.11c ist p;, weiter auf 99 % erhoht, dafiir aber auch eqy auf fiinf gesetzt. Es zeigt sich,
dass damit der mogliche Bereich, in dem a liegen kann, deutlich gro3er wird. Fordert man a unabhingig
von &, so ergibt sich das Intervall a € [0,83, 1,04].

Unsicherheiten

Im Allgemeinen wird die tatsdchliche Streckenverstarkung 6; nicht exakt bekannt sein, so dass der Reg-
lerparameter k; entsprechen auch nicht exakt so gewahlt werden kann, dass sich ein bestimmtes a ergibt.
Die relative Abweichung des angenommenen Wertes 6; wird mit kg bezeichnet, d. h.

0, =6, Kq.
Damit gilt
a=kb,=a kg
fiir den Zusammenhang zwischen dem gewahlten @ und dem tatsachlich im System wirkenden a. Aus

[0 !
—=ac I:amim amax]
Ko

folgt damit

! a a
Kg € , .
Amax  %min

Wenn es gleich wahrscheinlich ist, dass man das tatsdchliche 6, iiber- wie unterschétzt, dann ist es fiir
eine moglichst gute Robustheit am giinstigsten, fiir @ den Mittelwert zu wéhlen, d. h.

Qmin + Qmax

2

zu withlen.!® Damit ergibt sich, dass

|1 i 1 (o
Keé[—'( mm+1),—-( = +1ﬂ
2 Qmax 2 Qmin

Streng genommen ist damit der zulissige Bereich, in dem 6, um 6, liegen darf, nicht ganz symmetrisch beziiglich 6.
Aber dies spielt keine grof3ere Rolle.

a=

13
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sein muss.

In Tabelle 5.2 sind die zulédssigen Bereiche fiir kg fiir zwei verschiedene Forderungen angegeben und
damit der zuldssige Fehler, den der Schatzwert 6, haben darf, angegeben.

Tabelle 5.2: Bereich zuladssiger Werte fir a und kg

Forderung Zul. Bereich a a Zul. Bereich kg Zul. Fehler von 6,

Pmin = 95%, €o0x = 3 (Abb. 5.11a)  [0,91,1,02] 0,965 [0,946, 1,060] ~ £5,7%

Pmin = 99%, €0k =5 (Abb. 5.11¢)  [0,83,1,04] 0,935 [0,899,1,127] ~ +11,4%
Fazit

Es lasst sich feststellen, dass der Bereich der zuldssigen Werte fiir @ von der Anfangsabweichung ¢,
abhéngt. Zwar kann &; nicht gemessen werden, sondern nur &, jedoch enthélt auch letzteres eine In-
formation iiber das (ungefidhre) €,. Dies kann bei der Reglerauslegung beriicksichtigt werden, indem die
Reglerverstarkung von € abhédngig gemacht wird. Darauf wird spater nochmals eingegangen.

Des Weiteren wurde dargelegt, dass die Breite des OK-Bereichs und die Forderung an p,;, sinnvoll auf-
einander abgestimmt sein miissen.

5.4 Entwurf durch Minimierung des Mean-Squared-Errors

Im vorherigen Abschnitt wurde beschrieben, wie aus den gegebenen Anforderungen fiir a ein zuldssiger
Bereich abgeleitet werden kann. Solange der Bereich eine gewisse Breite hat, besteht damit noch ein
Freiheitsgrad in der Wahl von a. Zudem muss a auch nicht unbedingt konstant gewahlt werden, was
weitere Freiheitsgrade ergibt.

Zunéachst werden in diesem Abschnitt die Verteilungseigenschaften der Zufallsgroflen {e,}, und {&},
bei Regelung mit einem konstanten a untersucht. Darauf aufbauend wird begriindet, dass der Mean-
Squared-Error ein geeignetes Giitekriterium ist, die Freiheitsgrade im Regler festzulegen.

Danach wird die Wahl des Parameters a beim konstanten I-Regler anhand der Minimierung des MSE
besprochen. Daraufhin werden noch weitere Varianten des I-Reglers untersucht.

5.4.1 I-Regler mit konstanter Verstarkung k; — Analyse der Verteilungseigenschaften

Explizite Zeitl6sung

Gesucht ist die explizite Losung 7, des geregelten Systems mit dem Anfangswert 71); unter Storeinfluss,
d. h. eine Darstellung in der Form

Nk = T)k(nl’ ng, ny, ..., nk—l) .
Ausgangspunkt dazu ist die Gleichung (4.12), wobei hier ein konstantes a;, = @ angenommen wird,
Ne=Q—a)ne1+a- (Neon — 1) -

Daraus ergibt sich (siehe z. B. [Lunzg, 2008, S. 445])

k=1 k—1
e =(1-a) 17)1+Z(1—a)k f 1a‘nsoll—2(1—a)k “lang .
K'=1 k=1
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In dieser Gleichung beschreibt der erste Summand das Eigenverhalten und die beiden Faltungssummen
den Einfluss des ,,Eingangs“ Sollgrof3e und des Storeingangs.

Wird angenommen, dass die Sollgrof3e konstant ist, vereinfacht sich die entsprechende Faltungssumme

Zul®
k—1 k=2 k-1
o / 1- (]- - (X) —
Nson @ Z(l — ) = ga Z(l —a) = nga- B (1= a) g »
k'=1 k’=0
und damit lautet die Gleichung fiir 1, in diesem Fall
k=1 )
Me=—(1 =) (Mgon = M) + Mot — Z(l —a) " any. (5.23)

kK'=1

Verteilungseigenschaften

Da, wie in Abschnitt 4.5 dargelegt wurde, die Zufallsvariablen {n,}, (bzw. {¢;},) und {n;}, unabhéngig
sind, ist {n;|n;}, = {n;},, und es gilt

k-1

{3 = =1 = @) (Mg = 1M1) + Mgon = 2(1 — )l g 3e (5.24)
k'=1

Fiir die gemessene Ausgangsgrofde 7, ergibt sich

{3 = {midy + ey (5.25)

Dabei ist hervorzuheben, dass in der Gleichung fiir 1, nur Rauschwerte bis n,_; auftreten, so dass {n;},
nicht mit {7}, korreliert ist.

Mit {n;}, ~ N(O, 1) folgt damit aus Gl. (5.24) der Erwartungswert

k—1
E{nk}r = _(1 - a)k_l : (nsoll - 7)1) + MNsoll — Z(l - a)k_k _la : E{ni}r
K'=1
= _(1 - a)k_l : (T’soll - Th) + MNsoll - (526)
sowie weiter aus Gl. (5.25) der Erwartungswert
E{f}; = E{nil: .
Fiir die Varianz erhilt man aus Gl. (5.24)
k-1 ) k—1 k1 k—2 y
varfnd = 3 (1- ¥ a) =a?- 3 (1-a?) T =a? Y (A -aP)
K'=1 K'=1 K'=0
und daraus durch weitere Umformungen
k-1
k=2 / 1-((1-)?) 1—(1—a)*2
_ 2. PRV _ .
Var{ni}, =a*- Y ((1-0)?) =a —a—ar S (5.27)

k’=0
Fiir die Varianz von {7}, folgt aus Gl. (5.25), dass diese immer um eins hoher ist als Var{n;},,

Var{ﬁk}r = Var{nk}r +1.

14 Dabei wird von der Losung der endlichen harmonischen Reihe Gebrauch gemacht, siehe z. B. [MErzIGER et al., 2001]. Es
kann davon ausgegangen werden, dass a > 0 und damit die Bedingung 1 — a # 1 erfiillt ist.
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Sonderfillea=1und a=0

Vor der weiteren Diskussion werden die Sonderfille @ = 1 und a = 0 betrachtet. Bei a = 1, d. h. der aus
deterministischer Sicht optimalen Regelung k; = 9%’ ergibt sich

Var{n,}, =1
bzw.
Var{'f’k}r =2.

Diese Werte hingen nicht mehr von k ab, dndern sich also nicht iiber die Zeit. Die Erwartungswerte
fir {nen — Ne}r und {Neon — 7}, sind Null. D. h. bei der deterministisch optimalen Regelung wird das
Messrauschen am gemessenen Systemausgang 7j, mit dem Faktor /2 verstérkt.

Bei a = 0, also keiner Regelung, ergibt sich
Var{n,},=0

und
Var{n,},=1.

Der wahre Wert 7, schwankt damit gar nicht mehr und am Ausgang ist gerade das Rauschen n; zu sehen.
Dieser Fall stellt auch die minimale Varianz dar, aber ist natiirlich unbrauchbar, da die Regelabweichung
im Mittel nicht abgebaut Wird; E{nsoll - nk}r = E{T)soll - 77)k}'r = Mson — M-

Grenzwert

Fiir andere Werte als 0 und 1 fiir a ist die Varianz nicht mehr unabhingig von k, konvergiert aber gegen
einen von a abhangigen Grenzwert. Dieser lautet

k—2 1

. TR NkK 5 a
lim Var{n}, = o’ - lim kZ_;((l—a)) =a

1-(1-a? 2-a

(5.28)

bzw.

lim Var{#, }. = 1+ —

fim Vertly =1+ 3=
und ist in Abbildung 5.12a iiber a dargestellt. In Abbildung 5.12b ist die Standardabweichung, also die
Wurzel der Varianz gezeigt.

Fiir a — 2 geht der Grenzwert gegen Unendlich, da ab a = 2 der Regelkreis instabil ist, und damit alle
durch das Rauschen auftretenden Stérungen mit der Zeit unendlich verstarkt werden.

5.4.2 Wahl des MSE als Gutekriterium

In Abschnitt 5.1.2 wurde der Zusammenhang zwischen dem festgelegten Toleranzbereich £, und den
Forderungen an qgg ,o,, SOWie der daraus resultierenden maximal zuléssigen Varianz Var{e,  }, dargelegt.

Die Grenzen in Abbildung 5.8b auf Seite 49 ergeben sich dadurch, dass E{e  }, = 0 angenommen
wurde. (Bei einer grofderen mittleren Abweichung wiirde auch eine Varianz von Null nicht viel helfen,
die Regelziele zu erreichen.) In Abbildung 5.7 ist der Zusammenhang zwischen pgg ., €ox und der
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Abbildung 5.12: Varianz und Standardabweichung fiir k — oo

maximal zuldssigen Abweichung gy, [ma.x dargestellt. Daraus kann man ablesen, wie eine niedrigere
maximale Abweichung |y, |max die Regelgiite verbessert.

In |&x, Imax flieBen sowohl die Varianz als auch der Mittelwert von {g; }, ein. Daher ist es sinnvoll, den
Mean-Squared-Error

MSE{e,}, = (E{er},)” + Var{e,},

als Giitekriterium zur Reglerauslegung heranzuziehen.

Es wird im weiteren Abschnitt wie folgt vorgegangen. Zunéchst wird ein I-Regler mit konstanter Ver-
starkung k; bzw. a betrachtet und abgeleitet, welcher konstante Wert fiir @ optimal im Sinne des MSE
waére.

Danach wird ein I-Regler mit variablen a;, sowie die Erweiterung des Regelkreises bzw. des Reglers mit
einem Filter untersucht. Als letzte Variante wird ein I-Regler mit einem von der gemessenen Regelabwei-
chung abhéngigen a(é;) behandelt.

Zuletzt werden die in Tabelle 5.1 auf Seite 50 aufgefiihrten Groflen durch numerische Simulationen
bestimmt und anhand dieser die verschiedenen Regler abschlieend verglichen. Dabei wird sich die
Wahl des MSE von {g;_}, als Giitekriterium auch nochmals rechtfertigen.

5.4.3 |-Regler mit konstanter Verstarkung k; - Bestimmung der optimalen Verstarkung

Wie im letzten Abschnitt besprochen, ist es nicht sinnvoll, den Reglerparameter so zu optimieren, dass
die Varianz des tatsachlichen oder des gemessenen Rauschens minimal wird.

Ein Maf3, welches die mittlere Abweichung zu einem (beliebigen) Punkt bewertet, ist der Mean-Squared-
Error, MSE. Fiir die Regelabweichung 7y, — 1, lautet dieser hier mit Gl. (5.26) und (5.27)

2
MSE{nsoll - nk}r = (E{nsoll - nk}r) +Var{nk}r

1-(1—a)**
=1 - a7 (Non —m)* +a- (2 — a) : (5.29)
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Fiir ng — M ist der Wert immer um 1 hoher, MSE{n; — 7ix}; = MSE{n¢; — Ni}; + 1. Damit gilt
arg min MSE{nn — 7}, = arg min MSE{n.n — ik
und

min MSE{n.,; — 7}, = 0I<nai£12 MSE{nsn — N} + 1.

0<a<2
Daher reicht es aus, das Minimum von MSE{n.; — 1}, zu betrachten.
In Gl. (5.29) wird dazu noch 7, — n; durch €, ersetzt, womit man mit

1—(1—a)?*

MSE{T)SOH - nk}r = (1 - a)Zk—Z : 5% +a 5o

eine Darstellung erhalt, die nur noch von den bekannten Abkiirzungen a und &; sowie der Anzahl der
Schritte k abhéngt.

Das optimale a héngt damit auch von &; und k ab und wird als

aopt(glz k) = arg ag[lénz) MSE{nsoll - nk}r

bezeichnet.
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(a) Optimales a (b) Wert bei a = d,,

Abbildung 5.13: Optimales a in Abhangigkeit von &; und verschiedenen Werten fir k

In Abbildung 5.13a sind die optimalen Werte fiir @ und in Abbildung 5.13b die sich damit ergebenden
optimalen Werte des MSE angegeben. Den Graphen sind zwei wesentliche Punkte zu entnehmen. Zum
einen ist bei kleinen &,, also bei kleinen Anfangsabweichungen, die Wahl eines geringeren Wertes fiir a
sinnvoll, wiahrend bei grolleren Abweichungen der optimale Wert fiir a gegen eins geht. Zum anderen
héngt a auch von der Wahl des ,Zeitpunktes® k ab, an dem das Optimum betrachtet wird. Je spater dies
der Fall ist, desto kleiner ist @ zu wéhlen. Dies liegt darin begriindet, dass bei den spateren Regelschritten
die Varianz aufgrund eines hohen a dominiert.

In Abbildung 5.14 ist der Verlauf des MSE {iiber a fiir verschiedene Zeitpunkte aufgetragen. Dabei sind
auch die Werte von a markiert, die fiir die dargestellten ,,Zeiten“ k optimal sind.

In der oberen Abbildung 5.14a ist der Fall ¢; = 2 betrachtet. In diesem ldsst sich gut erkennen, welchen
schlechteren MSE man fiir die ersten Schritte in Kauf nehmen muss, wenn a beziiglich eines spiateren
Schrittes k > 2 als optimal ausgelegt wird.
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Abbildung 5.14: MSE{n.; — 1}, fur &, = 2 und 20 bei konstanter Reglerverstarkung
(Die senkrechten schwarzen Linien markieren die Werte fir a, bei denenfirk =2, ...,5
jeweils das Minimum vorliegt.)

In der unteren Abbildung 5.14b liegt mit €; = 20 eine deutliche Anfangsabweichung vor. Daher steigen
die Verlaufe des MSE links und rechts von a = 1 schnell sehr stark an.

Je weiter man sich links und rechts von a = 1 befindet, desto mehr dominiert eine Abweichung des

Erwartungswertes den MSE. Bei kleinen a durch Kriechen, bei grofen a durch schlecht gedampftes
Schwingen.

Die Graphen sind so skaliert, dass der MSE nur bis zu einem Wert von acht dargestellt wird. Bezogen
auf eine Anforderung wie gox = 3 oder g = 5, also séK = 9 bzw. eéK = 25, erscheint ein MSE von acht
nicht unbedingt viel. Dennoch wurde eingangs schon diskutiert, dass auch kleinere Varianzen in Hinblick
auf ein moglichst geringes pag . als schlecht anzusehen sind.

Diese Art der Darstellung wird auch im Folgenden immer wieder verwendet, um zwei Punkte zu veran-
schaulichen. Zum einen, wie schnell die Varianz mit steigender Anzahl an Regelschritten absinkt, und
zum anderen, wie robust diese Wirkung gegeniiber Unsicherheiten bei a ist. Diese kann man bewerten,
indem man von a = 1 ausgehend den Verlauf der MSE-Kurven nach links und rechts betrachtet. Ein mog-
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lichst flacher Verlauf (bei einem insgesamt akzeptabel kleinen MSE) ist dabei als robuster anzusehen als
ein steiler Anstieg.

Fazit

Bei fester Reglerverstarkung k; bzw. a ist es zur Minimierung des MSE iiber mehrere Schritte sinnvoll, die
kleinste zulédssige Regelabweichung zu nehmen. Legt man dabei die zuldssigen Werte fiir a zugrunde, die
sich fiir die beispielhaften Anforderungen in Abschnitt 5.3 ergeben haben!®, ist es aber nicht méglich, die
Varianz auch nach mehreren Regelschritten effektiv zu reduzieren. So ist bei @ = 0,91 nur ein minimaler
MSE von 0,83, und bei a = 0,83 ein minimaler MSE von 0,71 zu erreichen.

5.4.4 |-Regler mit zeitvariabler Verstarkung k; ;

Lasst man eine zeitvariable Verstarkung k; ;. zu, so stellt sich die Frage, welcher Verlauf optimal ist. Dabei
wird hier weiter der MSE der Regelabweichung als zu optimierende Grofde angesehen. In Anlehnung an
[MebpiTcH, 1968] wird so vorgegangen, dass der MSE in jedem Schritt optimiert werden soll.

Aus Gl. (4.16) folgt
E{ech, = (1 — 1) -Elee k
und
Var{e,}, = (1 — a,_1)* - Var{e,_}, + ai_l , (5.30)
woraus sich direkt
MSE{e}, = (1 - o1)? - (Bf{ex1})* + (1 — ) - Var{era } + i
ergibt. Ableiten des MSE nach «a;_; und Nullsetzen ergibt
201 - (B{g_1})* + 20y Var{g,_}, + 2a, — 2+ (B{gg_1},)* — 2+ Var{g,_1}, =0
als notwendige Bedingung fiir ein Extremum. Diese Gleichung hat fiir a;_; die einzige Losung

_ (E{gk—l}r)z +Var{8k—1}r
14 (Efeg_1})? + Varfe, 1}

A1 (531)

wobei es sich um das Minimum handeln muss, da der MSE fiir ¢ — F0o unbeschrinkt ist.

Geht man fiir die Rechnung von einem bekannten &, aus, so ergibt sich fiir das a; des ersten Schritts mit
E{e;}, = &; und Var{e;}, = 0 der Wert

P
_1+€%.

2
1

o (5.32)

Der Verlauf von a; iiber ¢; ist identisch mit dem des optimalen a fiir k = 2 in Abbildung 5.13a. Es ist
dort zu erkennen, dass dieser Wert schnell gegen eins geht. Fiir ; = 3 betragt a, beispielsweise schon
0,9 und fiir £; =5 liegt das Optimum bei 0,96. Daher wird a; = 1 gesetzt.

15 Das minimale « liegt dabei — je nach Forderung — bei 0,91 oder 0,83.
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Mit der Wahl a; = 1 folgt aus Gl. (4.16), dass E{e,}, = O fiir alle k > 2 gilt. Somit ergibt sich nach
Gl. (5.31)

Var{eg_1},

G 1= =—F——"F]—"—
k=1 Var{ek_l}r'i‘l

als optimaler Wert der Reglerverstarkung. Setzt man dieses a;_; wieder in Gl. (5.30) ein, so erhilt man

Var{gk—l }r

Var{e }, = ——————
teids Var{e,_,},+1

als rekursive Gleichung der optimalen (minimalen) Varianz im k-ten Schritt. Dabei bestimmt sich die
optimale Reglerverstarkung nach der gleich aufgebauten Gleichung

Ar_1

o = —————
ak_1+1,

bzw. fiir a; = 1 auch direkt mit
1
oA = .

In Tabelle 5.3 sind die Werte fiir Var{e, }, und a; in Abhingigkeit von k dargestellt.

Tabelle 5.3: Optimales a; mit minimalen Var{e, }, (fir hohe Anfangsabweichungen g; — 00)

k 1 2 3 4 5 6
ay 1 05 033 025 02 017
Var{e,}, — 1 05 033 025 02

Es wurde der Anfangswert a; = 1 gesetzt, obwohl dies nur fiir grol3e ¢; dem optimalen Wert entspricht.
Daher wird hier noch der Fehler bzw. die Verschlechterung des MSE betrachtet, der dadurch in Kauf
genommen wird. Dazu wird die Grof3e

MSE{gk}r|a1:] - MSE{gk}rlopt a
MSE{Sk}rlopt ay

AMSErel,k =

verwendet, wobei MSE{g;}, [, o, flir den MSE steht, der sich mit dem optimalen Startwert fiir a; nach
Gl (5.32) ergibt. AMSE,,; , gibt also an, um wie viel der MSE im k-ten Schritt bei der Wahl von a; =1
gegeniiber dem optimalen Startwert schlechter ist, wobei dies auf den Optimalwert des k-ten Schrittes
bezogen ist. In Tabelle 5.4 ist fiir verschiedene, kleinere Anfangswerte ¢; diese Grol3e angegeben.

Tabelle 5.4: AMSE, ,
k 2 3 4 S 6

e,=2 250% 125% 83% 63% 5%
e,=3 11,1% 56% 3,7% 28% 2,2%
e,=5 40% 20% 1,3% 10% 0,8%

Es zeigt sich, dass der Abstand zum optimalen MSE umso grofer ist, je geringer €, ist. Allerdings baut
sich dieser Abstand mit steigender Schrittzahl auch schnell ab.
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Robustheit

Wahrend bei dem bisher vorgestellten Regler mittels a nur der Streckenparameter #; im Entwurf ver-
wendet wurde, wird in der allgemeinen Form des optimalen, zeitvarianten Reglers auch die bezogene
Regelabweichung ¢; bzw. damit die Varianz 03 bendétigt.

Da hier jedoch nur die suboptimale Losung weiter betrachtet wird, indem unabhéngig von ¢; der An-

fangswert a; = 1 verwendet wird, ergeben sich die Werte a;, unabhéngig von der Varianz 032, und damit

auch unabhingig von einem moglichen Fehler bei dem angenommen Wert fiir diese Varianz.'®

Somit bleibt ein Fehler im angenommenen Streckenparameter 1‘}1’”

1?1,r =1 - Kg

zu beachten. Dazu muss im Weiteren zwischen der Reglerverstirkung @, die der Regler vorzugeben
»~meint“, und der Reglerverstarkung a,, die tatsdchlich wirkt, unterschieden werden.

Der Regler wird nach dem in diesem Abschnitt beschriebenen Vorgehen ausgelegt, so dass

- 1
ak:E

gilt. Damit wirkt im Regelkreis tatsdchlich eine Reglerverstarkung von

1
A =Q; +— = .
k k Ky k‘Ke

Es interessiert, wie die Verteilungseigenschaften der tatsachlichen Regelabweichung {¢,}, in Abhédngig-
keit des Fehlers kg aussehen. Dazu werden Erwartungswert und Varianz von {¢.}, fiir verschiedene
Verldufe von a;, die sich durch verschiedene Werte fiir kg aus @, ergeben, iiber

Efer}, = (1 — 1) - Efeg1 s und Var{e,}, = (1— Olk—l)2 -Var{e,_q}, + ai—1
mit den Startwerten
Ef{e,}, =1 —ay) & und Var{e,}, =1
bestimmt. Daraus kann fiir jedes kg der MSE{¢; }, bestimmt werden. In Abbildung 5.15 ist der MSE fiir

€; = 20 und verschiedene Schritte k grafisch dargestellt.

Es ist gerade der Kehrwert gewéhlt, da damit die Verldufe mit denen aus Abbildung 5.14 und 5.20
vergleichbar sind, die iiber a aufgetragen sind.

Es zeigt sich im Vergleich zu Abbildung 5.14b iiber alle dargestellten Schritte k > 3 ein engerer ,Kes-
sel“ um kg = 1, was auf eine etwas geringere Robustheit gegeniiber Parameterunsicherheiten hinweist.
Allerdings zeigt sich, dass der MSE auch bei kg = 1 unter den Wert von eins abféllt, im Gegensatz zur
Regelung mit konstantem a, worin der grof3e Vorteil dieses Ansatzes liegt.

Fazit

Mit diesem Ansatz ergibt sich zwar das insgesamt, d. h. iiber viele Einrichtvorgidnge, optimale Regelver-
halten im Sinne des MSE, jedoch treten bei der praktischen Anwendung Probleme auf.

16 Wenn die optimale Losung beziiglich einer gegebenen Regelabweichung e; bestimmt werden soll, dann entspricht ein
Fehler in &, einem Fehler in &;, womit a; beziiglich eines falschen Startwertes bestimmt wird.
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Abbildung 5.15: MSE{n.; — 1}, fur &; = 20 bei zeitabhédngigen a;

Zum einen sinkt die Reglerverstarkung mit steigender Schrittzahl k schnell auf sehr kleine Werte ab, so
dass die nicht auszuschliefenden sprungartigen Storungen nur noch sehr langsam ausgeregelt werden
konnen.

Zum anderen werden auch bei dem optimalen Verlauf des MSE grof3e Abweichungen auftreten, wenn
auch mit geringer Wahrscheinlichkeit. Diese werden aufgrund der schon erwihnten starken Verkleine-
rung der Reglerverstarkung nur noch sehr schlecht ausgeregelt, was praktisch nicht zu tolerieren ist.

Dies widerspricht aber nicht den Ergebnissen, dass der genannte Verlauf von a; optimal im Sinne des
MSE ist. Der MSE bewertet eine Schar verschiedener Einrichtvorginge, nicht aber die verschiedenen
Regelschritte eines einzelnen Einrichtvorgangs.

Moglichkeiten, damit umzugehen, werden am Ende des ndchsten Abschnitts besprochen, da bei den
Filtern dhnliche Probleme auftreten.

5.4.5 |-Regler mit Filter

Wird dem System ein Filter hinzugefiigt, so lasst sich die Losung nicht mehr einfach in expliziter Form
angeben bzw. wird dann die Darstellung als Differenzengleichung schnell uniibersichtlich. Daher wird in
diesem Abschnitt mit der Zustandsraumdarstellung gearbeitet.

Dazu wird einfiihrend der Regelkreis mit dem einfachen I-Regler in eine Zustandsraumdarstellung tiber-
fiihrt, um insbesondere die Wahl der Anfangswerte der Kovarianzmatrizen darzulegen. Weitere Betrach-
tungen werden an diesem Modell nicht mehr durchgefiihrt, da sich die Ergebnisse mit denen aus Ab-
schnitt 5.4.3 decken. Es werden dann Zustandsraumdarstellungen unter Bertiicksichtigung eines Filters
abgeleitet und anhand derer die Wirkung des Filters erlautert.

Formulierung als Zustandsraummodell

In Abbildung 5.16a ist das Blockschaltbild des Regelkreises in normierten Grofen nach Gl. (4.8) und
(4.9) dargestellt, wobei v, den Anfangswert des Integrator des Reglers darstellt.
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Abbildung 5.16: Blockschaltbilder der mit einem I-Regler geregelten Strecke

Geht man davon aus, dass k; zeitinvariant ist, so kann dieser Faktor hinter den Summiererblock des
Reglers verschoben werden, womit sich die Darstellung in Abbildung 5.16b ergibt. Aus dieser kann die
linearisierte Zustandsraumdarstellung inklusive I-Regelung abgelesen werden. Diese lautet

Xpk+1| |~ | | Xk —a a
|:xl,k+1:| _|:_1 1:| |:X1’ki| T |:—1:| n + |:1] Msoll
X
= 1 0 n.k ,
Nk [ ] |:X1,k:|

wobei wieder die Abkiirzung a = k;0; = k1, verwendet ist. Der konstante ,Eingang“ ¥, + d ist nicht
mehr dargestellt, da dieser auch durch eine entsprechende Wahl der Anfangswerte fiir x, , und den
Integrator des Reglers dargestellt werden kann.

Diese Zustandsraumdarstellung entspricht nicht einer Minimalrealisierung, da sie nicht steuerbar ist.
Steuerbarkeit ist aber keine Voraussetzung zur Anwendung der Gleichungen zur Ubertragung stochasti-
scher Eigenschaften aus Abschnitt 5.2.1, Seite 52, so dass diese dennoch in dieser Form verwendet wird.
Dies hat auch den Vorteil, dass die Zustdnde besser interpretierbar bleiben.

Anfangswerte der Kovarianzmatrizen

Soll fiir k = 1 die Ausgangsgrofde 1, einen festen Wert annehmen, so ist fiir k = 1 die Grof3e 1, keine
Zufallsvariable und die Anfangswerte der Kovarianzmatrizen vereinfachen sich stark.

Fiir den ersten Zustand gilt x, ; = 1;. Der Zustand x; ; entspricht v,/x, also der Eingangsgrofe, die 1,
erzeugt (hat). Damit ist x;; = 1;/a und der gesamte Zustandsvektor fiir k = 1 deterministisch, und es
gilt C,.(1) = 0.

Fiir den Rauscheingang gilt C,,(k) = 1. Da die Zustédnde x,; und x;; und das Rauschen fiir k = 1
nicht korreliert sind, gilt auch C,,(1) = 0. Fiir alle weiteren Zeitpunkte k sind die Zustinde dann zwar
ebenfalls Zufallsvariablen, jedoch immer nur mit n,/, k" =1, ...,k — 1, korreliert, so dass auch Cy,(k >
2) =0 gilt.
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Vorteile der Darstellung

Zwar kann in dieser Form die Varianz und der MSE fiir einen Schritt k nicht mehr geschlossen angegeben
werden, allerdings konnen hiermit auch kompliziertere Systeme behandelt werden, fiir die die Angabe
der Transitionsmatrix nicht einfach moglich ist.

Art und Positionierung des Filters

Im Folgenden wird ein einfacher Moving-Average-Filter betrachtet. Dieser hat Vorteile dahingehend,
dass er einfach strukturvariabel aufgebaut werden kann, was zu Beginn der Regelung nétig ist, um
lange Einschwingvorginge zu vermeiden. Auch zeigt sich eine interessante Verbindung zur im vorherigen
Abschnitt besprochenen Auslegung auf einen optimalen MSE.

Auf der anderen Seite wirkt dieser Filter, wie gezeigt wird, destabilisierend, wenn er als einfacher Filter
fiir die Messgrof3e implementiert wird. Er muss daher in den Regler ,integriert“ werden. Auch dann zeigt
sich eine gewisse Neigung zum Schwingen, welche aber hier nicht wesentlich ist. Andere Filter konnten
diesbeziiglich ein besseres Verhalten zeigen, darauf wird hier aber nicht weiter eingegangen. Das hier
gezeigte Vorgehen zu Untersuchung der Eigenschaften des Regelkreises mit Filter ldsst sich natiirlich
direkt auf andere Filter iibertragen.

Moving-Average-Filter

Ein M-stufiger Moving-Average-Filter ist durch die Gleichung

M-1
/ —
Zk = Z ble_l
=0

gegeben [ISERMANN, 1991, S. 9], wobei 2, das Eingangs- und z; das Ausgangssignal bezeichnet. Hier

werden alle Gewichte b; = ﬁ gesetzt, womit der Filter einfach den Mittelwert der letzten M Werte
zuriickgibt. In der Zustandsraumdarstellung lautet dieser Filter

XF,1,k+1 010 0 XF 1,k 0
XF2,k+1 0o . - XF 2k 0
. — 0 : + || 2 (5.33)
Xg M-2k+1 0 1 XF M—2,k 0
XF,M~1,k+1 K 0| LXFM-1k 1
z;{ = I:bM—l bM—2 A b2 bl] XF,k + bO Zk . (5'34)

Zu Beginn kann der Filter natiirlich noch nicht vollstdndig gefiillt sein, da noch nicht geniigend Ein-
gangswerte vorliegen. Man kénnte zwar den Filter zu Beginn vollstdndig mit dem ersten Eingangswert
fiillen, allerdings wiirde dies das Gewicht dieses ersten Wertes iiberh6hen und ein ldngeres Einschwing-
verhalten wére die Folge. Daher wird von einem strukturvariablen Filter ausgegangen, dessen Ordnung
m zu Beginn von eins auf die nominelle Filterordnung M anwéachst.

Am einfachsten kann dies dadurch erreicht werden, dass die Ausgangs- und Durchgangsmatrix des Filters
zeitvariabel zu

my

1 1
Crr = |:01><M—mk e _}
~——

my—1 mal
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bzw.
i = [
gewdhlt wird, wobei
m; = min(k, M) (5.35)

gesetzt wird. Somit findet bei k = m; = 1 keine Filterung statt, und fiir k > M besitzt der Filter die
maximale Ordnung.'”

Positionierung im Rickwartszweig

In Abbildung 5.17 ist eine Konfiguration gezeigt, bei der der Filter im Riickwértszweig sitzt und damit
das gemessene Ausgangssignal glattet.

ng
y R ; )
Msol €k Vp: Uk Mk Mk
——>0——> Regler > K] Strecke [—

Filter

Abbildung 5.17: Filterung der MessgréBe im Rickwartszweig

Der (zeitinvariante) Faktor k; ist dabei hinter den Regler gezogen, um diesen in der erweiterten Strecke
mit dem Faktor ; der Strecke zu a zusammenfassen zu konnen. Die Matrizen der Zustandsraumdarstel-
lung (Ag, Bg, Cg, 0) der erweiterten Strecke lauten damit

AS =0 BS = CS =1 N
wihrend der Regler (ohne k) in Zustandsraumdarstellung (Ag, By, Cg, Dg) durch die Matrizen
AR:]' BR:]' CR:]‘ DR:]‘

beschrieben wird. Mit den aus (5.33, 5.34) ablesbaren Matrizen (Ag, Bg, Cry, Dy ) des Filters kann aus
Abbildung 5.17 damit

XS k+1 Ag —BgDgDg Cs BsCp  —BgDgCp i X3,k —BgDpDg . BgDg

n
Xpk+1 | = —BgDg  Cs A —BgrCp Xpi | + | —BrDrk By [nk]
XF k+1 B;Cg 0 Ag Xrp k Bp 0 sol
N = [1 0 0] x

als Zustandsraumdarstellung des geregelten Systems abgelesen werden. Untersucht man dieses System
nidher, so erkennt man, dass der gewéihlte Filter an dieser Stelle destabilisierend wirkt. So besitzt das
System, wie in Abbildung 5.18b zu sehen, ab einer Filterordnung M = 5 schon am ,Nennpunkt“ a =1
Pole aufderhalb des Einheitskreises, ist also instabil. Auch bei niedrigeren Filterordnungen sind die Pole
nur schwach gedampft, siehe Abbildung 5.18a. Daher wird auf die weitere Betrachtung des Filters im
Riickwartszweig verzichtet.

17 Anstelle eines wirklich strukturvariablen Filters, dessen Systemordnung anwichst, liegt damit ein zeitvariantes System
fester Struktur vor. Die ,variable“ Struktur zeigt sich bei einem festen m # M darin, dass M — m Eigenwerte nicht
beobachtbar sind.
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Abbildung 5.18: Lage der Pole der geregelten Systeme mit Filtern
(Kreise: Filter im Riickwartszweig, Kreuze: Filter innerhalb Regler)

Positionierung innerhalb des Reglers im Vorwartszweig

Wie gerade festgestellt wurde, ist ein Filter im Riickwértszweig nicht geeignet. Damit sind auch alle
Moving-Average-Filter ungeeignet, die an beliebiger Stelle zwischen Regler und Strecke im Regelkreis
angeordnet sind, da dies fiir die Stabilitdt des Systems keinen Unterschied macht.

Eine weitere Variante, die sich auch stabilitdtstechnisch von dem Filter im Riickwartszweig unterscheidet,
ist in Abbildung 5.19 dargestellt. Hier befindet sich der Filter innerhalb der Riickfiihrung des Reglers,
womit auch von einem neuen Regler gesprochen werden konnte. Es wird sich zeigen, dass diese Anord-
nung (bis k = M) genau das Verhalten ergibt, welches auch die Auslegung nach dem optimalen MSE
zeigt, wodurch diese Betrachtung motiviert ist.

Fiir dieses System lasst sich die Zustandsraumdarstellung

XS k+1 Ag —BgDg Cs BgDpj BgGp Xs.k —BgCp i BsDp n,

Xpg+1 | = —Dg G Dg Ce i X | + | Gk Dg 1 [71 J

Xp k41 —ByCg B Ag Xp & —Bg By 50
N = [1 0 0] x

ablesen. Eine Analyse der Pollagen zeigt ein deutlich giinstigeres Verhalten, so dass diese Konfiguration
prinzipiell geeignet ist, wenn auch fiir gréBere a eine deutliche Neigung zum Schwingen besteht.

Die Anfangswerte der Kovarianzmatrizen lauten auch hier C,,(1) = 0 und C,,(k) = 0.
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Abbildung 5.19: Filterung im Regler

Ergebnisse

In Abbildung 5.20 sind die sich ergebenden MSE iiber a aufgetragen. Es sind insgesamt drei verschiedene
Félle gezeigt, die im Folgenden diskutiert werden.

Zeitvariable Filterordnung

Zuerst wird der Fall betrachtet, dass sich die Ordnung des Filters wie zuvor durch Gl. (5.35) beschrieben
aufbaut. Dies bedeutet, dass der erste Wert der EingangsgroRe derselbe ist, wie er sich auch im Fall ohne
Filter ergeben wiirde. Ab dem zweiten Wert weichen die Werte dann von den ungefilterten ab.

Das Ergebnis ist in Abbildung 5.20a zu sehen. Im Vergleich mit Abbildung 5.15 erkennt man, dass die
Verldaufe des MSE identisch mit denen sind, die sich bei der Wahl des optimalen a; ergeben. (Bis die
maximale Filterordnung erreicht ist.)

Zeitvariable, verzogerte Filterordnung

Da der zeitvariable Filter und das optimale a; zu Beginn identisch sind, haben auch beide das gleiche
Problem beziiglich der Robustheit, d. h. das Optimum ist sehr schmal ausgepragt. In der Interpretation
als Filter beruht das darin, dass die erste vom Regler bestimmte Stellgrof3e u; , bzw. v, fiir zu kleine oder
zu grolle a entsprechend ,falsch“ ist, und dieser ungiinstige Wert zunéchst noch einen relativ grol3en
Einfluss bei der Mittelwertbildung erhélt. (Bei einem falsch angenommenen a sind natiirlich alle Kor-
rekturen des Reglers nicht optimal, nur ist der Effekt beim ersten Regelschritt am grof3ten, da dort die
Regelabweichung noch entsprechend hoch ist.)

Um dieses Verhalten zu verbessern, wird der Filter erst einen Schritt spater aktiviert, d. h. fiir die Filter-
ordnung gilt

m; = max(min(k — 1, M), 1) .

In Abbildung 5.20b ist das Ergebnis dargestellt. Es zeigt sich eine deutliche Verbreiterung des optimalen
Bereichs. Allerdings auch wieder verbunden mit dem Nachteil, dass fiir k = 3 der MSE im Nominalpunkt
a =1 hoher ist.

Bei hoheren a setzt die stabilisierende Wirkung des Filters auch erst einen Schritt spater ein, so dass
rechts von a = 1 der MSE insbesondere fiir k = 3 noch hoher ist als im Fall ohne den Offset. Dafiir ist
das Kriechen links von a = 1 weniger stark ausgepragt, was in der Summe zu einem etwas robusteren
Verhalten fiihrt.
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Abbildung 5.20: MSE{n,; — 1}, fur &; = 20 bei Filterung (M = 5)
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Volle Filterordnung

In Abbildung 5.20c ist zuletzt noch der Fall dargestellt, dass die volle Filterordnung von hier M =5 aktiv
ist. Dies steht fiir den Fall, dass bei vollstandig gefiilltem Filter eine sprungférmige Stérung auftritt. Es
zeigt sich deutlich das Kriechen. So werden selbst dann, wenn a exakt bekannt wire, M = 5 Regelschritte
benotigt, um die Regelabweichung abzubauen.

Diskussion der prinzipiellen Problematik der Filterung und GegenmaBnahmen

Um eine grundsitzliche Problematik der Filterung aufzuzeigen, werden sdmtliche Rauschanteile, welche
sonst in n, zusammengefasst sind, wieder genauer betrachtet. Das Rauschen n, beinhaltet zum einen das
eigentliche Messrauschen n,;, welches keinen Einfluss auf die tatsichliche Eigenschaft des Fertigteils hat,
und daher nicht ausgeregelt werden soll. Zum anderen enthilt es das Prozessrauschen np, welches von
Fertigteil zu Fertigteil auftritt und ebenfalls nicht ausgeregelt werden soll. Dazu kommen mit d, noch
eine sprungférmige Stérung, die Anderungen des Parameters 6, darstellt. Letztere soll moglichst schnell
ausgeregelt werden. In Abbildung 5.21 sind die hier beschriebenen Arten von Storungen und Rauschen
einzeln eingetragen.

y luS,r ldy lnp ,

1,
ool . € Regler/Filter i Strecke O Y O 4
T y l oY

Abbildung 5.21: Regelkreis mit Stérungen und Filter

Auf das eigentliche Messrauschen braucht, zumindest bei dem behandelten Beispielprozess, nicht weiter
eingegangen zu werden, da dieses in der Regel unkritisch ist. (Es sei denn, eine Messung ist beispiels-
weise durch einen Fingerabdruck auf einem Kontrollfeld verfélscht.)

Wie in Abbildung 5.21 deutlich wird, greifen das Prozessrauschen np sowie die (sprungférmigen) Sto-
rungen d, an der gleichen Stelle an, so dass durch einen Filter kein unterschiedliches Verhalten beziiglich
np und d, erreicht werden kann.

Daneben soll einer Anderung der SollgréRe schnell, d.h. méglichst in einem Schritt, gefolgt werden.
Anders als bei d, hat man zwar beziiglich der Ubertragung von y,,; auf y gewisse Freiheitsgrade, wenn
man einen Filter verwendet, der auch in den Riickwértszweig gesetzt werden kann und y,,; damit an
einer anderen Stelle als np angreift. Auch ware es moglich, eine Struktur mit Vorsteuerung zu verwenden.
Aber wenn im Schritt nach Anderung der SollgréRe dieser nicht exakt gefolgt wird, dann wirkt dieser
Fehler wie ein d,.

Prinzipiell kann ein Filter natiirlich das hochfrequente Rauschen nj filtern und die als stiickweise kon-
stant angenommen Signale y,,; und d, durchlassen. Allerdings werden dabei die Spriinge dieser Signale
zwangsweise geglittet. Und da diese Storungen in moglichst einem Schritt ausgeregelt werden sollen,
liegt darin die Problematik der Filterauslegung.

Bedingte Filterung

Das gerade beschriebene Problem kann dadurch angegangen werden, dass eine bedingte Filterung ver-
wendet wird. D. h. der Filter ist nur unter bestimmten Bedingungen aktiv. Da, wie begriindet, die Sto-
rungen, die gefiltert werden sollen und die Stérungen, die ausgeregelt werden sollen, nicht durch die
Frequenz unterschieden werden konnen, wird die Hohe der Storung als Kriterium herangezogen.

Fiir die Aktivierung und Deaktivierung des Filters werden folgende Bedingungen verwendet:
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* Aktivierung:
Die Regelabweichung liegt innerhalb einer definierten Toleranzgrenze, z.B. eox UND die Regelab-
weichung hat ihr Vorzeichen geéndert.'®

* Deaktivierung:
Die Regelabweichung liegt auBerhalb der definierten Toleranzgrenze ODER y,; hat sich gedndert
ODER ug hat sich gedndert.

In Abbildung 5.22 ist der Filter mit dem Aktivierungsblock dargestellt. Dabei bedeutet ein inaktiver Filter,
dass die Filterordnung M auf eins gesetzt wird. Bei jeder neuen Aktivierung wird ein Reset des Filters
durchgefiihrt.

Ysoll
uS,soll .. .
Aktivierungslogik
Aktivierung/Reset / l Ug l d l n
4 P
Ysoll e ul,r 4 Yy

T_' y

Abbildung 5.22: Regelkreis mit Stérungen und bedingter Filterung
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5.4.6 I-Regler mit abweichungsabhangiger Verstarkung k;(£)

In den vorangehenden Abschnitten wurde dargelegt, dass eine zeitabhingige Reglerverstirkung bzw.
eine Filterung den MSE bzw. die Varianz senken konnen. Allerdings muss dabei immer gepriift werden,
ob eine unvorhergesehene Storung aufgetreten ist, um zu verhindern, dass keine Korrekturen mehr
vorgenommen werden, obwohl dies notig ist.

Daher soll in diesem Abschnitt ein weiterer Ansatz, der auch in anderen Regelungen des Projektpartners
verwendet wird, betrachtet werden. Bei diesem ist der Verstarkungsfaktor a ebenfalls nicht konstant,
allerdings hangt dieser nicht von der ,Zeit“ k, sondern der aktuell gemessenen Regelabweichung &,
ab. Damit soll erreicht werden, dass bei groferen Abweichungen und Stérungen immer eine schnelle
Ausregelung erfolgt, wahrend aber nahe dem Sollwert das Messrauschen weniger verstarkt wird.

Ein prinzipieller Verlauf fiir das abweichungsabhingige a ist in Abbildung 5.23 gezeigt. Wesentlich ist,
dass bei niedrigen Regelabweichungen die Verstarkung gering ist, wahrend diese zu hoheren Regelab-
weichungen hin ansteigt.

|a(8)

(L1

t t
ga,min 8a,max

Abbildung 5.23: Variables a(§)

18 Dje zweite Bedingung sorgt dafiir, dass bei einem zu kleinen él,r das ohnehin schon vorhandene Kriechen nicht verstérkt
wird.
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Festlegen der Funktion a(£;)

Im Folgenden wird anhand der Forderungen, die Abbildung 5.11c zugrunde liegen, der Weg beschrieben,
einen geeigneten Verlauf fiir a(€) festzulegen.

Der Graph in Abbildung 5.24 ist dhnlich dem unteren Teil des Graphen aus Abbildung 5.11c, nur das
dieser hier beziiglich der gemessenen Regelabweichung &, erstellt wurde und nur die Bedingungen be-
riicksichtigt sind, die a nach unten begrenzen und sich auf den ersten Regelschritt (k = 2) beziehen. Die
sich aus diesen beiden verbleibenden Bedingungen ergebende Grenze wurde noch mit 1,1 multipliziert,
um eine gewisse Robustheit gegeniiber Fehler im angenommenen 6, zu erreichen.

Damit im ersten Schritt alle Bedingungen erfiillt werden, muss a(£;) so gewahlt werden, dass dessen
Funktion die mit 1,1 multiplizierte Grenze nicht schneidet.

Unter dieser Voraussetzung sind beispielhaft zwei mogliche Verldufe fiir a(é;) gezeigt. Die Funktion
a,(&,) ist so gewahlt, dass die Reglerverstarkung fiir eine gemessene Regelabweichung von null ebenfalls
null ist und dann so ansteigt, dass die gerade beschriebene Grenze tangiert wird, womit eine Verstarkung
von eins bei &, = 6 erreicht wird. Fiir gemessene Regelabweichungen von gréRer als fiinfzehn wird die
Reglerverstarkung wieder etwas abgesenkt, damit diese etwas zentraler im zuléssigen Bereich verlduft.

Die zweite Funktion ay(£€;) unterscheidet sich von a,(€;) dahingehend, dass sie fiir &, = O bei einer
Reglerverstarkung von a = 0,5 beginnt.

....... 1,1 - max{ Qmin, US> amin,kZ}
- aa(g)
ay(€) 1

0||||I|/|/||I||||I||||I|||||||||||||||||||

0 5 10 15 20 25 30 35 40
€

Abbildung 5.24: Variables a(§)

Simulative Bestimmung der Verteilungseigenschaften

Dadurch, dass erstens der Reglerparameter vom Systemzustand und zweitens die Kennlinie nicht linear
ist, konnen die Verteilungseigenschaften weder direkt noch schrittweise analytisch berechnet werden. In
diesem Fall sind Simulationen notwendig.

Hierbei wird von Gl. (4.17) ausgegangen, wobei a;_; durch a(&_;) ersetzt wird,

& =1 —a(ée_1)) &1 + g — 1y

Ausgangspunkt ist aber auch hier weiterhin &; und nicht &,. Entsprechend ist fiir den ersten Schritt
£, = &, —n; zu setzen.

In Abbildung 5.25 sind die aufgrund von 10000 Simulationen je Punkt, d. h. Wert von &, geschitzten
Werte des MSE iiber der anfianglichen Regelabweichung aufgetragen.
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Abbildung 5.25: MSE in Abhangigkeit der Anfangsabweichung fur verschiedene Funktionen fur a
(Schatzwerte aufgrund 10 000 Simulationen je Datenpunkt)

Diskussion der Darstellung uber ¢,

Beim Betrachten der Abbildungen 5.25a und 5.25b ist zu beachten, dass die gezeigten Verldufe iiber ¢,
und nicht &; dargestellt sind. Damit ergeben sich um die Punkte &; = 6 und ¢ = 15 Effekte, die einer
kurzen Erlauterung bediirfen.

Im Bereich um &; = 10 hat der MSE nach dem ersten Schritt (k = 2) den Wert eins. Dieser wird nur
durch die Varianz verursacht, da in diesem Bereich (meistens) a = 1 gilt und der Mittelwert von &, damit
Null ist.

Wiirde man die Verldufe iiber &, darstellen, so wiren die Uberginge in die Gebiete einer niedrigeren
Reglerverstarkung bei €, = 6 und & = 15 auch ,hart“, d.h. zwischen 6 und 15 wiren der MSE ge-
nau (im Sinne der simulativen Bestimmung) eins. Da iiber &, geplottet ist, sind diese Bereiche etwas
,verschliffen”.

Im Bereich um &; = 6 treten zwei Effekte zu Tage. Wenn bei &, = 6 ein Wert fiir £, gemessen wird,
der geringer als sechs ist, wird demnach eine Reglerverstarkung kleiner als eins gewahlt, die auf eine
gemessene Regelabweichung &, angewandt wird, die kleiner als die tatsdchliche Regelabweichung ¢ ist.
Somit wird zu wenig korrigiert. Fiir Werte grol3er als sechs dagegen wird die Reglerverstdarkung von eins
auf eine gemessene Regelabweichung angewandt, die gro3er als die tatsdchliche Regelabweichung ist.
Damit tritt ein gewisses Uberschwingen auf. Nimmt man beide Effekte zusammen, so erklirt sich, dass die
Verteilung von ¢, etwas auseinandergezogen wird, und die Varianz damit ansteigt. Als zweiter Effekt tritt
eine systematische Regelabweichung fiir £; < 6 auf, da die Reglerverstarkung kleiner als eins ist, welches
ebenfalls den MSE erhoht. Dies erklirt die Uberhohung des MSE bei geringen Regelabweichungen und
wenigen Schritten k.

Bei ¢; = 15 tritt ein gegenteiliger Effekt auf, da die Reglerverstarkung mit einer hoheren gemessenen
Regelabweichung &; sinkt. Daher ergibt sich in diesem Bereich eine etwas engere Verteilung, welche sich
in einer geringeren Varianz und damit auch geringerem MSE zeigt. (Fiir gro3ere €; steigt die Varianz
schnell wieder auf den zu a = 0,95 gehorenden konstanten Wert von 0,90.)

Fiir ; > 15 steigt der MSE wieder an, da sich mit @ = 0,95 eine zur gemessenen Regelabweichung
proportionale Regelabweichung ¢, nach dem ersten Schritt einstellt.
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Vergleich der Reglerverstarkungen a,(£;) und a;(€;)

Vergleicht man die Ergebnisse, die sich mit den Funktionen a,(£;) und a;(€,) ergeben, so erkennt man,
dass der Endwert des MSE, als welcher hier der Verlauf fiir k = 15 angesehen wird, bei a,(£;) knapp
weniger als halb so grol3 wie der Endwert bei Verwendung von a;(£;) ist, ndmlich ca. 0,2 anstelle von
0,5.

Dafiir dauert es langer bis der MSE auf den Endwert konvergiert. So sind bei a,(&;) noch bei k = 5
deutliche Abweichungen zum Endwert erkennbar, wéhrend bei a(&;) der Endwert schon bei k = 4
erreicht ist. Auf der anderen Seite ist bei a,(&;) der MSE fiir k = 4 bis auf den Bereich kleiner ¢,
nicht nennenswert schlechter oder sogar besser als bei a;,(€;). Nur bei ¢; < 6 und k < 5 zeigt sich ein
deutlicherer Vorteil von ay,(€,) gegeniiber a,(&;).

Vergleich mit den anderen Regleransatzen

Der Endwert des MSE lautet bei a,(£€;) ca. 0,2 und bei a;(£;) ungefahr 0,5. Mit GI. (5.28) ist die Varianz
Var{n,}, fiir k — oo bei einem festen a gegeben. Die Varianz von 7 entspricht immer der von ¢, so dass
durch Umstellen dieser Gleichung das konstante a.,, bestimmt werden kann, welches eine gegebene
Varianz im Grenzfall k — oo, hier jetzt kurz als Var{e }, bezeichnet, erzeugt,

2-Var{e},
Aeopst = —————— .
©Ont Var{e}, + 1

In Tabelle 5.5 ist dieser Zusammenhang fiir ein paar Werte angegeben. Anhand dieser lasst sich erkennen,
dass unter Verwendung der Funktion a, letztlich ein Rauschen erreicht werden kann, welches einem
konstanten a von 0,33 entsprechen wiirde. Ein festes a von 0,33 wire unméglich zu wihlen wie direkt
aus Abbildung 5.24 ersichtlich ist. Der Endwert des MSE von 0,5 bei a;(€;) entspricht noch einem
konstanten a von 0,67.

Tabelle 5.5: Zusammenhang zwischen einem konstanten a und Var{e .},

Qeonst 1 09 067 05 041 0,33 0
var{e,}, 1 0,82 05 0,33 0,26 0,20 0

Bei der Regelung mit konstantem o konnte bei gleicher Reserve lediglich ein konstantes a von 0,9
gewahlt werden (siehe Abbildung 5.24), was eine Varianz von 0,82 zur Folge hétte. Dazu ware aufgrund
des Kriechens der MSE im ersten Schritt noch zusatzlich hoher (Abbildung 5.14b).

In Abbildung 5.26 ist die ,,Erfiillungsquote“ der verschiedenen Anforderungen iiber den Kehrwert von x
dargestellt. Insbesondere ist die Bedingung , Regelabweichung Schritt 2 (p,5) interessant, da diese bei
der Festlegung des Verlaufs von a(¢€) iiberhaupt nicht beriicksichtigt wurde. Die weiteren Bedingungen
sind dagegen schon beachtet worden, allerdings unter der Annahme, dass £, bekannt ist, so dass auch
diese einer Uberpriifung bediirfen.

In Abbildung 5.27 ist fiir beide Funktionen der MSE der Regelabweichung nach den ersten fiinf Regel-
schritten (k =2, ..., 6) dargestellt. Dabei ist dieser iber dem Kehrwert des relativen kg aufgetragen, um
die Robustheit beurteilen zu konnen.

Durch die Verringerung der Reglerverstiarkung fiir £, > 15 liegt der Optimalpunkt bei 1/xg = 1/0,95 ~
1,05. Dort sinkt der MSE fiir a,(£,) und den gezeigten k vergleichbar mit dem optimalen zeitvarianten
Regler bzw. dem entsprechenden Filter (siehe Abbildung 5.15 und 5.20a). Bewegt man sich etwas von
dem optimalen Punkt weg, so steigt der MSE etwas langsamer an als bei den genannten Alternativen.

Bei a;(€;) ist die Robustheit gegeniiber Unsicherheiten in ky etwas besser, d. h. der MSE verlauft abseits
des Optimalpunktes insbesondere fiir k = 3 und k = 4 unterhalb der entsprechenden Verlédufe fiir a,(&;).
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Abbildung 5.26: Erfillungsquote der verschiedenen Bedingungen fir a, (&) (Schatzwerte anhand 10 000
Simulationen je Punkt)

Der Vorteil des Reglers mit abweichungsabhéngiger Regelverstarkung ist aber, dass eine Reset-Logik nicht
zwingend notwendig ist, wie dies bei der Variante mit Filter und dem zeitvarianten Regler der Fall ist.
Vorteile kann eine zusitzliche Logik jedoch auch hier bringen, wie im Folgenden gezeigt wird.

Erweiterung

Aufgrund der Absenkung der Reglerverstarkung bei geringen gemessenen Regelabweichungen neigt die-
ser Regler etwas zum Kriechen, was sich in den hoheren MSE-Werten fiir k = 2, ..., 5 in den Bereichen
€7 <7 und &; > 15 in den Abbildungen 5.25a und 5.25b zeigt.

Dies kann vermieden werden, wenn der Regler um eine Logik dhnlich dem Filter aus Abbildung 5.22
erweitert wird. Diese Logik ist hier derart aufzubauen, dass bei einem neuen Einrichtvorgang (und nach
Anderung der SollgréRe oder der sekundiren Einginge) die Absenkung der Reglerverstirkung bei ge-
ringen Regelabweichungen erst dann zugelassen wird, wenn sich das Vorzeichen der Regelabweichung
einmal gedndert hat.

Die um diese Logik erweiterte Funktion a,(&}) wird mit
.
aa(gk)
bezeichnet.

In Abbildung 5.28a ist der MSE analog zu Abbildung 5.25 {iber der Anfangsabweichung ¢, aufgetragen.
Es ist direkt ersichtlich, dass die Erh6hung des MSE bei niedrigen Anfangsabweichungen vollstindig
verschwunden ist. Bei hoheren Anfangsabweichungen (&; > 15) nimmt der MSE fiir k = 2 immer noch
zu, da die Absenkung der Reglerverstarkung bei hohen Regelabweichungen immer aktiv ist, jedoch ist
fiir k > 3 keine Uberhéhung des MSE mehr auszumachen.

Bei einem ¢, von 20 betrigt der MSE bei a,(£;) und k = 3 ungeféhr 1, wahrend der bei (&) etwa 0,75
betragt. Dies mag als gering erscheinen, jedoch kann dieser Unterschied stark ins Gewicht fallen, wenn
das Verbleiben im OK-Bereich bei relativ engen Toleranzen gefordert ist.
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Abbildung 5.27: MSE der Regelabweichung mit a,(£) und a,(£) bei der Anfangsabweichung ¢; = 20
(Schatzwerte anhand 10 000 Simulationen)

In Abbildung 5.28b lasst sich noch erkennen, dass die Kurven fiir k > 3 und 1/ky < 1 deutlich flacher
als in Abbildung 5.27a verlaufen, so dass auch die Robustheit zunimmt.

Nachteilig an dieser Erweiterung ist die zusétzlich notwendige Logik, die bei der Implementierung be-
achtet werden muss.

5.4.7 Fazit

Ein I-Regler mit fester Reglerverstarkung a kann zwar die in Abschnitt 5.1.1 formulierten Anforderungen
erfiillen, jedoch wird das Rauschen am Ausgang verstarkt.

Dieses kann entweder mit einem I-Regler mit zeitvarianter Reglerverstarkung oder unter Zuhilfenahme
eines Filters effektiv reduziert werden, jedoch wird dabei eine Reset-Logik bendtigt, die bei zu groRen
Regelabweichungen und Anderungen der Sollgréfie oder der sekundiren Einginge den Filter bzw. den
zeitvarianten Regler auf den Ausgangswert zuriicksetzt, damit ein Kriechen verhindert wird.
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Abbildung 5.28: MSE der Regelabweichung mit a (&) (Schatzwerte anhand 10 000 Simulationen)

Alternativ kann ein I-Regler verwendet werden, der eine abweichungsabhéngige Reglerverstarkung
besitzt. Dieser kombiniert eine geringe Verstarkung des Rauschens mit einer guten Robustheit gegen
sprungformige Storungen.

5.5 Verbleiben im OK-Bereich

5.5.1 Testfall

Der hier vorgestellte Testfall ist ein Einrichtvorgang mit einer Anfangsabweichung von ¢; = 20. Die
Systemparameter sowie die Parameterschdtzungen, die zur Berechnung der Reglerparameter zugrunde
liegen, sind in Tabelle 5.6 zusammengefasst.

Der Regler nimmt mit 'ﬁl’r = 1,1 -7, einen etwas zu hohen Wert fiir 1, an, so dass die (nominelle)
Reglerverstarkung etwas zu niedrig angesetzt wird. Beziiglich des Kriechens ist dies der kritischere Fall,
weshalb dieser gewahlt wurde. Beziiglich der Varianz und damit dem Verbleiben im OK-Bereich wére eine
Unterschédtzung von ¥, ungiinstiger, worauf an der entsprechenden Stelle hingewiesen werden wird. Auf
ein weiteres, eigenes Beispiel mit unterschatztem 1#; wird jedoch verzichtet.
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Tabelle 5.6: Testfall

Parameter Strecke

Do 50

o 0,5

Ui N 50

n, N(0, 1)

ng N(0, 0,52) oder N(0, 1)
Parameterschitzung fiir Regler
U2 1,1-9,

Startwert fiir Eingangsgrol3e
ul’l == 10 = 771 = 30

Als zuldssige Toleranzgrenzen fiir den OK-Bereich werden eox = 3 und eqx = 5 betrachtet.

Fiir das Rauschen ng in der Produktionsphase werden wie in der Tabelle angegeben zwei Varianten
betrachtet, die sich in ihrer Varianz oé = Var{ng}, unterscheiden.

5.5.2 Simulationen

Von dem beschriebenen Testfall sind fiir jede Reglerkonfiguration 10000 Simulationen durchgefiihrt
worden. In Abbildung 5.29a sind die Verteilung von {7j.}, zu den simulierten Zeitpunkten k als (ste-
hende) Histogramme dargestellt. Dazu ist die Achse fiir 7}, in Intervalle zerlegt. Zu jedem k zeigt die
Breite des Balkens an, wie grof} der Anteil der Simulationen ist, in denen 7 in dem jeweiligen Intervall
liegt. Dazu sind noch zwei Anmerkungen zu machen: Die Breite der Balken ist fiir jedes k einzeln so
normiert, dass der breiteste Balken die Breite 0,9 besitzt. Aulerdem ist die minimale Balkenbreite mit
0,025 festgelegt, d. h. auch kleinere Balken werden auf diesen Wert vergrof3ert. Somit sind auch einzelne
Ausreif3er bei einer sehr gro3en Anzahl an Simulationen sichtbar.

Im Plot von 1) markiert die durchgezogene schwarze Linie den Sollwert von 7,,; = 50 und die gestrichel-
ten Linien die £3- bzw. £5-Toleranzgrenze.

Beim Betrachten von Abbildung 5.29a lasst sich gut erkennen, wie zu Beginn die Streuungen gréer
sind als am Ende. Dies kommt daher, dass wie in Abbildung 2.4 dargestellt, zunédchst das reglerrelevante
Rauschen n, zugrunde gelegt wird, welches mit dem Beginn des Fortdrucks durch das kleinere Rauschen
im Fortdruck ng ersetzt wird.

In Tabelle 5.7 sind die oben beschriebenen Kennzahlen, die aus den Simulationsergebnissen ermittelt
wurden, zusammengefasst. Dabei stammen die Daten der ersten Zeile aus der auch in Abbildung 5.29a
dargestellten Simulation fiir gy = 3, wahrend fiir die zweite und dritte Zeile die Varianz des Rauschens
in der Produktionsphase hoher angesetzt wurde, ndmlich genau wie das Rauschen n,. In der dritten
Zeile wurde dazu noch die Toleranzgrenze auf g = 5 erhoht.

Tabelle 5.7: Kennzahlen zur Reglerbewertung, a, = 0,95, aus je 10 000 Simulationen bestimmt

€ox Os || NMrs  4rs,99% 4qrs,100% | Pok>20 Pok>1% 9oK99% 90K,100%

3 05|14 2 4 41%  55% 14%  93%
3.1 |14 2 4 34%  51%  29%  77%
5 1 1 2 2 | 01% 04% 05% 10%
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Abbildung 5.29: Ergebnis von 10 000 Simulationen des Testfalls (g = 0,5, €ox = 3)

Die Anzahl der Schritte, bis OK erreicht ist, hdngt nicht vom Rauschen ng ab, so dass die beiden ersten
Zeilen in Tabelle 5.7 in den entsprechend Spalten die gleichen Werte besitzen. So hat es im Schnitt 1,4
Regelschritte gedauert, bis OK erreicht wurde. In 99 % der Fille wurden maximal zwei Schritte benotigt
(qrs,99% = 2) und maximal waren vier Regelschritte notig (qrs 1000 = 4)-

Die letzten vier Spalten beschreiben die Verteilung von {pgg},, die fiir die ersten beiden Zeilen der
Tabelle auch in Abbildung 5.30 dargestellt ist. Die Bedeutung von pgr sowie den darauf aufbauenden
Kennzahlen wurde in Abschnitt 5.1.2 erldutert.

1(:@,,A+—'~*r T T T T T T
0.8f /| i
[ S i
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Boar :
=02l — 53=05]
| —og=1
O 1 | | | | | | T T
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

box

Abbildung 5.30: Verteilung von {pgg}, (05 = 0,5, gox = 3, liber 10 000 Simulationen bestimmt)

In Abbildung 5.30 ist fiir die zu og = 1 gehoérende Verteilungsfunktion auch beispielhaft fiir pgz = 10%
der Wert F {p&}r(m %) ~ 0,93 abgelesen, womit sich pgg .14y, = 7 % ergibt. (Siehe auch Abschnitt 5.1.2.)

Ein Wert von pgr = 10% sollte als sehr schlecht angesehen werden, so dass in Tabelle 5.7 die Werte fiir
die etwas strengeren Grenzen 1% und 2 % angegeben sind. Es lisst sich deutlich erkennen, dass diese
Zahlen fiir das hohe Produktionsrauschen og = 1 deutlich schlechter sind. So werden nach 51 % der
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Einrichtvorginge mehr als 1% OK-Teile gefertigt, wihrend dies bei g = 0,5 lediglich in ca. 5,5% der
Einrichtvorgidnge der Fall ist.

Eine weitere GroRe sind die Quantile ggg . SO sagt der Wert gz 9o, = 29% aus, dass in 99%
der Simulationen nach Abschluss der Einrichtvorginge maximal 29 % der produzierten Teile OK sind.
dor.100% = 77 % gibt entsprechend den schlechtesten Wert fiir pgg an, der in allen 10000 Simulationen
ermittelt wurde.

Anhand der letzten Zeile in Tabelle 5.7 lasst sich erkennen, dass bei einer Toleranzgrenze von gqx = 5
die Einrichtung deutlich weniger kritisch ist.

Im Weiteren wird der Fall ey = 1 und og = 1 betrachtet, da dies der kritischste Fall ist, und sich die
Unterschiede der Regelkonzepte am deutlichsten zeigen.

Vergleich der Regler

In den Abbildungen 5.31a und 5.31b sind fiir verschiedene Regler die Verldufe der Werte fur ggg g, bzw.
Por.>10 Uber Akoy aufgetragen. Dabei bezeichnet Akqy die in Abschnitt 5.1.2 auf Seite 47 beschriebene
Grolde.

Akgg = 0 bezeichnet den Anlauf, in dem erstmals OK erreicht wurde, Akqox = 1 dann den darauf-
folgenden Anlauf sowie Akqyk > 2 die folgenden Nachfithrungen in der Produktionsphase, d.h. ohne
neuen Anlauf. Wird davon ausgegangen, dass die Maschine jedes Mal angehalten wird, bevor OK gemes-
sen wurde, dann ist Akgg = 1 der erste relevante Wert. Akgy = 0 wire nur dann ein sinnvoller Wert,
wenn die Maschine grundsatzlich zur Messung nicht angehalten wird bzw. der Bediener vorausgesehen
hat, dass mit diesem Schritt OK erreicht wird und die Maschine durchlaufen liel3.

T 1 T T _ T _ 1 T T T [ T 1 T T 1T T 1T T 17 T 17 T T T 17
80% |- —a=1 . 80% -
---@=095 |
60% b Tra=aq(éy) 60% |
< A R a=a,(&) S
8 e Filter M =5 A
& 40% i ' d S 40% [ .
.- . L \ i
20% PR 20% |- .
00 Lt 1. .“'."T“."‘ [ N W (oY 73 S S S
°1 3 5 7 9 11 13 15 1 3 5 7 9 11 13 15
Akog Akog
(@) «=0,95 (b) a=a,(¢,)

Abbildung 5.31: Vergleich der verschiedenen Regler (og = 0,5, o = 3, Uber 10000 Simulationen be-
stimmt)

Betrachtet man zunichst die Regler mit fester Verstarkung a, so féllt auf, dass diese Regler bei beiden
Kenngrof3en schon bei Akqog = 1 (ungefahr) ihren letztlichen Endwert erreichen. Diese Endwerte liegen
fiir beide Regler mit festem a deutlich iiber denen der iibrigen dargestellten Regler, wobei der Regler mit
a = 0,95 ein wenig besser als der Regler mit @ = 1 abschneidet.

Mit & = 1 ergibt sich durch den angenommenen Fehler in 9, ein wahres a von 0,91. Daraus ergibt sich
fiir k — oo ein Var{e}, von ca. 0,835 (GI. (5.28)), woraus sich nach dem auf Seite 49 in der Ful3note
beschriebenen Vorgehen ungeféhr 20 % als untere Grenze flir ggg o9¢, berechnen lésst, was sich mit den
Ergebnissen in Abbildung 5.31a deckt.
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Wiére & = a = 1, so wiirde diese untere Grenze bei 35 % liegen. Ware dagegen 5‘“ = 0,9 -17,, so ergibe
sich mit @ = 1 tiber a = 1,1 zundchst Var{e,.}, = 1,22 und damit 56 % als untere Grenze von qgg ggo,!
Beziiglich dieser Werte ist, wie bei der Beschreibung des Testfalls in Abschnitt 5.5.1 schon erwdhnt, ein
zu niedrig geschatztes 6; und damit ein zu hohes a deutlich kritischer.

Dieses Verhalten der festeingestellten Regler spiegelt sich auch in Abbildung 5.14b wider. Fiir a = 0,9
ist der MSE fiir k = 2 relativ hoch, aber ab k = 3 ist kaum ein Unterschied zum Grenzwert des MSE fiir
k — oo auszumachen. In der Héilfte der Simulationen ist mit k = 2 auch der OK-Bereich schon erreicht, so
dass der hohe Wert des MSE bei k = 2 die hohen — und damit schlechten — Werte der Gréf3en ggg 99, und
Por>10 fUr Akog = O erklért. Ab den néchsten Regelschritten ist der MSE bei a = 0,9 ndherungsweise
konstant, und so &ndern sich auch ggg 999, und pgg .19, nicht mehr, wenn man noch Nachfiihrungen
durchfiihrt.

Fiir a = 0,95 ergibt sich a = 0,86. Damit lasst sich in Abbildung 5.14b erkennen, dass hier auch bei
k = 3 der MSE ein Stiick von seinem Endwert entfernt ist. Entsprechend verbessern sich die Kenngré3en
bei der ersten Nachfithrung (Akox = 2) noch etwas, um dann konstant zu bleiben.

Bei Akog = 1 sind der Regler mit Filter sowie der erweiterte abweichungsabhéngige Regler a(£;) un-
gefahr gleich gut wie der Regler mit @ = 1, verbessern sich aber bis ca. Akgy = 8 stetig und erreichen
deutlich bessere Werte flr ggg 990, UNd Py =195

Der abweichungsabhingige Regler a,(£),) ohne die erweiterte Logik erreicht bei vielen Nachfithrungen
letztlich auch die Werte des erweiterten Reglers a;(£y), jedoch ist er bei Akox = 2 und 3 (fir ggg gg9,)
bzw. Akox = 2, ...,7 (fir pgg 1) zum Teil deutlich schlechter als der erweiterte Regler. Dies liegt
an dem Kriechen, welches auch in Abbildung 5.29b deutlich zu sehen ist. In Abbildung 5.27a zeigt sich
dieses Verhalten im nur langsamen Abbau des MSE bei 1/k = 0,91. Bei der erweiterten Variante existiert
dies nicht, wie in Abbildung 5.28b zu sehen ist, was sich auch durch die Simulationsergebnisse bestatigt.

5.5.3 Fazit

Zunichst kann festgehalten werden, dass sich die Wahl des MSE als Giitekriterium bestéatigt hat. Es hat
sich dariiber hinaus gezeigt, dass sich schon kleine Unterschiede beim MSE deutlich auf die Verteilung
von {pgg}, auswirken kénnen, wenn knappe Anforderungen an die Toleranz eqy gestellt sind.

Wenn sich die Anforderungen ohne Nachfithrungen, d.h. Akyx = 1, erfiillen lassen, dann bringt ein
Regler mit Filter oder abweichungsabhéngiger Verstarkung beziiglich der Anforderungen keinen Vorteil
gegeniiber einem Regler mit festem a, jedoch wiirde sich auch in diesem Fall die Varianz von {g;},
iiber die weiteren Nachfiihrungen verringern, was sich auch in kleineren Stellgréfendnderungen nieder-
schlagt.

Konnen die Anforderungen nicht mit einem festeingestellten Regler erreicht werden, so ist ein Regler
mit abweichungsabhéngiger Reglerverstarkung oder ein Filter zu verwenden. Dabei sind dann aber auch
immer zwingend Nachfithrungen notig.

Ist abzusehen, dass die Maschine mit dem folgenden Regelschritt den OK-Bereich erreicht und lasst
man diese daher durchlaufen, so hat das Beispiel gezeigt, dass dann (bei Akyx = 0) das Verbleiben im
OK-Bereich deutlich schlechter ausgeprigt sein kann.

5.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Regelung des gestorten Systems behandelt. Dazu wurden zunéchst die Re-
gelziele in eine entsprechend angepassten Form gebracht, wobei unterschieden wurde zwischen Regel-
zielen, die das Erreichen des OK-Bereichs betreffen (z.B. Anzahl Regelschritte, maximales Uberschwin-
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gen), und solchen, die den Verbleib im OK-Bereich, d.h. die OK-Quote bzw. OK-Quote der Fertigteile in
der Produktionsphase beschreiben.

Es wurden kurz Standardverfahren aus der Literatur zur Regelung stochastischer Systeme vorgestellt,
und dargelegt, weshalb diese nicht (direkt) verwendet wurden.

Fiir den Reglerentwurf wurde zunéchst die Reglerverstarkung des aus Kapitel 3 bekannten I-Reglers
betrachtet und ein Bereich fiir diese bestimmt, mit der die Regelziele beziiglich des Erreichens des OK-
Bereichs erfiillt werden.

Danach wurde der MSE als Giitekriterium fiir den Reglerentwurf betrachtet. Dieses wurde bei der Un-
tersuchung verschiedener Varianten des I-Reglers verwendet. Zuletzt wurde das Verhalten der verschie-
denen Regler beziiglich des Verbleibs im OK-Bereich bewertet und damit auch die Wahl des MSE als
Giitekriterium bestatigt.

Damit wurde dann eine Bewertung der verschiedenen Regler moglich und es konnten die Einfliisse
verschiedener Faktoren auf das Erreichen der Regelziele dargelegt werden.

5.6 Zusammenfassung 89



6 Online-ldentifikation und Adaption

6.1 Einfiihrung

In den Kapiteln 3 und 5 wurde die Reglerauslegung bei (zumindest in Grenzen) bekannten Strecken-
parametern behandelt. Dabei wurde insbesondere fiir 6, ein Wertebereich angenommen, in dem dieser
Parameter liegt. Natiirlich ist der damit entworfene Regler nicht optimal fiir alle zuldssigen Werte fiir
0,. Insbesondere wenn fiir das vom Regler angenommene él,r < 0,5- 6, gilt, ist der geschlossene Re-
gelkreis fiir @ = 1 instabil. Da dies bei (zunichst noch) unbekannten Werkzeug- und Rohstoffvarianten
durchaus auftreten kann, ist eine Adaption des Reglers nicht nur zur Verbesserung des Einregelverhaltens
wiinschenswert, sondern zur Sicherstellung der Stabilitat zwingend notwendig. Auch verbessern sich die
Kompensation der sekundiren Eingangsgrof3en und die Voreinstellung durch eine Adaption, wobei hier
noch 0 und 6, beriicksichtigt werden muss.

Der Regelkreis mit Adaption hat den in Abbildung 6.1 gezeigten Aufbau. Dabei ist der Regler unveréndert
aus Kapitel 5 tibernommen. Die Reglerparameter 61 " 05 . und 90 . sind jedoch nicht mehr fest, sondern
werden von dem Block Adaption anhand der Messungen (il x, lig &, %) bzw. (u; 4, Us, ) wahrend der
Regelvorgidnge bestimmt. Wie diese Online-Identifikation bzw. das Lernen durchgefiihrt wird, ist Thema
dieses Kapitels.

Adaption
~ ~ ~ ﬁs == us ul - ul
Gl,r) OS,r’ QO,r
Usg sol1 n
y
l l uS,r
Ysoll é U y
Regler Strecke

Abbildung 6.1: Regelkreis mit Adaption

Fiir die Identifikation kann unterschieden werden, ob die Parameter
* wihrend eines Auftrags (Einricht- und Produktionsphase) oder
* {iber mehrere Auftrége

bestimmt werden.

In der Einrichtphase kann i.d.R. davon ausgegangen werden, dass die Parameter, insbesondere auch
0, konstant sind.! Je nach Dauer des Auftrags konnte in der Produktionsphase schon eine Drift des
Parameters 6, auftreten. Ausreifler konnen natiirlich auch wéahrend der Einrichtphase auftreten.

Uber mehrere Auftrige kénnen sich alle Parameter dndern. Insbesondere 6, kann deutlich springen.
Dies muss entsprechend bertiicksichtigt werden. Fiir die weiteren Parameter wird maximal ein leichter
Drift iiber mehrere Auftrdge angenommen. Liegt ein System vor, bei dem auch hier Spriinge vorkommen
konnen, so ist ein Lernen der Parameter {iber mehrere Auftrage schlicht nicht sinnvoll.

! Fiir Fille, in denen dennoch ein Sprung von 6, auftritt, siehe Abschnitt 6.7.2.
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Weiteres Vorgehen

Im Anschluss wird die Identifikationsaufgabe kurz beschrieben und die Benennung der Gro3en erlédutert.
Im Abschnitt 6.2 wird eine Ubersicht iiber die relevante Literatur gegeben.

Daraufhin wird in Abschnitt 6.3 die Identifikation mithilfe des Least-Squares-Verfahrens allgemein vor-
gestellt und dessen Verwendung begriindet.

In Abschnitt 6.4 wird dann die Schatzung wéhrend eines Auftrages behandelt, wobei die Thematik der
Identifikation im geschlossenen Regelkreis zunédchst zuriickgestellt wird.

Es folgt die Schatzung iiber mehrere Auftrage in Abschnitt 6.5.

Die Folgen, die durch die Identifikation im geschlossenen Regelkreis auftreten, werden dann in Ab-
schnitt 6.6 betrachtet.

Die praktischen Versuche haben gezeigt, dass Erweiterungen des Algorithmus notwendig bzw. wiin-
schenswert sind. Die aufgetretenen Probleme und deren Losung werden in Abschnitt 6.7 behandelt.

Der ausgewéhlte Algorithmus wird in Abschnitt 6.8 zusammengefasst und in Abschnitt 6.9 in den Kontext
der Adaptiven Regelungen eingeordnet. Vor der Zusammenfassung dieses Kapitels wird in Abschnitt 6.10
beispielhaft eine Messung an dem Beispielsystem Druckmaschine vorgestellt.

6.1.1 Identifikationsaufgabe

Ziel ist es, die Parameter 6; der Funktion

Yk=0p+0;- (ul,k - ul,N) + Og : (us,k - uS,N)

anhand der bei den Eingangsgrofen u; ;, und ug; gemessenen Ausgangswerten j;, zu bestimmen, um
diese dann zur Regelung zu verwenden. Dabei sind die Messungen durch ein Rauschen gestort, d. h.

V=Y +ng.

Fiir die Diskussion wird im Folgenden meist davon ausgegangen, dass {ny ;}, ~ N(0, 03) und unkorreliert
ist. Damit gilt fiir die Messwerte

{Vite ~ N Ui) .
Betrachtet man das Regelgesetz (3.14) und dabei insbesondere die Kompensation der sekundéren Ein-

génge, so wird deutlich, dass entweder die auch oben auftretenden Parameter 6, ..., 6, benétigt wer-
den, oder alternativ 6; und g, ..., q,, wobei g; fiir die Quotienten

steht. Fiir eine gute Kompensation der sekundéren Eingdnge sind die Verteilungseigenschaften der g;
auch wesentlicher als die von 6; und 6, alleine.

6.1.2 Benennung der GréBen

Die gemessene Ausgangsgrofde wird mit ¥ bezeichnet. Die Eingangsgrof3en u; und ug sind in Abbildung
6.1 ebenfalls mit Tilden gekennzeichnet (ii;, tig). Es handelt sich dabei aber nicht um Messgrof3en.
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Die Motivation dieser Kennzeichnung liegt darin, dass der Bediener der Maschine diese Werte manuell
andern konnen soll. Damit miissen auch diese Daten wieder an die Regelung {ibertragen werden, so dass
diese aus dieser Sicht zu den ,Messgro3en” gezdhlt werden. Im Weiteren werden hier aber ausschlief3lich
die Bezeichnungen u; und ug verwendet.

Die Schatzwerte, die der Algorithmus wéhrend eines Auftrags aus den aktuellen Messdaten berechnet,
werden mit einem Dach markiert, also 6,, 6, und . Diese werden aber nicht unbedingt in dieser Form
fiir die Regelung verwendet. Die Parameterwerte, die an den Regler {ibergeben werden, sind neben dem
Dach noch mit dem Index ,r“ gekennzeichnet, d. h. éO,r: él,r und és’r.

In Abschnitt 6.5 treten noch gemittelte Schatzwerte auf. Diese besitzen den Index ,,m“, also éo,m, él,m
und 0 .

Die ,Zeitvariable wird mit k und k’ bezeichnet, wobei letztere Bezeichnung fiir Summenbildungen
verwendet wird. So werden zur Schétzung des Parameters 6, nach dem k-ten Schritt die Eingangs-
und Messwerte der Schritte k' = 1, ...,k verwendet. Der Index k wird an den auftretenden Matrizen
und Vektoren weggelassen, wenn Verwechselungen ausgeschlossen sind und es der besseren Lesbarkeit
dient, z.B. ¥, = WP.

Bei der Betrachtung der Identifikation iiber mehrere Auftridge wird die ,Zeitvariable“ mit [ und [’ be-
zeichnet.

6.2 Literatur

Wie beschrieben besteht die Aufgabe darin, aus Messdaten und der gegebenen Modellstruktur die Para-
meter des Systems zu bestimmen. Regelungstechnisch wird dies als parametrische Systemidentifikation
bezeichnet [IsermMAaNN und MONcHHOF, 2011, S. 18].

Die Systemidentifkation ist Thema vieler Lehrbiicher und anderer Veroffentlichungen. Beispiele fiir
Grundlagenwerke sind [IsERMANN und MUNcHHOF, 2011], [Liung, 1999]. Dabei liegt das Augenmerk auf
dynamischen Systemen, wobei aber auch statische Systeme (Kennfeldermittlung) behandelt werden,
z.B. [IsermaNN und MUncHHOF, 2011, S. 501ff], [NELLES, 1999, S. 8ff, 38ff].

Bei den genannten Quellen liegt der Schwerpunkt darauf, kompliziertere statische Zusammenhdnge mit
einfachen Funktionen zu approximieren oder iiberhaupt erst zu identifizieren und nicht darauf, die Ko-
effizienten eines bekannten Zusammenhanges mit wenigen Messungen zu bestimmen.

Die Beschreibung statischer Zusammenhédnge durch gegebene (mogliche) Einflussgrofen ist auch
Thema der Regressionsrechnung, die u.A. in der Wirtschaftslehre verbreitet Anwendung findet.
Beispiele fiir Lehrbiicher, die im Folgenden auch verwendet werden, sind [RawLINGs et al., 1998],
[FreuNnD et al., 2006] und [WooLDRIDGE, 2003].

Die Aufgabe, den Einfluss sehr vieler moglicher Einflussgroflen auf ein System zu untersuchen und
relevante Abhingigkeiten zu identifizieren, fallt ebenfalls in diesen Bereich und wird mit ,Design of
Experiments“ bezeichnet, siehe z. B. [HINKELMANN und KEMPTHORNE, 2008].2

Die starke Abhingigkeit zwischen den Eingangsgrofen, auch als Multikollinearitdt bezeichnet, ist ein
Thema, mit dem sich weniger die regelungstechnische Literatur als die Literatur zur Regressionsrechnung
beschéftigt.

2 Diese grundlegende Identifikation des Prozesses, d. h. die Bestimmung der grundsétzlichen Einfliisse der Roh- und Hilfss-

toffe, der Prozessparameter sowie der Umweltbedingungen und anderer (messbarer) Stérungen auf die Ausgangsgro(de,
ist auch Voraussetzung, um die in dieser Arbeit beschriebene Methodik einsetzen zu konnen. Entsprechend wurde im
Rahmen des eingangs beschriebenen Projektes geeignetes Vorwissen verwendet, siehe z.B. [BerTI et al., 2010, S. 10ff],
sowie eigene Versuche zur Identifikation durchgefiihrt, [LEnz, 2012, S. 15ff]. Im Rahmen dieser Arbeit wird darauf jedoch
nicht weiter eingegangen.
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Ein Aspekt, der dagegen eher in der regelungstechnischen Literatur zu finden ist, ist die Problematik, die
aufgrund der Identifikation innerhalb eines geschlossenen Regelkreises auftritt. Dies fiihrt, wie spater
gezeigt wird, zu einem Bias der geschatzten Parameter.

6.3 Schatzung liber die Methode der kleinsten Quadrate

6.3.1 Schatzgleichung

Die Herleitung des LS-Verfahrens ist beispielsweise in [IseRmanNN und MuNcHHOF, 2011, S. 203ff] nachzu-
lesen und im Anhang B.1 kurz dargestellt. Hier werden nur die wichtigsten Ergebnisse zusammengefasst.

Ausgangspunkt ist die Modelgleichung

i =1,0 6.1)

T
Y, = [1 Uy —UpN 0 Upgr — up’N] und

6=1[6, 6, - 6,] .

Fiir k Messpunkte konnen die entstehenden k Gleichungen in der Form

Vi =¥,0 (6.2)
mit
Y1 Tl){ 1wy, —wyyn o Up1 —UpN
Ve = | : und Y= | = | :
Yk 1/’;5 T wp—uyn o Upp—Upy

geschrieben werden.

Aufgrund des Messrauschens kann jedoch nie y;/, sondern immer nur die gestorte Grofde y,» gemessen
werden,

Vi =P 0+ 10y .
Gesucht ist ein Schitzwert , fiir den Parametervektor, der den Fehler
& =9 — Wb = — 9
im quadratischen Sinne minimiert, d. h. Z éi, = é{ék — min.
Dieser Schitzwert 8, ist durch
0, = (o) Oy, . (6.3)

gegeben.

Bezeichnet man L, = \Il}f\llk als Informationsmatrix ([Kraus, 1986, S. 30]), und verwendet man die
Abkiirzung r;, = lIl{jlk, so lasst sich die Schitzgleichung auch als

0,=L."r (6.4)
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schreiben.

Die Informationsmatrix L, ist symmetrisch und mindestens positiv semidefinit, d. h. es gilt x'L,x > 0 fiir
alle Vektoren x.

Ist L, symmetrisch und positiv definit, so ist auch die Inverse L,:l symmetrisch* und positiv definit>. Aus
der positiven Definitheit folgt auch, dass alle Diagonaleintridge der Matrizen L; und L;l positiv sind®.

6.3.2 Eigenschaften

Um weitere Eigenschaften, insbesondere beziiglich der geschétzten Parameter § angeben zu kénnen,
miissen Annahmen getroffen werden. Die folgende Aufzidhlung fasst die ,klassischen“ Annahmen zu-
sammen. Anschlielend werden verschiedene Eigenschaften vorgestellt, fiir die zum Teil jedoch nicht alle
unten genannten Annahmen zutreffen miissen. [WooLDRIDGE, 2003, S. 790ff]

Annahmen
Al: y=1"0:
Das ungestorte System wird durch die Gleichung (6.1) vollstédndig beschrieben.

A2: E{ny}, = 0 und nicht mit ¥ korreliert:
Das Rauschen hat den Erwartungswert Null und ist nicht mit den Eingangsgréen korreliert.

A3: rg(¥) =p + 1 (¥ besitzt vollen Spaltenrang):
Keine Eingangsgrof3e ist konstant und es existieren keine exakten linearen Abhéngigkeiten unter
den Eingangsgrofden.
A4: Cov({ny},, {n,},) = 03 I
Die Varianz des Rauschens ist konstant 03 und das Rauschen ist unkorreliert
A5: {ny;}, ~N(0, 03):
Das Rauschen ist normalverteilt

Die wesentlichen Eigenschaften von Schétzern sind Bias, Konsistenz und Effizienz. Die Definitionen kon-
nen bspw. in [IsermaNN und MoUNcHHOF, 2011, S. 687f] nachgeschlagen werden.

Biasfreiheit
Unter Bias wird die Abweichung des Erwartungswerts der Schitzwerte § vom tatsichlichen Wert 6
verstanden, b=E{6, — 0}..

Unter den Annahmen A1, A2 und A3 ist der Schitzwert @ biasfrei, E{0 }. = 0. Dies gilt fiir jedes beliebige
k und nicht nur fiir k — oo.

Konsistenz

Ein Schitzer wird als konsistent bezeichnet, wenn der Schitzwert fiir k — oo fast sicher bzw. mit der
Wahrscheinlichkeit eins dem wahren Wert entspricht,

P(klimék—ezo)zl.

Jede Matrix M™M ist positiv semidefinit, da x’M™Mx = yTy und y'y > 0 Vy. (Zur Definition und den hier genannten
Eigenschaften symmetrischer und positiv (semi)definiter Matrizen siehe auch [Horn und Jounson, 1985, S. 169, 396ff].)
4 I:(L'L_l)T:(L_l)T'LT :(L_l)T'L = (L—I)T :L_l.

> Es gelte x'Lx > 0. Mit x = L™y gilt fiir alle y, dass x'Lx = y'L™'LL 'y = y'L~!y > 0.

Mit dem i-ten Einheitsvektor e; gilt e/ Le; = (L); > 0.
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Ein Schétzer wird als ,konsistent im quadratischen Mittel“ bezeichnet, wenn
klim E{(0,—-6)-(6,—06)},=0
—00

gilt. In dieser Arbeit wird immer letztere Definition verwendet, und daher wird im Weiteren auch kurz
»konsistent“ fiir ,konsistent im quadratischen Mittel“ geschrieben.

Ein konsistenter Schétzer ist (zumindest) asymptotisch biasfrei und die Varianz geht fiir k — oo gegen
Null.

Unter den Annahmen Al bis A4 ist der LS-Schétzer konsistent.

Effizienz

Unter Effizienz wird die Eigenschaft verstanden, dass ein Schitzer die minimale Varianz innerhalb einer
bestimmten Gruppe von Schitzern besitzt.

Unter den Annahmen Al bis A4 besitzt der LS-Schétzer die geringste Varianz’ aller linearen, biasfreien
Schéatzer (Gaul3-Markov-Theorem, [WooLDRIDGE, 2003, S. 792]). Dabei werden unter linearen Schéitzern
alle Schitzer verstanden, deren Schitzgleichung in der Form @ = M(¥) - § geschrieben werden kann,
wobei die Eintrage der Matrix M Funktionen der Eingangsgrof3en sein konnen, aber unabhéngig von den
gemessenen Ausgangsgrolden y sein miissen.

Wird die Annahme A5 hinzugenommen, so lésst sich zeigen, dass die Varianz des LS-Schétzers gerade
der Cramer-Rao-Grenze entspricht, welche die geringste Varianz aller (nicht nur linearen) biasfreien
Schétzer darstellt. Somit kann kein biasfreier Schétzer besser als der LS-Schétzer sein und dieser ist
damit effizient. [WooLDRIDGE, 2003, S. 794f] &

Varianz der Schatzwerte

Unter den Annahmen A1 bis A4 gilt fiir die Kovarianzmatrix P = Cov({0},, {#},) der Schitzwerte

P= 03 N (6.5)

Die Varianz der Schétzwerte ist eine wesentliche Grof3e, so dass auf diese noch 6fters eingegangen wer-
den wird. Die prinzipiellen Einflussfaktoren auf die Varianz werden in Abschnitt 6.3.3 diskutiert.

Verteilung der Schatzwerte

Unter den Annahmen A1 bis A5 sind die Schitzwerte 6 ebenfalls normalverteilt.

Verlauf der Varianz fir wenige Messungen

Wie gerade beschrieben ist der LS-Schatzer konsistent, d. h. die Varianz der Schatzwerte geht gegen Null,
wenn die Anzahl der Messpunkte k gegen unendlich geht. Dies ist natiirlich eine sinnvolle Eigenschaft
fiir einen Schitzer. Im vorliegenden Fall ist jedoch besonders auch das Verhalten bei wenigen Messungen
von Interesse. Insbesondere ist es wesentlich, dass die Varianz der Schatzwerte mit wachsender Anzahl
an Messpunkten monoton abnimmt, d. h. es soll

Var{0; i1} S Var{f,},,  i=1,...,p (6.6)

7 Dies bedeutet, dass die Varianz jedes Schitzwertes 9; minimal ist.

8 Fir die Herleitung der Cramer-Rao-Grenze siehe z. B. [HANSLER, 2001, S. 434ff].
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gelten, wobei p die Anzahl der zu schitzenden Parameter ist.

Die praktische Bedeutung liegt darin, dass damit jede neue Messung ohne weitere Priifungen mit den be-
stehenden Messungen kombiniert werden kann. Ware dies nicht gegeben, so miisste man die Messpunkte
einzeln vorhalten und in jedem Schritt priifen, welche Kombination aus den bisherigen Messpunkten die
optimale, d. h. minimale Varianz ergibt.

Das Gl. (6.6) erfiillt ist, kann man zum Einen mit der Eigenschaft der Effizienz begriinden. Dazu be-
trachtet man zwei Schétzer fiir k + 1 Messungen. Den normalen LS-Schéitzer, und einen modifizierten
LS-Schétzer, der nur die ersten k Messwerte verwendet. Da der normale LS-Schitzer effizient ist, kann
es keinen besseren Schétzer bei k+ 1 Messungen geben, insbesondere kann der modifizierte LS-Schétzer
nicht besser sein, d.h. seine Schiatzwerte konnen keine geringere Varianz haben als die des normalen
LS-Schétzers. Demnach kann die Varianz bei dem normalen LS-Schétzer nicht steigen, wenn die Anzahl
der Messpunkte erhoht wird.

Alternativ kann man Gl. (6.6) auch wie folgt beweisen, ohne dass ein Riickgriff auf die Eigenschaft der
Effizienz erfolgen muss.

Unter Annahme einer konstanten Varianz 03 des Messrauschens gilt
A 1 — 2. (11 _
Var{ei,k}r_o-y'(]-‘k )ii) i=1, -+ P
und damit ist
-1 -1 _
(Lo1)ii < @y i i=1,...,p,
Zu Zeigen.
Fiir die Informationsmatrix L, ; zur Messung k + 1 gilt
— T
Ligi =Le + Y1V -

Daraus kann die Inverse nach der Sherman-Morrison-Formel ([ZurmUHL und Fark, 1984, S. 310]) ange-
geben werden,

-1 T -1
LYWLy
T -1 :
1 +1/)k+1Lk ka+1

Diese Gleichung ist auch Bestandteil des rekursiven LS-Verfahrens.

L., = (Lk + ’l/)k+11/)k+1) L' —

Formal erhélt man die interessierenden Diagonaleintrdge durch die Multiplikation mit den entsprechen-
den Einheitsvektoren von links und von rechts,

_ T
(Lk+1)u eLk+1

Die i-te Spalte von L,:l wird mit p; ; bezeichnet, d.h. L, 'e; = p;;. Aufgrund der Symmetrie von L, " gilt
damit auch e;FLgl = p}f ;» d.h. die i-te Zeile ist die Transponierte der i-ten Spalte. Damit ergibt sich fiir
die Diagonalelemente der Ausdruck

P;f i¢k+1¢£+1pk i
1+ ¢k+1 k 1r"/)k-i-l

Da lel positiv definit ist, ist der Nenner des Bruchs immer positiv. Der Zéhler p{}la/) k Hx/f,f +1Px; ist eben-

(L) = @ i — i=1,...,p.

falls immer grof3er oder gleich Null, da ;. +11/)£ 41 Positiv semidefinit ist. Damit ergibt sich der gesuchte
Zusammenhang

0<(L <@L i s i=1,...,p,

e i

wobei die zusitzlich angegebene erste Bedingung daher kommt, dass L;,; und damit auch Lk 1 immer
positiv definit ist und damit nie negative Diagonalelemente auftreten kénnen.
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6.3.3 Varianz

Die Kovarianzmatrix P = Cov({0},,{0},) lautet P = 032, -L7! (Gl (6.5)). Die Varianzen Var{0;}, der
Schatzwerte sind damit die Eintrdge auf der Diagonalen von P, Var{ éj}r = (P);;-

Direkt ersichtlich und anschaulich ist, dass die Varianzen der Schitzwerte umso grol3er sind, je grol3er
die Varianz 05 des Rauschens ist.

In [WooLDRIDGE, 2003, S. 96] werden die Einflussfaktoren auf die Varianz der Schitzwerte anhand der
Darstellung

0.2

Al y

besprochen. Dies wird hier zusammenfassend wiedergegeben. In Gl. (6.7) ist
k
SST; = > (W — ;)? (6.8)
K'=1

die totale, quadratische Variation des Eingangs u; (u; ist der arithmetische Mittelwert des Eingangs
u;.). Fir die GroRRe RJZ. wird eine ,,Schédtzung“ 4; ,» der EingangsgrofSe u; ;- tiber die verbleibenden Ein-

gangsgrofen sowie einer Konstanten durchgefiihrt. D. h. es werden Parameter 9; so bestimmt, dass der
,Schatzwert*

ﬁj’k/ = 1?0 + ﬁlul’k/ + -4+ ”l?j_lu]'_l’k/ + ’l?j+1u]'+1’k/ + -+ ﬂpup’k/

den quadratischen Abstand Z(uj’k/ - ﬁj’k/)z minimiert. Dann kann RJZ. als das Quadrat des empirischen
Korrelationskoeffizienten von uj i und i geschrieben werden ([WooLpripGe, 2003, S. 81]),

lez/:l(uj,k’ —ﬁj)'(ﬁj,k’ _L:lj) ’
»)

k — k ~ =
Zk’:l(uj,k’ — ;) 'Zkle(uj,k’ —Uj

R? =

j (6.9)

Aus Gl. (6.7) und (6.8) kann geschlossen werden, dass eine hohe Variation der Werte eines Eingangs
u; die Schatzung des dazugehorigen Parameters 6; beglinstigt. Alternativ zu hohen Anderungen der
Eingangsgrofse u; kann SST; dadurch erhoht werden, dass die Anzahl k der Messungen erhoht wird.

Kann u; ;s vollstdndig durch die anderen Eingangsgroflen u; y/, i # j, ,erklart“ werden, so wire RJZ. =1
und die Varianz nach Gl. (6.7) nicht definiert. In diesem Fall wiirde ein exakter linearer Zusammenhang
zwischen den Eingangsgrof3en existieren, was nach der Voraussetzungen A3 ausgeschlossen ist. Je ge-
ringer ein Zusammenhang zwischen den Eingangsgrof3en ist, desto mehr nahert sich der Wert fiir R? der

Null an, und desto geringer wird die Varianz von éj.
Besteht keine exakte, aber eine hohe lineare Abhingigkeit der Eingangsgrofsen untereinander, so spricht

man von ,Multikollinearitdt“. Diese Problematik und Moglichkeiten damit umzugehen sind ein Stan-
dardthema in der Literatur zur Regressionsanalyse.

6.3.4 Bewertung des Schatzers fiir das vorliegende Schatzproblem

Die Annahme A2 ist nicht vollstdndig zu erfiillen. Dass das Rauschen mittelwertfrei ist, ist zwar haufig —
so wie auch in dem vorliegenden Beispielsystem — zutreffend, aber durch die Regelung ist das Rauschen
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mit den Eingangswerten zwangsweise korreliert. Damit ist der Schétzer im Allgemeinen nicht mehr
biasfrei. Auch ist der LS-Schéitzer nicht mehr konsistent, wenn die Annahme A2 nicht erfiillt ist. Dies
bedeutet, dass der Bias auch fiir k — oo nicht verschwindet. [WooLDRIDGE, 2003, S. 169]

Eine weitere Problematik ist die Multikollinearitét. Diese liegt hier vor, da die Regelung bzw. Steuerung
die primére und sekundéire Eingangsgrofde gerade so dndert, dass in Summe moglichst keine Wirkung
auf den Ausgang entsteht. Damit liegen aber gerade Eingangsdaten vor, die fiir eine Identifikation der
Parameter 6 ungiinstig sind.

Auch ist die Anzahl der Messwerte hier sehr gering, so dass mit hohen Varianzen zu rechnen ist.

Die genannten Punkte stellen gewisse Einschrankungen bei der Verwendung des LS-Schétzers dar. Den-
noch wird dieser fiir die Schiatzung verwendet, da die genannten Punkte gelost bzw. abgeschwéacht wer-
den konnen.

So wird sich zeigen, dass das Problem der Korrelation der Eingangswerte mit dem Rauschen beherrschbar
ist. Die Multikollinearitdt der Eingangsgrof3en ist prinzipiell nicht zu beseitigen, aber es werden Maf3-
nahmen vorgestellt, mit denen die Varianzen der relevanten Gro3en moglichst niedrig gehalten werden
konnen.

6.4 lIdentifikation wahrend eines Auftrags

In diesem Abschnitt wird die Parameteridentifikation wahrend eines Auftrags betrachtet. Es wird dazu
das in Abschnitt 6.3 beschriebene LS-Verfahren als Grundlage verwendet.

In den Ablaufplidnen zu den Verfahren sowie manchen Diskussionen wird ein Prozess zugrunde gelegt,
der nur einen sekunddren Eingang u, besitzt. Dies erleichtert die Ubersicht und die Erweiterung auf
Prozesse mit mehreren sekundaren Eingidngen ist in der Regel einfach mdoglich.

Bei der Durchfithrung der Schatzung nach den Gleichungen des angegebenen Abschnitts ist zunédchst
lediglich zu beachten, dass ein Parameter 6; nur dann geschitzt werden kann, wenn sich der entspre-
chende Eingang u; wéihrend des aktuellen Auftrags auch gedndert hat. Genauer gesagt miissen sich die
verschiedenen Einginge linear unabhéngig verdndern.

Speziell bedeutet das, dass der primire Parameter frithestens nach dem ersten Regelschritt geschétzt
werden kann, wenn der Regler die Eingangsgrofde verdndert hat. Sollte sich zum ersten Regelschritt
auch die sekundére Eingangsgro3e gedndert haben, so muss ein weiterer Schritt abgewartet werden.

Solange der sekundire Eingang u, sich nicht &ndert kdnnen nur 6, und 6, geschétzt werden. Dazu kann,
wie in Abschnitt 6.4.4 beschrieben wird, auf die entsprechenden Eintrdge in L und r zuriickgegriffen
werden, d. h. es miissen keine zusitzlichen Daten gespeichert werden.

Mathematisch ausgedriickt bedeutet diese Bedingung, dass die Matrix L (bzw. L, 577 27, solange sich
u, nicht gedndert hat) invertierbar sein muss, deren Rang also maximal ist. Praktisch ist es unter Um-
stainden einfacher zu priifen, ob sich die Eingangsgrofsen gedndert haben, anstatt eine Rangbestimmung
durchzufiihren.

Begriffe

Mit ,,Drei-Parameter-Schatzung” wird die Schédtzung der Parameter 6,, 6; und 6, mit dem beschriebenen
LS-Verfahren bezeichnet.

Unter einer ,Zwei-Parameter-Schatzung® von 6; oder 6, — welcher Parameter gemeint ist wird immer
erwahnt bzw. ist eindeutig aus dem Kontext ersichtlich — wird die Schiatzung der Parameter 6, und 6,
bzw. 6, und 6, mit dem LS-Verfahren verstanden, wobei fiir 6, bzw. 0, ein fester Wert eingesetzt wird.
(Auch wenn der Schatzwert fiir 8, aus der Zwei-Parameter-Schitzung nicht verwendet werden soll, so
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muss dieser zwingend mitgeschitzt werden, da der interessierende Schitzwert 8, bzw. 8, ansonsten
unbrauchbar ist.) Dies wird in Abschnitt 6.4.4 genauer betrachtet.

6.4.1 Uberpriifen der Varianz

Wird die Least-Squares-Methode zur Schéitzung der Parameter verwendet, dann kann — wie oben schon
ofters erldutert — die Varianz der Schétzwerte bei bekannter Varianz des Messrauschens angegeben wer-
den. Dies kann und sollte genutzt werden, um zu verhindern, dass zu ungenaue Parameter fiir die Rege-
lung verwendet werden.

Die berechneten Varianzen fiir die Schatzwerte stimmen zwar nur, wenn die Annahmen A1l bis A4 erfiillt
sind, doch auch wenn diese Punkte hier nicht (ideal) erfiillt werden, zeigen die Simulationen und Versu-
che, dass die berechneten Varianzen dennoch einen sehr guten Anhaltswert fiir die Giite der Schiatzung
liefern.

Die unbekannte Varianz 03 konnte man in der Gleichung
P=ol (¥¥)"

durch eine aus den Messdaten geschitzte Varianz 62 ersetzen. Allerdings wire diese Schitzung auf-
grund der wenigen Messwerte sehr ungenau. Zudem muss die Storung auch nicht einer Normalver-
teilung entsprechen. Auf die Schitzung der Varianz des Prozess- und Messrauschens wird nochmals in
Abschnitt 6.4.6 eingegangen.

Trotz dieser theoretischen Einschrankungen stellt diese Methode mit einem sinnvoll gewéahlten 03 eine
effektive, wenn auch heuristische Methode dar, die Giite der Schédtzung zu bewerten.

Verwenden der Parameter fiir die Regelung
Fiir jeden Parameter 6; ist eine maximal zulédssige Varianz 03' o festzulegen. Wenn die Varianz des
1%

Schatzwertes éi’k eines Parameters geringer als diese Grenze ist, so wird dieser fiir die Regelung verwen-
det. Ansonsten wird der bisherige Wert fiir die Regelung beibehalten,

_ 2 < 42
5 = 0; wenn oy <05
LI, A
0; k-1 sonst.

Dies ist im ndchsten Abschnitt auch in Abbildung 6.3 dargestellt.

Wahl der Varianzgrenzen

Zum einen konnen die Grenzen anhand der Verteilungsfunktion der Normalverteilung festgelegt wer-
den. So liegen bei einer standardverteilten ZufallsgroRe 95 % der Werte in einem Bereich von £20 um
den Mittelwert. Soll eine Abweichung vom realen Wert um mehr als 20 % weniger als 5% wahrschein-
lich sein, so muss also 204,y = 0,2 - 6; gelten. 6; ist zwar nicht genau bekannt, aber mit einem
angenommenen Wert 6;, der die Groenordnung richtig wiedergibt, erhélt man so beispielsweise
1.
Uéi,r,max = 1_091 .

Zum anderen konnen die Grenzen von schon verwendeten Schitzalgorithmen abgeleitet werden. Wenn
z.B. bekannt ist, dass eine Schétzung der Steigung bei einer einzelnen Differenz der Eingangsgrof3e ab
Au; i zu guten Ergebnissen fiihrt, dann kann aus

2 2 2

é~,r,max = y 2
' Aui,min
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das maximal zuldssige o
0;,r,m

= bestimmt werden.

Da die angenommene Varianz der Storung durchaus fehlerbehaftet sein kann und auch die Annahme
einer Normalverteilung beim realen System nicht erfiillt sein muss, stellen die so bestimmten Grenzen
nur Anhaltspunkte dar. In Versuchen sind die Grenzen dann gegebenenfalls noch anzupassen.

In Abbildung 6.2 ist der Einfluss der Varianzgrenze beispielhaft dargestellt, wobei der angenommene
Parameterwert éLr zu Beginn doppelt so hoch wie der reale ist. Damit ergibt sich ohne Adaption ein
kriechendes Verhalten. In Abbildung 6.2a ist die Grenze 0, ; .y auf ein Zehntel des (in der Simulation
bekannten) realen Parameterwerts gesetzt. Erst bei k = 4, d. h. dem dritten Regelschritt ist die Variation
des Eingangs so grol3 geworden, dass 0; teilweise geschétzt werden konnte. Und erst bei k = 5 ist dieser
dann in allen Versuchen geschitzt worden. Entsprechend stark ist das kriechende Verhalten ausgepragt.

70 | 70 . 100 |
60 60 80 -
> 50 > 50 >
40 40
30 30
1 L L 1 1 T .
0,8+ . 0,8 0,8
. 06} T . 0,6 . 0,6F
© 041 F - 0,4 < 0.4
0,2 i 7] 0’2 B 7 0,2 !
0 : L 0 L 1 0 ; 1
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
(a) os =16 (b) oq =56 (c) oo :%'91

1.T,max 10 1,T,max 5 1.T,max

Abbildung 6.2: Beispiele fur verschiedene Varianzgrenzen (Daten aus je 10 000 Simulationen)

In Abbildung 6.2b ist 0, , max auf ein Fiinftel des Parameterwerts gesetzt. Hier wird schon bei k = 2,
also dem friihestmoglichen Zeitpunkt begonnen, 6, zu schétzen. Allerdings ist die Streuung von {él,r,k}r
zunéchst deutlich gréRer, was sich bei {¥,}, auch bei k = 3 und k = 4 in vereinzelten deutlichen Uber-
schwingern zeigt. Insgesamt wird der Sollwert aber ziigiger erreicht.

Zuletzt ist in Abbildung 6.2c¢ der Fall betrachtet, dass 0, , max nUr einem Drittel des Parameterwerts
entspricht. Hier wird 6; in allen Simulationen schon bei k = 2geschitzt, jedoch mit einer sehr grof3en
Streuung, die vereinzelt zu extremen Uberschwingern fiihrt. (Diese wiren teilweise noch gréfer, wenn
die Eingangsgrofle u; nicht beschrankt wére.

Bei k = 5 ist die Verteilung von {él,r,k }. in allen drei Fillen ungefahr gleich, da auch die Daten ungefahr
dieselben waren. Die Varianzgrenze hat demnach keinen Einfluss auf die erreichbare Giite der Schitzung,
sie lehnt nur (wahrscheinlich) zu schlechte Schitzungen ab.

Schatzung des primdren Parameters

Durch die Uberpriifung der Varianzen (und der spéter vorgestellten Mittelung der Schiitzungen aus meh-
reren Auftrigen sowie weiterer Priifungen) kénnen andere Parameter 0,;,i =1, ..., p, fiir die Regelung
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verwendet werden, als die Parameter 6;, die aus den Daten des aktuellen Auftrags mit dem LS-Schitzer
bestimmt wurden.

Der Schitzwert , fiir den Parameter 6, ist zwar biasfrei, allerdings hat es dennoch Vorteile, diesen
beziiglich der fiir die Regelung verwendeten Parameterwerte él,r und és’r zu berechnen (der dann als
éO,r bezeichnet wird), auch wenn diese im Allgemeinen nicht den wahren Parameterwerten 6, bzw. 0,
entsprechen und damit GAO’r nicht biasfrei ist. Siehe dazu auch Abschnitt 6.4.4. Nach den Gleichungen
dieses Abschnitts wird éO,r iiber

~ _ ~ -1 17T
90’1. = Ll,i . (1‘1 — q’l,[Z:(p-H)] . [Ql,r Br’s} ) (610)
bestimmt.

Es lassen sich fiir beide Moglichkeiten (Schatzung tiber ,,normales“ LS bzw. Schiatzung beziiglich él’r und
0 s,r) Situationen konstruieren, in denen die eine ein besseres Verhalten als die andere liefert. Jedoch hat
die Schatzung beziiglich él’r und éS,r den Vorteil, dass bei einem Folgeauftrag mit gleicher Sollgrof3e und
gleichen sekundiren Eingangsgrofen der Vorsteuerungswert des primiren Parameters ungefahr dem
Wert entspricht, den dieser im eingeregelten Zustand des Vorauftrags angenommen hat. Dies entspricht
damit dem Vorgehen, welches ein Bediener auch von sich aus anwenden wiirde.

6.4.2 Implementierung

Iterative Berechnung der GréBen

Wenn die Schétzung online erfolgen soll, dann kommt zu jedem Abtastschritt ein neuer Datensatz hinzu.
Es miissen aber nicht in jedem Abtastschritt Produkte immer grofler werdender Matrizen berechnet
werden, sondern man kann die Berechnung iterativ ausfiihren.

Die Matrix ¥ und der Vektor y werden hier nur in den Kombinationen
L, =9 ¥,

und
I = \I’;El‘k

verwendet. Diese konnen iterativ iiber

0 k=0
Lk = T k
L1+ >0

und

0 k=0
I = o
ot k>0
berechnet werden (siehe auch Anhang B.3).
Zum Bestimmen der Parameter {iber
ék = lelrk
muss also in jedem Schritt (wenn alle Einginge ausreichend angeregt wurden) eine (p + 1) X (p + 1)-
Matrix invertiert bzw. ein lineares Gleichungssystem (p + 1)-ter Ordnung gelost werden.

Fiir den Fall p = 2 ergibt sich der in Abbildung 6.3 dargestellte Ablaufplan. Solange noch keine Anderung
der sekundiren Eingangsgrofie u, vorliegt, kann 6, auch noch nicht geschitzt werden. Die Schétzung
von 0, erfolgt dann iiber eine Zwei-Parameter-Schétzung. Siehe dazu auch Abschnitt 6.4.4.
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Neue Messdaten
Y, ¥(k)

Initialisierung bei neuem
Auftrag
L=0
2 _ 42
O-él - O-éz - r=0
00> 611, 02, laden
L=L+yy"
r=r+7vYy

Nein Ly =Lnona Nein
rp =17 o) — L 2y3e 051

Ja

I

[*, él: é2:| = L_lr ~
[*, ogl,ogz] = diag(a§ L) [*,6,] = Li'rr

[%, agl] = diag(a§ L)

Nein

éO,r = Ll_% “(ry —Lypay- [él,r éz,r]T)

C Reglerparameter éO,r: él’r, éz,r )

Abbildung 6.3: Ablaufplan Drei-Parameter-Schatzung
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Identifikation beziiglich des Nennpunkts

In Abbildung 6.4 ist beispielhaft dargestellt, weshalb es giinstiger ist, die Identifikation beziiglich der
NenngrofRen, d. h. dem Zusammenhang

Y =00+ 01 (W —upn) + 6y (ugpr —upn) + -+
durchzufiihren, und nicht den Zusammenhang

Y =060+ 01wy + 05 upp + -
zugrunde zu legen.

Dazu ist in Abbildung 6.4 fiir den Fall p = 1 die Schatzung der Geraden mit zwei Messungen bei u; = 40
und 60 dargestellt. Die durchgezogene Linie entspricht dem tatsdchlichen Zusammenhang. Durch das
Messrauschen entstehen bei den beiden Eingangswerten von 40 und 60 Unsicherheiten, die durch die
kleinen senkrechten Striche dargestellt sind. Der Bereich, in dem die damit geschétzte Gerade liegt, ist
durch den grauen Bereich angedeutet. Es ist zu erkennen, dass dieser Bereich bei u; = 50 deutlich kleiner
ist als bei u; = 0. D. h. die Varianz des Schitzwertes {0}, wire deutlich groRer als die des Schitzwertes
{0,},. Da man sich in der Anwendung immer um den Nennpunkt aufhalten wird, ist die Varianz von
{éo}r aussagekraftiger. (Vgl. dazu auch die Bemerkung von [FrREUND et al., 2006, S. 42, 50] beziiglich
der Interpretierbarkeit von 6,.)

y
60
50 1
40 +
30.
1OA 1 {000}

0O 10 20 30 40 50 60 70
Uy

Abbildung 6.4: Vergleich von 6, und 6,

Skalierung der EingangsgroBen

Um Eintréage gleicher Gré3enordnung in der L-Matrix und damit giinstigere Bedingungen fiir die nume-
rische Berechnung zu erhalten, werden die Eingangsgrofsen normiert. Dazu wird die Gleichung

Y =00+ 01 - (U pr —uy )+ 0y (Ugpr — U y)

in
_ 0 1 0,
Y =Sg— + (U —upn)-s1-— +(Ugp —Usn) sy —
So 51 Sy
. . . 6 0 o
umgeschrieben. Nun werden die GroRen s—", 5—1 und 5—2 als neue Parameter 6;, 6; und 6, aufgefasst.
0 1 2

Damit wird der Parametervektor
T
/7 _ / / /
0'= 6y 6] 6]
gesucht, wobei der Eingangsvektor
T
1/);C/ = [50 (U —ugn) - s1 (Uge —Usn) '52]

lautet.
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Algorithmen zur numerischen Lésung

Im Ablaufplan in Abbildung 6.3 ist sowie der Gleichung (6.4) bzw. (6.3) wird der Schatzwert iiber die
Inverse der Matrix L = ¥ bestimmt, § = L™ 'r. Dies ist jedoch nicht ,wortlich“ zu verstehen, sondern
der Vektor der Schiatzwerte wird numerisch iiber die Losung des Gleichungssystems

Lo =r,

der sogenannten Normalgleichung, bestimmt. Diese Losung wird, da L, wenn ¥ vollen Spalten-
rang hat, symmetrisch und positiv definit ist, iiber eine Cholesky-Zerlegung von L berechnet.
[DaumEN und REUSKEN, 2008, S. 127] Dabei kann die Inverse von L, die zur Bestimmung der Varian-
zen der Schitzwerte benétigt wird, parallel zur Losung @ berechnet werden, d.h. es muss nur einmal
die Cholesky-Zerlegung durchgefiihrt werden. [DaumEN und REUSKEN, 2008, S. 80]

Grundsatzlich ist bekannt, dass die Bestimmung der Losung des LS-Problems iiber die Berechnung der
Losung von LO = r bzw. $T¥0 = ¥"§ numerisch ungiinstig sein kann und bei schlecht konditionierten
Matrizen L zu Problemen fiihrt, siehe z.B. [DanMEN und REUSKEN, 2008, S. 128]. Dariiber hinaus wird
an der genannten Stelle auch darauf hingewiesen, dass schon die Bestimmung der Matrix L = W fiir
grofRe k aufgrund von Rundungsfehlern kritisch sein kann.

Prinzipiell wird in der Literatur hdaufig empfohlen, die Losung des LS-Problem direkt, basierend auf einer
QR-Zerlegung der Eingangsmatrix ¥ zu bestimmen, siehe z.B. [DanmeN und REuskeN, 2008, S. 129],
[voN FINCKENSTEIN et al., 2002, S. 222].

Fiir den vorliegenden Zweck ist die Bestimmung der Losung des LS-Problems iiber die Normalgleichung
jedoch unkritisch. Dies liegt daran, dass ein schlecht konditioniertes L darauf hinweist, dass zumindest
ein Parameter nur sehr schlecht, d. h. mit hoher Varianz geschitzt werden kann. Es besteht damit keine
Notwendigkeit, die Schatzwerte bei einer schlecht konditionierten Matrix L zu bestimmen, da diese dann
ohnehin nicht berticksichtigt werden diirfen. Es muss also nur sichergestellt sein, dass die schlechte
Kondition von L erkannt wird, bevor die Schatzwerte bestimmt werden.

Der Rang einer Matrix kann numerisch iiber die Berechnung der Singuldrwerte bestimmt werden, siehe
z.B. [DanmEeN und REUSKEN, 2008, S. 150]. Die berechneten Singuldarwerte kénnen hierbei auch genutzt
werden, bei zu schlecht konditionierten Matrizen von der Berechnung der Schéatzwerte abzusehen. In
diesem Fall ist die Bedingung rank(L) =' 3 nicht nur so zu verstehen, dass L vollen Rang hat, sondern
auch eine geniigend groe Anregung der Einginge vorliegt, um die Losung des Gleichungssystems LO =
r sowie die Inverse von L numerisch sicher bestimmen zu kénnen.’

Anstelle der numerischen Bestimmung des Ranges konnte auch iiberpriift werden, ob sich die Eingangs-
groBen geniigend (linear unabhingig) gedndert haben, wobei dafiir geeignete Kriterien zu definieren
sind.

Implementierung als RLS

Der Least-Squares-Algorithmus kann auch in einer rekursiven Form implementiert werden (siehe Ab-
schnitt B.4). In dieser muss anstelle der in jedem Schritt notwendigen Invertierung der Matrix (¥ ¥)™!,
die hier die Dimension (p + 1 x p + 1) besitzt, bzw. der Losung eines linearen Gleichungssystems mit
p + 1 Unbekannten, nur eine skalare Division durchgefiihrt werden. Mathematisch sind die beiden Ver-
fahren dquivalent, sofern die Matrizen (¥*%)~! und P nach dem ersten Schritt identisch sind. Dies kann
ndherungsweise durch die Wahl sehr groRer Eintrdge im Anfangswert P, oder durch die Berechnung
des erstens Schritts iiber das ,,normale“ Least-Squares-Verfahren und das Fortsetzen im RLS-Verfahren
erreicht werden.

9

Bei den zu dieser Untersuchung durchgefiihrten Simulationen und Messungen wurde die untere Grenze fiir die Singu-
larwerte auf 1- 107! gesetzt, d. h. kleinere Singuldrwerte wurden bei der Rangbestimmung als Null angesehen. Damit
sind bei der Verwendung von Gleitkommazahlen mit 64 bit Linge keine Probleme mit der Losung von L = r bzw. der
Inversion von L aufgetreten.
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Dem Vorteil des geringeren Rechenaufwands stehen hier aber auch Nachteile gegeniiber, die
durch die Notwendigkeit entstehen, Anfangswerte fiir  und P anzugeben. Es werden dazu in
[IsermMANN und MUNcHHOF, 2011, S. 272] verschiedene Moglichkeiten angegeben. Existieren sinnvolle
Schétzungen aus a-priori-Wissen (z.B. aus vorherigen Versuchen), so konnen diese verwendet werden.
Dies ist hier aber nicht moglich, da zum einen fiir 6, keine genaue a-priori-Schiatzung angegeben wer-
den kann, und zum anderen mit diesem Verfahren viele Messwerte benotigt werden, um einen falschen
Anfangswert zu korrigieren. Eine weitere Methode wére, P, = al mit groflem a zu setzen. Im Grenzfall
a — oo ndhert man sich damit dem normalen LS-Verfahren an, unabhéngig von dem Anfangswert 90.
Aber fiir endliche a werden wieder mehrere Messwerte benétigt, um die gewiinschten Werte zu erhalten.

Auch treten Probleme auf, wenn Parameter zu sekundiren Eingédngen erst im spiteren Verlauf eines
Auftrags mitgeschitzt werden konnen.

Letztlich bleibt nur die Moglichkeit, das RLS-Verfahren mit einem normalen LS-Verfahren zu starten.
Dies muss wahrend eines Auftrags auch jedes Mal neu gemacht werden, wenn ein weiterer Eingang
sich dndert und damit ein zusatzlicher Parameter geschétzt werden kann. Damit erhdlt man mit dem
RLS-Verfahren immer dieselben Werte wie mit dem LS-Verfahren.

Da damit aber ohnehin Speicher fiir all die Daten vorgehalten werden muss, die auch fiir das normale
LS-Verfahren benotigt werden, und auch die entsprechenden Gleichungssysteme gelof3t werden miissen,
wenn auch nicht so hdufig, wird auf das RLS-Verfahren vollstdndig verzichtet.

6.4.3 Einflussfaktoren auf die Varianz

In Abschnitt 6.3.3 wurde schon auf die Faktoren eingegangen, die die Varianz beeinflussen. Dies sind
neben der Varianz des Messrauschens die Anzahl der Messpunkte, die Variation in den Eingangsgréen
und der Grad der Abhingigkeit der Eingangsgroen untereinander. Da insbesondere der letzte Punkt eine
grol3e Rolle spielt, soll dieser zunéchst nochmals an Beispielen erlautert werden. Im Anschluss daran wird
dargelegt, wieso dies fiir den vorliegenden Fall wesentlich ist. Es wird weiterhin kurz dargestellt, warum
die Methoden aus der Literatur fiir den Umgang mit der Multikollinearitét fiir diesen Einsatzzweck nicht
geeignet sind.

Fiir zwei Eingangsgrof3en u; und u, sind in Tabelle 6.1 bzw. Abbildung 6.5 vier Beispiele fiir mogliche
Eingangsdaten gegeben. Diese unterscheiden sich neben der Anzahl der Messpunkte vor Allem im Grad
der Korrelation zwischen den beiden Eingangsgrof3en u; und u,.

Tabelle 6.1: Eingangsdaten zu Abbildung 6.5

() Ideale Korrelation

(Abbildung 6.5a) (b) Starke Korrelation (Abbildung 6.5b)

u, 31 35 39 u; 33 31 35 33 34 36 37
u, 9 12 15 u, 9 9 12 12 12 15 15

(c) Schwache Korrelation
(Abbildung 6.5¢)

u, 37 31 37
u, 9 9 15

(d) Mittlere Korrelation
(Abbildung 6.5d)

u; 24 31 37
u, 9 9 15
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Abbildung 6.5: Beispiele fur Eingangsdaten bei zwei EingangsgréBen u; und u,

Ideale Korrelation

Die Daten in Abbildung 6.5a sind so konstruiert, dass u, um drei zunimmt, wenn u; um vier zunimmt.
Die beiden Folgen sind daher ideal korreliert. Damit kann z. B. u, ;- tiber

4
uZ’k/ - 12 + g . (ulykl - 35)

durch u, ;» ausgedriickt werden, so dass neben der Konstanten Eins nur eine EingangsgrofSe vorliegt.
Damit konnen aber keine drei Parameter geschitzt werden und es ist anschaulich klar, dass in diesem
Fall die Matrix WTW singulir ist, also nicht invertiert werden kann. (Bei idealer Korrelation kénnten auch
beliebig viele Messpunkte vorliegen, ¥"¥ bleibt immer singulir.)

Tabelle 6.2: Varianzen zu den Eingangsdaten aus Abbildung 6.5

: 2 /52 42 /-2
Eingangsdaten o /O'y o /0'y

6.5a U singulir

6.5b 0,217 0,150
6.5b, nur u, 0,040 —

6.5b, nur u, — 0,028
6.5¢ 0,056 0,056
6.5¢, nur u, — 0,042
6.5d 0,041 0,144
6.5d, nur u, — 0,042

Starke Korrelation

In Abbildung 6.5b sind sieben Datenpunkte dargestellt, die noch relativ gut auf einer Geraden in der
u;-u,-Ebene liegen. Die sich damit ergebenden Varianzen sind in Tabelle 6.2 aufgefiihrt. Ebenfalls dort
angegeben sind die Varianzen fiir {6,}, und {6,}, die sich ergeben wiirden, wenn man jeweils nur den
Parameter 6; bzw. 0, schitzt und den jeweils anderen als bekannt annimmt. Es wird dabei deutlich, dass
die Varianzen der stark korrelierten Folge deutlich gro3er, also schlechter sind, als es die Einzelfolgen fiir
u p» und uy s alleine ,hergeben® wiirden.

Schwache Korrelation

In Abbildung 6.5c sind nur drei Datenpunkte vorhanden. Diese sind aber so gelegt, dass diese quasi
das einhiillende Rechteck der Punkte aus Abbildung 6.5b bilden. Vergleicht man die sich ergebenden
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Varianzen in Tabelle 6.2 mit denen, die sich bei der starken Korrelation ergeben, so zeigt sich, dass die
Varianzen im Fall der schwachen Korrelation deutlich geringer sind, obwohl nur k = 3 anstatt k = 7
Datenpunkte vorliegen.

Die alleinige Schétzung von 6, bei einem als bekannt angenommenen 6, bringt immer noch einen Vorteil,
der aber nicht mehr so deutlich wie in dem Fall zuvor ausfallt.

Mittlere Korrelation

In Abbildung 6.5d sind ebenfalls nur drei Datenpunkte vorhanden. Im Vergleich zu Abbildung 6.5c ist
der rechte Punkt bei u, = 9 nach links geriickt. Die Korrelation zwischen u; und u, nimmt damit wieder
zu, anschaulich lassen sich diese Punkte wieder besser durch eine Gerade verbinden. Tabelle 6.2 zeigt
zwar, dass die Schéatzung von 6, besser wird, was hier auf die Verdoppelung des Wertebereichs von u;
zuriickzufiihren ist. Allerdings wird 0, deutlich schlechter geschitzt.

Hier wiirde es wieder einen deutlichen Vorteil bringen, wenn 6, als bekannt vorausgesetzt werden und
0, alleine geschéatzt werden konnte.

Fazit

Da nach dem Regelgesetz Gl. (3.13) bzw. Gl. (3.14) u, ; bei einer Anderung der sekundéren Eingénge Ug
gerade so gewdhlt wird, dass deren Wirkung auf y;, moglichst kompensiert wird, sind die verschiedenen
Eingédnge bei dieser Anwendung tendenziell stark korreliert. Dies wiirde ohne weitere Malinahmen zu
sehr hohen Varianzen der Schitzwerte der sekundéren Eingéange fiihren.

Behandlung der Multikollinearitat in der Literatur

Der Thematik der starken Abhéngigkeiten zwischen verschiedenen Eingangsgrofen, der sogenannten
Multikollinearitit, widmen sich [FrReuND et al., 2006, S. 177ff] und [RawLINGS et al., 1998, S. 369ff,
433ff, 463ff] jeweils in mindestens einem Kapitel.

Zum einen werden dort Grol3en eingefithrt, um den Grad der Multikollinearitit zu analysieren, sowie
MaRnahmen beschrieben, deren Einfluss zu vermindern. Ein Verfahren zur Analyse ist die Hauptkom-
ponentenanalyse. Dabei wird anhand der Eigenwerte der Matrix ¥'W festgestellt, welche durch die
Eigenvektoren beschriebenen Kombinationen der Eingangsgrof3en problematisch beziiglich der Multi-
kollinearitit sind. [FREUND et al., 2006, S. 192]

Eine Gegenmalinahme wire eine geeignete Umdefinition der Eingangsgrofden, so dass sich unabhingige
oder zumindest weniger abhidngige neue Eingangsgrofden ergeben. Dies kann aufgrund von Wissen iiber
den Prozess oder auf Basis der Hauptkomponentenanalyse erfolgen. Allerdings dndern sich dabei die
Eigenschaften des gesamten geschétzten Zusammenhanges nicht. [FREuND et al., 2006, S. 199, 205f]
Die hohe Varianz wird lediglich auf die weniger wesentlichen Variablen ,,abgeschoben®.

Alternativ wird vorgeschlagen, anstelle des biasfreien LS-Schétzers einen biasbehafteten Schéitzer zu
verwenden, der dafiir eine geringere Varianz und insgesamt einen geringeren MSE besitzt.

In [FrReUND et al., 2006, S. 216ff] wird dazu die Ridge-Regression und die ,,Incomplete Principal Compo-
nent Regression“ vorgestellt. Erstere Methode geht von der Schitzgleichung = (¥ + ¢ - 1)~ - ¢y
aus, wobei ¢ passend gewédhlt werden muss. Dabei ist diese Wahl jedoch nicht ohne weiteres automati-
sierbar und der Einfluss des gewéhlten c ist auch nicht gut vorherzusagen. Bei der ,,Incomplete Principal

Component Regression“ werden die Hauptkomponenten mit den niedrigsten Eigenwerten wegelassen.

Bei der hier vorliegenden Aufgabenstellung ist es aber das Ziel, sowohl auf einzelne Sollgrof3enspriinge
als auch auf Anderungen der sekundiren Eingangsgrofen moglichst gut reagieren zu kénnen. D.h. es
werden (neben 6,) immer p (verschiedene, unabhingige) Parameter bendtigt, und es ist sicher, dass
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keiner vernachlassigt werden kann. Auch wiirde die Wahl, welche Kombination der Eingangsgrofsen
einen hohen Einfluss hat und welche weniger auch von dem aktuellen Auftrag abhéngen.

Damit lassen sich diese (speziellen) Methoden hier nicht anwenden. Es wird aber die Moglichkeit weiter
verfolgt, eine (allgemeine) biasbehaftete Schéitzung fiir die sekundaren Parameter durchzufiihren. Dabei
wird hier die primére Eingangsgrofie auf dem aktuellen zur Regelung verwendeten Schétzwert festge-
halten, der nicht unbedingt (vollstdndig) aus den Daten des aktuellen Auftrags gewonnen wird. Es wird
sich zeigen, dass dieses Verfahren sehr gute Ergebnisse liefert.

6.4.4 Least-Squares-Schatzung bei teilweise festgehaltenen Parametern

Wenn aufgrund der hohen Korreliertheit der Eingangsgrof3en bzw. der Multikollinearitit die Varianzen
der Schatzwerte sehr hoch werden, dann stellt sich die Frage, ob es sinnvoll wére, nur einen Teil . der
Parameter ' = [0;r 0?] zu schitzen!© (siehe oben).

Bezeichnet man die Schitzwerte der reduzierten Schitzung mit 8, und die Schitzwerte der entspre-
chenden Parameter aus der ,vollstindigen* Schatzung mit (6 )., so werden in [RawLings et al., 1998, S.
208f] folgende Aussagen fiir den Fall zitiert, dass 6; = 0 gesetzt wird:

* Die Schitzwerte . sind biasbehaftet, sofern die tatsichlichen Parameter 8 nicht Null sind oder
bestimmte Anforderungen an die Anregung ug erfiillt werden, auf die weiter unten eingegangen
wird.

* Die Varianzen Var{#0.}, sind maximal so groR wie die entsprechenden Varianzen Var{(0).},. In der
Regel sind diese sogar kleiner. (siehe Abschnitt B.5)

* Unter bestimmten Bedingungen kann der MSE{@. — 6.}, damit kleiner sein als MSE{(8), — 6.},.

* Auflerdem besitzt der Schatzwert 6'}2,, der sich aus den Residuen ergibt, bei der 8 .-Schitzung einen
positiven Bias.

In [RawLiNGs et al., 1998] wird die Regression fiir den Fall betrachtet, dass von vorliegenden Daten
durch Regression ein Modell abgeleitet werden soll. Der hier behandelte Fall unterscheidet sich davon
dahingehend, dass fiir das gleiche System mehrere Regressionen mit anderen Messdaten vorgenommen
werden. Dadurch kann ein gewisses Vorwissen vorausgesetzt werden.

Daher werden, anders als in [RawLings et al., 1998], die Terme zu den Parametern 6 nicht einfach aus
der Gleichung gestrichen, sondern es werden fiir 6, feste Werte 6; angenommen.

Es wird der Fall betrachtet, dass nur noch die Parameter 6. geschétzt werden sollen, wahrend fiir die
Parameter 0 ein fester Wert 0 vorgegeben wird, der aus vorherigen Schédtzungen oder Vorwissen iiber
das System stammt. Die Gleichung, die der Schiatzung zugrunde liegt, lautet in diesem Fall

~ AT 1
yk/ — ef . uf,k/ = ezlf- [u k/} + le’k/ . (6.11)
— €,

Tt

Ce o . AT . e . ;
Dabei ist J; 1/ = Jv — 0 -ug ) die modifizierte Messgrofse zur Schétzung der Parameter ... Der konstante
Anteil 6, der Systemgleichung wird immer den zu schitzenden Parametern 0. zugeschlagen.

Der Eingangsvektor lautet in dem beschriebenen Fall 1/)2 y = [1 llz_ k/] . Fasst man diese fir k' =1, ...,k
zur Matrix W, sowie die J¢;/ zu §; zusammen, so lauten die k Messgleichungen in vektorieller Form

S’f = q’e0e|f+ny .

10 Dije Indizes stehen fiir , estimated“ bzw. , fixed*.
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Daraus ergibt sich fiir den Schatzwert 9e|f der Ausdruck
éelf =L 'ry (6.12)

mit L, = ¥} ¥, und r = ¥} §;.

Zunachst wird nun angegeben, wie sich die in der Schitzgleichung verwendeten Matrizen aus den
Matrizen ¥ und ¥'§ (bzw. L und r) des Gesamtsystems erhalten lassen. Im Anschluss werden die
Auswirkungen von Fehlern bei 0 auf die Schiatzwerte von 6. untersucht.

Berechnung aus Matrizen des Gesamtsystems

Der einfacheren Schreibweise halber wird angenommen, dass die zu schitzenden Parameter im Gesamt-
parametervektor 6 vor den festgehaltenen Parametern liegen, d.h. 87 = [Oz OfT] Dies stellt keine
Einschrankung dar, da dies durch ein einfaches Umsortieren, welches sich auch auf L und r anwenden
lasst, immer erreicht werden kann.

Des Weiteren wird auch wgk, = uka, definiert, obwohl es sich bei ug nicht um Eingangsgroen des neuen
Schéatzproblems handelt. Die Vektoren ”(/)zk, und ”(l)gk, aller Zeitpunkte k" =1, ..., k werden auch hier zu
den Matrizen ¥, und ¥; zusammengefasst. Da 1/){, = [ll)Z_)k/ lllzk/] ist, gilt auch ¥ = [\Ile \I'f] .

Die Informationsmatrix L des Gesamtsystems kann dann als

¥ WA LA IR
L=v"w=| ¢||®, W= eve| Ve _ e of 6.13
[‘I’}FM - ) [\I’f\lle VI [(L)fe (L) (6.13)
geschrieben werden, woraus sich mit der angegebenen Aufteilung

L. = (L), (6.14)

ergibt. Fiir den r-Vektor des Gesamtsystems ergibt sich

— W~ — e _ e
r="vy= H = |:(r)f:| . (6.15)

Der Ausdruck 9? - ugy in der Gleichung (6.11) fiir den modifizierten Ausgang J; ist ein Skalar, so dass
dieser auch transponiert werden kann, was

~T ~

Ve =T = 0 -t = Jpo — gy, - 0
ergibt. Damit lautet der Vektor ¥,

Fe=F—W;-0;. (6.16)
Dieser wird in den oben angegebenen Ausdruck fiir r.¢ eingesetzt,

r =0y, =0Ty -0l ;- 0.
Der erste Summand entspricht (r), und ¥} - ¥; ist gerade (L), so dass sich

Teip = (1)e — (L)es - 0; (6.17)

ergibt.

6.4 Identifikation wahrend eines Auftrags 109



Bias

Der angenommene Wert @, fiir §; wird im Allgemeinen von diesem abweichen, d. h.
éf = 9f + Aéf .
Wird dies in Gl. (6.16) eingesetzt,

=5 — W (0 + AB)
=§— 00— ¥ Ay,

so ergibt sich

éelf = (\I’E\I’e)_l\I’ZNe
=wlw) el (- \pfofz—(\pj_q:e)—lq:}pf - Ab; (6.18)

-~

be

fiir den Schitzwert fiir 0. Der erste Summand 8, ist ein biasfreier Schitzwert fiir 0., da die ,,Anpassung®
—W.0; der MessgroRe mit den wahren Werten 6 erfolgt.

Der zweite Summand stellt den systematischen Schitzfehler bzw. Bias aufgrund des Fehlers A8, dar,

Ab=0,—0,=—(F]0) 0w AD,. (6.19)

Die Matrix \Ilz\llf entspricht gerade wieder (L), womit der Fehler Af o) aus den schon vorhandenen
Daten abgeschitzt werden kann, wenn sinnvolle Abschatzungen fiir Af; existieren.

Wenn die Einginge u; zu allen festgehaltenen Parametern @ konstant sind, so darf dies anschaulich
nur einen Fehler bei der Schédtzung der Konstanten 6, erzeugen, nicht aber bei den Parametern zu den
Eingédngen u,.. Dies soll hier als Sonderfall noch kurz betrachtet werden. Die Informationsmatrix lautet
fiir diesen Fall

k Zuzk, ]

\PT\I’e = T
¢ Z Ue i/ Z ue,k’ue,k/

Diese Blockmatrix wird nach der in der FuBnote!! angegebenen Gleichung invertiert, wobei die ent-

sprechenden Blocke hier A=k, B = Zuz’k,, C=B"und D= Zue’k/uz’k, lauten. Dariiber hinaus wird

b=B=) ueT’k, gesetzt und die Abkiirzung S| = D-b'b/k=>] ue’k/uz’
Damit erhélt man

T ek, u; ., verwendet.

1,1 /y-1.1T1 1 /-1
(‘I‘E‘I’e)_lz[z—i_ib.(suu) by —be(Sw) ]

TR (s

Fiir das Produkt ¥ W, ergibt sich

T _ 1 T | — k LT — k qqT
\IlelIlf_Z([ue,k/} uf) B [Zue,k/ uf o bT uf ?

1 -1 a-1pp-lea-1 “1pn-1
Al +A'BD-lCA"! —A"'BD
1 [’é g} — { D_chfidl o ‘ed} mit D,oy = D — CA~'B [Zurmomr, und Fark, 1984, S. 303].

red
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wobei von der Voraussetzung, dass u; konstant ist, Gebrauch gemacht wurde. Damit ergibt sich fiir den
Fehler

T A
- —u; - A0

A0e|f = |: fo fi| .

Wie erwartet, ist dieser fiir alle Parameter bis auf die Konstante gleich Null.

Etwas allgemeiner kénnen die festgehaltenen Parameter 0 auch aufgeteilt werden in die Parameter éfjv,
deren zugehorige Eingdnge uq, ;s sich wahrend der Schitzung &ndern, und die Parameter 0., deren

. . . AT ~T ~T . . . .
Eingénge u¢. konstant sind, 6; = [0 gy 0 f’c] Damit ergibt sich auch der entsprechend aufgeteilte
; T _ [y T
Eingangsvektor Ugp = [uf’v)k/ uf,c].

Damit lautet

T T
T 1 T T DI keug,
vy, = " . [uf’v’k, uf’c] = 5 vk 5 <
e,k’ ue,k/uf,v’k/ Ue i/ Ug

und es ergibt sich weiter
CABER VI Ue | (A0,
e € e f f— * O Aéf’c >

wobei * als Platzhalter fiir hier nicht weiter interessierende Ausdriicke steht. Wesentlich ist, dass ein
Fehler in den Parametern A6, die zu den konstanten Eingéngen gehoren, sich nicht auf den Fehler der
Schatzwerte 6. (bis auf 0,,) auswirken.

Anwendung

Der gerade beschriebene Fehler kann grof3 sein, so dass es nicht ohne weiteres moglich ist, die bei
festgehaltenen Parametern bestimmten Schétzwerte zu verwenden. Im Fall der sekundédren Parameter
0,, ... kommt es aber weniger auf deren Absolutwert, als vielmehr auf das Verhéltnis zu 6; an. Daher
ist es hier sinnvoll, diesen Parameter auch alleine zu schitzen. Dies wird im Abschnitt 6.4.5 betrachtet.

Bei der Schitzung des primiren Parameters 6; kommt es dagegen auf den genauen Wert an. Hier kann
dafiir ausgenutzt werden, dass die sekundiren Parameter abschnittsweise konstant sind. Dies wird zu-
néchst betrachtet.

Phasenweises Schatzen von 6,

Es ist oben gezeigt, dass eine Schitzung des priméren Parameters 6, mit einer Zwei-Parameter-Schitzung
bei konstanter sekundérer EingangsgréfRe u, auch dann biasfrei ist, wenn dabei ein falsches 0, angenom-
men wird. Damit stellt sich die Frage, ob man zu besseren Ergebnissen, d.h. einer geringeren Varianz
kdme, wenn man die Einrichtphase in Phasen konstanter sekundarer Einginge aufteilt und fiir jede
dieser Phasen eine Zwei-Parameter-Schitzung des primiren Parameters 6; durchfiihrt. Diese einzelnen
Messungen werden dann optimal im Sinne der geringsten Varianz gemittelt.

Ein solches Vorgehen ist in Abbildung 6.6 als Ablaufplan dargestellt. Die Zwei-Parameter-Schéatzung wird
immer neu gestartet, wenn sich der sekundire Eingang gedndert hat. Der Subskript ,,Z“ bezeichnet die
Schétzung aus der aktuellen Phase eines konstanten sekundiren Eingangs. Mit ,,Zm“ werden die Werte
bezeichnet, die aus den vorherigen Phasen bestimmt wurden, und ,Z+“ schlieRlich ist die optimale
Mittelung der Werte aus den vorherigen Phasen und der aktuellen Phase.
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( Neue Messdaten v, y, u, )

l Initialisierung bei neuem
L, =Lr,=r Auftrag
75 ” Ja }lz,prev :A Us L=0
Ua 7 Uz prev O12m = 012+ r=0
2 _ 2 i _
. O-él,Zm - O-él,z-i- 0124 =0
Nein gg =
1,
U prev = NaN
L =L+yy’
r = r+y
L, = (L - LZ)[] 21,01 2]
r; = (r— 1'2)[1 2]

é1,z = (Lglrz)z

rank(L,) = 2? % 9 1
o5 , = (ay-LZ )

2,2

Nein l
_ 2 2 2
T = O-él,z/(o-él,zm + O-él,z)
012+ =T 01 zm+(1—7)- 0,7

2 _ 2 2 -1
Gél,z+ - (1/091,Zm+1/091,2)

A 2
QTP

Abbildung 6.6: Phasenweises Schatzen von 6,

Mit dem gezeigten Vorgehen ergibt sich ein biasfreier Schitzer fiir 6,. Da aber der normale LS-Schitzer
effizient beziiglich aller biasfreier Schétzer ist, bedeutet das, dass die Varianz des Schatzwertes aus Ab-
bildung 6.6 immer genauso grof3 oder groRer wie die des LS-Schatzwertes ist, d. h.

<()'2

o 17 01,2+

D N

Genauer lisst sich zeigen, dass die Varianz des Schitzwertes 6, der Drei-Parameter-Schétzung bei einer
einzigen Anderung der sekundiren Eingangsgrofe genauso grofd wie die Varianz bei der Zwei-Parameter-
Schiitzung ist. Bei mehreren Anderungen der sekundiren EingangsgroRe ist die Drei-Parameter-
Schitzung im Allgemeinen besser, d. h. deren Varianz fiir 8, geringer.

Damit ist eine Schitzung nach Abbildung 6.6 nicht sinnvoll, sondern der Algorithmus in Abbildung 6.3
stellt schon das Optimum im Sinne der Varianz dar.

6.4.5 Schatzen der sekundaren Parameter bei festem primaren Parameter

Verwendet man in Gl. (6.18) die Abkiirzung

Cer = (P10 ) 10 W, (6.20)
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so lautet diese
Or=0.—Cye-(0:—09).

, . A A/ , . . 1 .
Wiirde man nicht von den Parametern 6, sondern 6 ausgehen, so wiirde sich damit natiirlich ein
anderer Schatzwert

-~/ ~ ~/
aelf = oe - Celf' (af - of)
ergeben. Subtrahiert man die letzten beiden Gleichungen, so erhélt man nach Umstellen

é;|f = 9elf - Celf'(é; - 9f) . (6.21)

. Y ; ;
Geht man abermals von einem anderen Parametersatz 6 aus, so kann der dazu gehérende Schétzwert
A o

0 fir 6. nach

0= 0 — Copp- (B — 8) = 0, — Cee- (67 — 6))

~ ~/ .
aus ¢ oder 8, bestimmt werden.

Die Matrix C stellt also einen Korrekturfaktor dar, mit dessen Hilfe die Schéatzung von 6, nachtraglich
an ein neues @, angepasst werden kann.

Der Nutzen dieser Moglichkeit der nachtriglichen Korrektur des Bezugswertes 0 liegt darin, dass damit
die Schitzwerte éem/ aller Auftrage !’ an den immer besser werdenden Schéatzwert fiir 0; angepasst
werden konnen, ohne die Schitzung mit den alten Messdaten und dem neuen @ zu wiederholen. Geht
man davon aus, dass mit I’ — oo auch éf’l/ — 0; geht, so werden dadurch alle korrigierten Schéatzwerte

0 ¢ ebenfalls biasfrei und durch die Mittelung erhélt man einen asymptotisch biasfreien Schéatzwert fiir

0 mit immer geringer werdender Varianz.

Fiir diese Korrektur miissen keine Messdaten, d. h. die Informationsmatrizen L;; sowie die Vektoren r
der einzelnen Auftrdge vorgehalten werden, sondern lediglich die Korrekturmatrizen Cg¢;/. Genauer
miissen nur die Zeilen aus C.;;» gespeichert werden, die zu den Parametern gehéren, deren Schitzwerte
korrigiert werden sollen. So muss die Konstante 6, sowohl bei der kompletten Schitzung wie auch
bei der Schiatzung von 6, mitgeschitzt werden, es wird aber nur der Wert aus der Gesamtschitzung
verwendet. Somit muss die erste Zeile jedes C,¢; nicht gespeichert werden. Besteht 8, neben 6, nur aus
einem weiteren Parameter, so muss nur ein Skalar gespeichert werden.

Im Folgenden wird die Mittelung der Schatzwerte der einzelnen Auftrage etwas genauer betrachtet und
gezeigt, dass man mit noch weniger zu speichernden Daten auskommen kann.

Mittelung liber mehrere Auftrage

Spater wird in Abschnitt 6.5.2 besprochen, wie die Schiatzwerte verschiedener Auftrage sinnvoll gemittelt
werden, um zu besseren Ergebnissen zu kommen. Der gemittelte Schitzvektor nach dem [-ten Auftrag
wird mit 0 ¢, (1) bezeichnet.!? Dann kann diese Mittelung iterativ in der Form

g(l) : éelf,m(l) + gelf(l + 1)
g)+1

12 Abweichend zum {ibrigen Text wird in diesem Abschnitt die Unabhéngige nicht im Index, sondern in Klammern angege-
ben, um zu lange Indizes zu vermeiden.

0 em(l+1)=

éelf,m(l) = éelf(l)
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dargestellt werden, wobei g(1) geeignete Gewichte sind, die im genannten Abschnitt beschrieben wer-
den. Fiir die folgende Diskussion spielen die genauen Werte fiir g(I) keine Rolle.
Nach dem [ + 1-ten Auftrag sollen die geschitzten Werte fiir ée|f(l’) gemittelt werden. Dies soll beziiglich

des Wertes 0 (1 + 1) geschehen, da davon ausgegangen wird, dass dies die beste verfiigbare Schitzung
fiir 6 ist. D. h. die bisherigen Schatzwerte 0 .;(1"), I’ =1, ...,1, miissen vor der Mittelung auf den neuen

Bezugswert 0 (I + 1) umgerechnet werden. Die umgerechneten Werte werden mit 9; ((1') bezeichnet, so
dass diese Umrechnung schematisch als

~ ~ Oe(1+1) 4~/
eelf(l): Ce\f(l): ef(l) - 0e|f(1)
/

0.1(2), C(2), 842) —  8,(2)

0D, CoeD), B:(1)  — B (D)

o . A/ .
dargestellt werden kann. Mit diesen umgerechneten Werten kann nun der Mittelwert 6 oIf (1) bestimmt

werden. Dieses geschieht iiber die iterative Berechnung von é;/lfm(l’ [ +1). Allgemein soll élellfm(L, M)
den Mittelwert bezeichnen, der sich aus den ersten L Auftrigen ergibt, wenn diese auf den Wert @ des
M-ten Auftrags bezogen werden. Damit gilt é;lfm(l) = é/ellfm(l, [+1).

1

éelf,m(l’ [ + 1) wird ausgehend von
0 (L 1+1)=0,(1) = 0,(1) — Co(1)- (01 + 1) — 8(1))
uber
X g8, (U, 1+1)+0.(I'+1)
0 (U'+1,1+1)= clbm “ firl'=1,...,1—1
e|f,m( + ’ + ) g(l/) + 1 ’ ur ) )
bzw.
o g1 05 (1, 1+ D)+ 04(l' +1) = Coe' + 1) (B(1 + 1) — (1’ + 1))
olf (Z+1,l+1): - 7 >
ehm gl)+1
firl’=1,....1—1 (6.22)
bestimmt.

Der Wert 9/6/|fm(l, [ + 1) stellt also jenen Mittelwert dar, der sich auch ergeben hétte, wenn von Beginn
an mit @41 + 1) als Bezugswert gerechnet worden wire.

Zuletzt ergibt sich
4

g(l)-éemnxl,l+—1)+—9eﬁ(l+-1)

g)+1
als neuer Mittelwert nach dem [ + 1-ten Auftrag.

Ocml+1)=

(6.23)

Um diesen Algorithmus anzuwenden, miissten also fiir jeden Auftrag [’ die GrofRen 9e|f(l’ ), Cee(1’) und
6(1") sowie das Gewicht g(1") vorgehalten werden.' Dies stellt schon einen Vorteil gegeniiber der Mog-
lichkeit dar, alle bisherigen Schitzungen anhand GI. (6.12) zu wiederholen, wozu die L-Matrizen und
r-Vektoren aller Auftrédge behalten werden miissten.

Es kann aber parallel zur iterativen Mittelung der Schitzwerte auch ein Korrekturfaktor bestimmt wer-
den, der sich auf den Mittelwert bezieht. Damit entfillt die Notwendigkeit, Daten zu einzelnen Auftragen
zu speichern. Dies wird im Folgenden gezeigt.

13 Allgemein wird sich das Gewicht fiir jeden geschitzten Parameter unterscheiden. Dies spielt aber keine Rolle, da die
Mittelung ohnehin spéter parameterweise erfolgen wird.
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Mittelung der Korrekturfaktoren
Erfolgt die Mittelung der Schiatzwerte iterativ nach
~/ ~
800 e, (D+ 01 +1)

Ociml+1)= OES , (6.24)

wobei 9;|f,m(l) der auf 6,(1 + 1) angepasste (gewichtete) Mittelwert der ersten [ Auftrige ist,

015 m(D) = Bipm(D) = Cagm(D)- (1 + 1) = 1), (6.25)
und wird die Korrekturmatrix C¢,(1) durch eine analoge Mittelung

g(l) : Celf,m(l) + Celf(Z + 1)
g+1

Cetm(l+1) = (6.26)

bestimmt, so entspricht éemm(l + 1) dem Mittelwert nach Gl. (6.23), den man erhalten wiirde, wenn
man vor allen Schritten samtliche Schiatzwerte auf Qf(l + 1) korrigiert. Bzw., wenn man Gl. (6.23) mit
(6.24) vergleicht, gilt 9;/|fm(l: [+1)= Q;Ifm(l). Hierbei ist zu beachten, dass diese Gleichheit nur fiir

das Argument [ gilt, nicht aber fiir alle I’, denn églf,m(l/’ [ +1) ist immer auf 0 (1 + 1) bezogen, wihrend
sich 9;|f,m(l/) auf (1’ + 1) bezieht.

Der Beweis ist in Anhang C.1 zu finden. Damit ist gezeigt, dass zur Korrektur der Schitzwerte auf ein
neues 6 nur eine einzige Korrekturmatrix C,r gespeichert werden muss, unabhéngig von der Anzahl der
Auftrage bzw. Einzelschitzwerte.

Alternative Darstellung der Mittelung
Eine alternative Darstellung der gewichteten Mittelung, die spiter benotigt wird, ergibt sich aus

/

g()- ée|f’m(l) + 9e|f(l +1) IO,

~ 1 ~
1) = = . - . 1

oelf,m(l + ) g(l) +1 g(l) +1 0e|f’m(l) + g(l) +1 oelf(l + )

=(1 ! 0. O+ L (1+1)

U eO+1) TE e+

=(1—7D) 0 (D +7(D)- 0l +1) (6.27)

mit y(1) = . (l§+ T Entsprechend kann dann die Korrekturmatrix tiber

Cepm(l+1) =1 —7y(1) - Cepm(D +71(D) - Ce(l +1) (6.28)

gemittelt werden.

Diskussion
Im Allgemeinen wird nicht immer dieselbe Aufteilung in 6. und 0, vorliegen.

Diejenigen Parameter, die zu Eingdngen gehoren, die sich bei einem Auftrag nicht gedndert haben, kon-
nen prinzipbedingt nicht geschitzt werden und miissen daher den 0; zugeordnet werden. Allerdings
wurde auch schon dargelegt, dass dann ein Fehler in diesen Parametern keinen Fehler der iibrigen Para-
meterschiatzung erzeugt (mit Ausnahme von éo).
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Wenn nicht sichergestellt ist, dass alle Eingidnge bei jedem Auftrag geniigend angeregt werden, so muss
die Mittelung und Korrektur parameterweise geschehen. Dabei fallen aber auch nicht mehr Daten an. So
wird nicht eine Korrekturmatrix gespeichert, sondern mehrere Korrekturvektoren.

Wenn die Vereinbarung getroffen wird, dass ein sekundarer Parameter immer dann geschéatzt wird, wenn
sich der dazugehorige Eingang dndert und der primére Eingang dabei immer festgehalten wird, dann
bleibt die Handhabung relativ einfach. Da dann ein falsch angenommener Parameter bei einem sekun-
dérer Eingang nie einen Schéitzfehler bei einem anderen sekundéren Eingang verursacht, ist ein Fehler
des Parameterschitzwertes 6; des primiren Eingangs die einzige Fehlerquelle und damit besteht der
Korrekturvektor fiir jeden sekundéren Eingang nur aus einem Skalar.

Wenn zwei sekundére Eingdnge wihrend eines Auftrags zu ausschliel3lich gleichen Schritten gedndert
werden, dann muss einer der beiden Parameter fiir die Schatzung festgehalten werden. Beispielhaft seien
u, und uy zwei Eingénge, die sich zusammen gedndert haben, und der Parameter 6; wurde zur Schétzung
des Parameters 0, auf dem Wert ég,r festgehalten. Dann muss zu dem Schitzwert 6, noch ein weiterer
Korrekturfaktor cy3 , gespeichert werden, mit dem 0, bei einer Anderungen von ég’r angepasst werden
kann. Werden danach Auftrége durchgefiihrt, bei denen beide Eingénge u, und u; unabhéngig verandert
werden und damit beide Parameter geschétzt werden konnen, oder der Eingang us gar nicht verdndert
wird, so wird c¢,3 ,, entsprechend der gegebenen Gleichung bei der Mittelung von 0, angepasst, wobei
der Korrekturwert dieser Auftrage cy3 = 0 ist.

Auf den Unterschied der hier vorgestellten Schiatzung mit festgehaltenen primiren Parametern und der
normalen LS-Schétzung aller Parameter beziiglich der eigentlich interessierenden Werte §; wird noch-
mals in Anhang D eingegangen. Dabei wird auch noch eine weitere Variante zur Schitzung von g;
vorgestellt und in den Vergleich einbezogen. Dazu ist es aber sinnvoll, zunédchst in Abschnitt 6.5 die
Identifikation {iber mehrere Auftrdge zu besprechen.

6.4.6 Schéatzen der Varianz des Prozess- und Messrauschens

Die Varianz des Messrauschens bei einer Least-Squares-Schéatzung wird biasfrei iiber den in Gl. (B.4)
beschriebenen Schatzer,

1 -1
~2 T T T) . &
geschéatzt, wobei p 4+ 1 die Anzahl der Freiheitsgrade der Schétzung ist [WooLDRIDGE, 2003, S. 793]. In
diesem Fall ist p + 1 = 2, sofern nur zwei Parameter, oder p + 1 = 3, sofern drei Parameter geschéitzt
werden.

Durch Ausmultiplizieren erhélt man

0k
. -1 Y T =
V- (I — - (\P{\I’k) ‘I’z) S AR AT (‘I'i‘l'k) i -
N~ ————
r£ L;l N3

Die Faktoren des rechten Summanden konnen wie angegeben iiber die iterativ bestimmten Gréen L
und r; ausgedriickt werden. Der erste Summand

Y =¥k

kann ebenfalls nach

o k=0
n=1y 72 k>0
k-1 T Vi >
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iterativ berechnet werden. Somit erhilt man

-1 ~
gi- (1-we- (9w 9)) B =Y - L n = Y10,

und damit
1
O =51 e meli m). (6.29)

Zur Bestimmung des Schitzwertes fiir die Varianz muss also nur ein weiterer Skalar gespeichert werden.

Varianz des Schatzwertes der Varianz

Die Varianz des Schétzwertes der Varianz ist fiir wenige Messungen noch sehr grof3, so dass dieser nicht
sehr aussagekréftig ist. Der Schatzwert fiir die Varianz wird dazu verwendet, Messdaten zu verwer-
fen, wenn die Maschine bei einem Auftrag zu sehr rauscht oder Spriinge in 6, auftreten (sieche Ab-
schnitt 6.7.2). Aufgrund der hohen Varianz des Schatzwertes (“7}2,,,( bei wenigen Messungen wiirde eine
festen Grenze fiir die zuldssige Varianz haufig ,,auslosen, obwohl die Messung an sich in Ordnung ist.
Man konnte dem mit einer variablen Grenze begegnen. Es hat sich anhand von Simulationen und den
Versuchsdaten aber als sinnvoll herausgestellt, nicht p = 1 bzw. p = 2 zu setzen, wie es fiir eine biasfreie
Schétzung notwendig wire, sondern mit

~2 1 Ty —1

Gox = 1 (Y — 1 L. '1p) . (6.30)
einen biasbehafteten Schétzer zu verwenden. Damit erhilt man fiir wenige Messungen zwar einen Bias
auf die Schatzung (fiir k — oo geht dieser gegen Null), d. h. man schétzt die Varianz als zu gering. Dies
entspricht quasi einer variablen Grenze fiir die zuldssige geschétzte Varianz 63’,{. In Abschnitt 6.7.2 wird
diese Wahl nochmals an Simulationsdaten begriindet und gerechtfertigt.

Damit erhélt man den in Abbildung 6.7 dargestellten Ablauf zur Ermittlung der geschitzten Varianz.

Verwenden des Schatzwertes der Varianz

Der Schatzwert der Varianz wird spiter dazu verwendet werden, die Messdaten auf zu starkes Rauschen
und Ausreiler zu priifen (Abschnitt 6.7.2). Auch konnte dieser Wert als Merkmal fiir Diagnosefunktionen
bzw. Fehlererkennung fiir den Prozess Verwendung finden.

Prinzipiell wére es auch denkbar, den Schatzwert 6}2,’1{ zur Adaption des angenommenen Wertes fiir o2 zu
verwenden. Davon wird im Rahmen dieser Untersuchung aber abgesehen, da dieser Wert bei den relativ
wenigen Messungen wihrend eines Auftrags nicht sehr sicher geschétzt werden kann und dariiber hinaus
die Gefahr besteht, dass man einer sich langsam verschlechternden Maschine folgt. In diesem Fall wire
es besser, dem Bediener mitzuteilen, dass Probleme vorliegen.

6.4.7 Weitere Schatzalgorithmen

Der Least-Squares-Schitzer kann durch eine Gewichtung der einzelnen Messwerte oder einen Verges-
sensfaktor erweitert werden. Auch wére der Einsatz eines Kalmanfilters denkbar. Fiir den hier betrach-
teten Fall des Schitzens wiahrend eines Auftrags spielen diese Modifikationen aber eine weniger grol3e
Rolle.

Ein prinzipiell interessante Variante wére die Methode der ,Total Least Squares®, da sich damit auch
Eingangsstorungen explizit beriicksichtigen lassen [IseRMANN und MUNcHHOF, 2011, S. 297ff]. Allerdings
miissten die Parameter des Eingangsrauschens dazu bekannt sein und die Methode ist mathematisch
deutlich aufwendiger umzusetzen.
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( Neue Messdaten )
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Abbildung 6.7: Bestimmen des Schatzwerts der Varianz

6.5 Identifikation liber mehrere Auftrage

Bei der Identifikation iiber mehrere Auftrdge besteht die hauptsédchliche Problematik darin, dass die
Parameter — allen voran 6, — von Auftrag zu Auftrag schwanken konnen.

Es wurden zwei Vorgehensweisen untersucht, namlich
* das Fortfiihren einer einzelnen Schétzung {iber mehrere Auftrage sowie
* die Mittelung der fiir jeden Auftrag einzeln geschatzten Parameter.

Zunichst wird in Abschnitt 6.5.1 kurz auf die Verfahren eingegangen, die auf einer fortzufiihrenden
Schétzung beruhen. Da sich mit diesen keine zufriedenstellenden Ergebnisse erzielen lassen, wird an-
schliel$end in Abschnitt 6.5.2 die Mittelung der einzeln geschatzten Parameter behandelt.

6.5.1 Fortfuhren eines Schatzalgorithmus tGber mehrere Auftrage

Zunachst wird die
* Zusammenfithrung der Messungen mit Korrektur des Offsets (6,)

behandelt. Dariiber hinaus gibt es auch Varianten des Least-Squares-Verfahrens, die fiir zeitvariante Sys-
teme geeignet sind. In [IserMANN und MUNcHHOF, 2011, S. 335ff] werden dazu folgende Verfahren an-
gegeben:

* Exponentielles Vergessen mit konstantem Vergessensfaktor A,

* Exponentielles Vergessen mit variablen Vergessensfaktor A, und
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* Direkte Beeinflussung der Kovarianzmatrix.
Eine weitere Moglichkeit ist die Verwendung eines

e Extended-Kalmanfilters“.

Zusammenflihrung der Messungen mit Korrektur des Offsets

In Abbildung 6.8a sind (konstruierte) Messdaten eines Auftrags dargestellt. Dazu ist mit der schwarzen
gestrichelten Linie die reale Funktion und mit der durchgezogenen schwarzen Linie die auf den Mess-
punkten beruhende Schétzung der Funktion dargestellt. In Abbildung 6.8b ist selbiges fiir einen zweiten
Auftrag, in Grau, dargestellt. (Auf die gepunktete schwarze Linie wird spater eingegangen.) Beim grauen
Auftrag ist im Vergleich zum schwarzen Auftrag der Parameter 6, des realen Systems deutlich kleiner,
so dass die Gerade tiefer verlauft. Der Parameter 6;, und damit die Steigung der Geraden, ist in beiden
Féllen gleich.

Die Messpunkte des grauen Auftrags liegen sehr dicht beieinander, so dass keine zuverlédssige Schiatzung
moglich ist, wie es sich hier auch zeigt.

Es stellt sich die Frage, ob durch die Kombination der beiden Messwertsétze eine bessere Schatzung mog-
lich ist. Offensichtlich reicht es nicht, die Messwertsétze einfach aneinanderzuhéngen, wie in Abbildung
6.8c gezeigt. Dabei wiirde hier das 0, viel zu gering geschatzt werden.

Wenn der Unterschied der Parameter 6, von beiden Auftrdgen exakt bekannt wire, so konnten die
Messwerte des ersten Auftrags entsprechend korrigiert werden (siehe Anhang B.6), so dass sich das
in Abbildung 6.8d gezeigte Ergebnis ergibt. In diesem Fall verbessert sich die Schatzung der Steigung 6,
im Vergleich zum Auftrag 1 in Abbildung 6.8a.

In der Praxis ist aber die Abweichung der Parameter 6, nicht bekannt und muss aus den Messdaten
geschitzt werden. Dazu wird mit den Daten von Auftrag 2 der Parameter 96,2 geschatzt, wobei dazu der
Schétzwert QAM fiir die Steigung des Auftrags 1 verwendet wurde. Damit ergibt sich die in Abbildung
6.8b dargestellte gepunktete schwarze Linie. Es ist deutlich zu sehen, dass bei u; y = 50 ein gewisser
Abstand zur grauen gestrichelten Linie besteht, der Schatzwert 96’2 demnach fehlerhaft ist. Bildet man
die Differenz des Schétzwertes 96’2 und 90’1 und korrigiert bzw. verschiebt man damit die Messwerte
aus Auftrag 1, so erhélt man das in Abbildung 6.8e Gezeigte. Die Schitzung ist deutlich besser als bei
der einfachen Kombination der Messungen, aber schlechter als bei der idealen Korrektur. Beziiglich der
Schétzung aus Auftrag 1 ist man, bezogen auf die Steigung, etwas schlechter geworden.

Aus diesem einfachen Beispiel konnen folgende Punkte festgehalten werden:

* Die Messwerte verschiedener Auftrage diirfen nicht einfach aneinandergehéngt werden, da dies zu
vollig falschen Ergebnissen fiihren kann. Dies ist auch nochmals in Abbildung 6.9 an dem Testfall
mit einem Sprung in 6, im vierten Auftrag gezeigt.

* Eine Anpassung der zuriickliegenden Messungen an das aktuelle 6, lasst sich nicht sicher durch-
fiihren, da hierfiir nur Schiatzwerte vorliegen.

Erweiterungen der Least-Squares-Methode

Konstanter oder variabler Vergessensfaktor

Durch die Verwendung eines Vergessensfaktors wird erreicht, dass die weiter zuriickliegenden Messun-
gen immer weniger Einfluss auf den Schatzwert haben. Dadurch verfélschen diese immer weniger den
Schatzwert, wenn sich die Systemparameter mit der Zeit d&ndern.
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Abbildung 6.8: Zur Identifikation Gber mehrere Auftrage
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Abbildung 6.9: Eine LS-Schatzung Uber mehrere Auftrdge mit Sprung in 6, (Die senkrechten schwarzen
Striche markieren jeweils den Beginn eines neuen Auftrags, ab dem vierten Auftrag ist 6,
um 10 hoher.) (1000 Simulationen)

Ein Sprung eines Parameterwerts kann dabei natiirlich nicht ideal erkannt werden. Dadurch, dass die
Messwerte vor dem Sprung zunéchst noch stark beriicksichtigt werden, werden die Parameter nach dem
Sprung zunichst falsch geschétzt.

So ist dieses Verfahren, wie auch in [IsermaNN und MUNcHHOF, 2011] beschrieben, nur fiir Systeme mit
langsamen Anderungen der Parameter geeignet.

Die Fehler, die in den Schéatzungen von 6; und 6, durch die moglichen Spriinge von 6, auftreten kon-
nen, konnen sehr grof? sein, so dass ein rasches Vergessen notwendig ist. Damit werden aber die alten
Messungen zu schnell verworfen. Bei der Auslegung des Vergessensfaktors ist auch problematisch, dass
die Anzahl der Messpunkte je Auftrag nicht gleich ist.

Auch konnen die Varianzen der Schiatzwerte wieder steigen, d. h. schlechter werden, wenn viele Messun-
gen iiber mehrere Auftrige ohne grofRe Anderungen der EingangsgrofRen durchgefiihrt werden. Wihrend
Phasen konstanter Eingdnge miisste der Vergessensfaktor daher auf eins gesetzt werden (und damit zu
dem normalen LS-Verfahren zuriickgekehrt werden), damit keine singuldren Matrizen auftreten bzw.
starkes Rauschen der Schétzwerte vermieden wird.

Direkte Beeinflussung der Kovarianzmatrix

Fiir Systeme mit schnell verdnderlichen Parametern wird in [IsERMANN und MUNcHHOF, 2011, S. 341ff]
die direkte Beeinflussung der Kovarianzmatrix vorgeschlagen. Fiir dieses Verfahren muss die rekursive
Least-Squares-Methode (siehe Anhang B.4) verwendet werden.

Die ,Kovarianzmatrix“ P ist gleich der Matrix ¥TW. (Sie entspricht bis auf den Faktor o2 der tatsichlichen
Kovarianzmatrix.) Anhand dieser und den neuen Eingangswerten 1, ; wird ein Korrekturfaktor

_ Py
¢£+1Pkﬁ"/)k+1 +1
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bestimmt, mit dem der Schéatzvektor und die Kovarianzmatrix korrigiert wird,
011 =0k +7r Jrr1 — Jrsa)  und
~—
Vi1 0k
T
Py =01- 7k¢k+1) ‘P

In die Korrektur des Schétzvektors flielst neben dem Korrekturfaktor die Differenz zwischen dem Mess-
wert ¥4, und dem mit dem bisherigen Parametervektor 6, bestimmten Schéatzwert ¥, ein. Die Kor-
rektur von P ist unabhédngig vom Messwert.

Beim normalen Least-Squares-Verfahren gilt

P= (lIlTlIl)_l _ 1 O-go COV({QO}r, {él }r)
- - 0}2’ COV({éo}r) {él}r) O'gl

bzw. P = (¥TWW®¥)™! beim Least-Squares-Verfahren mit Gewichtung oder Vergessensfaktor, wobei im
letztgenannten Fall die Interpretation der Matrix P als Kovarianzmatrix nicht mehr direkt moglich ist.
Insbesondere wenn die Matrix P per Hand beeinflusst wird entsprechen die Eintrdge dieser Matrix nicht
mehr den Varianzen der Schitzwerte, auch wenn diese Interpretation immer noch gut den Einfluss der
manuell gednderten Werte in P erklért. Im Folgenden werden am Beispiel der Schatzung von 6, und 6,
die Moglichkeiten und Grenzen der Einflussnahme auf P dargelegt. In diesem Fall hat P die allgemeine
Struktur

p— |:50 C01i| .
Co1  S1
Wahrend man mit dem Vergessensfaktor nur Messungen gewichtet, hat man hierbei auch die Moglich-

keit, gezielt auf einzelne Parameter Einfluss zu nehmen. Dazu wird die Gleichung fiir P;,; um einen
Summanden Q = diag([qe, qe,]) erweitert,

P =01- Tk‘/’;fﬂ) P+ [qeo do :| .
1

Wird qg, sehr grof$ gewéhlt, dann wird damit eine grof3e Unsicherheit des bisher bestimmten Parameters
0, ausgedriickt und folglich dieser stark korrigiert. Fiir o, — 00 wird

s

und damit
- ~ 1 - A 1 N
011 =01+ [0] (}’k+1 - "‘/’Llek) =0, + [0} (.Yk+1 _}’k+1|k) .

Aus der letzten Zeile ist zu sehen, dass in diesem Fall der Schiatzwert des zweiten Parameters 60 iiber-
haupt nicht korrigiert wird und die gesamte Abweichung mit dem ersten Parameter vollstandig erklart
wird. ,Vollstdndig“ bedeutet dabei, dass nach der Korrektur der letzte Messwert (Y1, Yiy1) Mmit dem
neuen Parametervektor 0, exakt getroffen wird.

Fiir Py, ergibt sich bei gg, — 00

2
1+s05,, —5 vk+1:|

P... =
kel —S1Vk+1 S

Der Eintrag (P); ; ist damit direkt wieder relativ klein.

Zusammengefasst lasst sich sagen, dass ein hoher Eintrag fiir qo, dazu fiihrt, dass
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* der Wert 6, so korrigiert wird, dass dieser die neue Messung erklirt und

* der Eintrag s, nach dieser Messung wieder relativ klein ist, so dass sich 8, nur wieder langsam
dndern wird.

Dies ist dhnlich dem Verhalten, wenn man schon nach einem Schritt die Messdatensitze mit einer Off-
setkorrektur zusammenfassen wiirde. Dabei ist wieder schwer zu sagen, wie sich ein Fehler, der damit
moglicherweise gemacht wird, auf die folgenden Schétzwerte auswirkt. Damit darf g, nicht zu grof§
gewahlt werden. Wéhlt man qg, anderseits zu klein, so dauert es langer, bis nach einem Sprung in den
Parametern diese wieder richtig gelernt werden. In der Zwischenzeit konnen auch grob falsche Parameter
auftreten.

Somit kann festgehalten werden, dass es zwar iiber die direkte Beeinflussung der Kovarianzmatrix mog-
lich ist, einzelne Parameter als sicher bzw. unsicher festzulegen und eine entsprechende Korrektur zu
erreichen. Dieses Verfahren ist aber hier, mit sprunghaften Anderungen von 6, und sehr wenigen Mes-
sungen, nicht geeignet.

Zudem hat man bei den rekursiven Verfahren auch immer das Problem, die Matrix P zu initialisieren.
Es hat sich gezeigt, dass die richtige Wahl der Startwerte wesentlich fiir eine schnelle Konvergenz ist.
So ist diese idealerweise iiber das bekannte Least-Squares-Verfahren zu bestimmen. Da in der Regel
aber zunéchst nur 6, und 6; zu schétzen sind und 6, erst spdter dazukommt, wird dies auch wieder
aufwendiger.

Extended-Kalmanfilter

Im Prinzip entspricht der Extended-Kalmanfilter in diesem speziellen Fall einem gewichteten (rekur-
siven) Least-Squares-Verfahren, bei dem die Kovarianzmatrix in jedem Schritt direkt beeinflusst wird.
Dabei wird in jedem Schritt die Kovarianzmatrix Q, des Zustandsrauschens zu P hinzuaddiert. Dieses
kann, wie angedeutet, auch zeitvariant sein. (Siehe auch Abschnitt B.7.)

Fiir den Gewichtungsfaktor r ist dabei die Varianz des Messrauschens zu wéhlen, also r, = 03. Es kann
aber auch mit r;, = 1 gearbeitet werden, nur sind dann Q, und der Anfangswert P; entsprechend darauf
anzupassen.

Da dieses Verfahren damit identisch zu der gerade besprochenen Variante des rekursiven Least-Squares-
Verfahren ist, gilt auch das dort gesagte. Der Kalmanfilter liefert damit nur noch die theoretische Grund-
lage fiir eine andere Interpretation.

6.5.2 Mittelung der fir jeden Auftrag einzeln geschatzten Parameter

Wie im vorherigen Abschnitt dargelegt wurde, ist es aufgrund der moglichen Spriinge von 6, nicht mog-
lich, eine einzige Schatzung {iber mehrere Auftrage durchzufiihren. Schitzt man die Parameter dagegen
fiir jeden Auftrag einzeln, so wird das Problem mit den Spriingen von 6, umgangen. Es stellt sich da-
mit aber die Frage, wie die Schiatzwerte aus den einzelnen Auftrdgen gemittelt werden sollen. Dieser
Abschnitt widmet sich dieser Frage.

Dazu wird einleitend die ,einfache Mittelung“ und anschliefend die ,varianz-optimale Mittelung“ der
Schatzwerte beschrieben. Beide Verfahren haben den Nachteil, dass diese ungeeignet sind, wenn sich
die zu schitzenden Parameter mit der Zeit dndern. Fiir diesen Fall ist eine ,Mittelung mit Vergessens-
faktor” notwendig. Zuletzt wird eine ,,Kombination aus varianz-optimaler Mittelung und Mittelung mit
Vergessensfaktor betrachtet.

Im darauffolgenden Abschnitt 6.5.3 wird das Verhalten bei Spriingen von 6; und 6, anhand von Simu-
lationen besprochen.

6.5 Identifikation Gber mehrere Auftrage 123



Bevor mit der Beschreibung der verschiedenen Moglichkeiten zur Mittelung begonnen wird, werden
noch das prinzipielle Vorgehen und die Benennung der Variablen erlautert.

Prinzipielles Vorgehen, Benennung der Variablen

Es werden die Schitzwerte éi,l’; i > 1, verschiedener Auftrige [’ jeweils fiir sich gemittelt. Aufgrund
der starken Schwankungen wird fiir 6§, immer nur der Wert des aktuellen Auftrags beriicksichtigt. Im
Folgenden wird zunéchst der Parameter 6, zum priméren Eingang behandelt, fiir die Parameter 6;, i > 2,
zu den sekundéren Eingingen ergibt sich ein weitestgehend analoges Vorgehen. Auf Unterschiede wird
am Ende eingegangen.

In Abbildung 6.10 ist vereinfacht die Mittelung eines Parameters wiahrend eines Auftrages dargestellt.
Mit dem Index ,,m“ werden die Mittelwerte der geschétzten Parameter bezeichnet, die jeweils am Ende
eines Auftrags giiltig sind und abgespeichert werden.

Wenn ein neuer Auftrag begonnen wird, wird die Variable él,m geladen, welche den gemittelten Schétz-
wert fiir 6; aus den bisherigen Auftragen enthélt. Dieser wird zunéchst in die Variable él,+ kopiert.'*

Start Auftrag.
(61,m, laden)

91,+ = 91,m,l

|

Regelschritt durch-
fiihren! Bestimmen
von 6y 141, !

2
0@1,14—1

61,m,l+1 = 91,+

|

( Ende Auftrag )

Abbildung 6.10: Zur Indizierung der Variablen bei der Mittelung

14 Im spiter gezeigten Algorithmus wird él,+ nur unter bestimmten Bedingungen aktualisiert, was in dieser prinzipiellen
Darstellung nicht gezeigt ist. Mit dem Kopieren wird 91,+ auf einen definierten Wert gesetzt und kann ohne weitere
Abfrage nach Beenden des Auftrags in él’m zuriickgeschrieben werden.
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Wird ein Regelschritt durchgefiihrt, so wird nur mit den Messdaten des aktuellen Auftrags ein Schéatzwert
0, und dessen Varianz O'g bestimmt. Mit diesen Werten und dem bisherigen gemittelten Schatzwert 6, ,
1 ,

sowie weiteren, hier nicht aufgefithrten Werten, wird ein neuer gemittelter Schatzwert 91’+ bestimmt.
Dieser wird in der mit ,,+“ indizierten Variablen gespeichert, da noch weitere Regelschritte in diesem
Auftrag folgen konnen und der mit ,m“ indizierte Mittelwert daher nicht {iberschrieben werden darf.
Dies ist darin begriindet, dass die Mittelung nur einmal am Ende jedes Auftrags durchgefithrt werden
soll. Da aber moglichst frith schon etwaige bessere Schiatzwerte zur Regelung verwendet werden sollen,
waére es unglinstig, bis zum Ende des aktuellen Auftrags damit zu warten. Daher werden wihrend eines
Auftrags die ,,+“-Werte erzeugt. Der letzte dieser Werte wird nach Beenden des Auftrags in die ,,m“-
Variable kopiert und fiir den nédchsten Auftrag gespeichert.

Einfache Mittelung

Es liegen [ Schitzwerte 91,1’ vor, die jeweils der Verteilung
{él,l’}r ~N(6,, 051’1/)

entsprechen und unkorreliert sind. Der Mittelwert der Schatzwerte 1 bis [ ist iiber

gegeben. Dieser ist nach

1 g2
Oel,l’

Ormib~N| 61, D B ~N(6y, 02 ).

=1

verteilt. Aus dem Auftrag [ + 1 wird ein Parameter
{él,l+1}r ~N(6,, agl,l+1)

geschitzt. Bezieht man diesen in die Mittelung ein,

5 1 < . -0y + 01141
Ormin =137 Z 01y = 171 :
=1

so ist él’m,lﬂ eine Zufallsvariable mit der Verteilung

I+1 O'g Y 12 1
a) ~ G L 52 -
{Gl,m,l-i-l}r N 01, ; (l T 1)2 N (91; (l T 1)2 Uel,m,l + (l n 1)2 0-61,Z+1) .

Wiirde man alle Schitzwerte ohne Uberpriifung fiir die Mittelung beriicksichtigen, so wiirde die Varianz
des Mittelwertes und damit dessen Giite von den Einzelschitzwerten dominiert werden, die eine hohe
Varianz haben. Damit diirfen neue Schétzwerte él,l’ nur dann beriicksichtigt werden, wenn deren Va-
rianz unter einer festzulegenden Grenze liegt. Solch eine Grenze kann {iber verschiedene Bedingungen
bestimmt werden.
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Eine mogliche Bedingung wére zu fordern, dass nur Schéatzwerte GAU beriicksichtigt werden, deren Vari-

. 2 .
anz geringer als o 0 .mmax SU

< o? ) (6.31)

o <
01,m,max

01,1
Damit wiirde
1
2 2
oél,m,l+1 < O-él,m,max l +1

2 = 3.0?2 gesetzt wird, dann wire nach maximal [ + 1 =
01,m,max 01,r,max

3 Mittelungen die Varianz von og iy Seringer als die fiir die Regelung maximal zuléssige Varianz

1,11,
2

61,r,max’

gelten. Wenn beispielsweise o

Allerdings ist damit weder sichergestellt, dass die Varianz des gemittelten Wertes monoton fillt, noch
dass die Varianz des gemittelten Wertes geringer ist als die des aktuellen Einzelschatzwertes.

Varianz-optimale Mittelung

Die Zufallsvariablen él’m’l und é1,1+1 mit den Varianzen ogl g DZW. agl 141 werden optimal im Sinne der
kleinsten Varianz {iber die Gleichung
Ormir1 =@ =711 O mi 710 O (6.32)
mit
2
61,m,l
= (6.33)

O-él,l'l’l,l + O-él,l-f-].

gemittelt (siehe Abschnitt A.3). Fiir die Varianz der gewichteten Summe ergibt sich damit

2 2

— 2 2 2 _ 2
O-él,m,l-i-l - (1 - Yl,l) . Oél,m,l + Yl’l . 091,l+1 - (1 - Yl,l) : O-éb (634)

m,l *

Diese Gleichungen entsprechen gerade dem Kalman-Filter zur Identifikation des einzigen Zustandes

01 m, des durch die Zustandsgleichung 6, , ;11 = 0; ;,; und Ausgangsgleichung y = 6, ,,; +1; gegebenen

Systems, wobei fiir das Messrauschen Var{r;}, = O'g . gilt. (D. h. fiir die Gleichungen in Anhang B.7 gilt
1

A=LB:QC:lmﬁD:Omka:OmﬂR:aéﬂ
1

Hierbei ist auch sichergestellt, dass die Varianz des gemittelten Schatzwertes monoton fallt und das diese
immer kleiner ist als die des aktuellen (und aller vorherigen) Einzelschitzwerte.

Mittelung mit Vergessensfaktor

Bisher wurde angenommen, dass 0, iiber alle Auftriage, bei denen die 91,1 ermittelt wurden, konstant ist.
Im Allgemeinen wird 6; aber auch vom aktuellen Auftrag abhéngen, also 6, = 60, /. Damit ergibt sich
(bei der einfachen Mittelung) die Verteilung

1 1+1 gg y
6 ~N| — ) 6, L
{ 1,m,l+1}r l+12 1,1 Zl+12

I'=1 '=1
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fiir den gemittelten Wert. Auf die Varianz hat ein verénderliches 0, ; also keinen Einfluss, allerdings auf
den Mittelwert von {él,m,lﬂ}r. Dieser ist im Allgemeinen ungleich dem Ist-Wert von 6, ;,, so dass der
Schétzer biasbehaftet ist.

Um diesem Problem zu begegnen, kann ein Vergessensfaktor A; (0 < A; < 1) bei der Mittelung ver-
wendet werden, mit dem die Werte 6; ; umso weniger gewichtet werden, je weiter sie zurtickliegen (vgl.
[IsermaNN und MoNcHHOF, 2011, S. 335], [Kraus, 1986, S. 48ff]). Der Wert él’m,lﬂ wird dabei nach

I+1 I'A
by = 2L O (6.35)
1,I1’1,l+]. - 1+1 Z+1_l/ *
I'=1 A1

berechnet. In rekursiver Form, d. h. zur Berechnung von 0, ,,;, aus 6, ,,; und 6, ;;,, kann die Gleichung

~ 2181m1 Orma + 01011
Oy gy = obmt il T L 6.36
1,m,l+1 Pngims 1 ( )

verwendet werden, wobei

hier das ,,Gewicht“ der ersten [ Messungen ist (sieche Abschnitt C.4), das sich auch iiber

Eimi+1 = A18&1m; +1 (6.37)
rekursiv berechnen lisst.!> Damit ergibt sich

2,2
2 A’1g1,m,l 2 1

(o= = —F0=x +—O‘g 6.38
Omi = rgamy + D20 0ml T gy + D20t (6.38)

als Varianz des gewichteten mittleren Schatzwerts. Je kleiner A; gewahlt ist, desto mehr dominiert die
Varianz des letzten Schétzwerts 6, ;,, die Varianz des gemittelten Schatzwerts.

Aus der nicht-rekursiven Darstellung ergibt sich der Erwartungswert

41 a4t
0 _ 4a=1 Ap 0,
E{ 1,m,l+1}r - 1+1

I+1-1'
Zl’:l 2’1

des Schétzers. Wahrend sich 0, ; dndert, ist auch der Schéatzer mit Vergessensfaktor nicht biasfrei. Wenn
der Parameter 0; nach einer Anderung aber wieder konstant bleibt, dann nahert sich der Bias bei A; < 1
mit den folgenden Mittelungen wieder relativ schnell der Null.

Wie bei der einfachen Mittelung sollten Einzelschédtzwerte nur beriicksichtigt werden, wenn deren Vari-

anz einen Maximalwert O'g max nicht {iberschreiten, da sonst Schatzungen mit sehr grof3er Varianz den
1,15

Mittelwert zumindest zeitweise dominieren wiirden.

Man kann dabei auch die Moglichkeit nutzen, die einzelnen él’l iiber die Bedingung

N !
91,1 € [Ol,mim Ql,max]

auf Plausibilitédt zu priifen, bevor sie in die Mittelung einbezogen werden. Dadurch werden Ausreil’er
von der Mittelung ausgenommen. Allerdings kann dadurch auch ein Bias entstehen, wenn die Grenzen
asymmetrisch bezogen auf den wahren Wert von 6, liegen.

15 Die rekursive Berechnung ist vor Allem wichtig, wenn A, zeitvariant gewahlt wird.
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Grenzwert der Varianz

Wahrend die Varianz des gemittelten Wertes im Fall von A; = 1 gegen Null strebt, so ist dies im Fall
A1 < 1 nicht der Fall, wie im Folgenden kurz gezeigt wird. Aus Gl. (6.35) ergibt sich

2
1+1 l+1—l’) 2
2 _ =1 ((A’l O-élyl/

01,m,l+1 1+1 Al-i—l—l/ 2
’'=1""1

2

5 min sei die untere Grenze fiir die Varianz der
1>

fiir die Varianz des gemittelten Schitzwertes. Die Grol3e o

Einzelschitzwerte, d.h. 02 , > o2 __, womit sich
01,! 01,min

2
L1 (o 141-
9 =1 1 9
01,m,l+1 1+1 Al+1—l/ 27 01,min
'=1""1

ergibt. Fiir die Summe im Nenner gilt

[+1 l I+1
Z IETEE o YR 1-2"
1 . 1 1— 2(1

=1 U=

und fiir die Summe im Zéahler gilt

I+1 l l 241+1
N 2 / / A1#1 1- (A )
-1\ _ 2 _ 241 17 1
D) =2 = e "
=1 '=0 =0 1
womit sich
11— 122, \?
2 1 . 1 L2
O-él,m,l+1 = 1— A% 1— A11+1 O-él,min (6.39)
ergibt. Fiir [ — oo erhilt man damit
2
lim o2 2 = —(1 ) o?
[>00 01,m,l+1 61,mo0 1— A% 1,min
als untere Grenze fiir die Varianz.
Fiir A, = 0,9 ergibt sich damit beispielsweise agl’mm = 0,053 - O'gl,mm bzW. 0, m 0o = 0,23 - 0, min und
fiir A, = 0,75 ergibt sich ogl’ =014 O-gl,min bZW. 04, oo = 0,38 05, min-

Beschreibung des Algorithmus
Aus dem bisher Gesagten folgt der in Abbildung 6.11 dargestellte Algorithmus.

Mit dem Starten eines neuen Auftrags werden die fiir die vorliegenden Auftragseigenschaften giiltigen
Werte geladen. Dies sind die Daten zur Mittelung der Parameter 0, ,, und og ., sowie den zuletzt fiir die

1>

Regelung verwendeten Schitzwert él,r'

Als erstes werden die zur Mittelung gehérenden Daten in die Variablen mit dem ,,+“-Index kopiert.
(Dieser Schritt ermoglicht am Ende ein Aktualisieren der ,m“Werte, ohne zu Uberpriifen ob bei dem
Auftrag iberhaupt eine Mittelung durchgefiihrt wurde, also die ,,+“-Werte berechnet wurden.)
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Start Auftrag.
. A 2
Mittelung: 0; ,, 08, m> §1m

Regelung: él’r

l Parameter
61:“' = Ql,m Ugl,r,max
o'g = o'% O'%
01,+ 01,m 07,m,max
gl’+ — gl’m Gl,min: Gl,max
! M
Regelschritt durch-

fithren! Bestim-

men von 0;, o7 !
1

d == Algl,m + 1
Ja 014+=(A181.m01m+01)/d
O'gl,_i_ = (Afgimagl’m + c)'gl)/d2

g1+=Agm+1

2 < 52
Oél - Oél,m,max

él € [Ql,mim Gl,max]?

Nein . =

01+ = 0,

2 2

(@) = O3}
01,+ 01

81+ =1

2 < 2 b) A A
091,+ — 7 6i,r,max’ er - 91,+
Nein Nein

Auftrag beendet?

lJa
21,111 = 912,+
0pm 091,+
&1m = 81+

( Ende Auftrag. )

Abbildung 6.11: Vorgehen zur Mittelung mit Vergessensfaktor
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Der Hauptteil beginnt mit der Durchfithrung eines Regelschritts und der Berechnung des Schiatzwertes

6, und dessen Varianz ag mit den Methoden aus Abschnitt 6.4. Dann wird gepriift, ob die Varianz

1
ausreicht, um 6, fiir die Mittelung zu verwenden. Diese Uberpriifung sollte auch hier zumindest dann

durchgefiihrt werden, wenn A (deutlich) kleiner als eins ist, um zu schlechte Varianzen des Mittelwertes
zu vermeiden.

Wenn dies nicht der Fall ist, dann geht es mit dem nédchsten Regelschritt weiter, sofern noch einer durch-
geftihrt wird. Wenn es die Varianz erlaubt, wird 6, , zusammen mit o, , nach den Gleichungen (6.36)
und (6.38) bestimmt.

Als niachstes wird iiberpriift, ob der aktuelle Mittelwert eine hohere Varianz als der aktuelle Schatzwert
hat. Ist dies der Fall, dann wird der aktuelle Schiatzwert als neuer Startpunkt einer Mittelung verwendet
und die entsprechenden Daten in die ,,+“-Variablen kopiert.

Wenn die Varianz des gemittelten él’+ (bzw. des aktuellen Schatzwerts) kleiner als die maximal zulassige

Varianz o2 zur Regelung ist, dann wird dieser Wert zur Regelung verwendet, 6, , = 60, ..
01,r,max 1r 1,+

Wenn ein weiterer Regelschritt folgt, dann wird der Hauptteil des Algorithmus wieder durchlaufen. Falls
der Druck beendet ist, werden die ,,+“-Werte in die ,m“-Variablen kopiert und (zusammen mit dem
aktuellen 0, ,) fiir den néchsten Auftrag gespeichert.

Wahl von 2,

Die Wahl von A; héngt davon ab, wie sehr sich die Parameter von Auftrag zu Auftrag dndern konnen.
Ist die mogliche Anderung sehr stark, so muss A, eher klein gewéhlt werden. Die untere Grenze ist Null,
und es kann durchaus sinnvoll sein, auch Werte unter 0,5 zu wéahlen. Es ist aber darauf zu achten, dass
die Grenzen 0¢, m max UNd Og, ; may aufeinander abgestimmt sind. Unterscheiden sich diese zu sehr, so
kann es bei kleinen A; moglich sein, dass die Grenze fiir die Regelung von den gemittelten Werten nie
erreicht wird.

Die Grenze 0, m max kann sinnvollerweise nicht beliebig festgelegt werden, sondern sollte sich an den
typisch auftretenden Varianzen der Einzelschédtzwerte orientieren. Diese hdngen davon ab, wie grof3
die Spriinge in 6, ausfallen, d. h. ob bei einem neuen Auftrag in der Regel eine grof3ere Anfangsabwei-
chung besteht oder nicht, oder ob typischerweise Anderungen der SollgrofRe y,,; wihrend eines Auftrags
auftreten. Dies fiihrt nimlich beides zu groferen Anderungen von u; und damit geringeren Varianzen
der Schatzwerte. Ist agl e Kleiner als die typisch auftretenden Varianzen gewdhlt, dann ware die

Mittelung de facto ausgeschaltet.

Um einen Anhaltswert fiir die Wahl von A; und 0'g, 1 max Zu erhalten, wird die Frage gestellt, welchen

Wert og max maximal haben darf, damit nach [ gemittelten Werten die Varianz 0'3 . des Mittelwer-
1,1, 1,11,
2

tes gerade der zur Regelung zuldssigen Varianz o 5 entspricht. Dazu wird vom ungiinstigsten Fall
1,5,
ausgegangen, nadmlich dass alle Einzelschitzwerte die maximal zuldssige Varianz besitzen, die hier als

2

01,m,max max,!

bezeichnet wird. Die gerade genannte Forderung o2 =' g2
01,m,l 01,r,max

dann {iber eine dhnliche Rechnung, mit der (6.39) erhalten wurde, auf

1-22 1-A
. . O'A ,
1— (A%)l 1— Al 01,r,max

Oél,m,max

wobei hier keine Varianzen, sondern die Standardabweichungen angegeben sind.
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Die Verlaufe von 04 1 max o bezogen auf o, | 4, flir verschiedene [ sind in Abbildung 6.12 darge-

stellt. Die Kurven beginnen fiir A, = 0 alle bei eins, da bei A; = 0 nur der aktuelle Einzelschatzwert
berticksichtigt wird und dieser damit die geforderte Standardabweichung von o, ; .. besitzen muss.

Fiir A, = 1 liegt die einfache Mittelung vor, und damit ergibt sich jeweils der Wert /1.

5_ T I T T T T T T T ]
s H L= 1
=] H---1=3 4
2 o4fgos :
L Heel=10 -
Woal [ - 00 ]
£ 3_ _
§ L 4
E i
E 92}
5 [
1 L=
0

Abbildung 6.12: Zur Wahl von A,

2
61,m,max
eines einzelnen 6, ; sein. Es ist damit eine Abwégung zu treffen zwischen Reaktion auf verénderliche

Parameter und Giite der Schatzung.

Je grolder A, gewdhlt ist, desto grol3er kann auch die maximal zur Mittelung akzeptierte Varianz o

Kombination von varianz-optimaler Mittelung und Mittelung mit Vergessensfaktor

Die Mittelung mit Vergessensfaktor besitzt den Nachteil, dass auch sehr gute Schdtzungen mit geringer
Varianz von schlechteren Messungen dominiert werden (wenn A; ~ 1, denn dann entspricht dieses Ver-
fahren ndaherungsweise der einfachen Mittelung), bzw. schnell durch danach kommende, relativ schlech-
te Schiatzwerte verdrangt werden kdonnen (wenn A; < 1). Bei der varianz-optimalen Mittelung dagegen
dominieren die Schitzwerte mit geringen Varianzen dauerhaft den Mittelwert, womit sich &ndernden
realen Parameterwerten nicht gefolgt werden kann.

Daher wird noch eine Kombination von varianz-optimaler Mittelung und der Mittelung mit Vergessens-
faktor betrachtet, die sich dadurch auszeichnet, dass diese

* fiir A; =1 der varianz-optimalen Mittelung und

2 =g2

. 6
fur 091,1 5

der Mittelung mit Vergessensfaktor
1
entspricht.

Dazu wird zunidchst die Mittelung mit Vergessensfaktor in der Form des rekursiven Least-Squares-
Verfahrens

pg,m,l
Y11= m (6.40)
1,m,l 1
é1,m,1+1 =1 =y1) Ormg T 711001011 (6.41)
1
Pimis1 =0 =710 Pl A—l (6.42)
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mit den Anfangswerten
A A /
O1.m1 =611 und Pim1=1

angegeben.16 Dieses ist dquivalent zu dem Verfahren nach den Gleichungen (6.36) und (6.37), wie im
Folgenden kurz dargelegt wird. Dazu wird (6.40) in (6.41) eingesetzt, was auf

11 A A
A / a) -0 + 6
é Al ) 91,1’1’1’1 +p1,m,l ) 91’l+1 p;,m,l 1’m’l 1’l+1
1,ml+1 = / = A
A’1-i_p1,m,l /1 +1
1,m,l

fihrt. Fir g, ,,; = ﬁ entspricht diese Gleichung der Gleichung (6.36). Fiir den Kehrwert von pll,m,l 1

gilt mit GL. (6.42) und (6.40)

1 _( L 1)‘1_ Mo
= Pimi 5 — .
pg,m,l+1 A’l + pi,m,l " A’l pi,m,l

Fir g, = p’; (und damit auch g; ;41 = p,;) entspricht dies Gl. (6.37), womit gezeigt ist, dass
1,m,l 1,m,[+1
beide Verfahren das gleiche Ergebnis liefern.

Erweitert man den Bruch in Gl. (6.40) mit ogl, so erhélt man mit p; ,,; = O'gl P . die Gleichung

1"
P1im, pl,m,l

2w 2 >
pl,m,l+kl Gél pl’m’1+o-é1

Y11= (6.43)

wobei im letzten Schritt die Abkiirzung p;’ m! = P1mi/21 verwendet wurde. Die Gleichung (6.42) wird

auf beiden Seiten mit ag multipliziert, was
1

pl,m,l _

Pimi+1 =1 —r1)- T (I—7r) 'P;/,m,l (6.44)
1

2

ergibt. Damit ist auch der Anfangswert p; ,,; =0 5

/ —
X anstelle von Plmi=1zu verwenden.

Die Korrekturgleichung (6.41) fiir QAUH bleibt dabei unverédndert.

Zusammengefasst ergibt sich der Algorithmus zu

Vi _ 1
Pimi= A_pl,m,l (6.45)
1
1/
pl,m,l
Y= s (6.46)
pl,m,l 81,1+1
O mir1 ==y Omi+ 7100 (6.47)
12
Pimis1 =1 =710) Pl (6.48)
mit dem Anfangswert
_ 2
Pim1=0g ;-
16 Die Messgleichung zu diesem LS-Problem lautet 7, =1 - 61 m +n; mit den Messungen §T = [91,1 e éu} und einem

mittelwertfreien Rauschen n;.
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Dieser hat die eingangs geforderten Eigenschaften, d. h. fiir A; = 1 ist dieser mit der optimalen Mittelung

identisch, und fiir agl 41 = crgl entspricht Gl. (6.45) bis (6.48) der Mittelung mit Vergessensfaktor A;.

Durch GI. (6.45) wird die , Varianz“ der bisherigen Schétzwerte vor der Bestimmung der optimalen Ge-

wichtung in (6.46) durch die Multiplikation mit dem Kehrwert von A etwas vergrol3ert, d. h. verschlech-

tert, womit sich die Gewichtung etwas zugunsten des neuen Schitzwertes 91,l+1 verschiebt. Berechnet

man aber die Varianz des neuen gemittelten Wertes, so ware eigentlich wieder die tatsachliche Varianz
2

o; ., des bisherigen Mittelwertes zu verwenden, d. h.
1,11,

2 _ _ 2, 2 2 2
O-él,m,H-]. - (1 Yl’l) O-él,m,l + Yl,l O-él,H-]. : (6'49)

Um auf Gleichung (6.48) zu kommen, liegt aber auch die verfilschte Varianz zugrunde. Damit entspricht
DP1m; hicht mehr der tatsidchlichen Varianz ag ;- Dies ist notwendig, damit der Algorithmus fiir ein
7 1

konstantes O'g ;= O'g in die Mittelung mit Vergessensfaktor iibergeht.
1> 1

Soll auch die tatsdchliche Varianz bestimmt werden, so wird der Algorithmus um die Gleichung (6.49)

erweitert. Es kann jedoch auch p7 ., der Einfachheit halber als Varianz fiir den Vergleich mit o2

L+ 61,r,max

angesehen werden, um auf die Speicherung einer weiteren Variable zu verzichten.

Alternativ kann der Algorithmus auch in der ,Kalmanfilter-Form* formuliert werden. Dabei lautet die
Propagationsgleichung fiir die ,,Varianz“ dann allgemein

P;/,m,l =Dim1 + Q1> (6.50)

wobei Q, ; die Unsicherheit in der Parameterentwicklung zwischen zwei Mittelungen beschreibt. Wéhlt
man

Q11 =Pimy '(11_1 -1),

so ergibt sich das gleiche Verhalten wie oben, was sich durch Einsetzen dieses Q,; direkt aus (6.50)
ergibt.

Um zu verhindern, dass ein einzelner Schatzwert mit sehr geringer Varianz das Lernen bei geringem
Vergessen (A; nahe eins) weitestgehend blockiert, kann die ,Varianz“ iber

P1mt = MaX{ Py 1> Pimin } (6.51)

nach unten begrenzt werden.

Der sich ergebende Algorithmus ist in Abbildung 6.13 dargestellt, wobei p, ,,, als ,Ndherung® fiir O'rzn’l
angesehen wird. Im Unterschied zu der Mittelung mit Vergessensfaktor (Abbildung 6.11) ist hier prinzip-
bedingt sichergestellt, dass die Varianz des gemittelten Wertes immer geringer ist als die des aktuellen
Einzelschitzwertes, so dass auf die entsprechende Uberpriifung verzichtet werden kann.

Fiir die Wahl von A, gilt das bei der Mittelung mit Vergessensfaktor Gesagte.

Unterschiede bei der Mittelung der sekundaren Parameter

Werden Schiatzwerte der sekundaren Parameter bei teilweise festgehaltenen Parametern ermittelt, wer-
den zu diesen auch Korrekturvektoren bestimmt, die ebenfalls gemittelt werden miissen. Diese Mittelung
wurde schon in Abschnitt 6.4.4 ab Seite 112 besprochen. Dort wurden die Gleichungen (6.26) und (6.28)
angegeben.
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Start Auftrag.
Mittelung: 0 1, P1.m
Regelung: él’r

l Parameter
2
- - 7o, r,max
= 2
91,4‘ B Ql’m Uél,m,max
p1,+ = Pim Gl,min’ Gl,max
] M
Regelschritt durch- P1,min
fihren! Bestim-
men von 0;, o2 !
01
2 2
Ao-él S él’m’max Ja pl,m = pl,min
91 = [Ql,min: Gl,max]?
Nein
Nein
p” = Al_lpl,m
r=p"/(p"+02)
91,+=(1—Y)'91,m+}" 6,
p1+=0-7)-p"
é\1r = é1,+
Nein Nein
Auftrag beendet?
lJa
él,m = é1,+
Pim = Pi+

|

( Ende Auftrag. )

Abbildung 6.13: Vorgehen zur kombinierten Mittelung
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Fiir den i-ten Parameter werden die Korrekturvektoren entsprechend dem Schatzwert nach
Agim(D)- cl.T|f’m(l) + ciTlf(l +1)

(1) =
gl 1) Tgin) 1

(Mittelung mit Vergessensfaktor) bzw.

e+ 1) = (1 =1, (D)- €l D +7,(D) - €l +1)
(Kombination der varianz-optimalen Mittelung und der Mittelung mit Vergessensfaktor) gemittelt.

Die Mittelung der eigentlichen Parameterschdtzwerte geschieht nach den fiir den ersten Parameter an-
gegebenen Gleichungen, nur ist darauf zu achten, dass sich der alte Mittelwert 6, ;, und der neue Wert

0,(1 + 1) auf dieselben festen Parameterwerte beziehen.

6.5.3 Simulation

Testfall

Es ist wieder das in Tabelle 5.6 beschriebene System simuliert. Anders als in Abschnitt 5.5 werden aber
mehrere Auftrage und auch Anderungen der sekundiren EingangsgrofRe u, simuliert. Da der Schitzer
standardmél3ig zu Beginn eines neuen Auftrages wie beschrieben eine neue Schatzung startet, konnen
nur Anderungen von u, zur Schitzung von 6, genutzt werden, die innerhalb eines Auftrags stattfinden.
Es sind die in Abbildung 6.14 dargestellten Auftrége simuliert. Dabei kennzeichnen die durchgezogenen
schwarzen Linien neue Auftrige, die gestrichelten schwarzen Linien die Anderungen der sekundiren
Eingangsgrol3e innerhalb eines Auftrags.

18_ T : T : T T ;I I T I;
:‘“‘ 1 2 ®00c000000Poc0 reee) POCO0000000HO00 reee] HOOOOO00000 —
| - | - | | | | | -
0 10 20 30 40 50 60 70 80
k

Abbildung 6.14: Verlauf der sekundaren EingangsgréBe uj ; im Testfall

Zusétzlich verandert sich mit Beginn des vierten Auftrags der Parameter 0, des Systems. Dieser ist ab
dem vierten Auftrag um 10 hoher. Der Anfangswert fiir u, wird fiir jeden Auftrag anhand der Schatzwerte
berechnet. Beim letzten Auftrag betrédgt die Sollgrof3e 40 anstelle von 50, um die bis dahin identifizierten
Parameter zur Regelung beurteilen zu konnen.

Ergebnisse

Es werden die folgenden Punkte anhand von Simulationen dargestellt und diskutiert:
* Vergleich Zwei- und Drei-Parameter-Schétzung fiir 6,,
* Verhalten bei Sprung in 0, sowie

* Verhalten bei Sprung in 6, .
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Abbildung 6.15: Standardverfahren, o, ; m.x = é 05 08, mmax = % - 05 (Neue Schatzung bei jedem
Auftrag) (1000 Simulationen)

Vergleich Zwei- und Drei-Parameter-Schatzung fiir 6,

In Abbildung 6.15 ist die Simulation des Standardtestfalls gezeigt, wobei der Parameter 0, iiber den
Zwei-Parameter-Schétzer bei festgehaltenem 6, bestimmt wird. Die Grenzen 0'g, ; max UNd Og, ; may liegen
jeweils auf einem Fiinftel des jeweiligen Parameterwertes.

Im Vergleich zu Abbildung 6.2b liegt hier zu Beginn eine geringere Regelabweichung vor. Damit ist die
Variation von u; geringer und entsprechend werden mehr Regelschritte als in Abbildung 6.2b benétigt,
bis 6, in allen Fillen geschatzt werden kann.

Wahrend des zweiten Auftrags dndert sich erstmals die sekundére Eingangsgrofde u,, was hier in allen
Féllen direkt die Schatzung von 0, ermoglicht. Es zeigt sich in 6, , ein kleiner Bias, der wéhrend des
dritten Auftrags noch etwas groRer wird. Dieser entsteht durch die Identifikation im geschlossenen Re-
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Abbildung 6.16: 6, Uber Drei-Parameter-Schatzung bestimmt, o, ;. 1oy = % 021 06, mmax = % -6, (1000
Simulationen)

gelkreis und wird spater in Abschnitt 6.6 noch diskutiert. Hier ist der Effekt zu beobachten, dass 6,
ebenfalls betragsméafig iiberschétzt wird, so dass {q,,},, das Verhéltnis beider Gré3en, zumindest nihe-
rungsweise biasfrei ist. Auch darin liegt ein Vorteil der Zwei-Parameter-Schitzung fiir 6,. Da 6, immer
auf das aktuelle él,r bezogen wird, wird das Verhéltnis g, auch bei (nicht {ibertrieben grof3en) Fehlern
des Schatzwertes fiir 6; noch gut geschétzt. Dies wird nochmal in Anhang D betrachtet. Hier werden
beim Vergleich zunachst nur die in den Plots sichtbaren Effekte beriicksichtigt.

Die gute Schétzung von g, zeigt sich schon im dritten Auftrag. Bei diesem &ndert sich die sekundare
Eingangsgrolde ebenfalls, aber die Kompensation funktioniert schon so gut, dass dies ohne die Markie-
rungslinie kaum auszumachen wire.
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Durch die hohe Regelabweichung zu Beginn des vierten Auftrags verbessert sich die Schiatzung von 6,
nochmals deutlich, wovon durch die Korrektur auch die Schatzwerte fiir 8, etwas profitieren. Im weiteren
Verlauf der Simulation kénnen Anderungen der sekundiren EingangsgroRe am Verlauf von {7}, gar nicht
mehr ausgemacht werden.

In Abbildung 6.16 ist fiir denselben Testfall die Drei-Parameter-Schatzung fiir 6, verwendet. Mit dersel-
ben Varianzgrenze werden hier drei Anderungen der sekundiren EingangsgrofRe benétigt, bis zumindest
in etwa der Halfte der Fille die Varianz des gemittelten Schitzwertes so gering ist, dass dieser zur Re-
gelung verwendet werden kann. Auch kann bei den Schétzwerten fiir q, ein geringer Bias ausgemacht
werden. Als Konsequenz zeigen sich auch bei den Anderungen der sekundiren EingangsgrofRe im dritten
und fiinften Auftrag noch deutliche Spriinge in {7},. Und auch bei den folgenden beiden Anderungen
von u, ist die Streuung noch erhoht.

Die Schatzwerte fiir 0, sind vergleichbar mit denen aus Abbildung 6.15, da fiir diesen Parameter dassel-
be Schitzverfahren verwendet wird. (Genau genommen sind die Schiatzwerte im zweiten Fall minimal
besser, da die Variation von u; etwas grof3er ist, da die schlechtere Kompensation von u, ausgeglichen
werden muss.)

In Abbildung 6.17 ist die Varianzgrenze 0g, iy, max auf ein Drittel des Parameterwertes gesenkt, um ein
friiheres Schétzen von 6, zu erreichen. Dies tritt auch ein, so liegt im Grol3teil der Fille nach der zweiten
Anderung der sekundiren Eingangsgroe ein Schitzwert fiir 6, vor, der zur Regelung verwendet werden
kann. Es zeigt sich in den Verldufen fiir {¥}, aber, dass aufgrund der hohen Streuung und des Bias von
{95}, die Kompensation der Anderungen von u, insgesamt nicht so gut funktioniert wie in Abbildung
6.15, wo 0, durch die Zwei-Parameter-Schiatzung bestimmt und immer an él’r angepasst wird.

Verhalten bei Sprung in 6,

In Abbildung 6.18 und 6.19 ist der Testfall simuliert, bei dem sich zuséatzlich zu Beginn des vierten
Auftrags der sekundére Parameter 6, von —1 auf —0,75 verdndert.

In Abbildung 6.18 erfolgt die Mittelung der Parameter optimal beziiglich der Varianz, d. h. nach Abbil-
dung 6.13 mit A, = 1.

Man erkennt, wie mit jeder Anderung des sekundiren Eingangs u, wihrend der Auftrige fiinf, sechs
und acht der Schatzwert 92’1, etwas in Richtung des neuen Schitzwertes korrigiert wird, womit sich auch
g, dem neuen Wert von —1,5 langsam annéhert. Der Fehler in g, , ist im Verlauf von y an den kleinen
Fehlern bei den Anderungen von u, zu erkennen.

In Abbildung 6.19 ist A, = 0,5 gewahlt. Es ist deutlich zu erkennen, dass die Korrektur schneller statt-
findet, was hier nur durch eine moderate Zunahme der Streuung von {éz,r}r bzw. {G,,}, erkauft wird.
Bei der Anderung der sekundiren EingangsgroRe in Auftrag fiinf zeigt sich noch ein Sprung in {¥},,
welcher unvermeidbar ist, da hier erst die Anderung des Parameters 6, erkannt werden kann. Bei der
Anderung von u, im sechsten Auftrag und insbesondere im achten Auftrag fallen aber die Spriinge von
{¥}, deutlich geringer aus als bei der Wahl A, = 1.

Verhalten bei Sprung in 6,

In Abbildung 6.20 ist, analog zu Abbildung 6.18 ein Sprung des Parameters 6; zum fiinften Auftrag
gezeigt. Dabei ist zusitzlich zum bisher vorhandenen Sprung des Parameters 6, zum vierten Auftrag ein
weiterer zum siebten Auftrag simuliert.

Aufgrund der sehr guten Anregung durch die anfanglich hohe Regelabweichung im vierten Auftrag ist
die Varianz des Schitzwertes {6, }, im vierten Auftrag relativ gering. Dagegen ist die Anregung in den
folgenden beiden Auftrédgen sehr gering. Entsprechend dominiert der vierte Auftrag zunichst die Mit-
telwertbildung, und der Mittelwert nahert sich nur sehr langsam dem neuen Wert fiir 6; an. Mit der
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Abbildung 6.17: 6, Uber Drei-Parameter-Schatzung bestimmt, o, . 1oy = % 021 06, mmax = % -6, (1000

Simulationen)

grofleren Anregung durch den Sprung in 6, im siebten Auftrag ist die Korrektur des Schéatzwertes etwas
deutlicher, jedoch bei weitem noch nicht vollstindig.

Ein weiterer wichtiger Punkt ist, dass durch den Sprung von 6, auch der Schiatzwert fiir g, nicht mehr
korrekt ist und das dieser bei jeder Anderung der sekundéren Eingangsgroe nur langsam korrigiert wird.
Dies liegt daran, dass 0, beziiglich eines falschen él,r geschatzt wird. Dies stellt aber kein prinzipielles
Problem dar, es ist lediglich zu beachten, dass bei moglichen Spriingen von 6; nicht nur die Mittelung
der Schatzwerte von 6;, sondern auch die Mittelung der Schiatzwerte von 6, mit einem Vergessensfaktor
durchgefiihrt wird.
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In Abbildung 6.21 ist 6, iiber eine Mittelung mit Vergessensfaktor und 6, iiber die Kombination von
varianz-optimaler Mittelung und Mittelung mit Vergessensfaktor gemittelt. Die jeweiligen Vergessensfak-
toren sind A; = 0,75 und A, =0,5.

Es zeigt sich bei 6, , und §,, ein deutlich besseres Anpassen an die neuen Parameterwerte. Dies wird
aber mit einer Zunahme der Varianz der Schiatzwerte erkauft, was unvermeidbar ist.

Betrachtet man {j,},, so zeigt sich, insbesondere im letzten Auftrag, ein deutlich besseres Regelverhal-
ten.

In Abbildung 6.22 sind die Verteilungen von {él,r’k}r fiir den Fall einer Kombination von varianz-
optimaler Mittelung und Mittelung mit Vergessensfaktor dargestellt. Dabei sind die Parameter A, = 0,75
und py pin = % . gl e Verwendet. Aufgrund der beschriebenen Dominanz der niedrigen Varianz fir
{éu/:4}r des vierten Auftrags unterscheiden sich die Verldaufe bis einschlief3lich zum Auftrag sechs in
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diesem Fall nicht von der reinen varianz-optimalen Mittelung (Abbildung 6.20). Im siebten Auftrag er-
gibt sich aber eine gute Korrektur, deren Varianz etwas geringer ist, als im Fall der reinen Mittelung mit

Vergessensfaktor.
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6.5.4 Auswahl eines Verfahrens

Als sinnvolle und robuste Losung erweist sich die Mittelung nach Abschnitt 6.5.2. Zwar gehen dabei
die Daten aus Auftridgen ,verloren®, in denen die Maximalvarianz agl max nicht erreicht wird, jedoch
wurde begriindet, dass sich Verfahren, die alle Messdaten verwenden, éuifgrund der moglichen Spriinge
des Parameters 6, nicht eignen.

Im Folgenden wird diskutiert, anhand welcher Uberlegungen ein Verfahren zur Mittelung ausgewdhlt
und parametriert werden kann.

Auswahlkriterien fiir ein Verfahren zur Mittelung

Eine wesentliche Entscheidung ist die, ob die Mittelung mit Vergessensfaktor oder die kombinierte Mit-
telung (varianz-optimal mit Vergessensfaktor) verwendet werden soll. Des Weiteren sind dann A; und

o? festzulegen.
01,m,max

Die Auswahl des Verfahrens zur Mittelung und die Wahl der dazugehorenden Parameter orientiert sich
dabei an folgenden Punkten, die im Weiteren kurz diskutiert werden:

* Wie ist das allgemeine Niveau der Varianzen der Einzelschatzungen?
* Wie sind die Varianzen der Einzelschatzungen iiber die Auftrage verteilt?

* Sind haufige Parameterspriinge zu erwarten, bzw. wie wesentlich ist eine schnelle Adaption an
Parameterspriinge?

Allgemeines Niveau der Varianzen der Einzelschatzungen

Besitzen die Einzelschdtzungen (hédufig) Varianzen im Bereich der fiir die Regelung zuléssigen Varianz,
so kann mit relativ niedrigen Vergessensfaktoren, d. h. hohem Vergessen gearbeitet werden. Die Varianz-
grenze agl’m’max zur Mittelung wird dann nicht wesentlich hoher als ogl’r’max angesetzt (Faktor eins bis
zZwel).

Sind die Varianzen der Einzelschitzungen dagegen relativ hoch, so ist mit Vergessensfaktoren nahe eins
zu arbeiten und agl max entsprechend hoch zu wéhlen, um {iber eine grofe Anzahl an Einzelschét-
zungen zu mitteln. Auch sprechen hohe Varianzen fiir eine kombinierte Mittelung (die fiir A nahe eins
niaherungsweise der varianz-optimalen Mittelung entspricht), um die schlechten Schitzwerte moéglichst

gut auszunutzen.

Verteilung der Varianzen der Einzelschatzungen liber die Auftrage

Unterscheiden sich die Varianzen der Einzelschitzungen stark und kann auch eine grof3e Anzahl an
Auftragen mit schlechter Anregung und hohen Varianzen hintereinander vorkommen, so spricht dies fiir
eine kombinierte Mittelung und hohem A. Alternativ kann auch die Grenze agl oomax 5O niedrig angesetzt
werden, dass die Auftrdge mit schlechter Varianz einfach ignoriert werden, je&c;ch kann dann natiirlich

gar keine Adaption an Parameterdnderungen stattfinden.

Bei gleichméfigen Varianzen kann die Mittelung mit Vergessensfaktor verwendet werden. Diese hat
dann den Vorteil, dass ein Ausreil’er zum Guten, d.h. eine Einzelschdtzung mit sehr geringer Varianz,
die Adaption an verdnderliche Parameterwerte nicht blockiert. Bei der kombinierten Mittelung ist in
diesem Fall der Wert p, ;,, entsprechend nach unten zu begrenzen.
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Haufigkeit von Parameterspriingen bzw. Notwendigkeit einer schnellen Adaption

Kann davon ausgegangen werden, dass der betreffende Parameter sich nicht veréndert, so spricht dies
natiirlich fiir die kombinierte Mittelung mit einem hohen A-Wert. Ganz auf eins sollte er jedoch nur
gesetzt werden, wenn auch ausgeschlossen werden kann, dass eine gréf3ere Abweichung eines Schétz-
wertes unkritisch ist, bzw. die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines Kkritischen Schétzfehlers durch
niedrige Werte fir 0, m max UNd 0, ; max auf ein vertretbares Niveau sinkt.!”

Treten hdufig Parameterspriinge auf bzw. wird auch bei selten vorkommenden Spriingen eine sehr
schnelle Adaption erwartet, so ist der Vergessensfaktor entsprechend gering zu wahlen. Die Mittelung
mit Vergessensfaktor ist dabei als robuster anzusehen, da bei dieser keine , Blockade“ der Anpassungen
durch gute Einzelschiatzungen vorkommen kann wie bei der kombinierten Mittelung.

Die Grenze 0'g, iy max iSt S0 hoch anzusetzen, dass keine langeren Phasen auftreten, in denen die Einzel-
schatzwerte nicht zum Schétzen verwendet werden diirfen, da in diesen Phasen keine Adaption stattfin-
den kann.

Fazit

Geht man die drei oben beschriebenen Punkte der Reihe nach durch, so konnen sich durchaus wider-
spriichliche Empfehlungen ergeben. In diesen Fillen sind anhand von Simulationen und Versuchen am
realen System Kompromisse zu finden.

6.6 Untersuchung des Bias

In den bisherigen Simulationsdaten lésst sich ein geringer Bias in der Schiatzung von 6, erkennen, siehe
z.B. Abbildung 6.15. Die Ursache fiir diesen Bias wird in diesem Abschnitt diskutiert. Dabei wird auch
auf die Identifikation im geschlossenen Regelkreis eingegangen, die (eine) Ursache fiir den beobachteten
Bias ist.

Zunichst wird der prinzipielle Einfluss einer Identifikation im geschlossenen Regelkreis auf den Bias
beschrieben.

Die Untersuchung und Berechnung des Bias wird daraufhin fiir den ersten Schitzwert eines Auftrags,
d.h. k = 2, behandelt. Im Anschluss wird der Bias fiir k > 2 besprochen. Es ist dabei wesentlich, die
Schitzwerte zu begrenzen, um eine sinnvolle Definition des Bias zu erhalten.

Eine solche Begrenzung ist im Prinzip schon durch die Uberpriifung der Varianz des Schitzwertes, O'g <'
1
2 bzw. 02 <'o? gegeben, jedoch wird zunichst als einfachere Bedingung eine minimale
01,m,max H ¥1,m,max
anfingliche Regelabweichung, |&| >' &) ;;,, verwendet. Diese lésst sich etwas einfacher interpretieren
und ist fiir die numerische Berechnung des Bias vorteilhaft. Im Anschluss werden die Ergebnisse dann

auf die ,Varianz-Bedingung“ tibertragen.

Diese Untersuchungen werden fiir den Fall durchgefiihrt, dass alle sekundéren Eingédnge konstant sind
und somit nur eine Zwei-Parameter-Schéitzung von 6, durchgefiihrt wird.

17" Wenn die Varianz einer Parameterschitzung gering ist, dann bedeutet dass nicht, dass bei einem Auftrag mal ein schlech-

ter Schitzwert, aber meistens gute Schétzwerte vorliegen, sondern dass bei den meisten Auftrdgen gute Schitzwerte
erreicht werden, bei manchen Auftrigen aber schlechte Schédtzungen. Betrachtet man die gezeigten Verldufe, so soll-
te man sich auch bewusst machen, dass die Abweichungen bei {j;}, relativ gering korreliert sind, d.h. die Werte fiir
eine einzelne Simulation springen um den jeweilgen Mittelwert, wahrend die anderen gezeigten Zufallsprozesse stark
korreliert sind. D.h. ein grofRer Schitzfehler bei einem Parameter ist mit dem néchsten Schritt k’ nicht ein geringer
Schétzfehler oder einer mit anderem Vorzeichen, sondern meist bleibt dieser ein grof3er Schétzfehler.

6.6 Untersuchung des Bias 145



6.6.1 Prinzipieller Einfluss des geschlossenen Regelkreises

Die Schitzung der Parameter erfolgt im geschlossenen Regelkreis. Dadurch ist die Biasfreiheit des LS-
Schétzers nicht mehr gegeben, da die Annahme A2 (Seite 94), die Unkorreliertheit von Rauschen und
Eingangswerten, nicht mehr gegeben ist.

Fiir den Schétzwert gilt
E{0}, =E{(¥"®¥) ¥ (y+n)}, = E{(¥"®) "Wy} +E{(¥'¥) ¥ n}, = 6 +E{(¥T¥) '¥'n},,

wobei ng = [nyq ny, -+ ny;] der Vektor der StorgréfRe ist. Wenn das Eingangssignal und die Stérung
nicht korreliert sind, dann ergibt sich

0
E{A0}, = E{0}, — 0 =E{(¥"®) 9"}, -E{n} =0,

wobei davon ausgegangen wird, dass die Stérung mittelwertfrei ist. In diesem Fall ist der Schétzer also
biasfrei.

Durch den Regler gilt aber

Vir1 = Uk + (Voo — Yk — Ny i) Kk -

Damit ist nicht nur {n,;}, ein Zufallsprozess, sondern auch {v;},, der dazu noch mit {ny,}, korreliert
ist. Betrachtet man die Zwei-Parameter-Schitzung, so lautet der Bias A@ nach k Messungen

E{AQ}, =E

1 _ [Z DI VDN Zuk’ny,k’j|
C X (o) | kS-S S

T

Eine Stérung ny ;s wirkt sich zwar nur auf spétere Werte von v aus, also vy, Vg4, usw., jedoch sind
durch die Summen und den von v,s abhéngigen Nenner alle n ;- mit allen v, multiplikativ verkniipft.

Behandlung in der Literatur

Bei der Identifikation dynamischer Systeme existieren verschiedene Ursachen fiir einen Bias, von denen
die Korreliertheit von Eingangswerten und Messrauschen aufgrund eines geschlossenen Regelkreises nur
eine ist. Identifiziert man dynamische Systeme durch Minimierung des Gleichungsfehlers, so darf das
auf den Systemausgang wirkende Rauschen nicht weil} sein, sondern muss die Form @n(z) besitzen,
wobei A(z) das Nennerpolynom der Strecke und n weiles Rauschen ist [IsERMANN und MONCHHOF, 2011,
S. 233]. Dann werden beziiglich des Gleichungsfehlers die Bedingungen (A2) und (A4) (Seite 94) erfiillt.
Da diese Bedingung sehr einschrankend ist, wird dieser Thematik in der Literatur viel Platz eingerdumt.
Eine Moglichkeit zur Behandlung dieser Problematik wird als , bias-correction® oder ,,bias-compensation
bezeichnet, siehe z. B. [SOpERSTROM, 2013] fiir eine aktuelle Ubersicht.

Die Identifikation im geschlossenen Regelkreis an sich ist auch Thema vieler Veroffentlichungen, jedoch
liegt, insbesondere in der aktuelleren Literatur, der Schwerpunkt der Betrachtungen darauf, durch Iden-
tifikation im geschlossenen Regelkreis bessere — im Hinblick auf den Einsatz mit gegebenen Reglertypen
oder zur robusten Regelung — Modelle zu erhalten [ForsseLL und Lsung, 1999, S. 1216]. Wenn dort von
Bias die Rede ist, so ist meist der Bias gemeint, der durch einen falschen, zu einfachen Modellansatz ent-
steht (,undermodeling®), siehe z.B. [VaAN DEN Hor und ScHrAMA, 1995, S. 1751]. Einen ausfiihrlichen
Uberblick iiber die etwas weiter zuriickliegende Forschung auf dem Gebiet gibt der Ubersichtsaufsatz

146 6 Online-ldentifikation und Adaption



[GusTavsson et al., 1977]. Dabei ist die Bestimmung der Identifizierbarkeit sowie der Genauigkeit ein
wesentlicher Schwerpunkt.

Hier wird der Bias im Folgenden nicht anhand von Methoden aus der genannten Literatur besprochen.
Es hat sich aufgrund des einfachen Systems sowie der speziellen Randbedingungen als zielfiihrend er-
wiesen, den Bias direkt anhand der Verteilung des Schétzfehlers (numerisch) zu bestimmen. Aufgrund
dessen, dass der Bias neben den Verteilungseigenschaften des Rauschens nur von der Reglerverstarkung
a und der anfénglichen Regelabweichung ¢, abhéngt, ist dies mit einem vertretbaren Aufwand maoglich.

Gemal} der allgemeinen Nomenklatur liegt hier eine direkte Identifikation vor, da die Identifikation an-
hand der Ein- und Ausgangsdaten des Prozesses erfolgt. Dagegen wiirde bei der indirekten Identifikati-
on zundchst das Gesamtsystem, welches die Riickfiihrung und den Regler umfasst, identifiziert werden,
um dann aus diesem sowie dem bekannten Regler das Modell des eigentlichen Prozesses zu erhalten.
[Liung, 1999, S. 435]

6.6.2 Biasfurk =2

In Abschnitt 4.5.2 wurde mit Gl. (4.22) der Schétzfehler fir k = 2 zu
ny n;

ki-(eg—ny)  Kp-(g7—ny)

A, = (6.52)

bestimmt. Der Term mit n, hat fiir den Bias, den Erwartungswert des Schétzfehlers, keinen Einfluss,
weshalb der Term

n

_ 6.53
k- (g7 —ny) ( )

Aﬁ;(z:_

alleine betrachtet wird.

Da {n,}, eine Zufallsvariable ist, ist auch {A"f)‘iz}r eine Zufallsvariable. In Abbildung 6.23 sind die Ver-
teilungsdichten von {x; - A{?iz }, fiir verschiedene Werte von ¢, gezeigt.

T T T T T T T T T T T T T T T T T T
_81:1
2_ ———81:2 7
g =5
E 1,5+ -
4 1r _
<
Ny
0,5 _
0 I ’;/’ e T
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Abbildung 6.23: Verteilungsdichte von {x; - Aﬁ”{’z}r fiir verschiedene ¢,

Fiir e; > 1 gilt

A}, ~ Pl (6.54)
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es ergibt sich mit wachsendem ¢, eine immer engere Normalverteilung um null.

Es wurde in Abschnitt 4.5.2 schon darauf hingewiesen, dass der Erwartungswert von {Aﬁ; »}r» der dem
Bias Aﬁl,mean,z entspricht, nicht definiert ist. Um diesen sinnvoll bestimmen zu kénnen, muss ausge-
schlossen werden, dass der Nenner in (6.53) null wird.

Dies kann durch die Bedingung

|
&1 =Iny — &1 = €1,min

2

geschehen. Fiir k = 2 entspricht diese auch der schon eingefiihrten Varianzgrenze o 5 e
1,11,

k =2 gilt

o denn fiir

2

(u1,2 - u1,1)2 (K1§1)2'

Var{"‘%,z}r =

Driickt man g, ,, max anschaulich als Vielfaches des angenommenen Parameterwertes ', , aus, so ergibt
sich

I,
o~ = Y’ﬁl,r
K1 €]

Std{'ﬁl,z}r =

als Bedingung an die Standardabweichung des ersten Schéatzwertes. Umformen ergibt

612 2
Yﬁl,rKI

als Bedingung an die erste gemessene Regelabweichung'® und mit der Naherung ﬁl’rKI ~ 1 erhélt man
die Abschitzung

€11 = 7 . (6.55)

Im letzten Abschnitt wurde fiir 03, 1 max meist der Wert 2,5 - 05, max = 2,5 % -0, gewdhlt, womit y
ungeféhr bei 0,5 und damit &; ,,;, ~ 2,83 ist.

In Abbildung 6.24 ist der Bias
A’i}l,mean,z(gl) = E{ Aﬁl,z | |§1| > gl,min}r >

der sich bei verschiedenen Begrenzungen von |£;| ergibt, multipliziert mit k; = a /¥, liber ¢, dargestellt.

Bei einer tatsdchlichen Anfangsabweichung von null liegt unabhéngig von &; ;, ein Bias von 1, /a vor.
Dieser fallt mit steigendem |;| umso schneller ab, je kleiner &, ,;, gewdhlt ist. Fiir £; ;,;, = 3 erreicht er
bei ca. 4 negative Werte, um sich dann von unten der Null zu néhern.

Fiir kleinere & ;;, sind die beiden Minima im Negativen deutlich ausgeprégter und die Spitze schmaler.
Die beiden Kurven fiir £; ;,;, = 0,1 und 0,01 liegen fast deckungsgleich {ibereinander. Allerdings kann
daraus nicht geschlossen werden, dass sich ein Grenzverlauf des Bias fiir &; ;;, — O ergibt. Es zeigt sich
auch schon, dass die Kurve fiir |£;| >' 0,01 in den Bereichen der Minima etwas zackiger verliuft, was

18 Der Wert der Variablen n, in der eingangs angegebenen Gleichung (6.52) fiir den Schitzfehler wird durch diese Bedin-
gung nicht beschrénkt. Dies rechtfertigt die Betrachtung des Termes A¥7 , alleine.
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Abbildung 6.24: Bias fiir 9, bei k = 2 und verschiedenen Grenzen fiir &, (Aus 107 Einzelwerten je Punkt
bestimmt)

ein Zeichen dafiir ist, dass viele extreme Einzelwerte auftreten und fiir eine genauere Berechnung die
Anzahl der Simulationen noch erh6ht werden miisste.

Erhoht man die Grenze & ,;;,, so erhoht sich auch der Bias fiir Werte von |g,], die kleiner und &hnlich
dem Grenzwert &; i, sind. Besonders wird dies bei & ;,;;, = 10 deutlich. Dies liegt daran, dass durch die
gegebene Bedingung ein bestimmter Bereich von Werten, die n; annimmt, gar nicht weiter bertiicksichtigt
wird. So sind bei €; ;,;; = 10 und &; = —5 nur Einzelwerte in der Mittelwertsbildung berticksichtigt, bei
denen n; einen grofleren negativen Wert n; < —5 angenommen hat. Da der Erwartungswert von {n,},
null ist, folgt daraus anschaulich, dass ¥; unter dieser Bedingung im Mittel deutlich zu hoch geschétzt
wird.

Entsprechend der duf8erst geringen Wahrscheinlichkeit P({n;}* < —5) sind im Laufe der Simulation auch
nur wenige Werte fiir die numerische Bestimmung des Mittelwertes an diesen Punkten aufgetreten, so
dass die Kurve in diesem Bereich auch etwas unruhiger verlauft. Fiir |&,| < 4,5 wurde die Bedingung von
keiner der 107 Einzelberechnungen erfiillt. Dies relativiert den hohen Bias bei £; ;,;; = 10 und |e;| =5
wieder, da dieser Fall praktisch nicht auftritt. Jedoch ist der Bias bei |&;| & €; ;;, durchaus relevant, was
spater auch nochmal an einem Beispiel gezeigt wird.

Dieses ,Beschneiden* ist fiir die Bedingung |&;| >' 10 auch in Abbildung 6.25 dargestellt. Dort sind die
(auf den jeweiligen Maximalwert normierten, numerisch bestimmten) Verteilungsdichtefunktionen fiir
verschiedene ¢; dargestellt. Es ist deutlich zu erkennen, wie der Mittelwert mit sinkendem |&;| nach
rechts wandert.

Bei kleinen Werten von €, ;;, (was einer hohen zuléssigen Varianz o2 5, m.max entspricht) tritt also ein Bias

infolge einer asymmetrischen ,,Grundverteilung® auf, siehe Abbildung 6 23. Bei hoheren Werten fiir £, ;,
tritt ebenfalls ein Bias auf, der dadurch entsteht, dass die fiir groflere &; ndherungsweise symmetrische
und biasfreie Verteilung (6.54) durch die Bedingung |&,| >' &; ;, fiir Werte von |e,], die ungefdhr im
Bereich |&;| < &7 1, + 2 liegen, deutlich beschnitten wird.

6.6 Untersuchung des Bias 149



0 2 03 0,4 05

T T T I T T T T T T T T T T
1r|—¢g =-15 -
= ---g=-11
El&A ---g,=-10
S| & =—7 ,
“’;1 é 0,5+ | _
SE '
g |
P T L0 R I
-0,5 -0,4 -0,3 —-0,2 —0,1

Abbildung 6.25: Verteilungsdichte von {x; - Aﬁ; ,}r (auf jeweiligen Maximalwert normiert) unter der Be-
dingung |&;| >' 10 fir verschiedene ¢, (Die senkrechten grauen Striche markieren die

jeweiligen Erwartungswerte)

6.6.3 Bias furk>2

Fiir eine beliebige Anzahl an Messungen ergeben sich die Schitzwerte iiber § = L™'r. Bei der Zwei-

Parameter-Schatzung lautet

L:[ k ka’:| und r:[ Zf’k’ ]
v ZV,E/ 2G|

Die Inverse L ist damit
- 1 [ A vk/]
- . 2 _ 2’ — Z Uy’ k '
k-2ve— (Xvw) k
Der betrachtete Schitzwert 6, ist dabei der zweite Eintrag in 0, so dass sich
5 — k-2 (Feve) = 2o - 2w
Lk =
k-Yvd = (Swe)

ergibt. Verwendet man y,» = yjs + ny o, so fiihrt dies auf

-1

A _ k-2 (e +nyp) ve) = 2 v 2y + 1y )
i ke Xvz - (Zue)’
_ k- Z(J’k’ V') — Z % ZJ’k’ +k : Z(ny,k’ V) — Z 4% Z My x
k'ZV,f/_(ZVk’)Z k'ZVf/—(Z Vk’)2

J

61

Der erste Summand entspricht dabei dem wahren Wert 6;, so dass sich der Schétzfehler in normierter

Form zu
~ k- (n/v/)— Uy’ * n
Ady = 2(m < 20 ; : (6.56)
k- 2vg = (Zvw)
ergibt
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In Anhang C.5 ist gezeigt, dass fiir den Mittelwert von K - Aﬁl’k bzw. Aﬁl’k /Y, - a ein Zusammenhang
der Form

Ky- Aﬁgl,mean,k = E{KI : Aﬁgl,k}r =Kr- Arél,mean,k(a’ €1 {nl}r’ {nz}r: KRP) {nk—l}r) (6.57)

gilt, wobei E{x;- Aﬁ‘l’k}r den Erwartungswert beziiglich einer geeigneten Bedingung meint. Eine wesent-
liche Aussage von (6.57) ist, dass der Streckenparameter ¥, lediglich iiber a (und k) einfliel3t. Damit
kann ein Beispielsystem mit beliebigen ; betrachtet werden und die Ergebnisse lassen sich dennoch
einfach auf andere Strecken iibertragen.

Zur Bestimmung des Erwartungswertes wird zunéchst der Einfachheit halber wieder die Bedingung

le1] <' €1 min verwendet. Fiir k > 2 kann diese jedoch nicht mehr die eigentliche Varianzgrenze o2
1 1,min ¥1,m,max

genau abbilden. Darauf wird im nichsten Abschnitt eingegangen.

In Abbildung 6.26 ist fiir den zweiten Schéatzwert (k = 3) der Bias fiir verschiedene a-Werte dargestellt.
Auch hier gilt wieder, dass bei &; ;, = 5 der Wert fiir A ., /T - @ auch fiir kleine |¢, | existiert, diese
jedoch numerisch nur mit grof3erem Aufwand bestimmt werden konnen.

1 T | I
-- a=0,5
| -~ a=0,75
1\ —a:l

L
t

A'ﬂl,mean,S/'ﬂl ta

(=)

schwarz: €; i, = 0,1, grau: &; i, =5

1 1 1
—10 -5 0 5 10
&

Abbildung 6.26: Bias des zweiten Schatzwertes (k = 3) far 4,

Fiir a = 1 konnen die dargestellten Werte Aﬁl’mean’k /¥ - a direkt als relativer Bias interpretiert werden,
fiir a # 1 muss dafiir noch durch a geteilt werden. Dies bedeutet, dass der relative Bias fiir a < 1 grofSer
und fiir a > 1 betragsmaf3ig geringer ist, als die dargestellten Kurven.

Fiir a < 1 ist der auf 1, /a normierte Bias in der Regel (etwas) hoher, fiir a > 1 geringer als bei a = 1.
Berechnet man den normierten Bias auch fiir extremere Werte fiir a, so zeigt sich (hier nicht dargestellt),
dass fiir a > 1 und &, ;,;;, = 0,1 der normierte Bias zunéchst noch etwas mehr im Negativen verlauft als
bei a = 2, fiir weiter wachsende a jedoch ein Punkt erreicht wird, an dem der negative Bias (betrags-
maRig) wieder abnimmt. Dies ist soweit auch einsichtig, da ein viel zu grof3es a zu einem instabilen,
aufschwingenden Regelkreisverhalten fiihrt und sich damit die Anregung fiir den Schétzer verbessert.

Fiir a < 1 legen die numerischen Berechnungen die Vermutung nahe, dass sich der auf #; /a normierte
Bias einem Grenzverlauf annihert, der fiir kleine |, | oberhalb des fiir a = 0,5 gezeigten Verlaufs liegt.
Bestimmt man jedoch den relativen, auf 1}, bezogenen Bias, indem man die gezeigten Kurven durch a
teilt, so zeigt sich, dass der Bias fiir kleine a bei kleinen |e;| stark zunimmt. Dies ladsst sich dadurch
begriinden, dass die Anregung fiir kleine a sehr gering bis praktisch nicht mehr vorhanden ist. Auf die
damit entstehende Frage nach der Stabilitdt des Bias wird weiter unten eingegangen.
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Vergleicht man die Kurven der unterschiedlichen Grenzen ¢, ;,;;, = 0,1 und 5 miteinander, so zeigt sich
hier Gleiches wie schon bei k = 2. Der Bias ist ungefahr fiir [¢;| < 7 bei der Schitzung mit &, ;,;, = 5
hoher als bei & ,;, = 0,1, um dann in die Kurve der Schéitzung mit &, ,;;, = 0,1 tiberzugehen.

In Abbildung 6.27 ist der Bias fiir die ersten vier Schatzwerte (k =2, ...,5) dargestellt.

1

L
3

A’ﬂl,mean,k/'ﬂl

()

schwarz: €; i, = 0,1, grau: &; i, =5
I | :

-10 -5 0 5 10

Abbildung 6.27: Bias der ersten vier Schatzwerte (k =2, ...,5) fir¥; beia =1

Wieder zeigt sich, dass der Bias fiir €, ,;, = 5 fiir kleinere |¢, | deutlich iiber dem bei &; ;,,;, = 0,1 liegt. Im
Bereich um |g;| = 5 ist auch eine leichte Vergrof3erung des Bias in den Schritten k = 3, ..., 5 beziiglich
dem Bias bei k = 2 zu erkennen.

Fiir hohere k steigt der Aufwand zur numerischen Berechnung des Bias anhand der im Anhang angege-
benen Gleichungen stark an. Um den Verlauf des Bias fiir hohere k zu bewerten, wurden daher einfache
Simulationen des geregelten Systems durchgefiihrt und der Bias als Differenz des Mittelwertes von &, aus
jeweils 100000 Simulationen mit dem bekannten wahren Parameterwert {; bestimmt. Damit wurden
die in Abbildung 6.28 gezeigten Verldufe ermittelt, wobei hier nur der Fall ¢; = 4 dargestellt wird.

0,4 T T I I

0,3

0,2

0,1

Abbildung 6.28: Verldufe des Bias tUber der Anzahl der Messungen, ¢; = 4, a = 1 (erstellt Gber jeweils
100 000 Simulationen)
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Fir &1 ;, = 0,1 und €, ,;;, = 1 ergibt sich ein identischer Verlauf, der bei k = 2 mit einem negativen Bias
beginnt, bei k = 3 einen kleineren positiven Wert hat und dann noch leicht zunimmt, um letztlich tiber
eine steigende Anzahl an Messungen wieder abzunehmen. (Siehe dazu auch Abbildung 6.27.) Dass diese
beiden Kurven hier identisch sind, liegt daran, dass mit £; = 4 ein Wert gewéahlt wurde, der deutlich iiber
€1,min = 1 liegt.

Fir €; 1, = 3 und &, ;,;;, = 5 ergeben sich Verldufe, die deutlich iiber den beiden schon beschriebenen
Verldufen liegen. Es zeigt sich, dass — insbesondere bei ¢, ;,;, = 5 — lange ein wesentlicher Bias vorliegt.

Zusammenfassung

Der Bias aufgrund der Korreliertheit der Eingangsdaten ist nur fiir kleine &, ,,;, wesentlich. Fiir [&;| <
€1,min T+ 2 dominiert ein Bias, der aufgrund der Bedingung |£| <! €1 min €ntsteht, und nicht durch den
durch die Identifikation im geschlossenen Regelkreis entstehenden Bias. Dieser dominiert wieder fiir
|&1| > &1 min + 2, jedoch ist dieser dann fiir verniinftige &; ,,;, so gering, dass er nicht mehr wesentlich ist.

Allgemein héngt der Bias neben der Grenze & ,;, auch von der anfénglichen Regelabweichung ¢;, der
Anzahl der Messungen k und der tatsdchlichen Reglerverstiarkung a ab, wobei die letzten drei Einfluss-
grofden die ,Anregung“ des Schétzers beschreiben. Je besser der Schétzer angeregt wird, d. h. je hoher
die Variation der Eingangsgrofde u, ist, umso geringer ist der Bias.

Dabei zeigt sich, dass bei der betrachteten Bedingung |£,| <' &, ;, der Bias stark von &, abhéngt, aber
nur relativ langsam mit steigendem k fallt. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass der erste Regelschritt
der dominante ist, d. h. die deutlich gro3te Anderung in u; erzeugt.

6.6.4 Berucksichtigung der ,Varianz-Bedingung”

Bisher wurde als Bedingung, ob ein Schéitzwert fiir den Bias beriicksichtigt werden soll oder nicht, die ge-

messene Abweichung bei k = 1 verwendet. Tatsédchlich wird jedoch, wie in Abschnitt 6.4.1 beschrieben,

die Varianz O'g des Schatzwertes herangezogen, um zu entscheiden, ob ein Schétzwert fiir die Mittelung
1

verwendet wird. Damit ist es auch sinnvoll, diese Bedingung hier zu verwenden.

Um die Varianz der Schitzwerte zu bestimmen wird die Identifikation simuliert, womit der Bias auch
nur noch durch Simulation bestimmt wird.

Fiir grofle Werte fir 0§, 1 max Werden sehr viele, auch schlechte Schétzungen berticksichtigt und kaum
Schitzwerte abgewiesen. Dieser Fall entspricht einem kleinen &, ,;,, so dass sich beispielsweise mit
0§ mmax = V10 auch sehr #hnliche Biasverldufe iiber &, wie bei €1min = 0,1 ergeben. (Vergleiche
Abbildung 6.29b und 6.26 fiir k = 3.)

In Abbildung 6.29a sind die Verlaufe fiir den Bias gegeniibergestellt, wobei fiir die bisher verwendete
Bedingung die Grenze ¢; r;, = 5 und fiir die Alternative 0, 1 max = % -1, verwendet ist. Letztere ergibt
nach Gl. (6.55) mit |&;| >' 4,2 eine dhnliche Bedingung an &, die jedoch nur fiir « = 1 und k = 2
tatsachlich vergleichbar ist.

Entsprechend sind die beiden Verlaufe fiir k = 2 auch sehr dhnlich. Bei hoheren k zeigt sich jedoch, dass

der Bias, der sich mit der Varianz-Bedingung O'g <! 0% may €181DE, deutlich geringer wird.
1 1,11,

In Abbildung 6.29b ist die Entsprechung zu Abbildung 6.26 fiir die Bedingung 0'1%1 <'o? _ gezeigt.

él,m,ma
Der schon bei Abbildung 6.29a beschriebene Effekt, dass der Bias fiir wachsende k schneller abfllt, 1dsst
sich auch in Abbildung 6.30 erkennen. Die Grenzen 0§, 1, may Sind dort so gewéhlt, dass diese ungeféhr
den Grenzen & ,;;, in Abbildung 6.28 (fiir « = 1 und k = 2) entsprechen.
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Abbildung 6.29: Bias bei Verwendung der Schatzbedingung liber o2

31,m,max

Es ist kaum noch ein Unterschied zwischen den drei Kurven mit den hohen Varianzgrenzen zu erkennen.
Fiir die niedrigste Varianzgrenze, die fiir k = 2 einem &, ,,;;, von etwa 7 entspricht, ist der Bias fiir k = 2
schon deutlich geringer als bei der Kurve fiir &, ,;;, = 5, und im weiteren Verlauf féllt der Bias auch
deutlich schneller ab. Ab k = 15 ist kein Unterschied mehr zwischen den Kurven auszumachen.

In Abbildung 6.31a ist der Bias fiir verschiedene Anfangsabweichungen ¢, verglichen. Wie eben schon
bemerkt, ist der Bias fiir &; = 4 schon ab k = 2 relativ gering. Fiir grof3ere ¢, sinkt dieser noch weiter.
Fiir kleinere ¢, erreicht der Bias aber noch sehr gro3e Betrédge. So ist der Bias bei £; = 0 erst mit k = 10
auf 10% (bei a = 1) gefallen.

Je kleiner a ist, d.h. je geringer die Anregung, desto hoher ist auch der Bias, was aus Abbildung 6.31b
ersichtlich ist. Diese Beobachtung ist von Bedeutung, da die Absenkung der Reglerverstiarkung fiir kleine
€, auch die Anregung vermindert.

6.6.5 Entwicklung des Bias Gber mehrere Auftrage

Stabilitat des Bias

Wie sich gezeigt hat, hdngt der Bias der Schétzung fiir 7, unter Anderem vom Wert fiir a ab. Der Wert fiir
a hiangt wiederum wesentlich von dem Schatzwert 171; ab. Damit stellt sich die Frage nach der Stabilitat
des Bias, d. h. ob ein negativer Bias dazu fiihrt, dass im Weiteren der Bias betragsmaig noch grol3ere
negative Werte annimmt, oder umgekehrt, ob ein positiver Bias zu einer weiteren VergroRerung des Bias
fihrt.

Dazu wird davon ausgegangen, dass sich der Verlauf von A ea, /Y, - @ fiir @ — 0 und a — oo jeweils
einem Grenzverlauf anndhert, was die numerischen Berechnungen nahelegen.

Start mit negativem Bias

Startet man mit einem negativen Bias, dann bedeutet dies, dass das tatsichliche a > 1 ist (eine ,,Wunsch-
reglerverstdrkung“ von & = 1 vorausgesetzt). In der Regel ist der Bias des neuen Schitzwertes damit po-
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Abbildung 6.30: Verldufe des Bias Uber der Anzahl der Messungen bei Schatzbedingung tUber o
€, =4, a =1 (erstellt tber jeweils 100 000 Simulationen)
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Abbildung 6.31: Verldufe des Bias Uber der Anzahl der Messungen bei Schatzbedingung tber agl e

fur verschiedene Werte fir £, bzw. a (erstellt Gber jeweils 100 000 Simulationen)

sitiv (siehe Abbildung 6.26 bzw. 6.29b), d. h. der negative Bias des bisherigen Schitzwertes wird durch
die Mittelung mit dem neuen Schitzwert in die richtige Richtung korrigiert.

Teilweise liegt bei @ > 1 aber auch ein negativer Bias vor. Da der Verlauf Af}l,mean’k /Y - a jedoch be-
schrankt ist, geht Aﬁl’mean’k /¥, fiir grol3e a gegen Null. Damit wird ein negativer Bias iiber viele Auftrage
nicht iiber alle Grenzen verstarkt.

Start mit positivem Bias

Beginnt man mit a < 1, so ergibt sich in der Regel ein positiver Bias. Da A’ﬁl’mean’k /Y- a fiir @ — 0 nicht
ebenfalls gegen Null strebt, geht der Bias Aﬁl’mean,k /0, dabei gegen Unendlich.
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Ein bisheriger, zu kleiner Schiatzwert kann damit gerade in die falsche Richtung korrigiert werden und
wird noch kleiner.

Diskussion

Dies ist natiirlich nur eine grobe, qualitative Beschreibung der Entwicklung des Bias. Insbesondere ist
damit noch keine mathematisch belastbare Aussage getroffen, ob es einen oder mehrere stabile Werte
fiir den Bias gibt.

Dies liegt an der Komplexitit einer mathematischen Beschreibung. Der Bias zum Zeitpunkt k + 1 ist im
Allgemeinen eine nichtlineare Funktion der anfanglichen Regelabweichung und der Reglerverstarkung,

A’ﬁl,mean,k+1
OB

die nicht analytisch gegeben ist, sondern nur numerisch bestimmt werden kann (Abbildung 6.29b).
Aber auch wenn diese Funktion als bekannt angesehen wird, ist es nicht einfach moglich, vom Bias im
k-ten Schritt auf den im k + 1-ten Schritt zu schlie3en. Dies liegt daran, dass sowohl ¢; als auch a;
Realisierungen von Zufallsvariablen sind. Anders als bei linearen Systemen konnen bei nichtlinearen
Systemen die Zufallsvariablen nicht einfach durch die Erwartungswerte ersetzt werden. D. h. auch bei
einem festen ¢; und él,r,k = él’k, d.h. dass immer der aktuelle Schitzwert fiir 8; — ohne Uberpriifung
der Varianz und ohne Mittelung — verwendet werden wiirde, was bei a; = 1 gleichbedeutend mit a; =
0,/ él,k ist, wire es immer noch nicht einfach méglich, eine nichtlineare Differenzengleichung fiir die
Entwicklung des Bias anzugeben.

= f(€17 ak) )

Zudem treten ,stabilisierende“ Effekte auf, die bisher noch nicht betrachtet wurden. So sind die Anfor-
derungen an die Anregung desto schwieriger zu erfiillen, je kleiner a, d. h. je grof3er der Bias wird. Bei
einem viel zu kleinen «a ist eine groBe Anzahl an Messungen und/oder eine hohere Anfangsabweichung
|e;| notwendig, um den Schétzwert iiberhaupt zur Mittelung verwenden zu konnen. Wenn dieses not-
wendige k grof3er als die Anzahl der Messungen in einem Auftrag wird, findet keine Schétzung statt,
und damit verschlechtert sich der Bias auch nicht mehr.

Daher wird die Entwicklung des Bias iiber viele Auftrdage im Folgenden simulativ betrachtet.

Entwicklung des Bias Uber viele Auftrage

Nach den bisherigen Beobachtungen sind die wesentlichen Einflussfaktoren
* die Anzahl der Messungen k;,;, je Auftrag,
* die Anregung, welche hier iiber ein vorgebbares ¢; simuliert wird,

* die Reglerverstarkung a sowie

e die Varianzgrenze o2 .
¥1,m,max
Zunichst wird anhand von sehr ungiinstigen Parametern die Stabilitédt des Bias betrachtet. Im Anschluss

wird der Bias in Abhdngigkeit der genannten Einflussgré3en verglichen.

Es werden dazu immer 250 Auftrage simuliert, wobei bei allen diesen Auftrdagen die gleichen Parameter
verwendet werden. In den gezeigten Plots werden immer die Verteilungen berticksichtigt, die am Ende
jedes Auftrags vorliegen. Entsprechend ist an der Abszisse die Unabhéngige [ aufgetragen.

Stabilitat

Um die Stabilitdt des Bias simulativ zu untersuchen, wird die Identifikation und Regelung mit sehr ge-
ringer Anregung simuliert, da dies nach den bisherigen Betrachtungen zu sehr hohen Bias-Werten fiihrt.
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D.h. der Anfangswert u; ; ist so gewahlt, dass die Sollgrof3e im Mittel schon erreicht ist, £; = 0. Damit
sind keine grof3eren Korrekturen {iber u; notig.

Die Anzahl der Messungen je Auftrag ist moglichst gering gewéhlt. Jeder Auftrag ist mit k;,;, = 3 Messun-
gen simuliert, da bei k,;, = 2 bei der bisher verwendeten Grenze 0, 1 max = 0,577 keine nennenswerte
Anzahl an ,giiltigen“ Schatzwerten entsteht.

Auf die Absenkung der Reglerverstarkung fiir kleine gemessene Regelabweichungen ist verzichtet, da
dies dazu fiihren wiirde, dass die Anzahl der Regelschritte je Auftrag erh6ht werden miisste, um genii-
gend Anregung fiir die Schiatzung zu erzeugen.

Fiir die Plots in Abbildung 6.32 sind jeweils 250 Auftrége simuliert. Die Einzelschatzwerte fiir 1, werden
mittels einfacher Mittelung mit Vergessensfaktor gemittelt, wobei ein A von 0,9 gewahlt ist. Bei dieser
Wahl ist berticksichtigt, dass zum einen der Verlauf des Schiatzwertes aufgrund der biasbehafteten Schét-
zung der nahe zuriickliegenden Werte betrachtet werden soll, und zum anderen, dass die Mittelung der
Einzelwerte mit Varianzen nahe der gegebenen Grenze agl max auch einen fiir die Regelung giiltigen
Schatzwert ergibt. Aus diesem Grund ist hier die Varianzgreﬁzé fur die Regelung an die Grenze 0§, max
angepasst. Neben dem bisher verwendeten Standardpaar oy, .y = 0,2+ und 05 1max = 0,5 %
werden hier auch die Werte 0, . = 0,4 -0 und 0§, 1 max = 1+ ¥, verwendet. Damit erhélt man in
beiden Féllen ein Verhéltnis von 0§ 1 max/05, rmax = 2,5, welches bei A = 0,9 mit zwischen fiinf und
zehn Mittelungen einen zur Regelung giiltigen Schatzwert erzeugt. (Siehe dazu auch Abbildung 6.12 auf
Seite 131.)

In Abbildung 6.32a wurde 0§, 1 max = 0,5 -7, gesetzt. Es dauert teilweise bis zum 180. Auftrag, bis
geniigend Schitzwerte gemittelt wurden, um den Mittelwert zur Regelung zu verwenden. Dabei stellt
sich ein Bias von ca. 0,25 bzw. 50 % ein.

Fiir die hohere, also weniger strenge Grenze 0, max = ¥ Mit 05, max = 0,4 - ¥, (Abbildung 6.32b)
werden mehr Schétzwerte fiir die Mittelung akzeptiert, so dass ab ungefiahr dem 15. Auftrag in den
meisten Simulationen ein gemittelter Wert "31; zur Regelung zur Verfiigung steht. Der Bias steigt bis
zum 250. Auftrag auf einen Wert von knapp iiber 0,5 (100 %) an, wobei der Anstieg mit steigender
Auftragszahl abnimmt.

In der Simulation zu Abbildung 6.32c¢ ist ebenfalls 03 1 max = U1 gesetzt, im Unterschied zu dem Bei-
spiel vorher wird aber fiir die Regelung der Startwert 61; = 2,3 -7, = 1,15 verwendet, was einem «
von 0,43 entspricht. Dadurch ist die Anregung noch weiter reduziert, so dass sich iiber die 250 Auftrage
nur wenige zur Regelung giiltige Schitzwerte ergeben. Diese nehmen im Mittel jedoch Werte von unter
1,15 an, was einem Bias von unter 0,65 entspricht. Dies legt nahe, dass der Bias auch bei einer weite-
ren Erhohung der Auftragszahl nicht unbegrenzt steigt, sondern einen Endwert zwischen 0,5 und 0,65
annehmen wird.

Diese Simulation unterstiitzt damit die Annahme, dass die Varianz-Bedingung bei der Identifikation im
adaptiven Regelkreis zu einem stabilen Bias fiihrt.

Einflussfaktoren

Im Weiteren wird, etwas kompakter, nur noch der Mittelwert der Schitzwerte 61,r gezeigt, und nicht
mehr die Histogramme der zugrundeliegenden Verteilungen wie in Abbildung 6.32. Genauer wird der
Mittelwert der Schétzwerte 1, , noch in einen relativen Bias

ﬁ?,mean,k _ E{{}l,r,k}r - ﬁl

th th

umgerechnet. Dabei ist diese Grofde mit einem ,*“ gekennzeichnet, da diese nicht den Bias im bisheri-
gen Sinne beschreibt, da zum einen nicht einzelne, sondern gemittelte Schiatzwerte betrachtet werden,
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Abbildung 6.32: Schatzwert ’f}m Uber 250 Auftrage mit schwacher Anregung, jeweils der letzte Wert
eines Auftrags ist angegeben (je 100 Simulationen)

und zum anderen auch die von aulden vorgegebenen Anfangswerte fiir él,r in die Mittelung einbezogen
werden.

Betrachtet man Abbildung 6.32b, so kann man grob zwei Phasen ausmachen. In der ersten Phase fin-
det zunédchst ein langsam zunehmender, dann relativ steiler Anstieg des ,Bias“ 97 ., statt, der sich

dadurch erklart, dass zunachst die Simulationen den Mittelwert von {13)1,r,k}r dominieren, in denen noch
der Anfangswert fiir 191’r giiltig ist. Daran schlie3t (in dem Beispiel bei etwa k = 15) die zweite Phase an,
die die Entwicklung des Bias zeigt, der durch diesen selber hervorgerufen wird. Mit steigender Anzahl

der Auftrige geht U] meanx (Ndherungsweise) gegen einen Endwert.

*
1,mean,k

Chl
zwei wesentliche Informationen. Zum einen eine Aussage dariiber, wie knapp die Varianzen der Ein-

zelschatzwerte an der Varianzgrenze liegen und damit auch, ob iiberhaupt eine wesentliche Anzahl an

Diese Phasen lassen sich relativ gut unterscheiden und so enthalten die fiir erstellten Graphen
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giiltigen Einzelschiatzwerten auftritt, und zum anderen natiirlich eine Aussage iiber den sich letztlich
einstellenden Bias.

In Abbildung 6.33a und 6.33b ist der beschriebene ,Bias“ fiir verschiedene k;,, dargestellt, wobei bei
6.33a wie bei den Simulationen in Abbildung 6.32 nur eine minimale Anregung simuliert wird (¢; = 0)
und bei 6.33b mit £; = 3 eine mittlere Anregung vorliegt. Dabei liegt die Varianzgrenze in beiden Fillen

bei O-gl,m,max =0,52-97.
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Abbildung 6.33: Entwicklung des Bias fir 19“ Uber 250 Auftrage bei verschiedenen Anregungen Uber ¢,
und bei verschiedenen Anzahlen k;,, an Messungen je Auftrag (je 100 Simulationen)

Mit steigender Anzahl an Messungen je Auftrag sinken die Varianzen der Einzelschiatzwerte natiirlich,
was dazu fiihrt, dass der Anteil an zuldssigen Schatzwerten zunimmt und damit in Abbildung 6.33a
die Kurven fiir den ,,Bias“ in Phase 1 schneller steigen. Daneben sinkt auch der sich einstellende Bias
deutlich. So betragt er bei k;,;, = 3 nach dem 250-ten Auftrag 50 %, wiahrend er bei zehn Messungen je
Auftrag knapp unter 20 % liegt.

Anhand Abbildung 6.33b ist ersichtlich, dass eine hohere Anregung iiber &, die Varianz effektiv verrin-
gern kann. Auch zeigt sich, dass die Abhangigkeit des Bias von der Anzahl der Messungen je Auftrag mit
einer steigenden anfianglichen Regelabweichung ¢; stark zuriickgeht. Hier liegen die erreichten Werte
fiir den Bias innerhalb eines 5 %-Bandes.

Auch kann man an den Graphen in Abbildung 6.33 erkennen, dass der Bias umso schneller den Endwert
erreicht, je hoher die Anregung des Schétzers liber k., bzw. € ist.

2
él,m,ma
Werte flr 0, 1 max verglichen. Die drei Plots unterscheiden sich wieder in der Anregung tiber ¢;.

In Abbildung 6.34 ist der Einfluss der Varianzgrenze o . verdeutlicht. Dazu sind drei verschiedene

Bei minimaler Anregung, &; = 0, ergibt 0’5, 1, n.x = 0,5 - ¥; einen Bias von 40 % (siehe auch Abbildung
6.33a). Erhoht man die Grenze auf 0§, ;, nax = U1, 50 werden deutlich mehr Einzelschitzwerte fir die
Mittelung beriicksichtigt, was anhand des steileren Anstiegs des ,,Bias“ zu Beginn in Phase 1 erkennbar
ist. Bei der schwachen Anregung dominiert der hohe Bias aufgrund der Identifikation im geschlossenen
Regelkreis, so dass sich hier letztlich ein Bias von fast 80 % einstellt. Fiir die niedrige Varianzgrenze
0%, mmax = 0,25 - #; wurde kein einziger Einzelschitzwert fir die Mittelung berticksichtigt.

In Abbildung 6.34b ist die Anregung mit £; = 4 schon deutlich hoher, was sich — wie schon oben ge-
zeigt — in einem deutlich niedrigeren Bias niederschlagt. Es fillt hier auf, dass der Bias fiir die kleinste
Grenze 0§, m max = 0,25 - U etwas liber dem Bias liegt, der sich mit den anderen beiden Werten ein-
stellt. Mit 0§, mmax = 0,5 -0 und 0§, m max = U ergeben sich hier quasi die gleichen Werte, da die
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Abbildung 6.34: Entwicklung des Bias fur 15‘1,1, Uber 250 Auftrage bei verschiedenen Anregungen Uber ¢,
und bei verschiedenen Grenzen 0y, 1 max Kjop = 4 (j& 100 Simulationen)

Anregung so grol} ist, dass in beiden Féllen so gut wie jeder Einzelschdtzwert beriicksichtigt werden
kann. Bei 0§ 1 max = 0,25 - ¥, hingegen werden nicht alle Einzelschédtzwerte berticksichtigt. Der — im
Vergleich zu den beiden anderen Kurven — zusatzliche Bias von ca. 1,5 % ist damit auf das Beschneiden
der Verteilung {1, }, durch diese Bedingung zuriickzufiihren, wihrend der Bias von etwa 5 % aufgrund
der Identifikation im geschlossenen Regelkreis entsteht.

Erhoht man die Anregung weiter, so wird irgendwann der Punkt erreicht, an dem mit allen drei Varianz-
grenzen das gleiche Ergebnis erzielt wird. So erhélt man bei £; = 8 in allen Fillen einen Bias von ca.
1,5 %, der durch die Identifikation im geschlossenen Regelkreis hervorgerufen wird.

Zusatzliche Bedingung Uber ¢,

Der sich einstellende Bias héngt also nicht nur von der Grenze 0, , nax @b, sondern auch signifikant
von der Anregung, die im Wesentlichen durch die mittlere Regelabweichung €, zu Beginn jedes Auftrags
gegeben ist. Es ist allerdings nicht moéglich, in dieser Hinsicht schlechte Auftrdge von der Schitzung
auszunehmen, indem die Bedingung |&,| >' &, i, zusdtzlich iiberpriift wird.

Um dies zu verdeutlichen, sind in Abbildung 6.35 die Verldufe des Bias mit und ohne Beriicksichtigung
dieser zusatzlichen Bedingung fiir verschiedene Anregungen gegeniibergestellt.
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Abbildung 6.35: Entwicklung des Bias flr '5‘1’1, Uber 250 Auftréage bei verschiedenen Anregungen Uber
&, und bei verschiedenen zusétzlichen Bedingungen || >' &; i, O3, mmax = 0,51,
k;op =5 (je 100 Simulationen)
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In Abbildung 6.35a ist der Fall minimaler Anregung, d.h. &; = 0, dargestellt. Der Bias, der sich unter
Beriicksichtigung von |;| >' 3 einstellt wird deutlich von dem gegebenen Anfangswert des Parameters
dominiert.!® D. h. die Schiitzung wird effektiv verhindert, was auch der Zweck dieser Bedingung ist.

Erhoht man die Anregung jedoch auf €; = 3, so ergibt sich der in Abbildung 6.35b gezeigte Verlauf. Der
Bias, der unter Beriicksichtigung von |&;| >' 3 bestimmt wird, ist deutlich héher als derjenige, der sich
ohne diese Bedingung ergibt. Dies liegt daran, dass hier eine asymmetrische Beschneidung der Verteilung
{,}, vorgenommen wird.

Fiir hohere Anregungen nihert sich der Bias mit |§;| >' 3 wieder dem Bias an, der sich ohne die zusétz-
liche Bedingung ergibt, wobei die Hohe des Bias insgesamt sinkt, siehe Abbildung 6.35c.

Fazit

Laut allen durchgefiihrten Simulationen ist der Bias stabil. Fiir kleine Anregungen und hohe Varianz-
grenzen kann dieser jedoch grofse Werte annehmen. Es ist dabei aber keinesfalls empfehlenswert, die
Anregung iliber die Bewertung der anfianglichen Regelabweichung zuséatzlich zu iiberpriifen, da tiber
eine solche Bedingung der Bias im Grenzbereich der zuladssigen Anregung deutlich steigt.

D.h. die Grenze 0, 1 max muss entsprechend gewdhlt werden, so dass der auftretende Bias akzeptiert
werden kann.

Wichtig ist auch zu bedenken, dass der Bias einzig durch die Grenze 0§, 1 max und nicht oy, 1., be-
stimmt ist. Dies liegt daran, dass die Mittelung der Einzelschitzwerte nur die Varianz, aber gerade nicht
den Bias reduziert.

Wird die Absenkung der Reglerverstarkung bei kleinen Regelabweichungen verwendet, so sinkt die An-
regung bei kleinen ¢, nochmals deutlich, was den Bias entsprechend weiter erhoht.

Hier wurden immer gleichartige Auftrage simuliert. Tatsdchlich werden aber die Anfangsabweichungen
und Anzahl an Messungen variieren. Dann stellt sich ein entsprechend gemittelter Bias ein. Damit ist es
aus Sicht der Biasvermeidung auch giinstiger, eine eher varianz-optimale Mittelung zu verwenden. Denn
dann werden Einzelschatzwerte mit guter Anregung und damit niedrigem Bias bevorzugt.

6.6.6 Kompensation

Bei der Behandlung des Bias stellt sich natiirlich die Frage, ob bzw. in welchem Rahmen der hier be-
schriebene Bias in den Schiatzwerten ¥, korrigiert werden kann.

Durchfiihrung der Bias-Kompensation

Als Einflussfaktoren auf den Bias wurden die Anzahl der Messungen k, die anfangliche Regelabweichung
€, die Reglerverstarkung a sowie die Varianzgrenze ogl max bestimmt. Dabei sind nur der erst- und der
letztgenannte Faktor bekannt. Die anfangliche RegelabV\;eichung €, ist nicht messbar. Bekannt ist nur £,
das als Naherung fiir ¢; verwendet werden kann. Fiir a wird der Wert eins angenommen. Damit wird in

Kauf genommen, dass fiir @ > 1 die Kompensation zu hoch, und fiir a < 1 zu niedrig ausfallen wird.

Zur Bias-Kompensation wird fiir a = 1, das verwendete 0§, 1 o (hier o, ;50 = 0,5 %,) und eine
gegebene Menge an Werten fiir ¢; zwischen 0 und 10 der Bias in Abhéngigkeit von k bestimmt, wie er
auch in Abbildung 6.31a aufgetragen ist. Somit liegt ein zweidimensionales Kennfeld xy - A¥; ;a0 (k, £1)
VOr.

19 Wiirde man hier den Bias nur der Simulationen anzeigen, bei denen auch ein giiltiger Schitzwert ermittelt wurde — also
den Bias im engeren Sinne — wére dieser deutlich hoher.
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Mit der Messung der ersten Regelabweichung &, eines Auftrags wird aus diesem Kennfeld eine Kennlinie
K1 * AV mean(k) bestimmt, indem fiir £; der gemessene Wert £, eingesetzt wird.

Der aktuelle, theoretische Wert des Bias wird dann bestimmt, indem «k; = % gesetzt wird.2® Der so
1,r

bestimmte Wert wird von dem aktuellen Schiatzwert abgezogen.

Wirkung der Bias-Kompensation fiir einen Auftrag

In Abbildung 6.36 ist der Bias fiir &; = 0 und &, = 3 iber k aufgetragen, wobei @ =1 und 0§, 1, max =

0,5 - #; gewdhlt sind. Fiir jeden der beiden Werte fiir ¢; ist der Bias einmal ohne Kompensation, und
einmal mit der beschriebenen Kompensation aufgetragen.

0’2 | T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
! —— ¢&; = 0, ohne Kompensation
o : --- &; =0, mit Kompensation
= 01l | g1 = 3, ohne Kompensation | |
g | €, = 3, mit Kompensation
E '
<o<§; '\
O [ S~ -
1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1
0 20 40 60 80 100

Abbildung 6.36: Verlaufe des Bias Gber Anzahl der Messungen mit Bias-Kompensation a =1, 05, 1 max =
0,5 - U, (erstellt Gber jeweils 100 000 Simulationen)

Es zeigt sich, dass in beiden Fillen (¢, = O und &; = 3) der Bias deutlich verringert und fir k > 15
ndherungsweise vollstindig kompensiert wird.

Fiir kleinere k ist die Kompensation jedoch nicht exakt, sondern sie ist unvollstédndig (¢, = 0) bzw. es wird
leicht iiberkompensiert (&; = 3). Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass in diesem Bereich die Abhangigkeit
des Bias von ¢; noch relativ grof3 ist (siehe Abbildung 6.29a). Damit ist die Ndherung &, ~ ¢; in diesem
Bereich kritischer. Bei grol3en k ist der Bias iiber €, relativ konstant, so dass die Unsicherheit in ¢; keine
Auswirkung mehr hat.

Wirkung der Bias-Kompensation liber viele Auftrage

In Abbildung 6.37 ist die Identifikation ohne und mit Bias-Kompensation iiber 250 Auftriage verglichen.
Dabei wurden immer k;,,;, = 5 Messungen je Auftrag simuliert, bei drei verschiedenen Werten fiir ¢;.

Bei der minimalen Anregung &; = 0 reduziert die Kompensation den Bias um zwei Drittel von ca. 30 %
auf 10%. Bei &; = 3 ergibt sich ohne die Kompensation ein Bias von ungefdhr 8 %, der mit der Bias-
Kompensation leicht iiberkompensiert wird, so dass man einen Bias im Bereich von 0 bis —3 % erhélt. Im
letzten Beispiel mit £, = 5 wird der Bias, der unkompensiert um 3 % liegt, auf 0 bis —1 % kompensiert.

20 Fithrt man die Regelung mit einem anderen, konstanten Faktor & durch, z.B. 0,95, so kann auch dieser verwendet

werden. Jedoch darf keinesfalls bei Anwendung der Absenkung der Reglerverstarkung bei kleinen Regelabweichungen
das im aktuellen Schritt verwendete &, verwendet werden, da dies bei dem hier beschriebenen Vorgehen zu viel zu
hohen Biaswerten fiihren wiirde. Durch das Ignorieren der Absenkung der Reglerverstarkung wird der Bias durch das
Kennfeld unterschitzt, so dass die Kompensation unvollstédndig ist. Dies muss in Kauf genommen werden.
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Abbildung 6.37: Entwicklung des Bias fur 5‘1,1, Uber 250 Auftrage bei verschiedenen Anregungen Uber ¢,
und Bias-Kompensation, 0y, 1 nax = 0,5 - U1, kjop = 5 (je 100 Simulationen)

Wirkung der Bias-Kompensation bei Standard-Testfall

In Abbildung 6.38 ist die Wirkung der Kompensation im Standardtestfall aus Abbildung 6.15 gezeigt.
Dort zeigt sich bei den Simulationen ohne Kompensation insbesondere Ende des zweiten und wahrend
des dritten Auftrags ein Bias, der mit der Bias-Kompensation deutlich geringer ausfallt. Auch ist der
kleinere Bias, der sich urspriinglich in den letzten Auftragen gezeigt hat ebenfalls verringert.
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Abbildung 6.38: Verteilung von {él,r,k}r mit Bias-Kompensation bei ansonsten gleichen Parametern wie
bei Abbildung 6.15 (1 000 Simulationen)

Damit ist beispielhaft gezeigt, dass die Kompensation auch bei der Absenkung der Reglerverstarkung und
bei Anderungen der sekundiren EingangsgrofRen wirkungsvoll ist.

Allgemein sollte aber iiberpriift werden, ob die Regelabweichung nach einer Anderung der sekundiren
Eingangsgrofde nicht signifikant gestiegen ist. Falls dies der Fall ist, erhoht dies die Anregung und es
sollte auf die Kompensation verzichtet werden, da die tabellierten Bias-Werte nicht mehr giiltig sind.

6.7 Erweiterungen des Schatzverfahrens

Das bisher beschriebene Verfahren arbeitet zufriedenstellend, solange
* die Anfangsschédtzwerte der Parameter nicht iibermaf3ig weit von den realen Werten entfernt liegen,
* das Prozessrauschen nicht deutlich iiber dem angenommenen Wert liegt, sowie
* keine Spriinge von 6, oder einzelne Ausreil3er wahrend eines Auftrags auftreten.

Sind diese Voraussetzungen nicht erfiillt, so kann ein aufschwingendes oder kriechendes Verhalten auf-
treten, oder es konnen zu schlechte Schiatzwerte fiir die Regelung verwendet werden, was zu einem
inakzeptablen Regelverhalten fiihrt.

6.7 Erweiterungen des Schatzverfahrens 163



Dies wird im Folgenden kurz beschrieben und im Anschluss werden Erweiterungen des Schatzverfahrens
angegeben, die diesen Problemen entgegenwirken.

Aufschwingendes Verhalten und Kriechen

Bei den in Abbildung 6.39a bzw. 6.39b gezeigten Beispielen ist él,r zu Beginn nur 0,45 - 6;. Wenn mit der
Voreinstellung der Sollwert gut getroffen wurde, dann fallt dies zundchst nicht auf. Wenn sich aber die
Regelabweichung langsam erhoht, so sind die Korrekturschritte des Reglers zu grof3, was zu einem auf-
schwingenden Verhalten fiihrt. Dieses dauert so lange an, bis die Variation von u; grof} genug geworden
ist, um einen neuen Schétzwert zur Regelung zu erhalten. Somit wiirde sich letztlich zwar ein stabiles
Verhalten ergeben, allerdings kann dieses Verhalten in der Praxis schon nicht mehr akzeptabel sein. Be-
sonders problematisch wird es, wenn es sich nicht um den ersten Auftrag fiir einen neuen Parametersatz
handelt, sondern schon ein (fiir den aktuellen Auftrag falscher) Schatzwert existiert, der in die Mittelung
mit einbezogen wird. Dies konnte auftreten, wenn ein falscher Parametersatz ausgewahlt worden ist.
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Abbildung 6.39: Beispiele fiir aufschwingendes und kriechendes Verhalten

In Abbildung 6.39b ist auch zu erkennen, dass selbst nach dem siebten Regelschritt bei weitem noch
nicht in allen Simulationen der Parameterwert korrigiert wurde. Dies verdeutlicht, dass es bei kleinen
anfianglichen Regelabweichungen lange dauern kann, bis sich das instabile Verhalten des geregelten
Systems zeigt.

In Abbildung 6.39c ist das gegenteilige Verhalten an einem Beispiel gezeigt. Hier ist der Anfangswert von
él,r deutlich zu hoch angesetzt, mit der Folge, dass die Korrekturen des Reglers zu schwach ausfallen.
Dadurch bleibt aber auch die Variation der Eingangsgrof3e u; zunéchst zu gering, so dass der fiir den
Bediener offensichtlich falsche Wert erst nach einigen Schritten korrigiert wird.

In Abschnitt 6.7.1 wird ein Verfahren vorgestellt, welches die beschriebenen Probleme reduziert.
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AusreiBer und hohes Messrauschen

Bei zu hohem Messrauschen stimmen die Varianzgrenzen nicht mehr und es werden zu schlechte Para-
meterschiatzungen fiir die Regelung akzeptiert.

AusreifSer und Spriinge des Parameters 6, wiahrend eines Auftrags konnen zu grob falschen Schatzwerten
der Parameter fiihren, die nicht durch einen hohen Wert fiir die Varianz erkannt werden konnen. Ein
Beispiel wird weiter unten in Abbildung 6.44a auf Seite 172 gegeben.

Eine einfache Moglichkeit, solche Fehler abzufangen, ist die Beriicksichtigung der geschitzten Varianz
des Messrauschens. Dies wird in Abschnitt 6.7.2 besprochen. Eine weitere Verbesserung kann durch die
gezielte Priifung auf Ausreil’er oder Spriinge erreicht werden. Dies ist in dem angegebenen Abschnitt
jedoch nur kurz skizziert.

Auch wenn die hier erwdhnten und im Folgenden vorgestellten Methoden die Ergebnisse effizient ver-
bessern, konnen immer noch vereinzelnd Fille auftreten, in denen kein zufriedenstellendes Verhalten
vorliegt. Dies wird in Abschnitt 6.7.3 diskutiert.

6.7.1 Test des Schatzwertes él,r auf Plausibilitat

Eine Moglichkeit zum Verhindern des unter den Stichworten , Aufschwingendes Verhalten“ und ,Krie-
chen” beschriebenen Verhaltens, die in diesem Abschnitt behandelt wird, besteht darin, die Aussage ,,Es
mag sein, dass es mit den gegebenen Messwerten nicht moglich ist, den Parameter 6; ausreichend sicher
zu schétzen. Aber der aktuell verwendete Wert von él,r stimmt mit Sicherheit nicht!“, die jeder Betrach-
ter der Versuchsdaten als richtig erkennen wiirde, mathematisch auszudriicken. Zudem muss dann der
Wert fiir él,r entsprechend korrigiert werden.

Um zu priifen, wie der zur Regelung verwendete Schatzwert él’r und der aus den aktuellen Messungen

geschitzte Wert 6; zusammenpassen, wird angenommen, dass der aktuell bestimmte Schitzwert 6,

normalverteilt mit der Varianz O'g ist,
1

{él}r ~ N(.“’: O-gl) .
Es wird nun die Hypothese
Ho: wu= él,r
gepriift. Es handelt sich hierbei um einen Test des Mittelwerts einer Normalverteilung bei bekannter

Streuung. Dieser ist beispielsweise in [STorMm, 2001, S. 174ff] beschrieben und diskutiert.?!

Die Wahrscheinlichkeit p; dafiir, dass ein Schatzwert {x} fiir 6; einen Wert annimmt, der mindestens
so weit von u = 6, . wie 6, entfernt ist lautet

p1=P({x} = 01,1 =16, = 6,,])

0, -6,
O'Ql

Die Hypothese H, wird abgelehnt wenn die Wahrscheinlichkeit p, eine festzulegende Grenze py min
unterschreitet,

!
P1 < pHo,min .

2l Geht man davon aus, dass 03 nicht bekannt ist, und ersetzt man dieses durch den Schitzwert 6}2,, so erhilt man eine

t-Verteilung fiir {él },, die ebenfalls als Grundlage eines statistischen Tests verwendet werden kann [Storwm, 2001, S.
185ff]. Allerdings wire dieser hier aufgrund der sehr wenigen Messwerte nicht aussagekréftig genug.
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Es muss aber nicht jedes Mal p; aus den aktuellen Daten neu bestimmt werden, was aufgrund der
Verteilungsfunktion ¢ der Standardnormalverteilung auch aufwendig wéare. Durch Umformen ergibt sich

6, —0 2 — .
| 1 l,rl Z@,]_ ( pHO,mn) (6.58)
Og, 2
als Bedingung fiir das Ablehnen der Hypothese, wobei ! die Umkehrfunktion von @ ist. Der Wert von
(2 - PHy,min)/2) kann dabei fiir ein festes py i, vorher bestimmt und in der Steuerung hinterlegt
werden. In Tabelle 6.3 sind die Werte dieser Funktion fiir ein paar py i, angegeben.

2— min
Tabelle 6.3: Werte fiir ! (p%)

PHo,min [%0] 10 5 1 0,5 0,1

o1 (2‘1’%) 1,64 1,96 2,558 2,81 3,29

Wenn die Bedingung (6.58) erfiillt ist, dann ist der aktuelle Wert fiir él’r zu unwahrscheinlich und sollte
korrigiert werden. Dies ist nochmal in Abbildung 6.40a veranschaulicht. Mit dieser Bedingung wird
tiberpriift, ob der Wert fiir 6, , innerhalb der grau markierten Bereiche liegt.

f{él }r(91)
; " O
01 Ql,r
() Test p; < a (Gl. (6.58))
f16,1,(61)
011

(b) Korrektur

Abbildung 6.40: Veranschaulichung des Test auf Plausibilitdt und die Korrektur von él

Korrektur

Hat sich bei dem Test der Bedingung (6.58) gezeigt, dass QAU (wahrscheinlich) nicht dem wahren 6,
entspricht, dann sollte dieser, von der Regelung verwendete Wert, entsprechend angepasst werden.

Dazu werden die Werte fiir él,r bestimmt, mit denen die Bedingung (6.58) gerade erfiillt wiirde. Es ergibt
sich also

2 ~ 2— min

91’]_‘ == 91 - O-él . q)_l (%) (6.59)
bzw.

A A 1 2—- PHy,min

b =01+ 05,07 | 52 ) (6.60)
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fiir die linke und rechte Grenze des Wertebereichs (él,La éLR), welcher Bedingung (6.58) nicht erfiillt,
und fiir den damit die Hypothese H, nicht abgelehnt wird. Ist Bedingung (6.58) erfiillt, so liegt GALr
aullerhalb dieses Bereichs, und él,r wird auf die nédchstgelegene Grenze, also él,L oder él,R gesetzt.
Liegt er innerhalb des Bereichs, so ist die Bedingung (6.58) erfiillt gewesen und keine Korrektur notig.
Damit muss (6.58) auch nicht mehr gesondert gepriift werden, und es ergibt sich das in Abbildung 6.41
dargestellte Vorgehen.

Das Prinzip der Korrektur ist in Abbildung 6.40b nochmals grafisch dargestellt.

Wenn man py, mi, = 1 setzen wiirde, dann wére ¢! (Z_PHTOmm) = &71(0,5) = 0 und damit ergibe sich
mit Gl. (6.59) oder (6.60)

Dy
Dy
Dn»

1 1L 1R =01

Dieses 6, wire damit dasselbe, welches sich durch den normalen Schitzalgorithmus ergeben wiirde.
Aber wenn man den Test auf Plausibilitdt durchfiihrt, dann wird der normale Schitzer gerade nicht
verwendet, da die Varianz der Schitzung zu grof3 wére. Somit ist klar, dass hier py i, nicht zu grof$
und insbesondere nicht gleich eins gewéhlt werden darf. Auf der anderen Seite darf das py, mi, nicht zu
klein gewahlt werden, da ansonsten der Bereich, fiir den él,r akzeptiert wird, zu grof$ wird. Es geht hier
im Prinzip auch nicht mehr darum, einen , guten“ Schéitzwert zu bestimmen, da dies mit den gegebenen
Daten einfach nicht moglich ist. Ziel ist es lediglich, ,offensichtlich“ unrealistisch grol’e Werte fiir él,r
zu vermeiden, da dies zu einer sehr langsamen Korrektur von u; und damit sehr vielen notwendigen
Regelschritten fiihrt. Dazu wird él’r »behutsam* korrigiert.

Beispiel — Kriechen

In Abbildung 6.42 ist die Wirkung dieses Verfahrens an einem Beispiel gezeigt. Dabei wird fiir die
Regelung zunichst von einem él,r ausgegangen, welches dem Vierfachen des wahren Parameters 6,
entspricht. Damit wird mit dem ersten Regelschritt (im Mittel) nur ein Viertel der Regelabweichung kor-
rigiert. Die damit verbundene Anderung der primiren Eingangsgrofe u; reicht noch nicht aus, um den
Schatzwert von 0, zur Regelung verwenden zu konnen.

In Abbildung 6.42a ist der hier beschriebene Test nicht verwendet und damit wird auch im néichsten
Regelschritt eine deutlich zu geringe Korrektur durchgefiihrt. Auch mit diesem Schritt ist der geschitzte
Parameter noch zu unsicher. Erst nach dem fiinften Regelschritt (k = 6) ist der zur Regelung verwendete
Wert él,r aktualisiert, so dass bei k = 8 (hier nicht mehr dargestellt) der Sollwert im Mittel erreicht ist.

Abbildung 6.42b zeigt das Verhalten, wenn py, mi, = 10% gesetzt wird. Hierbei wird nach dem ersten
Schritt festgestellt, dass das vorliegende él,r = 4.0, wahrscheinlich nicht zutreffen kann und él,r entspre-
chend korrigiert. Der Mittelwert von él’r liegt nach dieser Korrektur bei ca. 0,8, so dass die Korrektur
im nachsten Regelschritt auch noch nicht ideal in dem Sinne ist, dass im Mittel der Sollwert erreicht
wird. Mit dem néchsten Schritt wird der Wert fiir él,r nochmals weiter korrigiert, und mit dem folgenden
Schritt reicht die Anregung iiber u; aus, den aktuellen Schatzwert fiir 6, zur Regelung zu verwenden.

Mit einer weitere Erhchung von py i, auf 30 % (Abbildung 6.42c) wird él,r bei k = 2 etwas offensiver
korrigiert, so dass der Mittelwert bei etwa 0,7 liegt, womit auch der Mittelwert der Regelgrof3e bei k = 3
etwas niher am Sollwert liegt. Jedoch wird dies durch mehr AusreifRer (hohe Uberschwinger) erkauft.

Beispiel - Aufschwingen

Fiir den Fall des aufschwingenden Verhaltens ist das Verfahren an dem Beispiel Abbildung 6.39b de-
monstriert. Dazu sind in Abbildung 6.43 die Ergebnisse fiir die zwei Grenzen py, i, = 10% und 30 %
gezeigt, wobei jeweils einmal eine einzelne Simulation und einmal 10 000 Simulationen dargestellt sind.
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Neue Messdaten .,
uy i liegen vor.

Bestimme Varianz
agl der neuen
Schétzung von 6!

|

él,r,k iiber LS-Schéatzer

bestimmen!
_Bestimme
011 und 0, y!
91,r,k = 91,R
Ok = 011
Nein
él,r beibehalten:
91,r,k = 91,r,k—1

(Neues) él,r, i ist
bestimmt.

Abbildung 6.41: Vorgehen zur Parameterschatzung von 6; mit Plausibilitatsprifung
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Abbildung 6.42: Beispiele fir verschiedene Grenzen des Plausibilitatstests (0'91 —— 1—10 -0y, él,r,O =4-0,)
(Daten aus je 10 000 Simulationen)

Die Reglerverstarkung ist hierbei konstant @ = 1, um die stabilisierende Wirkung der Absenkung der
Reglerverstarkung bzw. Filterung auszuschalten.

Mit beiden Werten fiir py i, wird ein deutlich besseres Verhalten als in Abbildung 6.39b erreicht.

Insgesamt, d. h. bei den 10 000 Simulationen, zeigt sich nur eine geringe Verbesserung bei Verwendung
der Grenze py, min = 30 % im Vergleich zu py i, = 10%. Im gezeigten Einzelfall wird bei py mi, = 30%
der Schatzwert él’r jedoch schon einen Schritt frither korrigiert.

Fazit

Wiirde man den anfangs angenommenen Wert fiir ér,l in dem gezeigten Beispiel zum Kriechen weiter
erhohen, so wiirde die Korrektur zu Beginn noch schwécher ausfallen. Im Grenzfall 6, ; — oo wiirde gar
keine Korrektur mehr stattfinden.

Die in diesem Abschnitt vorgestellte Methode zum Erkennen und Korrigieren von aufschwingendem
und kriechendem Verhalten beruht auf der Bewertung des angenommenen Wertes 6, . anhand des aus
2

den aktuellen Daten geschiitzten 6;. Dazu muss die Varianz o 5, Zwar formal keinen maximalen Wert
1

einhalten, aber praktisch wiirde das Intervall [0, ;, 6, z] bei einem zu kleinen ag zu grof3, um den Wert
. , 1
fir 0, , sinnvoll einzuschranken.

Damit wiirde in einem solchen extremen Fall ein sehr langsames Kriechen auftreten, bevor der Regelpa-
rameter automatisch angepasst wiirde, wobei davon auszugehen ist, dass der Bediener in solchen Fillen
selber eingreifen wiirde. Um eine moglichst gute Akzeptanz der Regelung zu erreichen, konnte es ge-
wiinscht sein, dass auch dieser Fall automatisch festgestellt werden sollte. Dazu kann der Verlauf der
gemessenen Ausgangsgrolde, ohne Beriicksichtigung der Eingangsgrof3e, betrachtet werden.

Ahnliches gilt, wenn ein aufschwingendes Verhalten beginnt. Es kann einige Messungen dauern, bis
die Anregung ausreicht, um 6, , zu korrigieren, obwohl fiir den Bediener schon ein instabiles Verhal-
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Abbildung 6.43: Beispiele fiir verschiedene Grenzen des Plausibilitatstests (0 = % 01, 0,,0=46))

(Daten aus je 10 000 Simulationen)

ten zu erkennen ist. Hier wére eine Moglichkeit, dass bei wechselnden, betragsmaig anwachsenden
Regelabweichungen die Reglerverstarkung ,testweise“ reduziert wird.

6.7.2 Berucksichtigen der geschatzten Varianz des Messrauschens/Ausrei3er

Uberpriifen der Varianz

Uber Gl. (6.30) ist eine Moglichkeit gegeben, einen Schitzwert 65 fiir die Varianz zu erhalten. Dieser
kann genutzt werden, zu priifen, ob das angenommene 03 tatsdchlich der Varianz der Messung ent-
spricht. Ist dies nicht der Fall, d.h. ist 6}2, deutlich groler als 032,, so ist dies ein Hinweis darauf, dass
entweder die Messung starker verrauscht ist als angenommen und damit die Varianzgrenzen der Para-
meter (Gébr,max, ...) nicht mehr stimmen, oder dass ein Ausreilder oder Sprung in 6, aufgetreten ist. In
beiden Féllen fiihrt eine Schatzung mit diesen Messdaten nicht zu den gewiinschten Ergebnissen.

Um zu verhindern, dass die Schiatzung mit ungiinstigen Messdaten durchgefiihrt wird, sollte tiberpriift
werden, ob
!
<2 2
Oy < (fay,max ' Uy) P
mit einem geeigneten fay’max, erfiillt ist. Ist dies nicht der Fall, dann ist es die einfachste Malnahme, alle
bisherigen Daten des aktuellen Auftrags zu verwerfen, d.h. es wird eine Reinitialisierung des Schétz-

algorithmus durchgefiihrt, wodurch auch die zur Regelung verwendeten Werte él,r und 92’1, auf die zu
Beginn des Auftrags giiltigen zuriickgesetzt werden.
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Unglinstig wére bei diesem Vorgehen, dass bei einem Wegdriften des Parameters 6, wiahrend eines lan-
geren Auftrags zu einem spaten Zeitpunkt alle Messdaten, und damit auch gute Daten vom Beginn des
Auftrags, verworfen werden. Es sollte fiir die Anwendung dazu iiberpriift werden, ob solche Situationen
héufig auftreten. Falls ja, wére es die einfachste Losung, nach einer gewissen Zeit nach Auftragsbe-
ginn die Werte grundsétzlich nicht mehr zur Schitzung zu verwenden, sondern nur noch eine Regelung
durchzufiihren.

Beispiel

In Abbildung 6.44 ist die Wirkung der Uberpriifung der Varianz des Prozessrauschens an einem Beispiel
dargestellt. Es sind jeweils vier Auftrige (ohne Anderung der sekundéiren Eingénge) simuliert. Nach dem
dritten Regelschritt im dritten Auftrag — diese Stelle ist in den Plots mit einer senkrechten gestrichelten
Linie markiert — &ndert sich 6, sprungartig um fiinf auf einen Wert von 55. Nach dem dritten Auftrag gilt
wieder der alte Wert von 50.

In Abbildung 6.44a ist diese Uberpriifung der Varianz des Prozessrauschens nicht aktiv. Man erkennt
deutlich, wie sich die Schitzung von 6, ab der Stelle, an der der Sprung von 6, aufgetreten ist, ver-
schlechtert.

Im unteren Plot ist die geschétzte Standardabweichung dargestellt. Die tatsdchliche Standardabwei-
chung von o, = 1 ist mit einer horizontalen schwarzen Linie eingezeichnet. Der mit einer gestrichelten
Linie markierte Wert von 1,5 wird als Grenze verwendet werden. Man kann an diesem Plot auch gut
erkennen, dass ein biasbehafteter Schitzer fiir die Varianz verwendet wird, da der Mittelwert der Vertei-
lungen {6}, bei jedem Auftrag zu Beginn deutlich unter eins liegt und sich dieser erst mit steigender
Anzahl an Schritten nédhert. Es ist auch gut zu erkennen, dass die Varianz der Schétzung der Varianz, also
Var{Gy ,}, zu Beginn jedes Auftrags zunéchst sehr hoch ist. In Summe liegen die ,,Oberkanten® der Vertei-
lungen Var{6,;}, aber auf einem &hnlichen Niveau. Damit ist auch das in Abschnitt 6.4.6 beschriebene
Vorgehen gerechtfertigt, den biasbehafteten Varianzschitzer zu verwenden.

In Abbildung 6.44b ist fiir fay,max der Wert 1,5 - o, verwendet. Man erkennt, dass die Schitzung falscher
Parameterwerte in Auftrag drei effektiv verhindert wird. Jedoch werden dazu auch Nachteile in Kauf
genommen.

So werden bei einem geringen, aber nicht vernachléassigbaren Anteil der Simulationen zu keinem Zeit-
punkt oder erst sehr spat iiberhaupt Parameter geschitzt, wogegen zuvor in 100 % der Fille der Para-
meter 0; im Laufe des ersten Auftrags geschétzt wurde. Eine Folge davon sind die extremeren Ausreil3er
nach unten von él’r im dritten Auftrag, die wiederum die vereinzelten (< 0,1%) Ausreilder in y; zur
Folge haben. Die extrem kleinen Werte fiir él,r treten dann auf, wenn die geschitzte Varianz im dritten
Auftrag trotz der Storung unter der Grenze bleibt, und bisher kein Wert fiir 6; geschétzt werden konnte,
weil diese Grenze im ersten Auftrag {iberschritten wurde. Damit besteht él’r hier ausschliel8lich aus dem
falschen Wert des dritten Auftrags.

Fazit

Die Methode, die geschétzte Varianz zu iiberpriifen, ist sehr einfach umzusetzen. Es muss zur Schét-
zung von 0'32, nur ein einzelner Skalar zusatzlich gespeichert werden, unabhéngig von der Anzahl der
Messungen.

Nachteilig ist eine geringe , Trennschérfe“ bei kleineren Storungen. Bei der in diesem Beispiel gezeigten
Storung handelt es sich schon um einen Grenzfall in dem Sinne, dass diese (ohne Gegenmalsnahmen)
schon einen deutlichen Fehler bei der Schiatzung des Parameters 6; hervorruft, wodurch man schon
nahe an die Stabilititsgrenze von él,r = 0,5 - ; kommt. Anhand des unteren Plots in Abbildung 6.44a
erkennt man auch, dass die hier gezeigte Storung die untere Grenze darstellt, was die Unterscheidung
von ,,guten“ und ,,schlechten“ Auftrdgen angeht.
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Abbildung 6.44: Uberpriifung der Varianz der Prozessrauschens (je 10 000 Simulationen)

Eine weitere Absenkung der Grenze f(,y,malx wiirde zu einer drastischen Reduzierung der giiltigen Schétz-
werte fithren, bei einer Erhohung wiirden zu viele schlechte Werte akzeptiert werden.

Inwieweit dies fiir den vorliegenden Prozess problematisch ist, hdngt auch davon ab, wie die Ausreil3er
und Stérungen verteilt sind. Wenn hiufig kleinere Stérungen auftreten, dann reicht die Uberpriifung
der geschitzten Varianz alleine nicht aus. Es kann dann, wie weiter unten skizziert, versucht werden,
die Messdaten punktweise auf Ausreiler oder Spriinge zu testen. Sind in der Regel auch immer eine
hohere Anzahl an ,guten” Auftrdgen mit ausreichender Anregung zwischen ,schlechten“ Auftragen zu
erwarten, kann auch mit hoheren Vergessensfaktoren (weniger Vergessen) in der Mittelung gearbeitet
werden, wodurch der Einfluss der Werte aus den ,,schlechten” Auftrdgen durch die Mittelung iiber viele
Messungen reduziert wird.

Wenn die Anzahl der Auftrage mit kleineren Stérungen geringer ist, bzw. deren Einfluss durch die an-
gesprochenen Malnahmen reduziert ist, so ware auch zu priifen, ob die Erh6hung der Grenze fay’max
moglich ist. Konnte diese z. B. auf einen Wert zwischen 2 und 2,5 eingestellt werden, so wiirde dies die
Abweisung von ,guten“ Auftragen deutlich reduzieren. Grol3ere Stérungen wiirden dadurch aber immer
noch sicher erkannt.

Bei der Wahl von fay,max ist auch zu beachten, in welchem Bereich die Varianz 03 des Messrauschens bei
dem gegebenen Prozess schwanken kann bzw. wie dieser Wert ggf. von den Prozessparametern abhéngen
kann.
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Bestimmen der Ausrei3er

Der Nachteil der Methode, alle Messdaten zu verwerfen, wenn die Varianz zu hoch ist, liegt auf der Hand.
Auch wenn nur ein einziger oder zwei Messwerte aufgrund zeitlich begrenzter Stérungen, wie z. B. ein
Fehler bei der Durchfiithrung einer einzelnen Messung, nicht zu den anderen passen, so werden auch die
Informationen, die in den ,,guten“ Messungen stecken, verworfen.

Bestimmt man die Ausreifer in den bisherigen Messdaten, so konnten nur diese entfernt werden und mit
den librigen Messdaten eine normale Schéitzung durchgefiihrt werden. Der Nachteil dabei liegt aber dar-
in, dass zuriickliegende Messungen gespeichert werden miissen und vor Allem der Berechnungsaufwand
und die Komplexitidt des Programmes stark ansteigen.

Bestimmen einzelner AusreiBBer
Zur Detektion der Ausreif3er miissten auch zuriickliegende Messpunkte im Speicher vorgehalten werden.

In der Literatur findet man Methoden, bei denen die Residuen jedes Messpunktes bestimmt wer-
den und fiir den Messpunkt mit dem hochsten Residuum ein stochastischer Test durchgefiihrt wird.
[FREUND et al., 2006, S. 120ff]

Da nur sehr wenige Messungen vorliegen, konnen bei solchen Tests die Intervalle, fiir die ein Messpunkt
noch akzeptiert wird, nur sehr konservativ ausgelegt sein. Alternativ kann man die Schatzung der Varianz
wie beschrieben durchfiihren, wobei jeweils ein Messwert nicht verwendet wird. Sinkt die Varianz einer
solchen Schétzung signifikant (im Vergleich zu den Verdnderungen beim Weglassen anderer Punkte), so
kann der nicht verwendete Messwert als Ausreif3er betrachtet und dauerhaft verworfen werden. Dies
kann so durchgefiihrt werden, solange es sich nicht um den letzten Messwert handelt. Sollte dies der
Fall sein, dann miisste noch abgewartet werden, ob nicht vielleicht ein Sprung anstelle eines AusreiRers
vorliegt.

Bestimmen von Spriingen

Der Test auf einen Sprung ist nochmals aufwendiger, da ein weiterer Parameter hinzukommt. Tritt der
Sprung in y, zur Messung k = k, auf, so kann die zu identifizierende Funktion in der Form

Yie=00+0; - (ugp —uyn) + 0y (U —ugyn) + 00 (k — k)

dargestellt werden, wobei es sich bei o(k) um den Einheitssprung handelt und 6, die Anderung des
Parameters 6, ist. Zu dieser Funktion kdnnen die Parameter

07 = [90 6, 6, 90,5]
iiber eine Least-Squares-Schitzung bestimmt werden. Der Eingangsgrof3envektor lautet in diesem Fall

¢T = [1 Upp —UNn Ugp —Uon ok — ks):l .

Fiir dieses Schétzproblem ist der Schatzwert 6}2, fiir die Varianz des Messrauschens fiir jedes mogliche

(und sinnvolle) kg zu berechnen. Reduziert sich der Wert von G2 fiir ein k, deutlich, so ist dies ein
Hinweis darauf, dass zu diesem Zeitpunkt ein Sprung in 6, aufgetreten ist.

Ist ein Sprung aufgetreten, so ist noch zu entscheiden, wie mit den Messdaten zu verfahren ist. Die
Malinahme, die den wenigsten ,Verlust“ an Informationen beinhaltet, ware

* eine Schitzung mit den Daten bis zum Sprung durchzufiihren und sich zu merken und
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* die aktuelle Schiatzung mit den Daten ab dem Sprung fortzufiihren.

Solange die Daten vor dem Sprung die bessere Schatzung liefern, werden diese Parameter verwendet.
Wenn die Daten nach dem Sprung besser geworden sind, konnen die Daten vor dem Sprung endgiiltig
verworfen werden. Nur der Parameter 6, sollte immer aus den jiingsten Messdaten ermittelt werden.

Diese Beschreibung zeigt schon die hohe Komplexitidt dieser Maldnahmen. Ob diese sich lohnen, sollte
im Einzelfall gepriift werden.

6.7.3 Diskussion der Erweiterungen

Verwendet man ausschlieBlich die bisher vorgestellten Verfahren zur Identifikation und Uberpriifung
der Werte, so ist bei realistischen Anforderungen im Mittel eine zufriedenstellende Robustheit der Ge-
samtregelung gegen anfanglich deutlich falsch angenommener Parameterwerte sowie Ausreiern bzw.
Spriingen von 6, wahrend eines Auftrags zu erreichen.

Jedoch zeigen sich bei den Simulationen immer vereinzelnd Ausreif3er, bei denen schlechtes oder inak-
zeptables Regelverhalten auftritt. Teilweise wurden auch schon weitere mogliche Maldnahmen angespro-
chen, ohne diese jedoch weiter auszufiihren.

Die Plausibilititspriifung sowie die Uberpriifung der geschitzten Varianz sind noch relativ ,elegante®
Mafnahmen, die einfach zu berechnen und mit wenigen, anschaulichen Gréf3en zu parametrieren sind.
Soll der Verlauf der gemessenen AusgangsgroRe ebenfalls bewertet werden, bzw. gezielt nach Ausreilern
und Spriingen gesucht werden, so sind zum einen mehr Daten zu speichern und zum anderen steigt die
Anzahl der zu parametrierenden Einflussgrof3en stark an.

Eine weitere Stufe wére die Hinzunahme von Regeln, die aufgrund der ,,Geschichte® der Messdaten und
den Erfahrungen mit dem Prozess festlegen, welche Daten zur Schitzung verwendet werden, oder wann
die anderen Malnahmen aktiviert werden sollen.

Je spezieller die Mallnahmen werden, desto kritischer ist jedoch auch das angenommene Rauschmo-
dell zu betrachten. Das einfache Modell des unkorrelierten, gaul3verteilten Rauschens leistet schon gute
Dienste zum Einstellen der Parameter, sofern es ndherungsweise dem tatsdchlichen Rauschen entspricht.
Wenn aber auch Fille beriicksichtigt werden sollen, die im Bereich von unter einem Prozent oder Promille
auftreten, stellt sich die Frage, ob dann eine einfache Ndherung des Rauschprozesses ausreicht.

Auch sind die Anforderungen an die Regelung zu iiberpriifen. So wurden bisher keinerlei Annahmen tiber
den gerade vorliegenden Prozess gemacht, abgesehen davon, dass 6; > 0 und 6, < 0 ist. Kann unter die-
sen Umstdnden beim ersten Einlernen eines Parametersatzes ein unterstiitzender Eingriff des Bedieners
in die Regelung akzeptiert werden, relativiert sich die Problematik des Kriechens oder Aufschwingens
wieder. (Ideal zum Einlernen wiére es ohnehin, die Eckpunkte des méglichen Parameterbereichs abzu-
fahren. Die damit erreichbaren Varianzen der Schatzwerte liegen deutlich unter denen, die sich wéhrend
normaler Regelvorgidnge ergeben.)

Auch wurde bisher nicht beriicksichtigt, ob die Anfangsparameter von auf3en vorgegeben waren, oder
ob diese auf Schitzungen bei vorangegangenen Auftrigen beruhen. Andert sich ein Parameter bei einem
neuen Auftrag signifikant, so ist dies ein Hinweis darauf, dass entweder eine Stérung vorliegt oder ggf.
auch der falsche Parametersatz geladen wurde. In diesen Fillen ist auch eine Riickfrage beim Bedie-
ner sinnvoll. Beschrankt man die Anderung von Parametern bei Parametersitzen, die auf Schitzungen
vorangegangener Auftrdge beruhen, auf einen sinnvollen Wertebereich, so wiren z.B. die extremen
Unterschdtzungen von 6,, wie in Abbildung 6.44b gezeigt, abzufangen.
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6.8 Zusammenfassung des Algorithmus

Es wird der vorgestellte Least-Squares-Algorithmus verwendet. Die Parameter werden fiir jeden Auftrag
einzeln geschitzt und gemittelt.

Die Daten eines ,Parametersatzes®, d. h. die Daten, die auch nach Beenden eines Auftrags zu speichern
sind, sind in Tabelle 6.4 zusammengefasst. Die nur iiber einen Auftrag zu speichernde Daten sind in
Tabelle 6.5 aufgelistet.

Die Parameter zum Konfigurieren des Algorithmus sind in Tabelle 6.6 zusammengefasst.

Tabelle 6.4: Uber mehrere Auftrige zu speichernde Daten (Materialdaten)
Grole Variable

o, 01,05 Oa5 Cop1 v/ Parameter fiir Regelung

01 m» ag > 8Lm Mittelung 6, (Alternativ: 0, ., py m)
1, L , , ,

05 m> ng,m’ 8om> Coim  Mittelung 0, (Alternativ: 6, 1, Po m» Coj1,m)

Tabelle 6.5: Wahrend eines Auftrags zu speichernde Daten

Grofe Variable

LrY k Variablen fiir Schétzalgorithmus

00,r> 010> O2r> Cop1x Aktuelle Parameter fiir Regelung

01 4, ag L 81+ Aktuelle Mittelung 6, (Alternativ: 6, ., p; )

7 1> ’ R o >

05+, ogz > 824> o+ Aktuelle Mittelung 0, (Alternativ: 6, |, ps 4, Caj1 +)

Tabelle 6.6: Parameter

Grolle Variable

Parameter Least-Squares-Verfahren mit Mittelung

o2 Varianz des Messrauschens

y N
2 Maximale Varianz von 60, fiir Regelung

él,r,max ~
- Maximale Varianz von 6, fiir Regelung
09,r,max R
- Maximale Varianz von 60, fiir Mittelung
01,m,max R
< Maximale Varianz von 6, fiir Mittelung
09,m,max

A1 G P1.min) Parameter zur Mittelung von 6,

A2 G P2,min) Parameter zur Mittelung von 0,

(01 min> ©1,max] Grenzen fiir 6,
[62min> O2max] Grenzen fiir 6,

Parameter Erweiterungen
PHg,min Wahrscheinlichkeitsgrenze zur Ablehnung von H,
f(,y,maX Maximal zuldssiger Faktor fiir &
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Aktionen beim Vorliegen neuer Messdaten

In Abbildung 6.45 ist der Ablauf beschrieben, der wahrend eines Auftrags beim Vorliegen neuer Messda-
ten durchgefiihrt wird. Im Folgenden werden die doppelt umrandeten ,,Subsysteme“ kurz erlautert.

Schatzer reseten

Beim Reset werden alle in Tabelle 6.5 aufgezédhlten Grofden auf ihren Initialisierungswert gesetzt. D. h.
dass die Variablen L, r und Y ,genullt“ werden. Die ,,+“-Werte werden auf die ,,m“-Werte der Material-
daten gesetzt und die Listen mit den Messpunkten geleert. Die aktuellen Reglerparameter (,r) werden
wieder mit den ,r*-Werten der Materialdaten tiberschrieben.

6, bestimmen und mitteln

0, wird immer aus der Drei-Parameter-Schitzung bestimmt. Der Schitzwert wird wie in Abschnitt 6.5.2
beschrieben gemittelt.

6, bestimmen und mitteln

0, wird immer aus der Zwei-Parameter-Schitzung mit festgehaltenem él,r bestimmt. Der Schitzwert
wird wie in Abschnitt 6.5.2 beschrieben gemittelt.

Plausibilitat él,r priifen

Dieser Test wird wie oben beschrieben durchgefiihrt und él’r gegebenenfalls korrigiert.

Korrektur der 6,-Werte

Da die Werte fiir éz’r, éz’m und 92’ 4 Uber die Zwei-Parameter-Schatzung bestimmt werden, miissen diese
immer, wenn sich 6, , dndert, auch korrigiert werden. Dies geschieht tiber

92,r,k = 92,r,k—1 + eyt (el,r,k - 91,r,k—1)
O mik = Oomi—1+ Co1m* (Orek — O1rk—1)
Or 4k = O ko1 +Copp g (O — 01 k-1) -
(Dabei ist die Korrektur fiir die ,m“-Werte an einer temporéren, fiir den Auftrag angelegten Kopie der

Materialparameter durchzufiihren, oder aber es muss in den Materialparametern zusatzlich noch der
Referenzwert fiir 6, abgelegt werden.)

0o schéatzen

Der Parameter 6, wird nach Gl. (6.10) beziiglich der aktuell verwendeten Reglerparameter geschétzt,
wie eingangs in Abschnitt 6.4.1 begriindet.

Aktionen beim Starten und Beenden eines Auftrags

Starten eines Auftrags

Beim Starten eines neuen Auftrags werden dieselben Aktionen wie im Block ,,Schétzer reseten” beschrie-
ben durchgefiihrt.
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( Neue Messdaten )

!

L=L+yy’, r=r+yy
Y =Y +45°

l

Varianz 03 schitzen!

Schatzer reseten!

rg(L)=3V
rg(Ly 27,01 27) = 2?

Ja

6, bestimmen und mitteln!

rg(Lpy 37,01 37) = 27 0, bestimmen und mitteln!

Nein

Plausibilitat
0, priifen!

|

Korrektur §,-Werte!

}

0o, schétzen!

(" bonbinbs, )

Abbildung 6.45: Ablaufplan Messung komplett
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Beenden eines Auftrags

Die ,,+“-Werte des aktuellen Auftrags werden als ,,m“-Werte der Materialdaten gespeichert. Die ,,r“-Werte
des aktuellen Auftrags werden als ,r'“-Werte der Materialdaten gespeichert.

6.9 Adaptive Regelung

Zuletzt soll die verwendete, in Abbildung 6.1 auf Seite 90 gezeigte Struktur des Regelkreises mit Adap-
tion in den Kontext der Adaptiven Regelung eingeordnet werden: Es handelt sich hierbei um eine selbst-
einstellende Regelung (self-tuning regulator) [CHaLAM, 1987, S. 189ff] bzw. indirekte adaptive Regelung
[Tao, 2003, S. 295], da der Regler zundchst anhand der als bekannt vorausgesetzter Streckenparameter
entworfen wurde. Im Betrieb werden dann die Streckenparameter unabhéngig vom Regler geschétzt und
die Reglerparameter entsprechend angepasst.

Eine wesentliche Eigenschaft eines adaptiven Regelkreises, wie allgemein auch jedes anderen Regelkrei-
ses, ist dessen Stabilitdt. Es wird im Rahmen dieser Arbeit jedoch verzichtet, tiefer auf die Stabilitat
des geschlossenen Regelkreises einzugehen. Anschaulich verfiigt der Regelkreis schon iiber eine stabili-
sierende Tendenz, da hohe Regelabweichungen zu guten Parameterschiatzungen fiithren, die wiederum
den Regelkreis gut ddmpfen. Da dariiber hinaus die Dynamik der Regelstrecke — ein einzelnes Verzo-
gerungsglied — sehr einfach ist, hangt das Verhalten im néchsten Schritt lediglich von der aktuellen
Regelabweichung sowie der Reglerverstdrkung ab. Eine Verbesserung der Schéatzung des Prozessparame-
ters fiihrt daher immer zu einer Verbesserung der Regelung.

Auch ist schon des Ofteren in den Diskussionen der Verfahren angeklungen, dass die Anforderungen, die
ein Bediener an die Regelung stellt, deutlich strenger sind, als es mit (einfachen) Stabilitatskriterien zu
beschreiben wire.

6.10 Messungen

Abschlief3end soll eine Messung an dem Beispielsystem der Druckmaschine vorgestellt werden. Bei die-
sen Versuchen wurde die in Tabelle 6.8 angegebene Folge an ,Auftrdgen“ abgearbeitet. Dabei wurde
jeweils ins OK geregelt und dann mit dem néchsten Auftrag fortgefahren, wobei der Schétzer wahrend
diesen Blocken nicht resetet wurde.

Entsprechung der Gr6Ben
In Tabelle 6.7 sind die in der Messung verwendeten Grof3en den bisher hier verwendeten Bezeichnungen

gegeniibergestellt.

Tabelle 6.7: Entsprechung der GréBen

Ausgangsgrofde y  Farbung F
Primére EingangsgroRe u; Temperatur Rasterwalze T
Sekundare Eingangsgrofle u, Druckgeschwindigkeit %
Primérer Parameter 6, kr
Sekundarer Parameter 0, k,

Die Messgrolle wird als F bezeichnet und ist in IST angegeben. Dabei bedeutet standardmaf3ig ein IST-
Wert von 200, dass der Farbort (bestmoglich) getroffen wurde, die Farbdichte also ideal ist. Ein IST-Wert
von 180 sagt aus, dass die Farbdichte um 10 % erhoht werden muss, um den gewiinschten Farbort zu
erreichen. Es kann jedoch auch wihrend einer Regelung der IST-Sollwert verdndert werden, was hier in
den Auftragen drei und vier gemacht wurde.
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Der Soll-Farbort bezieht sich immer auf einen Referenzbogen. Im Versuch wird dieser zweimal gewechselt
(von Referenzbogen A auf B beim vierten Auftrag und wieder zuriick beim fiinften Auftrag). Dies stellt
aus Sicht der Regelung jeweils einen Sprung des Parameters 6, dar.

Tabelle 6.8: ,,Auftrdage” im Versuch

Auftrag Testform Ref. Wechsel Druckgeschwindigkeiten und Sollwert

1 T1 A 9000Dr/h — 12000Dr/h — 15000Dr/h
2 T2 A 9000Dr/h — 15000Dr/h

3 T2 A 9000Dr/h — 15000Dr/h — F,; = 180IST
4 T1 B 9000Dr/h — 15000Dr/h — F,, = 220IST

5 T1 A 9000Dr/h
Referenzbogen: A: 12000Dr/h, 32,5°C, B: 9000 Dr/h, 20°C

Darstellung in den Plots

Die senkrechten gestrichelten Linien markieren Wechsel der Druckgeschwindigkeit und Anderungen der
Sollgrof3e, die durchgezogenen Linien markieren neue ,Auftrage”.

In den Plots fiir F stellt die waagrechte durchgezogene Linie den Sollwert und die gepunkteten Linien
die 3 %- und 6 %-Grenzen dar.

Bei den Plots fiir k; und k, markiert die waagrechte durchgezogene Linie den Parameterwert, der (nach-
traglich) aus allen Messdaten der jeweiligen Versuchswoche ermittelt wurde.

Ergebnisse

Aufgrund der guten Startwerte hat es bei allen Druckwerken etwas gedauert, bis k; geschétzt werden
konnte. Das Regelverhalten entspricht den Anforderungen. So verbleibt man nach dem Start immer
innerhalb der 6 %-Toleranzgrenze, meistens auch in der 3 %-Toleranzgrenze.

Die hohen Abweichungen zu Beginn der Auftrage vier und fiinf bei Schritt 12 und 18 liegen daran, dass
bei dem vierten Auftrag ein anderer Referenzbogen mit niedrigerer Flachendeckung verwendet wurde,
ohne dies dem Regler , mitzuteilen®.

Bei Druckwerk B war der Parameter k; anfangs stark unterschitzt, was die groBe Schwankung der
gemessenen Ausgangsgrofde von k = 5 auf k = 6 erklart. Mit der ersten Sollwertdnderung bei k = 10
konnte der Schédtzwert dann aber korrigiert werden.

6.11 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Online-Identifikation der Prozessparameter § behandelt. Dazu wurde nach
der Prazisierung der Identifikationsaufgabe die Literatur aufgefiihrt und kurz diskutiert, die sich mit der
gegebenen Thematik befasst.

Es wurde das bekannte Least-Squares-Verfahren, welches die Basis des hier vorgestellten Verfahrens
bildet, eingefiihrt und dessen Eigenschaften sowie insbesondere die Einflussfaktoren auf die Varianz
besprochen.

Daraufthin wurde die Anwendung des LS-Verfahrens auf die Identifikation wahrend eines Auftrags be-
sprochen. Hierbei ist besonders das neu entwickelte Verfahren zur Bestimmung der sekundéren Para-
meter hervorzuheben. Aufgrund der Tatsache, dass diese fiir die Regelung immer im Verhaltnis zum
primédren Parameter verwendet werden, konnte dargelegt werden, dass es vorteilhaft ist, die sekundaren
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Abbildung 6.46: Messdaten aus Versuchen an der realen Druckmaschine
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Parameter beziiglich eines festen priméren Parameters zu schétzen. Dabei konnte ebenfalls gezeigt wer-
den, dass die so ermittelten Werte spiter immer exakt an sich dndernde Referenzwerte des priméren
Parameters angepasst werden konnen. Dabei bedeutet ,exakt“, dass sich nach der Korrektur fiir die
sekunddren Parameter die Werte ergeben, die sich auch ergeben hitten, wenn direkt mit den neuen
Referenzwerten gerechnet worden wiére.

Danach wurde die Identifikation {iber mehrere Auftréage behandelt, wobei gezeigt wurde, dass eine Mit-
telung der in einzelnen Auftragen ermittelten Schatzwerte die giinstigste Variante darstellt. Es wurden
verschiedene Moglichkeiten zur Mittelung besprochen und Anhaltspunkte zur Auswahl und Parametrie-
rung abgeleitet.

Im anschlielfenden Abschnitt wurde auf den Bias eingegangen, der durch die Identifikation im geschlos-
senen Regelkreis sowie der eingefiihrten Varianzgrenzen entsteht.

Es wurden verschiedene ,kritische“ Félle besprochen, die bei der Online-Identifikation auftreten konnen,
und Erweiterungen vorgestellt, um diese zu vermeiden bzw. deren Einfluss zu reduzieren.

Nach der Zusammenfassung des Algorithmus wurde dieser noch kurz in den Kontext der Adaptiven
Regelung eingeordnet sowie ein Beispiel fiir die Messungen am realen System gezeigt.
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7 Zusammenfassung

Ausgangspunkt dieser Arbeit ist das Bestreben, Einrichtvorgdnge bei Druckmaschinen mit minimaler
Makulatur, d.h. minimalem Ausschuss durchzufiihren. Als Qualitditsmerkmal wird dabei die Farbung
betrachtet. Dies bedeutet, dass eine gegebene Sollfirbung mit einer moglichst geringen Anzahl an Re-
gelschritten erreicht werden soll. Dabei sollen unbekannte Streckenparameter anhand der Messungen,
die im Rahmen der normalen Regelschritte durchgefiihrt werden, identifiziert werden.

Dieser Aufgabenstellung liegt ein einfaches, statisches Prozessmodell zugrunde. Die wesentlichen Her-
ausforderungen liegen hier darin, die Identifikation mit einer duflerst geringen Anzahl an Messungen
durchzufiihren, sowie dem Wunsch, bezogen auf das Rauschen sehr enge zulédssige Toleranzgrenzen fiir
die Regelabweichung erreichen zu konnen.

Im Kapitel Festlegung des Untersuchungsgegenstandes werden ausgehend von dem motivierenden Anwen-
dungsbeispiel das Prozessmodell sowie die Randbedingungen definiert, welche in dieser Arbeit behandelt
werden.

Regelung

Nach der kurzen Besprechung der Regelung des ungestorten Systems im Kapitel Regelung des unge-
storten Systems sowie der Einfiihrung der verwendeten, stochastischen Gré2en und Zusammenhéange in
Modellierung der Stérungen befasst sich das Kapitel Regelung des gestérten Systems mit der Regelung des
vorliegenden stochastischen Systems.

Dazu werden die Regelziele in eine der stochastischen Natur des Systems angebrachte Form gebracht
und Grollen eingefiihrt, die eine Bewertung und den Vergleich verschiedener Regler zulassen. Dabei
ist ein besonderer Wert darauf gelegt, die grundsatzlichen Grenzen beziiglich der erreichbaren Giite
herauszustellen.

Es wird gezeigt, dass die Minimierung des Mean-Squared-Errors ein geeignetes globales Ziel ist, welches
aus den anderen Zielen folgt. Basierend auf dieser Erkenntnis werden ein MSE-optimaler Regler sowie
weitere Varianten eines I-Reglers entworfen und verglichen.

Identifikation/Adaption

Den zweiten, hauptsédchlichen Schwerpunkt dieser Arbeit stellt die Identifikation der Prozessparameter
dar, welche im Kapitel Online-Identifikation und Adaption behandelt wird.

Es zeigt sich, dass aufgrund der am Beispielsystem beobachteten Parameterunsicherheiten eine Auf-
teilung der Identifikation in zwei Schritte die giinstigste Herangehensweise darstellt. D.h. es werden
anhand der Messdaten jeweils eines Auftrags die Parameter geschatzt und diese Einzelschatzwerte dann
iiber mehrere Auftrage gemittelt. Beziiglich der Mittelung der Einzelschdtzwerte werden zwei Methoden
verglichen.

Bei der Identifikation der sekunddren Parameter, d. h. die Identifikation der Abhingigkeit der Firbung
von der Druckgeschwindigkeit im Fall des betrachteten Druckprozesses, tritt durch die gegebenen Rand-
bedingungen besonders das Problem der Multikollinearitat auf. Dies bedeutet, dass aufgrund der starken
linearen Abhingigkeit die Varianzen der geschatzten Parameter sehr hoch sind. Zur Losung dieser Proble-
matik wird eine dem Verwendungszweck der Parameter angepasste Losung vorgeschlagen, die auf einer
Schitzung der sekundéren Parameter beziiglich des aktuell verwendeten primiren Parameters beruht.
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Die so gewonnenen und gemittelten Schatzwerte konnen nachtréglich an einen sich &ndernden Wert des
priméren Parameters angepasst werden, womit eine maximale Ausnutzung der zur Verfiigung stehenden
Messdaten erreicht wird.

Eine weitere Besonderheit beziiglich der Identifikation entsteht daraus, dass zum einen in einem ge-
schlossenen Regelkreis identifiziert wird, und zum anderen nur wenige Messungen fiir jeden Auftrag
anfallen. Durch die Identifikation im geschlossenen Regelkreis sind die Schiatzwerte biasbehaftet. Dieser
Bias kann aufgrund der nur sehr geringen Anzahl an Messungen kritische Grof3enordnungen annehmen.
Damit spielt der Bias hier eine grof3e Rolle und wird entsprechend ausfiihrlich untersucht. Neben der
Darstellung der Einflussfaktoren auf den Bias wird in dieser Arbeit auch eine kennfeldbasierte Methode
zur Kompensation, d. h. Verminderung des Bias vorgeschlagen.

Zuletzt werden Erweiterungen vorgeschlagen, die auch bei extremen Abweichungen der Anfangswerte
der Parameter sowie einem Fehler in der angenommenen Varianz des Messrauschens zu einem guten
Regelverhalten fiihren.

Ausblick

In dieser Arbeit wurden Prozesse betrachtet, die linear in den Parametern und affin in den Eingédngen
sind. Um eine grofdere Klasse von Prozessen behandeln zu konnen, konnten auch weitere Abhéngigkeiten
von den Eingangsgrolden zugelassen werden. So konnte der Prozessausgang auch von hoheren Potenzen
der Eingangsgrofen abhidngen und es konnten auch Produkte verschiedener Eingangsgrofden in der
Prozessgleichung zugelassen werden.

Solange der Prozess linear in den Parametern ist, ist eine lineare Least-Squares-Schitzung prinzipiell ge-
nauso moglich, was eingangs auch erwdhnt wurde. Die Auswirkungen der Schiatzung mit festgehaltenem
primédren Parameter, welche hier den wesentlichen Vorteil erbracht hat, waren jedoch fiir diesen Fall neu
zu untersuchen und zu bewerten.

In den Untersuchungen wurde ein normalverteiltes weildes Rauschen angenommen. Es hat sich gezeigt,
dass die Verteilung des Rauschens nur eine untergeordnete Rolle spielt. Verwendet man beispielswei-
se gleichverteiltes weildes Rauschen mit gleicher Varianz, so ist keine signifikante Verschlechterung des
Regelverhaltens zu beobachten. Liegt jedoch eine Korrelation der Rauschwerte zu verschiedenen Abtast-
punkten vor, so kann dies einen negativen Einfluss auf die Giite der Adaption und Regelung haben. Wird
ein Prozess betrachtet, bei dem die Annahme eines weilsen Rauschens nicht (ndherungsweise) erfiillt ist,
ware dies im Entwurf zu beriicksichtigen.
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A Stochastik

A.1 Verteilungen

In diesem Abschnitt sind die wesentlichen Gleichungen und Eigenschaften der Normal- sowie der Gleich-
verteilung angegeben. Diese finden sich beispielsweise in [StTorm, 2001, S. 62ff] (Normalverteilung) und
[StorMm, 2001, S. 61f] (Gleichverteilung).

Normalverteilung

Die Verteilungsdichte der Normalverteilung N(u, o2) ist als

1  (x-w?
e 202

e(x; pu,0%) =
2m o2

definiert. Damit ergibt sich fiir die Verteilungsfunktion

) 1 _ (=
&(x; u,0%) = —— e 202 dt.

\V 2mo?

Mit der Abkiirzung

A
erf(z) = ﬁ e " dr
0

erhalt man auch

d(x; u,0%) = % (1+erf(f/g:)) )

Standardnormalverteilung

Die Standardnormalverteilung ist eine Normalverteilung mit dem Mittelwert y = 0 und der Varianz
2
o°=1,

N

1 .
p(x)=¢(x; 0,1) = ez,

3

1 [ e
d(x)=®(x; 0,1)= EJ e 2dt.

Die Verteilungsdichtefunktion und die Verteilungsfunktion sind in Abbildung A.1 dargestellt.
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0,5 Le(x) 1 1 ®(x)

o—

-4 -2 2 4 -4 -2 2 4
(@) Verteilungsdichtefunktion ¢ (x) (b) Verteilungsfunktion &(x)

Abbildung A.1: Standardnormalverteilung N(0, 1)

Normalverteilung

Die Verteilungsdichtefunktion und Verteilungsfunktion einer beliebigen Normalverteilung {x}, ~
N(u, o) kann iiber

1 xX—u
o (x; u,02)=—w( )
g

o
und

x J—
o(x; u,0%) =2 (—M)
o
aus den jeweiligen Funktionen der Standardnormalverteilung berechnet werden.!
Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Realisierung x einer normalverteilten Zufallsvariable {x}, ~ N(u,o?)

einen Wert im Intervall (a, b) annimmt, ist

P(a < {x}* < b) = (b; p, 0%) — B(a; p, 0?) = @ (b_—“) P (a _“) . (A1)

(o) o

Fiir den Sonderfall a = y —c und b = u + ¢, d.h. dass eine Realisierung x innerhalb des Intervalls
[u—c, u+c] liegt, erhdlt man

i -o-s(£) -0 (3) ()~ (-0(5) e (5). o

wobei von der Symmetrieeigenschaft ®(—z) = 1 — ®(z) der Verteilungsfunktion der Standardnormalver-
teilung Gebrauch gemacht wurde.

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Realisierung x aullerhalb des Intervalls [u — ¢, u + c] liegt, betragt
damit

PO}~ 2 €)= 1= P(I{x} —ul <) =2-20 (=) . (A3)

Fiir folgende speziellen Intervalle sind die Wahrscheinlichkeiten P(|{x}¢ — u| < c) hier angegeben:
68,27 % aller Werte liegen in einer o -Umgebung von u
95,45 % aller Werte liegen in einer £20-Umgebung von u
99,73 % aller Werte liegen in einer £30-Umgebung von u

xop 2 (u—py?
1 X—py _ _1 o - _ 1 X - 2 3 3 i — .
(o) (—o ) =7 fﬁoo e zdt= —‘/_2 fﬁw e 202 du mit der Substitutionu =0 -t + u.

2no
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o(x)

X
a u b
(a) P(a < {x}¥ < D)
& ®
S- S-
b'e . b’y
u—c W u+c u—c u u+c
(b) P(|{x}¢ —ul <c) (€) P(l{x} —ul = ¢)

Abbildung A.2: Darstellung der Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass {x}¢ in bestimmten Intervallen liegt

Gleichverteilung

Schreibweise der Gleichverteilung im Intervall [u — a, u + a]:
{x}; ~G(u,a).

Es gilt fiir die Verteilungsfunktion

0 firx<u—a
Fg,(x) = i-(x—l—a) firu—a<x<u+a
1 firx>u+a

und fiir die Verteilungsdichte

0 firx<u—avx>u+a
f{x}r(x):{i

5 furp—as<x<u+a.
Damit ergibt sich auch der Mittelwert und die Varianz von {x}, ~ G(u, a) zu

E{x},=u und

’ 2 1 1,
Var{x}, = x zdxz 3% -

—a
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A.2 Rechnungen zur bedingten Verteilung

Hier sind die Rechnungen aufgefiihrt, die in Abschnitt 4.5.1 benutzt wurden, um die Abbildungen 4.2
und 4.3 zu erstellen.

Bestimmung der Verteilung {£,},

Die gesuchte Zufallsvariable ist {iber den Zusammenhang
=€ —m
gegeben.

Zur Bestimmung der Verteilung von {£,}, wird die Dichte f, ; (.} bendtigt. Da {n;}, und {&;}, unkor-
reliert sind, ergibt sich diese Dichtefunktion einfach iiber die Multiplikation beider einzelner Dichtefunk-
tionen, und man erhélt mit D =d,, — d.,in

1

L ad. <d<d
ny, &) =o(n,)-{d ™ -
f{nl}r,{El}r( 1 €1) = ¢(m) {O sonst .

Diese Funktion ist fiir {e;}, ~ G(2,5, 5) auch in Abbildung A.3a dargestellt.
Nach [RinNE, 2008, S. 221] ergibt sich die gesuchte Dichtefunktion zu

o0
f{él}r(fl):f finiyotery (61— €1, €1) - dey
—00

00 1
= d..<d<d
— _ ). D min max .
J (e, — &) {O sonst } de;

—00

1 dmax
:_'J (e, — &) de;
d,

min

lelaX
=—- ; €1,1)-d
DL ¢(ey; €1, 1)-dey

min

1 ~ ~
=5 (®(dpaxs €15 1) — ®(dipin; €1, 1)) -

Bestimmung der bedingten Verteilung {n,|¢;},

Zur Bestimmung der bedingten Verteilung {n;|&;}, nach [RiNNE, 2008, S. 199f] muss die zweidimensio-
nale Verteilungsdichte fy, ;. g3.(n1, €&) bekannt sein. Hier sind {n;}, und {£;}, nicht mehr unkorreliert.

Es gilt
E1=¢6—ny,

wobei {e;}, und {n,}, unkorreliert sind. Somit erhélt man f, ; (s (n;, &) anschaulich aus Abbildung
A.3a, indem man die Werte um n; entlang der &,-Achse verschiebt. Es ergibt sich die in Abbildung A.3b
dargestellte Funktion, die

E+ny>dy, AN & +n <dp,

O gl=

sonst

foutnien, (1, 1) = @(ny) - {

=(ny)- {
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T

-10
5 -4 -3 - 2 3 4 5

€9

n

(a) Zweidimensionale Dichte fi, ;.3 (11, €1)

10

-10

-5 -4 -3 - 2 3 4 5

ny
(b) Zweidimensionale Dichte fy, ; z3,(n1, 1)

Abbildung A.3: Zweidimensionale Dichten (Der Wert der Dichtefunktionen ist jeweils durch die Dicke der
senkrechten Linien dargestellt.)

lautet. Daraus kann die Randdichte

o0
f{él}r(gl) = f f{nl}r,{él}r(nl’ £1)-dn,
—0Q

1 €1—dmin
:Bf ¢(ny)-dny

&1 —dmax
1 _
= B : (q)(gl — dpin) — ®(&; — dmax))
bestimmt werden. Zuletzt ergibt sich die gesuchte Verteilung zu

finpetens, (s €1)

fley, (M) = -
{n1lé1} f{él}r(gl)
¢(n1) 5 5 —d..
_ | St -0 1 Gmax <M1 < &1 iy
0 sonst .

Dies entspricht der auf das Intervall [&; — d .y, €1 — dmin) gestutzten Normalverteilung [RinnE, 2008, S.
220].
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A.3 Optimale gewichtete Mittelung von Zufallszahlen

Zwei Zufallszahlen
Es wird mit T € [0, 1] der gewichtete Mittelwert der zwei Zufallszahlen {x,}, und {x}}, berechnet,
Xap =TX,+(1—=7) Xy .

Die Frage ist, wie T gewahlt werden muss, damit {x,,}, die geringstmogliche Varianz besitzt. Dabei sind
die Varianzen Var{x,}, = 0 und Var{x,}, = o7 bekannt.

Fiir die Varianz von {x,}, gilt

2 _ 2.2 2. 2
O, =7 o, +(1—-1)- 0

und damit
doiab ) )
?:2037—2{1—’5}0]}.
do?
Mit der Forderung % ='0 ergibt sich
2
a b

als kritischer Punkt. Da dies der einzige kritische Punkt ist und die Varianz fiir t — £00 gegen unendlich
geht, beschreibt dieser das Minimum und damit das optimale 7.

Fiir 02 > o ergibt sich 7, ~ 0, d.h. x, wird quasi verworfen (x,, ~ x;). Entsprechend gilt bei
02 < 0}, dass T, ~ 1 ist, und damit x,, ~ x,.

Fiir die minimale Varianz ergibt sich durch Einsetzen

2 2
) ( o} ) ) (1 o} ) , Opoitolop olo?
ol o =—-7| 0+ |1-——| ‘0i= =
Xab,Min 2 2 a 2 2 b 2 232 2 2
a o;to; o;+to; (o2 +07) o;to;

-1
(o) = T .
Xap,Mmin 2 2
: Oa O-b

Gewichtetes Mittel

oder

Allgemeiner gilt fiir die Mittelung von N Zufallszahlen {x;}, mit dem Mittelwert E{x;}, = x und den
Varianzen Var{x;}, = 01.2, dass sich der Mittelwert x,, mit der geringsten Varianz iiber

Zﬁxi
_ i
e

ergibt. Die Varianz lautet in diesem Fall

Xm

1
Var{xn}, = o -
2.5
Das dieses gewichtete Mittel optimal beziiglich der Varianz ist ergibt sich beispielsweise aus
den Eigenschaften des gewichteten Least-Squares-Verfahren ([RawLings et al., 1998, S. 414ff] oder
[IsermANN und MUNCHHOF, 2011, S. 279f], siehe auch Anhang B.2.1) und dessen Anwendung auf die

Systemgleichung y;, = x mit dem einzigen zu schitzenden Parameter x.
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B Das Least-Squares-Verfahren

B.1 Einfiihrung

Die Herleitungen finden sich z. B. in [IserMaNN und MUNCHHOF, 2011, S. 205ff]. Alternative Literatur ist
im Haupttext angegeben.

Es wird angenommen, dass sich der Prozess durch die Gleichung
Yi' = 900 + 91u1,k/ + -t qup,k/

beschreiben lasst. Dabei sind u; die Eingangsgrof3en, y die Ausgangsgrolie und 6, und 0; die Parameter
des Prozesses. Ziel ist es nun, die Parameter durch Messungen zu bestimmen. Die Messungen werden
durch einen Messfehler n, gestort, so dass die gemessene Grof3e

yk’ = 900 + Qlul,k/ + -+ qup,k’ + le,k/

im Allgemeinen nicht mit der realen Grof3e y,- libereinstimmt. Die geschétzten Parameter werden mit
einem ,Dach“ gekennzeichnet, d.h. 6, und 6;. Berechnet man mit diesen Werten den Prozessausgang,
so erhdlt man den Schatzwert

yk/ = éoo + élul,k/ + e + épup,k/ .
Der Schatzfehler
e =i — I

gibt die Abweichung zwischen gemessenem und geschitztem Ausgangswert an. Ziel ist es nun, anhand
von k Messungen die Schatzwerte 6, und 6; so zu bestimmen, dass die quadratische Summe der Schatz-
fehler minimal wird, es soll also das Giitemal}

k'=1

minimiert werden.

Vektorielle Notation

Fiir die Behandlung solcher Probleme ist es giinstig, die Gleichungen vektoriell zu schreiben. Der Prozess
wird dabei iiber

Y :11’;9

beschrieben, wobei 1/);5, der Messvektor und 6 der Parametervektor ist. Im vorliegenden Fall gilt also

qpi,:[l Uy o up,k/] und
0=1[00 0, - 6,] .
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Fasst man die k Gleichungen

¥1= 0o + 01ty + -+ Opu,,
Yo = 900 + Glul’z e qup’z

Y = 900 + Glul)k +-- 4+ 9pup’k

zusammen, so kann dies auch als

y=w0
mit
Y1 ’QH 1w, oy,
y=1: und  w=| =i :
Yk P, Towge o upg

geschrieben werden. Mit dem Vektor der Schétzfehler & = § — y kann das Giitemal} auch
k
v=>) & =e'e
k'=1

geschrieben werden. Fiir den gesuchten Parametervektor 0 gilt, dass dieser das Giitema® V minimieren
soll,

0 = arg rneinV(B) .

Setzt man e in V ein, so erhilt man

V=

an)
<

§—w0)" - (§—wh)
— 500 — (¥0) 5+ (¥0)'wo
75— 57w — 0T 0y + 070w .

Il
<
<

Die erste Ableitung nach dem geschitzten Parametervektor 6 ist!

v dy'wd do'w'y do'w'wé

— = ~ — + ~
de de de de
=0Ty — oy + 207wl
= 20Ty + 2070 |

Eine notwendige Bedingung fiir das Minimum ist
av ,
— =0
do
und damit erhdlt man
6 ="y ely. (B.1)

(Da V nur ein Extremum hat und V anschaulich nach unten beschrinkt und nach oben unbeschrankt ist,
handelt es sich bei dem Extremum um das Minimum von V.)

! Dabei wird von folgenden Regeln gebrauch gemacht: dib =b, dgix =b und d"d% = 2Ax.
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Stochastische Eigenschaften

Zur Herleitung der Schitzgleichung § = (¥"®)~'®"§ wurden keine Anforderungen an den Messfehler
ny o gestellt.

Um folgende Eigenschaften des Schétzers zu bestimmen, miissen aber Annahmen tiber ny ;s getroffen
werden.

Erwartungswert
[WooLDRIDGE, 2003, S. 790f]
Fiir den Erwartungswert gilt allgemein
E{6}, = E{(¥"®)"' '3},
=E{(¢"®)"" ¥ (y+n)},
=E{(¥" )¢y + (¥'®) ¥ n}, .
Der erste Summand (¥T®) ¥y ist genau 0 und keine Zufallsvariable, womit man
E{0}, =0 +E{(¥"¥)'¥'n},

erhélt. Unter der Annahme, dass die Eintrége in ¥ und das Messrauschen ny nicht korreliert sind, kann
der Erwartungswert fiir das Produkt (\IIT\II)_l\IlTny aufgeteilt werden, so dass sich

E{0}, = 0 + E{(¢"®) "¢}, -E{n},

ergibt. Ist weiter das Messrauschen mittelwertfrei, d. h. E{n,}, = 0, so gilt
E{0},=0.

Unter den Voraussetzungen, dass

* der reale Prozess durch den angenommenen Zusammenhang beschrieben wird (y = ¥0),

 die Eingangsgrof3en und das Rauschen nicht korreliert sind (E{(\IIT\II)_l\IITny}r = E{(¢Te) 19T} .
E{n,},) und

¢ das Rauschen mittelwertfrei ist (E{ny}r =0),

ist der Least-Squares-Schéitzer demnach biasfrei.

Varianz
[WooLDRIDGE, 2003, S. 791]
Die Kovarianzmatrix der geschitzten Parameter ist definiert als
~ ~ ~ ~ T
P= E{(o ~E{6},) - (0 —E{6},) } .
Unter den oben gemachten Voraussetzungen gilt E{@}, = 6, und damit
=E{(¥") "y 0)- (¥"®) ey 0)'}

= E{(ZT97 Ty + (¥79) 1 0"n, — ) - (LB FTy + (¥79) ' ¥"n, — )T}
=E{((¢"¥)¥Tn,)- ((@TW)—len D'}
—F {

(¥"%) 0 0,0 - ((FT) 1)T} (B.2)
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Die Eingangsmatrix ¥ wird als deterministisch angenommen, so dass diese aus dem Erwartungswert
herausgezogen werden kann. AuBerdem gilt (¥T®) )T = (¥T®)™!, da $T¥ symmetrisch ist. Somit
erhalt man

P= (o) tyl. E{nyn}T,}r - (pTe) L

Nimmt man weiter an, dass {ny}, unkorreliert ist und fiir alle k" dieselbe Varianz 03 besitzt, so ist
E{nyn}T,}r = 03 -I. Damit ergibt sich die Varianz der geschétzten Parameter zu

P= o§ S(eTe) L, (B.3)

Varianz, wenn Eingange auch Zufallsvariablen sind

Mit der Abkiirzung M = ¥ - (¥T®)~! kann Gl. (B.2) auch als
k k
(P)yy =E{ Z(MT)ql Z(nyny)u(M)Jp} E{ Y > (M)i(n,n]); (M), |

i=1 j=1

geschrieben werden. Die Erwartungswertbildung kann immer in die Summe gezogen werden, und nimmt
man weiter die Unkorreliertheit von {M}, und {ny}, an, so folgt

kK k
p =D > E{(M")g (M), }, - E{(nyn]) }, .
i=1 j=1
Unter der Annahme, dass {n,;/}, unkorreliert ist und fiir alle k’ dieselbe Varianz 0}2} besitzt,
o i=j
E{(n,n"). .}, =4 7
(0,0}, {O o

vereinfacht sich dies weiter zu

{(MT)qi(M)ip}r s

<
N.M ~
o

bzw.

P=o02 E{M'M}, =02 -E{(¥"¥)7'},.

B.1.1 Schatzung der Varianz des Messrauschens

Die Herleitung folgt hier [WooLpRrIDGE, 2003, S. 793].
Fir den geschétzten Messfehler i, gilt

f,=§-§=9— 10 :y—q:(\lﬂxp)_lqﬂyz (I—\I’(\PT\I’)_I‘I’T)S’ZHMS’,

wobei Iy, = (I —w- (eTw)7! \IIT) die Projektionsmatrix auf das senkrechte Komplement zum Spalten-
raum von ¥ darstellt [HorrmaNN et al., 2005, S. 289].
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Mit § =y +n, = ¥6 + n, und Iy, ¥ = 0 folgt
fi, =TIy, - (P60 +ny) =TIy, n, .

Die Projektionsmatrix Iy, ist symmetrisch, so dass HE, Iy, =My, My, =1y, gilt. Damit ergibt sich
fi iy =n I, My n, =n Ty n, .

Weiter gilt?
fg,Tﬁy = tr(Ily, ny IET,) )

und damit erhdlt man fiir den Erwartungswert
E{ﬁgﬁy}r = tr(Ty, -E{n, n}T,}r) = 03 tr(My,) .

Fiir die Spur von Iy | gilt
(I, ) = tr(L,) — tr(¥ (72) " @)

und mit der Umformung® tr(¥ (lIlTlIl)_l 1) = tr((PT) yTy) = tr(I,4,) ergibt sich letztlich
E{@jﬁy}r = a§ (k—=p-1).

Damit ist
1 1 —1
~2 aTa Lol N T T\ .g
e R i (1 v (v'y) lll) § (B.4)

ein biasfreier Schatzer fiir die Varianz des Messrauschens.

B.2 Erweiterungen

B.2.1 Weighted Least Squares

[IsermANN und MONcHHOF, 2011, S. 279ff]

Bei dem normalen Least-Squares-Verfahren werden die k Schétzfehler e, im Giitemal? gleich gewichtet.
Es konnen aber auch Gewichtsfunktionen wy, > 0 eingefiihrt werden, mit denen eine unterschiedliche
Gewichtung der einzelnen Schétzfehler erhalten wird. So lautet V in diesem Fall

V=w-ed+w,-e2+ - +w. e =eWe,
mit der diagonalen Gewichtungsmatrix
W =diag ([wy wy ... wi])
Aus diesem Gilitemal? ergibt sich bei gleichem Vorgehen wie oben die Schiatzgleichung
6 = (¥TWe) leTwy .
Es konnen auch nicht-diagonale Gewichtungsmatrizen W zugelassen werden. Ist die Kovarianzmatrix
E{ee'}, des Schitzfehlers {e,}, bekannt, so kann

-1
W= (E{eeT}r) )
gewihlt werden, um die Varianz der Schitzwerte {0 }, zu minimieren.

Das gleiche Vorgehen wie beim normalen Least-Squares-Verfahren fiihrt darauf, dass auch das Weighted-

Least-Squares-Verfahren biasfrei ist (unter gleichen Voraussetzungen) und die Kovarianzmatrix
P=(¢"We) . ¢TW.E{ee’}, - W (¥TWE) 1.

besitzt.

2 XTAX = Zm Zl X Ami X1 = Zm Zl A X1 X = Zm Zl Apy - (XXT)lm = Zm(A : XXT)mm = tI‘(A‘ XXT)
3 FirA€R™™ und BE€R™" gilt tr(AB) = >, (AB)y = D) 2o Qb = 2oy Dy bixy; = tr(BA).
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B.2.2 Exponentielles Vergessen

[IsermAaNN und MUNcHHOF, 2011, S. 281ff]

Ein Sonderfall des Weighted-Least-Squares ist das Least-Squares mit exponentiellem Vergessen. Bei die-
sem hat die Gewichtungsmatrix die Form

W =diag ([A5, 2571, ..., 4,1]) ,

wobei 0 < A < 1 ist. Damit werden die Schétzfehler der weiter zuriickliegenden Messungen geringer
gewichtet als die der neueren Messungen.

B.3 lIterative Berechnung

Wenn die Schatzung online erfolgen soll, dann kommt jeden Abtastschritt ein neuer Datensatz hinzu. Es
miissen aber nicht in jedem Abtastschritt Produkte immer grof3er werdender Matrizen berechnet werden,
sondern man kann die Berechnung iterativ ausfiihren.

Fiir die Informationsmatrix Ly, ; = ¥}

k1P 8ilt

vy
W{+1Wk+1 = [\I’{ 1l’k+1] |:1/)£ :| Z‘qu’k-i-"l’kﬂ"/’;fﬂ
+1

und damit

L =L+ Y0¥, -

Analog ergibt sich

y
T = ¥ Vi = [‘I’FIS ¢k+1] |:yki1:| =W, Vi + Vi1 Virr = T F Wi Vi -

Zusammengefasst kann das LS-Verfahren damit in der Form

0,=L."r (B.5)
mit
L — 0 k=0 (B.6)
Ly +Pp k>0 .
und

0 k=0 B.7)
r, = )
£ te_1 + Vi k>0

geschrieben werden.
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B.4 Rekursives Least-Squares-Verfahren

Eine weitere Moglichkeit den Least-Squares-Schédtzwert online zu bestimmen ist die Verwendung des
rekursiven Least-Squares-Algorithmus, der

_ Py

Y P 1

011 =0, +7c Vi1 — ¢£+19k)
P;<+1 =1- Tk¢£+1) Py

Tk

lautet. Hier fallt auch die Matrixinversion weg. Die Matrix P’ ist die durch 0}2, geteilte Kovarianz-

matrix der geschétzten Parameter (P = 0§P’ ) und muss fiir den ersten Schritt vorgegeben werden.
[IsermaNN und MONcHHOF, 2011, S. 270ff]

Alternativ kann der Algorithmus auch mit der tatsdchlichen Kovarianzmatrix P angegeben werden,

. Py

Y P + oy

011 =0 +7e iy — sz+1ék)
P =I- Tk‘/);{H) Py

Tk

Weighted-Least-Squares

_ P

B Yy P + ﬁﬂ

011 =0, +7c Vi1 — ¢E+19k)
P;<+1 =(I- Tk¢£+1) Py

[IsermANN und MONcHHOF, 2011, S. 281]

Tk

Vergessensfaktor

P
¢£+1P;<1pk+1 + A
Ori1 =0k +7 (Vi — ¢£+10k)

Pl = (-l Py
k+1 = YiWir1) " Yiy

T

[IserMANN und MUNcHHOF, 2011, S. 283]

B.5 Varianz bei teilweise festgehaltenen Parametern

Der folgende Ausgangspunkt des Beweises ist auch in [RawLinGs et al., 1998, S. 233f] als Aufgabe for-
muliert.
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Aus der Aufteilung ¥ = [\Ile \Ilf] der Eingangswerte folgt

T T
L wTy— [\pe\pe \peq:f}

Vv, U
Mit der entsprechenden Aufteilung

L—1: |:(L1)e (Ll)ef]
L e @)

fiir die Inverse gilt mit der in der FuBnote auf Seite 110 angegebenen Formel zur Inversion von Block-
matrizen

-1
(L De = (E10) ' + (W] 0) - W (W] — W0, - (P]0,) - 0IW,) W], (P]F,) 7.

Die Diagonaleintrige von (L), entsprechen (bis auf den Faktor 03) den Varianzen der Schitzwerte 6,
im Fall, dass alle Parameter geschétzt werden, wahrend die Diagonaleintrdge der Matrix (ql;f\pe)—l den
Varianzen von 0, entsprechen, wenn nur diese Parameter geschitzt und 6 festgehalten werden.

Um zu zeigen, dass die Varianzen der zweitgenannten Schitzvariante geringer (oder gleich) sind, kann
gezeigt werden, dass alle Diagonaleintrage der Matrix

A= (Lil)e - (\PZ\I’e)il
= (W)W (W - T, (W) ) T T, (T,)
~ s N N —

-~

M N S

groer oder gleich Null sind, bzw. dass A positiv semidefinit ist.

Mit den angegebenen Abkiirzungen hat A die Struktur
A=S'N'M'NS,

wobei S = (\Ilg\lle)_l reguldr ist. Damit hat auch A dieselbe Definitheit wie NTM~!N. Eine Matrix der
Form N'M™!N mit positiv definiten M~! ist zumindest positiv-semidefinit. Somit ist nur noch zu zeigen,
dass

M=9](1-¥, (PI,) D) o= -1, | - ¥
positiv definit ist. Die Matrix
H\IleJ_ =I-%.- (lpZ\I’e)_l : \Ilz

beschreibt die orthogonale Projektion auf den Unterraum von R¥, der senkrecht auf den Spalten von ¥,
steht [HorrmANN et al., 2005, S. 289]. Die Matrix ¥; kann in zwei Summanden ¥, und ¥, zerlegt
werden, W, = W, + ¥, , wobei ¥, im Spaltenraum von ¥, liegt und die Spalten von ¥, senkrecht
zu den Spalten von ¥, stehen. Es gilt dann Iy | - ¥y =¥, und damit ergibt sich

M:\II{-H%L-\Isz(\I/;fe+q:fT’eL)-q1f,eL=q:fT’eL-\11f,el.

Da ¥ ., maximalen Rang hat, was aus der Voraussetzung folgt, dass ¥ = [\Ile \Ilf] = [\IIe U+ P, l]
maximalen Rang hat und rg(¥.) = rg([¥. ¥;.]) ist, ist M positiv definit.

Weil A demnach positiv semidefinit ist, sind deren Diagonaleintrage Null oder positiv. Damit ist gezeigt,
dass die Varianz der kleinen Schitzung immer besser ist als die der Gesamtschétzung.
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B.6 Weiterfiihren einer Schatzung bei bekannten Parameteréanderungen

Es sind L, und r; gegeben, die bei Messungen an einem System mit den (realen) Parametern 6 bestimmt
wurden. Es wird nun davon ausgegangen, dass sich die Systemparameter nach diesen Messungen gein-
dert haben. Die neuen Parameter sind

0*=0+56.

Gesucht ist nun eine Korrektur von L, und ry, so dass die aus den zuriickliegenden Messungen erhaltenen
Daten weiter genutzt werden konnen.

Hierzu werden die zuriickliegenden Messwerte korrigiert, als ob diese mit den neuen Parametern gemes-
sen worden wéren. Fiir einen einzelnen, korrigierten Messwert ¥* bedeutet das

.)7;:/ :yk’ +¢£/5 D
bzw.
¥, =% +¥,0

fiir alle Messwerte. Da nur die Messwerte, aber nicht die Eingangswerte korrigiert sind, bleibt L, unver-
andert, Ly = Ly. Fiir den korrigierten Vektor r, ergibt sich

=0 =0 (5 +U6) =05+ V06 =1,+L5 .

B.7 Extended-Kalmanfilter

Die Herleitung der Gleichungen des Extended-Kalmanfilters ist beispielsweise in [Kamen und Su, 1999,
S. 269ff] und [IsermMANN und MUNcHHOF, 2011, S. 547f] zu finden. Die Anwendung zur Identikation ist
in [IserMANN und MoONcHHOF, 2011, S. 548f] beschrieben.

Der Extended-Kalmanfilter ist ein Verfahren zur Zustandsbeobachtung nichtlinearer Systeme. D. h. dieser
bestimmt fiir ein System

Xpr1 = f(Xk, u, k) + nx,k
Y = h(xk, Uy, k) + ny,k

aus bekannten Eingangswerten u;, und Messungen y, der Ausgangsgrof3e einen Schédtzwert X des System-
zustands. Dariiber hinaus liefert er auch eine Schédtzung P der Kovarianzmatrix des geschatzten Zustands.
n, ist das Zustandsrauschen und n, das Messrauschen, die die Kovarianzmatrizen

Qc =E{nn  },  und
_ T
Rk - E{ny,kny’k}r
besitzen.

Die Gleichungen des Extended-Kalmanfilters (fiir diskrete Systeme) lauten

Pradiktion: X, _ = (X, u;) (B.8)
P =AP A +Q (B.9)
Korrektur: K =P, _C;-(C P, _C, +R)™" (B.10)
Xi+ =X - T K- (7 —hRe - wp)) (B.11)
P, =(1-KC) P, (B.12)
wobei A, = % - und C; = % - ist.
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Anwendung auf das vorliegende System

Im vorliegenden Fall vereinfachen sich die Gleichungen. Das betrachtete ,,System* stellt einen statischen
Zusammenhang dar und besitzt keine eigenen Zustdnde. Um die Parameter zu identifizieren, werden
diese als Zustdnde x = 0 interpretiert. Damit ergeben sich die System- und Ausgangsgleichungen

X1 = (X, U, k) + 0y =X + 10y
Yie =h(X, W) +ny e = x93 + x5 uy + 0+ XU, ko 0y

Fiir A und ¢! ergibt sich damit

A of I
k — ax f{k - p+1
Jh
T —
Ck = a ) = I:]. ul’k uz’k up’k] .
Xk,l.lk

Damit konnen die Gleichungen (B.8) bis (B.12) in die Form

P.c
kg = (B.13)
CkPka + Ik
Rir1 =X+ Ke - (v — %) (B.14)
P =T —kee)) P+ Q; (B.15)

gebracht werden.

Aufgrund der besonderen Struktur des Systems gilt hier auch ¢ %, = h(x;,u;) exakt. Man hitte ¢
auch direkt als zeitvariante Ausgangsmatrix des linearen Systems X;,; = A Xy, YVr = c',ka auffassen
konnen, und die Gleichungen des Kalmanfilters fiir lineare, diskrete Systeme anwenden konnen. Diese
entsprechen den Gleichungen (B.8) bis (B.12), wenn GI. (B.8) durch

Xk+1|— = Akf{k + Bkﬁk
und Gl. (B.11) durch
5\(k,+ = )A(k,— + Kk ‘ (Yk - (Ckik,— + Duk))

ersetzt wird. Es ergibt sich also hier das gleiche Ergebnis.

Der Kalmanfilter (B.13 — B.15) entspricht bis auf den Term Q. dem rekursiven Weighted-Least-Squares-
Verfahren mit einem Gewicht w; = 1/r. (Die weiteren GrofRen entsprechen sich wie folgt: k =17, c =1,
% = 0.) Fiir den Term Q, gibt es keine Entsprechung, da das Least-Squares-Verfahren nur von Stérungen
am Ausgang ausgeht, d. h. fiir das Least-Squares-Verfahren gilt Q, = 0.
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C Herleitungen

C.1 Beweis zur Mittelung sekundarer Parameter

Es ist etwas lbersichtlicher, nicht den Zusammenhang 0" (L,1+1)= 6’ (1) zu beweisen, sondern

den etwas allgemeineren Zusammenhang

e|f,m e|f,m

8. (L, x) =00 ()= Copm(D- (Be(x) = B(1 +1)), .1

wobei 0(x) ein beliebiger Bezugspunkt ist. Fiir ,(x) = 01 + 1) geht dies wieder in den gesuchten
Zusammenhang iiber.

Die Behauptung (C.1) wird mittels der Methode der vollstdndigen Induktion bewiesen (siehe z.B.
[von FINCKENSTEIN et al., 2000, S. 24]).

Induktionsanfang: Fiir [ = 2 ergibt sich aus (6.22) direkt

g(1)- (eelf(l) Ceif(1) - (B¢(x) — 9f(1)))+9e|f(2) Cee(2) - (ef(x)_ef(z))

(2,x)=

i g(1)+1
(C.2)
Auf der anderen Seite lautet Gl. (6.25) firl =2
B, n(2) = Bm(2) — Copem(2) - (B5(x) — B¢(2)) . (C.3)
Weiter gilt mit (6.24)
~ (1) e|fm(]') + éelf(z)
0rm(2) = (C.4)

g()+1 ’

wobei sich 0 ¢m(1) wiederum aus Gl. (6.25) mit [ = 1 und den Anfangswerten Oe|fm(1) = e|f(1) und
elfm(l) - e|f(1) zu

é;|f,m(1) = 06(1) — Cef(1) - (64(2) — (1)) (C.5)
ergibt. Aus Gl. (6.26) folgt

g(]-) : Celf(]-) + Celf(z)
g)+1

Cerm(2) = (C.6)

Setzt man (C.4), (C.5) und (C.6) in (C.3) ein, so erhilt man fiir 0 If (2) denselben Ausdruck wie fiir

elf (2, x) in Gl. (C.2), womit der Induktionsanfang abgeschlossen ist

Induktionsschritt: Es verbleibt zu zeigen, dass Gl. (C.1) fir [ =1" +1,

Bl (U +1,0)= 0L (" + 1)~ Copml* + 1)+ (8(x) — Bl +2)), C.7)
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gilt, unter der Voraussetzung das dieselbe Gleichung (C.1) fiir [ = [*,
0 e m(L, ) =0 (1) = Copen(1) - (Be(x) — B(1" + 1)), (C.8)
erfillt ist.
Es gilt nach Gl. (6.22) fir I’ =[*
(1) 801 (1%, )+ gl + 1) — 1" +1) - (B(x) — (1" + 1))
g(1)+1 )
(I*, x) durch Gl. (C.8), so ergibt sich nach Umstellen

é;’lﬁm(z* +1,x)=

é//
Ersetzt man elfm

/

g(*) 0 e (1) + 0 (1" + 1)

0, (I*+1,x)=
ain(l+ 1,2 g +1

&) Cepm() + Ce(" +1)
g*)+1

Der erste Summand der rechten Seite entspricht nach Gl. (6.24) gerade éemm(l* +1), und der Bruch des
zweiten Summanden ist nach Gl. (6.26) C¢,,(I* + 1), so dass sich weiter

(0(x) = 6" +1)).

é/e/lf,m(l* +1,x) =0 (" + 1) = Cepn(@ + 1) - (6¢(x) — 01" + 1))
0, (I + 1)+ Copm(l* +1)- (B(1* +2) — §,(I" + 1))
— Coem(I+1) - (8:(x) — 61" + 1))

ergibt, wobei @emm(l* +1) iiber Gl. (6.25) ersetzt wurde. Durch Zusammenfassen der Ce¢ ,,({*+1)-Terme
ergibt sich der Zusammenhang (C.7) und die Behauptung ist bewiesen.

e|f,m

C.2 Empirische Varianz und Kovarianz

Die im Folgenden vorgestellten Zusammenhédnge kénnen auch [WooLpriDGE, 2003, S. 676f] entnommen
werden.

Der Mittelwert einer Anzahl k von Werten vy, wird im Folgenden mit

1 k
ﬁ:Eka/

abgekiirzt.
Es gilt
k 1 & k k k
Z (Vk/_E Z vk//) ZZ(Uk/—ﬁ)ZZVk/—ﬁ'leo,
k=1

was nichts weiter aussagt, dass ein mittelwertbefreites Signal den Mittelwert Null hat.

Fiir die gemessene quadratische Abweichung gilt
k k k
Dilve =0 =D -2:5-> vy +5*k
k
=> -2k i*+k-i?

k
=> vk — k- (C.9)
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bzw.

k L 2k , 1 k 2
Z(Uk/—ﬁzvk//) Zka,—E(ka/) . (C.lO)

K'=1

Fiir die gemessene , Kovarianz“ gilt

k k k
Z(Uk/ - 17)(Wk/ — W) = Z Vs » (Wk/ - VT/) —U- Z(Wk/ — VT/)
k k

= E Uk/Wk/—VT/ E 147

k
= vpwy — k- bW (C.11)
k

k k
= nw D D (€12)

C.3 Varianz bei Drei-Parameter-Schatzung

Mit dem Messvektor

Y=[1 v wy]
(Wyr = Uy pr — uy ) erhélt man

1 2% Wy

T 2
’(/)k/’ll)k, = | Uy Uy V' Wyt
Wy U/ Wyt w

und damit
k S v S W

k
VI = (Ppr) = Z: v kzk v Z"(Zk/wkz)
dowe X (vewe) ] W;%/

T
.. . 2 . . 2 2 2 2 T T -1 ..
Fiir die auf o, normierten Varianzen 1/ oy - |:(T 8 o o, o éz} = diag ((\Ilk\Ilk) ) der Schatzwerte

ergibt sich daraus

B 2
o2 > vz S w - (S wew)
iz- O'g = k~ZkW2,—(Zka/)2
1 det(¥[¥,) k i
O-éz k- Zk Ulf, - (Zk Uk’)

B 2
C AT e - (X wewe)
S (W — W)> (C.13)

 det(¥TE)) ¢ -
Yo (v = 7)
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und fiir die Kovarianzen

COV({QO}rJ {él}r) ((\Pi\l’k)_l)zyl

— | Covl{fo 10:1)| = | (¥Fw™),,
7 [Cov(ibi} {01)] | (e,
1 S oewe) - Ewe =3 v - X wy,
_ . k Wi ) - k ;- k2 . k /
T ey | 2 L e
| N (ewi) + 20 v 20 wye
k -% Zk(vk’wk’) : Zk Wy — %Zk Uk 'Zk Wi
k k k k
_ m . %Z (Vk’Wk’)k'Z Uy — %Z sz/ Z we | (C.19)
_Z (Uk/ — ﬁ)(wk/ — W)

o= _ 1 k — 1 k
Inltl}—zz Uk/,W—ZZ wk/und

k k 2 k k k k k 2
det(\Ili\I’k) = —Zwi, . (Z vk/) + ZZ vy -Z(vk/wk/) . Zwk/ - Z v]f, . (Z wkz)
k 2 k k
—k- (Z vk/wk/) +k~2vf,-2w£, . (C.15

C.4 Aquivalenz von Gl. (6.35) und (6.36)

Es soll gezeigt werden, dass Gl. (6.35),

1 s 141-1' 4
l/:1 A 1

l/

O mi+1 = ST i (C.16)
und Gl. (6.36),

A A 0y 0 l ,

Oy miss = 81,m, " V1,m, 1,I+1 , mit g, ) = ZAI—Z ) (C.17)

Agl,m,l + 1 l/:].

dquivalent sind.

Fiir [ = 1 erhélt man mit beiden Gleichungen und él,m,l = 91,1

~ )Lél,l + él,z
N

Jetzt ist noch zu zeigen, dass Gl. (C.17) ausgehend von

L -1’4
R 2 M Oy
1,m,l — >

25/:1 AL

C.4 Aquivalenz von Gl. (6.35) und (6.36) 203




gleich (C.16) ist. Setzt man g, ;,,; in (C.17) ein,

l VA 5
5 _ Ao D M0+ 014
b P

und driickt él,m,l entsprechend (C.16) aus, so ergibt sich

1 l—l/ ~
1 _ Zl’:l A 91,m,1' ~
A D B + 01141

=1

01 mit1 = I 25/—1 Al 11

l I-I'+14 04
_ P 01 +2760, 111
= z —
Zl’:l )Ll +1 + 7(,0
1+1 A
Zl’:] At 91,1’

I+1 _q/
Zl’:l Al-i—l l

Die letzte Zeile entspricht Gl. (C.16), und damit ist die behauptete Aquivalenz gezeigt.

Fir gy gilt

l ) 0 -1 1l
Gmi =) A= D A=) A=
n=I1-1 n=0

I'=1

.. . . qs . . k —xk+1
wobei im letzten Schritt genutzt wurde, dass fiir die abgebrochene geometrische Reihe Y. _ x" = Ix

n=0 - 1=
fiir |x| < 1 gilt [MERzIGER et al., 2001]. *

C.5 Biasim Fall k > 2

In diesem Abschnitt wird Gl. (6.56) von Seite 150, die hier nochmals als (C.18) aufgefiihrt ist,

k- Z(nk’ Vp) — Z Vg Z nys
k- v2 = (S ve)

genauer betrachtet.

Aﬁl,k ==

) (C.18)

Im weiteren Verlauf wird dazu auch auf die GI. (5.23) von Seite 62 zuriickgegriffen,

k—1
N =—(1— ) (Mo — M) + Mg — Z(l —a) g np . (C.19)
k'=1
Nenner

Nach Abschnitt C.2 gilt fiir den Nenner von (C.18) auch!

k.zv,g,_(zvk,)zzk.z(vk,_%zvk,,)z.

k//

! Wenn nicht anders angegeben, ist k’ die Variable, iiber die die Summe gebildet wird. Die Summenbildung erfolgt immer

von 1 bis k.

204 C Herleitungen



Weitere Umformungen ergeben
1 2 1 1 ? 1 2
kZ (Uk/ — E;vk”) = kZ (E;Vk/ _ E;Uk“) = kZ (E;(vk/ — l}k//)) 5
in der v}s — vp» durch

1 1 1 K|
Vi — Uy = 1? (N — Tos) — ﬁ_ (Mg —Uos) = ﬁ— (M — M) = E (g — M)
1 1 1

ersetzt werden konnen. Damit ergibt sich fiir den Nenner von (C.18)

S R BT 5] S SNCSS RS

k// k//

Zahler

Zunéachst wird der Zahler von (C.18) zu

S-S - ne =3 ( (k- —va))

k//

1
umgeschrieben und dann weiter zu

€y (nk,. (Uk, ! kzvk)) s (nk,. G XU vkﬂ)))

umgeformt. Analog zu dem Vorgehen bei der Umformung des Nenners ergibt sich durch die Substitution
von vy, — vy der Term

Y (nk,. G S (o - vk,,))) =Lk (nk/- (% S e - w)))

k// k//

Z%.k.z(nk,. (m,_%.zw)) ,

k//

Gesamter Bruch

Verwendet man die jeweils letzten Ausdriicke aus den Abschnitten ,Nenner“ und ,Zahler“, so kann fiir
Gl. (C.18) auch

) _%.k.Z(nk/'(”f)k’_%'z:k”nku))
1,k —
(%)2.]{.2 (nk/ - %Zk//’nk”)z
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geschrieben werden. Nun wird auf beiden Seiten mit x; multipliziert, so dass sich folgende (dquivalente)
Moglichkeiten ergeben, k- A , auszudriicken:

Z (le/ . (T’k, — % . Zk” nk”))
X (e = 3 X "f)k”)z
N (R WICTED)
2 (3 2l = ﬂk“))z
—a- D(mene) — 2 - 2w ’ o

k-Yn? = (Snw)?

mit 1 nach Gl. (C.19).

(C.20)

KI .A/ﬂl,k =Qa-

(C.21)

Diskussion

Aus Gl. (C.19) ist zu erkennen, dass 7, in der Form

Nk = Nsoll +f (a’ €1, k> ny, ..., nk—l)

gegeben ist, wobei f (-) fiir einen aus Gl. (C.19) ablesbaren Zusammenhang der angegebenen Argumente
steht. Daraus lasst sich zweierlei folgern.

Betrachtet man den Ausdruck (C.21), so erkennt man, dass nur die Differenzen von jeweils zwei Werten
von 7). relevant sind. Daher héngt k; - At} ; nicht von 7 ab.

Zweitens kommen im Nenner Werte von n,s nur iiber 1;, vor, wobei k’ maximal k ist. D.h. im Nen-
ner kommen die Werte n; bis n;_,, aber nicht n; vor. Betrachtet man den Zahler, so wird ersichtlich,
dass n; dort niemals als Quadrat oder hohere Potenz auftreten kann. Damit kann bei der Bildung des
Erwartungswerts n; aus allen Summanden, in denen es vorkommt, ausgeklammert werden. Da davon
ausgegangen wird, dass das Rauschen unkorreliert ist und der Erwartungswert Null ist, fallen damit alle
Summanden weg, in denen der Faktor n; vorkommt. Fiir die Erwartungswertbildung kann also n;, = 0
gesetzt werden.

Fasst man dies zusammen, so ergibt sich als Fazit
Efxy- Af i} = E{xp- A e = 0}, = f (@, &1, {m}e, -5 {mecd)

d.h. der Erwartungswert von k; - Aﬁ‘l,k wird neben den Verteilungen {n;-}, des Rauschens nur von den
Faktoren a und ¢, beeinflusst.
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D Schatzung von q;

Der primire Parameter 6; wird direkt fiir die Regelung verwendet. Die sekundidren Parameter treten
im Regel- bzw. Steuerungsgesetz (3.14) jedoch immer nur in der Form 6,/6,, also geteilt durch den
primédren Parameter auf. Daher werden hier die Eigenschaften der Schatzung des Quotienten

genauer betrachtet, wobei sich auf ein System mit nur einem sekundéren Parameter 6, beschrankt wird.

D.1 Mdglichkeiten zur Schatzung von g;

Prinzipiell kann die Schatzung von q, = 6,/6, auf drei Arten erfolgen.

Bei der in dieser Arbeit eingefiihrten und verwendeten Variante werden 6; und 6, unabhéngig voneinan-
der geschitzt und gemittelt, wobei 0, iiber eine Zwei-Parameter-Schitzung mit festgehaltenem 6, = él,r
bestimmt wird. Der Schitzwert fiir 6, wird dabei laufend an den aktuell verwendeten Wert von él,r an-
gepasst. Der Wert fiir §, wird bei Bedarf iiber g, = 0,/ él’r berechnet. Diese Moglichkeit wird im Weiteren
als Variante ,,2P“ bezeichnet.

Alternativ konnen 6; und 0, ebenfalls unabhéngig voneinander geschétzt und gemittelt werden, wobei
jedoch 0, wie 0, iiber die Drei-Parameter-Schiatzung geschatzt wird. Dies bedeutet, dass bei Auftragen
mit einem Sprung in u, beide Parameter iiber eine Drei-Parameter-Schitzung geschatzt werden, wahrend
ansonsten nur 6, iiber eine Zwei-Parameter-Schitzung ermittelt wird. Die Werte fiir 6; und 6, werden
jeweils fiir sich iiber die Auftrige gemittelt und g, = 6,/0, bei Bedarf berechnet. Dies wird hier als
Variante ,,3P“ bezeichnet.

Zuletzt konnen fiir jeden Auftrag mit entsprechender Anregung 6, und 60, iiber eine Drei-Parameter-
Schitzung geschitzt werden. Aus den Werten 6, und 0, wird direkt g, bestimmt. Dieses §, wird dann —
wie schon 6, (und 6,) — iiber mehrere Auftrige gemittelt. In diesem Fall beruht die Schitzung fiir G, nur
auf Auftragen, bei denen ein Sprung in u, aufgetreten ist. Dies ist Variante ,D“.

In Tabelle D.1 sind die drei beschriebenen Varianten nochmals zusammengestellt. Zudem sind die GréRen
angegeben, mit denen in diesem Abschnitt die jeweiligen Schatzwerte bezeichnet werden. Dabei steht
die Grofse ohne ,+“ im Index fiir den Schatzwert, der sich aus den Messdaten des aktuellen Auftrags
ergibt. Die ,,+“-Grof3e ist der Wert, der sich aus der Mittelung der zuriickliegenden Auftrage sowie dem
Wert aus dem aktuellen Auftrag ergibt.

Fir die letztgenannte Variante wird nur der gemittelte Wert g, 3p . angegeben, da der Wert aus dem
aktuellen Auftrag gleich dem Wert g, , wére, und dieser dartiber hinaus fiir den Schétzer ,,3P“ nicht so
aussagekréftig ist.

Der Wert von §, ergibt sich in allen Féllen als Quotient von Zufallsvariablen, weshalb zunéchst die Eigen-
schaften solcher Quotienten betrachtet werden. Insbesondere interessiert der Erwartungswert E{g, —q,},
sowie die Varianz Var{g, — q,}, = Var{g,},.
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Tabelle D.1: Varianten zur Schatzung von q,

Variante Grol3en Kurzbeschreibung

2P d22p> G20p+ G wird bei Bedarf aus 6, und 0, bestimmt, wobei 6, aus
der Zwei-Parameter-Schitzung mit festem §, stammt. (In
dieser Arbeit eingefiihrte und verwendete Schatzmethode.)

D dop>Gap+  Schiatzwert g, wird immer direkt als Quotient von 6, und 6,
berechnet, wobei diese aus einer Drei-Parameter-Schitzung
bestimmt werden. Gemittelt wird §,.

3P 42,30+ Schitzwert aus Quotient von 6, und 6;, wobei 0, aus der
Drei-Parameter-Schitzung und 0, je nach Anregung aus der
Drei- oder Zwei-Parameter-Schéatzung bestimmt wird.

D.2 Quotienten von Zufallsvariablen

Literatur

Fiir zwei Zufallsvariablen {x;}, und {x,}, mit E{x;}, = u;, Var{x;}, = o7 und dem Korrelationskoeffi-
zienten p = Cov({x;},, {x,},)/(0,0,) sind fiir den Quotienten {y}, = {x;/x,},, unter Voraussetzung der
Existenz der jeweiligen Grolde, in [RINNE, 2008, S. 222] folgende Nédherungen fiir den Erwartungswert
und die Varianz angegeben. Es gilt

2
g g0
E{y}r%ﬂ- 1+(—2) —p—2 (D.1)
Uy WUy Uq g
und

2 2 2
Var{y}, ~ (ﬂ) . ((2) + (2) —2p 0102) . (D.2)
25 U ) Wy lho

Der Fall, dass es sich bei x; und x, um normalverteilte Variablen handelt, wird in [MarsaGLia, 1965] und
[MarsacLia, 2006] behandelt, wobei es sich bei der zweiten Quelle im Prinzip um eine Erlduterung der
ersten handelt. Der Ausgangspunkt ist mit dem hier vorliegenden gleich, in dem Sinne dass der Quotient
von zwei Parametern einer Schatzung betrachtet wird. Eine alternative Vorgehensweise zur Berechnung
der Verteilungsdichte ist in [HinkLEY, 1969] (und der Korrektur [HinkLEY, 1970]) gegeben.

Anwendung

Wendet man GI. (D.1) auf das vorliegende Problem an, so lautet der Ndherungswert fiir den Erwartungs-

wert! des Schitzfehlers,

2 2 - ~
E{q, — g2}~ qy- o _ 060 7670, ) _ qs o, _ CovliOiin 1623) (D.3)
r 62 192 9,0, 62 0,6, ’

woraus sich ablesen lasst, dass der Erwartungswert von §, im Allgemeinen nicht dem wahren g, ent-
spricht, auch wenn die Schiatzwerte 6, und 60, biasfrei sind. So sorgt die Varianz der Zufallsvariablen im

Nenner, agl, fiir einen Bias. Hat der Korrelationskoeffizient g g, bzw. die Kovarianz Cov({0,},,1{6,},)

das gleiche Vorzeichen wie 6; - 6,, so verringert dies den Bias.? Haben die genannten Terme unterschied-

1 Es wird hierzu davon ausgegangen, dass 6, > o, , st bzw. das der Erwartungswert liber eine geeignete Bedingung

ermittelt wird, damit dieser sinnvoll definiert ist. Siehe dazu auch [MaRsacGLia, 2006].
o

0,70,
6261

G’él
o

Sofern pg, ¢, nicht so grofd wird, dass ein betragsmif3ig grof3er negativer Bias entsteht. Dies wére aber auch nur

0'92

fl,ll’9—2>

moglich.
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liche Vorzeichen, so wird der Bias grofRer. Aber auch bei perfekter Korrelation gg g, = 1 bzw. —1, je nach
sign(6,6,), und damit auch oy, = 0, wird g, nur dann erwartungstreu, wenn ¢, = 6, wére.

In Gl. (C.14) ist die Kovarianz der Schatzwerte 91 und éz mit

k

COV({él}r: {éz}r) = —0'5 : W 'Z(uLk’ - al)(uz,k’ —ily)

angegeben. Die Determinante von ¥'W ist dabei immer positiv, da diese Matrix symmetrisch und positiv
definit ist. Der Faktor (u; v — @;)(ug — Uy) stellt die mit k — 1 multiplizierte empirische Kovari-
anz der Eingangsgrofen u; und u, dar. Im geregelten (bzw. gesteuerten) Betrieb ist dessen Vorzeichen
positiv, wenn 6; und 6, ein unterschiedliches Vorzeichen besitzen, und negativ, wenn die Parameter glei-

[ . o . :
%Auz gilt. Damit ist das Vorzeichen des
1r

Quotienten Cov({8,},,{6,},)/(6,6,) immer positiv und der Bias wird verringert.

ches Vorzeichen haben, da fiir die u,-Kompensation Au; = —

Fiir die Varianz ergibt sich nach GI. (D.2) der Naherungswert

0, 2 og, 2 T4, 2 05,00,
Var{g,}, ~ [ =2 | - [ [ =2 “0) 2ppe—22 ). D.
it () ((92) +(5) 2o, .

Je kleiner 0, ist, desto groer wird auch die Varianz. Analog zum Erwartungswert zeigt sich auch wieder,
dass die Korrelation der Eingangsgrof3en durch die Regelung bzw. Steuerung die Varianz verringert.

In Abbildung D.1 sind die nach den in [MarsacLia, 1965] und [MARsAGLiA, 2006] bzw. [HINKLEY, 1969]
beschriebenen Methoden die Verteilungsdichtefunktionen der Zufallsvariable

fiir verschiedene Werte des Korrelationskoeffizienten pg, 5, dargestellt. Dabei ist {0}, ~ N(0,5, 0,25%)
und {6,}, ~ N(—1, 0,5%). Dies entspricht dem bisher meist gewahlten Verhaltnis 06, mmax/ 6; von 0,5.
Somit stellen die Kurven die Verteilungsdichten fiir den Fall dar, wenn die Schitzwerte 0, und 0, gerade
noch zur Mittelung verwendet werden diirfen.

Zusétzlich ist auch die Verteilungsdichte der Normalverteilung N(—2, 1) gezeigt. Dieses stellt die idea-

lisierte Verteilung des Schitzwertes g, dar, wenn dieser gerade noch zur Mittelung verwendet werden
darf.

Aus Abbildung D.1 kann abgelesen werden, dass eine hohe (hier negative) Korrelation die Streuung
drastisch reduziert. Fir gg 5, = —0,95 ist das Maximum um —2 auch deutlich ausgepréagter als das der
Normalverteilung. Es ist aber auch zu beachten, dass die Normalverteilung schneller abféllt, wenn man
sich vom Mittelwert weiter entfernt. Fiir g 5, = —0,95 ist dies in dieser Darstellung nicht zu erkennen,
jedoch fir g4, = 0 und —0,5. Dies bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit sehr groer Abweichungen

von {g,}, = {6,/0,}, deutlich gréRer ist als bei einer Normalverteilung.®
Zusammenfassend konnen die folgenden beiden Punkte aus der Diskussion entnommen werden:

* Bei gegebenen Verhéltnissen o4, /60; und 04,/0, ist das Maximum der Verteilungsdichte deutlich
besser ausgepragt und liegt ndher am wahren Wert, wenn die Korrelation hoch ist.

* Je kleiner 6, bzw. je groBer o, umso hoher ist die Wahrscheinlichkeit fiir extreme Werte von §,.

3 Dies ist auch der Grund weshalb (ohne Bedingungen) fiir {6,/60,}, weder der Erwartungswert noch die Varianz definiert

1st.
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Abbildung D.1: Verteilungsdichtefunktionen fiir g, = 6,/6,

D.3 Vergleich der Schatzer fiir g,

Es wird wieder der Testfall aus Abschnitt 6.5.3 verwendet, wobei hier aber zunéchst in jedem Auftrag
ein Sprung von u, auftritt. Bei den Simulationen ist zur Regelung immer der Schétzer ,2P“ verwendet
worden. Damit beruhen die Schiatzwerte aller Schétzer hier auf den gleichen Eingangsdaten.

In Abbildung D.2 sind die Verteilungen der Ausgangsgrofe j, der Standardabweichungen o ; und
0, x Sowie die des Korrelationskoeffizients pg, 4, x aus der Drei-Parameter-Schétzung dargestellt. Daher
sind fiir die Standardabweichungen immer erst ab den Anderungen von u,, die durch die senkrechten
gestrichelten Linien markiert sind, Werte angegeben.

Die Verlaufe variieren zwar etwas in Abhingigkeit des zur Regelung verwendeten Schétzers, jedoch sind
die gezeigten Verlaufe fiir alle im Weiteren besprochenen Fille reprasentativ.

Im ersten und vierten Auftrag ist die Anregung aufgrund der hohen Anfangsabweichung (beim ersten
Auftrag wegen schlechter Startwerte, beim vierten Auftrag wegen eines Sprungs des Parameters 6,)
und der Anderung von u, relativ gut, was sich in den niedrigen Werten von 0p, und oy, zeigt. Dafiir
ist die Korrelation zwischen den beiden Schitzwerten nur maf3ig ausgeprégt. Diese erreicht bei beiden
Auftréagen jeweils einen Wert knapp unter —0,5.

In den anderen Auftrigen ist die Anregung nicht besonders gut. Dafiir ist die Korrelation zwischen 6,
und 6, sehr gut ausgepragt und erreicht Werte nahe —1.

Anderung von u, in jedem Auftrag

In Abbildung D.3 sind die Ergebnisse der verschiedenen Schitzer dargestellt. Dabei ist noch zu bemer-
ken, dass bei den ,+“-GroRen, solange noch kein Wert geschitzt werden kann oder die Varianz fiir die
Mittelung zu grof3 ist, der Wert —0,667 angegeben wird. Dies entspricht dem Quotienten der falschen
Anfangswerte éz,r und él,r und erleichtert das Erkennen, in welchem Anteil der Simulationen ein zur
Mittelung giiltiger Schatzwert erreicht wurde.

Es zeigt sich, dass alle Schétzer ndherungsweise biasfrei sind. Die Varianz bzw. Streuung der Schétzung
,2P“ ist die geringste und die von ,,D“ und ,,3P“ sind &hnlich, wobei ,,2P“ Ausreiler zeigt.
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Abbildung D.2: Verteilungen der AusgangsgréB3e und der Varianzen der Schatzwerte bei Spriingen von
U, in jedem Auftrag (Die waagrechten Linien bei 03, und o, markieren die Werte fir
1000 Simulationen)

Gei,m,maxl

Verdoppelt man die Grenzen der Standardabweichungen zur Mittelung (Vervierfachung der Varianz-
grenzen) fiir den Schitzer ,,D“ so ergeben sich die in Abbildung D.4 dargestellten Schatzwerte. (Die
Einzelschatzwerte g, , sind die selben wie in Abbildung D.3.)

Es zeigt sich eine deutlich geringere Streuung um den wahren Wert, die jetzt vergleichbar mit der des
Schétzers ,,2P“ ist, jedoch nehmen auch die Ausreiler zu.

Anderung von u, in einem Teil der Auftrige

In Abbildung D.5 sind die (gemittelten) Schatzwerte der drei Schétzer fiir den Fall dargestellt, dass nicht
mehr in allen Auftrigen eine Anderung von u, auftritt. Fiir den Schitzer ,,2P“ ist dies identisch zu dem

D.3 Vergleich der Schatzer fir g, 21
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Abbildung D.4: Verteilungen der Schatzwerte g, des Schatzers ,D"” bei hoheren Grenzen fir Mittelung:
06, mmax = 01/ T4, mmax = 62 (1000 Simulationen)

in Abbildung 6.15 gezeigten Verlauf, fiir den Schétzer ,,3P“ wurde dieser Fall schon in Abbildung 6.16
gezeigt.*

Mit dem Schatzer ,,D“ dauert es dhnlich lange wie bei ,,3P“ bis die Varianz der Schitzung gut genug fiir
eine Mittelung ist. Die Streuung ist deutlich geringer als bei ,,3P“, aber — besonders zum letzten Auftrag
hin — noch héher als bei ,,2P“. Zudem treten auch vereinzelt AusreifSer auf.

Die Schitzung von ,,3P“ ist biasbehaftet. Dies kann hier unter anderem darauf zuriickgefiihrt werden,
dass durch die getrennte Mittelung von 6; und 6,, wobei nicht in allen Auftrigen beide Parameter
geschitzt werden konnten, die Korrelation zwischen diesen beiden Schéitzwerten verloren geht, welche
sich glinstig auf die Verteilungseigenschaften von §, auswirkt.

Schatzung bei dauerhaft falschem Wert fiir él,r

Zuletzt ist in Abbildung D.6 noch die Schétzung iiber ,,2P“ und ,,3P“ fiir den Fall betrachtet, dass él,r tiber
die ganze Simulation einen falschen Wert besitzt. (Dies wurde hier erreicht, indem die Wahl g, ) max =0

getroffen wurde und der falsche Anfangswert él,r = 1,5 6, damit nie korrigiert worden ist.)

Es zeigt sich, dass der Schétzer ,,2P“ dabei einen leichten Bias entwickelt. Dieser entsteht in den Auftra-
gen eins und vier, in denen zu Beginn eine grof3ere Anfangsabweichung vorliegt und wird im folgenden
Abschnitt noch genauer betrachtet. Der Schétzer ,,D“ verwendet den falschen Wert él’r nicht und wiirde
daher dasselbe Verhalten wie in Abbildung D.3 zeigen. Der Schéitzer ,,3P“ zeigt einen groReren Bias.
Dabei gilt ungeféhr, dass E{q, 3p 1 },/q2 = 91/91,r = 2/3 ist.

D.3.1 Bias von G, bei der Zwei-Parameter-Schatzung

Beim Schatzer ,,2P“ wird q, durch

Die Plots sind jedoch nicht identisch. Dies liegt daran, dass zum einen hier die aktuell gemittelten ,,4+“-Werte und nicht
die zur Regelung verwendeten ,,r“-Werte dargestellt sind. Zum anderen ist hier in allen Fillen der Schétzer ,,2P“ fiir die
Regelung verwendet, so dass sich beim Schétzer ,,3P“ auch dadurch Unterschiede ergeben. Da der Schéatzer ,,2P“ schneller
bessere Schatzwerte als ,,3P“ liefert, ist die Anregung hier geringer als in Abbildung 6.16.
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rungen von u, nur in den Auftragen 2, 3, 5, 6 und 7 (1 000 Simulationen)

Abbildung D.5: Verteilungen der Schatzwerte §, der verschiedenen Schatzer aus Tabelle D.1 bei Ande-
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Abbildung D.6: Verteilungen der Schatzwerte g, der Schatzers ,2P" und ,3P" bei él,r =1,5-6; (1000
Simulationen)

bestimmt, wobei 8, durch eine Schitzung mit festgehaltenem él’r bestimmt wurde. Fiir die Differenz des
so bestimmten Schéitzwertes g, und dem wahren g, gilt

o —qa= [0 1] : (\PE\PZ)_l \Ilg . (Y— Ggrul +n y_991u1)
1,r 1

- y n y
=[o 1) (otw) (g )

Es wird davon ausgegangen, dass él,r hauptsdchlich durch andere Auftrdge bestimmt ist, so dass {n},
und {él’r}r in guter Ndherung unkorreliert sind, womit E{n/ él’r}r = E{n}, - E{1/ él’r}r = 0 gilt. Damit
erhdlt man

- 1 1
E{gy — g}, = [0 1] (\I’E\Ilz) 1\Ilgy- (E{é_} - 9_1) )

~ 1,1‘ T

Der Ausdruck K entspricht der Schiatzung des Parameters 6, der Ansatzfunktion y = 6,4+ 6,u,, also ohne
den Einfluss von u; zu beriicksichtigen,

_ Z(.Vk’ = ¥) - (ugpr — iip) _ Syuy

Z(uz,k/ - ﬂZ)Z 5112112 .
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D.h. der Bias ist umso geringer

* je geringer die Abweichung von E {#} - eil und
T )r

* je geringer die Variation des (wahren) Prozessausgangs y; ist.

Damit erklart sich die Beobachtung in Abbildung D.6, dass der Bias bei gleichem, falschem él’r dann
groer ist, wenn die Anfangsabweichung und damit die Variation von y; grof3er ist.

D.3.2 Fazit

Auch hier hat sich gezeigt, dass der Schitzer ,,3P“ gegeniiber dem Schétzer ,,2P“ deutlich schlechter ist.
Dies liegt daran, dass

* die Korrelation der Schitzwerte nicht ausgenutzt wird,

* sich der Bias von 6, aufgrund der Identifikation im geschlossenen Regelkreis direkt auf G, auswirkt
und

» grolde Fehler auftreten konnen, solange nur einer der beiden Parameter geschitzt werden kann
und fiir den anderen noch ein falscher Anfangswert 6, , bzw. 0, ., verwendet wird.

Beziiglich des Schitzers ,,2P“ hat der Schitzer ,D“ den kleinen Vorteil, dass dieser (ndherungsweise)
biasfrei ist, wahrend der Schéitzer ,,2P“ bei einem grol3eren falschen Wert von él’r einen Bias zeigt. Dies
ist aber keine wesentliche Einschrdnkung des Schatzers ,,2P“. Stéarker sind die Nachteile des Schéatzers
,D zu bewerten:

* Es konnen nur Auftrdge genutzt werden, in denen sich beide Eingénge dndern.
* Aufgrund der zugrundeliegenden Verteilung treten systematisch haufiger gro3e Ausreifder auf.
Insbesonders der letzte Punkt stellt eine wesentliche Einschrankung des Verfahrens ,,D“ dar.

Daher ist der Schitzer ,2P“ als die fiir das vorliegende Problem beste Losung identifiziert. Dieser zeigt
die geringste Streuung aller Schétzer, ohne das groflere Ausreiler auftreten.

Zwar kann bei falschem él,r ein Bias auftreten, jedoch fallt dieser geringer aus als der Fehler in él’r,
womit sich auch eine, schon in den Simulationen in Abschnitt 6.5.3 bemerkte, ,,Robustheit” gegeniiber
einem Bias des Schétzers fiir 6, erkléart.

Die geringe Streuung wird bei dem Schéitzer ,2P“ dadurch erreicht, dass durch die vorgestellte Mog-
lichkeit der Korrektur bzw. Anpassung von 6, an den aktuellen Wert von 6, , auch die Auftrdge einen
effektiven Beitrag zur Schitzung von g, leisten, bei denen keine Anderung von u, auftritt.
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