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RESUMEN

En este trabajo comparamos las caracteristicas de las secuencias de resultados
aleatorios y distribuciones aleatorias de puntos generadas por tres grupos de alumnos
de Educacién Primaria y Secundaria con las propiedades matematicas de las mismas.
La finalidad es describir el significado personal que dichos estudiantes asignan a la
aleatoriedad.

SUMMARY

In this paper we compare the features in random sequences and random distribution
of points produced by three groups of students in Primary and Secondary Education
with the mathematical properties of the same. The aim is to describe the meaning of
randomness for these students.

INTRODUCCION

La probabilidad es, en la actualidad, uno de los campos mds fecundos de las
Matematicas. No solo estd adquiriendo una gran importancia por su aplicabilidad en
otras disciplinas, sino también por la relevancia que se pretende tenga en la educa-
cién matemdtica de nuestros alumnos, seglin se recoge en los disefios curriculares de
Educacién Primaria y Secundaria vigentes desde la publicacion de la LOGSE (1990).
Aunque la ensefianza de la probabilidad ha estado presente en los curriculos esco-
lares en los ultimos 20 afios, encontramos una tendencia reciente a renovar su en-
sefianza, haciéndola més experimental, de forma que se pueda proporcionar a los
alumnos una experiencia estocdstica desde su infancia (N.C.T.M. 2000).

El supuesto en los anteriores curriculos era que para asimilar el concepto de
probabilidad era necesario adquirir la nocién de proporcionalidad y poseer razona-
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miento combinatorio, lo que no se conseguia hasta el periodo de las operaciones
formales (Piaget e Inhelder, 1951). Los nuevos cambios, donde han influido diversos
autores, entre ellos Fischbein (1975), Godino, Batanero y Cadizares (1987),
Shaughnessy (1992) y Gal (en prensa), sostienen que la enseflanza de la probabilidad
se puede iniciar en edades mucho mds tempranas, mediante una aproximacién mas
intuitiva, basada en el enfoque frecuencial.

En el presente trabajo analizamos las propiedades de las secuencias de resulta-
dos aleatorios y de las distribuciones aleatorias de puntos en el plano producidas por
alumnos, que constituyen parte del significado personal asignado por ellos a dichas
secuencias o distribuciones. Para ello, estudiamos las respuestas a dos items que les
proponemos, para comprobar si las caracteristicas de las secuencias de resultados
aleatorios generadas por ellos coinciden con las propiedades matematicas. Finalmen-
te, estudiamos la variabilidad de esas caracteristicas en los tres grupos de alumnos
considerados, uno de 6° Curso de Educacién Primaria y dos de Educacién Secunda-
ria (2° y 4° de ESO). Consideramos de interés para la diddctica de la matemdtica este
tipo de estudios ya que como indican Harten y Steimbring (1983), la evaluacién de
los juicios subjetivos de aleatoriedad es un problema importante dentro de la inves-
tigacién didéctica y psicoldgica.

1. FUNDAMENTOS

Durante los dltimos afos ha experimentado un auge la ensefianza de la proba-
bilidad basada en el enfoque frecuencial (Henry, 1997; Batanero, Henry y Parzysz,
en prensa). Esto se puede observar analizando los libros de texto (Ortiz, 2001), que
proponen actividades para iniciar a los alumnos mds jovenes en la experimentacion
con fenémenos aleatorios sencillos, como por ejemplo, juegos con monedas, dados
o ruletas. La recogida de datos sobre los resultados de estos experimentos y el
andlisis de los resultados podrian ayudar al alumno a construir algunas intuiciones
correctas sobre los modelos estocésticos, que pudieran servir de base para una futura
ensefianza del tema. Dentro de este enfoque, uno de los puntos principales son las
propiedades que los alumnos asignan a las secuencias aleatorias.

Investigaciones previas

La percepcién de la aleatoriedad por parte de nifios y adolescentes ha sido
estudiada por diversos autores, tanto en distribuciones aleatorias lineales como pla-
nas.

Piaget e Inhelder (1951) proponen a los nifios un juego consistente en lanzar
una moneda y comparan sus reacciones respecto a dos tipos de resultados (monedas
correctas y otras con las dos caras idénticas). En un primer estadio, los nifios no ven
imposible obtener sélo cruces (o sélo caras); en un segundo estadio, estdn conven-
cidos de que no pueden obtenerse todos los resultados idénticos, pero la probabilidad
para ellos no es funcién del nimero de ensayos; en el tercer estadio, son conscientes
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de la disminucién progresiva de esta probabilidad que tenderia hacia la imposibili-
dad. Green (1991) realiza un estudio longitudinal con escolares de 7 a 11 afios y les
propone la tarea del item 1 que utilizaremos en nuestro estudio. Identifica tres
aspectos bdsicos en las sucesiones generadas por los nifios: la frecuencia relativa de
cada uno de los sucesos, la independencia de los elementos de la secuencia y la
consistencia entre las dos mitades de la secuencia generada. Sobre la frecuencia
relativa, probé que los alumnos son muy exactos al reflejar la equiprobabilidad
produciendo el mismo niimero de caras que de cruces. También producen sucesiones
cuya primera y ultima mitad son altamente consistentes. Para estudiar la independen-
cia, aquellos alumnos de la muestra cuyas secuencias eran anormales fueron clasi-
ficados en dos tipos: alternantes y replicantes. Si la racha de mayor longitud es 1,
el alumno es clasificado como alternante y si la longitud de la racha mds larga es
25 o mas signos iguales consecutivos, tenemos un replicante. Green observo que la
longitud media de la racha mds larga en su muestra era inferior al valor tedrico, en
nifios de todas las edades y de todas las capacidades. No encontré mejora durante
los cuatro afios de seguimiento longitudinal. También comparé el nimero de rachas
de las distribuciones tedricas y de las generadas por los alumnos, encontrando que,
en general, los alumnos producen demasiadas rachas de longitud corta.

Respecto a la generacién de procesos aleatorios en el plano. Piaget e Inhelder
(1951) investigaron la comprensién de los nifios sobre lo que ellos llamaron «dis-
tribuciones uniformes», simulando gotas de lluvia sobre un embaldosado. En el
estadio 1 (6 a 9 afios), el deseo de regularidad dominé las predicciones de los nifios.
En el estadio 2 (9 a 12 afios), se aceptaba la irregularidad de la distribuciéon aunque
el cuadrado «seco» se veia todavia como el mds probable para recibir la siguiente
gota. Por ultimo, en el estadio 3 (12 afios o mds) aparece el razonamiento propor-
cional y Piaget e Inhelder creen que los nifios comprenden la ley de los grandes
nimeros, que establece que, con un numero creciente de gotas, la regularidad se
incrementa en términos proporcionales. Green (1989) realiz6 una investigacién so-
bre este tipo de tarea, clasificando las distribuciones obtenidas en los siguientes
tipos: a) Una gota en cada cuadrado de la reticula b) Distribuyendo las gotas por los
bordes de la reticula, dejando vacio el interior ¢) Distribucién aleatoria. Utilizé este
tipo de respuestas como opciones en una pregunta similar con formato de opciones
multiples, con 320 nifios de 11 a 16 afos. Quedd sorprendido al ver un mejor
comportamiento en los mds jovenes, de los que casi la mitad seleccioné el patrén
aleatorio. En general, encontré que los nifios mds inteligentes seleccionaban con
mayor frecuencia que sus compaifieros el patrén regular. Estos dos hechos le plan-
tearon serias dudas sobre la relevancia de los estadios de desarrollo cognitivo suge-
ridos por Piaget.

Estas investigaciones fueron continuadas por Serrano (1996), Batanero y Serra-
no (1999) y El Bouhtoury (2003) con alumnos espafioles de secundaria de 14 y 17
afos obteniendo resultados similares a los anteriores. La finalidad de nuestro trabajo
es continuar el estudio con alumnos de un mayor rango de edades, para ver si se
mantienen las conclusiones de los autores citados.
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En el modelo tedérico que nos sirve como base (Godino y Batanero, 1997;
Godino, 2002) se parte de la nocién de situacion-problema y se concibe el signifi-
cado de un objeto matemadtico en términos pragmaticos como el sistema de practicas
que se pone en juego en la resolucién de cierto campo o tipo de problemas mate-
maticos. Diferenciamos entre significado institucional o personal del objeto dado,
segun las préacticas sean compartidas dentro de una cierta institucién (por ejemplos,
sean fijadas en un centro de enseflanza) o sean particulares para un sujeto de dicha
institucién (en el ejemplo, un alumno).

Partiremos de algunas situaciones-problema caracteristicas del objeto «aleato-
riedad» y analizaremos las pricticas realizadas por los alumnos para resolverlas.
Mis especificamente analizaremos las propiedades de las secuencias y distribuciones
de puntos generadas por los alumnos y la variabilidad de esas caracteristicas en los
tres grupos de alumnos considerados. Todo ello con la finalidad de inferir la simi-
litud o diferencia del significado personal que los alumnos tienen de la aleatoriedad,
que puede deducirse de estas caracteristicas, con el significado institucional matem4-
tico del concepto.

2. METODOLOGIA
2.1. La muestra

Participaron un total de 130 alumnos de centros educativos publicos de Melilla,
distribuidos de la siguiente forma: 50 alumnos de 6° Curso de Educaciéon Primaria
con edades comprendidas entre doce y trece afios; 50 alumnos de 2° curso de Edu-
cacién Secundaria Obligatoria de 14 y 15 afios de edad y 30 alumnos de 4° curso
de Educacion Secundaria Obligatoria de 16 y 17 afios. Hemos escogido los cursos
donde los alumnos finalizan los ciclos educativos establecidos por la LOGSE (1990).

Los alumnos de 6° curso de Educaciéon Primaria solo han dado un tema de
iniciacién a la probabilidad. Los alumnos del 2° curso de Educacién Secundaria han
recibido instruccién de un solo tema de probabilidad, continuacién y ampliacién de
lo estudiado en Primaria. Los alumnos de 4° de Educacién Secundaria han estudiado
varios temas de probabilidad tratando los diversos enfoques del concepto.

2.2. Cuestionario

La aleatoriedad, como sefialan Bar-Hillel y Wagenaar (1993), no es una propie-
dad observable del dispositivo que la genera y no hay prueba l6gica o fisica, sino
solo de tipo estadistico. Por ello, nuestro interés sobre el item es analizar las pric-
ticas que realizan los alumnos cuando escriben una secuencia de resultados similar
a la que esperaria obtener mediante un procedimiento aleatorio. La tarea propuesta
a los alumnos consta de dos items, que forman parte de un cuestionario mds amplio
«Random One», que ha sido utilizado en otras investigaciones por Green (1989,
1991) y Serrano (1996). Este cuestionario lo pasé el investigador a los alumnos en
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su centro educativo en horario escolar, en el dia y hora acordados con el profesor
correspondiente.

En el item que reproducimos a continuacion, se pide a los alumnos que generen
una secuencia simulando los resultados obtenidos al lanzar una moneda no sesgada
50 veces. Su espacio muestral consta de dos sucesos elementales equiprobables y la
longitud de la secuencia es 50:

item 1: Supdén que estds lanzando una moneda 50 veces, sin hacer trampas. Pon C
o X en cada cuadro (C quiere decir que obtienes una cara y X que obtienes una
cruz).

En este item se trata de generar una sucesion de ensayos de Bernouilli, es decir
la repeticién sucesiva del mismo experimento donde solo hay dos resultados posi-
bles. Desde el punto de vista matemético, asociados a él, pueden estudiarse diferen-
tes modelos probabilisticos, entre los que podemos citar los siguientes:

a) el teorema de Bernouilli, que muestra que al aumentar el nimero de expe-
rimentos la frecuencia relativa hn _ En/n, de ocurrencia de un suceso A en n
experimentos, tiende a la probabilidad de A. En realidad la frecuencia rela-
tiva es una variable aleatoria cuya media permanece constante y la varianza
disminuye en funcién inversa del tamafio de la muestra;

b) la distribucién geométrica que nos permite estudiar el nimero de pruebas
necesarias para que ocurra por primera vez un suceso determinado.

Item 2: Pablo, usando fichas numeradas 1, 2, 3, 4, ... 16, juega de la siguiente
forma: pone todas las fichas en una caja vacia y mueve con fuerza la caja. Raquel
cierra los ojos y coge una ficha. Es la ficha ndmero 7. Pablo pone una cruz en la
casilla nimero 7. La ficha 7 se pone otra vez en la caja, se vuelve a mover la caja
y otro nifio toma una ficha y repite lo que hizo Raquel.

13 14 15 16
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1) Imaginate que estds jugando a este juego y sacas treinta veces una ficha
como arriba se dice. Pon 30 cruces en los lugares que creas segtn las fichas
que saques.

2) Enséfianos ahora como quedarian las siguientes casillas si juegas este juego
16 veces. Pon 16 cruces.

En el item 2, la tarea consiste en proponer a los alumnos la distribucion aleatoria
de n puntos en una cuadricula bidimensional formada por kxk celdas. Siempre que
la probabilidad de situar uno de los puntos sea menor que 0.1 (por ejemplo una
cuadricula de 4x4 celdas) podemos considerar que estamos ante un proceso estocastico
de Poisson en el plano de pardmetro A=np, siendo p=1/(kxk). En este tipo de proceso
estocdstico, el interés se centra no en el orden en que se van colocando los puntos
en las diferentes celdas sino en el nimero de puntos en cada una de las celdas. Las
variables analizadas sobre las distribuciones producidas por los alumnos han sido: el
nimero de celdas con 0, 1, 2 y 3 o mds puntos, asi como el nimero maximo de
cuadros vacios adyacentes. Estos resultados se comparardan con los obtenidos en la
distribucién tedrica que se muestran en la tabla 1.
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PUNTOS POR | A=1.875 A=1
CUADRO
p N. esperado p N. esperado

0 0.1535 2.5 0.3679 6.5

1 0.2875 4.5 0.3679 6.5

2 0.2694 4.3 0.1839 3

3 0.1684 2.7 0.0613 1

4 0.0789 1.3

5 0.0296 0.5

Tabla 1. Distribucién tedrica del nimero de puntos por cuadro en los
dos apartados del item 2.

3. ANALISIS Y DISCUSION DE RESULTADOS
3.1. Generacion de secuencias de resultados aleatorios

En este apartado hemos analizado las propiedades de las sucesiones generadas
por los alumnos de esta muestra, en respuesta a la tarea propuesta en el item 1. Si
una de estas propiedades aparece en las sucesiones generadas por los alumnos,
pensamos que dicha propiedad ha sido identificada por el alumno a lo largo de su
experiencia con los juegos de azar y la observacién de secuencias de resultados
aleatorios. La reproduccién consciente de dichas propiedades son, desde nuestro
punto de vista, practicas significativas para el alumno, en la resolucién del problema
consistente en la generacién de una sucesion aleatoria.

En la Figura 1, estudiamos el nimero de caras producidas y observamos que,
en general, los alumnos han reflejado la frecuencia relativa tedrica de caras y cruces.
El valor medio del ndmero de caras en las secuencias producidas por los alumnos
(25-26) se aproxima bastante al valor esperado (25), sobre todo en el grupo de
alumnos de 16 afios. Sin embargo, los alumnos no reflejan suficientemente la varia-
bilidad aleatoria (varianza tedrica 12,5) en la distribucién binomial B(50, 0.5), ya
que la dispersién de la distribucién de las secuencias producidas (varianza minima
11.539 en el grupo de 16 afios) por los alumnos es menor que la tedrica.
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Figura 1. Porcentaje de alumnos en cada grupo segiin niimero
de caras producidas.
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Figura 2. Porcentaje de alumnos en cada grupo segiin niimero de caras
producidas en cada parte de la secuencia

El segundo aspecto tratado es la consistencia entre las dos mitades de las se-
cuencias producidas por los alumnos. Al analizar la distribucion del nimero de caras
en cada una de las mitades de las secuencias (Figura 2), observamos que estas
distribuciones son en apariencia altamente consistentes ya que los valores medios y
desviaciones tipicas son muy similares en las dos partes de la secuencia producida
en los grupos de 14 y 16 afios y algo menos en el grupo de 12 afios que tiene una
media de caras mds alta en la primera parte de la secuencia.

Otra caracteristica de las secuencias es la longitud de la racha mds larga. Como
vemos en la Figura 3, los alumnos producen rachas cortas. Aunque la mayoria de los
alumnos producen rachas de 4 o 5 elementos, un porcentaje importante de alumnos
no pasa de rachas de 2-3 sucesos, mientras que en la distribucidn tedrica, la longitud
de la racha mds larga es de 5 o 6 elementos. Aparecen también los tipos que Green
denomina alternantes (9 casos) que alternan entre cara y cruz en toda la secuencia,
tres alumnos de 12 afos, cinco de 14 afios y uno de 16 afios. Asi mismo, encontra-
mos los replicantes que producen una sola racha de 50 resultados seguidos iguales
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o una racha muy larga de 25. Todo esto parece apuntar a dificultades en la percep-
cién de la independencia de los experimentos repetidos.
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Figura 3. Porcentaje de alumnos en cada grupo segiin
longitud de la racha mds larga

Como puede observarse en la figura 4 el nimero de rachas producidas en las
secuencias de los alumnos, en general es alto, ya que el valor esperado tedrico es
25.5 y su desviacion tipica es 3.4, mientras que en las secuencias producidas por los
alumnos es algo superior a 30 en los grupos de 12 y 14 afios y de 27.70 en el grupo
de 16 anos. El valor medio de los tres grupos de edades indica también que incluso
aunque los alumnos hayan incluido alguna racha larga, la mayoria de las rachas son
de 1 a 3 elementos. Incluso se da el caso de los alumnos que hemos llamado
alternantes que producen 50 rachas. En el caso contrario aparecen dos alumnos de
16 afios que producen dos rachas, que al igual que en la investigacion de Green han
sido muy escasos.
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Figura 4. Frecuencias (y porcentajes) del niimero de rachas
en las secuencias de los alumnos.
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4.2. Generacion de distribuciones aleatorias de puntos en el plano

En este apartado nos hemos centrado en las propiedades que los alumnos atri-
buyen a las distribuciones aleatorias de puntos en el plano, generadas por los alum-
nos de esta muestra, en respuesta a la tarea propuesta en el ftem 2, asi como su
variabilidad en los tres grupos de alumnos. Las variables analizadas sobre las dis-
tribuciones producidas por los alumnos han sido: el nimero de celdas con 0, 1, 2 y
3 0 mds puntos, asi como el nimero midximo de cuadros vacios adyacentes.

Aunque el nimero esperado de cuadros vacios en el primer apartado del item
es 2 o 3, los alumnos tienden a no dejar cuadros vacios, o dejar muy pocos, como
se observa en la Figura 5. Mds del 50% de los alumnos de 14 y 16 afios y del 40
% de los de 12 afios no ha dejado ningin cuadro vacio. Hay algunos casos en que
se dejan hasta 12 o 15 cuadros vacios lo que se aleja también del valor tedrico. Los
valores medios en el primer apartado son préximos a los tedricos en los grupos de
alumnos de 12 a 14 afios y se apartan bastante en el caso de los alumnos de 16 afos.

En el segundo apartado del item, donde los valores esperados son 6 o 7, sigue
siendo alto el nimero de alumnos que no dejan cuadros vacios, sobre todo los
grupos de 12 y 14 afios. También son minoria los alumnos que se acercan al nimero
esperado de cuadros vacios, especialmente los alumnos de 16 afios. Todo ello parece
confirmar la teoria de Piaget en cuanto al deseo de regularidad que los alumnos
buscan en la aleatoriedad.
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60 35
50 - 30
40 1 ;g -
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o Mllalons xm 1. . o Ml WIWNNININA Be wn =
012345867 910111215 012345867 91011121516

Figura 5. Porcentaje de alumnos en cada grupo segiin niimero
de cuadros vacios en cada apartado

En la Figura 6 presentamos la distribucién del nimero de celdas con un punto
en las respuestas de los alumnos. En el apartado 1, observamos que los valores
medios obtenidos por los alumnos son algo mds préximos a los esperados (4 o 5),
sobre todo en el grupo de 16 afios. En el segundo apartado hay una sobreestimacion
de los valores esperados ( 6 o 7), sobre todo en el grupo de 12 afios. Se muestra una
gran variabilidad de alumnos, que en algunos casos no presentan ninguna celda con
un solo punto o todas las celdas tienen un punto.
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Figura 6. Porcentaje de alumnos en cada grupo segiin niimero
de cuadros con un punto en cada apartado

La distribucion del nimero de celdas con dos puntos en las respuestas de los
alumnos aparece en la figura 7. En el primer apartado, observamos que los valores
medios obtenidos por los alumnos estdn algo mas alejados de los esperados (4 o 5).
Tan solo el 14% de los alumnos de 12 y 16 afios y el 6% de los alumnos de 14 afios
estdn dentro de los valores esperados. En el grupo de 16 afios hay un 27% que
rellena 10 cuadros con dos puntos. En el segundo apartado, donde el valor medio
esperado es de 3, hay un porcentaje alto de alumnos de 12 y 14 afios que no rellena
ningun cuadro con dos puntos, aunque los valores medios son algo mds préximos a
los esperados. Se muestra una gran variabilidad de alumnos, que en algunos casos
no presentan ninguna celda con dos puntos o un alto nimero de celdas tienen dos
puntos.
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Figura 7. Porcentaje de alumnos en cada grupo segiin niimero
de cuadros con dos puntos en cada apartado

En la figura 8 presentamos la distribuciéon del nimero de celdas con tres o mds
puntos en las respuestas de los alumnos. En el apartado 1, donde los valores medios
esperados son 2 o 3, los alumnos han sido algo més exactos al reflejar el niimero de
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celdas con tres o mds puntos, ya que hay un alto porcentaje que se aproxima a los
valores medios, sobre todo en el grupo de 16 afios. En el segundo apartado, donde
el nimero esperado es 1, los resultados obtenidos por los alumnos estdn algo mads
alejados. Hay un alto ndmero de alumnos en los tres grupos que no tienen ninguna
celda con tres o mds puntos, destacando el 80% de los alumnos de 16 afios. Como
en los casos anteriores se muestra una gran variabilidad de alumnos en los dos
apartados, sobre todo en los grupos de alumnos de 12 y 14 afios.
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Figura 8. Porcentaje de alumnos en cada grupo segin niimero de cuadros
con tres o mds puntos en cada apartado

Por dltimo, en la figura 9 reflejamos el nimero maximo de cuadros vacios
adyacentes. Algunos alumnos no tienen en cuenta la distribucién espacial de los
cuadros vacios que colocan consecutivamente, mientras que en el modelo aleatorio
estos cuadros vacios debieran distribuirse algo menos uniformemente, y algunos de
ellos se encontrarian adyacentes. También hemos encontrado casos de alumnos que
han dejado vacia hasta la mitad de la cuadricula. Todo ello nos indica que los
alumnos se han concentrado mds en las frecuencias de las celdas individuales que
en la distribucién global de los puntos.

Apartado 1 Apartado 2
80 60
50
60 1 m 12 afios o
40 1 | 14 afios @ 12afos
30 1 H m 14 afios
20 1 O 16 afos 20 516 afos
e Al
0 2 3 4 6 7 8 12 15 0 A‘ 0 - B
0 2 3 4 5 6 10 15 16

Figura 9. Porcentaje de alumnos en cada grupo segiin niimero mdximo de cua-
dros vacios adyacentes en cada apartado
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4. CONCLUSIONES

Del estudio realizado sobre el primer item, donde se les pide a los alumnos
generar una secuencia de resultados aleatorios similar a la que se obtendria con una
moneda no sesgada, concluimos que los alumnos han reproducido aproximadamente
la frecuencia relativa de caras y cruces en las sucesiones generadas, siendo algo mas
proximos en el grupo de 16 afios, aunque subestiman la variabilidad de la secuencia.
Existe en apariencia una alta consistencia entre las dos mitades de las secuencias
producidas por los alumnos, siendo mayor en los grupos de alumnos de 14 y 16 afios
y algo menor en el grupo de 12 afios, que tiene una media de caras mds alta en la
primera parte de la secuencia. El niimero de rachas producidas es excesivo en los
tres grupos de alumnos y la longitud de la racha mds larga suele ser pequefia, aunque
los valores obtenidos por el grupo de alumnos de 16 afios se acercan algo mas a los
esperados. En consecuencia, del primer item deducimos una correcta apreciacién de
los alumnos sobre la convergencia de la frecuencia relativa a la probabilidad tedrica
y una insuficiente percepcion de la variabilidad de esa frecuencia relativa, asi como
de la independencia de los ensayos. Green (1991) atribuye este comportamiento a la
vision del mundo, por parte de los alumnos, sujeto a leyes. En su intento de acomo-
dar los fendmenos aleatorios en este marco, esencialmente determinista, la incerti-
dumbre reflejada en la variabilidad es atenuada y poco enfatizada.

Sobre la tarea propuesta en el segundo item, las distribuciones de puntos pro-
ducidas por los alumnos estiman a la baja el nimero de celdas vacias, que son
sustituidas por celdas con dos puntos en el apartado 1 y por celdas con un punto en
el apartado 2. Puesto que 2 y 1 son los valores enteros mds préximos al pardmetro
de la distribucién de Poisson en los apartados 1 y 2 respectivamente, consideramos
que los alumnos han intentado reproducir este nimero medio de puntos en la mayor
parte de los cuadros, aunque admitiendo ligeras fluctuaciones. Sin embargo, estas
fluctuaciones no llegan a reflejar toda la variabilidad de la distribucién aleatoria de
Poisson en el plano. En el apartado 1 suelen obtener mejores resultados los alumnos
de 16 afios. En el apartado dos, cuando se trata del nimero de cuadros vacios o
cuadros de un punto obtienen mejores resultados el grupo de alumnos de 14 afios y
en los otros dos casos los mejores resultados son para el grupo de alumnos de 16
afos. Por tanto, podemos concluir que con la edad se mejora la comprensién de
algunos aspectos relacionados con la aleatoriedad, pero persisten algunas dificulta-
des como ha quedado comprobado en los alumnos de esta muestra.

Todos estos resultados nos indican que debemos seguir investigando para cono-
cer mejor los significados personales de nuestros alumnos no sélo respecto a la
aleatoriedad, sino también respecto a otros conceptos probabilisticos. Seria también
necesario encontrar, disefiar y experimentar propuestas de enseflanza encaminadas a
resolver las dificultades descritas.
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