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Introduccion y resultados principales

El modelado de procesos en los que resulta relevante la pérdida de alguna magnitud
observable es un campo de gran interés en Fisica e Ingenieria, ya que gran parte de los
problemas que aparecen en dichas dreas puede plantearse de forma realista en el marco
tedrico de un sistema disipativo. A escalas meso y macroscépicas la teoria cinética pro-
porciona una herramienta poderosa para representar, simular numéricamente y analizar
matematicamente una gran variedad de fenémenos de esta indole en campos tan variados
que van desde la Astronomia hasta la Biologia. A escalas pequenas los efectos cudnticos
se tornan esenciales y se hace necesario obtener una descripcién matematica fiel de los
factores que pueden generar disipacion en este contexto. La formulacion adecuada para
englobar fenémenos cuanticos disipativos es una cuestion de interés creciente por su gran
aplicabilidad en multiples ramas de la Fisica y la Tecnologia como dindmica browniana,
dispersién de iones pesados, Optica cudntica, estudio del efecto tinel o microelectréni-
ca, especialmente a través del modelado de transporte cuantico de carga en dispositivos
semiconductores.

El objetivo de esta tesis es el estudio de fenémenos disipativos en el ambito de la
mecanica cuantica mediante modelos basados en ecuaciones en derivadas parciales. Nos
centraremos en la formulacion de onda adaptada a este tipo de mecanismos, estudiando
qué términos no lineales pueden tener cabida en una ecuacién de Schrodinger disipativa y
analizando el buen planteamiento del problema de Cauchy asociado a algunas ecuaciones
de Schrodinger que contienen dichos términos. Prestaremos especial atencién a los efectos
de friccién y difusién, estudiando generalizaciones cuanticas de la ecuacién de Langevin
para el movimiento browniano clasico. Este andlisis estd estrechamente relacionado con el
problema de la existencia de un argumento suficientemente regular para una funciéon de
onda dada, al que prestaremos atencion especifica.

El problema de la representacion de procesos cuanticos disipativos puede enfocarse de
forma natural desde dos perspectivas. La primera de ellas consiste en partir de un sistema
clasico y aplicarle un procedimiento de cuantizaciéon, idea que se basa en la existencia
de una funcién de Hamilton o de Lagrange (independiente del tiempo) que describe la
dinamica de dicho sistema. Sin embargo si consideramos, por ejemplo, la ecuacién de
Langevin

d*x dx
que gobierna el movimiento browniano de una particula clasica de masa efectiva m in-
mersa en un fluido viscoso con coeficiente de friccién 7 y sujeta a la accion del potencial
V vy a la fuerza aleatoria F', tenemos una ecuacion disipativa sencilla que no se puede
derivar a partir de las ecuaciones de Hamilton (o de Lagrange) aplicadas a una funcién
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independiente del tiempo. Como consecuencia existen fendmenos que exhiben disipacién y
no admiten cuantizacién, por lo que parece que este enfoque no resulta lo suficientemente
general. No obstante, podemos encontrar en la literatura algunos modelos fenomenologi-
cos basados en reglas de cuantizacion no estandar que han sido validados posteriormente
mediante técnicas mas aceptadas. Por ejemplo, en 1.977 H. Dekker aplica un método de
cuantizacién basado en variables complejas al oscilador arménico amortiguado [39], dando
lugar a un modelo con términos difusivos que posteriormente ha ido apareciendo en otros
contextos mas generales.

El segundo enfoque natural en la biisqueda de una descripcién adecuada de fenémenos
cuanticos disipativos consiste en razonar de forma inversa: se parte de un sistema cuantico
y se intentan explicar las diversas causas que puedan ser germen de los efectos de disipacién
observados. Este planteamiento se puede materializar de distintas maneras, dependiendo
de la formulacién de la mecénica cuantica que utilicemos (en el apéndice A presentamos
un breve resumen de aquellas que nos seran de utilidad y la relacion que existe entre
ellas). Desde el punto de vista del modelado, sin embargo, el formalismo de operadores
de densidad constituye el marco tedrico mas apropiado para la inclusién de efectos de
disipacién en un proceso mecano—cuantico, ya que permite trabajar de forma sencilla con
los denominados sistemas cuanticos abiertos. En ellos se respeta la idea béasica de que
todo sistema fisico aislado es siempre hamiltoniano y se interpreta cualquier disipacion
observable en el sistema objeto de estudio & como resultado de la interaccion con el
entorno £ que lo rodea. Interpretando S y £ como sistemas cuanticos que se influyen
mutuamente, descomponiendo la funciéon de Hamilton del sistema compuesto S ® £ como
suma del hamiltoniano de &, el de £ y un tercero de interaccién y observando solo el
comportamiento de S (operacién que se puede llevar a cabo de forma simple si trabajamos
con operadores de densidad) se obtiene la denominada ecuaciéon maestra, que consiste
en la ley de evolucién temporal del operador de densidad reducido de S y constituye
una descripcion completa de un proceso cuantico disipativo. Existen muchos modelos
basados en una ecuacién maestra proveniente de un sistema abierto que son aceptados y
ampliamente estudiados en la literatura fisica , por ejemplo [21, 41, 42, 48, 66, 108]. Uno
de los més relevantes fue introducido en 1.983 por A. O. Caldeira y A. J. Leggett (CL)

n [21], donde proponen una generalizacién de la ecuacién de Langevin (1) para el caso
cuantico que se obtiene bajo hipotesis de altas temperaturas:
d i

~R=

dt h[Hr, R — %/\[q, {p,R}| — %D[q’ lq, R]], (2)

donde R es el operador de densidad reducido del sistema a estudiar, ¢ y p son los opera-
dores cudnticos de posicién y momento respectivamente, y donde denotamos [-,-] y {-,-}
al conmutador y anticonmutador de operadores respectivamente. Ademas H, es el hamil-
toniano renormalizado [68] y & es la constante de Planck reducida. Los parametros que
modelan la interaccién con el ambiente son A = 5=y D = nkpTy, donde n > 0y Ty > 0
son la constante de acoplamiento y la temperatura del entorno respectivamente, m es la
masa del sistema y kp es la constante de Boltzmann. La ecuacién (2) se deduce interpre-
tando el sistema £ como un conjunto infinito de osciladores arménicos de frecuencia muy
alta en equilibrio térmico (al que se denomina bano térmico o reservorio) y utilizando el
funcional de influencia de Vernon y Feynmann [46] para tratar los efectos de la interaccion.
Este es un modelo disipativo muy aceptado en mecanica cudntica debido a su simplicidad
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(se trata de una ecuacién lineal que puede resolverse de forma exacta) y porque de él
se derivan aproximaciones numéricas fiables. Ademas, la interpretacién del entorno como
bano térmico ha dado lugar a modelos que generalizan el de Caldeira y Legget. En 1.993,
L. Diédsi estudié una aproximacién markoviana del mismo proceso (no markoviano) que
describen Caldeira y Leggett para temperaturas medias y altas, obteniendo la siguiente
ecuacion maestra:

dp__1t

dt h[HT’ R|— %A[Qa {p, R} _%<Dpp[q7 g, R]| +2Dpqlq, [p, R]] + Dyqlp, | »RH>7 (3)

donde se ha usado la misma notacién que en (2) y donde D,,,, D,,, y D, son constantes que
dependen de la interaccion con el bano térmico. Pueden verse las definiciones precisas y
una descripcién més detallada de este modelo en el Capitulo 2. La ecuacién (3) incorpora
a la ecuaciéon maestra de CL dos términos que ya habia obtenido Dekker [39] mediante
su método de cuantizacién y que permiten escribir (3) en la llamada forma de Lindblad
(véanse [78, 11]). Se dice que la ecuacién

d i
“R=-_[H A
R =—[H.R| + A(R)

estd en la forma de Lindblad si H es un operador autoadjunto (un hamiltoniano) y existe
una familia de operadores lineales {L;},cn tales que

1
A(R)=) L;RL; - S(LR+RL), con L= > LiL,

JjEN JjeN

donde A* denota el adjunto del operador A. Son necesarias, ademads, algunas hipdtesis
adicionales sobre H y A (véase [28] para mdas detalles). Las ecuaciones en la forma de
Lindblad tienen propiedades convenientes como disipatividad (en el sentido de los opera-
dores) [78], entropia mondtona bajo hipdtesis sobre {L,};en (véase [15]), y conservacion
de la positividad del operador de densidad [28, 78]. Se pueden encontar modelos en la
literatura obtenidos partiendo de este esquema (por ejemplo en [48]). La ecuaciéon maes-
tra de CL no se puede escribir en la forma de Lindblad; de hecho no puede garantizarse
la positividad del operador de densidad en todo tiempo (véase [2]), por lo que podemos
entender la ecuacién (3) como una mejora de dicho modelo y nos basaremos en ella para
describir el movimiento de un sistema cuantico que sufre disipacién.

El formalismo de operadores de densidad resulta adecuado para incorporar los efectos
del ambiente sobre un sistema cuantico, pero no es una representacion operativa a la hora
de estudiar las propiedades de un modelo, ya que desde el punto de vista computacional
resulta demasiado costoso (requiere 2d variables para un problema de dimensién d) y ma-
teméaticamente es dificil de tratar, pues R es un operador sobre un espacio de Hilbert y no
estd claro en qué marco funcional debe encuadrarse su estudio. Esta interpretaciéon de la
mecanica cuantica, sin embargo, se puede reformular en términos de una funciéon de den-
sidad de probabilidad definida en el espacio de fases gracias a una transformacién W, que
fue introducida en 1.932 por E. Wigner para instaurar una version cuantica de la distribu-
cién de Boltzmann [114]. La transformada que propone Wigner consiste esencialmente en
la transformada de Fourier del nicleo integral de R (cf. (2.5)), estableciendo de este modo,
en virtud del Teorema de Plancherel, una correspondencia biyectiva e isométrica entre los
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operadores de densidad (definidos positivos, autoadjuntos, de clase traza sobre L*(R?)) y
cierto subconjunto de L?(R?). De esta manera, para estudiar el movimiento de un sistema
cuantico (que se puede considerar abierto o aislado) en el espacio d-dimensional se define
la funcién de Wigner de dicho sistema W : R?*? x [0,00) — R como W := W(R) con
una interpetacion bien definida: W (x, &, t) debe ser la densidad de probabilidad asociada
al sistema en la posicién z € R?, a la velocidad ¢ € R? y el instante ¢ > 0. La transforma-
da de Wigner, por tanto, establece una representacién canodnica de un sistema cuantico
contemplandolo desde el punto de vista cinético, lo que nos permite conocer propiedades
de cada modelo a través de W(R), cuyo tratamiento presenta miltiples ventajas. Como
ya hemos comentado, la funcién de Wigner de un sistema es una funcién real definida en
el espacio de fases, lo que simplifica la interpretacion de los calculos asociados al sistema
objeto de estudio y permite establecer analogias con el caso clasico. De hecho existen di-
versos modelos disipativos, por ejemplo Wigner-BGK y Wigner-Boltmann en el estudio
de dispositivos semiconductores [38, 70, 88], que se formulan de modo natural en términos
de W en analogia con el caso clasico. Es resenable, por otra parte, que la representacion
de Wigner de un sistema cuéntico permite describir sistemas de muchas particulas y con-
serva toda la informacién que contiene el operador de densidad convirtiendo a Ry W(R)
en equivalentes, de manera que cualquier modelo derivado en el ambito de los sistemas
cuanticos abiertos puede describirse en la formulacién cinética respetando todas las pro-
piedades fisicas. En particular la ecuacion (3), en términos de W, da lugar a la ecuacién
de Wigner-Fokker-Planck (WFP):

OW + (- V)W + O4[V]W = %Agw + 2Xdive (EW) + 2%‘1 div(VeW) + Dy, AW, (4)
que constituye un modelo disipativo ampliamente aceptado y muy estudiado en la lite-
ratura (véanse [8, 9, 10, 11, 22, 47, 84, 98, 103, 106]) y describe los efectos disipativos
mediante un nicleo de interaccién lineal (el segundo miembro en (4)). Nétese que este
queda determinado por las mismas constantes que el modelo de Didsi (cf. (3)) y puede
resolverse de forma exacta en casos sencillos, dependiendo del operador pseudo—diferencial
O, que consiste en la transformada de Wigner del potencial externo V. En la formulacion
cinética, este nicleo representa efectos de friccion y difusién. Ademads, eliminando en (4)
los términos con coeficientes D, v Dyq, que modelan difusiones anémala y en posicién
respectivamente, obtenemos la reescritura del modelo de CL en funcién de W (que de-
nominaremos también como CL aprovechando la equivalencia entre las formulaciones de
Wigner y de operadores de densidad). Este hecho implica que la incorporacién de efectos
difusivos permite escribir el modelo de Caldeira-Leggett en la forma de Lindblad. Debe
tenerse en cuenta, por ultimo, que la difusién de la que hablamos es de naturaleza cuanti-
ca y por tanto en el limite semiclasico tanto CL como WFP conducen a la ecuacién de
Vlasov-Fokker—Planck, lo que permite interpretar ambos como una versién cuantica de
un modelo clésico de gran aceptacion.

A pesar de las ventajas que proporciona la descripciéon cinética de un proceso cudntico,
la representacién que proporciona la funcion de Wigner también presenta carencias. De
entrada la interpretacion de W como densidad de probabilidad resulta ficticia, ya que
puede tomar valores negativos incluso en casos muy sencillos. Desde el punto de vista
computacional, ademads, la representaciéon en el espacio de fases resulta bastante costosa
ya que, al igual que ocurria con el operador de densidad, el tratamiento de W requiere
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el doble de variables que la dimensién de nuestro problema. Esto se debe a la compleji-
dad que acompana la representacién mediante W (o R), por lo que en las aplicaciones
practicas resulta util simplificar los modelos utilizando los momentos (respecto de la velo-
cidad) de la funcién de Wigner, que describen propiedades hidrodindmicas macroscépicas
de un sistema cuantico. Multiplicando la ecuacion cinética por la k—ésima potencia de &
e integrando respecto de dicha variable, se puede deducir la ecuacién de evolucion para el
momento de orden k, lo que permite obtener una jerarquia de ecuaciones para los momen-
tos asociados a W y establecer en particular un sistema para los de orden mas bajo. En el
caso no disipativo el sistema hidrodindmico formado por los dos primeros momentos n y
J (que se interpretan como densidad local y densidad de corriente) es cerrado y el estudio
de dicho sistema es equivalente a la ecuacion de Wigner, con lo que las propiedades fisicas
derivadas de aquel contienen la misma informaciéon que las deducidas de esta. En dichas
condiciones se puede obtener la formulaciéon de De Broglie-Bohm [34, 18] de la mecéni-
ca cudntica en términos de n y u, donde u = J/n es el campo de velocidades asociado
asociado al sistema hidrodindmico que forman las evoluciones temporales de n y J. En
este contexto, ademds, se demuestra (formalmente) que u admite un potencial escalar
S al menos localmente, lo que permite establecer el denominado sistema hidrodinamico
de flujo potencial, que describe el sistema en términos de n y S. Al introducir efectos
disipativos a nivel de W, sin embargo, no cabe esperar que el sistema de momentos de
algin orden permanezca cerrado, por lo que es imposible retener todas las propiedades
fisicas de la funcién de Wigner y se hace necesario suplir esta pérdida de informacion
imponiendo ad hoc ciertas condiciones de cierre basadas en algin conocimiento adicional
o en hipétesis razonables sobre la fisica del sistema. Este procedimiento, que es usual
también en la teoria disipativa clasica, permite obtener modelos hidrodindamicos con fric-
cién basados en ny J. Ademads, el campo de velocidades u genera vorticidad tipicamente,
por lo que es imposible que admita un potencial (ni siquiera localmente) y no se puede
establecer la formulacién de flujo potencial. No obstante, imponiendo la existencia de S
tal que J = nV.S se deducen sistemas hidrodinamicos de flujo potencial que represen-
tan efectos de friccion. Obsérvese que dicha hipdtesis supone una pérdida adicional de
informacion, ya que supone describir la hidrodindmica de un sistema disipativo mediante
una representacion irrotacional, eliminando todos los efectos de vorticidad que pudieran
derivarse de interacciones disipativas.

Como vemos, tanto la formulacion cinética como las hidrodinamicas constituyen he-
rramientas poderosas para describir procesos disipativos en mecanica cuantica y darles
un tratamiento mas operativo. En cuanto a la formulacién de onda, es destacable que la
introduccién de cualquier efecto que pueda generar pérdida o ganancia de alguna magni-
tud observable debe dar lugar a un hamiltoniano efectivo dependiente del tiempo en la
ecuacion de Schrodinger o a la aparicién de términos no lineales en la misma, que deben
interpretarse como operadores de disipacién. Ambas consecuencias resultan en princi-
pio indeseables, pues conducen a propiedades que no admiten interpretacién en la teoria
estandar como la violacién del principio de superposicién. El conocimiento profundo y la
interpretacion de los términos no lineales que modelan efectos disipativos en la ecuacion
de Schrodinger resulta de gran interés, ya que la descripcién mediante funciones de onda
es basica en mecanica cuantica. Ademas, el analisis matemaético de la ecuacion de ondas es
a todas luces mas simple que cualquier sistema hidrodinamico cuantico, y no solo porque
se trata de una unica ecuacion frente a un sistema. El efecto de deslocalizacion habitual
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en mecanica cuantica se describe en la formulaciéon de Schrodinger como un operador
lineal, mientras que en el sistema de arrastre—difusion aparece el el tensor % y en el
hidrodinamico de flujo potencial se obtiene una ecuacién de Hamilton—Jacobi. Este hecho
senala la funcién de onda como privilegiada para representar cualquier fenémeno que sea
sensible a los efectos cudnticos y focaliza nuestro trabajo hacia el estudio de la evolucion
de una funcién de onda adecuada a cada problema disipativo, que abordaremos desde el
punto de vista del modelado y a través de un enfoque matematico exhaustivo. Respecto
a lo primero, es destacable que hoy en dia no existe todavia un conocimiento profundo
sobre como deben entenderse las interacciones disipativas en la ecuacion de Schrodinger,
aunque hay diversos modelos basados en diferentes interpretaciones. En 1.981 N. Gisin
introduce una familia de ecuaciones de Schrodinger disipativas partiendo de un sistema
cudntico abierto muy general [53] y usando un operador de proyeccién que permite re-
cuperar un unico estado en el sistema objeto de estudio. Este modelo resulta interesante
porque admite una amplia generalidad en la interpretacion de los hamiltonianos de cada
uno de los sistemas y de la interaccion, pero resulta dificil de tratar y se construye en
un contexto poco realista, ya que es de sobra conocido que la evoluciéon temporal de un
sistema cuantico compuesto por dos subsistemas genera entrelazamiento entre ambos, lo
que causa decoherencia cuantica y hace imposible materializar el estado de Gisin. De
hecho, hace imposible cualquier representacién de un sistema abierto (y por tanto de
cualquiera que sufra efectos de disipacién) mediante una tnica funcién de onda, ya que
el sistema objeto de estudio no se puede representar como tal. Una posible solucién a
este problema consiste en considerar un sistema de Schrodinger de estado mixto, aunque
este planteamiento solo mejora el modelo si tenemos informacion sobre los estados que
conforman la mezcla en cada tiempo. Esta cuestion esta relacionada con el fenémeno de
einseleccion (del inglés Environment Induced Superselection), que se fundamenta en la
idea de que el ambiente determina de algiin modo los estados del sistema que vamos a
poder observar. No obstante, esta linea de pensamiento escapa de nuestros intereses, por
lo que no tendremos en cuenta este punto de vista.

Debemos ser conscientes, por tanto, de que cualquier representacion de un proceso
disipativo mediante una ecuacién de Schrédinger conlleva una pérdida intrinseca de infor-
macion. Sin embargo, como hemos visto, hay también descripciones hidrodindmicas que
tampoco contienen todas las propiedades fisicas del sistema objeto de estudio pero que
resultan adecuadas y constituyen buenas aproximaciones. Bajo esta consideracion pode-
mos buscar ecuaciones de onda que describan fenomenolégimente procesos con disipacion
observable. M. D. Kostin puso en préctica esta idea en [73] para descibrir la dindmica de
Langevin en términos de una ecuacion de Schrodinger con friccién:

2

iy = —;—mmp V4 Vi) + 2\ So, (5)

donde 1) = (¢, x) es la funcién de onda, A > 0 es el coeficiente de friccién, V es el potencial
externo y Vi es un potencial aleatorio dependiente solo del tiempo que representa la
interaccién del sistema cuantico con el entorno. En la ecuacion (5) los efectos de friccién
quedan descritos, tras algunas simplificaciones, por el término ASY¥ donde S representa
el argumento de la funciéon de onda, lo que significa que se verifica la descomposicion
modulo—argumento de ¢ (también conocida como descomposicion de Madelung [85] o
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perfil WKB): .
W(t,x) = /n(t, ) exp {é S, x)} , (6)

donde « denota la constante de Planck o una constante que desempena el mismo papel.
Es claro que la férmula (6) no determina univocamente S, lo que genera graves problemas
a la hora de llevar a cabo un estudio matemaético riguroso de la ecuacion de Kostin, cues-
tién que nos ocupara més adelante. Desde el punto de vista del modelado, sin embargo, la
ecuacion (5) tiene propiedades deseables, como disipacién de energia ([74]), y desprende
aproximaciones numéricas fieles a la dindmica de Langevin ([102]). Ademés este modelo
es equivalente a la ecuacion maestra de CL salvo por la pérdida de informacién descrita
anteriormente. Esto significa que partiendo de la ecuacién (2), calculando el sistema hi-
drodinamico de flujo potencial asociado a las variables n y S y construyendo la funcion
de onda v segin la férmula (6), obtenemos que la evolucién de v estd gobernada por
(5). Este hecho, ademds de corroborar la ecuacién de Kostin como modelo (formalmente)
valido, nos marca una pauta para construir una ecuacién de Schrodinger asociada a ca-
da ecuacién maestra. En particular podemos aplicar este esquema a la ecuacién maestra
de Diési (3), o equivalentemente a la ecuacién de Wigner—Fokker—Planck, para obtener
una familia de ecuaciones de Schrodinger disipativas cuya hidrodindamica coincide con la
de aquellas, estableciendo asi nuestro primer resultado de interés (puede consultarse el
enunciado preciso en el Teorema 2.3.2 del Capitulo 2).

Teorema 1

Sea W = W(x,&,t) una solucién de la ecuacion de WFP suficientemente regular con
densidad local n = [ W d¢ > 0 y densidad de corriente J = [ £ W d€. Si existen campos
escalares S, F' y U tales que

z:iVS, VU :ldiVPvC, y VF :<
n  ma n

Vn
— V) VS,

n
donde PS¢ = P¢(n) es un tensor de rango 2 que surge como consecuencia de la mezcla de
estados que conforman W, entonces existe una funcion de onda ¢ (t,z) que es solucion de
la siguiente ecuacion de Schrédinger-Langevin logaritmica con difusién (SLD)

now = 1 Ap (v+ U+ "2 519D os( ))w
WY = 2m mn mDyg, pglOBLT
1 1Dy <@> o= Py — D, div (i) Y (7)
2 n m n

v describe la misma dindamica que W, en el sentido de que

wlt 0P =nlt), o W0Vt ) = ().

La ecuaciéon SLD constituye una generalizaciéon de (5), ya que contiene un término de
friccién proporcional a la fase S ademés de algunos otros que mejoran el modelo en dos
sentidos. En primer lugar, senalamos que la presencia del potencial efectivo U permite
incorporar informacién adicional sobre la mezcla de estados que conforman la funciéon
de Wigner mediante un término eventualmente no lineal que depende exclusivamente
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de la densidad local n y, por tanto, deja libertad para establecer relaciones de clausura
concretas, lo que supone una optimizacién respecto al potencial aleatorio Vi en la ecuacion
de Kostin. Por otra parte debemos observar que tanto el logaritmico (que fue introducido
en la formulacién de Schrodinger por Bialynicki-Birula y Mycielski en [16]) como el resto
de términos que aparecen en (7) describen al nivel de Schrodinger los efectos difusivos extra
que contiene la ecuaciéon de WEP respecto del modelo de CL. Comentamos previamente
que esta difusion observable altera muy poco el comportamiento observable del sistema
pero confiere propiedades deseables a la ecuacién (4) que no tiene (2), por lo que su
influencia en SLD debe entenderse como una propiedad adicional de este modelo respecto
de (5). Obsérvese, ademds, que la ecuacién de continuidad asociada a SLD es de tipo
Fokker-Planck, luego la difusién de naturaleza cudntica que representa el coeficiente D,
es de hecho observable. Estos efectos de difusion en la formulacion de onda de la mecénica
cudntica fueron estudiados originariamente por H-D. Doebner y G. A. Goldin ([43, 44])
dando lugar a una clase de modelos no lineales cuya forma mas general viene dada por

, h? hD [ A, V- J 2 I
o = —— A+ 2 (22 - Vit mD o+ ™ o (V1Y
2m 2 n n h n
J-Vun A,n V,n|?
o (5 (12 2L
n n n
donde D, D’ > 0 son coeficientes de difusién y p;, j = 1,...,5 son nimeros reales arbi-

trarios. La familia de ecuaciones de Schrodinger (no lineales) de tipo Doebner—Goldin se
caracterizan porque determinan una ecuacién de continuidad de Fokker—Planck, lo que
permite interpretar la ecuacién (7) dentro de este contexto. Por ltimo, la influencia del
campo escalar F' surge también como consecuencia del término de difusion en posicion
de la ecuacién de WFP, si bien no esta clara la interpretacién que debemos darle. Dedi-
caremos el final del Capitulo 2 a discutir hipotesis razonables que permitan eliminarlo o
incluirlo en la familia de Doebner—Goldin.

El modelo SLD constituye una familia de ecuaciones de Schrodinger disipativas basadas
en el sistema hidrodindmico asociado a la ecuacién de Wigner—Fokker—Planck, al que se
han impuesto relaciones de cierre para establecer después la evolucion temporal de una
funcién de onda que resume el sistema en el sentido de que las densidades local y de
corriente asociadas a dicha funcién de onda coinciden (bajo las hipétesis que permiten
cerrar el sistema) con las de la funcién de Wigner. En [62] se deriva otro modelo a partir de
la hidrodinamica asociada a la ecuaciéon de WFP siguiendo las mismas premisas basicas a
la hora de construir la funcion de onda. En este caso, sin embargo, la clausura del sistema
de momentos surge de manera natural por medio de una interpretacién microscépica
clasica de las velocidades de difusion y aplicando al caso disipativo las técnicas de E. Nelson
para derivar la mecdnica cudntica a partir de la newtoniana ([92, 93]) . El resultado es la
siguiente ecuacién de Schrodinger no lineal de tipo logaritmico (a la que denominaremos
SLC en futuras referencias):

, o? o? a [iaAn o J
iadp) = —%Aw + ﬁQw + Alog(n)y + om (57 + mdiv E) W), (8)

donde se mantiene la simbologia que hemos utilizado hasta ahora y se introduce la notacion

a=2mDy, AN=2Dy,+nDy.
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Obsérvese que el término de fricciéon de Kostin queda reemplazado en (8) por el lo-
garitmico como resultado de la aproximacion realizada para la clausura de los momentos.
Ademas, este modelo contiene términos no lineales de la familia de Doebner—Goldin que
describen efectos difusivos. En este sentido es destacable que aparece el potencial cuantico
de Bohm (que surge de forma natural en la descripcién hidrodindmica) en la formulacién
de onda, dando lugar a un término no lineal de tipo modular con coeficiente menor que
uno, cuya interpretacién puede consultarse en [12, 49]. Sin embargo, la caracteristica mas
destacable de los elementos de la clase de Doebner—Goldin en la ecuacion SLC es que se
pueden simplificar por completo. En efecto, bajo ciertas hipdtesis sobre los parametros
que son verificados en este caso (cf. (5.6)), existen relaciones sobre los coeficientes de di-
fusion y los pardmetros numéricos (cf. (5.7)) que permiten construir una transformacién
Gauge para eliminar los efectos de difusion en la ecuaciéon de ondas y reducir esta ultima
a la ecuacion de Schrodinger puramente logaritmica. Esta propiedad nos permitira tratar
de forma rigurosa la ecuacion singular (8) trabajando con la ecuacién logaritmica y trans-
formando de forma adecuada las soluciones de una en soluciones de la otra. De este modo
seremos capaces de demostrar existencia y unicidad de soluciéon local para el problema de
Cauchy asociado a SLC en el espacio HZ(€2), que esté constituido por funciones separadas
de cero (constiltese la definicién concreta en el Capitulo 1), estableciendo asi el Teorema
5.5.1, que constituye otro de nuestros resultados principales.

Teorema 2

Sean 2 C R? (1 < d < 3) un dominio acotado, simplemente conexo y con frontera de
clase C? y 1y € H*(Q), vp € H*?(0Q) funciones separadas de cero y compatibles en la
frontera del dominio. Entonces se verifican las siguientes afirmaciones:

(i) Existe T > 0 tal que el problema de tipo mixto asociado a la ecuacién de Schrédinger
no lineal SLC con condiciones inicial y de frontera 1; y 1, respectivamente, admite
una tnica solucién ¢ € C([0,T], HZ(2)) N C*([0, T], L*(2)).

(ii) La dindmica asociada a dicho problema es equivalente a la subyacente al problema
de tipo mixto para la ecuacion de Schrodinger puramente logaritmica, en el sentido
de que existe un homeomorfismo de C([0,T]; H(S2)) que conserva la densidad local
n = [1|? y lleva soluciones de un problema en soluciones del otro.

La prueba de este resultado requiere la definicién del homeomorfismo mencionado,
que no es mas que la transformacion Gauge que simplifica formalmente los términos de la
familia de Doebner—Goldin en (8), y su tratamiento matematico. Ademas, el transporte
riguroso de soluciones de un problema a otro se puede efectuar a través de los sistemas
hidrodindmicos de flujo potencial asociados a ambas ecuaciones de Schrodinger, ya que
entre estos el cambio de fase que define el homeomorfismo no es mas que una traslacion.
Para poder establecer dicho sistema hidrodinamico partiendo de la ecuacién de onda y
viceversa necesitamos utilizar propiedades que se derivan de la férmula de Madelung (6).
Este hecho nos conduce a formular de forma precisa la conexion entre el problema de la
existencia de argumento para una funcién de onda dada y el de la derivacién rigurosa del
sistema hidrodindmico asociado a una ecuaciéon de Schrodinger. De hecho, comenzaremos
resolviendo el primero para obtener sin mucho esfuerzo el segundo.

El problema de encontrar el argumento de una funcion compleja resulta de gran interés
desde el punto de vista puramente matemaético y tiene entidad propia fuera del contexto
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en el que trabajamos, ya que conlleva dificultades intrinsecas que resultan dificiles de
tratar. La principal se plantea cuando trabajamos cerca de zonas de vacio (|¢)| = 0), ya
que no se puede definir de forma razonable el argumento de cero. Este problema solo se
puede evitar trabajando con funciones de médulo estrictamente positivo, lo que nos sitia
en el marco funcional del conjunto HZ(£2) que mencionamos en el teorema anterior. La
segunda, mas controvertida, esta relacionada con el cardcter multivaluado del argumento
de un nimero complejo. Si entendemos, como es natural, que un argumento de v es una
funcién S verificando la descomposicién de Madelung (6), debemos observar que dicha
formula no se puede invertir globalmente y por tanto la bisqueda de S debe efectuarse de
forma indirecta, a través de una interpretacion de (6) que permita determinar la funcién
argumento de forma global a posteriori. En el contexto de las ecuaciones en derivadas par-
ciales existen pocas aproximaciones a dicha reinterpretacién, todas relativas a la ecuacion
(5), que es la que propone Kostin para describir la dindmica de Schrodinger—Langevin
(pueden consultarse [7, 71, 76]), aunque resultan poco satisfactorias. En el Capitulo 4
discutimos algunas ideas que surgen a este respecto y proponemos derivar en la igualdad

(6) para obtener
VS =alm (%) :mg, 9)

donde n y J son las densidades local y de corriente asociadas a la funcion de onda. Esta
condicién surge también de manera natural en la derivacion de los modelos para obte-
ner la formulacién de flujo potencial de un sistema hidrodindamico. Ademads, la segunda
igualdad de (9) depende solo de dos observables macroscopicos del sistema, lo que implica
que dichas magnitudes determinan el estado cuédntico del sistema (cf. Corolario 4.2.5).
La interpretacion de la descomposicién de Madelung que nos proporciona la férmula (9)
consiste tan solo en encontrar un potencial escalar del campo de velocidades asociado a
la funcién de onda, problema que se puede resolver aplicando resultados desarrollados en
la literatura ([3] para la existencia y [4] para la regularidad), que imponen restricciones
sobre la geometria del dominio €2 donde vamos a trabajar. En concreto, la hipdtesis de
conexién simple de () surge como condicion técnica para encontrar potenciales escalares
de un campo vectorial aprovechando los resultados clésicos y se destapa como inevitable
para garantizar la existencia de argumento para una funcién compleja no nula. En la Sec-
cién 4.1 mostramos con un ejemplo la necesidad de esta condicién que, no obstante, no
resulta muy restrictiva para la aplicabilidad de los resultados. Por otra parte la interpre-
tacion del argumento basada en (9) requiere una condicién de integrabilidad sobre todo
el dominio para garantizar la dependencia continua de S respecto de la funcién de onda
1. El cumplimiento de dicha condicién, sin embargo, no es suficiente para asegurar la
regularidad respecto del tiempo de S cuando ¥ evoluciona temporalmente. Necesitamos
imponer alguna ley de evoluciéon temporal que permita probar dicha regularidad, y en
estas condiciones vamos a ser capaces de demostrar el Teorema 4.3.2, que es fundamental
para todos los resultados que le siguen.

Teorema 3

Sea 2 C R3 un dominio acotado, simplemente conexo y con frontera de clase C'. Sean
ademds § > 0, T > 0, y v € C([0,T], H3(R2)) N C*([0,T], L*(R?)) una solucién de la
siguiente ecuacion de Schrédinger
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donde © : H% () x H'(2) — L*(Q2) es un operador (no lineal) complejo y continuo. En-
tonces existe una familia numerable S(¢) = {S'} ez € C([0,T], H*(Q))NCL([0, T], L*(Q2))

tal que para cualquier S € S(v) se verifican las siguientes afirmaciones:

(i) VS(t) =mZ(t) para cualquier t € [0,T] y
¥(0,2) = /n(0,z) exp {éS(O,x)} c.t.x € Q.

(ii) S satisface la siguiente ley de evolucion:

a? m |J|?
@S:—ﬁ —5F—QR€(@[TL, J])

Como consecuencia, para todo S € S(1) se verifica la descomposicién de Madelung
W(t,z) = /n(t,z) exp {iS(t,x)} Vte[0,T] ct.xeq.
!

Ademds S(v)) es tnica, en el sentido de que si S € C([0,T], H*(Q)) N C'([0,T], L*(Q))
cumple la descomposicién de Madelung de 1), entonces S € S(v).

Este resultado es clave para establecer el sistema hidrodindmico asociado a la ecuacion
de Schrodinger general que figura en el enunciado del teorema y pone de manifiesto la
relacién que ya mencionamos entre la cuestion de establecer dicho sistema y la existencia
de S. De hecho, dos reescrituras adecuadas de la ecuacién del apartado (ii) permiten
dar una definicién de S compatible con (9) por una parte y la ecuacién de Hamilton—
Jacobi que formalmente debe satisfacer la funcién S por otro. Es importante, ademas,
que este teorema solo es aplicable cuando el potencial © depende exclusivamente de
los observables n y J, circunstancia que no se da cuando tratamos con la ecuaciéon de
Schrodinger—Langevin propuesta por Kostin.

Como hemos senalado anteriormente, la ecuacion (5) constituye el modelo disipativo
basico en la formulacion de Schrodinger de la mecdnica cuantica. De hecho, se puede
entender como una reescritura de la ecuacién maestra de Caldeira—Legget bajo dicho
punto de vista y es formalmente equivalente (salvo restricciones obvias) a los sistemas
hidrodindmicos cuanticos con friccién. Sin embargo existen muy pocas aproximaciones
al estudio matematico riguroso de dicho modelo, ya que presenta dificultades desde la
propia definicién del mismo. De entrada es claro que (5) es una ecuacién ambiguamente
definida debido a la multivaluacién de la correspondencia 1) — S(1). Sin embargo, en
[71] se da una interpretacién objetiva y a priori de S, si bien no resulta completamente
satisfactoria y la razén ultima de ello es que una eleccién concreta del argumento de la
funcion de onda ¢ modifica la ecuacién de Schrodinger. Esta carencia estaria presente en
cualquier lectura que podamos hacer de la formula (6), pero se puede solventar si somos
capaces de modificar el término de friccién S en la ecuacién de Schrodinger—Langevin sin
alterar el comportamiento observable del sistema. La clave para ello, que viene implicita
en la propia derivacién de Kostin, es considerar como término de friccién V7, ¢, con Vj,
determinado por

YV, = Im (%) v =0, (10)
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donde (A) denota el valor esperado de la magnitud A respecto de la funcién de onda 1. La
propiedad esencial que exhibe V7, es que V;, = S —(S) para cualquier S argumento de v, lo
que genera independencia del término de friccién respecto de la eleccion del argumento y
elimina cualquier ambigiiedad en el tratamiento riguroso del término no lineal. De hecho,
sustituyendo S por Vi, en la ecuacion de Schrodinger—Langevin seremos capaces de dar
un tratamiento matematico adecuado a dicha ecuaciéon. En concreto demostraremos la
existencia y unicidad de solucion local para el problema de tipo mixto asociado a la que
denominaremos ecuacién de Schrodinger—Langevin generalizada

00 = N+ VI O+ AV (1)

donde © es un término genérico eventualmente no lineal que debe cumplir una propiedad
de continuidad poco restrictiva. Estudiando la ecuacién (10) de manera anéloga a (9) y
tratando adecuadamente V7 y © en la frontera del dominio probamos el tultimo resultado
principal, cuyo enunciado preciso configura el Teorema 6.2.1.

Teorema 4

Sean Q C R? (1 <d <3), A\ >0y € HX(Q), vp € HY?(0N) separadas de cero y
compatibles en la frontera del dominio. Si © es localmente lipschitziana respecto de || - || 2
v esta completamente determinada en 02, entonces existe T > 0 y una tinica solucion
(1,0,V5) en [0,T] del problema de tipo mixto asociado a (11) con condiciones iniciales
Y1 y g respectivamente, donde © = ©(1)) y se tiene que

¢ e C([0,T], H () N C([0,T], L*(€)),
Vi, € O([0,T], H*(Q)) N CY([0,T], L*(Q))
0 € 0([0,T], H*()).

Este resultado admite multiples interpretaciones del potencial efectivo ©, propiedad de
la que sacamos partido para establecer el buen planteamiento local del siguiente sistema
de Schrédinger-Langevin—Poisson con entalpia que surge en el estudio de dispositivos
semiconductores como equivalente a los sistemas hidrodindmicos cuanticos con friccién y
efectos de presién [71]:

1
10 = —§A1/J + Vi +Up+ AV,
ApAV = C —n,
Vl0aa = Vs,

donde Ap > 0 es la longitud de Debye, A > 0 el coeficiente de friccién, C = C(z) la
concentraciéon de dopaje del dispositivo, n = [¢|? la densidad local asociada a la funcién
de onda 1) y Vg es el valor del potencial de Poisson en la frontera del dispositivo. Ademas
U es un potencial efectivo que representa la entalpia del sistema, que describe los efectos
de la presién en la formulacién de Schrodinger. Dicho teorema de existencia y unicidad de
solucién, cuya formulacién concreta da pie al Teorema 6.3.1 del Capitulo 6 es el dltimo
resultado de esta memoria de tesis.

El resumen del trabajo realizado es el siguiente: en el Capitulo 1 fijamos alguna nota-
cién que permanecera inalterada a lo largo de todo el texto y destacamos algunos resul-
tados no elementales que nos van a ser de utilidad. Los dos capitulos siguientes estan
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orientados a la derivacion y validacién numérica del modelo de Schrodinger disipativo
SLD (ecuacién (7)), de manera que en el Capitulo 2 partimos de la ecuacién maestra (3)
a través de la ecuacion de Wigner—Fokker—Planck, construimos el sistema hidrodindmico
formado por sus dos primeros momentos en velocidad, establecemos condiciones de cie-
rre precisas para dicho sistema, obtenemos la familia de ecuaciones SLD y finalizamos
discutiendo sobre los términos no lineales U y F' que aparecen en el modelo, ofrecien-
do condiciones suficientes que permiten simplificarlo. Asimismo, dedicaremos el tercer
capitulo a explorar casos particulares de la familia SLD, estudiando sus soluciones en
algunos casos sencillos y testando una versiéon linealizada mediante comparacion con la
ecuacion de Wigner—Fokker—Planck. En estos dos capitulos nuestra intencion es conocer
en una primera aproximaciéon el modelo que proponemos, por lo que se supondra siempre
la regularidad necesaria de las funciones que intervienen, asi como aquellas hipdtesis que
puedan ser necesarias para efectuar los calculos.

En los tres tultimos capitulos nuestro objetivo es establecer con precisién varios teo-
remas referentes al buen planteamiento de algunos modelos cuanticos disipativos en la
formulaciéon de onda, por lo que otorgamos un tratamiento totalmente riguroso a los
elementos que aparecen en nuestros modelos, a las hipdtesis requeridas y los resulta-
dos demostrados. El Capitulo 4 estd dedicado a discutir la interpretacién rigurosa de la
descomposicién de Madelung (6) de una funcién compleja 1 lo que serd de utilidad en la
buisqueda de un argumento S para dicha 1. Asimismo calcularemos S aprovechando dicha
interpretacion, en una primera aproximacién para funciones de onda independientes del
tiempo y posteriormente para soluciones de una ecuacién de Schrodinger general. De este
modo poedremos establecer la conexion entre las formulaciones de onda e hidrodinami-
ca de flujo potencial de un fenémeno disipativo. En el Capitulo 5 estudiamos el modelo
SLC (ecuacién (8)), dando en principio un esquema de la derivacién, estableciendo mas
tarde de forma rigurosa la equivalencia entre dicha ecuacion y la ecuacién de Schrodinger
puramente logaritmica y aprovechando finalmente el buen planteamiento de esta ltima
para probar existencia y unicidad de solucion local al problema de tipo mixto asociado a
SLC. Finalmente el Capitulo 6 tiene como objetivo estudiar la ecuacién de Schrodinger—
Langevin, motivando la interpretacién del término de friccién que hemos anunciado y
demostrando el buen planteamiento local de la ecuacién de Schrodinger-Langevin gene-
ralizada (11) bajo este criterio. En la tdltima seccién de dicho capitulo aprovechamos la
generalidad del teorema de existencia demostrado para aplicarlo en la resolucién del pro-
blema de tipo mixto asocidado al sistema de Schrodinger-Langevin-Poisson con entalpia.






Capitulo 1
Preliminares

1.1. Notacion

En la elaboracion de esta memoria de tesis hemos trabajado con conceptos, constan-
tes y ecuaciones conocidas tanto en Matematicas como en Fisica, intentando utilizar la
nomenclatura mas extendida para cada simbolo nuevo que aparece y explicar su significa-
do con precision. No obstante la literatura es inabarcable y en ocasiones la terminologia
matematica difiere de la fisica, lo que en algunas ocasiones puede generar confusion. Hemos
creido conveniente fijar en este punto alguna notacién e introducir la minima termino-
logia nueva posible para evitar asi cualquier tipo de ambigiiedad, facilitar al maximo el
seguimiento del texto y proporcionar un punto de consulta al lector interesado en capitu-
los sueltos. Del mismo modo recogemos en este primer capitulo algunos resultados que
nos seran de utilidad, unos basicos pero que conviene establecer con precisién en nuestro
contexto y otros més avanzados que sirven de herramienta para nuestros propdsitos.

En primer lugar es destacable el hecho de que vamos a trabajar con funciones y niime-
ros complejos. De este modo, para z € C denominaremos Re(z) e Im(z) a las partes real e
imaginaria de z, respectivamente, mientras que Z y log(z) denotaran el nimero complejo
conjugado y el logaritmo neperiano de z. En particular representaremos la unidad imagi-
naria de C como 7, evitando utilizar esta letra como indice en sumas o sucesiones. A lo
largo del texto utilizamos, ademds, las constantes universales h y kg, que representan la
constante de Planck reducida (esto es, dividida entre 27) y la constante de Boltzmann,
respectivamente. Aparte de estas, existen simbolos cuyo significado va a permanecer inal-
terado a lo largo de todo el texto: m es la masa efectiva del sistema fisico que consideremos,
wy es la frecuencia de un oscilador armonico, Ap es la longitud de Debye de un dispositivo
semiconductor, mientras que A representa el coeficiente de friccién de un sistema disipa-
tivo. Del mismo modo Ty T* seran limites superiores de intervalos temporales, 6 > 0
el limite inferior de funciones separadas de cero, € un domino acotado del espacio R? y
V' representa un potencial externo o el potencial de Poisson. Respecto a la ecuacion de
Wigner-Fokker—Planck denotaremos €2y, Ty v 1 a la frecuencia maxima, temperatura y
constante de acoplamiento del bano térmico, respectivamente, mientras que D,,, D,, y
D,, son las constantes que describen la interaccion entre el sistema fisico y el bano térmico
(véase el Capitulo 2), que también apareceran en la formulacién de nuestros modelos de
Schrodinger. Usaremos a menudo a = 2mD,,, que desempena el rol de unidad de acciéon
en las ecuaciones que contienen efectos difusivos.

En un sistema cuantico se utiliza fipicamente W para denotar la funcién de Wigner y
1 para la funcién de onda (aunque también utilizaremos ¢ y ¢ segun convenga), mientras
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que Sy (o simplemente S) representa su funcién argumento. Utilizaremos ademés n y
J para denotar las densidades local y de corriente que pueden conformar un sistema
hidrodinamico autoconsistente o venir ligadas tanto a una funciéon de Wigner como a una
funcién de onda. Como pretendemos que siempre quede claro de cudl estamos hablando en
cada caso, usaremos subindices (n, por ejemplo, para denotar la densidad local asociada
a 1) si puede haber lugar a confusion.

En cuanto a los simbolos diferenciales, denotaremos 0, la derivada parcial con respecto
a la variable z, aunque eliminaremos por comodidad el subindice cuando la derivada sea
respecto de la variable espacial, usando preferentemente notacién vectorial y tensorial:
si f es un campo escalar denotaremos Vf, Af y (V ® V)f (con el correspondiente
subindice si procede) a los operadores gradiente, laplaciano (en el sentido adecuado) y
matriz hessiana de f. Cuando v y w sean campos vectoriales usaremos V ® v para la
matriz jacobiana y div(v), rot(v), Av para la divergencia, el rotacional y el laplaciano
(entendido componente a componente) de v, asi como la simbologia (v- V)w y (V ® v)w
para los siguientes operadores vectoriales en R%:

d

d
[(v-V)w], = Z Vs O Wy, (V@uv)w], = Z W Oy, Vs,

s=1

y Sym(v ® w) = +(v ® w + w ® v) para la simetrizacién del tensor v ® w. Ademés, si A
es un tensor de rango 2 denotaremos div (A) el vector formado por las divergencias de las
filas de A.

Respecto a los espacios funcionales, trabajaremos en el contexto de los espacios L”
y de Sobolev W*? (definidos, entre otros buenos textos, como en [20]) conservando la
notacién estandar H* = W"?2 para k € Z, e incluyendo asi aquellos de exponente ne-
gativo (véase [1]) . Si en algin momento tratamos con derivadas cuyo sentido estd sin
determinar, las entenderemos en el sentido distribucional. En alguna ocasién utilizare-
mos espacios de funciones continuas o holderianas, respetando la nomenclatura estdndar
C(Z;X) y C*(Z; X) respectivamente, y suprimiendo eventualmente el espacio de lle-
gada si tratamos con funciones con valores en R? o C¢. En este sentido, debemos tener
siempre presente que vamos a tratar con campos tanto escalares como vectoriales y de
distinta naturaleza: 1) toma valores complejos, en tanto que el argumento y la densidad
local son campos escalares reales y Vi) es un campo vectorial (complejo). No obstante
utilizaremos la notacion estandar para los espacios funcionales sin explicitar ninguna de
estas diferencias, usando ¢ € L*(Q), n € L*(Q) o V¢ € L*(Q2), por ejemplo, en lugar de
una simbologia mas concreta y haciendo hincapié en dicha ambigiiedad solo si es relevan-
te o puede generarse algin tipo de confusiéon. Cuando tratemos con campos vectoriales,
utilizaremos tacitamente la norma del méximo entre las componentes, es decir,

[fllxa = méx{|[fillx, .. [ fallx}-

Como el dominio € en el que trabajamos va a estar prefijado, suprimiremos la dependencia
del mismo en la notacién de las normas, escribiendo || - ||z2 en lugar de || - || z2(q)-

Finalmente, con el objeto de simplificar la escritura y dado que trabajaremos con
regularidad H?, introducimos la siguiente notacién: si H es un subconjunto de L*(Q) y
0 > 0, denotamos

H(;:{goeH:\g0|>6c.t.:c€Q},
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donde la abreviatura “c.t.” responde a “para casi todo punto” (es decir, salvo en un
conjunto de medida nula). Por otra parte, para 7' > 0 definimos

X =C([0,T]; H*() N C ([0, T]; L*(2))
y, por coherencia con las definiciones previas,

Xg”:{gpeXT;|¢y>5e.t.xe§z,vogt<T}.

Los espacios X7 y XT' constituyen el marco funcional adecuado para el trabajo que
desarrollamos seguidamente.

1.2. Comentarios y resultados ttiles

El tratamiento riguroso de las ecuaciones en derivadas parciales que vamos a estudiar
se centra en el andlisis de problemas de tipo mixto sobre dominios acotados 2 C R,
exigiendo la regularidad apropiada a la frontera de dicho dominio en funcién del resultado
que pretendemos obtener. Entenderemos esta regularidad en la forma estdndar: §2 es
un dominio con frontera lipschitziana (respectivamente de clase k, k € N) si existe f :
0Q c R? — R4 un homeomorfismo local tal que f es lipschitziana (respectivamente
de clase k) en un entorno de 0. Ademds, debemos trabajar con condiciones iniciales 1;
y de contorno 15 que deben ser compatibles, en el sentido de que ¥r|9q = ¥p, donde
vlaa = Taa(p) es el operador traza en la frontera de € aplicado a ¢ (el lector interesado
puede consultar [1]). Si consideramos Wg*(2), la clausura de las funciones test en Q
respecto de la norma ||+ ||yy+.», se verifica la propiedad estdndar de la traza: ¢, o € WFP(Q)
verifican ¥ s = @|aq, siy solo si ¢ — ¢ € W(f (1), propiedad que tendremos presente
y utilizaremos cuando sea necesario. Las propiedades del operador Tyq establecen que si
Y € WhP(Q), entonces la condicién de regularidad ¢p € WP 7%(89) es la més natural
que se puede imponer al dato en la frontera y seguiremos este criterio cuando fijemos las
hipdtesis de nuestros problemas. Es importante destacar, sin embargo, que las condiciones
con las que trabajaremos implican kp > d y nos permiten, por tanto, aplicar el teorema
de compacidad de Rellich—Kondrachov (véase [20], por ejemplo) y dar de esta manera
sentido puntual a 17 en todo  y, como consecuencia, a 1z en 99, evitando asi tener que
trabajar en espacios de Sobolev definidos sobre variedades y las dificultades técnicas que
esto podria entranar. En particular, podemos aplicar el siguiente resultado clasico para
encontrar extensiones arménicas de elementos de W*? 7%(89) a todo 2 (la demostracién
puede encontrarse en [52], pdginas 26 y 27 para la existencia y 15 para la unicidad).

Lema 1.2.1

Sean Q0 C RY un dominio acotado con frontera de clase C* y g € C(09). Entonces el
problema de Dirichlet para la ecuacion de Laplace tiene una tinica solucion clasica, es
decir, existe una tinica u € C*(Q) N C(Q) armdnica en Q y tal que ulgg = g.

Para estimar la norma de dichas extensiones arménicas y ofrecer un tratamiento adecuado
a los términos no lineales con los que trabajamos, necesitamos el siguiente resultado de
dependencia continua de las soluciones de un problema eliptico en L?().
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Lema 1.2.2

Sean Q0 C RY un dominio acotado con frontera de clase C? y f € L*(Q). Entonces
existe una tnica u € H*(Q) N H}(Q) solucién (fuerte) de —Au = f y C(Q2) > 0 tal que
[ull 2 < Ol fll 22

DEMOSTRACION:
Aplicando el Teorema de Lax-Milgram (véase [20]) a los operadores

a(u,v):/QVu(x)V'U(x) dx y gp(v):/Qf(x)v(x) dx

obtenemos u € H} () tal que —Au = f en Q en sentido débil, que en particular verifica
—Au+u = f+u también en sentido débil. Es conocido (véase por ejemplo [20], Teoremas
[X.21 y IX.25) que existe un tnica v € H*(Q) N H}(Q) solucién de —Av +v = f +u que
cumple ||v|| g2z < Cy|| f +ul| 2, donde C; > 0 solo depende de 2. Ademads v es tnica, por lo
que u = vy se tiene, por tanto, la estimacién ||ul| 2 < Cy (||| z2+|ulr2). Aplicando ahora
la desigualdad de Poincaré obtenemos Cy(2) > 0 tal que ||u|l gz < Ci||f|lz2 + Ca||Vul| 2.
Por 1ultimo basta observar que —Au = f en sentido débil , luego tomando como test la
propia u y usando las desigualdades de Cauchy-Schwarz primero y Poincaré después se
tiene que ||[Vu||2, < Csl|f]lz2]|Vu| 2. Por tanto, tomando C' = C; + C5 tenemos completa

la prueba. O

En las estimaciones sacaremos provecho de que el producto de funciones de H?(f) es
también un elemento de H?(f2), resultado que se puede consultar en [1] (Teorema 4.39),
por ejemplo, en un caso mucho mas general.

Lema 1.2.3
Sea Q C R? (1 < d < 3) un dominio acotado con frontera de clase C*. Entonces H?({2)
es un dlgebra de Banach. Concretamente, existe C(€2) > 0 tal que

[ellz < Clldlaellella

para cualesquiera ¥, o € H?*(Q).

La ultima propiedad de los espacios de Sobolev que consideramos destacable es la regla
de la cadena para la derivada débil (Teorema 6.16 en [77]).

Lema 1.2.4
Sean 2 C R? un dominio acotado, I C R un intervalo, h : I — C una funcién de clase

C! con derivada acotada, u € Wﬁf(Q) y supongamos que u(f)) C I. Entonces, para

U : Q — C definida por U(x) = h(u(z)) ct.x € Q, se tiene que U € W,oP(Q) y se
verifica la regla de la cadena

VU(z) = M (u(x))Vu(z) ct.x e

Ademds, si u € W'P?(Q) entonces U € WHP(Q).

Basaremos los resultados de existencia de soluciones en argumentos de punto fijo, por
lo que necesitamos conocer algunas propiedades del propagador lineal de la ecuacion de
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Schrédinger. Lo haremos basdndonos en la teoria general de semigrupos (puede consultarse
[95], por ejemplo) en espacios de Banach. En nuestro caso consideraremos X = L%*(Q) y
A = iDA el operador (no acotado) definido en L?*(€2) con dominio D = H?*(Q) N H (),
donde D es una constante positiva arbitraria. Con esta definicion es claro que D es denso
en L?(Q2) y DA es autoadjunto, luego existe un operador lineal (no acotado) A, definido
en el dual topolégico de D (que denotaremos D’), con dominio L?(Q) y tal que Au = Au
para cualquier v € D. Bajo esta perspectiva, el laplaciano de una funcién suave u que
no se anula en 02 puede asumir dos valores en principio distintos: el correspondiente
a la definicién clasica Au y Au. Esto no genera conflicto, sin embargo, porque ambas
interpretaciones conducen al mismo resultado, como ponemos de manifiesto en el siguiente
lema.

Lema 1.2.5 _
Sean 2 C R% un dominio acotado con frontera de clase C* y u € C*(Q)NC () arménica.

Entonces Au = 0.

DEMOSTRACION:

Si u es idénticamente nula no hay nada que probar. En otro caso se tiene que u|sq es una
funcién continua y no idénticamente nula en 09 (en virtud del Principio del Méximo).
Usamos la densidad de D en L?*(§)) para obtener una sucesiéon {ug hreny C D que converge
hacia u en L?(€2). Como A es un operador lineal y acotado sobre L?*(Q2) tenemos que
Au € L*(Q) y Auy, — Au en L*(€). En particular

/Q w(2)Av(z) de — /Q w(z)Av(z)de y /Q Auy(z)v(x) dz — /Q Au(z)v(z) dz

para cualquier v € C2°(£2), por lo que

/QZu(:c)v(:c) dx = /Qu(:c)Av(x) de  Yve CX(Q).

La regularidad de u nos permite utilizar el Teorema de la Divergencia en el segundo
miembro para obtener

/QZU(:E)U(:C) dx = /QAu(a:)v(a:) de =0  YveCr(Q),

donde hemos usado que u es armoénica. La prueba concluye gracias al Lema Fundamental
del Célculo de Variaciones. O

El Lema 1.2.5 servird para estimar en norma || - || g2 la accién del propagador de Schrédin-
ger en dominios acotados. Para definirlo, basta aplicar el Teorema de Stone (véase [95],
teorema 1.10.8) para obtener un grupo fuertemente continuo de operadores {e¢!P2t},cp
con generador infinitesimal A, de manera que para cada t € R, 72! es una isometria
sobre L%(Q) y sobre D (aunque no es una isometria de H?*((2)). Una primera propiedad
abstracta de dicho grupo es la siguiente, que nos sera de mucha utilidad para demostrar
la regularidad adecuada de las soluciones de las ecuaciones de Schrodinger no lineales
abordadas (véase el teorema 1.2.8 en [95]).
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Lema 1.2.6
Sean X un espacio de Banach, U(t) un semigrupo fuertemente continuo y A su generador
infinitesimal con dominio D. Entonces, para cada x € D y t,s > 0 se tiene que

t t
Ut)e — U(s)x = / U(r) Az dr — / AU (7)z dr.
El siguiente resultado establece la conexién existente entre la ecuacion de Schrodinger
no homogénea y su formulacién integral asociada, que permite trabajar aprovechando las
propiedades de {e!P2t},cg. Su demostracién puede consultarse, por ejemplo, en [25].

Lema 1.2.7
Sean X un espacio de Hilbert, A un operador autoadjunto y definido negativo con dominio
D y T > 0. Entonces, para cualquier f € C([0,T],X) y g € X existe una tnica solucién
del problema

Y € C([0,T],X)NnC[0,T],D),
i+ A+ f =0,
¥(0) =g,

donde D' denota el dual topolégico de D y A representa la extensién de A a todo X.
Ademas, i € C([0,T], X) es una solucion de este problema si y solo si verifica la siguiente
ecuacion integral:

t
U(t) = Mg +i / AT f(r)dr, Yt € (0,7,
0

donde ¢ es el grupo de isometrias con generador infinitesimal iA. Més atin, si g € D y
fewh((0,T),X) o f € L'((0,T),D), entonces ¢ € C([0,T],D) N C([0,T], X).

La aplicacion del Lema 1.2.7 requiere un conocimiento previo del término no ho-
mogéneo en la ecuacion de Schrodinger, de manera que si este no toma valores en D se
requiere regularidad temporal. En este contexto la condiciéon de Lipschitz es suficiente
para establecer estimaciones sobre la derivada con respecto al tiempo. El siguiente lema,
que puede encontrarse en [23], serd nuestra herramienta para materializar dichas cotas.

Lema 1.2.8

Sea X un espacio de Banach reflexivo, I C R un intervalo y f : I — X una aplicacion
lipschitziana y acotada. Entonces f € WE(I,X) y ||f'|n,.x) < L, donde L > 0 es la
constante de Lipschitz de f.

Por tultimo, vamos a exponer dos resultados que seran de gran importancia en lo
referente al calculo de un potencial escalar asociado a un campo vectorial conocido. El
primero (Teorema 1 en [3]) establece existencia del mismo bajo hipdtesis de conexién
simple del dominio y basandose en propiedades clasicas del analisis vectorial.

Teorema 1.2.9
Sea f € H=%(Q) con k > 0 entero. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) g-m@)(f> @) mp@ = 0 para toda ¢ € Vi, = {¢ € (H;*(2))? : dive = 0}.
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(ii) Hfm(g)(f, SO>H6"(Q) = (0 para toda p € V = {gp € (D(N))? : divp = O}.

(iii) Existe una distribucién xy € H™%1(Q), tnica salvo constantes aditivas, tal que

f=VyxenQ.

Si ademas € es simplemente conexo, entonces las tres afirmaciones anteriores son
equivalentes a:

(iv) rot(f) =0 en 2.

El segundo (Proposicién 2.10 en [4]) proporciona la regularidad de una distribucién
basandose en la de su gradiente y bajo una condicién de integrabilidad global.

Teorema 1.2.10
Sean Q C R% un dominio acotado con frontera lipschitziana, k un niimero entero y p un
numero real tal que 1 < p < oo.

(i) Si f es una distribucién cuyo gradiente pertenece a W =1P(Q), entonces f pertenece
a WhP(Q). Ademds, si ) es conexo, entonces existe una constante C' > 0 tal que se
verifica la siguiente desigualdad:

V(e WHQ)/R,  lflllwesm < CIV Fllwe-ro.

Si Q es arbitrario (no necesariamente acotado ni con frontera lipschitziana), entonces
f pertenece a WP(Q).

loc

(ii) Sik >0 y Q es conexo, existe una constante C' > 0 tal que todas las distribuciones
[ que satisfacen Vf € Wk12(Q) y [, f(z)dx = 0 verifican la estimacion

||f||WkP < CvaHWk*l,p .






Capitulo 2

Derivacién de una ecuacion de
Schrodinger multidimensional que
representa la hidrodinamica de

Wigner—Fokker—Planck

Si consideramos el movimiento de un sistema cuédntico aislado (sin efectos de disipa-
cién) bajo la accién de un potencial externo, es conocido que la transformada de Wigner
y su inversa establecen una equivalencia entre las ecuaciones lineales de Wigner y de
Schrodinger. Sin embargo esta equivalencia se pierde en general si introducimos efectos de
disipacién en la formulacion cinética. El objetivo de este capitulo es derivar una familia
de ecuaciones de Schrodinger disipativas que describan la misma hidrodinamica que la
ecuacion de Wigner-Fokker—Planck. Para ello formularemos el sistema de los momentos
hidrodinamicos de orden méas bajo, que no es cerrado, y le impondremos relaciones de
clausura adecuadas para hacerlo autoconsistente, obteniendo de esta forma el médulo y el
argumento de una funcién de onda cuyas densidades de posicién y de corriente coinciden
con las de la funcién de Wigner original. La evolucién temporal de dicha funcién de onda
determina la ecuacién de Schrodinger buscada, que aina efectos de friccién y difusion.
En la dltima seccién de este capitulo estudiaremos algunos casos particulares del modelo
derivado y discutiremos condiciones sobre la fisica del sistema que verifiquen las hipotesis
necesarias impuestas en la derivacién. A lo largo de todo el capitulo supondremos cierta
la regularidad que sea necesaria para poder llevar a cabo los calculos.

2.1. De la ecuacion maestra al sistema hidrodinami-

co asociado a la ecuacién de Wigner—Fokker—
Planck

Consideramos un sistema cudntico representado por una particula en R¢, sometido a
la influencia de un potencial V' = V(¢, x) e interactuando con un bafio térmico idealizado
por un conjunto infinito de osciladores arménicos en equilibrio térmico. Para estudiar la
evolucién del sistema teniendo en cuenta la influencia del bano consideramos R = R(t)
el operador de densidad reducido del sistema (lineal, autoadjunto, definido positivo y
de clase traza para todos los instantes de tiempo) y partimos de (3), la generalizacién



24 2. WFP EN LA FORMULACION DE SCHRODINGER

del modelo de Caldeira—Leggett [21] obtenida en [41] y reescrita en términos del nicleo
integral de R, de modo que considerando p = p(x,y,t) tal que

(R(t)p)(x) = g o(y)p(z,y,t) dy

para cualquier funciéon de onda ¢, entonces la evolucion temporal de p viene descrita por

dp 7
o _ﬁ(Hﬂc —Hy)p—MNx—y)- (Vo= Vy)p
D 2
+ (Dal Ve + 9,2 = =2z =y = T Dp(x =)+ (Vo +9,)) 2.1)

donde m es la masa efectiva del sistema y X\, D,,,, D, Dy, son las constantes que describen
la interaccion del mismo con el bano térmico

2 2
A:%, D,, = nksTy., qu:%, qqzﬁzﬂo. (2.2)
Ademaés H es el hamiltoniano renormalizado del sistema,
72
H = —%A—i—‘/}(-,t), (2.3)

y los subindices en (2.1) indican la variable sobre la que actian. En la notacién de (2.3),
V,. denota el potencial renormalizado, que no es mas que una perturbacion de V' causada
por la vibracién de los osciladores del bano (en el caso del oscilador armonico, V. es
otro oscilador arménico con frecuencia desplazada [21]. En [68] se pueden consultar méas
detalles sobre la normalizacién del potencial externo). En la ecuacién (2.1), el primer
sumando del segundo miembro responde a la evoluciéon hamiltoniana, el término con
coeficiente A es disipativo y los demés son difusivos. Esta ecuaciéon maestra surge como
aproximacién markoviana de la evolucién (no markoviana) del sistema inmerso en el bano
de osciladores, tras tomar traza parcial respecto de los grados de libertad del bano. Dicha
aproximacién se basa en una expansion asintotica de las funciones de correlacion sistema—
bano en términos del parametro p = kg—hTO hasta orden O(p?), dando lugar asi a una
generalizacién de la ecuacion maestra de Caldeira—Leggett, que se recupera obviando los
términos con coeficientes D,, y Dy, ambos de orden O(p). En [42] se prueba que esta
aproximacion es aplicable si la longitud de coherencia del estado del sistema es mayor que
la longitud de onda de De Broglie Ayg = h/v/4mkpTy. Si ademds eliminamos el término
de coeficiente A obtenemos una aproximacion de orden O(u) (limite de temperaturas muy
altas) en la que se ignoran los efectos de disipacién resultantes de la accién del entorno.

Tras la aproximacién markoviana antes descrita, la interaccién del sistema con el
bano térmico queda determinada por tres parametros positivos: 1 es la constante de
acoplamiento sistema—bano y se puede interpretar como un coeficiente de viscosidad, Ty
es la temperatura de equilibrio del bano y €2y es la frecuencia méaxima de los osciladores
que lo componen. Este modelo, al igual que el de Caldeira—Leggett, tiene restricciones
de aplicacion y por tanto dichas constantes no son libres. Las hipétesis principales sobre
los pardametros que garantizan la validez de (2.1) (véase [41] para una exposiciéon mas
detallada) son:
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- - . 0. < kpTi
(i) Temperaturas medias y altas: 2o~ =50,

(ii) La escala de tiempo caracteristica del sistema es mucho mayor que 7o = QLO’ el
tiempo de memoria del bano.
(iii) Acoplamiento débil: A < Q.
Bajo estas hipétesis, los coeficientes definidos en (2.2) satisfacen la relacién
h2\?
2
Dpquq - qu > (2-4)

4 Y
que implica que la ecuacién (2.1) se puede escribir en la forma de Lindblad y por tanto
conserva la positividad del operador de densidad (la demostracién de este hecho puede
consultarse en [11]). De esta manera, la incorporacién del término difusivo de coeficiente
D,, a la ecuacién puramente friccional permite describir las propiedades observables de
la dinamica de Langevin mediante un operador de densidad que evoluciona en el tiempo
conservando la positividad, por lo que consideraremos este modelo como el punto de
partida de nuestro estudio. Para tratarlo utilizaremos la interpretacién cinética de (2.1)
que consiste en la denominada ecuacién de Wigner—Fokker-Planck. Para llegar a ella se
considera la transformada de Wigner [114] de un operador A con nicleo integral a

h

WIA](z,§) = (2—71r)d /Rd a(x + o h T = %n) e %Mdn, (2.5)

y se define la funcién de Wigner de nuestro sistema, cuyo dominio para todo ¢ > 0 es el
espacio de fases RY x Rg, como W := W|R]. Para obtener la evolucién temporal de dicha
funcién basta aplicar W en (2.1) y realizar una serie de célculos sencillos para obtener

WI(H, — Hy)p] = (£ V)W + Op[V]W,

donde

oI .6 = s [ 3 [V (o4 5mr) =V (o= v ) | W 0

2m 2m

para los términos hamiltonianos y

W[ — y) - (V. — V)] = 22dive(W),
Dy WI(Va + Vy)?p] = Dy AW,

D 9 D
—h—ngHx — 'l = S AW,

24 2D, ..
—%quW[(x —y) - (Vo +Vy)p] = mpquV(V§W),

para los disipativos y difusivos (puede consultarse en [10] la equivalencia entre la formu-
lacién en términos de operadores y de Wigner de los términos difusivos). Por tanto, W es
solucién de la ecuacion de Wigner—Fokker—Planck

OW + (§- V)W + Op[VIW = Ly pp[W], (2.6)
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donde Ly rp es el nucleo de interaccién de Fokker—Planck cuantico
Dpp : qu .

©p, definido anteriormente es un término pseudo-diferencial eventualmente no lineal (cua-
drético en el caso de interaccién de tipo Hartree, por ejemplo) y los términos de Ly pp
aportan descripciones de los mecanismos de friccion (Adive(EW)) v difusion: D,AW
describe difusién en posicion, mientras que %AgW representa difusion en velocidad y

2Dﬁdiv(vgl/[/) es el responsable de la difusion cruzada o difusion anémala. Los coeficientes
han sido definidos en (2.2) a partir de las constantes fisicas que determinan la interaccion.
Ademas, en el limite semiclasico (h — 0 en el sentido de los pardmetros de escala),
tanto D, como D, se anulan y WFP converge formalmente a la ecuacién de Vlasov—
Fokker-Planck (véase [27]), lo que convierte a WEP en una generalizacién cuantica de
un modelo clasico bien conocido. Sin embargo la interpretacién de W como funcién de
probabilidad no estd tan clara en el caso cuantico, ya que W puede tomar valores negativos
en tiempos cortos como resultado de la interferencia entre distintos estados que conforman
la funcion de Wigner. No obstante, la positividad del operador de densidad si implica que
la transformada de Husimi W” de R es positiva en todo R?? ([51], [79]), donde

Wh(w,8) == W(x,&) *Tn(x) xTn ()  V(x,6) € R™

h
™
y I', denota la gaussiana con varianza o.

Los tres primeros momentos en velocidad de la funcién de Wigner admiten una inter-
pretacion hidrodinamica precisa: la densidad local

Rd
la densidad de corriente

J(t,z) = y EW (2, €, 1) dE (2.9)

y el tensor de energia cinética

Tto) =5 [ s@eW@end.

Bajo dicha interpretacién, la masa total de un sistema cuantico gobernado por la ecuacion
de Wigner-Fokker—Planck esta determinada por

/ n(t,x) dr = Wz, &, t)dE dx
R4 R2d

cantidad que se conserva en el tiempo como consecuencia de la ecuacion de continuidad
de nuestro sistema. En efecto, integrando la ecuacion de WFP respecto de £ se deduce
que la evolucion de n esta determinada por la siguiente ecuacién de continuidad de tipo
Fokker—Planck

O+ div(J) = Dy, An, (2.10)



2.1. DE LA ECUACION MAESTRA AL SISTEMA HIDRODINAMICO ASOCIADO A WFP 27

de donde se deduce la conservacion de masa total, tras integrar respecto de x. De la misma
manera, si multiplicamos la ecuacion de WEP por £ e integramos respecto de &, se obtiene

Oy J + divT + %TLVV = —2\J — %V?’L + Dy AJ, (2.11)
que establece la evolucién de la densidad de corriente J. Obsérvese que el sistema hidrodi-
namico formado por (2.10) y (2.11) no es cerrado, ya que esta segunda ecuacién involucra el
conocimiento de T, un momento de orden superior. De hecho, el término de transporte en
la ecuaciéon de WFP hace que no podamos esperar que ningun sistema de momentos quede
cerrado, por lo que el primer paso es imponer alguna relacion de clausura apropiada para
que el sistema (2.10)—(2.11) quede plenamente determinado. Con este propdsito definimos
la velocidad media (macroscépica) asociada a la funcién de Wigner como

J(t, )
tx) = 2.12
u(t, ) it 2) (2.12)
y vamos a estudiar la evolucién temporal de w. Combinando (2.10), (2.11) y (2.12) y
teniendo en cuenta que udiv(nu) = div(nu ® u) — n(u - V)u, llegamos a la siguiente
ecuacién
1 1 2D,, V
dut (u-Viu= — —VV —=div(P,) — 2\u — —22 "
m n m o n
\%
b Dy |2 (S Yk (213)
n

donde P, = T —nu® u es el tensor de esfuerzos. Este sistema es andlogo a la formulacion
hidrodindmica de De Broglie-Bohm para un estado puro [34, 18], que consiste en el
siguiente sistema:

o +div(nu) = 0,
1
Ou+ (u-Viu = —EV(VjLQ),

donde @ = Q(t,x) es el potencial cuantico de Bohm, definido por

AV (A [T

n 2n2

Q= 2m +/n 4m

(2.14)

que describe efectos de autointeraccion del sistema, de manera que V() representa una
corriente de difusién causada por gradientes de densidad. Comparando este sistema con
(2.10), (2.13) se desprende que div P, = = nV(Q, si bien en nuestro caso se han tenido en
cuenta efectos de friccién y de viscosidad. A este nivel el efecto de la difusién en velocidad
no ejerce influencia sobre los observables, lo que constituye una caracteristica destacable
de nuestro modelo.

Definimos a continuacion la velocidad de difusion

Vn(t,x)

v(t,x) = ult,x) — uo(t,x), u.(t,z) = DQQW,

(2.15)
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donde u, es la llamada velocidad osmética, que surge de acuerdo con la ley de Fick
asociada a la difusién con coeficiente D,,. Multiplicando la definicién de v por n y tomando
divergencias, obtenemos que

div(nu) = div(nv) + Dy,An,
que nos permite reescribir (2.10) en términos de v de la siguiente forma:
o + div(nv) =0, (2.16)

que es la ecuacién de continuidad estandar en mecdnica de fluidos. Se tiene entonces el
siguiente resultado.

Proposicién 2.1.1

Sea W = W(x,&,t) una solucion de WFEP suficientemente regular y supongamos que
la densidad local n definida en (2.8) no se anula en ningin punto. Entonces el sistema
hidrodinamico asociado a W, que gobierna la evolucién temporal den y v (con v definido
en (2.15)) viene dado por

O +div(nv) = 0,

1 1
v+ (v-Vio = ——VV — —div(P,) — 2\v —
m n

2D V0 1 g
m n

aa,,
+qu% [V (div(nv)) + A(nv) — QAVn] :

donde P,(t,x) es el tensor cudntico de esfuerzos, definido por

P, = EREWdE—nv®wu.
Rd

DEMOSTRACION:

La ecuacion de continuidad se obtiene partiendo del sistema para u y n y razonando como
en (2.16). Para derivar la ecuacién de evolucién asociada a v partimos de su definicién
v = u — U,, multiplicamos por n y derivamos con respecto del tiempo, obteniendo

now = on (u —v) — Dy0,(Vn) +nou . (2.17)

Aprovechando la informacién contenida en (2.16), podemos reescribir los dos primeros
sumandos del término de la derecha en funciéon de v de la siguiente forma:

o (u—v) = —qudiv(nv)E : (2.18)
n
8,(Vn) = —v(div(m)) . (2.19)
Para el tercer sumando, sustituimos u por v + u, en (2.17) y llegamos a
1 2D
nu = —n(v-V)yv——nVV —divP, — 2 nv — —2Vn
m m

+Dy, [nAv —n(v - V)% —2\Vn + div(v ®Vn+Vn® v) +(Vn - V)v]

+ D2, [(vn : V)% +V- (Vn ® %) + nA (@)} : (2.20)

n
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Finalmente, sumando las expresiones obtenidas en (2.18), (2.19) y (2.20) y simplificando
de forma sencilla, llegamos a la ecuacién para v. O

OBSERVACION 2.1.2 (Casos particulares destacados) El nicleo de interaccion
de Fokker—Planck (2.7) contiene como casos particulares algunos modelos bien conocidos
en la literatura fisica

(1) Si hacemos A = D, = D,, =0, entonces WFP se reduce a

(ii)

(iii)

OW + (- V)W + O4]VIW = %Agw,

que es el modelo asintotico obtenido para temperaturas muy altas, el mds simple
de entre todos los que conservan la positividad del operador de densidad. Ademds,
este modelo no tiene en cuenta efectos de friccion (véase [11, 83]). En este caso
v=u= ;1—’ y el sistema hidrodindmico establecido en la Proposicion 2.1.1 se reduce
al sistema de tipo Euler, usual en mecdnica de fluidos

o + div(nv) = 0,

v+ (v-V)u = —iVV . div(P,) .
m n

Si hacemos D,y = Dyg = 0 obtenemos la version cinética del modelo de Caldeira—
Leggett [21]

D
OW + (- V)W + O4VIIW = “ELAY + 22dive (€W,

que no tiene garantizada la preservacion de la positividad del operador de densidad
[2]. El sistema hidrodindamico asociado es

O +div(nv) = 0,
1 1

o+ (v-Vv = ——VV — —=divP, — 2\v.
m n

Si consideramos tan solo D,, = 0, entonces WFP se escribe de la siguiente manera

D
OW + (- V)W 4+ O4VIW = ?’g’AgVV + 2Xdive (EW) 4+ Dy AW,

que es el modelo disipativo mas sencillo que conserva la positividad del operador de
densidad [11, 22]. En este caso, el sistema hidrodindmico asociado es

on +div(nv) = 0,

1 1 1
o+ (v-V)u = —EVV - div(P,) — 2X\v + ngEV(An)

+qu% [v (div(nv)) + A(nw) — 2\Vn .
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2.2. Analisis del tensor de esfuerzos y relaciones de
clausura

Vamos a suponer que W estd asociada a una mezcla de estados {1y, }ren, por lo que la
ecuacién (2.5) con a(x,y) = > Metbr(x)x(y) implica que la funcién de Wigner de nuestro
sistema se escribe como

W(z, &, t) = dZ)\k/ <x+%y, )%(m—}y, ) W dy, (2.21)

donde { Ay }ren son las probabilidades de ocupacién y cumplen que

>0 VEEN, Y N=1.
keN

El sistema obtenido en la Proposicion 2.1.1 no es cerrado pues depende del tensor de
esfuerzos P,, que esta relacionado con los momentos de segundo orden de W. Para intro-
ducir relaciones apropiadas de clausura del sistema vamos a describir P, en términos de
la familia {¢; }ren. Usando (2.21) se tiene que

T = —Qh—ﬂ; 3 M [Re (@(v ® V)wk) - Re(v% ® wkﬂ .

keN

Ademas, podemos formular nv ® v en funcién de los distintos estados aprovechando que
= %(J — D, Vn):

wE = Y (70 - 20 Re (57|
< [Elm (5:v0) - 20 Re (5701
P, = —Qh—:ﬂ Z M [Re(909 @ Vi) — Re(Viy @ Vi) |
m > [ I (VWi ) — 2D,Re (%wk)] (2:22)
® k% i [Elm (96 Vr) — 2Dy Re (%wk)} .

Si consideramos la descomposiciéon médulo—argumento de cada uno de los v, dada por

Ui (t, x) = \/nk(t,m)eés’“(t’x) , a=2mDy, (2.23)
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entonces se tienen las siguientes identidades de forma elemental:

— g 1
Re<¢kv¢k> = VN, Im(@/)kv%c) = ankvsk,
_ 1
Re (W ® wk) = ViRV @ Vit = —m VS, @ V5. (2.24)

_ 1
Re (Wk ® wk) = Vi ® Vol + —m VS, @ VS

Introduciendo estas expresiones en (2.22), haciendo los correspondientes calculos y usando
que Yoy Ak[Uk)? = n , llegamos a la descomposicion P, = PS4 P4, donde

h? 1
P = o {Z Mk VSe @ V.S, — - (Z )\knkVSk) ® (Z )\knkVSk) }

keN keN keN

denota la parte clasica del tensor, en el sentido de que describe la presion estandar del
fluido (ver férmula (2.26)), y

Pl = — - <Z )\knkVSk> ® <Z )\k\/n_kv\/n_k>

keN keN

+%% (Z Akmwn—k> ® (Z Aknkvsk>

keN keN

h2
+ﬁkeZNAk(v\/n_k®v¢n——\/n_kV®v¢n7)

__4l);f% (:E:‘kaﬁng7\/ﬁ;> ® (jg:,kkvﬁ€;‘7\/ﬁ;> )

keN keN

representa los efectos cudnticos del sistema a través de las potencias positivas de la cons-
tante de Planck, que se consideran despreciables cuando i — 0 (limite semicldsico). De-
nominaremos a PJ parte cudntica del tensor de esfuerzos, toda vez que contiene términos
de presion proporcionales a An en la diagonal y fuerzas de tension extradiagonales que
se expresan a través de la velocidad osmotica (2.15)(como se pone de manifiesto en [89]).

OBSERVACION 2.2.1 Es importante destacar que la parte cldsica del tensor de es-
fuerzos surge a raiz de la mezcla de estados cudnticos. De hecho, si suponemos que W
describe un estado puro entonces PS¢ = 0. Ademds, la presencia de la constante de Planck
en la expresion de P no hace incoherente la denominacion “cldsica” ya que h y o tienen
las mismas unidades y g es, por tanto, un factor adimensional. Por otra parte, si Dyg = 0
(lo que ocurre en los modelos (i) y (i) descritos en la Observacion 2.1.2), entonces la
parte cudntica P, se reduce a

PE = S (i Vi — V(Y © V) Vi)

keN
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Si consideramos la velocidad vy asociada al estado ¢ y la descomposicién (2.23) del
mismo, es sencillo comprobar que v, y S estan relacionados a través de la férmula

m

la cual nos permite interpretar la parte clasica del tensor como una matriz de covarianzas
en velocidad:
hZ
P = En((v R V) — Uy @ UM> : (2.26)

donde hemos denotado ]
Xy =—) X
M= Z KTk 5

keN
la funcién media ponderada de la familia de observables X = X (i) respecto de las
funciones peso Agng. Obsérvese en la ecuacién (2.26) que la influencia del momento de
segundo orden se reduce a la presencia de (v ® v)y en la parte cldsica. Por tanto, si
imponemos las relaciones de cierre [80, 86]

Pe=P(n), Jan=+/n VkeN, (2.27)

estamos truncando la jerarquia de momentos asociada a la funcién de Wigner, generando
una aproximacién de la misma mediante un sistema cerrado, que se puede resolver de
forma autoconsistente. La primera hipdtesis, que es la que cierra el sistema, no consti-
tuye una restriccién demasiado severa, ya que existen modelos hidrodinamicos cuanticos
ampliamente aceptados que verifican dicha condiciéon. En la tltima seccion de este capitu-
lo destacaremos algunos de ellos. En cuanto a la parte cuantica, es destacable que solo
dependera de n y vy:

PE = (e VI Vioy ® Vi) - 4D, VVAE Vi
+2h—nj2 (VVn @ Vyn—+/n(V®V)y/n) (2.28)

2
= i(vM®Vn—|rm\4®Vn) — h—nV@ (@> - D? an@Vn.
2m Am? n 1n

Proposicion 2.2.2

Sea W = W (z,&,t) una solucién de WFP suficientemente regular y supongamos que la
densidad local n definida en (2.8) no se anula en ningiin punto y que se verifican las
relaciones de clausura (2.27). Entonces las leyes de evolucién temporal para la densidad
local n y la velocidad media vy, vienen dadas por

h
O+ —div(nvy) = DgAn, (2.29)
«
h 1 vPe 2D,V
Oy + —(vpy - Vivy = _a (—V(V—l—@)—i——v—l——pq—n) — 2 vy
o h \m n m n
+qu {2 <% . V) vy AUM} s (230)

donde PS y PJ corresponden a (2.26) y (2.28), a = 2mD,, y donde @) denota el potencial
cuantico de Bohm definido en (2.14).
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DEMOSTRACION:
Para estudiar la evolucién de n basta usar (2.12), (2.21), (2.24) y (2.25) para deducir
J Rl — h 1 h
kEN kEN
luego las velocidades v y vy estan relacionadas por medio de
h Vn
= —vy — Dyg— . 2.32
v aUM qq n ( )

Esta propiedad, junto con la ecuacion de continuidad obtenida en la Proposicion 2.1.1,
nos conduce a (2.29). Finalmente, usando la evolucién de v deducida en dicha proposicion,

la identidad v
(6% n
&WM = ﬁ {@v + quat (7) } ,

y la ecuacién de continuidad recién derivada, obtenemos

o h o mo... Vn
gat’l] = —a(’UM : V)UM — 2/\UM — % (V(V + Q) + Ele(Pv) + 2qu7)

1 \Y 1
+Dyq {—EAn vy — Yndiv(vM) - E(UM -V)Vn

1 1 \Y
+ —div(nvy) + =A(nvar) + (var - V)—n}
n n n

2
+5D2, {— (ﬁ : v) Vn _NnPg, . ang,
n

h n n n3

1 1
+—(Vn-V)Vn — —VAn} :
n n

%at (@> = %div(m}M)Vn — lV(diV(mJM)) +2

n n h

1 1
ng (EVAn — ﬁAnVn) ,

tras calculos laboriosos pero sencillos. Simplificando de forma adecuada se deduce (2.30),
lo que concluye la prueba. O

2.3. Construccién de una funcién de onda que repro-
duce el comportamiento de la funcion de Wig-
ner: la ecuacién de Schrodinger—Langevin difu-
siva

En esta seccién vamos a construir una funcion de onda que describe la misma feno-

menologia fisica que el sistema (2.29)—(2.30), en el sentido de que las densidades local y

de corriente asociadas a dicha funcién de onda coincidiran con n y J provenientes de la

funcién de Wigner. Con este propdsito razonamos como en (2.25), esto es, si una funcién
compleja 1 admite una descomposicién médulo—argumento [85]:

b = [iles?, (2.33)
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para cierta funcion S, entonces la velocidad asociada a 1) viene dada por V.S. Por tanto,
si suponemos que el momento medio mwv,; admite un potencial escalar S, entonces dicho

potencial ha de verificar

I lys (2:34)
n - mo

donde hemos usado (2.31), con lo que tendremos un candidato a argumento de aquella
funcién de onda cuyos observables respetan la hidrodindmica de WFP. Ademés de (2.34),
impondremos la existencia de campos escalares U y F' tales que

1
VU = —=div(P)), VF = <@
n

n

: v) VS, (2.35)

lo que nos permitira establecer la dindmica de n 'y S (y a posteriori la ecuacién de onda
que buscamos) a partir de (2.29) y (2.30).

Proposicién 2.3.1

Sea W = W(x,&, t) una solucion de WFP suficientemente regular tal que la densidad
local n definida en (2.8) no se anula en ningiin punto y se verifican las relaciones de
clausura (2.27). Supongamos que existen un campo escalar S(t,x) satisfaciendo (2.34) y
U(t,z), F(t,x) dos funciones de manera que se cumplen las relaciones (2.35). Entonces el
sistema hidrodinamico de flujo potencial que describe la evolucion temporal den y S es
el siguiente:

h
on = —mdlv(nVS) + Dy An, (2.36)
_ 2 _ =
85 = 2ma vy (v +mU + Q + 2D, log(n ))
—2XS + qu(QF + AS) + @, (2.37)

donde @) es el potencial cuantico de Bohm definido en (2.14) y ® = ®,, s(t) es indepen-
diente de x.

DEMOSTRACION:

La ecuacién de Fokker—Planck (2.36) es consecuencia directa de (2.29) teniendo en cuenta
(2.34). Para obtener la ecuaciéon de Hamilton—Jacobi (2.37) partimos de (2.30), sustituimos
vy usando de nuevo la hipotesis de irrotacionalidad y encontramos

h 5 ma 1 e D,,
V(8t5)+2maV|VS| = hV(V+Q) P div(PS) — 2AV.S — h ———Vlog(n)

0 [2(Z2 ) vs 4 va] s

= -2V (V+ mU + Q + 2Dylog(n) — 218 + Dy (2F + AS))

tras utilizar las hip6tesis (2.35). Esto concluye la prueba. O

Una vez conocido el sistema (2.36)—(2.37), nos inspiramos en (2.33) para construir la

funcién compleja
plt,x) = /n(t, z)es "0, (2.39)
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cuyas densidades local y de corriente coinciden con las magnitudes n y J asociadas a
la funcién de Wigner. La evolucion temporal de una funciéon de onda asi definida, va
a determinar una ecuaciéon de Schrodinger-Langevin friccional con difusiéon (SLD) que
emula el comportamiento observable de (2.36)—(2.37) y, en consecuencia, el de la ecuacién
de Wigner-Fokker—Planck bajo las condiciones desarrolladas a lo largo del capitulo.

Teorema 2.3.2

Sea W = W(x,&,t) una solucion de WEP suficientemente regular asociada a la mezcla
de estados {1y }ren (en particular se puede escribir como en (2.21)). Supongamos que
la densidad local n definida en (2.8) no se anula en ningin punto y que se verifican las
relaciones de clausura (2.27). Si existen S tal que (2.34) es valida para J (definida en
(2.9)) y dos campos escalares F' 'y U cumpliendo (2.35), entonces existe una funcioén de
onda v (t, x) que es solucién de la siguiente ecuacién de Schrédinger—Langevin logaritmica
con difusion:

h? h\
thoyw) = ——AY+(V+mU+ S+ 2D, log(n) )
! 2m ( mDyg, b )
hD,, (A
+ZT‘” ( ”) W — —F¢ m.D g, div (i) 0, (2.40)

v que describe la misma dinamica que W en el sentido de que
h —
WP =nto), (G0 Ve(t)) = (7).

DEMOSTRACION:
Si definimos ¢ como en (2.39) y tomamos z = t,z;, 1 < i < d, podemos expresar la
derivada 0, en funcion de n y S del siguiente modo:

zgo_(a\/_+ \/_as)ea : (2.41)

Como n no se anula en ningiin punto, podemos considerar z = ¢, dividir entre n y sacar
factor comuin ¢, obteniendo

By = <iatn n iats) 0
2n a

Multiplicando esta ecuacién por ik y valiéndonos de (2.36) y (2.37) deducimos que

2

_ h
1howp = {2ma2

2

h, [ h An
IVS|?+Q — &f“ {—Qma—dlv(nVS) + hDgyq o }}@7 (2.42)

donde hemos denotado

f(t,z) = —% (V +mU + 2qulog(n)> —2XS + Dyy(2F + AS) + @

Del mismo modo podemos tomar la divergencia en (2.41) y multiplicar por %, de donde

2 2 2
h—Agp = {—Q — h |VS|2 +1 0 —div(nVS)} 0. (2.43)
2m 2man
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Sumando (2.42) con (2.43) y despejando la derivada temporal de ¢ se tiene

h2
1thoyp = — —Ap + hD
2m

Aan

h
94 5 Y — af@- (2'44)

Teniendo en cuenta la definicién de f y usando (2.34) es claro que ¢ verifica SLD, salvo por
el término —g@p. Para ver que podemos tomar ® idénticamente nula, basta seleccionar

1 t

. d —2A(t—s) d
2mDgy, Jo (s)e o

v(t) =

cuya derivada viene dada por

1
2mD gy

V(t) = =2 w(t) — D(t) .

Es sencillo comprobar si ¢ es una solucién de (2.44), entonces 1) = e satisface (2.40).
Ademés [¢|? = |p|*> = n y usando (2.41) obtenemos que

% Im(@Vzﬂ) = gnvM =J,

donde hemos utilizado (2.34) y (2.31). Por consiguiente, 1) satisface el teorema y tenemos
concluida la demostracion. O

OBSERVACION 2.3.3 La hipdtesis de existencia de un argumento S globalmente de-
finido wverificando (2.34) evita ambigiiedades en la definicion de v y hace innecesaria,
por tanto, cualquier condicion de cuantizacion (véase [111]) para pasar de (2.36)-(2.37)
(0 (2.29)-(2.30)) a la ecuacion SLD. En el Capitulo 4 abordaremos el problema de la exis-
tencia de S para 1 conocida en dominios acotados por medio de la busqueda de soluciones
de (2.34).

La ecuacién SLD es un modelo fuertemente no lineal que aproxima la dinamica de Lan-

gevin en la formulacién de onda incorporando efectos de friccion, modelados por m’%\ S,
qq

y de difusién, que quedan descritos por 2D,,log(n)y para la difusién anémala y por

Dy <@> ¥ - L Py~ mDydiv (1) Y
2 n m n

para el caso de la difusién estandar. Es significativo, como comentamos anteriormente,
que el término de difusién en velocidad (con coeficiente D,,) en WEP, responsable del
proceso de decoherencia (véase [69]), no contribuye a la formulacién de SLD. Esto se
debe al hecho de que hemos establecido el cierre del sistema de momentos al nivel de
la densidad de corriente y la influencia de la difusién en velocidad solo es plausible si
tenemos en consideracién mas momentos de W, que en nuestro caso aportarian mayor
informacién sobre Py sin variar los sistemas hidrodindmicos ni la ecuaciéon de Schrodinger
que proponemos. En este sentido es destacable que SLD no es sélamente un modelo, sino
una familia de modelos, donde el potencial U queda libre y depende de la interpretacién (o
de la ecuacién de estado) que demos al sistema objeto de estudio. En la siguiente seccién
discutimos algunas de ellas, asi como algunos casos particulares destacados de SLD.
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2.4. Casos particulares y discusién sobre las hipétesis

2.4.1. Casos particulares destacados para la ecuacién de Schro-
dinger—Langevin con difusion

Al igual que ocurre con WEP, que es una generalizacion de otras ecuaciones disipativas
conocidas en la formulacion cinética, la ecuacién SLD generaliza algunos modelos con
friccién ya estudiados en la literatura, que es interesante comentar tanto al nivel de n y .S
como en la formulacién de onda, que es la que nos interesa principalmente en este trabajo.

(i) En primer lugar, si A, D,, y D,, se anulan, entonces a partier de las ecuaciones
(2.29)—(2.30) se obtiene

1
on = ——div(nV>S),
m

1
S = ——|VSP—-V -—mU—-Q,
2m

y tomando la forma polar de la funcién de onda ) = v/n enS se deduce

2

ihoy) = —;—mAw + (V+mU).

En nuestro contexto esta ecuacién se puede interpretar como una aproximacion
para temperaturas muy altas, que proviene de un modelo cinético con difusion en
velocidad. En la interpretacién de Schrodinger, sin embargo, surge también de forma
fenomenolégica en el estudio de gases cuanticos. Uno de los ejemplos mas destacado
se tiene para U = [¢]?, dando lugar a la ecuacién de Gross—Pitaevskii ([57], [97]),
que modeliza la formacién de condensados de Bose—Einstein. En [86] se obtiene este
modelo con PS = %ngﬂ, C € R para un gas unidimensional a temperatura cero, que
implica una interpretacion de U como potencial de autointeraccién de tipo Slater:
C |@Z)|§ Esta ecuacion aparece también en el estudio de dispositivos semiconductores
en presencia de potenciales de tipo Hartree (atractivo o repulsivo), dando lugar a
los modelos de Schrédinger—Poisson-X® (véase, por ejemplo [87, 84, 19, 101]).

(ii) Si hacemos D,, = Dy, = 0, que a nivel del operador de densidad corresponde al
modelo de Caldeira-Legget [21]), entonces

1
on = ——div(nVS),
m
1
0SS = ———|VSP -V —Q—mU —2\S,
2m

sistema hidrodinamico cuantico con friccion que surge en el estudio de semiconduc-
tores ([71]) e implica, para la funcién de onda v construida como en el caso anterior,
la siguiente ecuacién friccional

2
1thop) = —;—mAw + (V+mU +2\9) ¢,
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que generaliza la ecuacién de Schrodinger—Langevin introducida por Kostin ([73]) in-
corporando el término mU1. Dedicaremos la segunda parte del Capitulo 6 a estudiar
el buen planteamiento de esta ecuacién en dominios acotados bajo una interpreta-
cion adecuada del potencial de autointeraccion.

(iii) Por 1ltimo, si tomamos solo D,, = 0, entonces tenemos el sistema de flujo potencial

h
on = —%dlv(nVS) + Dy, An,
B h , O

y la correspondiente ecuacion de Schrodinger para i es idéntica a SLD, salvo por el
término logaritmico:

, h?
o = ——— A+ <V+mU+ s)w
2m mDgy,
ihDyg <@) v — L Py — Dy div (£> b
2 n m n

Teniendo en cuenta la condicién (2.4), este es el modelo mas sencillo que generaliza
al de Caldeira—Leggett al nivel del operador de densidad. Los términos difusivos de la
ecuacién anterior pertenecen a la familia de términos no lineales de Doebner—Goldin

[43].

2.4.2. Discusién sobre la consistencia de P) y F

Este tltimo apartado estd dedicado a discutir la plausibilidad de las condiciones (2.35)
que han sido necesarias para la obtencion del modelo. Una caracteristica importante de los
sistemas cuanticos abiertos es que pueden perder informacién, en el sentido de que un esta-
do cuantico determinado por una tnica funciéon de onda puede evolucionar temporalmente
hacia una mezcla de estados, de manera que el ambiente genera incertidumbre acerca del
sistema objeto de estudio. Esta circunstancia impide que cualquier aproximacion basada
en una ecuacién de ondas (lineal o no lineal) describa el sistema de manera “exacta”. La
ecuacion SLD describe WEFP de la mejor forma posible, ya que el conocimiento de n y
J permite construir (via (2.34)) una funcién de onda que respeta dichos momentos, pero
teniendo en cuenta los efectos eventuales de una mezcla de estados sobre dichos observa-
bles. Esta influencia queda reflejada por el potencial efectivo de autointeraccion U, que
surge como un potencial escalar de la divergencia del tensor PJ y en principio no tiene
por qué existir. En este sentido es destacable que bajo la relacion de cierre establecida en
(2.27), la hipétesis 1div(Pf) = VU es equivalente a asumir div(P5) = VU, ya que en este
ultimo caso podemos definir

"1 ~ 1. ~ 1_~
U= / — OpUdn' que implica VU = —9,U Vn = —VU ,
0o n n n

de donde se deduce la primera igualdad de (2.35). Por tanto, podemos discutir acerca
de las condiciones que garantizan la existencia de potenciales escalares de div(PY). Por
ejemplo, es suficiente postular un tensor diagonal

P;(t, x) = p(t, x)]:[v
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donde I denota el tensor identidad de orden 2 en dimensién d, para el cual div(PS) = Vp.
Esta no es mas que la condicion de fluido perfecto en hidrodinamica, que implica que los
efectos de tensiones laterales internas son irrelevantes en la descripcion de la evolucién del
fluido. Destacan, en particular, los perfiles de tipo p = Ty n® (donde Ty es la temperatura
del sistema) que engloban a los modelos hidrodindmicos isotermo [37, 58, 72] para § = 1
e isentrépico para 3 > 1 (puede consultarse [70] para una discusién sobre las clausuras en
los distintos sistemas hidrodindmicos asociados a un estado mixto general). En este marco
tedrico y bajo nuestras hipodtesis, el potencial U tiene una interpretacién termodinamica
bien definida: U = h(n) es la entalpia del sistema [71], que viene dada por

rh'(r)=p'(r), h(1) = 0.

Bajo este punto de vista, todos los perfiles conducen a un término no lineal de tipo X¢
en la formulaciéon de Schrédinger

5
31

analogos a los que hemos comentado anteriormente. Obsérvese, por ultimo, que esta in-
terpretacion es consistente con la hidrodinamica cuantica a temperatura cero, que bajo
nuestra aproximacién implica U = 0 y permite describir el sistema hidrodindmico me-
diante una tnica funcién de onda.

Respecto a la existencia del potencial F verificando

-1
U= nf=1

n

(@ : v) VS = VF, (2.45)

es destacable senalar que esta condicién surge inevitablemente como consecuencia de la
difusién en posicién (con coeficiente Dy, aunque no figura explicitamente en la ecuacién)
y representa efectos de autointeraccion (conveccién) entre las velocidades media (u = Z)
y osmotica (uy = qu%). Su aparicién en SLD resulta poco operativa, por lo que es
interesante discutir algunas hipdtesis adicionales que permitan trabajar con él de forma
més sencilla. Obsérvese, para ello, que en el caso tridimensional la condicién (2.45) puede
entenderse, usando (2.34), como equivalente a la irrotacionalidad del campo vectorial

mo [(Vn
= — _— . 24
G . < - V) u (2.46)

Haciendo los calculos, obtenemos que

ot K@ - v) u] = Lot (Vi V)il = L Vn x (V- V),

n n n?

que se anula si y solo si las matrices jacobianas de u y u, conmutan. Desde el punto
de vista matematico, existe un sistema de coordenadas que diagonaliza simultaneamente
tanto a u como a u,. Esta condicién se satisface obviamente si u y Vn son colineales,
hipétesis que implica

u(t,z) = C(t,x)Vn(t,x),
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Veu=VC®Vn+C(V&®&V)ny, deacuerdo con (2.46), permite reescribir el campo
vectorial G' como

1
G = ”27’—72‘— 2VC - Vn)Vn + CV|vn|2] .

Para interpretar G como un gradiente, podemos considerar el perfil

K(t

Ot = S

n(t, x)

por lo que VC = —n—IgVn, luego
ma K 5 mo |Vn|?
G = 2 [nV|Vnf* - 2|Vn|*Vn } KV ( )

De este modo existe F' tal que VF = G y el término que aparece en la correspondiente
ecuacién de Schrodinger pertenece (salvo una funcién del tiempo multiplicativa) a la
familia de términos no lineales de Doebner—Goldin [43],

Vil

F =
2h n?

En este caso se dispone de la identidad J = K'Vn y en particular, para K(t) = D,
obtenemos

J = Dy Vn. (2.47)

Como consecuencia se verifica u = u, y la relaciéon de conmutacion entre V@ uy V ® u,
es entonces obviamente cierta. En esta situacién (2.47) implica

S = %qulog(n) +v(t),
y por tanto el término de friccién en SLD pasa a ser de tipo logaritmico. En [61] se deriva
un modelo de Schrodinger disipativo con las mismas caracteristicas, partiendo también de
la ecuacién de WFP y aplicdndole ideas de propias mecénica nelsoniana [93]. Dedicaremos,
ademas, el Capitulo 5 a estudiar el buen planteamiento de dicho modelo aprovechando su
equivalencia con la ecuacién de Schrodinger puramente logaritmica.
De la escritura anterior de Sy de (2.34) se deduce que

R M G
lo que nos conduce a la siguiente versién simplificada de la ecuacién SLD:
thop) = —h—2A¢ Dy, <meq ;) %@/}
+ <V +mU + (2D, + anq)1og(n))¢ . (2.48)

Cabe destacar, por tultimo, que la igualdad u = wu, que hemos obtenido en este caso
particular implica que la velocidad osmética compensa los efectos de la velocidad media
y localmente (a escalas microscépicas) la velocidad del sistema se anula, lo que conduce
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a la ecuacién de continuidad mas sencilla d;n = 0, esto es, el régimen determinado por
estas condiciones genera una dindmica estacionaria.

Por otra parte, si asumimos que se satisface la ley de Fick, es decir, si J = —D,,Vn,
entonces la ecuacién de Schrodinger asociada es ahora

_ h? ih\ An
Zhaﬂb = —%A@b —+ qu (meq + E) Tw
+ (V4 mU + (2D — Dy log(n) ) v (2.49)

En este caso el signo del término logaritmico podria ser negativo, circunstancia que ocurre
cuando Qy < wA. Sin embargo, bajo las hipétesis de validez del modelo de WEP (y por
tanto de SLD) A < €2, lo que implica una perturbacién pequena en la practica.
Siguiendo esta direccién, también podemos considerar el caso en el que la corriente
macroscopica se anula, J = 0. De aqui se deduce facilmente que S(t,z) = v(t) y, por
tanto, la ecuacién de Schrodinger que surge en este caso es
9 .
oy = _h_A¢+ ihD,, (An
2m 2

T) )+ <V +mU + 2qulog(n)>w. (2.50)
En particular, la ecuaciéon de continuidad asociada es la ecuacién del calor determinada
por la difusiéon en posicion de WFP, esto es, din = Dy,An, por lo que se trata de una
dindamica que solo manifiesta difusién.

Para terminar, podemos considerar otro tipo de hipdtesis sobre la viscosidad del sis-
tema (visto como un fluido) que evita el término F' en SLD. En efecto, si PS¢ = p(n)l,

v
podemos reescribir la ecuacion para 0,5 de la siguiente forma:
h

_n 2 _ _@ =
V(2:S) + 5 —VIV5] “V(V +5)

+ 2D, K% : v) VS+VAS} + 11

(donde Vp = %Vp), que representa la formulacién de flujo potencial de una correccién de
la ecuacién de Navier—Stokes para un fluido barotrépico e irrotacional con coeficiente de
viscosidad dindmica proporcional a la densidad, u(t,z) = Dyn(t, z), y donde

1= —%V(Q +2Dyglog(n) ) = 2AVS — D, VAS.

Por tanto, si elegimos la relaciéon constitutiva
Py =pl+ 2Dy nV ®@u

en lugar de la primera relacién de cierre en (2.27), los efectos debidos al término de
conveccién se cancelan y se deduce la siguiente ecuacién de Schrodinger logaritmica

. h? hD A
o = g =gt (S
J
+ (V +mp + S+ 2qulog(n)) Y+ mDg,div <E> 1),
qq

con Vp = %Vp, como razonamos al principio de la seccién. Obsérvese que en este caso la
hipétesis (2.35) ya no es necesaria.






Capitulo 3
Validacion numeérica de la ecuacion

de Schrodinger—Langevin con
difusion

Este capitulo esta dedicado a la exploracién numérica del modelo SLD, con el objetivo
de conocer la dindmica que describe y estudiar el grado de aproximacion que representa
respecto de la fenomenologia fisica de WFP. En primer lugar analizaremos las hipotesis
establecidas en el capitulo anterior, que hacen mas tratable el modelo y permiten calcu-
lar familias de soluciones particulares para dichos casos simplificados, basandonos en la
formulacién rotacionalmente simétrica cuando sea posible.

Dedicaremos la segunda secciéon del capitulo a establecer la solucion exacta de la ecua-
cién de Wigner—Fokker—Planck para la particula libre y el oscilador arménico y aprovechar
los observables asociados a dicha solucién, asi como la hidrodinamica del modelo, para
calcular el valor exacto del potencial de autointeraccién U y obtener asi una ecuacion
lineal que mejora SLD, aproximando con bastante precision la fisica determinada por
WEFP al nivel de las densidades locales. Todos los calculos realizados en este capitulo se
haran en un sistema de unidades adecuado a la observacion de la dinamica del sistema,
que estableceremos a continuacion.

3.1. Soluciones particulares

El primer paso a dar para conocer la dindamica asociada al modelo SLD es intentar
conocer propiedades que se obtengan de forma sencilla. Con esta intenciéon analizaremos el
comportamiento de algunas soluciones de nuestra ecuacion asociadas a acciones externas
y autointeracciones nulas (V' = U = 0) para los regimenes J = +D,Vny J = 0,
aprovechando las reescrituras simplificadas de SLD que hemos derivado en el Capitulo
2. Con el objeto de poder observar en una escala apropiada la dindmica del sistema (los
efectos cudnticos son observables en tiempos cortos y distancias pequenas) trabajaremos
en unidades en las que h = m = kg = 1, con lo que alteramos los patrones de tiempo y
de longitud:

15="763771ps v 1 =0,0297349 um . (3.1)
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En este nuevo sistema de unidades los coeficientes que determinan el modelo (definidos
en (2.2)) adquieren la siguiente forma normalizada:

N n
A=50 Pw=nTo, Dy=poms Du=pp

N3

Utilizaremos este mismo reescalado en todos los calculos numéricos que seran llevados a
cabo, asi como en las figuras que presentamos.

3.1.1. J=D,Vn

En este caso, la ecuacién de Schrodinger que rige el comportamiento del sistema viene
dada por (2.48). En particular la densidad local es independiente del tiempo, lo que nos
permite descomponer la funcién de onda en forma polar del siguiente modo

U(t,z) = ze ) (3.2)

donde z = z(z) no depende del tiempo, lo que implica de forma sencilla que J = nVo vy,
en consecuencia,
o(t,x) = Dylog(n(z)) + v,

donde v es una funcién que depende solo del tiempo. Este calculo nos proporciona perfiles
de la forma

Y(t,z) = 2(x) exp {iDyglog(z(z)*) + iv(t)}
como candidatos a soluciones de (2.48). Sustituyendo en la ecuacién y teniendo en cuenta
que n = z2, obtenemos

/ 1 . . VZ 2 AZ . VZ 2 AZ
—V () = _<§ +2qu) (22qu| 22| + 7) Y+ Dyg(—2Dgq + 1) (| 22| + _) (0

z
+(2Dpq + anq)log(z2)w .

—iDqqlOg(2(2)?)—iv(t)

Multiplicando ahora por el factor e y reordenando términos, deducimos

que
1
—V(t)z = —5(1 + 4D§q)Az + (2D, + nDyy)log(2%)z . (3.3)

Obsérvese que el segundo miembro no varia con el tiempo, por lo que v/ = 0, luego
v(t) = —wt + k (w, k € R) y (3.3) adopta la siguiente forma

1
wz = _5(1 + 4D§q)AZ + (2Dpy + anq)IOg(ZQ)Z ; (3.4)

ecuacion cuyas soluciones son todas reales ya que w € R. En particular

== spn ram0) | (35)

es una soluciéon constante. Por tanto, la familia uniparamétrica de funciones de onda

1+2iD
(1 + 2iDgq)w _ iwt}
2(2qu + 77qu)

Yult,z) = exp {
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son soluciones estacionarias de (2.48) con densidad constante.

En este punto es destacable senialar la ausencia de soluciones con perfil gaussiano (o
gaussones, véase [17]). De hecho, la bisqueda de perfiles de la forma (3.2) con médulo de
tipo exponencial

z(x) = AltP+B A B eR,

como soluciones de esta ecuacién, implica irremediablemente que Re(A) > 0. De hecho,
tenemos
Az = (2dA + 4A2|$’2)€A|x|2+3,

que nos permite reescribir la ecuacién (3.4) de la siguiente forma
w+dA(L+4D2)) — 2(2Dyg + nDgq) B = 2A (2Dpg + nDyq — A(1 +4D2)) |]?,
de donde se concluye que

_ 2Dpg + 1Dy, B d w

) - + )
1+ 4D§q 2 2(2D,, +1nDy,)

luego

Y(t,x) = exp {A(x) + i (2DgA(z) — wt)}
es el perfil soliténico buscado, donde hemos denotado

2Dy +nD w d

9\ x|? + + . 3.6
1+4D2, ] 22Dy, +nDyy) 2 (3.6)

Alz)

Es posible, ademés, encontrar soluciones no triviales de (3.4) que sean funciones del
polinomio simétrico de primer orden s = x1 + ...+ xy. De hecho, considerando

N
Aw)=y(s), s=) u,
j=1
y basdndonos de nuevo en (3.4), es sencillo observar que y satisface
oy = ~ 5L+ 4D )" + (2D + nDyulos(s?). (3.7
Tomando entonces y(s) = Cs” + D con C, D, 3 € R, se deduce necesariamente que
2Dy + 1Dy, 1 w

522, C_—a D:_+ )
d(1 +4ng) 2 22Dy, +1Dy,)

lo cual da lugar a la siguiente familia de soluciones de (2.48)

(xy, ..., xN,t) = exp{@(i:lro +1 <2qu@(ixi> —wt)} ,

i=1 i=1

donde O(x) = A(x/v/d) + (1 —d)/2 con A dada por (3.6).
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Figura 3.1: De arriba abajo y de izquierda a derecha: los tres primeros dibujos muestran
los diagramas de fases asociados a (3.8) para d = 3 y valores tipicos de los coeficientes del
modelo en la fenomenologia de Dekker (véase [40]) para el régimen de altas temperaturas
98]: Th = 2, Q9 =1y A = 0,5, 0,15 y 0,05 respectivamente, en el sistema de unidades
definido en (3.1). El dltimo gréfico describe el mismo diagrama asociado a (3.8) pero con
signo contrario delante del término logaritmico, idénticos valores de Ty y €2g v constante
de acoplamiento A = 0,5 .

Ademas, para encontrar una relacién entre y y su derivada, basta con multiplicar (3.7)
por i/ e integrar respecto de s, obteniendo

2<2qu + anq)
d(1+ 4D§q)

2(2Dpg +nDgq + w)

’=keR.
d1t+4pz) 7 TS

(y)* = ylog(y®) +
Esta ecuacién tiene dos puntos de silla en (fy,0), donde yo es la solucién constante de

(3.4) que nos proporciona (3.5). Podemos eliminar el parametro w de esta tltima igualdad
usando el cambio de escala y = Y. La ecuacion para Y es

2(2qu + 77qu)

== (1+4D2)

Y2 (log(Y?) —1) = K € R. (3.8)

Obsérvese que mediante este reescalado hemos normalizado la ecuacion, de modo que los
puntos de silla de (3.8) son ahora (£1,0). En la Figura 3.1 mostramos el diagrama de fases
asociado a la versién tridimensional de (3.8), que reproduce para todas las dimensiones
la misma dindmica que en el caso unidimensional (pueden consultarse detalles sobre el
comportamiento unidimensional en [80]).
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Soluciones radiales

Buscamos ahora soluciones radiales (rotacionalmente simétricas) de (3.4). Partiendo
de la condicién

2(z) =@(r), r=lz,

tenemos

d—1
r

Az =

o' (r)+¢"(r),
y (3.4) adopta la siguiente forma

1+ 4D? d—1
qu (go" + — 90') — (2D, + anq)golog(gOQ) +wp =0.

Normalizando mediante el mismo reescalado de antes,

w
o) =exp { botr).
2(2Dpg + nDqq)
obtenemos la ecuacion que satisfacen todas las soluciones radiales de (3.4):
144D7,
2

d —
((bl/ + Tl (b/) — (2Dyq + 1 Dyq)Plog(¢”) = 0. (3.9)

La presencia del factor (d — 1)/r hace que la ecuacién (3.9) sea singular en el origen,
lo que genera una dindmica esencialmente diferente a la unidimensional (donde ese fac-
tor no aparece, ya que es consecuencia de la escritura del laplaciano en funcién de r).
Esto implica, en particular, que los diagramas de fases mostrados en la Figura 3.1 no
describen el comportamiento de las soluciones radiales. Para evitar dicha singularidad en
los calculos debemos imponer ¢'(0) = 0, condicién que nos permite resolver numérica-
mente (3.9) encontrando (i) soluciones de crecimiento exponencial para |¢(0)] > 1 o (ii)
perfiles oscilatorios que decaen a cero en infinito, en el caso de que |p(0)] < 1. En esta
ultima familia estdn contempladas las tnicas soluciones estacionarias (con densidad in-
dependiente del tiempo) de SLD que son mateméticamente consistentes (en el sentido de
LP(R%)). Mostramos estas dos clases de soluciones en la Figura 3.2 para diferentes niveles
de acoplamiento.

3.1.2. Densidad de corriente nula (J = 0)

Analizamos ahora el régimen J = 0, que implica V.S = 0 y en consecuencia S =
2D,,0(t). Por simplicidad, y al igual que antes, vamos a suponer V = 0 y estado puro
(U =0), que dan lugar (via (2.50)) a la siguiente ecuacién de Schrodinger

1 D, (A
10 = —§A1/1 + Zqu (_n) Y+ 2D,4log(n)y . (3.10)
n
En este caso la ecuacién de continuidad de Fokker—Planck se reduce a una ecuacién del
calor con difusiéon gobernada por el coeficiente Dy, 0yn = Dy, An, cuyas soluciones (para
el caso d = 3) son conocidas y vienen dadas por

n(t,x) = (ngx K(-,t))(x) = W/RS no(y) exp (—%) dy, (3.11)
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Figura 3.2: Soluciones numéricas de la ecuacién (3.9) para el caso tridimensional (d=3)
en un régimen de temperaturas altas: Ty = 2, {9 = 1 y acoplamiento débil y creciente:
A = 0,5 (linea de puntos y rayas), A = 0,15 (linea continua) y A = 0,05 (linea de rayas), en
el sistema de unidades definido en (3.1). De izquierda a derecha: dato inicial ¢(0) = 0,75,
@' (0) =0y ¢(0) = 1,85, ¢/(0) = 0 respectivamente.

donde ng(x) = [o(x)[* es la densidad local inicial y K es el nicleo de la ecuacién del
calor tridimensional. Esto hace que la ecuacién (3.10) sea, en la préctica, lineal. De hecho,
si buscamos soluciones de la forma

U(t, ) = /n(t,z) e (3.12)
deducimos que
1 On 1|Vnf?
/
)= — 0=
(1) 4Dy n 8 n?

— 2Dy log(n) .

Integrando ahora esta ultima ecuacién en el intervalo [0, ¢], encontramos una expresién
explicita de o que nos conduce a soluciones de (3.10) con el siguiente perfil:

b = Vnexp {4gqqlog (nﬁo) - z'/ot (é% + 2qulog(n(s))> ds} ,

donde n(t, x) viene dada por (3.11) para t > 0 y n(0) = ng. En la Figura 3.3 mostramos
ejemplos de la evolucién de dicho perfil con dato inicial rotacionalmente simétrico (que
implica comportamiento radial para todo tiempo), donde la caracteristica mas destaca-
da es la lentitud de la difusién (obsérvese que el valor de Dy, es pequefio para valores
admisibles de las constantes).

3.1.3. J=—D,Vn

Estudiamos a continuacién el caso en que la corriente del sistema sigue la ley de Fick
J = =Dy, Vn. Este régimen no constituye un estado estacionario, aunque si fijamos (al
igual que en los casos anteriores) V' = U = 0, podemos obtener algunas soluciones exactas
de la ecuacion de Schrodinger resultante

10 = —%Aw + Dy, (qu + %) %qﬁ + (2D,g — nDyq)log(n). (3.13)
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Figura 3.3: Evolucién temporal de los perfiles radiales tridimensionales gobernados por
la ecuacion (3.10) con Ty = 2, 29 =1y A = 0,15 en el sistema de unidades definido en
(3.1). De izquierda a derecha: condicién inicial con densidad local gaussiana |¢g(x)|?
exp(—|z|*/2) y ¥o(x) = xre\p, respectivamente, donde y denota la funcién caracterisitica
de un conjunto y B es la bola unidad centrada en el origen. Ambas evoluciones estan
representadas en los mismos tiempos: ¢ = 0 (linea continua), t = 6 (linea rayada), t = 40
(linea de puntos y rayas) y t = 120 (linea de puntos).
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Figura 3.4: Evolucién temporal de los perfiles radiales tridimensionales gobernados por
la ecuacién (3.13) en el mismo régimen que la Figura 3.3 y en el sistema de unidades
fijado en (3.1). De izquierda a derecha: dato inicial ¥g(x) = xp, ¥ ¢Yo(z) = /1 — |z|?
respectivamente, ambos representados en los tiempos ¢ = 0 (linea continua), ¢ = 2 (linea
rayada), t = 12 (linea de puntos y rayas) y t = 60 (linea de puntos).
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La evolucion temporal de n queda de nuevo descrita por una ecuacién del calor con
coeficiente de difusién 2D, cuyas soluciones se pueden expresar como convolucién de la
densidad local inicial con el nucleo del calor. Para encontrar una funcién de onda que
resuelva (3.13) comenzamos, al igual que antes, suponiendo que

U(t,z) = \/n(t,z) ")

Es sencillo deducir de esta expresién y del conocimiento que tenemos de la densidad de
corriente que
o(t,x) = —Dy,log(n(z)) + v(t).

Usando (3.10) y haciendo calculos rutinarios se deduce la siguiente ecuacién diferencial

para v:
D 1 om 1 D? [Vn|?
't 99 (V2 9D D )] .

v(t) ( 2 +8qu> n (8 2 n? (2Dpg = 1Dyq)log(n)

Finalmente, integrando respecto del tiempo obtenemos v y de ahi la siguiente solucién de
(3.13) para el dato inicial vy:

D
o = e (e ()

= /0 t (1 +;1ng 'VTZSQ'Q + (2D, — anq)log(n)> ds} ,

donde

1 . 2
no(z) = [o(2)[*,  n(t,z) = W/R?’ no(y) exp (‘%D yt’ ) -

La dindmica asociada a la ecuacion (3.13) es bastante similar a la difusiéon estdndar
(véase la Figura 3.4). Es destacable el hecho de que, a pesar de que el signo del término
logaritmico podria cambiar (cuando A > 1/7), este hecho no alterarfa el comportamiento
observable (al nivel de la densidad local n), ya que en la practica solo perturbaria la fase
de las soluciones.

3.2. Comparacion con la ecuacion de Wigner—Fokker—
Planck usando potenciales linealizados

En esta seccién investigaremos la dindmica unidimensional asociada a la ecuacion SLD
y compararemos los resultados obtenidos con aquellos que provienen de resolver de forma
exacta la ecuacion de Wigner—Fokker—Planck en casos en los que esto es posible. En una
primera aproximacién vamos a considerar la evolucién de la particula libre (V = 0) y del
oscilador arménico (V(z) = swiz?, donde wy denota la frecuencia de dicho oscilador) con
niveles de acoplamiento del sistema que lo hacen sobreamortiguado e infraamortiguado,
y aprovecharemos la solucién exacta de WFP y el sistema hidrodinamico derivado en el
capitulo anterior para obtener la forma funcional concreta de los términos no lineales y, en
particular, del potencial U en SLD. De esta manera podremos establecer una comparativa
entre la solucién exacta de la ecuacion de Wigner y el resultado numérico de una linealiza-
cién de nuestro modelo de Schrodinger que proporcionan estas soluciones. Efectuaremos

todos los calculos en el sistema de unidades establecido en la seccién anterior.
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3.2.1. Las soluciones exactas de la ecuacion de Wigner—Fokker—
Planck: particula libre y oscilador armdnico

Como la ecuacion de Wigner—Fokker—Planck es lineal, es posible resolverla de forma
tedrica para potenciales externos sencillos, ya que podemos aplicar la transformada de
Fourier y obtener la solucién fundamental Wy de esta ecuacion. Es sencillo entonces obte-
ner una expresion general de la solucion del problema de valores iniciales asociado a WFP
para una condicion inicial arbitraria W; en términos de Wy y W;. Valiéndonos de esta
formula, calcularemos las densidades local y de corriente que describen de manera exacta
la hidrodinamica de WFP con dato inicial maxwelliano, que seran de utilidad para linea-
lizar SLD. Lo primero que haremos sera construir las soluciones explicitas de la ecuacion
de WFP para la particula libre y el oscilador armoénico sin mostrar calculos detallados,
que pueden consultarse en el apéndice B.

La particula libre

El ejemplo mas sencillo de interaccion disipativa sistema—bano térmico es la que no
se ve sometida a la accion de ningun potencial externo. En este caso el término pseudo—
diferencial en WFP desaparece y obtenemos

OW + DWW = Dyp0PeeW + 20 0:(EW) + 2D,y 8%, W + D,y 024 . W. (3.14)

En nuestro sistema de unidades (y poniendo A en lugar de 1 como pardmetro bésico) los
coeficientes vienen dados por

A A

DPPIZATO, qu:67‘r—T'07 qq:6—%.

Tras aplicarle transformada de Fourier, calcular las caracteristicas, resolver la ecuacion
resultante e invertir las operaciones mencionadas, podemos escribir el propagador asociado
a esta ecuacion de la siguiente manera:

Wolz, €,1) = (42d()) % exp {—28 e ZE?) 26 — 38 52} | (3.15)
donde
a(t) = 4—;2 {Dpp + 4N Dyy + 4ADpy + (1 — ™M) (li—ip(e_”t —-3)— 2qu) } :
b(t) = 4—;(1 — e (4ADyg + Dyp(1 — M), (3.16)
o) = TP,
y

d(t) = 4da(t)c(t) —=b(t)* >0 Vt>0.

De aqui se deduce que la tinica soluciéon de (3.14) con condicién inicial Wi (z, &) viene
dada por

W6 = [

1— 672)\15
Wo (x —z- (—) v, & — e Py, t) Wi(z,v)dzdv. (3.17)
R2

2\
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Por tanto, si elegimos el perfil maxwelliano
1 _12_52
Wi(x,&) = —e (3.18)
T

como condicién inicial, es sencillo calcular los dos primeros momentos (respecto de &)
obteniendo de esta manera la densidad local y la densidad de corriente asociadas a estas
soluciones:

e(t)

n(t,x) = — exp{—e(t)2?}, J(t,z) = f(t)vexp{—e(t)z?}, (3.19)
B 42 L AND(t) + e (1 — e M) s
‘U= mprnra_cop W= NG e(t)?

El oscilador armodnico

El hamiltoniano asociado a la evolucion del oscilador arménico cudntico viene dado
por H = —% (82:,;:0 — w§$2). Este modelo se puede resolver exactamente en la formulacion
de Wigner incluso si tenemos en cuenta los términos del nicleo de Fokker—Planck, pro-
porcionando asi una formulacién del oscilador arménico cuéntico amortiguado (véase por
ejemplo [55, 56, 65, 99, 116]). Podemos calcular, por tanto, el propagador de la ecuacién
de WFP con término pseudo—diferencial O, = —wj(z - V¢)W, obteniendo idéntica for-
ma funcional para la solucién fundamental (férmula (3.15)) donde los coeficientes vienen
dados ahora por

0 = ﬁ{&@)(ﬁeht — M) () (M — )
B (e + APt =) femih

ot) = —ﬁ{wgd(t) (Ase® A" — 226
+o(t) (A + et —20e*Y) (3.20)
+ B(t) (QWS (€2>\+t + e”*t) O+ )\_)262/\7&) }6_4/\t,

ot) = ﬁ{&(t)(ew — N () (At — A

+ wgg(t) ()\+62’\‘t + APt — 2)\62)‘t) }e’“t ,

d(t) = 4a(t)c(t) = b(t)> >0 Vt>0.
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En estas expresiones hemos denotado Ay = A+ /A2 — w3 y
A z A (A
(Z(t) = K qu + w_g w—gDpp + 2qu (6 — 1)
/\2

+ = Dy + = A* A Dpp +2D,, ) | (e —1)
2X wh

1
- X(2W(2)qu + Dyp + 4)‘qu>(€2” —1),

1
(t) = 2WOqu + Dpp + 4>‘qu)( A 1)

S

< Dyg + +Dpp + 2qu) ( At 1)
()\ qq ‘l' Dyp + 2qu) (62/\4 -1),
W(Q) Ay 2Lt
7 qq+ Dp+2qu ( +_1)

Wg 2A_t
+ )\ pp + 2qu ( - 1)

o>
Yy

~
N—

1 2t

)\(2W0qu + Dy + 4ADpg) (e = 1) ¢ .

Nétese que en el caso infraamortiguado se tiene que A\* — w2 < 0, por lo que debemos
entender la raiz cuadrada en el sentido de los niimeros complejos (como nimero imaginario
puro) de manera que los calculos son siempre vélidos teniendo presente este convenio. Asi,
podemos calcular la tnica solucion de

OW + €0 W — wi 2OW = Dpp0?eeW + 200g (EW) + 2D,g0% W + Dy 021 W,

que viene dada por

Wiz, & t) = /R? Wo (x — A, (t)z — Ay (t)v, & — B.(t)z — Bv(t)v,t> Wi(z,v)dzdv, (3.21)

donde las traslaciones en posicién y velocidad de la soluciéon fundamental quedan ahora
determinadas por

At) = S i o (Ape™ = a_e™™) |
_ 1 At At
A1) = /\+_/\_(e e M)
B (t) — w(% (€7A+t . ef)\_t)
z )\+ o A_ Y

1

ﬁ ()\+€_>\+t — )\_B_Aft) .
_l’_ - —
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Como consecuencia, es sencillo comprobar que las densidades local y de corriente asociadas

... . 22 . .
a un dato inicial maxwelliano Wy (z, &) = %e #°=¢" vienen dadas respectivamente por

e(t)

n(t,x) = — exp {—e(t)z*} , (3.22)
e(t) b(t) 2
J(t,z) = — (e(t)g(t) + 2a(t)) zexp {—e(t) 2’} ,
donde
1

da(t) + AL ()2 + A, (8)%
o) = ADB.()+ AB) — 2L (A1) + AL .

3.2.2. Linealizacion de SLD y resultados numéricos

Como ya discutimos en el Capitulo 2, la interaccion que describe la ecuacién de WFP
puede causar que una funcion de onda 1y evolucione con el tiempo hacia un estado mixto
debido a la accién del entorno sobre el sistema. Esta influencia queda descrita en la
familia de ecuaciones SLD por el potencial efectivo de autointeraccién U, que a su vez
estd determinado de forma tedrica por la varianza de las velocidades entre los distintos
estados que conforman la funcion de Wigner del sistema, y en ultima instancia se puede
escribir en términos de los tres primeros momentos en velocidad de W. En los casos V = 0
y V(z) = —iw3z? con condicién inicial gaussiana

Pr(z) = 7 Ve 2, (3.23)

(funcién de onda tal que W|p;] = Wy, donde p;(z,y) = 1(z)r(y) y Wi es el dato inicial
de las soluciones de WFP calculadas en el apartado anterior), podriamos aprovechar esta
relacion para establecer U de forma “exacta” y testar el caso més fiable del modelo SLD.
El calculo del tensor T es sin embargo bastante arduo y resulta poco operativo obtener el
potencial de autointeracciéon de esta manera. No obstante, bajo las hipdtesis del modelo
y usando las ecuaciones (2.36)—(2.37), dicho término debe verificar la relacién

(0.5)* = —2D,y (U + Q + 2D, 1log(n)) — 2AS + 2D F + Dy,0%,.S, (3.24)

donde recordamos que @ es el potencial de Bohm definido en (2.14) en el sistema de
unidades establecido al principio de la seccién. Como conocemos n y J dados respecti-
vamente por (3.19) y (3.22), podemos aprovechar que estamos en el caso unidimensional
para definir

"It y)

0 n(t7y>
que satisface (2.34) y nos permite conocer todos los términos de (3.24) y, en consecunecia,
calcular U en funcién de las densidades local y de corriente:

2 x
o G) o[ ()T G e ()
2Dy \ 1 0 n n n n n

S(t,x) = 2Dy,

Y

U= Q+2D,,log(n)+
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Insertando dicha U y sustituyendo en SLD cada uno de los términos no lineales por sus
valores en funcion de n y J:

J 0% e Ot J
S =2D, Edy, log(n), , F—/ o aa x(%)a

n

podemos resolver numéricamente la ecuacion “linealizada”

04 = 3 0Pesth + plt, )0, (3.25)

donde p(t, z) es un polinomio complejo de grado 2 en x.
En el caso V =0, p(t,z) esta determinado por

plt.) = Dy (loglelt) ~ os(m)) — Dy (/55 0) +ic00)

{\/>f t) +2D,€ t(\/»f + de(t )}x2(3.26)

+ (%)1/3 exp{ § o(t) 332} | (3.27)

Eligiendo el dato inicial ¢; de (3.23) y condiciones de Dirichlet homogéneas en la frontera

podemos resolver numéricamente (3.25) y comparar los resultados obtenidos con los ob-
servables asociados a la ecuacion de Wigner. En las Figuras 3.5 y 3.6 mostramos la compa-
rativa entre las densidades locales de ambas para los siguientes regimenes de acoplamiento
débil: (To =2, =1,A=0,15) y (Tp = 2,9y = 1, A = 0,05). Dichos conjuntos de valores
satisfacen la condicién de Lindblad (2.4), que puede reescribirse (en nuestro sistema de
unidades) en términos de las constantes originales de interaccién como

o bien nn = 0 (el caso trivial, sin acoplamiento). Esta relacion se satisface para temperaturas
medias y altas.

Para el oscilador armoénico podemos actuar de idéntica forma a la descrita arriba y
obtenemos el potencial complejo

q(t,x) = Dy, (log(e(t)) — log(ﬂ)) — Dyqe(t) (h(t) +1) + (?) 3 exp {—g e(t) a:2}

Fe(t)? {M — 9D (h(t) — i) + %} 22, (3.29)

donde
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Podemos resolver entonces la ecuacion de Schrodinger lineal correspondiente

00 = — St + (1, 7)1 (3.30)

con el mismo dato inicial que antes y condiciones de Dirichlet homogéneas en la frontera

(cf. (3.23) v (3.28)).
W(—15,1) = ¥(15,¢) = 0. (3.31)

En este caso hemos considerado w2 = 0,01, que responde al caso sobreamortiguado con
A = 0,15 (Figura 3.7) y el oscilador infraamortiguado para A = 0,05 (Figura 3.8).
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Figura 3.5: De arriba abajo y de izquierda a derecha: representaciones de la densidad local
para la solucién exacta de WFP en el caso de la particula libre (linea continua) y para la
solucién numérica de (3.25)—(3.28) (linea de puntos) con datos iniciales dados por (3.18)
y (3.23) respectivamente, y constantes de interaccion A = 0,15, Qg = 1y Ty = 2, en los
tiempost=005,t=1,t =15yt =2.
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Figura 3.6: De arriba abajo y de izquierda a derecha: representaciones de la densidad local
para la solucién exacta de WFP en el caso de la particula libre (linea continua) y para la
solucién numérica de (3.25)—(3.28) (linea de puntos) con datos iniciales dados por (3.18)
y (3.23) respectivamente y constantes de interaccion A = 0,05, Qy = 1y Ty = 2, en los
instantes de tiempo t =05, t=1,t=15yt=2.
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Figura 3.7: De arriba abajo y de izquierda a derecha: representacién de las densidades
locales para la solucién exacta de la ecuacion de WFP en el caso del oscilador armoénico
sobreamortiguado (linea continua) y para la solucién numérica de (3.29)—(3.31) (linea de
puntos) con datos iniciales dados por (3.18) y (3.23) respectivamente y constantes de
interacciéon A = 0,15, o = 1 and Ty = 2, en los instantes de tiempo ¢t =0,5,t =1,t=1,5
yt=2.
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Figura 3.8: De arriba abajo y de izquierda a derecha: representacién de las densidades
locales de la solucion exacta de la ecuacion de WFP en el caso del oscilador arménico
infraamortiguado (linea continua) y para la solucién numérica de (3.29)—(3.31) (linea de
puntos) con datos iniciales dados por (3.18) y (3.23) respectivamente, y constantes de
interacciéon A = 0,05, Qo =1y Ty = 2, en los instantes de tiempo t = 0,5, t =1, t =15
yit=2.






Capitulo 4
Existencia de argumento de una
funciéon de onda

El objetivo de este capitulo es analizar con detalle las dificultades matematicas mas
importantes que surgen a la hora de encontrar la descomposiciéon médulo—argumento de
una funcién compleja y establecer rigurosamente una definicién precisa y univoca (salvo
una familia numerable de constantes aditivas) del argumento de una funcién de onda. En
la primera seccion discutiremos sobre el planteamiento adecuado, las hipdtesis necesarias
sobre la geometria del dominio y las herramientas utilizadas para resolver este problema
en dominios acotados tridimensionales. En la segunda seccion probaremos la existencia
de una funcién argumento para un estado cuantico independiente del tiempo, basandonos
en la existencia de un potencial escalar del campo de velocidades asociado a dicho estado.
Finalmente, dedicaremos la ultima seccién a obtener la familia de argumentos asociada
a la soluciéon de una ecuacién de Schrodinger general, lo cual permitira establecer una
conexién rigurosa entre las formulaciones hidrodinamica y de onda de la mecénica cuanti-
ca y sera de gran utilidad, ademas, para el desarrollo de los préximos capitulos, donde
estudiaremos distintos modelos asociados a fenémenos cuanticos disipativos.

4.1. Sobre el problema del argumento

La definicién adecuada y la regularidad del argumento de una funcién de onda com-
pleja ¢ constituye un problema de gran interés en mecénica cuantica, que cobra especial
relevancia cuando se pretende relacionar la ecuacién de Schrédinger con la descripcion
hidrodindmica que proporcionan las leyes de evolucién para la densidad local n = |[¢]? y

la fase S asociadas a la funcién de onda. La llave de esta conexién es la descomposion
modulo—argumento (forma de Madelung [85] o perfil WKB) de

i

v(t.a) = fote.olesp { 25(0.0) | (4.1
donde a > 0 es la unidad de accién del sistema, habitualmente la constante de Planck A
aunque puede tratarse de alguna modificacién relacionada con la fisica del sistema (como
sucede en los Capitulos 2 y 5, o en [86]), o de un reescalado de la propia i [70]. Dicha
descomposién no se puede materializar en general, ya que (4.1) pierde sentido cuando
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1 = 0 e implica formalmente

S(t,z) = 1 log <f(t,x)> ,
21 W(t, x)

expresion que estd mal definida debido a que el logaritmo neperiano es una funcién multi-
valuada en el plano complejo. Nuestro objetivo en este capitulo es ofrecer un tratamiento
analitico adecuado que permita escribir de forma rigurosa la forma de Madelung de una
funcién de onda v dependiente del tiempo. El primer paso en esta direcciéon consiste en
llevar a cabo una lectura matemética adecuada de (4.1) que nos permita obtener de mane-
ra precisa alguna funcién S verificando dicha relacién. No podemos esperar que esta S sea
unica, ya que la exponencial compleja es 27 i—periddica, aunque si seria deseable encon-
trar una familia numerable formada por todos los argumentos de 1. Por 1ltimo, dado que
nuestro analisis estd orientado al tratamiento y resolucién de ecuaciones en derivadas par-
ciales, nos interesa también estudiar la regularidad de S, problema que estara relacionado
con la dependencia continua de S respecto de 1.

A nuestro entender, no existen en la literatura unanimidad en torno a cual es la
interpretacion 6ptima de (4.1), aunque algunos autores proponen trabajar con sistemas
hidrodindmicos cuanticos disipativos aprovechando la equivalencia formal de estos con la
siguiente ecuacién de Schrodinger

2

ihduh = —;—mA¢ V(@) + h(n) + S, (4.2)

que contiene el término no lineal S ¢ introducido por Kostin para representar la dindmica
de Langevin en la formulacién de onda [73]. En esta formulacion h(n) representa la entalpia
del sistema y depende tan solo de la densidad local n a través de la presion. Notese, sin
embargo, que (4.2) es una ecuaciéon mal definida (y por tanto mal planteada) si S no
estd determinado de forma precisa. No obstante, para estudiar el sistema determinado
por las densidades local y de corriente no es necesario calcular S explicitamente. En [7],
por ejemplo, se demuestra la existencia de soluciones débiles con energia finita para el
siguiente sistema hidrodindmico cuantico acoplado con el potencial de Poisson V' en todo
el espacio R?:

o+ div(J) =0

OJ + div (%) +J 4+ Vp(n) = —nV(V +mQ)

(p es la presién -escalar-) usando una técnica de paso fraccionario que permite obtener
las magnitudes n y J resolviendo (4.2) sin el término de Kostin y pasando al limite de
forma adecuada, eludiendo de esta forma el célculo explicito de S. En [76] se estudia el
buen planteamiento y limite semiclasico de un sistema de Schrodinger—Poisson similar a
(4.2) en dimension arbitraria y en todo el espacio tomando gradientes en la ecuacion de
Schrodinger, evitando de este modo la definicion precisa del término de friccion. Estos dos
esquemas consiguen obtener informacién sobre la fisica del sistema pero sin afrontar de
forma directa el problema del argumento, por lo que ninguno de ellos resulta satisfactorio
para nuestros propositos. En [71], sin embargo, los autores analizan el problema de tipo
mixto asociado a un sistema de flujo potencial con friccién y acoplado con la ecuacién de
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Poisson en un dominio acotado €2, que resuelven aprovechando la equivalencia de dicho
sistema con la ecuacién de Schrodinger no lineal (4.2), y dan una interpretacién bien
definida y univoca del término de friccion: S consiste en la tunica solucién del problema
de contorno de tipo Dirichlet asociado a la siguiente ecuacion eliptica

AS = hIm (div %’) _ Mm(9AY) - 2T"12|(fv¢)1m@w) |

que se obtiene de suponer que el dato inicial esta descompuesto en moédulo y argumento.
La ecuacién (4.3) es singular en las zonas de vacio (donde 1) = 0), lo que exige trabajar en
espacios funcionales separados de cero (como los Hs presentados en el Capitulo 1). Bajo
este punto de vista se obtiene una funcién S con regularidad apropiada, pero dependiente
de las condiciones de contorno impuestas sobre S, lo que provoca que la fisica asociada al
sistema hidrodinamico dependa de una eleccion concreta del argumento de la condicion
inicial, circunstancia poco deseable porque el comportamiento observable de un sistema
debe ser invariante ante cambios en una variable dindmica no observable como es S (en el
Capitulo 6 discutimos esta situacion con mas detalle en el contexto del buen planteamiento
de una generalizacién de la ecuacién de Schrodinger—Langevin (4.2)). Este problema puede
solventarse respetando (4.3) e imponiendo condiciones de tipo Neumann en 052, que son
mas adecuadas ya que 1 determina completamente V.S en términos de sus densidades local
y de corriente asociadas. No vamos a seguir este camino, no obstante, porque conlleva otras
dificultades relativas al conocimiento de Vi) en la frontera del dominio. Sin embargo,
si podemos exprimir la idea en el interior de 2. Concretamente, si asumimos que una
funcién compleja 1) se puede descomponer en la forma de Madelung (4.1), entonces basta
con derivar para comprobar que se satisface la siguiente relacion

VS =alm (%) =m i, (4.4)

(4.3)

n

donde las magnitudes n y J representan las densidades local y de corriente asociadas a la
funcién de onda v, y estan definidas como

n=P? y J= % Im@w). (4.5)

Tomaremos la igualdad (4.4), que en particular implica (4.3) (basta con seleccionar o = h
y tomar divergencias) y no depende de informacién adicional sobre S, como ecuacién
bésica para obtener el argumento de la funcion de onda y encontrar asi la conexion entre
las descripciones hidrodinamica y de Schrodinger de la mecanica cuantica.

Bajo este punto de vista reducimos el problema del argumento al calculo de un poten-
cial escalar asociado al campo vectorial J/n. Dedicaremos la segunda seccién del capitulo
a resolver dicha cuestién en dominios acotados € C R?, asumiendo conexién simple de
y aplicando un resultado general de existencia de potenciales escalares desarrollado en [3].
Este teorema requiere obviamente la irrotacionalidad del campo, propiedad que se deduce
facilmente de la segunda igualdad en (4.4) y del lema de Schwarz. Obtendremos como
resultado una tinica (salvo constante aditiva) solucién de (4.4) para cualquier ¢ € HZ(€2)
dada, que permitira construir una familia {S'};cz C H?(2) tal que

Y(x) = /n(zx)exp {éSl(x)} , ct.xel y (4.6)
St—8m = 2ra(l —m). (4.7)
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La hipdtesis de conexion simple que imponemos sobre el dominio es de importancia crucial
para nuestros propositos, ya que sin ella existen funciones regulares y separadas de cero
que no admiten argumentos continuos. Para ilustrar este hecho consideramos el cilindro
(hueco) con base un anillo de radios 0 < r < 1y 1y altura la unidad:

Q={(z,y,2) eR*:0<r? < +y*<1,0<2<1}

y la funcién compleja ¢ : Q@ — C definida por ¥(z,y,2) = x + iy. Es claro que @ €
C=(Q)N LA Q) y |¥| = /22 +y? > r > 0 para cualquier (z,y,2) € Q y, sin embargo,
no existe ningin argumento continuo de ¥ en 2. En efecto, si existiera dicho argumento
S : Q — R, podrfamos considerar R(0;72,1) C C el anillo centrado en cero de radios r? y
1 y la inclusion ¢ : R(0;7%,1) — Q definida por t(w) = (Re(w), Im(w), 0) de manera que
S o 1 constituirfa un argumento continuo de la identidad ¢ o ¢ : R(0;7% 1) — R(0;72,1)
en un dominio del plano complejo con un agujero, algo que es imposible en virtud de los
resultados clasicos del andlisis de variable compleja (constltese, por ejemplo, el Teorema
13.18 en [100]). Este ejemplo pone de manifiesto la importancia de la geometria de
en el problema de la existencia de S. Se pueden obtener, sin embargo, argumentos con
cierta utilidad matematica si admitimos que de S contenga saltos de longitud apropiada
o trabajamos en espacios funcionales cociente (para eliminar el efecto de dichos saltos).
El analisis en esta linea conlleva multiples dificultades técnicas, por lo que mantendremos
la hipétesis de conexion simple del dominio, que ademas es poco restrictiva en los casos
aplicables (en dispositivos semiconductores, por ejemplo).

Nétese, por otra parte, que la segunda igualdad en (4.4) implica que S se puede
determinar, salvo constante aditiva, en términos de las magnitudes observables n y J
asociadas a la funcién de onda. Demostraremos como consecuencia que un estado cuantico
estd, bajo hipdtesis razonables, totalmente determinado por estos dos observables, aunque
obviamente la funcién de onda no puede estarlo (el Corolario 4.2.5 contiene la formulacién
precisa de dicha propiedad). Expondremos el resto del capitulo en términos de dichos
observables para poner de manifiesto este hecho.

Finalmente, es importante senalar que para obtener dependencia continua de S respec-
to de 1 es necesaria una condicién de normalizacion, que surge utilizando los resultados
desarrollados en [4]. En efecto, la tnica S solucién de (4.4) con valor medio nulo en 2
se puede acotar (en norma) por J/n y, por tanto, para cualquier u € R la aplicacién
¥ — S(1) serd continua de HZ(2) en el conjunto

{SEHz(Q) :/Sd:v:u}.

Esta propiedad serd ttil a la hora de encontrar el argumento de una funcién de onda ¥ (¢, x)
dependiente del tiempo. Sin embargo no sera suficiente, ya que para conseguir regularidad
temporal de S trabajaremos con funciones complejas que sean solucién de una ecuaciéon
de Schrodinger dependiente del tiempo. En la iltima seccion del capitulo encontraremos
una funcién argumento S € X7 para cualquier ¢) € X/ con estas caracteristicas (véanse
las definiciones de X7 y X7 en el capitulo 1), que ademds verificard, junto con la densidad
n, el sistema hidrodindmico cuéntico correspondiente.
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4.2. Argumento de una funcién compleja indepen-
diente del tiempo

En esta seccién encontraremos la familia de argumentos de una funcién compleja sepa-

rada de cero. Como hemos comentado en la secciéon anterior, dicha familia quedara practi-

camente determinada por las densidades local y de corriente, por lo que es necesario es-

tablecer las propiedades de regularidad de dichos observables en el espacio HZ(2) que
recogemos en el siguiente lema.

Lema 4.2.1
Sean 2 C R? un dominio acotado con frontera de clase C', § > 0 y 1 € H?(Q)). Entonces,
paran = |Y|* y J = %Im@vw) se verifica la siguiente identidad.:

— 1
OV = ~Vn+ L. (4.8)
2 o
Como consecuencia
(i) vne H}(Q), n € H%(Q), J,Vn/n,J/n € H(Q), y las aplicaciones

w'_)\/ﬁvnv JJ Ev z
n

n

son localmente lipschitzianas (y en particular continuas) de HZ(2) en el correspon-
diente espacio funcional en cada caso.

(ii) Ay € L*(Q) se puede escribir de la siguiente manera:

M:{_Q_m _@(@|J|2_idiv(J))}¢’

a n? n

donde () es el potencial cuantico de Bohm definido como

AV
2m /n

Q(tv x) =

DEMOSTRACION:

La identidad (4.8) es una consecuencia directa de la definicién de J y el hecho de que Vn =
2Re(@V¢). Para comprobar (i) observamos primero que la regularidad y dependencia
continua de y/n respecto de ¥ son obvias teniendo en cuenta que /n = [¢)|. Ademas,
la inmersién de Sobolev H?(Q) < L*(Q) nos permite considerar ¢ € L>(£2). Entonces
YVy e LX(Q) y

Ve WVy) =V Vy+ (Ve Ve L (Q),

ya que Vo € HY(Q) € L*(2). Por tanto Vi) @ Vi € L*(Q) y como consecuencia V1) €
H(2). Tomando partes reales en (4.8) tenemos que Vn € HY(Q), luego n € H?*(Q).
Ademds, la hipétesis de separacién de cero |¢| > ¢ implica que n € HZ(f2). Tomando
ahora partes imaginarias, se deduce de forma sencilla que J € H'(Q). De nuevo, el
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hecho de que || > § nos permite garantizar que Vn/n, J/n € H'(Q). Para verificar la
lipschitzianidad local de las aplicaciones definidas en (i) es suficiente comprobar que para
cualesquiera ¢, ¢ € HZ(Q) se tiene que

Ing = ngllz < Cling = ngllz= < C{[[0@ = )| + |66 = )| }
C (Il + 11l ) I = ol (4.9)

IN

|0V —Ve|,, < ||U(VY =V, + || VW —@)|,» < ¥l VY — V| 12
+ V8|l allt — 8|z~ < O(kum - Hd)HHz) [ — dllgz,  (4.10)

IV® WV — oV < ||[VE& (VY= Vo), +[[Vo® (VY -V,
+ |9V eV —9)|,.+ || -0V eV,
< O(||¢||H2 + ||¢||Hz)||w—¢||m, (4.11)

donde C denota varias constantes positivas que dependen solo de 2. Ademas la aplicacion
Y € HH Q) — YV € HY(Q) es continua, luego ¢ +— Vn y ¢ + J también lo son. Esto
junto con (4.9) implican la propiedad de Lipschitz local de H3(Q2) 3 ¢ — n € H(Q2). En
este punto la continuidad de ¢ — Vi /1) de HZ(Q) en L*(€2) es una consecuencia sencilla
de la positividad estricta de [¢)|. Ademads, se verifica que

Vy Vo
HV®<w ¢>

H HV¢ VY _Vo Vo
L2 ¥ 9 0

El primer término del segundo miembro se puede acotar razonando como en (4.11)

L2

\|¢V®W YV @Vl < =
L2

+ \|¢|!H2||¢—¢|!Loo) H<Z>HH2H¢ Ollu (4.12)

HV@V¢_V®V¢
(0 ¢

= (16l — 6l

S5

mientras que el segundo estd mayorado por

167V @ vy - ww@wnys 00l (190l + [90]12) 16 — T

+IIV¢IIL4II¢ + oy - ¢||Loo} <5 ||¢>||H2(||¢||H2 +[ella) 1Y = dllg=. (4.13)
Como consecuencia, tenemos que HZ(Q) 3 ¢ — Vi /1 € H(Q) es localmente lipschit-
ziana. Finalmente, tomando partes reales e imaginarias en (4.8) observamos que tanto
Y — Vn/n como ¢ — J/n verifican la condicién de Lipschitz localmente respecto de
las normas HZ(Q2) (para v) y H'(Q) (para los cocientes). Esto concluye la prueba de la
primera afirmacion del lema.
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Para demostrar (ii) usamos que

\Y% J
Vi = (2—n+2%—)¢€H1(Q) (4.14)
la cual es una consecuencia directa de la férmula (4.8). Tomando divergencias y simplifi-
cando de forma adecuada obtenemos facilmente la escritura de Ay enunciada en (ii). 0O

Una vez hemos establecido la regularidad de los observables, estamos en condiciones de
resolver la ecuacién (4.4) para asi obtener un argumento de la funcién de onda v con la
misma regularidad que la propia 1. Para ello utilizaremos las ideas desarrolladas en [3]
para la existencia y en [4] para la regularidad y dependencia continua (Teoremas 1.2.9 y
1.2.10 en el Capitulo 1, respectivamente).

Teorema 4.2.2
Sean 0 C R?® un dominio acotado, simplemente conexo y con frontera lipschitziana y
k > 0 un entero. Entonces se verifican las siguientes afirmaciones:

(i) Para toda funcién compleja ¢ € H*(Q) tal que 2 € H*1(Q) (donde n y J estén
definidas en (4.5)), existe S € H*(Q) solucién de (4.4) y tunica salvo constante
aditjva Ademds, dado p € R existe una tinica S, € H*(2) solucién de (4.4) tal que
fQ x)dx = p, y un unico nimero real 3, € [0, 2ra) tal que la familia

Sti=8,+B,+2nla, €L, (4.15)
verifica (4.6)—(4.7).
(ii) Bajo las hipétesis de (i), existe C = C(2, k) > 0 tal que

R

190 = Sll i < C|50 =27

Hk-1

para cualesquiera Sy, Sy so]uciones de (4.4) (asociadas a 1) y ¢, respectivamente) y
tales que [, Sy(x)dr = [, Sy(x

DEMOSTRACION:
Sea ¢ € H*(Q)) una funcién compleja verificando la hipétesis del apartado (i). Usando la

relacién Vi VeV Ve Vo
V®{Im(7)}zlm( v _w®w>’

se deduce que rot (Im(V¢/ ¢)) = 0, luego J/n es un campo irrotacional (en virtud de
(4.8)). Aplicando entonces el Teorema 1.2.9 ((iv) = (iii)) deducimos la existencia de
S € D'(R2), unica salvo constante aditiva, tal que V.S = m(J/n), luego S es una solucién
distribucional de (4.4). Usando ahora la hipétesis tenemos que J/n € H¥1(Q), luego
aplicando el Teorema 1.2.10 (i), encontramos que S € H*(Q). Ademés, para u € R dado
y S € H(Q) una solucién de (4.4) se tiene que S, definida por

S,(@) = S(z) + |Q|< /s dr> et xeQ,
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es la tnica solucién de (4.4) que satisface [, S,(z)dx = p. Finalmente, si definimos

P =@l e {50} coea

es claro que ¥ € H*(Q), ya que

e (32) e (Z)}

Ademsas esta relacién implica V¥ = 9V y como consecuencia V(¢/¢°) = 0, luego
existe un factor unitario z € C tal que 1/¢° = z. Por tanto, existe 3 € R tal que
Y = e¥/*)S. En particular,

Y(z) = [v(x)| exp {é (Su(x) + ﬁ)} ct.z €. (4.16)

Por supuesto dicho 5 no es tnico, pero es claro que f;, 32 € R verifican (4.16) si y solo si
B1 — B2 = 2mal para cierto | € Z. Entonces es suficiente tomar (3, como el unico valor en
el intervalo [0, 2r«) que cumple (4.16), lo que concluye la prueba del apartado (i).

Para demostrar la segunda afirmacién usamos el Teorema 1.2.10 (ii), que nos propor-
ciona una constante positiva C' = C(Q2, k) > 0 tal que

[SNax < ClIV S x

para toda S € H*(Q2) con valor medio nulo en 2. Ademaés, si Sy, S, son dos soluciones

de (4.4) asociadas a las funciones 1) y ¢ respectivamente, entonces es claro que Sy — Sy €
H%(Q) y que

/Q (Sy(x) = Sy(x)) dz = 0.
Finalmente, podemos aplicar el Teorema 1.2.10 (ii) a dicha diferencia y obtener
15y = Sllas < ClIV(Sy — S) [l r-1-

Esto culmina la demostracién. O

OBSERVACION 4.2.3 Hemos enunciado el Teorema 4.2.2 en términos de los obser-
vables n y J, si bien usando la sequnda iqualdad en (4.4) se puede reemplazar la hipdtesis
del apartado (i) por % € H*"Y(Q) vy la desigualdad del apartado (ii) por

HSdJ - S¢HHk <C Hlm (E) — Im (@)

’
Hk-1

(4 ¢

obteniendo asi una reescritura dependiente tan solo de la funcion de onda. En este contexto
el Lema 4.2.1 implica que la aplicacion ¢ — Sy es localmente lipschitziana siempre que se
mantenga fijo el valor de la integral de Sy en §2. Por otra parte, es claro que en el conjunto
HZ(Q) se verifican las hipdtesis de este teorema, por lo que en particular cualquier funcion
de onda en dicho espacio posee un arqgumento con reqularidad H?.
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OBSERVACION 4.2.4 El Teorema 4.2.2 se puede generalizar a dimension d arbitraria,
sin mds que concretar el sentido que se le debe dar a la igualdad rot(f) = 0 para un campo
vectorial f en el caso d # 3. En dimension d = 1 esta hipdtesis es innecesaria gracias al
Teorema Fundamental del Cdlculo y en cualquier otro caso (incluido el tridimensional) la
condicion
O, [x = O, [ vy #k

implica la existencia de un potencial escalar para f = (fi,..., fa) en dominios simple-
mente conexos. Obsérvese, ademds, que el campo vectorial Vi /1) verifica esta condicion
independientemente de la dimension.

En mecénica cudntica se considera que 1 € L*(Q) y e representan el mismo estado
para cualquier v € R, por lo que el Teorema 4.2.2 implica que los observables n y J
asociados a una funcién de onda determinan de forma univoca el estado cuantico, hecho
que ponemos de manifiesto en el dltimo resultado de esta seccion.

Corolario 4.2.5

Sea Q0 C R® un dominio acotado, simplemente conexo y con frontera lipschitziana y
supongamos que existen ¢, ¢ € H3(Q) tales que ny = ny y Jy = J, en . Entonces
existe v € R tal que ¢ = e?¢. Como consecuencia, las densidades local y de corriente
determinan un estado cuantico de forma univoca.

DEMOSTRACION:
Aplicando el apartado (i) del Teorema 4.2.2 con p = 0 a ambas funciones, obtenemos

So(w), So(¢) € H*(Q) tales que

£ — e { £ (5000 - i)+ 5,(0) - 5,00)) . (@17

donde hemos aprovechado que las densidades locales son idénticas. Si derivamos el argu-
mento de la exponencial obtenemos

o Jy Je
S ny ng

VSo(1)) — VS(0) —o0.
Por tanto, definiendo v := Sy(¢)) — So(¢) + B,(¥) — B.(¢) € Ry usando (4.17) obtenemos
1 = e, lo que concluye la prueba. O

4.3. Argumento de la solucién de una ecuacion de
Schrodinger

El problema de calcular el argumento de una funcién de onda v ,dependiente del tiem-
po, que en principio parece previo a la equivalencia rigurosa entre las formulaciones de
Schrodinger e hidrodinamica de la mecénica cuéntica, resulta a posteriori equivalente, lo
que obliga a imponer una ley de evolucion temporal sobre 1) para resolver ambos. Dedi-
caremos esta seccion a ello suponiendo que la funcién de onda resuelve una ecuacion de
Schrodinger de caracter general. El primer paso en esta direccién es establecer, basando-
nos en dicha ecuacion, la evolucién temporal de los observables inicamente en términos
de 1. Trabajaremos en los espacios X7 y X! definidos en el Capitulo 1.



70 4. EXISTENCIA DE ARGUMENTO DE UNA FUNCION DE ONDA

Lema 4.3.1
Sean © C R3 un dominio acotado, 6 > 0, T > 0, y sea ) € X} una solucién de la siguiente
ecuacion de Schrodinger

iB) = —%Aw +6[n, JJv, (4.18)

donde © : H%(Q) x H' () — L*(Q) es un operador (no lineal) complejo y continuo.
Entonces

neXh, % : J,% e C([0, T, H' () nC* ([0, T), H'(2))

v las siguientes identidades
(i) O+ div(J) = 2Im(OIn, J]) n,

(99 ()20 (0 (),
(ii) B (2) = -V (%@ + 4 + 2Re0[n, 1)),

son satisfechas en el sentido de los espacios funcionales correspondientes.

(i) 0, = 2

DEMOSTRACION:
La regularidad de las funciones n, J, Vn/n y J/n se deducen del Lema 4.2.1 y del hecho
de que t — 1(t) es una aplicacién continua en H?(f2). (i) se obtiene tras multiplicar
la ecuacién de Schrédinger por —2it) y tomar partes reales. Como t — O[n, J](t)n(t) y
t+— div(J(t)) son continuas de [0,7] en L?(Q2), se tiene que n € C*([0,T], L*(Q)).
Probamos a continuacién el apartado (ii). Es una tarea simple comprobar que 0,J =
“Im (@@Vzﬁ + Eatvzp) en el sentido de las distribuciones. Usando (4.18) podemos rees-
cribir esta identidad de la siguiente manera:

a? — — a - _
0, = ﬁRe(wAw ~ VYAY) + ERe(V@D 6ln, JJb ~ ¥V (On, JJv)) .
que se puede simplificar facilmente para adoptar la forma establecida en (ii). Nétese que

la regularidad de ¢ y ©ln, J| permite dar a dicha igualdad (y por tanto a 9;.J) sentido en
H=1(Q). De acuerdo con las leyes de evolucién conocidas para n y J, tenemos

a(2) = o fme(es <%>>—Re (Fo(*)}

+ 4 {—dw(‘]) — 9Tm(© }
n n
A7

Utilizando el Lema 4.2.1 (ii) para calcular £ V( ) y desarrollando %V (e[nqzl]w) se

deduce que

o(3) - () H{en () (0)

2 (wvw){ Va2 m? P mi

—div(J)} :
oy R A . vy VY
EV< ) V(9] J])+@[,J](E >

4dn a? n o
(0
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Tomando partes reales y simplificando de forma adecuada obtenemos que J/n satisface
(iii). Ademds, las propiedades de regularidad de ¢ y ©|n, J| implican de forma sencilla
que

J Vn

., —ecYo,T],H(Q)),

22l e o (o, 7], H (@)

con lo que queda demostrado el teorema. O

Ya estamos en condiciones de establecer rigurosamente la descomposiciéon de Madelung
para una funciéon de onda que satisface una ecuacién de Schrodinger general. Con este
objeto utilizaremos la tercera igualdad del Lema 4.3.1 para definir una funcién S regular
respecto del tiempo que sea solucién de (4.4) en todos los instantes. Esta S nos permite
definir la familia de argumentos de dicha funciéon de onda y establecer asi el sistema
hidrodinamico cuantico de forma rigurosa.

Teorema 4.3.2

Sea 0 C R?® un dominio acotado, simplemente conexo y con frontera de clase C*. Sean
ademds § > 0, T > 0, y ¢ € X! bajo las hipdtesis del Lema 4.3.1. Entonces existe una
familia numerable S(¢) = {S'}1cz C X7 tal que, para cualquier S € S(v), se verifican
las siguientes afirmaciones:

(i) VS(t) =mZ(t) para cualquier t € [0,T] y
¥(0,2) = /n(0,z) exp {éS(O,x)} ct.x e (4.19)

(ii) S satisface la siguiente ley de evolucion
0S = ——Q — —— — aRe(O]n, J]) (4.20)
n

en el sentido de X7

Como consecuencia, para todo S € S(1) se verifica la descomposicién de Madelung
Y(t,z) = \/n(t,x) exp {iS(t,x)} Vt e [0,T], ct.xeq. (4.21)
!

Ademds S(3)) es tinica, en el sentido de que si S € XT cumple (4.21), entonces S € S(v)).

DEMOSTRACION:
Consideramos K : H%(Q) x H(Q) — L*(2) definido por

a? m|J|?
Kn,J] = ﬁQ + Eln_l + aRe(O[n, J]).

Como 1| estd separado de cero podemos usar el Lema 4.2.1 para deducir que la aplicacién
t — Klny, Jy](t) es continua de [0,7] en L*(f2). Por otra parte ¢(0) € HF(Q), luego
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tomando p = 0 en el apartado (i) del Teorema 4.2.2, tenemos Sy € H*(Q) y by €
[0, 27a) tales que

¥(0,2) = y/n(0,x) exp {éSI(x)} ct.x e, (4.22)

donde hemos denotado S = Sy + . A continuacién podemos definir, para cada [ € Z,

S(t,z) = /Kn J](s, a:)ds—{—’Q’//Kn JI(s,y)dsdy + 2ral  (4.23)

para todo t € [0,7] y S() := {S'}1cz. Veamos que esta familia satisface la tesis del
teorema. Para ello tomamos S € S(¢) arbitrario. Las igualdades (4.23) (evaluada en
t =0) y (4.22) implican (4.19). Ademads, la continuidad de t — K[ny, Jy|(t) en L*(Q2) nos
permite establecer que S € C*((0,7T), L*(Q2)), por lo que combinando (4.23) con (4.22) se
deduce que VS(0) = m E ; Para ver que se cumple (4.4) en todos los tiempos, fijamos
primero ¢ € [0,7]. Si t > 0, podemos derivar S para obtener

VS(t) = VSi(t) (/Knjsxd).

Intercambiando el orden de las derivadas y aplicando el Lema 4.3.1 (iii) llegamos a

VS(t) = VSi(t) — m / o, (—) s,

luego VS(t) = m(J/n)(t) y el Lema 4.3.1 asegura entonces que VS € C([0, 7], Hl(Q))
Esto permite deducir de forma sencilla que S € C((0,T], H*(2)). Como [, S(z)dx =
Jo, Si(z) dx para todo t € [0,T], el Teorema 4.2.2 (ii) garantiza que S € C([0, 7], HQ(Q))
y satlsface (4.4) para cualquier ¢t € [0,7]. Un ejercicio sencillo haciendo uso de 9,5 €
C((0,7T], L3(2)) y la continuidad de S en ¢t = 0 permite deducir que S € X7. Ademés es
facil ver, usando la definicién y regularidad de K, que S satisface (4.20) en el sentido de
dicho espacio. Como consecuencia, S(¢)) C X7 y cualquier S de dicha familia verifica las
propiedades (i) y (ii).
Para probar que S también satisface la ecuacién (4.21) definimos

VIt x) = n(t,x)exp{éS(t,x)} Vtel0,T], ct.x € Q.

Claramente 1 € X usando la regularidad de S, luego el calculo de V(¢)/¢°) nos lleva a
la relacion 9 (t,x) = z(t)y3(¢, ) para cierta 2 € C*([0,T7], L*(€2)), que a su vez verifca

7 = ( ws) (V20 — o) . (4.24)

Para comprobar que dicha cantidad se anula idénticamente usamos la ecuacién de Schrodin-
ger (4.18), que implica 0yt = 3%Av — iO[n, J]ip. En virtud del Lema 4.2.1 (ii) podemos
escribir esta igualdad de la siguiente forma:

O = (m —@ﬁ—div—w—z@[n,ﬂ)w.
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Por otra parte, 9;1° = < om + @Sw)lb y aplicando los Lemas 4.2.1 (i) y 4.3.1 (iii)
se tiene que

oS = {—div—w + Im(O[n, J]) + é ( —Q — —";—’2 — aRe(O]n, J])) } Y°

2n
[ ia mi|J]?  div(J) . s
{—ﬁQ B e CEDN AU

que implica z’ = 0, como queriamos comprobar. Por tanto z = z5 € C, lo que nos permite
escribir

Y(t, z) = 200/ n(t, x) exp {éS(t,x)} Vtel0,T], ct.x € Q.

En particular, tomando ¢ = 0 y usando (4.22) tenemos que zop = 1, lo que implica que
S € S(v) arbitrario satisface la descomposicién de Madelung (4.21).

Para concluir la demostracién, supongamos que S € X7 verifica (4.21). En particular
es solucién de (4.4), luego VS = VS! para cualquier [ € Z. Si fijamos | € Z podemos
escribir S(t,z) = S'(t, z) + 1 (t) para cierta v, € C([0, T]). Derivando ahora respecto del
tiempo y observando que tanto S como S! son soluciones de (ii) se deduce que S(t,z) =
Si(t,z)+ 1) con 1) € R. De hecho, usando (4.19) tenemos que v} € 2ra Z, de manera que
S — S € 2raZ. La arbitrariedad de [ € Z y la definicién de S(3) nos permite concluir
que S pertenece a dicha familia. Esto completa la prueba. O

OBSERVACION 4.3.3 Nitese que la condicion de normalizacion global fQ x)dr =
i € R es la que nos permite concretar la definicion de la familia de argumentos S(w),
lo que a posteriori implica que el valor de la integral de S se conserva a lo largo de la
evolucion temporal gobernada por la ecuacion de Schridinger general (4.18).

El Teorema 4.3.2 nos permite establecer soluciones del sistema hidrodinamico cuantico
asociado a (4.18) de forma directa, lo que culmina la conexién entre las formulaciones de
onda e hidrodindmica bajo nuestras hipotesis.

Corolario 4.3.4

Sea € C R?® un dominio acotado, simplemente conexo y con frontera de clase C*. Sean
ademds § > 0, T > 0, y v» € X} bajo las hipdtesis del Lema 4.3.1. Entonces el sistema
hidrodindmico asociado a (4.18)

1
om + p” div (nVS) = 2Im(O[n, J]),
o2
TR
admite solucién (n, S) en [0,T], donden € X}, y S € X7,

1
8,:5’+—|VS]2 — aRe(O[n, J)),

DEMOSTRACION:

Consideramos n = || y S € S(¢p) C X7 arbitraria, donde S(¢)) es la familia de argu-
mentos obtenida en el teorema anterior. Teniendo en cuenta (4.4) en el apartado (i) del
Lema (4.3.1) obtenemos la ecuacién de continuidad (y la regularidad de n), mientras que
la ley de evolucion para S se obtiene usando nuevamente (4.4) esta vez en (4.20). Por
tanto el par (n,.S) es una solucién del sistema hidrodindmico cuantico. O
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OBSERVACION 4.3.5 La dependencia de © respecto de n y J en las hipdtesis de los
resultados de esta seccion (ecuacion (4.18)) debe entenderse en sentido amplio, ya que
dichos resultados siguen siendo validos admitiendo dependencia de las derivadas de los
observables o interacciones de tipo Hartree, por ejemplo. La propiedad que permite definir
S explicitamente es que © sea invariante ante cambios de fase constantes y globales.
Podriamos, por tanto, sustituir la condicion

0: HL(Q) x H'(Q) — L*(Q)
por esta otra, que de entrada es mds general:
O: HZ(Q) — L*(Q), O(y)=0(e"y) WYveR,

pero que resulta equivalente (véase el Corolario 4.2.5). Obsérvese que esta propiedad no
es satisfecha, por ejemplo, en la ecuacion de Kostin (4.2), lo que supone una carencia
seria de dicho modelo. En el Capitulo 6 damos una reinterpretacion de (4.2) que describe
la misma fisica y evita esta propiedad indeseable.



Capitulo 5

Buen planteamiento de una ecuacion
de Schrodinger disipativa con
difusiéon en dominios acotados

En este capitulo demostramos el buen planteamiento matematico del problema de
tipo mixto asociado a un modelo cuantico disipativo en la formulaciéon de onda que re-
presenta, al igual que SLD, la hidrodinamica asociada a la ecuacién de Wigner—Fokker—
Planck. Dicho modelo, al que denominaremos en adelante SLC, consiste en una ecuacion
de Schrodinger no lineal de tipo logaritmico con términos difusivos similares a los SLD
pero técnicamente mas tratable, toda vez que su estudio se puede reducir al de la ecua-
cién de Schrodinger puramente logaritmica mediante una transformacién Gauge no lineal.
Esta reduccion se puede materializar de forma rigurosa a nivel hidrodinamico aplicando
los resultados del Capitulo 4 y bajo las hipdtesis que alli quedaron establecidas. Asi, dedi-
caremos la primera seccion a plantear el problema con precision y establecer las hipotesis
que necesitaremos para su tratamiento. El propdsito de la segunda seccion es derivar el
modelo a partir de WFP. Mas adelante definimos la transformacién que reduce el proble-
ma al analisis de la ecuacién logaritmica y precisamos la equivalencia entre esta y SLC.
Dedicaremos la cuarta seccién a estudiar la ecuacion logaritmica en el contexto estableci-
do previamente, lo que nos permitird, por ultimo, probar la existencia y unicidad local de
solucion para nuestro problema en dominios acotados y en el caso de dimensiones menores
o iguales que 3, lo cual constituye el resultado principal de este capitulo.

5.1. Planteamiento e hipétesis del problema

Consideramos la siguiente ecuacion de Schrodinger no lineal, de tipo logaritmico y con
efectos de difusién (que denominaremos SLC) que gobierna la evolucién temporal de un
sistema cuantico sometido a la accién de un potencial externo V' e interactuando con un
bano térmico de osciladores en equilibrio térmico:

a? a? a [(iaAn J
o) = ——A — Al — | = div | — . 5.1
100 = —o A+ -5 QY + og(n)w+2m(2 —+m w(n))w (5.1)
Aqui ¢ = ¢(t,x) es la funcién de onda que describe el estado del sistema, m es la masa
efectiva del mismo y
a=2mDy, AN=2D,,+nDy,
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son numeros reales positivos que dependen de las constantes de interacciéon con el bano.
Este modelo surge bajo una interpretacién estocastica del sistema de momentos asociado
a la ecuacion de WFP [62, 80|, a raiz de las ideas que se emplean para derivar la mecanica
cudntica a partir de la newtoniana [92] y de manera que, bajo ciertas hipdtesis, las densi-
dades local n y de corriente J asociadas a la funcién de Wigner del sistema (definidas en
la férmula (5.12) mas adelante) coinciden respectivamente con los observables asociados
a 1) con la misma interpretacién

n=lyP, J= %Im (PVY). (5.2)

Las constantes que determinan el modelo SLC dependen, por tanto, de aquellas que
aparecen originalmente en la ecuacion de Wigner—Fokker—Planck. Puede consultarse en el
Capitulo 2 la definicién de ambas (véase 2.2) y su interpretacién fisica.

Es destacable la presencia del potencial cuantico de Bohm

Qt,z) = —% <A¢\%ﬁ) (5.3)

en la ecuacion SLC, que da lugar a un término no lineal de tipo modular kK Qv en la
formulacién de Schrédinger [12, 49]. La aparicién de esta no linealidad se puede interpretar
para 0 < k < 1 como un efecto de relajacién de los efectos cuanticos, dando lugar al caso
“totalmente cudntico” si k = 0 y a dindmica clésica si k = 1. En nuestro caso k = o?/h?,
lo que implica que la difusién en posicién en la ecuaciéon de Wigner—Fokker—Planck (cf.
(2.6)—(2.7)) confiere comportamiento clésico al sistema que describe. Sin embargo, las
hipotesis de acoplamiento débil y temperaturas moderadas o altas que hacen aplicable
la ecuacién de WFP conducen a que o« < h (véase el Capitulo 2), lo que conduce a
pensar que los efectos de comportamiento clasico sean poco relevantes. Por otra parte, la
presencia del término logaritmico en SLC esta relacionada con la difusion cruzada en la
formulacion de Wigner y se puede interpretar como un efecto dispersivo relacionado con
la interaccién del sistema con el bafio [14, 62, 80, 92]. Es destacable, ademas, el hecho de
que SLC contiene un potencial no lineal complejo de tipo Ginzburg-Landau que describe
difusién en posicion.

Estamos interesados en el problema de tipo mixto asociado a SLC en un dominio
acotado Q C R? (1 < d < 3) con frontera suave (precisaremos mds adelante la regularidad
necesaria) y condiciones iniciales y de contorno dadas por

Y(0) =91, P(t)]aa = Vs, (5.4)

Para demostrar las propiedades de existencia y unicidad local de solucién de este problema
vamos a sacar partido de que SLC puede interpretarse (salvo por el término logaritmico)
como un elemento de la familia de Doebner—Goldin [43], que es la clase més general
de ecuaciones de Schrodinger no lineales que admiten una ecuacién de continuidad de
Fokker—Planck para la densidad local:

2 n

J-Vn A,n V,n|?
+ mD'py | ——— | +hD" | g +M5‘ 2’ V.
n n n

k2 WD [ A, V- J 2 JN\?
i) = —s—A+ o (2 ) 4 Vi 4+ mD'py o+ (1 y
2m n h n
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Para ello es suficiente considerar o en lugar de A como unidad de acciéon y tomar
/ / !/ qu /
D=Dy, p=0, Dy =Dy=—-Dpy, D/.LQZ—T:—QD/.L5.(5.5)

Se puede demostrar (véanse [44, 54]) que bajo la condicién

AmD’ <1 4m? D?
h H2 h2 )

(5.6)
el conjunto de ecuaciones de la familia de Doebner—Goldin caracterizada por las relaciones
Dy =D =Dy, po+2ps=0, pz=0 (5.7)

es linealizable utilizando un cambio de fase no lineal apropiado. En nuestro caso, esta
ultima condicién es exactamente (5.5) y, usando la definicién de Dy, en (2.2), es facil
verificar (5.6), por lo que (5.1) puede reducirse a la ecuacién de Schrodinger puramente
logaritmica. En particular, si consideramos la forma de Madelung de la funcién de onda

¥ .
Wt z) = \/ny(t, ) exp{ésw(t,x)} , (5.8)

entonces el cambio de fase no lineal ¢ — ¢ = G(v) definido por
GW)(t,x) = (t x) exp {—zlog Ny (t ) + Sw(t x)}
= wita) exp {~Jlos ns(r.0)} (5.9)

es una correspondencia biyectiva (de entrada formal) entre soluciones de SLC y soluciones
de la siguiente ecuacion de Schrodinger logaritmica

2

10 = —;—mA¢> + Alog(n)o. (5.10)

La transformacién G definida en (5.9) pertenece a una clase general de aplicaciones de-
nominadas transformaciones Gauge, que preservan algunos aspectos fundamentales de la
mecéanica cudntica como la densidad local n. Nuestro objetivo es reducir (via G) el buen
planteamiento del problema (5.1), (5.4) al estudio de (5.10) con las siguientes condiciones
iniciales y de contorno

¢(0) =1, o(t)|on = és5, (5.11)

que también estaran relacionadas con ¢y y g mediante G. Estrategias similares han sido
desarrolladas recientemente [30, 94] en relacién al estudio de ecuaciones de Schrodinger
con derivadas.

Como hemos comentado anteriormente, la aplicacién G no es mas que un cambio
de fase. Por tanto, si para cierta funcién de onda v existe Sy vericando (5.8), entonces
Sy — alog(\/ny) es un argumento de ¢ = G(1). Esto implica que la relacién entre ¢
y ¢ a nivel hidrodinamico es sencilla. En consecuencia, si trabajamos bajo las hipdtesis
establecidas en el Capitulo 4 podremos operar de manera facil con la transformacion
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utilizando los sistemas hidrodinamicos de forma rigurosa. Esto nos conduce a considerar
las siguientes hipotesis, que mantendremos a lo largo de todo nuestro analisis:

(H1) © C R? es simplemente conexo, acotado y con frontera de clase C?.

(H2) ¢y € H*(Q), 5 € H*(0Q) v ¢rloa = .
(H3)  Existe 6 > 0 tal que
inf-es{|¢r(z)] 1z € Q} >0, infes{|vp(z)|: 2z €0} > 4.

Bajo estas condiciones, nuestra estrategia consiste en desarrollar un argumento de
punto fijo en el conjunto H?(f2) (definido en el Capitulo 1) para obtener la solucién de
(5.10)—(5.11) y de ahi obtener mediante G (definido en (5.9)) la tnica solucién de (5.1),
(5.4).

5.2. Sobre la derivacion del modelo

En esta seccion llevamos a cabo la derivacién multidimensional de SLC, que puede
consultarse con detalle en [62]. El punto de partida es la ecuacién de Wigner—Fokker—
Planck (cf. (2.6)—(2.7)). Si razonamos como en el Capitulo 2 obtenemos que el sistema
hidrodindmico asociado a los observables n y v = J/n, con

n(t,z) = » Wiz, & t)ds, J(t,x) = » EW (z,&,t) dE, (5.12)
viene dado por
o +div(nu) = D,An, (5.13)
u+ (u-Viu = —%VV—%diqu—D\u— QZM%
+ Dy [2 (% : V) u+ Au] : (5.14)

donde
Pt,x) = | €2€W(a,6,t)de —n(t, x)ult,z) ® ult,z)
Rd

es el tensor de esfuerzos asociado a W. La idea principal de esta derivacion consiste en ad-
mitir una interpretacién clasica de la ecuacién de continuidad (5.13), haciendo una lectura
de las difusiones cuanticas como producto de movimiento browniano a nivel microscépico
[92]. Este planteamiento fue iniciado en 1.952 por I. Fényes [45] con el objetivo de describir
la mecanica cuantica en términos de densidades de probabilidad clasicas. En este contex-
to, la evolucion de una particula sujeta a movimiento browniano se demuestra equivalente
(en el sentido de las densidades local y de corriente) a la ecuaciéon de Schrodinger [92]. En
nuestro caso, los efectos de interaccion con el entorno causan a nivel macroscopico una
corriente de difusién observable con coeficiente D,,. La idea de la derivacién se basa en
considerar que esa difusién es un efecto del movimiento browniano a nivel microscépico.
Por tanto, el sistema queda sujeto a la acciéon de un campo de velocidad de avance u, y
retroceso u_ = uy — 2u,. De esta manera (5.13) da lugar a dos ecuaciones de continuidad

O+ div (nuy) = £D,An ., (5.15)
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donde u, denota la velocidad osmética (cf. (2.15)), que en cierta medida controla el
grado de aleatoriedad del proceso. Si sumamos entonces las dos igualdades de (5.15) e
introducimos la velocidad media de la corriente

1
V= §(u++u_):u+—uo,

es facil comprobar que se recupera la ecuacion de continuidad estdandar de la mecanica
cuantica, dyn + div (nv) = 0. Definiendo la derivada retrasada media de la velocidad de
avance como

D_uy = Oy + (u— - V)uy — DygAuy

podemos reescribir (5.14) de la siguiente manera

1 1 2D
D_uy =——VV — —div(P,,) — 2 uy — b V11 : (5.16)
m

n m n

En [59] se prueba que haciendo una inversién temporal se siguen las siguientes reglas:
t——t, O— -0, ur+r— —ugx, Di— —Di.

Utilizando dichas propiedades, la inversién respecto del tiempo de (5.16) proporciona

1 1 2D
Diu_=——VV — —div(P,_) + 2 u_ — —* v , (5.17)
m n m n
donde Diu_ = Qu_ + (uy - V)u_ + DygAu_ es la derivada adelantada media de la

velocidad retrasada. Sumando (5.16) y (5.17) llegamos a la siguiente versién disipativa de
la generalizacién estocéstica de la ley de Newton obtenida por Nelson en [92]:

o+ (v-V)v= —%v(v + Alog(n)) — D2, K@ : v) (@) -V (%)] . (5.18)

n n

Combinando las ecuaciones (5.15) y (5.18) con la identidad v = u —ug podemos recuperar
la ecuacién de evoluciéon satisfecha por wuy :

1 A 202
Ouy + (ug - V)uy = — EVV - EVIOg(n) - wVQ
+ Dy, {(% : V) uy — (Vouy) % — Vdiv(u+)} :

Entonces, si suponemos la existencia de un campo escalar del momento, tenemos que
Uy = %VS . Integrando formalmente obtenemos la siguiente ecuacién de Hamilton—Jacobi
para S

1 2 207
OuS + 5—|VS[* = =V = Z5-Q — Alog(n) = DygAS + @5, (5.19)

donde ®,, ¢ = @, ¢(t) es una funcién independiente de la posicién. Esta igualdad y la
ecuacion de continuidad

1
O+ — div (nVS) = DyyAn (5.20)
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que se deduce directamente de (5.13), constituyen un sistema hidrodindmico cudntico
de flujo potencial cerrado, que nos permite construir una funciéon de onda que contie-
ne la misma informacion fisica que la ecuacién de Wigner—Fokker—Planck. De hecho, si
definimos

ot ) = /n(t.7) eXp{éS(t,x)}

y utilizamos dicho sistema hidrodinamico, podemos concluir que ¢ verifica la siguiente
ecuacion de Schrodinger:

. o? o? i An (] h
iy = —%A@ +Vep+ ﬁ@‘ﬂ + Alog(n)e + Dy, (57 + mdiv (E) )gp = aq)%

que coincide con SLC salvo por el término —SCI)(,O. Razonando como en la demostracién
del Teorema 2.3.2 encontramos una funcién v = v(t) tal que ) = €™ es solucién de (5.1).
Obsérvese que en este modelo los efectos de friccion quedan descritos mediante el término
logaritmico, mientras que

0 A J 2
DQQ(%%+mdiV<_>>w y %Q@Z)

n

representan difusién. Por tltimo, es destacable que el modelo SLC, al igual que la ecuacion
SLD, se basa en el sistema (5.13)—(5.14) y por tanto los efectos de difusién en velocidad,
que son de indole termodinamica, no pueden ser apreciados en el comportamiento de 1.

5.3. Equivalencia entre las ecuaciones de Schrodinger
difusiva y puramente logaritmica

Los resultados que hemos probado en el Capitulo 4 nos resultaran utiles para demostrar
que la transformacién G introducida en (5.9) junto con su inversa,

G U p)(t, ) = ¢(t,x) exp {z’log ( ne(t, :1:)) } ; (5.21)

establecen una relacién de equivalencia entre los problemas de tipo mixto asociados a las
ecuaciones SLC y de Schrodinger puramente logaritmica. De aqui en adelante aprovecha-
remos que ambas aplicaciones conservan la amplitud de la funcién de onda y denotaremos
n = [|? = |G()]? indistintamente (y andlogamente para G~!) cuando no haya riesgo de
confusién. En el primer resultado de esta secciéon comprobamos que G es un homeomor-
fismo en el conjunto C([0,T], HZ(Q2)).

Proposicion 5.3.1

Sean Q C R* un dominio acotado y & > 0. Si definimos G(1)) como en (5.9) para cual-
quier ¢ € C([0,T], H3(Q)), entonces G : C([0,T], H(Q)) — C([0,T), H3(Q)) es un ho-
meomorfismo (respecto de la norma || - || oo (jo,r,12)) con inverso G, definido para cada
Y € C([0,T], H}(2)) como en (5.21).
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DEMOSTRACION:

Si X es un espacio topoldgico arbitrario, G : X — X un homeomorfismo de X y de-
finimos G(z)(t) := G(xz(t)) para cualquier z € C([0,7],X) y t € [0,7], es claro que
G : C([0,7],X) — C(]0,T],X) es también un homeomorfismo. Por tanto es suficiente
probar que G : HZ(Q) — HZ(Q2) (definido de forma evidente en vista de (5.9)) da lugar a
una aplicacién continua con inversa continua. Dividimos la prueba en dos etapas.
ETapa 1: G(HZ(Q)) C HZ ().

Para cualquier ¢ € HZ () se tiene que ng(y) = ny, luego G(¢) € L*(Q) y |G(¢)| > § c.t.
x € Q. Derivando G (1) encontramos que

VG) = (Vw - ZZ—:w> exp {—ilog (v/n)} . (5.22)

Entonces, en virtud del Lema 4.2.1 podemos deducir facilmente que VG(v)) € L*(Q).
Ademas

V®VG(¢):{V®V¢_%'(V@iVn>¢+22‘_1 (¥®@>¢

4 n

. %‘symwn@vw}exp{—uog (Va)},  (5.23)

donde hemos denotado Sym(x ® y):=3(x ® y + y ® x) a la parte simétrica del tensor de
rango dos x ® y. Como ¥ € H3(Q) tenemos que V ® V¢ € L?(), y del mismo modo
n € H3(Q) implica que (V ® Vn)y/n € L*(Q). Ademads
\%
Vi, 7” e HY(Q) c LYQ),
de donde se obtiene que (Vn ® Vn)y/n? Vi ® Vi, (Vn/n) @ V¢ € L*(Q), luego
G(v) € Hi ().

ETAPA 2: G es biyectiva y bicontinua.

Las férmulas (5.9) y (5.21) dejan claro que G(G™'(¢)) = ¢ y G™HG(¢¥)) = o para
cualesquiera ¢, € HZ(), luego G es biyectiva. Para probar la bicontinuidad es suficiente
probar que G es continua, ya que para G~! el argumento es andlogo. Sea ¢» € HZ(Q) y
{Ur}ren C HE(Q) tal que v — 1 respecto de la norma || - ||2z. Como € es un dominio
acotado, podemos estimar

1G@) = Gz < VIO || — ) exp {—ilog(v)}|
[ (exp {—ilog(y/m)} — exp {~ilog(vm)} . }-

El primer término del segundo miembro estd acotado por ||t — 1|/ ~. Para estimar el
segundo término utilizamos el teorema de compacidad de Rellich-Kondrachov junto con
la convergencia ny — n en || - || g2 (que se obtiene gracias al Lema 4.2.1) y el hecho de que
n > 6%, que implican que log(y/ny) — log(y/n) en || - || . Como consecuencia

[ (exp {—ilog(v/nx)} — exp {=ilog(vn)}) ||, < Clltoella2lllog(v/m) — log(vn)ll s -
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Por tanto, el segundo término tiende a cero cuando k — oo. Usando las identidades (5.22)
y (5.23) y la continuidad de las derivadas de n y 1 de HZ(2) en L?(Q), es sencillo probar
que G(¢r) — G(v) en ||| 2. Esto culmina la segunda etapa y con ello la prueba completa.

O

OBSERVACION 5.3.2 4 lo largo del desarrollo de este resultado necesitamos dar sen-
tido a la accion de la transformacion Gauge sobre la condicion de frontera g € H3?(09).
Para ello basta darse cuenta de que las formulas (5.9) y (5.21) son vdlidas puntualmen-
te en todo Q. Entonces, definiendo G(vg) := G(¥1)|aq y aplicando la Proposicion 5.5.1
tenemos que G(vp) € H¥?(00Q) y se verifican las identidades

GG (¢p)) = b5, G (G(p)) =vp Vred,
lo cual permite tratar la transformacion en 0S) de forma satisfactoria.

El siguiente resultado muestra cémo las soluciones de los problemas de tipo mixto aso-
ciados a las ecuaciones SLC y de Schrodinger logaritmica estan conectadas a través de

g.

Teorema 5.3.3
Sean T >0y Q C R? (1 < d < 3) un dominio y supongamos que se satisface la hipétesis
(H1). Entonces se verifican las siguientes afirmaciones:

(i) Sean 1,1 cumpliendo (H2)—(H3) y tales que

G(r) =: ¢r € HAQ), G(up) = b5 € Hy*(89).

Sea ademds ¢ € X! una solucién de (5.10)—(5.11) en [0,T]. Entonces ¢ = G~(9)
es solucion de (5.1), (5.4) en [0,T.

(ii) Reciprocamente, sean ¢, ¢ cumpliendo (H2)—(H3) y tales que

G (or) = ¢y € HA(Q), G (6p) = vp € H?(00).

Sea ademds v¢p € X] una solucién de (5.1), (5.4) en [0,T]. Entonces ¢ = G(v)) es
solucion de (5.10)—(5.11) en [0,T].

(iii) La unicidad se hereda via G, esto es, si ¢r,1p satistacen (H2)—(H3) y el problema
(5.10)-(5.11) admite una tinica solucién, entonces (5.1), (5.4) admite también una
tinica solucién. Del mismo modo, si ¢, ¢ satistacen (H2)—(H3) y el problema (5.1),
(5.4) admite una iunica solucion, entonces (5.10)—(5.11) admite también una tnica
solucion.

DEMOSTRACION:

Si ¢ € X! es una solucién fuerte de (5.10)—(5.11), entonces satisface las hipétesis del
Teorema 4.3.2 con O[n] = 2log(n), luego existe S, € X7 tal que

6(t,7) = \/n(t.2) exp {ésw,:m} .
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Ademds, podemos aplicar el Corolario 4.3.4 y concluir que n € X%, S, € X7 y el par
(n, Sp) es solucién del siguiente sistema hidrodindmico en [0, T'):

om +%div (nVS,) =0, (5.24)
DSy + —— |V Sy|2 = 0 Al (n) (5.25)
1O om o 72 ogin) . .

Si ahora definimos
Sy(t,x) = Sy(t,z) + alog(v/n(t,z)), (5.26)

entonces Sy, € X7 y el par (n,Sy) es solucién en [0, 7] del sistema
1
on + - div (nVSy) = Dy An, (5.27)
1 ) 202
8tS¢ + %WSM = _ﬁQ — Alog(n) - quAS¢ . (528)

Definimos ¢ := G7'(¢). La Proposicién 5.3.1 implica que ¢ € C([0,T], H($2)) y ademas
se tiene que

O(t,2) = /nlt, 7) exp {éSw(t,x)} ,

luego ¢ € X! y usando el sistema (5.27)—(5.28) podemos calcular la evolucién temporal
de v en términos de la siguiente ecuacion de Schrodinger:

) o? a? iaDy, (An . J
10y = —%Aw + ﬁQw + Alog(n)y + — (T) Y +mD,, div (E) Y,

luego 1 es solucién de SLC en [0, T]. Ademés, se verifican las siguientes identidades casi
en todo punto de € y 02 respectivamente:

$(0,) = () exp{é(s¢<o,x)+alog( nj(x))>}
= 61() exp {ilog(v/mi(x)) } = vu(a).

b(t,x) = /n(t,z) exp{é(s¢(t,x)+alog( n(t,x)))}
= on(x) exp {ilog(Vnn(@)) } = vn(),

donde hemos denotado ny = [1;|* = |¢;|?. Por tanto, ¥ es solucién de (5.1), (5.4). Esto
demuestra el apartado (i).

La prueba de (ii) es totalmente andloga a la anterior, teniendo en cuenta que en este
caso

a A 1D An 1. [(J
Oln, J] = ﬁQ + alog(n) + qu (T) + 3 div <E>

es un operador continuo de HZ () x H*(Q) en L*(Q2) y el hecho de que

Se(t,x) = Sy(t, ) — alog(v/n(t, z)) . (5.29)
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Para comprobar (iii), suponemos primero que vy, ¥ € X7 son dos soluciones del
problema (5.1), (5.4) y que (5.10)—(5.11) admite a lo mds una tunica solucién. Es claro
que

01(w) = vu(a) exp{ — itog (V@) } v on() = vs(@) exp{ — ilog(Vns()) |
satisfacen (H2)-(H3). Ademas, 1, 2(0,z) = G (¢;1)(z) y ¥12(t, ) = G (pp)(t, x) para

todo t € [0,7] y casi todo z € 0. Como consecuencia, ;o verifican las hipétesis del
apartado (ii), luego

P12(t,x) = G(W12)(t, x) = Y1 2(t, ) exp {—z’log ( n1o(t, x)) }

pertenecen a X! y son soluciones de (5.10)—(5.11). Como este problema tiene solucién
unica, ha de ser ¢, = ¢o, luego

vy exp{—ilog (yv/n1)} = vpexp{—ilog(vn2)}, mi2=|¢1a/",

de donde deducimos de forma sencilla que ny = ns y por tanto ¥; = 5. La afirmacion
reciproca se obtiene analogamente. O

OBSERVACION 5.3.4 El Teorema 5.3.3 es aplicable a cualquier ecuacion de la familia
de Doebner—Goldin cuyos coeficientes cumplan las relaciones (5.5) bajo la hipdtesis (5.6).
En el caso mas general, el cambio de fase no lineal G sigue el esquema [43]

G(9)(t,x) = \/ny(t, z) exp {z [A log(n(t,z)) + B Sy(t, z)] } ,

donde los coeficientes A y B pueden ser dependientes del tiempo, y es necesario (salvo
control de A y B) trabajar en espacios funcionales cociente para evitar evaluaciones multi-
ples de la transformacion. En este contexto se podria eliminar la hipdtesis de conexion
simple sobre €.

Es destacable senalar que en la prueba del Teorema 5.3.3 hemos establecido la equi-
valencia entre los problemas asociados a SLC y la ecuacién de Schrodinger logaritmica
a través de los sistemas hidrodindmicos (5.27)—(5.28) y (5.24)—(5.25) respectivamente,
aprovechando que la correspondencia Sy, < S, es lineal. Hacemos explicito este hecho en
el ultimo resultado de la seccion, cuya demostracion esta incluida en la que acabamos de
completar.

Corolario 5.3.5
Sean T > 0y Q C R? (1 < d < 3) un dominio y supongamos que se satisface (H1).
Entonces:

(i) Si(n,Sy) € X} x XT es solucién del sistema (5.24)—(5.25) en [0, T y consideramos
Sy definida como en (5.26), entonces (n,Sy) € X5 x X7 es solucidn del sistema
(5.27)-(5.28) en [0, T.

(ii) Reciprocamente, si (n,Sy) € X}, x XT es solucion del sistema (5.27)—(5.28) en [0, T

y consideramos Sy definida como en (5.29), entonces (n, Sy) € X}, x X7 es solucién
del sistema (5.24)—(5.25) en [0, T).
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5.4. Buen planteamiento de la ecuacion logaritmica

Una vez reducido el analisis del problema de tipo mixto asociado a SLC a aquel
relativo a la ecuacién de Schrodinger puramente logaritmica tan solo nos falta probar
el buen planteamiento de (5.10)—(5.11) en el conjunto HZ(Q2) (y en el contexto en que
estamos trabajando). De esta forma estableceremos el ltimo resultado necesario para
resolver nuestro problema original.

La ecuacion de Schrodinger logaritmica fue introducida en 1.976 por Bialynicki—Birula
y Micyelski [16] y aparece de forma natural en diversos problemas fisicos conectados con la
mecanica cuantica. Recientemente, por ejemplo, ha sido propuesta para modelar diferentes
procesos relativos a fendmenos de capilaridad o transporte de magma [35, 36, 75]. Dicha
ecuaciéon ha sido estudiada en la literatura matematica desde distintos enfoques y existen
diversos resultados acerca de su buen planteamiento y la estabilidad de sus soluciones
[23, 24, 25, 64]. Es interesante, ademés, la cuestién del signo del término logaritmico a la
hora de estudiar el comportamiento asintotico u otras propiedades cualitativas del modelo.
En la derivacién original [16] se obtiene A < 0 como coeficiente del término logaritmico,
lo cual conduce a funcionales de energia minorados. Sin embargo, en [32, 33] se justifica
el signo positivo para este término a pesar de que el funcional de energia asociado no
esté acotado inferiormente.

El resultado requerido preciso de existencia de soluciones que necesitamos es el si-
guiente.

Teorema 5.4.1

Sean Q C R? (1 < d < 3) un dominio acotado con frontera de clase C? y ¢; € H?(Q),
op € H??(0Q) verificando (H2)—(H3). Entonces existen T > 0 y ¢ € X! una tnica
solucion del problema (5.10)—(5.11) en [0, T].

Para llevar a cabo la demostracion de este resultado necesitamos tratar el término lo-
garitmico de forma adecuada segin nuestro contexto.

Lema 5.4.2 (estimaciones a priori)
Sean Q@ C R? (1 < d < 3) un dominio acotado y M,5 > 0. Entonces se verifican las
siguientes afirmaciones:

(i) Existe K1(8, M,Q) > 0 tal que |plog(n)|| g2 < K para todo ¢ € HZ(Q) con ||¢||z, <
M.

(ii) Existe Ky(d, M,§) > 0 tal que
[@1log(n1) — galog(ng)|| L2 < Koallgr — @212
para cualesquiera ¢1, ¢2 € HZ(Q) con ||¢12||m, < M.
(iii) Existe K3(0, M, ) > 0 tal que
|¢1log(n1) — golog(na)||nz < Ksllgr — ¢2|n

para cualesquiera ¢y, ¢o € HZ(Q) con ||¢12||m, < M.
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DEMOSTRACION:
Sean Cy, Cy > 0 dos constantes positivas verificando ||¢||p~ < C1||d]| gz < C1M y ||@]|12 <
Col|p|l g < CoM para cualquier ¢ € C'2°(€2). Definimos ademés

M; = méx {|log(d)], 2|log(C1M)|} .
(i) Una estimacién L? sencilla conduce a
[plog(n)||z2 < MM . (5.30)

Derivando y acotando de forma adecuada, es facil observar que

C
|9 (Slog(m))llzz < MyM + ZEM ] (5.31)

Finalmente, si derivamos de nuevo obtenemos

V ® V(¢log(n)) = (V® V¢)log(n) + 2 Sym (V(b ® %) +¢ (V (}iVn _Yn ® @) :

n n
Por tanto
2073 C C3
IV & iotog)lis < Midt+ 22 Ml + G0l (14 S nllae)
Combinando (5.30), (5.31) y (5.32) y observando que
7] 2 < (5Cy + 2C5) M (5.32)

completamos la prueba de (i).

(ii) Para comprobar esta afirmacién, usamos que

[p1log(n1) — galog(na)llrz < [[¢1(log(na) — log(na))|rz + [[log(n2)(d1 — ¢2) 22

< (%M N Ml) 161 — dallis (5.33)

donde hemos empleado la desigualdad |log(r7) —log(r3)| < %|r1—r2|, que es una consecuen-
cia directa del Teorema del Valor Medio. Esto culmina la prueba del segundo apartado.

(iii) Calculamos
V[gzﬁl (log(nl) — log(ng))} = V¢ (log(nl) — log(n2))
V(?’Ll — ng) 4 VTLQ

ni ning

+ ¢ (ng —nq)

y estimamos

23

2
[V@1(log(ni) — log(nz))|[z2 < 5HV¢1(!¢1\ — |22 <
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—_— , L 4C
% = ﬁH%(VCbl — Vo) = (¢ — 01) V| 1, < 1MH¢1 Dl
L2
Vng 2, — e P by
ning (n2 —n1) L2 = EH%V%HL?(”@(@ = 0)| g + [|02(61 - ¢2)”L°°>
4C3
< 20 on -l

Si utilizamos (5.32), solo necesitamos las siguientes acotaciones

2 20
IV ® Vér (log(m) —log(na))llze < SV & Vé1(61 = da)llze < = M||61 = éa]| 2,

¢ (V@Vﬂl Vm@Vm V®Vn2+Vn2®Vn2>
1 _ _

nq n? Uz nj L2
202 2C,C3
1M2 1+ 12 2M ) |1 — dallm2
52 )
HV¢1 . (Vm B V’Ilg) e Vng  Vny
ny o 12 nq Mo H1l
20 C 2C
< 20 2M2{ 2 (3 + ) +3} 161 — dallae

para obtener

IV @ Vg (log(ni) —log(ng))]l[z2 < C(6, M, Q)||¢1 — é2l[ > -

Estimamos ahora [|log(ns)(¢1 — ¢2)||g2. La norma || - ||z2 se puede acotar como en
(5.33). Ademés se tiene que
CZ

‘ —(¢1 — ¢2) < =2 HTL2HH2H¢1 Pallmz
L2
Hlog(”2) (01— @2)ll2 < M1||<Z51 — o2,
luego ||Vlog(ng)(d1 — ¢2)]|lzz < C(0, M,Q)||¢1 — ¢2||m2. De acuerdo con (5.32) solo es

necesario estimar

Vng

H <V &® Vng B V?’Lg V?’Lg) (¢1 ¢2)

o 12
C C.
Sﬁwmﬂ0+§wwm)M—@M%
Vn CQ
172 6 vior- 0| < Sallor - oale.
o 12

||log n2)V @ V(1 — ¢2) HL2 < M|lér — da2llwz,
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que implica ||V ® V[log(na)(¢1 — ¢2)||z2 < C(6, M,Q)||¢1 — ¢2|| g2, donde hemos usado

nuevamente (5.32). Esto culmina la prueba. O

La demostracion del Teorema 5.4.1 se basa en un argumento de punto fijo sobre un
subconjunto adecuado de HZ(Q), tratando de forma adecuada la condicién en la frontera
y empleando las estimaciones establecidas en el lema anterior.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.4.1:
La hipétesis (H3) aplicada a la condicién de frontera nos permite considerar log(|¢p|?)¢p €

C(09), y por tanto podemos aplicar el Lema 1.2.1 para obtener o5, L € C2(Q) N C(Q)
arménicas en €) y tales que gbB —¢py Lp= log(|¢p|*) @5 en 0. Definimos entonces

o~ o~ t —~—
Ut) = dp + e (o1 — o), V(1) = _iA AN dr, Vit eR,

@ Jo

donde {e?'},cr es el grupo de isometrias de L%(Q) con generador infinitesimal A =
i(a/2)A, cuyo dominio es en nuestro caso D = H}(Q) N H*(Q). De la definicién del
grupo es claro que U es la tnica solucién del siguiente problema

Uext,

10U = —DyAU en [0,T] x €2,

U0,2) = ¢r(z) en Q,

U(t,z) = pp(x) en I, te€]0,T]
para T € R arbitrario. Ademas, como la aplicacion t — Eg es constante, podemos aplicar
el Lema 1.2.7 para garantizar que V es la tnica solucién de

Ve C(0,7),D) N ¢ ([0.7), LA(€)
A~
i0Y = =Dy AV + —Lp en [0,T] x Q,
a
V(0,2) =0 en Q,
V(t,z) =0 en 0Q, te€][0,T],
para todo 7" > 0. Vamos a demostrar la existencia de soluciones de (5.10)—(5.11) a través
del teorema del punto fijo de Banach al operador
A —
P()() == U() +V(t) - / A Nlog(n(7))¢(7) — L] dr  VteR,  (5.34)
0

(67

en un subconjunto apropiado de X! para cierto 7' > 0. Para encontrar 7" necesitamos el
siguiente resultado, cuya demostracién no incluimos aqui por tratarse de un caso particular
del Lema 6.2.5 que utilizamos en el Capitulo 6.

Lema 5.4.3
Bajo las hipétesis del Teorema 5.4.1, existen constantes positivas r*, T, Ky dependientes
de 0, 2, ¢; v ¢p tales que

U] Loeqpo1,52)5 [V | oe o,1,12) < Ko,
y B.r C C([0,T), H3(Q)) para cualesquiera r € (0,7*) y T € (0,T*), donde
B,r:={¢ € C([0,T), H*(Q)) : |6 —U = V| r=(o1,m2) <7} -
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Usando este resultado podemos definir el conjunto donde el operador I' definido en (5.34)
admite un punto fijo. En efecto, sea

Y,p:={¢ € B,y : log(n)¢ — Lp € C([0,7], D)},

para r < r*y T < min{T*, Ty, T}, donde r*, T* son las constantes del Lema 5.4.3 y

ar «
— , Ty =,
(K + | Zalle) 20K,

donde K7, K3 provienen del Lema 5.4.2 (i) y (iii), respectivamente. Para ver que I" admite
un punto fijo en Y, 7 C X7 completaremos las siguientes tres etapas

ETAPA 1: El conjunto Y, r, equipado con la distancia asociada a || - ||pe(o,m),H2) €5 un
espacio métrico completo.

Nétese que es suficiente con probar que Y, es cerrado en B, p. Con este objetivo consi-
deramos L, definido en B, p por

L[¢]() = log(n(t))$(t) — Ly ¥t € [0, 1],

para cualquier ¢ € B,p. Como r < r* y T < T%, el Lema 5.4.3 garantiza que B, C
C([0,T), HZ(2)). En particular, ||¢(t)|| gz < r* + 2K, para todo ¢t € [0,7T] y aplicando el
Lema 5.4.2 se tiene que L(t) € H*(Q) y

[1L]1](t) = LIba] ()|l a2 < Ksl|oa(t) — 2()lr2 VE € [0,T], ¢12 € Brr,

luego L : B, — C([0,T], H*(Q)) es lipschitziana y por tanto continua. Por tltimo, como
C([0,T1], D) es cerrado en C([0, T], H*(2)), basta con observar que Y, = L~(C([0, T], D)).
Esto concluye la primera etapa de la demostracion.

ETAPA 2: F(Y;ﬂ’T) - Y;ﬂ’T.
Sea ¢ € Y, 7. Es claro que ['(¢)(t) = U(t) + V(t) + Wy(t) € C([0,T], H*(R)), donde
W, € C([0,T],D) esta dado por
W) i 2 / A=) (log(n(T))gb(T) —i;) dr, Vtel0,T).
0

(0%

Adema3s

()0 = U(®) VOl < 5 [ og(u(r)) o) = Lol dv

A A

t —~— —~—
S—/ <K1+||LB||H2> dTS—(K1+||LB||H2)T1:T’
a Jo (6]

para cualquier ¢ € [0,77], luego I'(¢) € B, r. Finalmente, para concluir que I'(¢) € Y, r
falta conocer su comportamiento en la frontera. Para ello usamos la definiciéon de U para
escribir I'(¢) = ¢p + I'(¢), donde

L(9)(t) = e*(d0 — o) + V(1) + Wy(t) € C([0,T], D).
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Como consecuencia I'(¢)(t)|aq = ¢p en 0 Vt € [0,T], lo que implica junto con el Lema

5.4.2 que log(nr) I'(¢) — Ly € C(]0,T],D). Con esto concluye la segunda etapa de la
demostracion.

ETAPA 3: I': Y, 7 — Y, 1 es una aplicacion contractiva.
Sean ¢y, ¢ € Yor y t € [0,T]. Como e : D — D es una isometria, se dispone de la
siguiente estimacion:

IP(@1)(0) = @a)Olle < 5 [ | (osna(r)en(r) ~ logtma()en(r)) | d

Usando los Lemas 5.4.2 (iii) y 5.4.3 obtenemos

IT(60)(6) — T() (0) 12 <

Ky [! 1
|61(T) — Pa(T) || 2 d T < §H¢1 — @2 Lo (0,1, 52) »
0

«

lo que significa que en efecto I' es contractiva en Y, r. De este modo concluimos la tercera
etapa de la demostracion.

Aplicando entonces el teorema del punto fijo de Banach tenemos garantizada la exis-
tencia de un unico ¢ € Y, punto fijo de I' en [0, 7] que se puede escribir como ¢(t) =
U(t)+V(t)+Wy(t), donde U,V € XT como sabemos. En particular, U,V : [0,T] — L*(Q)
son lipschitzianas. Ademas, para 0 < t; < ty < T se tiene que

[We(ta) = Wo(t)|l2 < f(t1,t2) + g(t1, t2),

donde f y g vienen dadas por

flt,ta) = é/Otl

A (1= A7) log(n(7)é(r) — L] HL ar.

(07

A [h
gtat :_/
e = o f

At

A=) [log(n(r))é(r) — Lp] HL dr.

Usando que ¢! es una isometria de L?*(§) para cada t real y aplicando el Lema 1.2.6
podemos estimar f de la siguiente forma:

A M A
f(tl,tg) S —/ dr S _KlT*(tQ — tl)
a Jo «

/0 e Allog(n(r))é(r)] dr

L2
Aprovechando nuevametne que el grupo conserva la norma || - ||z2 se tiene que
A [P —~ A —~
oltrnts) < ¢ [ [logtn(retr) - La| | dr < 500+ | L) (12— 1)
t1

luego A
Wolta) = Woltr)ll2 < — (K (T" + 1) + I1Zll2) [t = ta]

lo que nos permite concluir, dada la arbitrariedad de ¢; y ta, que Wy : [0,T] — L*(Q)
es lipschitziana, luego ¢ también lo es. Usando la estimacién del Lema 5.4.2 (ii) tenemos

que la aplicacion t — ¢(t)log(n(t)) — Ly € L%() es lipschitziana, y en particular esté en
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WH([0,T7], L*(£2)). Aplicando ahora el Lema 1.2.7 deducimos que W, es la tinica solucién
de

W, € C((0,T],D) N C*([0, T], L*(2)),
1O Wy = —D g AW, + %(log(nw — LNB) en [0,7] x Q,
Wy(0,2) =0 en Q.

Como consecuencia, ¢ € X7 y basta observar que ¢ = U + V + W, para darse cuenta
de que ¢ satisface las condiciones inicial y de contorno. Es importante que ¢ € Y, p, lo
cual implica, en virtud del Lema 5.4.3, que ¢ € X]. Por tanto, ¢ es la tinica solucién del
problema (5.10)—(5.11). O

5.5. Existencia y unicidad de solucion en dominios
acotados

Una vez establecido el Teorema 5.4.1 ya estamos en condiciones de demostrar la exis-
tencia y unicidad de solucion local para el problema de tipo mixto asociado al modelo
SLC, cuya prueba consiste simplemente en transformar las condiciones iniciales y de con-
torno establecidas en (5.4) segin la transformacién G definida en (5.9), aplicar el Teorema
5.4.1 para obtener ¢ € X', solucién de la ecuacién logaritmica, y construir finalmente la
tinica solucién de nuestro problems a través de G~ y del Teorema 5.3.3. Materializamos
este proceso en el resultado principal de este capitulo.

Teorema 5.5.1
Sea ) C R? (1 < d < 3) un dominio acotado y supongamos que se satisfacen (H1)—(H3).
Entonces se verifican las siguientes afirmaciones:

(i) Existe T > 0 tal que el problema de tipo mixto (5.1), (5.4) asociado a la ecuacion
de Schrédinger no lineal SLC admite una tinica solucién 1 € X[ en [0, T].

(ii) La dindmica asociada a dicho problema es equivalente a aquella asociada al problema
relativo a la ecuacién (5.10) sujeta a las condiciones (5.11), en el sentido de que existe
un homeomorfismo de C([0,T], H}(Q)) que conserva la densidad local n = [4|* y
lleva soluciones de (5.1), (5.4) en soluciones de (5.10)—(5.11).

DEMOSTRACION:

Consideramos 17 y g las condiciones inicial y de contorno de nuestro problema y defini-
mos ¢r == G(¢¥r) y ¢ := G(¢¥p), donde G es la transformacion definida en (5.9). Usando
la Proposicién 5.3.1 tenemos que ¢; € HZ(Q), y gracias a la Observacién 5.3.2 sabemos
también que ¢p € Hg’/ 2(69). Entonces las hipdtesis del Teorema 5.4.1 son satisfechas,
luego existe T'> 0y ¢ € X! que es la tinica solucién de (5.10)—(5.11) en [0, T]. Aplicando
a continuacién el Teorema 5.3.3 se tiene que ¢ = G71(¢) € X/ es la tinica solucién del
problema (5.1), (5.4) en [0,7], lo que demuestra el apartado (i). La segunda afirmacién
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es una consecuencia directa de la Proposicién 5.3.1 y del Teorema 5.3.3, donde el homeo-
morfismo que se menciona es la propia G. Esto concluye la demostracion. O

Aunque el teorema 5.5.1 esta disenado para dimension 3, también se puede establecer
de forma obvia para d = 1,2. Generalizar este resultado para cualquier dimensién, sin
embargo, depende de saber hacerlo con los Teoremas 5.4.1 y 5.3.3, que se fundamentan
de forma inevitable en la regularidad y en la separacion de cero de las funciones de onda
con las que trabajamos. Estas dos condiciones, que en los casos 1 < d < 3 proceden de
la inmersién de Sobolev H%(Q)) < L*(Q), deben analizarse con mayor profundidad si
pretendemos extrapolar el resultado a dimensién arbitraria.

Del mismo modo, el andlisis de la prolongabilidad en tiempo o la existencia global
de las soluciones de (5.1), (5.4) es, en este contexto, poco viable. Esto se debe a que
la dindamica asociada al modelo SLC es demasiado compleja y en principio no se puede
garantizar la ausencia de regiones de vacio, que nosotros evitamos usando (H3) y la
acotaciéon del dominio, y que en caso de generarse con la evoluciéon temporal pueden
ocasionar la formacion de singularidades.

Surgen dificultades similares si tratamos de estudiar el problema de Cauchy asocia-
do al modelo SLC en todo el espacio R%. En [107] se estudia el buen planteamiento de
dicho problema para ecuaciones de tipo Doebner-Goldin ([43]) en un subconjunto den-
so de L?(R%) y bajo condiciones sobre los coeficientes que dotan a la dindmica de un
comportamiento parabdlico. Dichas condiciones no son compatibles con las relaciones de
linealizacién (5.5), aunque la idea fundamental, que consiste en evitar las singularidades
suponiendo perfiles exponenciales, podria adaptarse a nuestro caso.



Capitulo 6

Interpretacion rigurosa y buen
planteamiento local de la ecuacién de
Schrodinger—Langevin

La ecuacién de Schrodinger—Langevin constituye uno de los modelos cianticos disipa-
tivos mas importantes y es uno de los pocos aceptados como representativo de efectos de
friccién en la formulacién de onda de la mecanica cuantica. La descripcion matematica
precisa del término no lineal que genera dichos efectos, sin embargo, resulta genuinamente
controvertida, ya que involucra el conocimiento explicito del argumento S de la funcion
de onda . Es tan claro que la aplicacion ¢ — S es multivaluada como que la eleccion
concreta del valor de dicha funciéon no debe alterar la dindmica observable asociada a 1,
lo que causa irremediablemente el mal planteamiento de cualquier problema asociado a
la ecuacién de Schrodinger—Langevin. En este capitulo proponemos una formulacion de
dicho modelo basada en la derivacion original del mismo, que desarrolla idéntica dinamica
observable y evita cualquier ambigiiedad en su escritura. A partir de ahi, probaremos el
buen planteamiento del problema de tipo mixto sobre dominios acotados asociado a nues-
tra reformulacién del modelo, admitiendo el efecto de un potencial (no lineal) genérico © y
en el marco funcional establecido en capitulos anteriores. En la tltima seccién aplicaremos
este resultado, sacando partido de la libertad de ©, para resolver el problema tipo mixto
asociado a un modelo de Schrodinger—Poisson con entalpia equivalente a algunos sistemas
hidrodindmicos cudnticos que aparecen en el estudio de dispositivos semiconductores [71].

6.1. Sobre la interpretaciéon univoca de la ecuacién
de Schrodinger—Langevin

El modelado de problemas con disipacion en mecanica cuantica plantea numerosas
dificultades, ya que algunas ecuaciones disipativas clasicas no se pueden cuantizar segiin
los procedimientos usuales. Un ejemplo relevante en esta direccion estd constituido por
la ecuacion de Langevin, que describe el movimiento browniano de una particula clasica
suspendida en un fluido y no se puede reescribir en términos de una funcién hamiltoniana
o lagrangiana adecuada. No estd claro, por tanto, qué proceso puede conducir a una repre-
sentacion cuantica de dicho comportamiento observable. En la interpretacién de onda, una
de las leyes de evoluciéon mayormente aceptadas como ecuacion de Schrodinger—Langevin
fue la propuesta por Kostin [73] a principios de los anos setenta, que en el sistema de
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unidades establecido en el Capitulo 3 viene dada por

i = —%Aw VA Vi) + AV, 0, (6.1)

donde ¥ = (¢, z) es la funcién de onda, A > 0 es el coeficiente de friccion, V' es el potencial
externo y Vg es un potencial aleatorio que representa la interaccion del sistema cuantico
con el entorno y depende solo del tiempo. Este modelo surge al anadir a la ecuacion
de Schrodinger un potencial efectivo AVy 1) para incorporar los efectos relevantes de la
dindmica de Langevin, en el sentido de que los valores de expectacion de los operadores
posicion y momento asociados al estado 1) evolucionen segin dicha ley. De este modo se
llega al siguiente término no lineal de friccion

Vi(¥) = 5 = {9), (6.2)
donde S representa una funciéon argumento de ¥,

log(z) y Z denotan respectivamente el logaritmo neperiano y el conjugado del nimero
complejo z, y donde (S) = (S)(t) es el valor esperado de S en el estado 1, definido como

1

S(t,z) = Zlog(

(S)(t) = H¢|I /\wmysm) (6.3)

que realmente no aporta informacién fisica al sistema, por lo que es usual eliminarlo de
la ecuacién (6.1) usando la transformacién Gauge

— e v(t) = — te_’\(t_T) SY(7) dr.
v e, ()= =) [ eAAS)

De esta manera, el propio Kostin desecha la forma original de la ecuacién en favor de

i) = —%Aw + Vb + Va(&)w + AS 1, (6.4)

y prueba en [74] que dicha ecuacién sufre disipacién de energia. Posteriormente, el mo-
delo (6.4) y diversas generalizaciones suyas han sido explorados en la literatura. En el
Capitulo 2, por ejemplo, hemos obtenido el término de Kostin describiendo los efectos de
friccion en un modelo que emula la dindmica de WFP. Ademas, el estudio de la ecua-
cién (6.4) adquiere una relevancia fundamental debido a su equivalencia formal con los
sistemas hidrodindmicos y de flujo potencial cudnticos con friccién ([7, 71, 76, 90], por
ejemplo), que son modelos ampliamente aceptados cuando se considera la presencia de
efectos cudnticos en dispositivos semiconductores [70]. Esta equivalencia se basa en la
descomposicién médulo-argumento de la funcién de onda (descomposiciéon de Madelung
[85] o perfil WKB),

U(t,x) = |(t, )| exp{iS(t, x)} (6.5)
que en general no es posible de materializar ya que en zonas de vacio (donde || = 0)
pierde sentido (no se puede definir el argumento de cero). En [7] se calculan soluciones
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débiles del sistema hidrodinamico a nivel de las densidades local y de corriente, lo cual
les permite admitir regiones con densidad nula y evitar el calculo explicito de S. En
el Capitulo 4, sin embargo, demostramos que para una funcién compleja ¢ la igualdad
(6.5) implica que V.S = Im (V1 /1), campo vectorial irrotacional que admite potenciales
escalares, por lo que es suficiente que la distribuciéon Im (V4 /1)) tenga regularidad H*~!
para obtener una familia de argumentos en H*, donde k es cualquier entero arbitrario.
En todo caso, la ecuacién (6.4) estd mal definida incluso en los casos donde se pueda
obtener de alguna manera S(1) verificando (6.5). Desde el punto de vista matematico es
claro que la correspondencia 1 — S(¢) es multivaluada, lo que hace necesario disponer
de un criterio objetivo y a priori de seleccién del potencial S. En [71] se resuelve esta
ambigiiedad para el problema de Dirichlet en un dominio acotado Q@ C R¢ (1 < d < 3),
imponiendo como hipdtesis la existencia de una funcién argumento S; para la condicion
inicial v; y resolviendo el siguiente problema de valores en la frontera para cada tiempo:

AS(H) = div{ m (VJ(’S))} en Q. (6.6)

S(t) = Sp endQ. (6.7)

Este sistema se obtiene como consecuencia de (6.5) si admitimos que el valor de la funcién
S en la frontera del dominio estd determinado en todo tiempo por Sp := Sy|sq, condi-
cién que no resulta muy restrictiva pues es consistente con las condiciones de Dirichlet
habituales para 1. Bajo esta interpretacién de S la ecuacién (6.4) tiene solucién tnica
en espacios de funciones separadas de cero, y dichas soluciones permiten resolver los sis-
temas hidrodindmicos cudnticos con friccién asociados a (6.4). Este criterio no resulta
plenamente satisfactorio, no obstante, ya que la ecuacién (6.4) con S obtenida de esta
manera depende de S7. En efecto, si consideramos como argumento de la condicion inicial
St = Sr+2nhl, conl € Z arbitrario, en lugar de S; y nos restringimos a la frontera obte-
nemos S := S7|aq, cambiando de esta manera los valores de S en la frontera del dominio,
lo que implica que una eleccién del argumento inicial altera la definiciéon del término no
lineal en la ecuacién de Schrodinger y por tanto la propia ecuacion, caracteristica esta
que resulta poco deseable porque afecta a la dinamica observable del modelo.

Por otra parte, ademas de la ambigiiedad que conlleva el tratamiento matematico rigu-
roso de (6.4), existe otra razén que convierte dicho modelo en inadmisible desde un enfoque
puramente fisico. Se trata de que no es invariante ante cambios de fase constantes y globa-
les, propiedad esencial en cualquier modelo que describa un comportamiento cuantico, ya
que ¥ y ¢ = e representan el mismo estado para cualquier v € R, y ninguna ecuacién
de Schrodinger “admisible” debe distinguir entre ambas funciones de onda. Sin embargo,
si ¢ es solucién de (6.4), entonces ¢ = €1 no puede ser solucién de la misma ecuacién
para ningun v # 0, ya que S(¢) = S(¢) +v # S(¢»). Como consecuencia debemos descar-
tar (6.4) como ecuacién de Schrodinger—Langevin, ya que presenta serias ambigiiedades
en su formulacion y describe distintas dinamicas para estados idénticos. No obstante, seria
deseable encontrar un modelo que mantuviese el mismo comportamiento observable. Es
por ello que proponemos buscar una reinterpretacion de la descripcion que ofrece Kos-
tin evitando las dificultades que supone trabajar con el potencial no lineal S. Con este
proposito podemos aprovechar una propiedad muy sencilla: si ¢ es una funciéon compleja
(regular) y S, S’ satisfacen la relacién de Madelung (6.5), entonces S — (S) = 5" — (S') y
la aplicacién ¢ — Vi (1)), donde V7, viene dado por (6.2), estd univocamente determinada
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en consecuencia (a pesar de que S no lo estd). Por tanto, la formulacién original (6.1) con
potencial no lineal AV, en lugar de AS evita la ambigiiedad en la definicién de 1 término
de friccion y ademas es invariante ante cambios de fase constantes y globales, ya que para
cualquier funcién compleja ¢ y v € R arbitrario se tiene que Vi (v)) = Vi (ve"). Como
consecuencia, (6.1) resulta mas apropiada que su versién simplificada (6.4), tanto para su
interpretabilidad fisica como para su tratamiento matematico. Estudiaremos, por tanto, el
buen planteamiento de problemas asociados a aquel modelo en dominios acotados y bajo
condiciones de separacion de cero, admitiendo efectos de autointeraccion e influencias de
un potencial prefijado. Concretamente consideramos la ecuacién de Schrodinger—Langevin
generalizada (que denotaremos por SLG)

i0p) = —%A¢+@¢+>\VL 1, (6.8)

donde AV7, es el término de friccién descrito en (6.2) y © es un potencial efectivo, en
principio por determinar, que describe los efectos de una fuerza externa sobre el sistema o
de la autointeraccién (posiblemente no lineal) que surge eventualmente como consecuencia
de la influencia del entorno o de un potencial poissoniano (por ejemplo, el potencial
electrostatico de Hartree). En particular, puede contener los efectos del potencial Vi en
el modelo de Kostin. En la seccién siguiente estudiaremos la existencia y unicidad de
solucion local para el problema de Cauchy con condiciones de tipo Dirichlet en la frontera

V(0) =91, »(t)|oa = Vs (6.9)

El marco funcional en que nos moveremos se basa en las siguientes hipétesis: donde Q C R?
es un dominio (abierto conexo) con 1 < d < 3 y vamos a imponer las siguientes hipétesis

(H1) 9 cC R%(1<d < 3) es un dominio simplemente conexo, acotado y con frontera
de clase C*.

(H2) o € H*(Q), 5 € H?(09), y diloa = Vs

(H3)  Existe § > 0 tal que
inf-es{|¢;(z)] 1z € Q} > 8, infes{|vp(z):2 €00} >4.

(H4) ©: HZQ) — H*(Q) es localmente lipschitziana y existe O € H*?(9Q) tal que
O (1)) |oe = Op siempre que Y]oq = V.

Recordamos que HZ(Q2) denota el espacio de funciones de H%(Q2) de médulo mayor que §
con el que venimos trabajando. La hipdtesis de conexién simple aparece de forma natural
por la interpretacion del término de friccién Vi, dada en (6.2), que conduce en principio al
estudio de existencia de argumento para la funcién de onda. En este sentido heredamos
la interpretacion contemplada en el Capitulo 4 y la independencia espacial de (S) para
estudiar la ecuacion

\Y
VV, = Im (_¢> , (6.10)

(G
que es una consecuencia de (6.2) y (6.5) y que tendra soluciones (véase[3]) siempre que
supongamos que ) es simplemente conexo (en la primera seccién del Capitulo 4 propor-

cionamos un ejemplo de funciéon compleja regular que no puede tener argumentos en un
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anillo 2-dimensional). Ademds, si fijamos previamente el valor medio de dichas soluciones
en €2, podemos conseguir una propiedad de dependencia continua de las mismas respecto
de la funcién de onda [4], lo que nos permite aprovechar (6.2) para establecer la condicién
de normalizacion

(V) =0 (6.11)

y asi definir de forma univoca el operador V, con la regularidad apropiada para que el
sistema (6.8)—(6.11) disfrute de existencia y unicidad de solucién, evitando la dependencia
de una eleccion concreta de argumento para la condicion inicial. El resultado principal de
este capitulo es el teorema de existencia de solucién fuerte para el problema (6.8)—(6.11),
que enunciaremos y demostraremos en la siguiente seccién, estableciendo la existencia del
potencial no lineal V7, con las propiedades que hemos descrito. Utilizaremos una técnica
de punto fijo, teniendo en cuenta que el comportamiento de V7 no es conocido (ni se
puede establecer a priori) en la frontera del dominio €2, lo que impide utilizar el caracter
isométrico del grupo de Schrodinger. Una vez establecido este resultado, podemos sacar
partido de la generalidad del término © para resolver el problema de tipo mixto con
condiciones de Dirichlet asociado al modelo de Schrodinger—Poisson con entalpia para
semiconductores [70, 71, 76], que precisamos en la tercera y ultima seccién.

6.2. Existencia y unicidad de solucién local para la
ecuacion de Schrodinger—Langevin generalizada

La interpretacion del término de friccion que hemos proporcionado nos permite tra-
bajar con una versiéon univoca de la ecuacién de Schrodinger-Langevin, de forma que
(6.1) admite un problema de tipo mixto asociado que disfruta de existencia y unicidad
de solucién bajo las hipétesis (H1)—(H4). Este hecho constituye el resultado principal del
capitulo, el cual demostramos admitiendo efectos de interaccién muy generales.

Teorema 6.2.1

Sean @ C R? (1 < d < 3), A > 0 y supongamos que las hipétesis (H1)—(H4) son
satisfechas. Entonces existe T' > 0 y una tunica solucién (v, ©,Vr) del problema (6.8)—
(6.11) en [0, T, donde © = O(v) y se verifica

ve X, VpeX', occ(,T], H*(Q)).

Para probar este teorema utilizando un método de punto fijo debemos establecer la exis-
tencia de un operador V, univoco y continuo que nos proporcione el término de friccién en
la ecuacién. Como sefialamos anteriormente, lo haremos buscando una solucién de (6.10)
sujeta a la condicién de normalizacién (6.11), planteamiento adecuado para aplicar los
resultados desarrollados en el Capitulo 4.

Lema 6.2.2
Sean @ C R? (1 < d < 3) un dominio acotado, simplemente conexo y con frontera
lipschitziana y T, § > 0. Entnces existe una aplicacién Vi, : HZ(Q) — H?*(Q) tal que:

(i) Para cualquier v € H}(Q2), V() es solucién de (6.10) con (Vi(¢))) = 0.
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(ii) Para cualquier M > 0 existe C'(9,$2, M) > 0 tal que

IVL(¥) = Vi(o)llaz < C[Y — ol a2,
VL) = V()2 < C Y — @12,

donde v, p € HZ(Q) son tales que ||¢b] gz, |pl| gz < M.

Ademds, si S € H*(Q)) es un argumento de 1, entonces V(1) verifica (6.2). En particular

V() = Vi(e"y) para cualquier v € R. (6.12)

DEMOSTRACION:
El Lema 4.2.1 garantiza que Vi /¢ € H'(Q) para cualquier v € HZ(Q), por lo que
podemos aplicar el Teorema 4.2.2 con u = 0y k = 2 y obtener una tnica Sy, € H?(Q) tal

que
== _/l/] =
VSy = Im( " ) y /st(x)dx 0.

Dicha Sy, nos permite definir
Vi () () == Sy(z) — (Sy) ct.x e,

de manera que V() € H?(Q) y se verifica (). Para probar (i), sea M > 0 y denotemos
Mg =sup {||Syllmz : ¢ € H3(Q), [|[¢|lmz < M} < 0oy K(Q, M) el mdximo de entre las
constantes proporcionadas por la inmersién de Sobolev H?(Q) — L>(1Q), el Lema 4.2.1
para Vi /1 = J/n y el Teorema 4.2.2 con k = 0, 2. Entonces, para ¢, p € HZ(Q) tales
que ||¢] g2, ||¢llm2 £ M podemos mayorar la diferencia [(Sy) — (S,)| por

)|y ()] da.

‘ 1
[ ||90||

Como |¢(z)|, |p(z)| > 0, el primer sumando esta acotado por

1 2 _ T T 2 T 2 T -
30 (/Q{W(f)l 1Sy (@) = Sp(@)] + [[(2)] = o@)?||Sp(2)} d )

1
S 0 (112 1Sy = Sollzz + (¥l e + ll@llze) 19 = @llz2 (1Sl ) |

||¢|| /uw V28, (2) — p(x) 25, (x)] da +

y aplicando el Teorema 4.2.2 y el Lema 4.2.1 obtenemos C4 (6,2, M) > 0 tal que

)| d 2.
O L IS~ @S o) de < Cillw = ol

De forma analoga, el segundo sumando esta controlado por

LT
ol T2, e

donde Cy = Cy(4,2, M) > 0. De esta manera tenemos que

[(Sy) = (Sp)| < (C1+ Co)llep — el 2, (6.13)

— Nz 1911 12 Sl < Callv — ¢l re,
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donde C' := K + +/|Q|(Cy + C3) es la constante que verifica (i7). Para comprobarlo basta
observar que (Sy) y (S,) no dependen de z, por lo que la estimacién

IV2() = Ve(@)l < 18 = S,ll + vIQI(S ) = (S,

es valida para || - || = || - [|[zz y || - || = ||  [| 2. Ademads, si S € H?(Q2) es un argumento de
1, basta con tomar derivadas y partes imaginarias en la férmula de Madelung ¢ = |¢|e®®
y tomar parte imaginaria para obtener que V.S = Im(V1 /). Por tanto, si consideramos
0 :=8—(S)—=VL(¥), es claro que Vo = 0y (o) = 0, por lo que o es idénticamente nula y
obtenemos (6.2). En particular, para cualquier v € R se tiene que S + v es un argumento
de e y

Vi(pe™) =S +v —=(5) = () = = (5) = VL(¥),

lo que concluye la prueba. O

OBSERVACION 6.2.3 Con el objeto de dar una interpretacion de la dindmica de Lan-
gevin cudntica tan solo en términos de la funcion de onda, en este capitulo vamos a escri-
bir todos los cdlculos en funcion de 1 y evitar la nomenclatura dependiente de n y J que
venimos utilizando hasta ahora. Sin embargo, la formula (6.12) deja de manifiesto que
Vi, = Viln, J| (véase la Observacion 4.3.5). En particular, es factible aplicar el Teorema
4.83.2 a (6.1) (algo que no podemos hacer con (6.4)) para obtener reqularidad temporal de
la propia Vi, .

La condicién de frontera de tipo Dirichlet prescrita para 1 implica que su argumento ha
de estar determinado en 0f2 en todo tiempo, al menos salvo un multiplo entero de 2.
Esto causa que el valor de V, en la frontera no sea constante a lo largo de la evolucion
temporal de la funcién de onda y no se pueda determinar. Como el grupo de Schrédinger
{e28!} g establece una isometria del dominio D = H}(2) N H?(2) para cada t € R que
no es una isometria de H?(f2), necesitamos una estimacién en norma || - ||z2 de dicho
grupo para trabajar con la formulacién integral asociada a (6.1). La obtendremos gracias
a la regularidad de las soluciones del problema eliptico general (véase el Lema 1.2.2).

Lema 6.2.4
Sea Q C RY un dominio acotado con frontera de clase C*. Entonces existe C(Q) > 0 tal

que

i
eQAtg‘

L SClglm VER

para cualquier g € H*(Q).

DEMOSTRACION:

Seleccionando un representante continuo de g en € podemos obtener una tnica gz €
C?%(Q) N C(Q) arménica tal que gg — g € D, en virtud del Lema 1.2.1. Aplicando el Lema
1.2.2 a f = Ag obtenemos K;(2) > 0 tal que ||g — g5|ln2 < Ki||Ag||L2, luego

l9zlla2 < (K1 + Dllgllae- (6.14)

Definimos C' := 2K+ 3y

(t) =g +o(t), con o) =e>(g—g5) VtER. (6.15)
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A

Para cualquier ¢ € R se tiene que 24! es una isometrfa del dominio D, luego || (t)]| g2 <

l9Bllz2 + llg = gBlaz2; lo que implica
W@l < Cligllr ViR (6.16)

en virtud de (6.14). Para concluir la prueba del lema es suficiente observar que ¢ = w,
donde u(t) := ez5 g para cualquier t € R real. Con este objeto aplicamos el Lema 1.2.7
con f =0, que garantiza que u es la inica solucién de

u € C([0,T), L*(Q)) nC*([0,T],D),
i0yu + %Zu =0, (6.17)
u(0) = g,

donde A es el operador con dominio L?(2) que extiende A. Por otra parte, aplicando
nuevamente el Lema 1.2.7 con f = 0 y condicién inicial g — gp junto con (6.15) obtenemos
que ¢ es la tnica solucién de

p € C([0,T],D)n C([0,T], L*(2)),
i0rp + %Agp =0, (6.18)
v(0) =9 — g

Por tanto, v € C([0,T], D)NC*([0,T7], L*(Q2)) < C([0,T], L*(Q))NC*([0,T], D’) satisface

) 1 o 1— 1—
10, + §A1/f =1i0y(9p + ¢) + §A(93 + ) = QAQB =0,

para lo cual hemos empleado el Lema 1.2.5. Como %(0) = g, la unicidad en (6.17) nos
dice que ¢ = u, lo que concluye la prueba gracias a (6.16). O

Estos dos lemas nos ayudan a construir una sucesién en un subconjunto apropiado de
C([0,T], H2(£2)) con constante de Lipschitz uniforme, cuyo limite nos permitiré definir la
solucion de nuestro problema.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 6.2.1:

Utilizamos el Teorema de compacidad de Rellich-Kondrakov para seleccionar un represen-
tante continuo de ¢p = 1;|sq, por lo que existe una tinica 1z € C%(Q) N C(Q) armonica
en e igual que ¥p en 0. Utilizando (H4) podemos obtener, de manera analoga, la
finica extensién armoénica Op € C2(Q) N C(Q) de Op a todo Q y definir de ese modo

Z(t) =vp+ 67%(@/)1 —p) — 2/ 22" Qppdr Vt e R.
0

Como la aplicacién t — Opihp es constante y por tanto pertenece a WHI(R, L%(Q)),
podemos aplicar el Lema 1.2.7 para obtener que Z es la unica solucion del problema

Z € O(R, H*(Q)) N CYR, L*(Q)),
0,7 + %AZ — Opibp =0, (6.19)
Z(0) = ¥, Z(t)|oo =B, teR.
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Z nos permite definir para r,T > 0 el conjunto

Yir = {0 € C(0,T), HXQ) ¢ | — Zll o) < 7, 0(B)loa = dp ¥t € [0,TT},

que goza de las siguientes propiedades:

Lema 6.2.5
Bajo las hipotesis del Teorema 6.2.1 y para cualesquiera r,I" > 0 se tiene que Y, r es
un espacio métrico completo (respecto de la norma || - ||ze(jo,r];m2)). Ademads, existen

r*,T*,C > 0 (dependientes de 0,2, 1,1 p) tales que
(1) 1Z|| o (o,r:m2) < C,

para0 <r <r* y 0 < T <T* arbitrarios.

DEMOSTRACION:
Para ver que Y, 7 es un espacio métrico completo observamos que esta contenido en B, (Z),
la bola de centro Z y radio r respecto de la norma || - || oo (jo,1);12), que es completa. Por

consiguiente basta comprobar que Y, r es cerrado en dicha bola. Para ello consideramos
la aplicacién B : C([0,T], H*(Q)) — C([0,T], H*()) definida por

BW)(t) = v(t) =¥, VLe[0,T] y v eC(0,T],H*Q)),
que es continua y permite escribir Y, 7 de la siguiente forma:
Y;*,T = BT(Z) N Bil(c([oa T]v D))

Como D es cerrado en H?(Q2), se tiene que Y, 1 es cerrado y en consecuencia completo
respecto de la norma || - || oo (jo,77;12)-
Para la segunda parte sea

my = infes{|¢r(z)|:x € Q}, mp =infes{|Yp(z)|: z € 0N},

m = min{mr,mg}.
Como m > 0, existe (6, €2, ¢, ¥p) > 0 tal que e < m — 4. Definimos r* := 57—, donde K
es la constante de la inmersién de Sobolev H?(Q) < L*°(€). Nos valemos, ademds, de la
continuidad temporal de Z para garantizar la existencia de T7(6, 2,1, ¢p) > 0 tal que

1Z(t) — rllge <v° VO<t<T*, (6.20)

que permite definir C' := r*+||¢;|| g2, constante que verifica (7). Falta verificar la inclusién
Y,r C C([0,T], H}(2)) con 0 <7 < r* y 0 < T < T* arbitrarios, y para ello es suficiente
notar que cada ¢ € B,(Z) pertenece a H3(2). Lo comprobamos:

. €
1) = Wllz < 0 (t) = 2Ol +12(8) = Pl < 27 = 7=
para cualquier ¢t € [0,71], luego ||t — ¥rllL~(or2) < 75 v la inmersién de Sobolev
H?(Q) — L*°(€) nos permite establecer que |[¢;(z)] — [(t,z)] < |[vr(x) —¥(t,z)| < €
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ct. z € Qy para cada t € [0,T], por lo que |¢(t,z)| > |Yr(x)]| —e >mog—m+d >0y
entonces ¢ € C([0,T]; H}(€2)), lo que concluye la prueba. O

Tomamos r*,T*, M; > 0 las constantes que nos proporciona el Lema 6.2.5 y fijamos
0 <r <7 Para M := r+2M; > 0 se tiene que ||¢||p(jo.r;m2) < M para cualquier
¢ € Y, r. El Lema 6.2.2 y la hipotesis (H4) nos proporcionan Ky, (M), Kg(M) > 0 las
constantes de lipschitzianidad para Vi y ©, respectivamente, y

My, = sup{[[VL(@)lln2 - ([Pl < M}y Mo = sup{[|O()|n2 « [[¢[lu> < M},

cotas en norma para los términos no lineales. Ademés, denotamos por K = K({2) a cual-
quier constante asociada a las estimaciones que provienen de las inmersiones de Sobolev
o del Lema 1.2.3. Sean entonces

min{r, 1/2}

T, —
"7 KM [AKMy, + Mo(1+ K3)]’

1

T, = :
T 2K NK(My, + Ky, M) + Mg + Ko M]

y elegimos 7' = min{7™, T}, T }. Vamos a construir una solucién de (6.8)—(6.11) en [0, 7]
como limite de una sucesion de elementos de Y, 7. Con este objeto definimos

Vo =2, Ypp1:=2Z+Ty, (k) +To(¢r), (6.21)

para cada k > 0 entero, donde

Ly ()(8) = —i / 5TV, (7)) dr,
Po(t)(t) = —i /Oteé“t‘”@<w<ﬂ>w<7>dn vt € [0,7]

para cualquier ¢ € Y, p, y vamos a probar que la familia {¢y}ren definida en (6.21) es
convergente en Y, 7. Lo haremos en dos etapas:

ETAPA 1: La sucesion {1y }ren estd contenida en Y, r y existe L > 0 independiente de k
tal que

VL (k) n(t) — VL (¥r(8))0r(s)lze < LIt —s| Vt,s €0,T)] (6.22)

y todo k > 0 entero.
Para demostrar esta primera afirmacién definimos

1
L:=K(My, + Ky, M)Ly, Ly=M (5 + K(K>Me + AMy, + M@))

y razonamos por induccion. ¢y = Z € Y, r de forma sencilla usando (6.19), que ademés
implica que 1y € X7 es solucién de

| 1 _
10y = —§A¢o + OpYp.
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Por tanto, si estimamos las extensiones arménicas como en (6.14), se tiene

1 ~ —
10bollze < SlAYoll12 + KOs m:[Ysllne < Ly

uniformemente en tiempo, lo que implica que ¢ — 1)y(%) es lipschitziana con constante Ly,
que junto con el Lema 6.2.2 nos permite establecer la estimacién

IVL(4o(£))%0(t) = Vi (vo(s))tbo(s)llz2 < K (My;, + Kvy M) Ly|t — | (6.23)

para cualesquier t,s € [0,7]. Esto concluye la etapa 1 para 1. Sea ahora k > 0y
supongamos que ¢y, € Y, r v satisface (6.22). Entonces la aplicacion ¢ — V(¢ () (2)
es lipschitziana y en particular, usando el Lema 1.2.8, estd en W11([0, T, L?(Q)). Ademés,

la hipétesis (H4) informa de que ©(¢y)y — Opty € C([0,T], D), por lo que aplicando
el Lema 1.2.7 obtenemos que

Iy =Ty, (V) + To(vr)
es la tnica solucién de
I, € C([0,T],D) N C'([0,T], L*()),
0T+ ATk = (O(U )t — Sl) + AVL (), (624
I(0) = 0.

Por tanto ¥y 1(t)|aq = Yo(t)lsn = ¥p o, equivalentemente, ¥y 1(t) — vp € D para
cualquier ¢ € [0,7]. A continuacién nos valemos del Lema 6.2.4 en t € [0,T] arbitrario,
obteniendo

1Ty, ()22 < A /

AV (()n(r) |, dr < AKPM Myt (6.25)

A

i . ,
Por otra parte, aprovechamos que e22! es una isometria sobre D para establecer

Do (e (t)]2 < /

O(i(r)(r) ~ Ontip|| dr < KM Mo(1+ K1, (6.26)

para todo ¢ € [0,7]. Como consecuencia
|rs1 — Z|| e qomy,mz) < KM [AKMy, + Mo(14+ K*)| T <,

ya que T' < T7, luego 941 € Y, r. Para probar que se verifica (6.22) basta observar en
(6.19) y (6.24) que 1.1 € X[ es solucién de

i@mﬂ+%AmH=@wwm+Awwww,

de donde se desprende que

1
|0strr1(t) |22 < §M+ KM(AMy, + Me) < Ly, ¥t e[0,T].
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Esto significa que L, es una constante de Lipschitz en tiempo valida para 1;4;. Razonando
como en (6.23) llegamos a

VL (n(8))0r(t) — VL (¥ (8))r(8) || 22 < K(My, + Ky, M) Lyt — s], (6.27)

para t,s € [0,7] arbitrarios, luego aplicando el principio de induccién tenemos probada
la etapa 1.

ETAPA 2: La sucesion {{y}ren es de Cauchy (respecto de la norma || - || oo (jo,1),12))
Para ello es suficiente demostrar que

1
e = Yelleeor i < 5 Yk 20, (6.28)

yva que la propiedad de Cauchy se deduce de esta desigualdad. De nuevo razonamos por
induccién. Para k = 0 podemos estimar del mismo modo que en (6.25) y (6.26) y, usando
que T' < T, obtener ||ty — ¥yl Lo(jo.17,152) < % Ademas, si ¢, ¢ € Y, el Lema 6.2.4 nos
permite escribir

ITv, (1)) = v, ()| 2 < MK (My, + KVLM)/O [9(7) = ()| = dr (6.29)

para t € [0, 7] arbitrario. Asimismo, (H4) implica

t
IPe((t)) — To(p(t) |2 < AK(Me + Ko M) / [4(7) — o(7)l| 12 dr (6.30)
0
para todo t € [0, 7). Por tanto, si k > 1 se tiene
|Vrg1 — Vil Loo o,y m2) < K [AK (My, + Ky, M) + Me + Ko M] ||V — Vg1 1o 0,17, 52)

donde hemos usado el hecho de que T' < Ts. Aplicando finalmente la hipdtesis de induccién
obtenemos (6.28) y culminamos asi la segunda etapa.

La completitud de Y, r implica entonces la existencia de limite para la sucesién {¢y}, que
denotaremos ¢ € Y, 7 y nos proporcionard la tnica solucién del problema (6.8)—(6.11).
En primer lugar basta observar las estimaciones (6.29) y (6.30), que nos permiten pasar
al limite de forma continua en (6.21) de manera que ¢ = Z + I'y, (¢) + I'e(¢)). Ademas,
si ¢’ € Y, r tiene esta propiedad, entonces

[9(t) = ' (1) |2 < QTQ/O [9(7) —@(T)|g=dr Vt€[0,T],

donde hemos recurrido a (6.29) y (6.30). El Lema de Gronwall implica que v = ¢’ y, por
tanto, existe un unico punto fijo del operador ¢ — Z + I'y, (¢) + I'g(). Para concluir
la prueba del Teorema 6.2.1 definimos © := O(¢)) y Vi, := Vi(¢) y observamos que (H4)
implica © € C([0,T], H*(R2)) y que el Lema 6.2.2 garantiza que V;, € C([0,T], H*(Q))
es solucién de (6.10)—(6.11). Ademads, si observamos que ¥ € Y,r C C([0,T], HZ(Q))
verifica las condiciones iniciales y de contorno y tomamos limite en (6.22), obtenemos que
Vi) € WH([0,T], L*(Q)). Por otra parte, de la condicién de frontera 1 (t)|sn = 5
y la hipétesis (H4) se deduce que O(v)y — Opty € C([0,T],D). Entonces el Lema
1.2.7 implica que 1) € X] es solucién (6.8). Para completar la demostracién tan solo es
necesario probar que V;, € X7, El Teorema 4.3.2 es aplicable en este caso, por lo que existe
un argumento S € X7 de 9. Teniendo en cuenta que (S) € C'([0,T],R) y aplicando el
lema 6.2.2, deducimos que V;, = S — (S) € X7, lo que culmina la demostracién. O
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OBSERVACION 6.2.6 El potencial © en la ecuacion (6.8) es genérico, y hemos im-
puesto la hipdtesis (H4) en el Teorema 6.2.1 para poder seleccionar una autointeraccion
de tipo Poisson de forma sencilla. Esto nos ha obligado a tratar © (bien conocido en
082) de manera distinta a Vi, que no estd determinado en la frontera del dominio pero es
lipschitziana respecto de || - ||12. St sustituimos (H4) por

(H}’) ©:H;(Q) — H*(Q) es localmente lipschitziana respecto de || - ||z2 v || - ||z,

el teorema sigue siendo vdlido y la demostracion se simplifica, pues podriamos tratar a ©
independientemente de los valores que pueda tomar en 0S), como sucede con el potencial

VL.

OBSERVACION 6.2.7 La generalizacion del Teorema 6.2.1 a dimension arbitraria
presenta dos dificultades. La primera es de reqularidad, ya que este resultado depende
fuertemente de la inmersién de Sobolev H*(Q2) — L>(Q), que se verifica solamente pa-
ra 1 < d < 3. En dimensiones superiores, sin embargo, debemos trabajar en H*(Q2) con
s > d/2 y la extrapolacion del resultado a dimension arbitraria depende de aquella del
Lema 6.2.4 (ademds de la adaptacion de las hipdtesis sobre ©). La sequnda viene del
Teorema 4.2.2 que se obtiene gracias a la existencia de potenciales escalares de un campo
irrotacional f. En este caso la condicion

a:rjfk:axkfj7 \V/‘]#k
resuelve el problema (consiltese la Observacion 4.2.4).

OBSERVACION 6.2.8 El problema de establecer el Teorema 6.2.1 en todo el espacio
R? resulta de gran interés, ya que la técnica que utilizamos para el caso de dominios
acotados resulta inoperante. La primera dificultad que encontramos reside en generalizar
los Teoremas 1.2.9 y 1.2.10 a todo R?, problema que puede resolverse usando propiedades
de geometria diferencial. La sequnda, en apariencia mds complicada, es que no estd claro
cémo mantener la condicion Vi /1 € H*(RY) a lo largo de la evolucién temporal, al menos
localmente. Un andlisis detallado de la accion del grupo de Schridinger sobre funciones
con esa propiedad podria dar luz sobre esta cuestion.

6.3. Aplicacion: el sistema de Schrodinger—Langevin—
Poisson con entalpia

Consideramos el siguiente sistema de Schrodinger—Poisson no lineal describiendo efec-
tos de friccién y autointeraccion que surge de forma natural en el modelado de dispositivos
semiconductores gracias a su equivalencia con los sistemas hidrodinamicos cuanticos disi-
pativos [7, 70, 71, 76, 90]:

o - —%A¢+V¢+U¢+AS¢, (6.31)

MpAV = C —n, (6.32)
Ve = V. (6.33)
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En este sistema Ap > 0 es la longitud de Debye, A > 0 el coeficiente de friccién, C = C(x)
la concentracién de dopaje del dispositivo, n = [1|? la densidad local asociada a la funcién
de onda 1) y Vg es el valor del potencial de Poisson en la frontera del dispositivo. Ademas
U es un potencial efectivo que representa la entalpia del sistema,

U(¢) = h(n), donde rh'(r)=p(r), con h(1)=0 (6.34)

y p es la presion, en este caso una funcién escalar que supondremos depende tan solo de
la densidad n de forma suficientemente suave. El término U en (6.31) se puede entender
como el efecto observable de la mezcla de estados que se produce como consecuencia del
efecto del entorno sobre el sistema. Este término estd asociado a procesos térmicos que
se desarrollan de forma natural a nivel hidrodinamico y en los casos usuales adopta una
forma funcional bien definida. Destacan en particular los perfiles del tipo

p(n) = Tonﬁa ﬁ Z 17

donde T > 0 es la temperatura del sistema, que engloban los modelos hidrodindmicos
isotermo [37, 58, 72] (con = 1) e isentrdpico [70] (para cualquier 5 > 1). Este siste-
ma, que como vemos es de gran relevancia por su aplicabilidad, no ha sido estudiado
en profundidad en la literatura a causa de las dificultades que presenta el tratamiento
del término de friccién S, expuestas ampliamente en la primera secciéon. Sin embargo,
sustituyendo la no linealidad S en (6.31) por la reinterpretacién discutida anteriormente

YV, = Tm (%) ) =0, (6.35)

obtenemos una ecuacién bien planteada
1
0 = =50+ Vi + Ut + AV ¥, (6.36)

e invariante frente a cambios de fase constantes y globales (véase el Lema 6.2.2), que da
lugar a un sistema que respeta la dinamica del original y es mateméaticamente tratable.
En este caso vamos a estudiar el problema de tipo mixto asociado a (6.36) en un dominio
acotado 2 C R (1 < d < 3), con condiciones iniciales y de contorno

Y(0) =vr,  ¥(t)loa = Vs, (6.37)

y en el marco funcional de las hipétesis (H1)—(H3). Lo haremos aplicando el Teorema
6.2.1 con © adecuado y bajo hipdtesis poco restrictivas sobre p y C.

Teorema 6.3.1

Sean Q@ C RY (1 < d < 3), \,Ap > 0,C € L*Q), p € C*([§,]), Vs € H¥?(09) y
supongamos que las hipétesis (H1)—(H3) son satisfechas. Entonces existe T' > 0 y una
tinica solucién (v, V, V) del problema (6.32)—(6.37) en [0, T], que verifica

YveX), VipeX', Veco(oT],H* Q).
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Para llevar a cabo la demostracién es suficiente hacer una eleccién adecuada del po-
tencial efectivo © de modo que se verifique la hipétesis (H4) del Teorema 6.2.1. En este
caso

o) =V(@)+U(v), (6.38)
donde V(%) es la tnica solucién del sistema (6.32)—(6.33) y U()) viene determinado
explicitamente por (6.34). Debemos, por tanto, establecer dos aplicaciones V' y U en el
espacio HZ(2) con las propiedades adecuadas para que © verifique (H4). En primer lugar
determinaremos V' adecuado a nuestro contexto.

Lema 6.3.2
Sean Q0 C R? un dominio acotado con frontera de clase C?, C € L*(Q) y Vg € H3?(09).

Entonces existe V : H?(Q) — H?*(Q) localmente lipschitziana tal que, para cualquier
Y € H*(Q), V(v) es la tnica solucién de (6.32)—(6.33).

DEMOSTRACION:

Al igual que en la seccién anterior, elegimos un representante continuo de Vp definido
en 00 y tomamos Vz € C*(Q) N C(Q) la extensién armoénica de Vp a todo (2. Para
Y € H*(Q) consideramos fy = —%(C —n) € L*(Q) y le aplicamos el Lema 1.2.2,

obteniendo de esta forma u, € D tnica tal que Auy = 13- (C — n). Por tanto, definiendo
D
V(¢) := Vi + uy basta con hacer los cdlculos para comprobar que V() resuelve (6.32)—

(6.33). Aemds, se trata obviamente de la tnica solucién. Si M > 0y ¥, o € H?*(2) son
tales que [|[9]| g2, [|¢llaz < M, se tiene que

K KK,
V) = V@l < Sy = nollie < 29— ol
D D
tras una nueva aplicacién del Lema 1.2.2 con f = f, — f, que proporciona K;. Por su
parte Ky procede del Teorema 4.2.2. Esto culmina la prueba. O

A continuacién veremos que para p suficientemente regular en intervalos separados de 0,
el potencial U tiene las caracteristicas necesarias.

Lema 6.3.3

Sean Q C R? un dominio acotado con frontera de clase C?, § > 0 y p € C*([§, 00),R).
Entonces, si definimos U(v) para 1 € HZ(Q) como en (6.34), se tiene que U : HZ(Q2) —
H?(2) es una aplicacién localmente lipschitziana.

DEMOSTRACION:

Si definimos -
h(s) ::/ —p'(r)ydr Vs>,
1

r

es claro, usando el Teorema Fundamental del Calculo y la regularidad de p, que h €
C*1([8, 00[) y se verifica la segunda igualdad de (6.34). Ademds, U(v)) € L*() y podemos
aplicar el Lema 1.2.4 dos veces, obteniendo que U(1)) € H?(f2) y se verifican las reglas de
derivaciéon habituales

VU() = B(n)Vn,
(VeV)U@W) = h"(n)Vne Vn+h'(n)+ (V& V)n.
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Denotamos por K = K(Q2) una constante tal que [|v|p~ < K||v||g2 v [|v|lze < K|
para cualquier v € C2°(Q2). Para probar que U es localmente lipschitziana fijamos M >
0 y usamos la regularidad de h para obtener K (2, M), My(Q, M) > 0 constante de
Lipschitz y cota superior, respectivamente, vélidas para h, h' y h” en el intervalo [0, K M].
El Teorema 4.2.2 nos proporciona asimismo K, (€2, M), M, (2, M) > 0 constantes anélogas
para n en (). Entonces, para cualesquiera ¢, ¢ € HZ(Q) tales que [|¢] gz, |l¢|lgz < M se
tiene que

1U() = Ulp)llr2 < Knllng — ngllze < Colld — @l m>- (6.39)

Usando ahora (6.39) y acotando de manera sencilla se deduce que

IVU (@) = VU (@)l 2 18" (n)l[Loe IV g = Ving |12 + (1A () = ' () || oo [[ Vg | 2

<
< (M + My Ky)|[nyg — nglla < C1l[Y — @[ a2 (6.40)

Por dltimo, recurrimos nuevamente a (6.39) para establecer

IAU@) = AUz < 17" () |oe (IV Ryl s + 1Vl ) [[ Vg = V|| s
+ 8" (ny) = B (no)ll o= [Vl La + 1B ()| o< [| Ang — Ay 2
+

1B () = W' (no) L | Ang 2 < Coll$ — @l 2, (6.41)

donde Cy, C1,Cy > 0 son funciones polindémicas de las constantes mencionadas al prin-
cipio. Utilizando finalmente el Lema 1.2.2 y las estimaciones (6.39)—(6.39) obtenemos la
lipschitzianidad local de U. O

Una vez establecidos los términos no lineales de forma adecuada, podemos probar la
existencia y unicidad de solucién local del problema (6.32)—(6.37).

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 6.3.1:

Las hipotesis del teorema implican las condiciones que se imponen en los Lemas 6.3.2 y
6.3.3. Por tanto, si definimos ©(¢)) como en (6.38) para ¢ € H*(Q) y

©p = Vg + h(ng), np = |¥gl?

es sencillo comprobar que la hipdtesis (H4) es satisfecha. En efecto, © es localmente
lipschitziana por ser suma de aplicaciones que lo son y, para cualquier ¢ € H?(2) tal que

Ylaa = ¥p, se tiene que
O)]aa = V(¥)laa + U(¥)|aa = Vi + h(n|sq) = OB,

donde las igualdades se han establecido aprovechando la regularidad de h y de n. Aplican-
do entonces el Teorema 6.2.1 tenemos 7' > 0 y una tinica terna (¢, ©,Vy) tal que V, € X7
satisface (6.35) y ¢ € X! cumple las condiciones (6.37) y (6.8) con © = U(¢)) + V() €
C([0,T], H?*(£2)), que es exactamente (6.36). Por tltimo, los Lemas 6.3.2 y 6.3.3 implican
que V := V() € C([0,T], H*(Q2)) y resuelve (6.32)—(6.33), por lo que (1, V,Vy) es la

unica solucién de nuestro problema como queriamos demostrar. 0









Apéndice A
Distintas formulaciones de un
sistema cuantico

El objetivo de este apéndice es introducir y comparar las descripciones béasicas de las
distintas formulaciones de la mecéanica cudntica que nos han servido de marco tedrico
para modelar introducir los efectos disipativos, asi como las relaciones formales entre
las mismas. Al final se incluye un esquema gréafico resumen que permite visualizar la
exposicion previa.

A.1. El operador de densidad y la ecuacién de Liou-
ville Von Neumann

El formalismo de operadores de densidad fue introducido por J. Von Neumann en
1.925 como herramienta compatible con las interpretaciones de Heisenberg—Dirac y de
Schrodinger para la mecénica cudntica. Como se trata de la descripcién bésica sobre
la que se formulan los sistemas cuanticos abiertos, vamos a dar una idea general sobre
la nociéon de operador de densidad de un sistema cuantico sin mostrar una definicion
rigurosa y en todo caso orientada a problemas de ecuaciones en derivadas parciales, por lo
que utilizaremos como espacio inicial de estados L?(R?) (aunque utilizaremos derivadas si
fuera oportuno). Puede consultarse en [110] una discusién detallada sobre la motivacién
y los aspectos tedricos que conducen a definir el operador de densidad de un sistema
cuantico.

El concepto de operador de densidad se fundamenta en la idea de que conocer un
sistema fisico S es equivalente a conocer los resultados de medir cualquier magnitud que
se pueda observar en S. En mecanica cuantica esta afirmacion cobra especial sentido ya
que se postula que los estados de un sistema son elementos de un espacio de Hilbert, que
en nuestro caso es L?(R?) con el producto escalar usual

Wlo) = [ @dlide Vo e LR

Cada magnitud A observable sobre S estd representada por un operador lineal y hermitico
A sobre L*(RY), de manera que

(a) Cualquier medicién de A que realicemos sobre S proporciona siempre como resultado
un valor propio a de A.
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(b) Si S esté en el estado v, la probabilidad de que al medir A se obtenga a es |(1|¢q)|%,
donde ¢, es un vector propio asociado al valor propio a.

Por tanto, el valor esperado de A en el estado 1 viene dado por (A), = (Ay|y). Este
hecho se puede describir en términos de un operador de proyeccién asociado a 1. En
efecto, si consideramos

Py : L*(RY) — L*(R?), definido por Py¢ = (| ¢y Vo € L*(R?),

se tiene que Py es (i) hermitico, (ii) definido positivo y (iii) de clase traza (es decir, tiene
traza finita) y basta hacer célculos sencillos para comprobar que el valor esperado del
observable A cuando S se encuentra en el estado 1 viene dado por (A), = traza(P,A).
Por tanto cada estado del sistema 1 define, a través de su operador de proyeccién, una
forma de calcular el valor esperado (-), de cualquier magnitud A que se pueda medir
en §. Von Neumann abstrae propiedades intuitivas sobre qué es un valor de expectacion
y demuestra que cualquier aplicacién (-) con dichas propiedades queda representada por
cierto operador R hermitico, definido positivo y de clase traza, de manera que

(A) = traza(RA),

para cualquier observable A con operador asociado A. Esto conduce a identificar cada
estado de S con un operador R : L*(RY) — L?(R?) verificando (i), (ii) y (iii) que propor-
ciona toda la informacion probabilistica relativa a mediciones que podemos hacer sobre §
y al que denominaremos operador (matriz) de densidad del sistema. En el caso particular
de que R = Py para cierta ¢ € L?(R?Y), diremos que el sistema est4 en el estado (puro) .
Sin embargo, el formalismo de operadores de densidad admite mucha mayor generalidad
permitiendo considerar mezclas estadisticas de estados, propiedad esencial a la hora de
incluir los efectos de interaccién de § con otro sistema cuantico.
Von Neumann prueba que la evolucion temporal de R estd gobernada por la versién
cuantica de la ecuacion de Liouville:
dp_ i
dt h
donde H = —% + V es el hamiltoniano del sistema (p es el operador momento) aso-
ciado al potencial externo V. Para poder trabajar con ella desde nuestro punto de vista
consideramos el niicleo integral de R, esto es, p = p(x,y) tal que

(Ro)@) = [ plan)ot)dy Vo e LR

Podemos considerar p € L*(R??), ya que si R describe un estado puro ¢ es facil probar
que p(x,y) = ¥(x)(y) v en el caso general se puede escribir como suma ponderada de
productos de este tipo. Una de las ventajas de p es que permite trabajar “en coordena-
das” con el operador R, haciendo posible un tratamiento de la ecuacion de Liouville-Von
Neumann en el lenguaje diferencial, que resulta mas operativo que la formulacién basada
en operadores. La ecuacién (A.1) se escribe en términos de p de la siguiente manera:

[H, R], (A1)

7
Op = _E(HI — H,)p, (A.2)

donde los subindices en el hamiltoniano indican la variable respecto de la que actian.
Esta igualdad es equivalente a la ecuacién maestra y constituye la reescritura apropiada
para introducir la ecuaciéon de Wigner del sistema.
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A.2. Interpretacion cinética. La ecuacion de Wigner

La representacion de un sistema cuantico en el espacio de fases establece una analogia
con la mecéanica clasica de muchas particulas, que explica la dinamica mediante una fun-
cién de densidad de probabilidad. Para establecer dicha descripcién a partir del operador
de densidad R basta considerar su transformada de Wigner [114], que se expresa de la
siguiente forma:

1 h h ’
WI[R|(z,§) := 2y /de<x + /I %7]>6 &N .

De esta manera se define la funcién de Wigner del sistema como W(x,§) := W(R)(z, &)
para cualquier (z,¢) € R*, donde z representa la posicién y & la velocidad. El cardcter
hermitico de R implica que W es una funciéon con valores reales, aunque se puede com-
probar con ejemplos sencillos que no es necesariamente positiva, lo que provoca que la
interpretacion probabilistica de la funcién de Wigner no sea del todo adecuada. Sin em-
bargo el tratamiento de W es mas operativo y aporta un enfoque cinético a la teoria
cuantica conservando toda la informacion del sistema. En efecto, la transformacién W es
biyectiva y su inversa (denominada cuantizacién de Weyl [113]) viene dada por

VW)@ = [ W(TLE)olner i Vo e PR,

La transformacion de Wigner proporciona, por tanto, una reescritura de R mas sencilla
y con una interpretacién clasica mas precisa. Ademads, permite interpretar la ecuacion de
Von Neumann como una ecuacién de transporte, ya que tomando W en (A.1) se deduce
la denominada ecuacién de Wigner

OW + (- V)W +O,VIW =0, (A.3)

donde ©,[V] es un término pseudo—diferencial asociado al potencial externo V:

OV W (z,€) = (2;)d /R y % [V <l’ + iy) -V (x — iy)] Wz, &)e EEvq(e y).

2m 2m

La ecuacién (A.3) es equivalente a (A.1) y cualquier término adicional en la ecuacién
de Liouville-Von Neumann puede reescribirse (via W) en términos de W, por lo que la
equivalencia entre la ecuaciéon maestra y la de Wigner se conserva si tenemos en cuenta
efectos disipativos. Por ultimo, es importante senalar que la evolucién temporal gobernada
por las ecuaciones (A.3) o (A.1) conserva estados puros (asociados a un operador de
proyeccién Py con ¢ € L*(R%)), pero esta propiedad se pierde en el caso disipativo, como
ocurre en los modelos de Caldeira—Leggett o Wigner—Fokker—Planck.

A.3. Enfoque hidrodinamico

Tanto el operador de densidad como la funcién de Wigner proporcionan una descrip-
ciéon completa de un sistema cuantico, pero en ciertos casos su estudio resulta complejo
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o computacionalmente costoso. Para simplificarlo se pueden considerar los momentos en
velocidad asociados a W

n(t, x) 1 densidad local
J(t,x) | = / 19 Wz, & t)dE = densidad de corriente ,
T(t,x) REN E@¢ tensor de energia cinética 2

y calcular la evolucion temporal de ny J a través de (A.3), obteniendo el siguiente sistema
hidrodinamico no local:

o +divJ =0, (A.4)
1

8,J + divT + —nVV =0, (A.5)
m

J

n

que se puede reescribir en términos de la velocidad media u :=
local no se anule:

siempre que la densidad

o + div(nu) =0, (A.6)
1 1
0 V)u=—-——VV — —div(P A7
it (- V)u =~ TV — ~div(P), (A7)
donde P = T — nu ® u es el tensor cuantico de esfuerzos. Como la evolucién segin

(A.3) conserva la pureza de los estados se puede probar, usando la definicién de T, que
div(P) = % nVQ, donde Q = Q(t, ) es el potencial cuantico de Bohm y viene dado por

AV
2m /n

Por tanto, el sistema (A.6)-(A.7) (y equivalentemente (A.4)—(A.5)) es cerrado y pro-
porciona la formulacién hidrodinamica de De Broglie-Bohm para la mecanica cuantica
[34, 18]. En consecuencia, si partimos de un estado puro las evoluciones temporales segiin
(A.1), (A.3) y estos sistemas son equivalentes. Esto no ocurre en el caso disipativo ya
que las ecuaciones maestra y de Wigner no conservan en general la pureza de los estados,
causando que el tensor T recoja informacién sobre la mezcla que conforma W en cada
instante de tiempo. Esto implica que la representacion del sistema basada en n y J no
describe totalmente la fenomenologfa fisica de W y en particular los sistemas (A.4)-(A.5)
y (A.6)—(A.7) no son cerrados, por lo que se hace necesaria alguna relaciéon de clausura
que permita trabajar con ellos. Es usual, en este sentido, dar una interpretacién clasica
a la informacién adicional que contiene T y no se puede expresar en términos de n'y J,
de manera que div(P) = div(P°) + nll n V@), donde P¢ es el tensor de esfuerzos clasico
del sistema. Bajo esta interpretaciéon podemos obtener modelos hidrodindmicos que deno-
minaremos locales. Los modelos mas habituales desprecian efectos de tensiones laterales
y describen el tensor en términos de la presion escalar: P¢ = pl. Cada perfil de n que
supongamos genera un sistema hidrodinamico cuéntico: p = 0 conduce al modelo de tem-
peratura cero (que coincide con el sistema de De Broglie-Bohm), p = Tyn con Ty > 0
genera el modelo isotermo [37, 58, 72] y, en general, p = Tyn” con 8 > 1 da lugar a
modelos denominados isentrépicos [70].

Existe una interpretacién hidrodinamica mas restrictiva que permite conectar con la
formulacién de onda. Se trata de considerar sélo fluidos irrotacionales (sin vorticidad),

Q:=
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lo que permite encontrar un campo escalar S de mu y expresar toda la informaciéon en
funcién de la densidad local n y de dicha S. En este caso los dos miembros de la ecuacion
(A.7) se pueden ver como gradientes, lo que permite deducir la evolucién temporal de S
en funcién de n y S, que da lugar al denominado sistema hidrodinamico cuantico de flujo
potencial:

1
O + Ediv(nVS) =0, (A.8)
8tS+LIVS|2 =—-V-mU-Q, (A.9)
2m

donde nVU = div(P¢). Si partimos de un estado puro se puede demostrar que rot(u) = 0
en todos los instantes de tiempo, luego U = 0 y la evolucién segun el sistema (A.8)—
(A.9) (eliminando los efectos de U) es equivalente a la que proporcionan (A.1) y (A.3).
Admitiendo efectos disipativos no tenemos garantizada la irrotacionalidad del fluido que
describimos, luego la hipdtesis de existencia de S supone una pérdida de informacion
real acerca del sistema. Ademas el potencial U no se anula en general, y bajo las in-
terpretaciones comentadas anteriormente describe la entalpia del sistema U = h(n), con

nh'(n) = p'(n).

A.4. Formulaciéon de onda y ecuacion de Schrodinger

La interpretacién de Schrodinger es una de las formulaciones basicas de la mecanica
cuadntica y su conexién con la formulacién hidrodindmica se basa en la descomposicion
de Madelung de la funciéon de onda, de manera que si partimos de la descripciéon de un
sistema basada en n y .S es suficiente definir

P = \/ﬁeXp{%S}

para obtener la funcién de onda que describe la misma fisica que n y S. La evolucion
temporal de ¢ queda descrita a partir de esta construcciéon y del sistema de flujo potencial
(A.8)—(A.9). En el caso no disipativo (donde U = 0) es sencillo comprobar que 1) satisface

la ecuacién de Schrodinger
2

ihop) = —;—mAw 1V (A.10)

Existe cierta controversia sobre la equivalencia matematica entre (A.8)-(A.9) y la ecua-
cién de Schrédinger, basada en la posible multivaluacién de ¥ que puede originar distintas
soluciones del sistema de flujo potencial (en [111] se defiende que es necesaria una condi-
ci6én de cuantizacién adicional sobre S, mientras que en [67] se justifica que esa condicién
se verifica sin necesidad de ser impuesta). No obstante, si entendemos el estado cudntico
como un “rayo” de funciones de onda (sin distinguir entre ¢ y €*1)) dicha multivaluacién
no afecta a la fisica del sistema y podemos considerarlas equivalentes de forma efectiva.
Por tanto, en el caso hamiltoniano (sin efectos de disipacién) la evolucién de un estado
puro segin la ecuacién de Wigner (y de Von Neumann) es equivalente a la ecuacién de
Schrodinger. En un proceso disipativo se pueden establecer ecuaciones de Schrodinger
que incorporan efectos observables de esta indole conservando las densidades local y de
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corriente, aunque en general es imposible representar un sistema disipativo de manera fiel
utilizando una tnica funcién de onda. En primer lugar debemos observar que mediante
esta construccion hemos ido descartando informaciéon para poder construir la funcién de
onda a partir de un operador de densidad general. Ademds esta carencia no depende del
procedimiento y las hipodtesis utilizadas, ya que cada funciéon de onda 1 representa un
estado puro Py y las evoluciones segun las ecuaciones maestras y de Wigner con efec-
tos adicionales no respetan esta propiedad. Se pueden establecer representaciones para
mezclas de estados utilizando un sistema de ecuaciones de Schrodinger, si bien mediante
esta aproximacion no se puede recuperar toda la informacién que encierran R o Wy
no resulta, en la practica, lo suficientemente operativa. Como el efecto dispersivo usual
en en mecanica cuantica se describe en la ecuacion de ondas mediante el operador ¢4,
que es lineal frente a las ecuaciones fuertemente no lineales que describen los sistemas
hidrodindamicos, el caracter fundamental de la descripcion de Schrodinger en cualquier
fenémeno que exhiba comportamiento cuantico hace deseable el conocimiento de proce-
sos cuanticos disipativos mediante una ecuacién de Schrodinger no lineal. En la pagina
siguiente mostramos una visualizacién de las relaciones entre las distintas formulaciones
y la evolucion temporal natural que llevan asociada cada una de ellas.
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Apéndice B
Soluciones exactas de la ecuacion de
Wigner—Fokker—Planck

Consideramos la ecuaciéon de Wigner-Fokker-Planck (WEFP)
OW + (- V)W + Ou[VIW = Lyrp[W],

donde 5 5
Lyrp[W] = —pszSW + 2Xdive (EW) + 2=—22div(V W) + Dy AW,
m m
las constantes fisicas estan descritas en el Capitulo 2, O4[V]W es el término pseudo—
diferencial asociado al potencial externo V:

OuVIW (z,€) = (227)(1 /R 5 % [V (x + %y) -V (:c - %y)} W (x,&)e Evq(e y).

Vamos a calcular la solucion exacta y los momentos de orden mas bajo, asi como el
potencial U de la familia SLD para la particula libre y el oscilador arménico, de entrada
en el caso general (dimensién y condicién inicial arbitrarios) e iremos particularizando
para los ejemplos que utilizamos en el capitulo 3. Supondremos la regularidad que sea
necesaria para poder llevar a cabo los cédlculos.

B.1. Solucién del problema de valores iniciales aso-
ciado a la ecuacion de Wigner—Fokker—Planck

Como se trata de una ecuacion lineal podemos emplear la transformada de Fourier

FWly,¢,t) = [ Wz, & t)explizy +i{Chd(z,§),

R2d

cuya inversa viene dada por

FUGIw6.0) = o [ GG tesp{—izy = i€y ).

para transformarla en una mas simple .
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Teorema B.1
La aplicacion F lleva la ecuacion de Wigner—Fokker—Planck en la siguiente:

D D
0G4 (20 —y) - Ve G+ F[Ou[VIW] + | =) + 2=y - ( + Dygly* | G = 0.
m2 m

DEMOSTRACION:
Si denotamos G = F[W], es claro que F[0;W](y,(,t) = 0:G(y,(,t). Ademas

f[<£ ’ V)W] (y7 <>t> = /]R?d (Z £jaxjw<x7£>t>> exp{ix Y+ Zé ’ C}d(&?, g)

d
= %;8@. (/Rd exp{i & - (} /Rd O, W (x,€,t) exp{ixy}d:cdf) :

Por tanto, F[(£ - V)W](y,(,t) = —y - V:G(y,(,t). Por otra parte
d
PO .60 =236 [ Wingtexplia-y+i€ (o, €) = ~|GPG. )
j=1
Anélogamente, F[AW](y,(,t) = —|y|*G(y, ¢, t). Para los términos cruzados se tiene
d
Fidive €W6.) = 3 [0 (6 Wla. &) explia -y +i€ - Qa6
j=1
d
= =300 [ Wl g exlic -+ i o)
j=1
luego Fdive (EW)](y,(,t) = —C - V(G(y, (,t). Finalmente
d
f[le (VSW)](yv C? t) = Z /]R?d a:rj (aﬁjW(xv 57 t) ) exp{izlz’ Y+ Zé ’ C}d(l‘, 5)
j=1

d
= Y yGy, (1) = —y - C Gy, ¢, b).
j=1

Por tanto, si tomamos transformada de Fourier en la ecuacion de Wigner—Fokker—Planck
y reagrupamos términos, tenemos demostrado el teorema. O

En consecuencia, resolviendo la ecuacién para G podemos recuperar W. Estos calculos
los haremos de forma independiente para los dos potenciales en los que estamos interesa-
dos.
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B.1.1. La particula libre

En este caso tomamos V' = 0 y tenemos que resolver
Dpp 2 qu 2
(G + (2A(—y)- VG + W|C| +2W’y'C+qu|y| G=0 (B.1)

Para ello planteamos el sistema caracteristico asociado:

Y'(t) =0, Y(0) =y,
Z'(t) = 20Z(t) — Y (1), Z(0) = C.

Resolviendo la ecuacion homogénea, aplicando el método de variacion de constantes e
imponiendo la condicién inicial, obtenemos que las curvas caracteristicas de (B.1) vienen

dadas por
{Y(t) —v (B2)

Z(t) = (e 4+ & (1 — ™).

En este caso es sencillo deducir la inversion de las mismas:

{y =Y(), (B.3)

= % (1 — e_2>‘t) + Z(t)e 2,

A continuacién denotamos G(t) = G(Y (t), Z(t),t) y asi podemos interpretar la ecuacién
(B.1) como una ecuacién diferencial ordinaria, lo que nos proporciona, tomando como
condicién inicial W (0) = dy (que implica G(0) = 1), la siguiente expresion:

G(t) = exp {— /Ot <%|Z(S)|2 - Q%Y(s) Z(s) + qu|Y(s)|2> ds} .

Usando (B.2) obtenemos que la integral anterior vale

Dpp 264)\15 -1 |y|2 e4z\t -1 e2)\t —1 Y- g e2/\25 -1 e4)\t -1
— iz t _ _
m2 @C' m e T o )T U I

qu e2/\t -1 |y’2 e2>\t -1 )
IR e —= A N N 5 )
m {?J C( o\ + o\ t o\ qq’?/‘ t

Conforme a (B.3) y reagrupando de nuevo en términos de Z(t) e Y (t) tenemos que G
viene dada por

G(t) = exp{—a@®)[Y ()] = b)Y (t) - Z(t) — ()| Z(1)["},

donde los coeficientes a, b y ¢ vendran dados por (3.16) en el sistema de unidades fijado en
el Capitulo 3. De este modo podemos recuperar la transformada de Fourier de la solucion:

FIW(y. ¢, t) = exp{—a(t)ly|* — b(t)y - ¢ — c(t)|C]*}.

Finalmente, para obtener W debemos conocer la transformada inversa. El siguiente lema
nos serd de utilidad siempre que debamos efectuar dicho calculo.
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Lema B.2
Sic> 0 ydac —b*> > 0, entonces
1 . .
(2m) / exp{—aly[* —by - ¢ —c|¢P}exp{—iy - —iC - £} d(y, )
R
es iqual a
! exp{—a|€|2+bw'5+0|xl2}
(2m)4(dac — b2)% dac — b? '
DEMOSTRACION:

Denotando por I(z,€) a la integral que pretendemos calcular, tenemos que

10.8) = o [ eloalul? —iy o} [ expl-clcl = by ¢ — ic- e)dcdy

Sea I1(y, &) la integral respecto de (, que se puede escribir de la siguiente manera:

L2 P d P
]I(y,g):/Rdexp{—‘\/EC-k by2\ﬂ;£f }exp{wyi—;ﬂ }dC: <g>2 exp{|by1-625| }’

donde se ha usado el cambio de variable

n=+ec(+

by+1&
2\/c

y / eI dn = 72. Insertando el valor de I; en [ se obtiene
R4

¢ /7 -2 - Ll
I(xjg) - : e}g;)ﬂ'{)wcjgl } Rd P y+ x ) a |gj1a jcg w

C

Haciendo el cambio de variable

b2 i(r— L& 1
0= a——y+wexp{4—lﬁl2}
C

dc 2«/@—%

y usando de nuevo la integral de Gauss tenemos finalmente que

1 c|z|” b€ br-& ¢
I(x,&) = —expq — - — 5.
(27)4 (4ac — b?)2 dac — b 16ac® — 4b*c  4dac—b>  4c
Agrupando y simplificando obtenemos el resultado anunciado. O

Como las funciones c(t) y 4a(t)c(t) — b(t)? son positivas podemos aplicar el Lema B.2
para obtener que

Wolw, £,8) = (4 d(1)) ~# exp {—%W n % e %mz}
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resuelve la ecuacion de Wigner—Fokker—Planck, donde a, b y ¢ son las calculadas anterior-
mente y

d(t) = 4a(t)c(t) — b(t)> YVt >0

es una funcion positiva. Para obtener la solucién de la ecuacién de WFP con una condicion
inicial arbitraria W;, ensayamos perfiles de la forma

Wz, &, t) = Wo(x — A(z,v,t),£ — B(z,v,t),t)W(z,v) d(z,v)

R2d

y usamos que Wy es solucién de la ecuacion de WFP, es decir
(@Wo + f VW, — LWFP[W()])(ZL',S, t) =0 V(x,é“,t) € RQd X Ra_

En particular esta identidad es satisfecha para los puntos de la forma (x — A, — B, t), de
modo que denotando Wy(x — A,§ — B, t) por Wy(+) y desarrollando el término dive (W)
de Ly rp tenemos que

OWo() +&- VWo(:) = 2XE - VeWo(+) — %Agwo(') — 2XdWoy(-)
—2% div (VeWo)(-) — Dy AWo(-) = BYWo(-) — 2ABVWWy(-). (BA)

Si W ha de ser solucién de la ecuacién de WFP, entonces (0;W+&-VW — Ly pp[W])(x, &, t) =
0, lo que implica

D
/ {—@tAVWO(-) — OBV Wy (-) + O Wo(-) + & - VIWG(-) — ngAgWO(-)
R2d
—2XE - VW () — 20dWo(+) — 2% div (VeWo)(+) — quAWO(-)} Wi(z,v)d(z,v) = 0.
Usando (B.4), tenemos que

{(=0tA+ B)VWy(-) + (=0, B —2AB)V Wy ()} Wi(z,v) d(z,v) = 0.
R2d
Esta igualdad se cumple si A y B satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones

A'(t) = B(t),
B(t) = —2)\B(?),

donde podemos considerar la dependencia de z y v como paramétrica. Ademads si impo-
nemos que W(z,£,0) = Wi(z,§) tenemos que

» Wo(z — A(0),€ — B(0),0) Wi(z,v)d(z,v) = Wi(z,§),

de donde se desprende que A(0) = z y B(0) = v, habida cuenta de que W (-, -,0) = dy. Por
consiguiente tenemos planteado un problema de valores inciales para A y B que podemos
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resolver, obteniendo asi la solucion de la ecuacion de WEP con condicion inicial W en el
caso V =0:

Wiz, &, t) = Wo(x — A (t) z — Ay(t) v,§ — B.(t) z — B,(t) v, t)Wi(z,v) d(z,v),

R2d

donde A,, A,, B, y B, vienen dadas por:

A(t) =1, B.(t) =0,
A, (t) = %(1 —e M) B,(t) = ve M,

férmulas que nos proporcionan la ecuacion (3.17), las cuales utilizamos en las simulaciones
numéricas del Capitulo 3.

B.1.2. El oscilador armonico

En este caso consideramos V = §|$|2, donde k es la constante de recuperacion. Cal-
culamos en primer lugar el término pseudo—diferencial en la ecuacion de WEP:

. d
Zk . /
OxlVIW = ——— ; ; w ' 1)e MEEEY qet dy.
V] (%)dm;x] /R [ W oe ¢ dy

Haciendo el cambio de variable n = & — & obtenemos

k d
OuVIW = —EijAdﬁan(x,£+n,t)5(n)dn,
j=1

donde hemos usado que (2m)? [, €"¥" dy = 6(n). Por tanto, para el oscilador arménico se
tiene que

k
@h[V]W(Jj, 57 t) = _E(x ’ Vg)W(l’, 67 t)a
y la ecuacion de WFP es ahora

8tW + (f . V)W — wg(:c . Vg)W = LWFP[W] s

donde wy = +/(k/m) > 0 es la frecuencia natural del oscilador. Usando el Teorema B.1 y
el hecho de que

que se deduce de forma andloga a F[(£-V)W] (hecho en la prueba del teorema), tenemos
que la ecuacién para la transformada de Fourier se lee

D D
G +wi(-V,G+ (22X —y) V.G + (?pg’!<|2+2ﬂy-g+qu|y\2) G=0. (B.5)

m
Para resolverla planteamos, al igual que antes, el sistema caracteristico asociado:

Y'(t) = wi Z(1), Y (0)
Z'(t) = 20Z(t) — Y(t), Z(0)

Y,
¢,
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de manera que las curvas caracteristicas para (B.5) vienen dadas por

Y(t) = 01 e“t + OQ e’\—t,
Z(t) = :\}—Q Cl e)‘+t + i\)—; Cg e’\—t,
0 0

donde

Wil — Ay

— 2 A
C, = CQZM.

)
A — AL AL — A
La inversion de las caracteristicas viene dada por las siguientes expresiones

e72)\t

Y= ApeMt — A_eMNY + (—wiet! — wge)‘t)Z),

. (B.6)
¢= Ae;z;_ (Mt — MY + (—A_eM 4 /\+e’\_t)Z),
tras cdlculos largos pero sencillos. Nétese que Ay + A_ = 2\, AL — A_ = 24/\2 — w2 ¥
0
A A_ = wi, propiedades que utilizaremos asiduamente de aqui en adelante. Del mismo

modo respetaremos la notacion de la raiz con radicando negativo, dandole el sentido de
nimero complejo imaginario puro.

Una vez conocidas las curvas caracteristicas podemos resolver la ecuacion para G.
Si denotamos G(t) = G(Y(t), Z(t),t), podemos entender la evoluciéon de G como una
ecuacién diferencial ordinaria, que para G(0) = 1 (que corresponde a W (0) = dy, como
ya comentamos en el caso anterior) implica

(D D
G(t) = exp {—/ (—T!Z(s)\2 + 27y (s) - Z(s) + qu|Y(s)|2) ds} .
0 m m
Sustituyendo la expresién de las caracteristicas, la integral viene dada por

_ |:e2)‘+5 |C’1|2 (%ﬁ D + 2qu)\+) _|_ 62A78|O2|2 (Dpp )\2— D _|_ 2qu>\>

2X\ m? wy 1“2 2)\ m? wh 0 wEm
o (2R oo U) ] =P D0 -1 D0 Cat)
donde
Dt(t) = i (%i—% + Dyy %) (et 1),
D(t) = % (jz?fg + 2Dy, + 438122") (e —1).

Para introducir (B.6), comenzamos desarrollando C; y C5 en funcién de y y (:

1
7 (wo IS + A2 [y* — 25 A_Cy)

2 _
|Ol| - ()\Jr . )\7)

|Cal* = wy [C1* + AL 1yl* — 2w5 A Cy)

1
Wl
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1

Gemm oy

—wo [C* — Wi Jyl? 4 208 XCy) -
Asi

—|C1* Di(t) = |Cof* D_(t) = C1 - G D(t) = a(t) |y|* —<(t) \6\2—5(t)y~c>,

1
[P WE ( -
donde los nuevos coeficientes vienen dados por
a(t) = MDi(t)+ AL D_(t) —wi D(t),
b(t) = 2w (=A-Dy(t) = Ay D_(t) + A D(t)),
ct) = wi(Dy(t) +D_(t) + D(2)).

Insertando (B.6) encontramos que G(t) esta determinada por

G(t) = exp{—a(®)[Y ()] = b)Y (t) - Z(t) — ()| Z(1)["},
donde a, by c estéan descritos en (3.20) en el sistema de unidades normalizado. Atendiendo
a la definicién de G(t) podemos recuperar la transformada de Fourier de la solucién:

FIW(y, ¢, 1) = exp{—a(®)|y* = b(t)y - ¢ — c(®)IC]*}.
Para conocer W debemos calcular la transformada inversa. Usando que las funciones c(t)
y d(t) := 4a(t)c(t) — b(t)? son positivas (se puede observar representdndolas) y aplicando
el Lema B.2 obtenemos que

_d c(t) b(t) a(t)
W, t) = (4nd(t)) 2 — Lz + —Lx § — =L €]
oa,6,t) = (ar2 () exp {=Sap 4 e - SN
es solucion de la ecuacion de Wigner—Fokker—Planck. Para resolver el problema de Cauchy
asociado a dicha ecuacion con una condicion genérica W; ensayamos perfiles de la forma

Wiz, &, t) = Wo(x — A(z,v,t),§ — B(z,v,t),t)W(z,v) d(z,v).

R2d
Razonando de forma analoga al caso de la particula libre se debe cumplir

{(=8,A+ B)VWy(-) + (=0,B = 2AB — wj A)VWo(-) } Wi(z,v) d(z,v) = 0.

R2d
Esta igualdad es satisfecha si A y B resuelven el siguiente sistema de ecuaciones

A'(t) = B(t),

B'(t) = —2AB(t) — wj A(t),
donde podemos considerar la dependencia de z y v como paramétrica. Ademads, si impo-
nemos que W(z,£,0) = Wi(x, ) se tiene que

Wo(x — A(0),& — B(0),0) Wi(z,v)d(z,v) = Wi(z, ),

R2d
de donde se deduce que A(0) = z y B(0) = v. Por tanto, disponemos de un problema de
valores inciales para A y B cuya solucion es
v+ Az e rity Y + )\+z Ar(v+A_z) et A_(v+Apz) oAt
A — A Ay — P Ay — Ao Ay — Ao
En consecuencia la solucién de la ecuacién de WFP con condicién inicial Wy para el
oscilador arménico viene dada por (3.21), como pretendiamos comprobar.

A(t) = Bt =



APENDICE B: SOLUCIONES EXACTAS DE WFP 127

B.2. Densidad local asociada al a ecuacion de Wigner—
Fokker—Planck

Como hemos demostrado anteriormente, la soluciéon de la ecuaciéon de WFP para los
dos potenciales estudiados viene dada en ambos casos por

Wiz, & t) = Wo(x — A(t) 2z — Ay(t) v, & — B,(t) z — By(t) v, t)Wi(z,v) d(z,v),

R2d

donde W; es la condicién inicial, Wy es funciéon maxwelliana:

_d c(t) b(t) a(t)
Wo(z, &,t) = (4n2d(t)) 2 exp{ ———=|z|> + =206 — —= |2 &,
oa,6,1) = (42 d(0) Fesp { -G 1aP + e - Gle
y donde a,b,c,dy A, A,, B., B, son funciones que dependen exclusivamente del tiempo
(diferentes para cada potencial). Calcularemos a continuacién los momentos asociados a
W de orden mas bajo aprovechando esta estructura de las soluciones. El primero de ellos
es la densidad local, que constituye el momento de orden cero:

n(z,t) = Wz, &, t) dE,

Rd

y se puede calcular insertando el perfil de las soluciones que conocemos y denotando (por
simplicidad) A=A, z+ A,vy B= B,z + B, v:

1
n(z,t) = :

(2m)? (4ac — b?)

—clz — AP
dac — b2

Wi(z,v) exp{ }]2(.1?, z,v,t)d(z,v),

R2d

donde hemos denotado

b(x — A)(E— B {-Bf
]2(,r,z,v,t):/Rdexp{ (x 4@0)—([)2 )_Clw_bL}dg.

Haciendo el cambio de variable ¢’ = & — B tenemos el valor de Is:

d
(4ac — b*)\ 2 v |z — Al?
_[ t pu —_—
Q(ZE,Z,'U, ) ( a eXp 4&(4&C—b2) )

y la densidad local asociada a la ecuacion de WFP con condicién inicial W; viene dada
por

! ! 2 z,0)d(z,v
n(t,x) = (ima)? /RMeXp{_EW_Az(t>Z_Av(t)U| }WI( ,0)d(z,0). (B.7)

Tomaremos d = 1, el régimen de constantes en el que h = m = kg = 1 y elegimos como
dato inicial la distribucion maxwelliana centrada en la posiciéon xg y la velocidad &,

Wiz, €) = ~op {~(& — m0)? — (€~ &)} (B3
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Usando la expresién general para n establecida en (B.7) y agrupando convenientemente
los términos de la exponencial, tenemos que la densidad local asociada a W viene dada

por

1 1 A? A.x
QWGXP{_EI —xo fo}/Rexp{— <E —1—1) 22+ ( - >z} I3(z, 2, t)dz,
donde

A? A A,z Ayx
I t) = (=1 )?= =m0 d
3(x, 2, 1) /Rexp{ (4@ + )v ( o0 oa )v} v

Para calcular esta integral usaremos el siguiente resultado:

Lema B.3
Si o > 0, entonces para cualquier 3 € R se tiene que

[ ew{-avt -2} dv—%exp{f}

DEMOSTRACION:
Como

2
—a02—25v:—(\/av—l—%) +%2,

tenemos que

[ew{-av -2} av = exp{%z} [ {— <\/5v+ %)2} v,

por lo que haciendo el cambio de variable w = \/av + \% y usando la integral de Gauss
concluimos que

/exp{ av? —2pv} dv—exp{ }\/_/exp{ w?} dw_%exp{62}

Por tanto, tomando

A2+ 4a

“= 4a

1
y (= E(AZAUz — A,z —4a&y),
el Lema B.3 asegura que

2T a (A Az — Az — 4a &p)?
I3(x, z,t) = \/m Xp{ Ta(da + A7) )

En consecuencia, la densidad n(t, x) es igual a

e~ £ z?—ad—€2 4a + Ag 9 . A,z + daxg n (AZAUZ — (AU.CE + 4a£0))2
X — z z
7 /da + A2 A2 4a 2a da(4a + A2)
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Desarrollando los argumentos de las exponenciales y denotando

1

t pu—
‘U= T A L ADE
se obtiene
1 1, 4a&+245z 5
= —— — — x5 — I
n(t,.’ﬂ) ﬂ_\/mexp{ 4a—|—A12)$ + 4a+A% T 60 4(75,.17),
donde

2(A, AL — Aw — xo(4a + A2
IL(t,r) = / exp {—6_1(461 + A2 - ( o z — Zo(da ) z} dz.
R

4a + A2

Usando de nuevo el Lema B.3 con

o= ——1 ﬂ N AzAvg(J — AZ.Z' — $0<4& + Ag)
 e(da + A2)’ B 4a + A?

podemos deducir el valor de Iy, lo que implica que n(t,z) es igual a

N

e
—T6Xp
T2

{ 1 2 4a§’§ + 24,07 2

_ €T 2 — 52 + e(AzAv§0 - Az[[‘ — x0(4a + A3)>2
da + A da + A2 0~ &0 |

4a + A2

Desarrollando el cuadrado del exponente, agrupando en torno a las potencias de = y
simplificando valiéndonos de la definicién de e tenemos que la densidad local asociada a
WEFP con dato inicial maxwelliano es

1
e(t))z 2
n(t.2) = D e {—et)(w — (A (00 + 4,(09)* ).
T2
que haciendo zy = £ = 0 y ajustando adecuadamente los coeficientes en la definicién de
e, nos conduce a los valores de n en (3.19) (teniendo en cuenta los valores de A,, A,, B,

y B,) para la particula libre y (3.22) para el oscilador arménico.

B.3. Densidad de corriente asociada a la ecuacion de
Wigner—Fokker—Planck

La densidad de corriente es el momento de primer orden respecto de la velocidad:
J(t,x)= [ EW(z,&, t)dS.
Rd
Vamos a calcularla de manera analoga a la densidad n(t,z). Como en el caso anterior,
denotamos A=A, z+ A,vy B =B, z+ B,v. Entonces

1
) = T (e~ )1

—clz — AJ?
dac — b?

Wi(z,v) exp{ }15(:v,z,v,t) d(z,v),

R2d
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donde

_ ba— A)E—B) ale— BP
Iz, 2 0,1) = /Rdgexp{ 4ac — b2  dac— b2 } dt.

Haciendo el cambio de variable

dac — 12 [ - _
c=B+ [4ac — b it b(x — A)
a 2y/a(4ac — b?)
se deduce que I5 vale
d
4ac — b*\ 2 Plz-a’ [dac — b2 [ - b(x — A) >
- e4a(4acfb2) / - + + B ex — 2 d
( a > R [ a (5 2y/a(4ac — bz)> p{ <l }

Esta expresion se puede descomponer en dos integrales. La primera es nula ya que la
aplicacién £ — |£|2 exp{§ } es una funcién impar, luego

I(e, 2,0,1) = (@) (B+ 22( A)) exp{%},

y la corriente asociada a la ecuaciéon de WFP con condicién inicial genérica Wy es

J(ta) = —— Bt (oo a))expd — 2z — AR Y Wiz, ) d(z,v).
(47a)? /Rd( 2a ) { 4a }

A continuacién calcularemos esta densidad de corriente en el caso unidimensional para
una condicién inicial maxwelliana centrada en la posicién g y en la velocidad &, (cf. (B.8))
y, al igual que antes, en el sistema normalizado de unidades establecido en el Capitulo 3.
Usando la férmula general de la densidad de corriente y manteniendo la notacién para A
y B tenemos que J viene dada por

(47;@)5 /R (B * Qba( A>> exp {—(x;—afw} exp {—(z — 20)? — (v — &)*} d(z,v).

Desarrollando el argumento de la exponencial obtenemos

J(t,x):\/;_gaexp{—ix —z2 - 50}/ [%Hz( ) ( A,J)]
exp{<é—f+2xo)z—(f—s+1)z2—(fj+1) +(é; AA +2§0) } d(v, 2)

y para dar una expresion explicita de J escribimos esta ultima 1gualdad de la siguiente
manera:

J(t,z) = %exp {—ﬁx 50} (I6(t, ) + I7(t, z) + Is(t, x)),

m3a

lo que nos permitira calcular la densidad de corriente a partir de I, I7 e Ig. Comenzamos

con Ig:
b A? A,
Is(t,x) = %/}Rexp {— (4—; + 1) 22 (2—; + on) z} Iy(z, z,t) dz,
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donde

A2 9 A A,z Ayx
Iy(z, z,t) = /Rexp{— (E+1) v — ( 5% 9g —2§0> v} dv.

Si aplicamos el Lema B.3 con

Al +4a
- 4a

1
y ﬁ:E(AZAUz—AUx—Zlafo)

«

obtenemos el valor de Iy. Insertandolo en la expresion de I se deduce que el valor de esta
integral es

b\/Tx (A A,z — Ayx — 4a&y)? A? 5 A.x
—— N (| 2 dz.
Ja(da + A2) ReXp{ da(da + A2) da )T T\ g T) 2y

Ya hemos calculado esta integral en el apartado referente a la densidad local (tras pro-
porcionar la expresién de I3), y su valor es

1
m\/4a + A2 exp {4—:62 + x5 +£(2)} n(t,x),
a

por lo que

bx 1
Is(t,z) = ﬁﬂg’ﬂexp {@xQ + z2 + {3} n(t, x).

Calculamos a continuacion I, que se puede escribir de la siguiente manera:

I7<t,.13) = ﬂ(Bz—%AZ> exp{w}

\/m da(da + A2)
1 2 QZ(AzAvfo - Azx - 1’0(4(1 + A’tzi)
x /Rzexp{ e(4a+Ag)Z (4a + A2) *

Para ello usaremos el siguiente resultado (andlogo al Lema B.3):

Lema B.4
Si o > 0, entonces para cualquier 3 € R se tiene que

2
/Rzexp{—ozz2 — 252} dz = —igexp {%} .

DEMOSTRACION:
Ajustando cuadrados en el exponente llegamos a

[zew{-azt -5} dZ:exp{%Q} /Rzexp{— (ﬁz+%)2} 2.

Haciendo ahora el cambio de variable

)
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teniendo en cuenta la imparidad de la funcién w +— w exp{—w?} y usando la integral de
Gauss concluimos que la integral que queremos calcular vale

N O G

Utilizando este resultado con

1 gL
c(da+A2) ¥ T 4g+ A2

Az AU 50 - Az xr — 110(4(1 + A?;))
y simplificando, obtenemos la siguiente expresion para I;:

I;(t,x) = 2\/are? (BZ — %AZ> (—A. A, &+ ALz + xo(da + A2))

o (Ayz + 4ay)?
P\ 40+ A2) " da+ A2

Para concluir tan solo falta calcular Ig:

b A? 9 Ayx
Iy(t,x) = <Bv - %/L}) /Rvexp {— (E + 1) Ve + ( 50 > U} Lio(z,v,t)dv,

donde
A? A A0 Az
I t) = - =41 v I 9 dz.
10(z,v,1) /Rexp{ (4 —1—) ( P » ZL‘O) z} z

Obsérvese que Ig e 1o son analogas a I7 e Iy respectivamente, donde se identifican z < v,
A, — A, B, < B,y xy < &. Por tanto, los cédlculos ya realizados implican

&@@)::2%%&(BW—%AO(ﬂ@AMm+Aw+fwM+A@)

(Az + daxg)? e .
Xexp{ da(4a + A2?) +4G+Ag (AzAv«To A, §0<4Q+Az)) ‘

Ya podemos reconstruir J, que vendra como suma de tres expresiones. Si usamos el valor
de I, la primera de ellas se puede escribir como

1 1 1
3/2 2 2 2
ex ex 7+ xy + n(t,x),
ov/m3a p{ 4 50}\/— p{4a 0 fo} (t,z)

que depende de la densidad local ya conocida, por lo que el primer sumando de J es

iéﬁmﬁ oo = (A 30+ A6))°}

De la misma manera podemos calcular la segunda componente

1 1 2 2 2
— expd——a?— a2 — 2\ Lt
2mexp{ 4ax xO 60} 7( ﬂx)7
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que conduce a

e3/? b

donde el argumento de la exponencial viene dado por
—e(2? — 2(A.mo + Apo)r + Alad + A2E + 24, Ayoéo) = —e (2 — (Ao + Avfo))2>

tras largas pero sencillas simplificaciones, lo que nos proporciona la expresién definitiva
del segundo sumando de la corriente:

3

€2

NS

Finalmente, si intercambiamos A, < A,, B, < B, y xg < & podemos conocer el iltimo
término:

(Bz _ %Az) (A, z+z0(da+ A2) — A, A, &) exp {—e(m — (ALzo + AvéO))z} :

03/2

7
Estamos ya en condiciones de escribir la densidad de corriente. Sustituyendo, reagrupando
y usando la definicién de e(t) tenemos que la densidad de corriente asociada a WFP con
condicién inicial maxwelliana es
€(t>3/2 9
J(t,x) = 7(fx(zf) T+ fuo(t) To + feo () &o)exp {—e(a: — (Aszo + A0&)) } ,

donde f, f2, v fe son funciones que dependen exclusivamente del tiempo, y estan dadas
por

(Bv — %AU) (AU x+&o(da + A%) — A, A, xo) exp {_6(5’7 — (Ao + Ava)f} :

fo(t) = A.(t) B,(t) + A,(t) By(t) + 2b(t),
Fao(t) = (da(t) + Ay(t)*) B:(t) — (20(t) + Au(t) Bu(t)) Ax(1),
feo(t) = da(t) + Ax(8)*) By(t) — (2b(t) + A.(t) Ba(t)) Au(t)-

Finalmente, si elegimos zq = £ = 0 se deducen las férmulas para J que presentamos en
(3.19) y (3.22), sin més que tener en cuenta los valores de A,, A,, B, y B, en el caso de
la particula libre y la definicién apropiada de g(t) en el caso del oscilador arménico. A
modo de conclusién, presentamos en la siguiente pagina un esquema con los resultados
obtenidos.
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SOLUCION DE LA ECUACION DE WIGNER CON CONDICION INICIAL ARBITRARIA Wr:

Wz, & t) = \ww Wo A& —(A.(t)z+ Ay(t)v), & — (B (t)z + meﬁvevkv Wi(z,v)d(z,v),

y los coeficientes vienen dados por:

Wo(z,&,t) = (4n” d(t)) ~% exp AI

c(t)
d(t)

o) . alt)
a0 aw'e’ W

|=|* +

oy 1

At

R A Ao (A
a(t) = % ﬁbﬁ +—5 o2 A 7 Do + MUEVQ (e Mot
- 0

AwEoUE + Dpp + %VUEX%K -1) - A

7
Particula libre: V =0 Oscilador arménico: V(z) = c.m‘oam
a(t) = »WN Abs + 40’ Dyg 4 4AADpy + (1 — =) Am‘wﬁﬁlmz -3) - wusv W a(t) = ifﬁxf%t AN ) (M = M) b)) (A 4 A - w\/%zvféy
b(t) = %G ) ?EE + Dpp(1 — @L:vy b(t) = |3T\N@S (AP ae? =t —22e™) + e(t) (A= + AT — 22ae™)
+b(t) Awﬁm Ammyt + mwyLv + A+ + y\vmmmﬁv Wm\fﬁ
c(t) = Ww,n (1—e M. c(t) = 3%@3 (M1 =2 () (et = A_eM ) 4 Bb(E) (Are® =t 4 APt — 22e?M) W@\Eﬁ

A
Dyq + +U§ + MUEV Amwyt -1

A2 A A
-+ ﬁbﬁ +5 AE‘WU@@ + wbgvg Ammyt -1,
N 0

M

2
A
- A‘Uma + —5Dpp + MUEV Ammy\w -1,

w,
2 w
6 “o A A
ét) =3 ; Dag+ =5 Dy + wbsv (€ - 1)+ A Dag+ 3 Dpy + wbsv (-t = i

A

I%AMENUE + Dpp + R;Ugv?w\: —-1).

DENSIDADES LOCAL Y DE CORRIENTE ASOCIADAS A DICHA SOLUCION CON CONDICION INICIAL GAUSSIANA EN EL CASO UNIDIMENSIONAL:

mmwvw\w

J(t,z) = N

n(t,r) = (e mv @%ﬁ e(t)(z — (Az(t)zo + beg@vvmw ,

donde hemos denotado

1
da(t) + A, (1)2 + Ay (t)?’

fa(t) =

e(t) = Az (1) B= (1) + Au(t) Buo() +2b(1), o (t) = (da(t) +Au (1)) B=(t)

Los coeficientes A., A,, B., B, vienen dados por:

(26(t) + Ao (1) By (1)) A= (1),

(Fo(®) @ + fug () 20 + feo () €0)exp { —e(@ — (A= (Do + A, (D60))*}

Jeo(t) = 4a(t)+A=(8)*) Bu(t) — (2b(t) + A= () B= (1)) Au (D).

2
Particula libre: V=0 Oscilador armoénico: V(z) = %aw
1—e " 1 —A_t —Agt 1 —A_t —Agt
= = = — — + = a— +
A1) =1, Au(t) — A= CR Ae v At) = 35 Am v q
B.(t) =0 By(t) = e, But) = —“0 Amit - mLLv By(t) = — ?&Lt Ae Nv
: SV : VI
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