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ВСТУП 
 

Дослідження нерівноважних процесів є центральною задачею статистичної 
фізики. Таке дослідження можливе лише на основі скороченого опису нерівно-
важних станів, у рамках якого система описується відносно вузьким набором 
параметрів – параметрів скороченого опису (ПСО). Скорочений опис при цьому 
будується на основі рівняння Ліувілля або кінетичних рівнянь (Больцмана, Ла-
ндау тощо) [1]. Сучасною тенденцією є розширення стандартних наборів ПСО з 
метою врахування нових ступенів свободи системи (див., наприклад, [2, 3]). Тут 
в першу чергу слід згадати опис релаксаційних процесів у вузькому розумінні 
цього терміну як процесів, які можуть проходити в просторово-однорідних ста-
нах системи. Біля рівноваги ці процеси відповідають кінетичним модам систе-
ми та релаксаційним ступеням свободи. Класичні дослідження цих процесів на-
лежать Ландау, який дослідив [4] релаксацію температур компонент плазми, і 
Греду [5], який розробив теорію максвеллівської релаксації. Ідеї цих робіт і до 
теперішнього часу є робочим знаряддям новітніх досліджень. Важливим недо-
ліком цих теорій є відсутність у них малого параметра і розв’язання на його ос-
нові кінетичного рівняння [6], а також неврахування порушення локальної рів-
новаги в системах при наявності релаксаційних процесів (див., наприклад, [7, 
8]). Усунення цих недоліків є важливою задачею сучасної теорії нерівноважних 
процесів.  

Основою сучасної теорії нерівноважних процесів без сумніву вважається 
метод скороченого опису нерівноважних систем Боголюбова, який ґрунтується 
на його ідеї функціональної гіпотези [9]. На відміну від ідеї нормальних 
розв’язків Гільберта, вона виходить з наявності у системи низки етапів природ-
ної еволюції, на яких реалізується можливість скороченого опису. Окремим ви-
падком цього метода можна вважати метод Чепмена–Енскога [10], який за Бо-
голюбовим теж  базується на функціональній гіпотезі. За своїм походженням 
метод Чепмена–Енскога орієнтовний на дослідження стандартних гідродинамі-
чних станів, в яких рідина описується густинами компонент, масовою швидкіс-
тю та температурою. Сучасною задачею теорії нерівноважних процесів є його 
узагальнення на випадок наявності в системі релаксаційних процесів у вузько-
му розумінні цього терміну. Центральною проблемою при цьому є дослідження 
просторово-однорідних станів, які не є станами локальної рівноваги. Обчислити 
відповідні функції розподілу в рамках методу Чепмена-Енскога не дозволяє ві-
дсутність малого параметра. Монографія пропонує підхід до розв’язання цієї 
проблеми на основі кінетичного рівняння й використовує його для дослідження 
нерівноважних станів газів (зокрема, плазми). Фактично при цьому йдеться про 
узагальнення методів Чепмена–Енскога та Греда. В літературі зазначається ак-

5



6 
 

туальність цієї задачі. Використання цих нових результатів для дослідження гі-
дродинамічних станів плазми з урахуванням релаксаційних процесів є важли-
вою задачею теорії нерівноважних процесів, і тому їй у монографії приділяєть-
ся велика увага. 

Монографія присвячена узагальненню методу Чемпена–Енскога на випа-
док наявності в системі релаксаційних процесів його застосуванню до кінетики 
однокомпонентного газу та повністю іонізованої плазми. 
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РОЗДІЛ 1  
УЗАГАЛЬНЕННЯ МЕТОДУ ЧЕПМЕНА–ЕНСКОГА  

ТА ЙОГО РОЛЬ У СУЧАСНІЙ СТАТИСТИЧНІЙ ФІЗИЦІ 
  

Однією з ключових проблем статистичної фізики є проблема скороченого 
опису систем. При скороченому описі система повністю описується деякими 
параметрами, які називають параметрами скороченого опису (ПСО) системи. 
Ідея скороченого опису є основною ідеєю теорії нерівноважних процесів, зок-
рема процесів переносу [11].  

На наш час важливою галуззю теорії нерівноважних процесів є теорія, яка 
базується на кінетичному рівнянні Больцмана [10, 12]. Найбільш розвинутими 
методами розв’язання кінетичного рівняння Больцмана є методи Греда [5] та 
Чемпена–Енскога [9, 10]. Хоча зазначена теорія має деякі обмеження (оскільки 
застосовна до розріджених газів), вона широко використовується як для класи-
чних, так і для квантових газів [13 – 15]. Наприклад, відомі її застосування до 
теорії плазми [4, 16, 17], до теорії твердого тіла (опис взаємодії електронів та 
фононів, [8, 18, 19]), до досліджень кінетики фотонів у рівноважній плазмі [20], 
до досліджень транспортних  властивостей суспензії твердих частинок у 
в`язкому газі [21], до досліджень гадронного газу [22], пружних та непружних 
зіткнень у релятивістських газах [23], до досліджень процесів, що можуть мати 
місце на великому гадронному колайдері [24 – 26],  до досліджень властивостей 
гранулярних матеріалів [27 – 29], до досліджень релятивістських газів у граві-
таційних полях у рамках загальної теорії відносності [30, 31] тощо. 

Історично першим задачу побудови гідродинаміки (зокрема теорії процесів 
переносу) на основі кінетичного рівняння Больцмана поставив  у загальному 
вигляді Гільберт [32]. Він ввів концепцію нормальних розв’язків (тобто того, 
що функція розподілу (ФР) залежить від часу через посередність ПСО гідроди-
намічного стану) та знайшов ФР у головному порядку теорії збурень за малими 
градієнтами в системі. У подальшому Чемпен та Енског розвинули його ідеї 
[33], [10, 34] : їм вдалося знайти ФР у першому порядку за градієнтами та рів-
няння гідродинаміки з урахуванням дисипативних процесів. Зауважимо, що для 
знаходження ФР на основі методу Чемпена–Енскога з інтегральних рівнянь те-
орії доцільно використовувати ортогональні поліноми (у випадку класичної ме-
ханіки – поліноми Соніна), що вперше було запропоновано Барнеттом [35]. За-
раз ідея застосування поліномів Соніна дуже широко використовується для 
отримання наближених аналітичних розв’язків кінетичних рівнянь як у просто-
рово-однорідному [8, 36, 37], так і в просторово-неоднорідному випадку [38 – 
40].  
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Барнетт також отримав ФР в другому порядку за градієнтами та відповідні 
часові рівняння для ПСО. Як відомо [41, 42], результати барнетівського набли-
ження не обов’язково покращують результати наближення Нав’є–Стокса (тобто 
часові рівняння для ПСО з урахуванням ФР, які отримані з точністю до першо-
го порядку за градієнтами), хоча відомі випадки, коли рівняння Барнетта дійсно 
поправляють рівняння Нав’є–Стокса (див. [43, 44]). Можливо, проблема поля-
гає в тому, що при побудові рівнянь Барнетта слід враховувати нелокальність 
інтегралу зіткнень, а в рамках методу Чемпена–Енскога використовують лока-
льні інтеграли зіткнень. Наприклад, відоме врахування нелокальності інтегралу 
зіткнень у роботах [45, 46]. 

Визначальний внесок до статистичної фізики вніс Боголюбов [1], сформу-
лювавши метод скороченого опису (МСО), окремим випадком якого є метод 
Чепмена–Енскога. Він висунув ідею функціональної гіпотези та сформулював і 
обґрунтував думку, що виникнення нормальних розв’язків є результатом при-
родної еволюції системи [47]. Згідно з ідеями Боголюбова [1], кількість ПСО 
зменшується з плином еволюції та на фінальному (гідродинамічному) етапі 
еволюції система описується такими ПСО: густинами компонент, масовою 
швидкістю та температурою.  

Боголюбовим також було виведено ланцюжок часових рівнянь для багато-
частинкових функцій розподілу (ланцюжок Боголюбова–Борна–Гріна–Івона–
Кірквуда), що дозволило покращити математичне обґрунтування теорії нерів-
новажних процесів.  На основі своєї функціональної гіпотези, відповідно до 
якої з плином еволюції багаточастинкові ФР починають залежати від часу через 
одночастинкову ФР, він вивів кінетичні рівняння Больцмана (у випадку малої 
густини) та Ландау–Власова (у випадку малої взаємодії) для одночастинкової 
ФР. Зазначимо, що в оригінальній роботі Больцмана [48] його кінетичне рів-
няння було виведено з феноменологічних міркувань. Ланцюжок Боголюбова та 
його узагальнення активно використовуються в статистичній фізиці. Узагаль-
нення цього ланцюжка застосовується в теорії густих газів у рамках методу Зу-
барєва [49]. Відомі застосування ланцюжка до моделі твердих сфер [50], для 
отримання немарківських кінетичних рівнянь [51, 52], для виведення квантових 
кінетичних рівнянь на математичному рівні строгості [53, 54], для дослідження 
кореляцій у квантових системах [55], для дослідження систем у зовнішніх сто-
хастичних полях [56], для дослідження сумішей непружних твердих сфер [57], 
для отримання рівнянь гідродинаміки для мікроскопічної фазової густини [58] 
тощо.  

Відповідно до функціональної гіпотези Боголюбова [1], скорочений опис 
систем починається з деякого характерного часу, а не з часу 0t  . При цьому 
ефективні початкові умови, тобто початкові умови, які можна отримати на ос-
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нові продовження часових рівнянь МСО до 0t  , та реальні початкові умови 
для ПСО не обов’язково збігаються. Наприклад, навіть для системи з слабкою 
просторовою неоднорідністю у випадку, коли початковий стан системи є макс-
велівським локально-рівноважним станом, ефективні та реальні початкові умо-
ви будуть відрізнятись на величину порядку квадрату малих градієнтів [59]. 

Основною задачею МСО є пошук нерівноважної ФР та часових рівнянь 
для ПСО. Можна стверджувати, що МСО вдається реалізувати, якщо розв’язки 
базових рівнянь методу вдається знайти і обчислити ФР та часові рівняння для 
ПСО. На жаль, знайти розв’язки вдається лише в деякій теорії збурень (хоча є 
окремі випадки точно розв’язуваних моделей, наприклад, точно розв’язуваним 
є кінетичне рівняння для нерівноважного газу броунівських частинок у рівно-
важному середовищі [60, 61]). В деяких досить поширених випадках є «рецепт» 
як вибирати ПСО так, щоб МСО Боголюбова можна було реалізувати. Напри-
клад, він реалізується в кінетиці повільних змінних, окремим випадками якої є є 
стандандартна гідродинаміка слабко неоднорідних станів системи. В такому ра-
зі малим параметром, за яким будується теорія збурень, є той параметр, який 
характеризує малість часових похідних ПСО (в рамках методу Чепмена–
Енскога цим малим параметром є градієнти). Ще один дуже поширений випа-
док – модель Пелетмінського–Яценка [9]. Вона використовується тоді, коли га-
мільтоніан системи можна представити як суму головного внеску та малої поп-
равки до нього за умови, що головний внесок веде до лінійного рівняння для 
ПСО.  Модель Пелетмінського–Яценка використовується для дослідження ко-
реляцій електромагнітного поля у плазмі, яка знаходиться на гідродинамічному 
етапі еволюції [62, 63]; для дослідження моделі Дікке [64 – 66]; для досліджен-
ня динаміки кореляцій електромагнітного поля у рівноважному середовищі [67] 
тощо. Проте зауважимо, що загального «рецепту» вибору ПСО системи у 
зв’язку з відповідною теорією збурень, на жаль, не існує. Для кожного випадку 
ПСО і малі параметри теорії «викристалізовуються» в процесі експерименталь-
ного та теоретичного дослідження системи. 

Однією з найважливіших задач сучасної теорії нерівноважних процесів є 
узагальнення методу Чемпена–Енскога для опису етапів еволюці, більш ранніх 
за гідродинамічний [68]. Ця задача є актуальною як для слабко, так і для сильно 
нерівноважних систем. В монографії пропонується узагальнення методу Чем-
пена–Енскога для урахування впливу релаксаційних ступенів свободи системи 
на гідродинамічні процеси. При цьому вивчаються стани систем, які знаходять-
ся в околі стандартного гідродинамічного стану. Особливу увагу приділено до-
слідженню на цій основі властивостей повністю іонізованої двокомпонентної 
електрон-іонної плазми, а  також узагальненню метода Греда. В наш час метод 
Греда та його модифікації активно застосовується до фізики плазми [69 – 71], 
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до теорії гранулярних матеріалів [72, 73], до дослідження структури ударних 
хвиль [74], до побудови релятивістської гідродинаміки [75, 76], та до інших си-
стем і задач. 

Окремим випадком такого узагальнення методу Чемпена–Енскога є задача 
релаксації температур та швидкостей компонент повністю іонізованої плазми в 
просторово-однорідному випадку. Це узагальнення базується на ідеї функціо-
нальної гіпотези Боголюбова [1]. Задачу релаксації температур компонент пла-
зми у просторово-однорідному випадку вперше розглянув Ландау [4] на основі 
виведеного ним кінетичного рівняння для опису плазми. Зауважимо, що у робо-
ті [4] Ландау вивів своє рівняння з кінетичного рівняння Больцмана, врахував-
ши деякі особливості кулонівських зіткнень, хоча інтеграл зіткнень Ландау мо-
жна безпосередньо отримати в МСО на основі наближення малої взаємодії [1, 
9]. При розгляді задачі релаксації температури Ландау базувався на наближен-
ні, що просторово-однорідні функції розподілу компонент (ФРК) є максвелівь-
кими з залежними від часу температурами компонент, тобто це зроблено у на-
ближенні локальної рівноваги (НЛР). Ним було отримано час релаксації темпе-
ратури в головному порядку за малим відношенням мас електрона до іона. Піз-
ніше Спітцер [77] отримав поправку до цього результату в більш високому по-
рядку за відношенням мас. Задача релаксації швидкостей розглянута в книзі 
[16] на основі НЛР, при цьому час релаксації швидкостей знайдено в головному 
порядку за відношенням мас. НЛР досить широко використовується в літерату-
рі. Наприклад, на ньому базувався Брагінський у своїх піонерських досліджен-
нях гідродинаміки плазми [39, 78]. На ньому базується дослідження процесів 
переносу в багатокомпонентній плазмі [79]. Воно використовується в дослі-
дженні релаксації гарячих точок у плазмі, яка згенерована лазерним випромі-
ненням [80 – 82]. НЛР також є основою дослідження потоків та кінетичних ко-
ефіцієнтів плазми у випадку градієнтів довільної величини [40, 83, 84]. Воно є 
основою методу Чепмена–Енскога в наближені часу релаксації [85]. НЛР ши-
роко використовується не лише у фізиці плазми. Наприклад, релаксація в прос-
торово-однорідній двокомпонентній електрон-фононній системі на основі на-
ближення локальної рівноваги розглядається в роботі [86]. Воно 
використовується в кінетичній теорії частинок, які взаємодіють із гідродинамі-
чним середовищем [87]. У роботі [88]  зазначено, що НЛР взагалі має викорис-
товуватися для опису стандартних гідродинамічних станів системи. 

Проте відомі роботи, де підіймається проблема порушення НЛР. Напри-
клад, така проблема обговорюється в теорії полярона [2, 7, 8]. Проблема пору-
шення НЛР підіймається в роботі [89], яка присвячена релаксації поступальної 
та обертальної енергії в просторово-однорідній системі. Проблема необхідності 
пошуку просторово-однорідних розв’язків без припущення про НЛР є важли-
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вою проблемою в теорії гранулярних систем [90]. Для плазми задача отримання 
поправок до НЛР також є актуальною [91]. Тому задача отримання ФРК у прос-
торово-однорідному випадку безпосередньо з кінетичного рівняння та порів-
няння результатів з НЛР є важливою задачею статистичної фізики. У моногра-
фії ця задача вирішується для просторово-однорідних станів системи у випадку, 
коли відхилення ПСО від їх рівноважних значень малі. Це дає змогу реалізува-
ти метод скороченого опису Боголюбова як кінетику повільних змінних.  

Зауважимо, що в статистичній фізиці дуже часто НЛР є наближенням од-
ного полінома Соніна та поправки до нього можна шукати в більшій кількості 
поліномів. Наприклад, такі результати отримані в роботі [8], присвяченій засто-
суванню методу Чемпена–Енскога до теорії полярона. Аналогічні ідеї відмічені 
в роботі [92], присвяченій дослідженню суміші гранулярних компонент. При 
цьому розв’язок кінетичного рівняння в наближенні одного полінома повністю 
визначається додатковими умовами до рівнянь теорії, тобто означеннями ПСО 
системи в термінах ФРК.  

Зауважимо також, що у роботах попередників фактично вивчалась лінійна 
теорія релаксації, тобто розглядались лише такі внески в часові рівняння для 
ПСО, які є лінійними за відхиленнями ПСО від їх рівноважних значень. В цій 
роботі додатково вивчається квадратична теорія релаксації, тобто вивчаються й 
квадратичні за малими відхиленнями внески до ФРК та до часових рівнянь для 
ПСО. Задача дослідження квадратичної релаксації є цікавою, оскільки внески, 
які є квадратичними за малими відхиленнями, але головного порядку за відно-
шенням мас, на деякому етапі еволюції можуть бути порівняні з внесками 
більш високого порядку за відношенням мас в рамках лінійної теорії релаксації.  

У сучасній статистичній фізиці є досить поширеною ідея будувати теорію 
збурень у рамках МСО Боголюбоова не лише за малими градієнтами, але й за 
додатковими малими параметрами. Наприклад, такі ідеї застосовуються для 
опису впливу релаксації на гідродинаміку поляронного газу в теорії твердого 
тіла [93, 94], в задачі кінетики фотонів у рівноважному плазмовому середовищі 
[95, 96]. Теорія просторово-неоднорідних станів частинок, що слабко взаємоді-
ють із гідродинамічним середовищем, будується на основі кінетики повільних 
змінних за двома малими параметрами [97 – 99]: малою взаємодією та малими 
градієнтами. Фізично така теорія може застосовуватись для опису поширення 
нейтронів у середовищі без розмноження та захвату. 

Запропоноване в цій роботі узагальнення методу Чемпмена–Енскога базу-
ється на використанні теорії збурень за двома малими параметрами, перший з 
яких описує малі відхилення ПСО від їх стандартних гідродинамічних значень, 
а другий – малі градієнти в системі. При цьому маємо кінетику повільних змін-
них: ФРК  і часові рівняння для ПСО шукаються в теорії збурень за вищезазна-
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ченими двома малими параметрами. В рамках цієї теорії збурень теорія нульо-
вого порядку за відхиленнями є стандартною гідродинамікою, а теорія нульово-
го порядку за градієнтами є теорією просторово-однорідного стану, в рамках 
якої (див. вище) отримуються поправки до НЛР. У роботі також вивчається пе-
рший порядок одночасно і за відхиленнями, і за градієнтами, що дає змогу дос-
лідити вплив поправок до НЛР на гідридинаміку системи. При цьому актуаль-
ною задачею є вивчення впливу релаксаційних процесів на потоки та кінетичні 
коефіцієнти системи. В теорії плазми релаксаційні внески в потоки та кінетичні 
коефіцієнти раніше не вивчались ні у випадку малих градієнтів [39, 78], ні у ви-
падку градієнтів довільної величини [40, 83, 84]. 

У монографії ставиться також і задача дослідження мод плазми. Як відомо, 
ідеї скороченого опису широко використовуються для отримання мод системи. 
Загально відомий та дуже широко вживаний метод отримання мод: отримати 
матрицю лінеаризованих рівнянь для ПСО та дослідити власні значення та вла-
сні функції цієї матриці [100 – 102]. У випадку виходу за звичайну гідродинамі-
ку використовують узагальнену гідродинамічну матрицю. На основі цих ідей 
отримують моди також для систем, на які діє випадкова зовнішня сила [103]. 
Схожі ідеї використовує львівська школа статистичної фізики в рамках методу 
узагальнених колективних мод [3]. Цей метод передбачає використання в якості 
ПСО системи стандартних гідродинамічних ПСО та їх часових похідних для 
дослідження часових кореляційних функцій. Відомі застосування цього методу 
до дослідження властивостей розплавів солей [104], густих рідин та газів [105 – 
107], рідких металів та сплавів [108, 109]. 

Як відомо [9, 100,110], на основі кінетичного рівняння Власова із самоуз-
годженим членом отримуються плазмові моди, фізичний зміст яких – коливан-
ня заряду під дією самоузгодженого поля.  Однак, звичайно плазмові моди 
отримуються на основі методу діелектричної проникності без використання 
скороченого опису. Зауважимо також, що при розгляді задачі мод плазми ши-
роко застосовується модель желе, тобто підсистема іонів вважається рівноваж-
ною. Оскільки наявність інтегралу зіткнень у просторово-однорідному випадку 
описує релаксаційні кінетичні моди системи [16], логічно очікувати, що розгляд 
мод на основі кінетичного рівняння дасть релаксаційне згасання плазмових 
хвиль. Відоме отримання плазмових мод в роботі [101], але часові рівняння для 
ПСО в ній виписуються феноменологчіно, а не отримуються строго на базі кі-
нетичного рівняння, і в основі розгляду лежить модель желе. Тому актуальною 
є задача пошуку мод плазми на основі методу скороченого опису Боголюбова з 
урахуванням відхилення ФР іонів від рівноважної. У монографії така задача ро-
зглядається для кінетичного рівняння Ландау та кінетичного рівняння Ландау–
Власова. Також досліджується релаксаційне згасання плазмових хвиль, фізична 
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причина якого – процес релаксації швидкості, та проводиться порівняння з ві-
домим результатами, стосовними згасання Ландау [111].  Зауважимо, що задача 
знаходження мод кінетичного рівняння Ландау, яка розглядається в роботі, є 
важливим етапом побудови кінетичної теорії та мод плазми на основі рівняння 
Ліувілля та гамільтоніану, отриманого в роботі [112], тому що вона дає змогу 
зменшити розмірність задачі. 

Зауважимо, що крім методів, які є узагальненнями методу Чемпена–
Енскога, у сучасній статистичній фізиці широко використовуються методи, які 
ґрунтуються на рівнянні Ліувілля або відповідному ланцюжку функцій розпо-
ділу, зокрема метод нерівноважного статистичного оператора (нерівноважної 
функції розподілу) Зубарєва [88, 113, 114]. Цей метод теж базуэться на ідеї ско-
роченого опису. Він полягає в узагальненні рівноважної теорії Гіббса на нерів-
новажний випадок і побудові на цій основі нерівноважного статистичного опе-
ратора системи, який дозволяє отримати кінетичні рівняння, рівняння переносу 
та кінетичні коефіцієнти системи. Цей метод є досить популярним у статистич-
ній фізиці, оскільки його можна, формально кажучи, використовувати як для 
сильно, так і для слабко нерівноважних систем. Наприклад, його широко засто-
совує львівська школа статистичної фізики [115 – 117].  

Ще одним методом, який досить широко використовується в сучасній ста-
тистичній фізиці, є метод функцій Гріна [11, 118]. Наприклад, за його допомо-
гою можна отримати плазмові хвилі [67, 119].  

Проте метод, який розвинено в монографії, є простішим та зручнішим для 
опису станів систем, які знаходяться поблизу стандартного гідродинамічного 
стану. Він без складної операторної техніки та методів теорії поля дозволяє 
отримати релаксаційні поправки до потоків та кінетичних коефіцієнтів системи. 
Більш того, за його допомогою зручно враховувати поправки до НЛР та їх 
вплив на гідродинамічні процеси.  
 

Висновки до розділу 1 
Питання, які розглядаються у монографії є актуальними та використання в 

роботі методу скороченого опису нерівноважних станів Боголюбова для їх дос-
лідження є доцільним. 
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РОЗДІЛ 2 
 МЕТОД ЧЕМПЕНА–ЕНСКОГА  

РОЗВ’ЯЗУВАННЯ КІНЕТИЧНИХ РІВНЯНЬ 
 

Цей розділ присвячено опису відомого в літературі стандартного методу 
Чемпена–Енскога. Розглянемо метод на прикладі кінетичного рівняння Больц-
мана [48], яке є фундаментом теорії нерівноважних процесів. У загальному ви-
падку класичної механіки для газу однакових частинок, які взаємодіють за до-
помогою парних центральних сил, воно має вигляд  

f ( , ) f ( , )
(f( , ))p pn

p
n

x t x tp
I x t

t m x

 
  

 
, (2.1)

де інтеграл зіткнень визначається формулою 
f ( , ) f ( , )

(f( , ))p pn
p

n

x t x tp
I x t

t m x

 
  

 
 (2.2)

(див., наприклад, [9]). Тут (| |, )q nq  
 – диференціальний переріз розсіяння час-

тинок, 1p


, 2p


 – імпульсі частинок після зіткнення частинок з імпульсами 1p


, 

2p


 

1 2 12
1

| |

2 2

p p p
p n

  
   

, 1 2 12
2

| |

2 2

p p p
p n

  
   

 ( 12 1 2p p p 
  

). (2.3)

Важливі властивості інтеграла зіткнень (2) стають очевидними при записі 
його у вигляді 

3 3 3 3
1 2 3 4 1 2 3 4(f ) ( , ; , )pI d p d p d p d p W p p p p 

   
 

1 2 3 4 3 4 1 2{ ( ) ( ) ( ) ( )}{f f f f }p p p p p p p p            
       

 

1 2 3 4 1 2 3 4( ) ( )p p p p           
   

, 

12 34
1 2 3 4 12 342

12 34

1
( , ; , ) ( | || |, )

| || |

p p
W p p p p p p

m p p


      
  , 

(2.4)

де заради стислості позначено f f
ii p , 

ii p  , 2 / 2p p m  , 34 3 4p p p 
  

. Дві 

останні  -функції виражають собою закони збереження імпульсу і енергії при 
парних зіткненнях. 

Інтеграл зіткнень (2.4) має властивості 
3 (f ) 0pd pI  , 3 (f ) 0l pd pp I  , 3 (f ) 0p pd p I  , (2.5)

які дозволяють вивести з кінетичного рівняння закони збереження маси, імпу-
льсу і енергії в диференціальній формі 

( , )( , ) n

n

x tx t

t x

 
 

 
, 

( , ) ( , )l ln

n

x t t x t

t x

 
 

 
, 

( , ) ( , )n

n

x t q x t

t x

 
 

 
. (2.6)
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Тут густини маси ( , )x t , імпульсу ( , )l x t  і енергії ( , )x t  визначаються 

формулами 

     3( , ) f ( , )px t m d p x t   ,  3( , ) f ( , )l l px t d pp x t   ,  3( , ) f ( , )p px t d p x t   , (2.7)

а густини потоків енергії ( , )nq x t , імпульсу ( , )nlt x t  даються виразами  

3( , ) f ( , )n
ln l p

p
t x t d pp x t

m
  , 3( , ) f ( , )n

n p p

p
q x t d p x t

m
  . (2.8)

Відомо, що рівняння гідродинаміки (газодинаміки) можна записати в фор-
мі (6) при визначенні локальної швидкості ( , )l x t  і температури ( , )T x t  газу фо-

рмулами 

( , ) ( , ) ( , )l lx t x t x t   , 23 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2 2
x t x t T x t x t x t

m
      . (2.9)

Перша формула є стандартним означення не тільки для газу, а і для рідини. За-
проваджена нею швидкість називається ще масовою, оскільки її можна розумі-

ти як швидкість центра мас елементу об’єму рідини l ldV dV  . Друга фо-

рмула справедлива тільки для газу, оскільки перший доданок в ній є гус-
тина енергії ідеального рівноважного газу в системі відліку, де він поко-
їться (іншими словами, у супутній системі відліку), а другий доданок – це 
наслідок перетворення Галілея.    

Крім того встановлено, інтеграл зіткнень Больцмана обертається в нуль 
тільки при підстановці в нього розподілу Максвелла ( )pw   

( ( )) 0pI w   ,  ( ) ( )o
p p mw w   ,  

3/ 2
( )

(2 )

p

o T
p

n
w e

mT







  (2.10)

(  :T , l ,n ). Означення локальної температури (2.9) показує, що при розраху-

нку густини енергії рідини формулою (2.7) можна використовувати розподіл 

Максвелла ( ( , ))pw x t . Це означає, що рідина перебуває у стані локальної рів-

новаги. Далі буде показано, що локально-рівноважна функція розподілу в гід-
родинаміці не є точним розв’язком кінетичного рівняння при наявності в ній 
релаксаційних процесів, які можуть відбуватися як у просторово-неоднорідних, 
так і у просторово-однорядних станах системи. Такі процеси далі називаються 
релаксаційними в вузькому розумінні цих слів, оскільки звичайно всі нерівно-
важні процеси називають релаксаційними. 

Використання в формулах (2.7), (2.8) в якості функції розподілу f ( , )p x t  

локального розподілу Максвелла ( ( , ))pw x t  приводить (2.6) до рівнянь гідро-

динаміки ідеальної рідини (з термодинамікою ідеального газу). На основі цього 
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факту Гільберт запропонував досліджувати розв’язки рівняння Больцмана, вво-
дячи в нього формальний малий параметр g  

f ( , ) f ( , ) 1
(f( ))p pn

p
n

x t x tp
I x

t m x g

 
  

 
 (2.11)

Розвинута Гілбертом теорія [32] не дозволила отримати рівняння гідродинаміки 
реальної рідини, тобто рівняння гідродинаміки з урахуванням дисипативних 
процесів в’язкості, теплопровідності та дифузії (див. обговорення в [120]).  Ма-
лий параметр g  може бути введений шляхом переходу в рівнянні Больцмана до 

безрозмірних змінних на основі оцінок 

f f
~p p

t 



, 
f f

~p p

lx l




, 
f

f
(f ) ~ p p

p

w
I




, ~l Tp m , 

~ Tl   , f f~ Tl   ; f /g l l , 

(2.12)

де 1/ 2( / )T T m   – характернее значення теплової швидкості,   – характерний 

час еволюції системи, l  – характерний розмір неоднорідностей в системі, f , fl  

– час і довжина вільного пробігу. Цей параметр g  ще називається числом Кну-

дсена і дає можливість формально оцінити малість градієнтів гідродинамічних 
змінних формулою  

1
/ ... ~

s

s s
l lx x g   . (2.13)

Метод Гільберта був вдосконалений Чепменом і Енскогом. Відповідно до 
[10], де взятий за основу підхід Енскога [34], вони шукали розв’язок рівняння 

Больцмана у формі функціоналу від гідродинамічних змінних f ( , ( ))p x t , вва-

жаючи, що таку структуру функція розподілу f ( , )p x t  набуває після перебігу 

деякого перехідного процесу. Цей розв’язок був названий нормальним. Дослі-
дження Гільберта теж показали, що гідродинамічні стани системи описуються 
саме нормальним розв’язком, але у нього не було ідеї, що таку структуру функ-
ція розподілу набуває в природній еволюції. У просторово-однорідному випад-
ку розподіл Максвелла встановлюється відповідно до (2.12) за час вільного 
пробігу f . У неоднорідному випадку після перебігу часу f  система описуєть-

ся нормальним розв’язком. В літературі розв’язки кінетичного рівняння струк-

тури f ( , ( ))p x t  найчастіше називають нормальними розв’язками Гільберта. 

Метод Чепмена–Енскога був розвинутий Боголюбовим в рамках його ідеї 
функціональної гіпотези, яка була покладена ним в основу його методу скоро-
ченого опису нерівноважних процесів [1] (див. також [9]). Функциональна гіпо-
теза, яка лежить в основі метода Чепмена–Енскога, записується у вигляді 
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0 0f ( , ) f ( , ( ,f ))p pt
x t x t  ,   0f ( ) f ( , 0)p px x t  , (2.14)

з додаванням означень гідродинамічних параметрів 
3 f ( , ) ( )pd p x n x  ,  3 f ( , ) ( ) ( )l p ld pp x mn x x  , 

3 23 1
f ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2p pd p x n x T x mn x x    . 
(2.15)

Співвідношення (2.14) показує, що функція розподілу за великих часів 

0t   залежить від часу тільки через посередність параметрів скороченого опи-

су 0( , ,f )x t : 0( , ,f )T x t , 0( , ,f )l x t , 0( , ,f )n x t . За часів 0t  інформація про 

початковий стан системи 0f ( )p x  зберігається тільки в цих параметрах, а функці-

онал f ( , )p x   не залежить від 0f ( )p x . Формули (2.15) є точними означеннями 

параметрів скороченого опису. Характерний час 0 залежить від початкового 

стану системи 0f ( )p x  і звичайно оцінюється як час вільного пробігу f . Стрілка 

в функціональній гіпотезі символізує те, що функція 0f ( , ( ,f ))p x t  є асимптоти-

чне значення функції розподілу f ( , )p x t . Процедура обчислення асимптотики 

передбачається такою, що при 0t   функція 0f ( , ( ,f ))p x t  задовольняє кінети-

чне рівняння точно 

0 0
0

f ( , ( ,f )) f ( , ( ,f ))
(f ( , ( ,f )))p pn

p p
n

x t x tp
I x t

t m x

 


 
  

 
. (2.16)

Кінетичне рівняння (2.1) разом з функціональною гіпотезою (2.14) і озна-
ченнями (2.15) веде до замкнутих рівнянь гідродинаміки виду 

0
0

( , ,f )
( ,f ( ( ,f )))

x t
L x t

t











. (2.17)

Ці рівняння справедливі при 0t  , однак їх розв’язок можна продовжити 

до моменту 0t  . При цьому параметри скороченого опису 0( , ,f )x t  за часів 

00 t    фізичного сенсу не мають. Однак це продовження дозволяє визначити 

корисні для теорії величини 0( , 0,f )x t  , які називаються ефективними поча-

тковими умовами. Після такого продовження рівняння (2.16) також буде вико-
нуватись при 0 t   . 

Рівняння (2.16), (2.17) дають таке рівняння для функціонала f ( , )p x   

f ( , ) f ( , )
( ,f ( )) (f ( , ))

( )
p pn

p
n

x xp
dx L x I x

x m x
 

  
 




    
  , (2.18)

яке слід розв’язувати в теорії збурень за градієнтами разом з додатковими умо-
вами (2.15). В результаті знайдемо 
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2f ( , ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )o n
p p p l p nl

p p ml l

T
x w A p B p O g

x x 


    

 

 
      

, (2.19)

де ( )o
pw   – розподіл Максвелла (10), 2( ) / 3nl n l nlp p p p   , 1T   (справа за-

ради стислості не вказана залежність величин ( )x  від x ). Скалярні функції 

( )A u , ( )B u  задовольняють інтегральні рівняння Фредгольма І роду 

ˆ ( ) ( 5 / 2)p l p lKA p p
m

    ,   ˆ ( ) ( ) ( )p nl nlKB p p
m

     (2.20)

і додаткові умови 

( ) 0p pA     ,   3 ( )o
p p pg d pw g    , (2.21)

pg – довільна функція. Оператор  лінеаризованого інтегралу зіткнень K̂  у рів-

няннях (2.20) визначається формулами 
3ˆ ( , , )p pKg d p K p p g    , 1( , ) ( ) ( , , ) ( )o o

p pK p p w M p p w      ,

 
f ( )

(f )
( , , )

f
o

p

p w

I
M p p






  

  . 
(2.22)

Функція розподілу  (2.19)  дає звичайні вирази для густини енергії і густин 
потоків енергії та імпульсу однокомпонентної рідини 

2 / 2o    , mn  ; 

2( / 2)o o o
l l ln nq q t       , o

nl nl n lt t    ;  2( )o
l

l

T
q O g

x
 

  


, 

22
( )

3
o n l m m
nl nl nl nl

l n m m

t p O g
x x x x

      
    

          
, 

(2.23)

де o
lq , o

nlt  – густини потоків в супутній системі відліку. До виразів (2.23) також 

входять тиск p , густина енергії в супутній системі відліку o , зсувна  , 

об’ємна   в’язкості і теплопровідність  , які даються формулами 

p nT , 3 / 2o nT  ;  22
( )

3 p pA      , 24
( )

15 p pm B      , 0  . (2.24)

Функції ( )A u , ( )B u  обернено пропорційні густині газу n , а також залежать від 

температури T . 
Рівняння гідродинаміки  можуть бути записані в звичайному вигляді 

l
l

l lt x x

     
  

  
, 

1 o
n n nl

l
l l

t

t x x

 


  
  

  
, (2.25)
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o o o
o ol l n

l nl
l l l l

q
t

t x x x x

        
    

    
. 

Останнє рівняння з урахуванням виразу (2.24) для o  дає рівняння для темпера-
тури 

2

3

o
ol n

l nl
l l l

T T q
t

t x n x x


    

        
. (2.26)

Рівняння (2.20) для функцій ( )A u , ( )B u  можуть бути розв’язані тільки на-

ближено. Барнетту [35] належить метод пошуку їх розв’язків шляхом їх розкла-

дення за ортогональними поліномами Соніна ( )nS x . Вибір саме цих поліномів у 

значній мірі пов’язаний з їх ортогональністю з ваговою функцією типу розподі-
лу Максвелла 

0

( 1)
( ) ( )

!
x k k

k k

k
dxx e S x S x

k


 
 





  

 ,   0 ( ) 1S x  , (2.27)

що, наприклад, дає 

3 1/ 2
1/ 2

2 ( 1)
( )( ) ( ) ( )

!
o k k
p p p p k k

k
d pw S S

k


 
    





  

 . (2.28)

Вибір величини   дозволяє спростити врахування додаткових умов (2.21) і 
отримати прості формули для кінетичних коефіцієнтів. Звичайно використову-
ються розкладення [100] 

3/ 2
0

( ) ( )k
k

k

A u a S u




 ,  5/ 2
0

( ) ( )k
k

k

B u b S u




 . (2.29)

При цьому додаткові умови (2.21) зводяться тільки до вимоги, що 0 0a  , а ви-

рази (2.24) для кінетичних коефіцієнтів набувають вигляду 
2

15 / 2k T na ,   2 2
0m T nb  . (2.30)

Рівняння для коефіцієнтів розкладень (2.29) можно записати відповідно до 
(2.20), (2.29) у вигляді 

,1
1

15

2kk k k
k

A a n


 


 ,  ,0
0

10kk k k
k

nm
B b 





 


   (2.31)

де  

3/ 2 3/ 2{ ( ) , ( ) }k k
kk p l p lA S p S p 
  ,  5/ 2 5/ 2{ ( ) ( ), ( ) ( )}k k

kk p ln p lnB S p S p 
    . (2.32)

Ці коефіцієнти виражені через білінійну форму, яка визначається формулами 
3 3ˆ{ , } ( ) ( , , )o

p p p p p p pg h g Kh d pd p w K p p g h         

1 2

3 3 3 3
1 2 3 4 1 2 3 4( , ; , ) ( ) ( )o o

p pd p d p d p d p W p p p p w w  
   

 

1 2 3 4 1 2 3 4( ) ( )p p p p            
   

 

(2.33)
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1 2 3 4 1 2 3 4
{ }{ }p p p p p p p pg g g g h h h h        

( pg , ph  – довільні функції). Форми такого типу широко використовуються в те-

орії кінетичних рівнянь [121], оскільки мають корисні властивості 

{ , } { , }p p p pg h h g ,    { , } 0p pg g  ,    2{ , }{ , } { , }p p p p p pg g h h g h . (2.34)

Інтегральні рівняння (2.20) з додатковими умовами (2.21) дають такі вирази для 
кінетичних коефіцієнтів 

2
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{ ( ) , ( ) }

3 p l p lA p A p  


 ,  
1

{ ( ) ( ), ( ) ( )}
10 p ln p lnB p B p  


   , (2.35)

з яких є очевидна їх додатність.  
 Системи рівнянь (2.31) розв’язують наближено, залишаючи в рядах (2.29) 
відмінними від нуля тільки декілька перших членів. Наприклад, у наближенні s  
поліномів покладають, що 
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B u b S u
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 , (2.36)

куди входять  коефіцієнти, які задовольняють рівняння 
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B b 
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 
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  . (2.37)

Цей підхід будемо називати методом обірваного розвинення за ортогональними 
поліномами. 
 Збіжність цієї процедури випливає з варіаційного принципу, який є наслі-

док властивостей (2.34) оператора лінеаризованого інтеграла зіткнень K̂  і вста-
новлений Колером [122]. Інтегральні рівняння (2.20) для деякої функції p  ра-

зом з додатковими умовами (2.21) мають структуру 
ˆ

p pK F  , 0p ip    , (2.38)

де pF  – відома функція. Тут ip  – гідродинамічні моди системи, тобто власні 

функції оператора K̂ , які відповідають нульовим власним значенням 
ˆ 0ipK   (2.39)

Введемо до розгляду функцію p , яка задовольняє умови 

{ , }p p p pF     , 0p ip    . (2.40)

Тоді справедливі твердження   
{ , } { , }p p p p     ; { , } { , }p p p p p p       . (2.41)
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 Таким чином, розв’язок p  інтегрального рівняння (2.38) можна шукати 

як максимум функції { , }p p   при додаткових умовах (2.40). Нехай 

{ ;1 }kpu k    – деяка повна система функцій. Оберемо функцію p  у формі 

1

s

p k kp
k

c u


  (2.42)

(виконання другої умови з (2.40) можна забезпечити вже на рівні цього виразу). 
Тоді пошук максимуму величини { , }p p   за допомогою метода множників Ла-

гранжа дає таке рівняння для коефіцієнтів kc  

1

{ , }
s

kp k p k kp p
k

u u c u F 


    (2.43)

Воно повністю аналогічне рівнянням (2.37) і випливає з (2.38) підстановкою в 
нього виразу (2.42). Збільшення кількості функцій s  у розкладенні (2.42) при 
виборі коефіцієнтів kc  відповідно до (2.43) веде до збільшення величини 

{ , }p p  , що забезпечує збіжність процедури обчислення при збільшенні s .  

Зазвичай, при розв’язуванні інтегральних рівнянь теорії в методі обірвано-
го розвинення за ортогональними поліномами обмежуються наближеннями од-
ного та двох поліномів [9, 10, 121]. 

 
Висновки до розділу 2 

У розділі описано відомий у літературі метод Чемпена–Енскога для стан-
дартного гідродинамічного стану системи. В основі метода Чепмена–Енскога за 
Боголюбовим лежить його ідея функціональної гіпотези. Ця ідея дозволяє уза-
гальнити метод з метою врахування негідродинамічних ступенів свободи сис-
теми.  Вона є основою метода скороченого опису нерівноважних процесів Бо-
голюбова – загального метода дослідження нерівноважних систем. 
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РОЗДІЛ 3 

 ЗАГАЛЬНА ТЕОРІЯ РЕЛАКСАЦІЙНИХ ПРОЦЕСІВ В ОКОЛІ  
СТАНДАРТНОГО ГІДРОДИНАМІЧНОГО СТАНУ 

 
Цей розділ присвячено загальній теорії релаксаційних процесів в околі ста-

ндартного гідродинамічного стану системи, яка описується кінетичним рівнян-
ням типу Больцмана: 

    p pn
p

n

f fp
I f

t m x

 
 

 
  (3.1) 

де pf  – ФР системи та pI  – інтеграл зіткнень. Для простоти в цьому розділі бу-

дуть розглядатись однокомпонентні системи. Як буде видно в подальшому, хо-
ча розгляд двокомпонентних систем (наприклад, повністю іонізованої плазми) 
має деякі особливості, типи рівнянь у різних порядках теорії збурень для одно-
компонентних та двокомпонентних систем збігаються.  

Опис стандартного гідродинамічного стану є широко відомим у літературі. 
Як відомо [10, 12], параметрами стандартного гідродинамічного стану системи 
є густина числа частинок n , швидкість n  та температура T . Позначимо набір 

цих параметрів таким чином (далі ПСО стандартного гідродинамічного стану 
будемо нумерувати грецькими індексами) 

    , ,nn T  ; 0 T  , n n  , 4 n  .  (3.2) 

Уперше задачу пошуку ФР у стандартному гідродинамічному стані розг-
лядав Гільберт [32]. Він уперше ввів поняття нормальних розв’язків (тобто він 
уперше розглянув ФР як функціонал від ПСО) та запропонував шукати 
розв’язок у вигляді теорії збурень за малими градієнтами. Проте Гільберту вда-
лося знайти лише головний порядок цієї теорії збурень. В роботах Чемпена та 
Енскога [34], [10] отримано ФР у першому порядку за градієнтами та розгляну-
то дисипативні процеси. Зауважимо, що ідея використання поліномів Соніна в 
рамках методу Чемпена–Енскога належить Барнетту [35]. Боголюбов у своїй 
роботі [1] запропонував розгляд методу Чемпена–Енскога на основі ідеї функ-
ціональної гіпотези, яка підкреслює, що виникнення «нормальних» розв’язків – 
це не просто математичний «трюк», а результат природної еволюції системи. 
Як відомо [12], побудована на основі методу Чемпена–Енскога теорія переносу 
є в наш час найбільш розвиненою. Проте задача узагальнення методу Чемнена–
Енскога для опису систем на етапах еволюції, які передують гідродинамічному, 
є дуже актуальною задачею теоретичної фізики [68]. 
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Як відомо [1, 6], кількість ПСО зменшується з плином еволюції та на гід-
родинамічному етапі маємо ПСО, наведені в (3.2). На кінетичному етапі ево-
люції, який передує гідродинамічному, параметрів скороченого опису може бу-
ти більше, ніж параметрів скороченого опису гідродинамічного стану. Позна-
чимо додаткові ПСО системи як i  (нумерувати додаткові параметри будемо 

латинськими індексами). Вони на гідродинамічному етапі еволюції повністю 
задаються параметрами  . Щодо кінетичного етапу, то позначимо їх відхилен-

ня від своїх стандартних гідродинамічних значень як i : 

    h
i i i     .  (3.3) 

Будемо розглядати кінетичний етап еволюції біля його завершення, тобто 
відхилення i  будемо вважати малими.  

У деяких випадках, які досить широко зустрічаються, є стандартні проце-
дури вибору ПСО. Так, в якості ПСО стандартного гідродинамічного стану 
завжди вибираються параметри (3.2); у випадку, коли гамільтоніан системи є 
сумою головної частини та поправки до неї в деякій теорії збурень, використо-
вують модель Пететмінського–Яценка [9], де ПСО мають задовольняти деяким 
комутаційним співвідношенням.  Наприклад, така ситуація має місце при побу-
дові флуктуаціонної електродинаміки класичного електромагнітного поля в рі-
вноважному середовищі [123], при дослідженні кінетики електромагнітного по-
ля в рівноважній плазмі [124], при дослідженні моделі Дікке [125 – 127] та в ба-
гатьох інших випадках. 

 Однак зауважимо, що загального «рецепту» вибору ПСО системи не існує 
та для кожної системи окремо набір ПСО «викристалізовується» в ході її експе-
риментального та теоретичного дослідження. Означення ПСО в термінах ФР 
такі: 

3
pn d pf  ; 3

n n n pmn d pp f    , 2 33 1

2 2 p pnT mn d p f      , 

3
i i p pd p f   , 

2

2p

p

m
  , 

(3.4) 

де n  – густина імпульсу системи,   – густина енергії системи та ip  – мікрос-

копічні значення параметрів i . 

Ми маємо два малі параметри – малий параметр  , який описує відхилен-

ня  додаткових ПСО від їх стандартних гідродинамічних значень, та малий па-
раметр g , який описує градієнти: 

 

   i  ,   
1 2 ... s

s
s

n n n

g
x x x


  

 ,   
1 2 ... s

s
si

n n n

g
x x x





  

 .  (3.5) 
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Перший з двох наведених нижче підрозділів присвячено побудові рівнянь 
для частин ФР у різних порядках теорії збурень за   та g , другий – застосу-

ванню отриманих результатів до тринадцятимоментної задачі Греда [5].  У цій 
роботі показано, що відомі результати Греда [5] є наближенням одного поліно-
ма Соніна при розв’язанні просторово-однорідного кінетичного рівняння та що 
у наближенні більш високого числа поліномів можна отримати поправки до 
цих результатів. 

 
3.1. Побудова загальної теорії збурень за малими додатковими параметра-
ми та малими градієнтами 

Цей підрозділ присвячено побудові рівнянь для частин ФР у теорії збурень 
за   та g  в загальному випадку. Розгляд базується на ідеї функціональної гіпо-

тези Боголюбова: 

 

            
0

, , ,p pt
f x t f x t t   ,    ,  i  ,  (3.6) 

де 0
 

– деякий характерний час, який може залежати від початкового стану сис-

теми, проте зазвичай оцінюється як час зіткнення. На основі (3.6) перепишемо 
кінетичне рівняння (3.1): 

   
 
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, ,pn

p
n

f xp
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
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
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(3.7) 

де M  та iL  – часові похідні від ПСО, явні вирази для яких можна отримати на 

основі рівняння (3.1) та означень (3.4) (індекс o  зверху величини означає, що 
вона взята в системі відліку 0n  ): 
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x x m
 
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    

    

  3 , ,ip pd p I f x   , 

(3.8) 

У виразах для  M  використані потоки імпульсу та енергії 
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 3 , ,n
nl l p

p
t d p p f x

m
   ,  3 , ,n

n p p

p
q d p f x

m
    . (3.9) 

Також при виводі виразів для M  використано такі властивості інтегралу 

зіткнень, що відповідають законам збереження: 

 3 0pd pI f  ,   3 0n pd pp I f  ,   3 0p pd p I f  . (3.10) 

Як відомо, мета методу скороченого опису Боголюбова – знайти ФР та 
часові рівняння для ПСО. У цьому підрозділі ці величини визначаються в теорії 
збурень за   та g . У подальшому будуть використані такі визначення для по-

рядків теорії збурень  
( , )m n m nU g , (3.11) 

де U  – довільна величина, яка розглядається в теорії. Додатковими умовами до 
кінетичного рівняння (3.7) є означення (3.4). На основі (3.8) можна показати, 
що мають місце такі співвідношення: 

0n      ,0 0nM  ,   0, 0nL  .  (3.12) 

Очевидно, що головний порядок теорії збурень для ФР – це максвелівська 
ФР 

(0,0)
p pf w ,  

 
 2

3
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exp
22
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p mn
w

mTmT





 
  

 
 

. (3.13) 

Вона задовольняє додатковим умовам (3.4), і рівняння (3.7) у порядку 0 0g  

є тотожністю, бо мають місце такі співвідношення: 
(0,0) 0M  ,  (0,0) 0iL  ,   (0,0) 0pI f  . (3.14) 

Функції розподілу в різних порядках теорії збурень шукаємо у вигляді 
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(3.15) 

Зауважимо, що конкретний вигляд функцій (0,1)
pf  є відомим з досліджень 

стандартного гідродинамічного стану [10, 69]: вони не містять градієнта густи-
ни та дельта-частини при градієнті швидкості (зауважимо, що у випадку двоко-
мпонентних систем з’являється залежність від градієнту густини). Щодо ре-
зультатів для M , то маємо на основі (3.8): 

(0,1)
0

2

3
n

n
n n

T
M T

x x





  

 
,  (0,1) 1 1 n

n l
l l l

n T
M T

mn x m x x



 

   
  

, (0,2)
4 0M  , (3.16) 
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4 0M  . 

Результати для (0,1)M  та (0,2)M  є відомими результатами стандартної гідро-

динаміки [10, 69]; явний вираз результатів для (1,1)M  та (1,2)M  можна отримати 

на основі (3.9) при конкретних параметрах ip . Як бачимо, щоб отримати M  у 

другому порядку за градієнтами, треба знати лише відповідну ФР першого по-
рядку за градієнтами. 

Як при розгляді стандартної гідродинаміки, так і при розгляді кінетичного 
етапу еволюції нам знадобиться лінеаризований інтегральний оператор зіткнень 

K̂ , який задається стандартним означенням 

3ˆ
p pp pKg d pK g   ,  p pp pp pw K M w    ,  p

pp
p f w

I
M

f




 

 . (3.17) 

На основі цього оператора вводяться інтегральні дужки: 

  3 3,p p p pp p pg h d pd p w K g h   , (3.18) 

які мають такі властивості: 

   , ,p p p pg h h g ,  , 0p pg g  ,  , 0 1, ,p p p n pg g g p    .  (3.19) 

Часові похідні iL  нульвого порядку за градієнтами шукаємо у вигляді 
(1,0)
i ii i
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  .  (3.20) 

На основі рівняння (3.7) та додаткових умов (3.4) маємо: 

 ,ii ip i pa   ,     3 3 31
,

2ii i ip i i p p ip pp p i p i pb d pd p d p w K a a               , 

 p pp p pp p p pw K M w w       ,  
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pp p
p p f w

I f
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f f


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(3.21) 

Щодо рівнянь для ФР у просторово-однорідному випадку, то маємо такі 
рівняння з додатковими умовами: 

ˆ
ip i p ii

i

Ka a  


 ,   , 0ip pa   ,  ,ip i p iia    , 

0 p p  ,  np np  ,  4 1p  , 3
p p pg d pw g  , 

(3.22) 
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  3 31ˆ
2i i p ip ii i ii p ii ii p ii pp p i p i p

i i

Kb a b b d pd p K a a                     ,   

, 0i i p pb    ,  , 0i i p ipb    . 

Як бачимо з (3.22), кінетичне рівняння (3.7) у порядку 1 0g  є рівнянням на 

власні функції та власні значення лінеаризованого оператора зіткнень. З цим 
загальним фактом добре узгоджуються рівняння (4.28). Покажемо, що відхи-
лення i  

є лінійними комбінаціями кінетичних мод системи та має місце релак-

сація системи до стандартного гідродинамічного стану, тобто i  згасають із ча-

сом. Введемо праві та ліві власні функції матриці ii   (ліві власні функції, вза-

галі кажучи, не є транспонованими правими, бо матриця ii   не обов’язково є 

ермітовою) 

ii i i
i

u u    


 ,  i ii i
i

       .   (3.23) 

У матричному вигляді праві власні функції u  є стовпцями, а ліві   – ряд-

ками. Грецький індекс нумерує власні функції та значення, латинські індекси є 
матричними. Умови нормування та повноти мають вигляд: 

i i
i

u     ,   i i iiu 


   .   (3.24) 

На основі цих властивостей маємо 

i iu 


  ,   i i
i

     .   (3.25) 

Тоді з (3.20) та (3.21) випливає 

   2 1,O g
t


 


  

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

,   (3.26) 

тобто величина   згасає за часовим законом te 

 
– вона є кінетичною модою 

системи. Як бачимо (3.25), відхилення i  є лінійними комбінаціями кінетичних 

мод  . Залишилось довести, що ми дійсно маємо згасання, тобто 0  . На 

основі (3.22) маємо 

  ˆ
p pKa a   ,    , 0p pa   ,    ,p pa     , 

p ip i
i

a a u   ,   p i ip
i

    .  
(3.27) 

З першого рівняння в (3.27) отримаємо  

     23,p p p pa a d pw a     . (3.28) 

Очевидно, що інтеграл у правій частині (3.28) є додатним. Ліва частина 
(3.28) є додатною згідно з властивостями (3.19). Тоді очевидно, що виконується 
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нерівність 0  , тож дійсно маємо просторово-однорідну релаксацію до стан-

дартного гідродинамічного стану системи. 
На основі кінетичного рівняння (3.7) та додаткових умов (3.4) з урахуван-

ням вищеотриманих результатів можна показати, що часові рівняння для відхи-

лень i  
в порядку 1 1g  мають вигляд  

  (1,1) (1,1) 3 (1,0) 3 3 (1,1)ip n
i ip p ip pp p

n

p
L M d p f d pd p M f

x m
 


 

  

      
   

 
3 3 3 (1,0) (0,1)

ip pp p p pd pd p d p M f f      . 

(3.29) 

На основі кінетичного рівняння (3.7), додаткових умов (3.4) та результатів 
для часових рівнянь (3.16), (3.20), (3.21), (3.29) можна отримати таку структуру 

рівнянь для ФР у порядку 1 1g : 

    ,
ˆ

inp i np i i i p i p inp inp
i i

Kc c a c     
 

    ,
 

 ,
ˆ

i np i np i i i p i p i np i np
i i

Kd d a d        
 

     
(3.30) 

де inp  та i np  – дуже громіздкі, проте відомі функції (тобто inp  не містить inpc  

та i np  не містить i npd  ), при цьому i np  залежить від inpc . Самі функції inp  та 

i np  через свою надмірну громіздкість тут не виписані. Зауважимо, що, як буде 

видно в подальшому, таку саму структуру рівнянь ми матимемо при розгляді 

повністю іонізованої плазми в порядку 1 1g . Отримано такі додаткові умови до 

рівнянь (3.30): 

   0p inpc  ,      0ip inpc  ,     0p inp   , 
  

0p i npd   ,    0ip i npd    ,     0p i np    .  
(3.31) 

Для подальшого отримання часових рівнянь для ПСО та ФР необхідна кон-
кретизація додаткових параметрів i  та явного вигляду інтегралу зіткнень. На-

ступний підрозділ буде присвячено модифікації задачі Греда на основі побудо-
ваної тут теорії. 
 
3.2. Застосування загальної теорії до модифікованої задачі Греда 

Цей підрозділ присвячено застосуванню загальної теорії, яка розвинута в 
попередньому підрозділі, до модифікованої задачі Греда [5]. Як відомо, в три-
надцятимоментному наближенні Греда система описується стандартними гід-

родинамічними параметрами, а також потоком енергії o
nq  та безслідовим пото-

ком імпульсу o
nl , взятими в супутній системі відліку: 
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  3o n
n p p m

p
q d p f

m    ,    31

3
nlpo o o

nl nl mm p m

h
t t d p f

m      .     (3.32) 

На основі кінетичного рівняння (3.1) можна отримати такі часові рівняння 
для потоків: 
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(3.33) 

З рівнянь (3.33) маємо 
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(3.34) 

Для простоти розглянемо просторово-однорідний випадок. У цьому випад-
ку рівняння (3.34) набудуть вигляду: 

o
n

n

q
R

t








,   

 

o
nl

nlR
t








.
 

(3.35) 

ФР шукаємо у вигляді: 

   2 11 ,o o o
p p np n nlp nl

p p m
f w a q a O g


  

 
    .

 (3.36) 

Для функцій npa  та nlpb  згідно з міркуваннями обертальної інваріантності 

маємо: 
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np n pa p a ,   nlp nlp pa h b .
 (3.37) 

nlpa  не має  -частини, бо o
nl  є безслідовим, а згортка безслідового тензо-

ра з символом Кронекера є нульовою. На основі (3.33)–(3.35) можна отримати 

такі часові рівняння в порядку 1 0g : 
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(3.38) 

У подальшому будемо використовувати для простоти систему відліку 

0n   та не писати індекс o  над величиною. Для ФР у порядку 1 0g  маємо такі 

рівняння та додаткові умови: 
ˆ

p n q n pKa p p a ,   
 

ˆ
p nlp p nlpKb h b h , 

 0p pa  ,    2 3
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8p pb
m
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(3.39) 

Вирази для q ,   з (3.38) не є необхідними для розв’язання рівнянь (3.39), 

тому що їх виконання забезпечується додатковими умовами. Функції pa  та pb  

шукаємо у вигляді розвинення за поліномами Соніна: 
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Додаткові умови (3.39) накладають такі обмеження на коефіцієнти при по-
ліномах: 
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Інтегральні рівняння (3.39) мають такий матричний вигляд: 
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(3.42) 

На основі (3.41) та (3.42) в наближеннях одного та двох поліномів маємо: 
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(3.43) 

де індекс  n  означає, що величина взята в наближенні n  поліномів.  

Як бачимо, результати наближення одного полінома збігаються з результа-
тами роботи [5] та ФР у цьому наближенні повністю задається додатковими 
умовами. Зауважимо, що не лише для задачі Греда ФР у наближенні одного по-

лінома повністю задаються додатковими умовами в порядку 1 0g  – така ситуа-

ція зустрічається в багатьох задачах фізики. Наприклад, вона зустрічається в 
теорії плазми (див. розділ 4) та в теорії полярона [8]. Знайдені ФР та часи рела-
ксації потоків у наближенні двох поліномів є поправками до відомих результа-
тів Греда. 

Наприкінці скажемо пару слів про результати для часів релаксації потоків 
у наближенні одного полінома. Як відомо [10, 69], у наближенні одного полі-
нома стандартна гідродинаміка дає такі результати для в’язкості та теплопрові-
дності системи: 
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звідки  
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m



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[1]

nT
 
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Як відомо [10], [1]  та [1]  пов’язані між собою як 
[1]

[1] 15

4m

  ,    (3.46) 

звідки на основі (3.45) можна отримати таке співвідношення між часами релак-
сації потоків у наближенні одного полінома: 

[1] [1]2

3q   .  (3.47) 

 

31



32 
 

 
Висновки до розділу 3 

 Побудовано узагальнення методу Чемпена–Енскога з  урахуванням рела-
ксаційних процесів. Під терміном «релаксація» розуміється процес, який може 
мати місце в просторово-однорідній системі. Побудоване в роботі узагальнення 
базується на ідеї функціональної гіпотези Боголюбова. Це узагальнення дозво-
ляє описати стани системи, що знаходяться в околі стандартного гідродинаміч-
ного стану. В якості параметрів скороченого опису системи використовуються 
параметри скороченого опису стандартного гідродинамічного стану та відхи-
лення додаткових параметрів, що описують стан системи, від їх стандартних 
гідродинамічних значень. Розглядаються стани системи, які близькі до стандар-
тного гідродинамічного стану, тобто ці відхилення  вважаються малими. Такий 
розгляд дозволяє застосувати кінетику повільних змінних. Будується теорія 
збурень за вищезазначеними малими відхиленнями та малими градієнтами. До-
сліджено структуру рівнянь для функції розподілу та часових рівнянь для пара-
метрів скороченого опису системи в різних порядках теорії збурень. Зокрема, 
показано, що в рамках лінійної за відхиленнями просторово-однорідної задачі 
рівняння для функції розподілу є рівнянням на власні функції та власні значен-
ня лінеаризованого оператора зіткнень. Показано, що самі відхилення є ліній-
ними комбінаціями кінетичних мод газу. Розроблене узагальнення може вжива-
тись для опису релаксації різноманітних класичних систем до їх стандартного 
гідродинамічного стану біля завершення процесів релаксації. На відміну від ві-
домих методів дослідження нерівноважних систем (наприклад, методу Зубарє-
ва), розвинений у цій роботі метод є відносно простим: він не потребує склад-
ної операторної техніки.   

Задача Греда, в якій система описується параметрами скорочено опису ста-
ндартного гідродинамічного стану, а також потоком енергії та безслідовим по-
током імпульсу, досліджена на основі узагальненного в монографії методу Че-
пмена–Енскога. Для простоти розглянуто лише просторово-однорідний випа-
док. Отримано функцію розподілу та часи релаксації потоків. Показано, що в 
наближенні одного полінома Соніна результати для функції розподілу та для 
часів релаксації потоків збігаються з відомими результатами Греда та функція 
розподілу повністю задається додатковими умовами. Також отримано поправки 
до результатів для функції розподілу та часів релаксації потоків у наближенні 
двох поліномів. Отримані результати є загальними: при виводі цих результатів 
явний вигляд інтегралу зіткнень не конкретизується. Для кожної окремої сис-
теми можна отримати функцію розподілу та часи релаксації потоків на основі 
отриманих у роботі результатів, якщо конкретизувати інтеграл зіткнень.  

Результати розділу 3 опубліковано у нашій роботі [128]. 
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РОЗДІЛ 4 
ПОШУК ФУНКЦІЙ РОЗПОДІЛУ ТА ШВИДКОСТЕЙ РЕЛАКСАЦІЇ  

В ПРОСТОРОВО–ОДНОРІДНОМУ ВИПАДКУ 
 

Цей розділ присвячено дослідженню просторово-однорідного стану плаз-
ми. У цьому розділі отримуються функції розподілу та швидкості релаксації на 
основі ідеї узагальнення методу Чепмена–Енскога, розвинутої в попередньому 
розділі. 

Вперше задачу релаксації в повністю іонізованій однорідній плазмі розг-
лядав Ландау в своїй відомій статті [4]. У цій статті він отримав відоме кінети-
чне рівняння Ландау, а також розглянув задачу температурної релаксації на ос-
нові наближення, що функції розподілу є максвелівськими з залежною від часу 
температурою компонент. Ним було отримано швидкість релаксації температу-
ри в основному порядку за малим параметром   

e im m  , (4.1)

де em  та im  – маса електронів та іонів відповідно.  Пізніше Спітцер [77] отри-

мав поправку до цього результату в більш високих порядках за  . Релаксація 
швидкості була розглянута в книзі [16] на основі наближення локальної рівно-
ваги (НЛР), тобто наближення, що просторово-однорідні функції розподілу 
компонент є максвелівськими з залежними від часу температурами та швидкос-
тями компонент. Наближення локальної рівноваги широко використовується в 
літературі у фізиці плазми та не лише у фізиці плазми (див., наприклад, [39, 79, 
81, 86]).  

Проте досить актуальною проблемою є проблема порушення локальної рі-
вноваги (див., наприклад, [2, 8, 89]).  Тому дуже важливою задачею є безпосе-
реднє обчислення ФРК на основі кінетичного рівняння Ландау в просторово-
однорідному випадку. ФРК та часові рівняння для ПСО отримані на основі кі-
нетичного рівняння Ландау в рамках лінійної та квадратичної теорії релакса-
ції,та результати порівняні з результатами НЛР. 

 
4.1. Базові рівняння теорії 

У цій монографії ФРК повністю іонізованої просторово-однорідної двоко-
мпонентної електрон-іонної плазми досліджуються на основі кінетичного рів-
няння Ландау 

 ap
ap

f
I f

t





, (4.2) 

де apf  – ФР a -ї компоненти ( ,a e i ) та apI  – інтеграл зіткнень Ландау [4]: 
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 



               
  , 

   2 3
nk nk n kD u u u u u  . 

(4.3) 

Зауважимо, що часто плазму розглядають на основі кінетичного рівняння 
Ландау–Власова із самоузгодженим членом [100, 101]. Проте в просторово-
однорідному випадку самоузгоджений член відсутній. Більш того, як відомо 
[101], самоузгоджений член не впливає на кінетичні коефіцієнти системи, тому 
гідродинаміку плазми будують на основі кінетичного рівняння Ландау без са-
моузгодженого члена, див. [39, 78]. 

Температури, швидкості та густини числа частинок компонент вводяться 
за стандартними визначеннями в термінах ФРК [9, 69]: 

3
a apn d pf    ,   3

an a a an n apm n d pp f    , 

2 33 1

2 2a a a a a a a ap apm n T m n d p f      ,    2 2ap ap m  , 
(4.4) 

де am , an , an , an , a , aT  – відповідно маса частинок, густина кількості части-

нок, густина імпульсу, швидкість, густина енергії та температура a -ї компоне-
нти. Зауважимо, що в цій роботі температура вимірюється в енергетичних оди-
ницях. 

Введемо масову швидкість n  та температуру T  за такими означеннями 

[69]: 

  n an n a a
a a

m n     , 23 1

2 2a a a a a
a a a

T m n m n       .     (4.5) 

У просторово-неоднорідному випадку фізичний зміст цих величин полягає 
в тому, що вони є ПСО системи в стандартному гідродинамічному стані [69]. У 
просторово–однорідному випадку вони, як буде показано нижче,  є постійними 
рівноважними температурою та швидкістю системи. На основі рівнянь (4.2)–
(4.4) можна отримати 

   3a
ap

n
d pI f

t




  ,    an
anR f

t





,   a

aQ f
t





,     (4.6) 

де  anR  та aQ  – джерела імпульсу та енергії відповідно: 

     3
an n apR f d pp I f  ,      3

a ap apQ f d p I f   .   (4.7) 

На основі явного вигляду інтегралу зіткнень Ландау (4.3) рівняння (4.6), 
(4.7) дають 

  0an

t





,    0a

a

Q f  ,    0an
a

R f  ,   (4.8) 
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звідки випливає, що в просторово-однорідному випадку величини  an , n , T  є 

константами, тобто вони є відповідно рівноважними густинами компонент, 
швидкістю та температурою системи. У подальшому в цьому розділі ми будемо 
працювати в системі відліку 0n  .  

Введемо параметри nu ,  , фізичний зміст яких – відхилення швидкості та 

температури електронів від рівноважних значень: 
  n enu    ,  eT T   . (4.9) 

Релаксаційні процеси в цій роботі досліджуються біля свого завершення, 
тому відхилення nu ,   вважаються малими та оцінюються малим параметром 

 : 

  T    ,  n eu T m , 1 . (4.10) 

На основі визначень (4.4), (4.5) та (4.9) можна показати, що відхилення іон-
ної температури та швидкості від рівноважних значень виражаються в термінах 

nu ,   як 

 2 21
1

3i eT T z m zu z      ,  2
in nz u   ; (4.11) 

зауважимо, що тут і надалі в цьому розділі результати приводяться з урахуван-
ням електронейтральності плазми: 

e in zn , (4.12) 

де z
 
– зарядове число іона. 
Як відомо [11], однією з центральних задач статистичної фізики є задача 

скороченого опису системи. Набір параметрів, які повністю описують стан сис-
теми при скороченому описі, називають ПСО системи. Основна мета методу 
скороченого опису – знайти в деякій теорії збурень ФР (у квантовому випадку – 
статистичний оператор) системи та часові рівняння для ПСО. Зауважимо також, 
що схожі ідеї застосовуються не лише в статистичній фізиці, але й в інших га-
лузях фізики (див., наприклад, [129]). Починаючи з піонерських робіт Брагінс-
кього [39, 78], за параметри скороченого опису системи обирають густини кіль-
кості частинок an , швидкості an  та температури aT  компонент. Як бачимо, те-

мператури та швидкості компонент можуть бути виражені в термінах парамет-
рів nu ,  , T  та n . Тому що an , n  та T  є постійними рівноважними параметра-

ми, в якості ПСО системи можемо обрати малі відхилення nu ,  . Такий вибір 

параметрів є зручним для опису релаксаційних процесів у системі. Подальше 
дослідження базується на ідеї функціональної гіпотези Боголюбова [1, 9]: 

      ,
oap ap nt

f t f u t t  , (4.13) 
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де 0  – деякий характерний час: 0 u T    , u  – час релаксації швидкості, T – 

час релаксації температури. Згідно з цією ідеєю, для великих часів ФРК почи-
нають залежати від часу через параметри скороченого опису. Зауважимо, що ця 
ідея є більш загальною, ніж просто дослідження «нормальних розв’язків» у ра-
мках стандартного методу Чемпена–Енскога [10, 102], бо вона підкреслює той 
факт, що така залежність ФРК для великих часів є результатом природної ево-
люції системи. На основі (4.13) перепишемо кінетичне рівняння Ландау (4.2): 

          0

, ,
, , ,ap l ap l

n l l ap l
n

f u f u
L u L u I f u

u

 
  


 

 
 

, 

0L
t





,    n
n

u
L

t





. 

(4.14) 

Рівняння (4.14) справедливе для часів 0t  , а саме такі часи й досліджу-

ються в цій роботі. У подальшому рівняння (4.14) досліджується в теорії збу-
рень за малим параметром   з додатковим використанням малості відношення 

мас  . Додатковими умовами до рівнянь (4.14) є означення ПСО в термінах 
ФРК (4.4). Вони накладають певні обмеження на ФРК. Часові рівняння для 
ПСО можуть бути отримані на основі виразів (4.2)–(4.4): 

    0

2
, ,

3l e l
e

L u Q f u
n

  ,      1
, ,n l en l

e e

L u R f u
m m

  .  (4.15) 

Очевидно, що в нульовому порядку за   ФРК мають вигляд 

 
 (0)

3
2

exp
2

a
ap ap ap

a

n
f w

m T



   ,   1T  , (4.16) 

індекс зверху в круглих дужках означає порядок за  . Цей факт має місце, бо 

функції (4.16) задовольняють додатковим умовам (4.4) в порядку 0 : 

3 (0)
a apn d pf  ,   3 (0)0 n apd pp f  ,   3 (0)3

2 a ap apn T d p f  ,  (4.17) 

та на основі явного вигляду інтегралу зіткнень Ландау (4.3) можна показати, що 

   (0) 0ap apI f I w  ,    (0) 0a aQ Q w  ,      (0) 0an anR f R w  ,  (4.18) 

звідки з урахуванням (4.15) бачимо, що в порядку 0  рівняння (4.14) є тотожніс-

тю.  
З (4.18) і випливає очевидний результат для часових рівнянь для ПСО в 

порядку 0 : 
(0)
0 0L  ,

   
(0) 0nL  .   (4.19) 

Зауважимо, що в порядку 0  результати роботи збігаються з результатами 

НЛР, які, як зазначено вище, базуються на таких ФРК: 
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 
 2

3
2

exp
22

a aL a
ap

a aa a

p mn
f

m Tm T





 
  
 
 

.   (4.20)

Подальші підрозділи цього розділу присвячені отриманню результатів для 
ФРК та часових рівнянь для ПСО в більш високих порядках за  . У цій роботі 

результати отримано з точністю до членів порядку 2  та зроблено їх порівнян-

ня з результатами НЛР (вони, як зазначено раніше, базуються на ФРК (4.20)). 
 

4.2. Лінійна теорія релаксації 
Цей підрозділ присвячено пошуку ФРК та часових рівнянь для ПСО в рам-

ках лінійної теорії релаксації, тобто в першому порядку 1 . Зауважимо, що всі 

дослідження попередників [4, 16, 77] стосуються саме лінійної теорії релаксації. 

Функції (1)
apf  шукаємо у вигляді  

    (1)
ap ap a an nf w A p B p u  ,

  
   (4.21) 

де структура невідомих функцій  aA p ,  anB p  визначається міркуваннями 

обертальної інваріантності: 

   a a apA p A  ,     an n a apB p p B 
 
.  (4.22) 

Перш ніж обчислювати (1)
apf , наведемо результат для ФРК, який дає НЛР. 

Цей результат отримується на основі розвинення ФРК (4.20) у ряд Тейлора за 
малими відхиленнями ,nu  :  

   1 2
1e ep epA S    ,      1 2

1i ip ipA z S   ,  

 e epB   ,      2
i ipB z   .  

(4.23) 

Тут і надалі використовуються ортогональні поліноми Соніна: 

   1

!

n
x x n

n n

d
S x e x e x

n dx
     , 

        
0

1
exp 1

!n n nndxx x S x S x n
n

    


      . 

(4.24) 

Зауважимо, що поліноми Соніна широко використовуються для отримання 
наближених розв’язків кінетичних рівнянь (див. [10, 39, 40, 78]).  

У подальшому (1)
apf  та (2)

apf  (див. наступний підрозділ) обчислюються за та-

ким алгоритмом, який дає змогу отримати наближений розв’язок: 
1) отримати для кожної частини ФРК точне інтегральне рівняння на ос-

нові рівнянь (4.14) та (4.15); 
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2) дослідити отримане рівняння в теорії збурень за   – виписати рівнян-
ня в різних порядках за  ; 

3) додатково використати розвинення за поліномами Соніна для отрима-
них у пункті 2 рівнянь, якщо вони не мають очевидного точного розв’язку. 

Підставивши (4.21) та (4.22) до означення джерел (4.7), можна отримати  

(1)
en e e u nR m n u  ,   (1) 3

2e e TQ n    ; 

  1
,

3u n n a ap
ea

ae e

p p B
m n

   ,   2
,

3T ep a ap
ea

ae

A
n

    . 
(4.25) 

Інтегральні дужки  ,p p ab
g h  визначаються так: 

   3 3, ,p p ab bp p pab
g h d pd p M p p w g h    ; 

   ,ab ap bp f w
M p p I f f   

  , 
(4.26) 

де  ,abM p p  – ядро інтегралу зіткнень. Введемо лінеаризований оператор зітк-

нень ˆ
abK : 

 3ˆ ,ab p ab pK g d pK p p g   ,      , ,ap ab ab bpw K p p M p p w    . (4.27) 

Тоді на основі виразів (4.14), (4.15), (4.25)–(4.27) можна отримати такі ін-

тегральні рівняння відносно функцій  a apA   та  a apB  : 

   ˆ
ac c cp T a ap

с

K A A   ,     ˆ
ac n c cp u n a ap

с

K p B p B   . (4.28) 

Як бачимо, маємо задачу на власні функції та власні значення лінеаризова-
ного оператора зіткнень. З виразів (4.15) та (4.25) бачимо, що часові рівняння 
для ПСО набудуть вигляду  

n
u n

u
u

t



 


,  Tt

  
 


, (4.29) 

звідки фізичний зміст величин u  та T  – відповідно швидкість релаксації шви-

дкості та температури компонент.  

Додаткові умови (4.4) накладають такі обмеження на функції  a apA   та 

 a apB  : 

 3 0ap a apd pw A   ,     3 3

2ap ap a ap e ae aid pw A n      
, 

    3 23

2ap ap a ap e ae aid pw B n      .  
(4.30) 

Зауважимо, що для розв’язання рівнянь (4.28) необов’язково знати вирази 
(4.25) для u  та T : за рахунок додаткових умов вирази (4.25) будуть виконува-
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тись автоматично, якщо u , T ,  a apA   та  a apB   задовольняють рівнянню 

(4.28). Проте вирази (4.25) можуть бути корисними для спрощення громіздких 

обчислень. Наприклад, обчислимо температурну частину ФРК у порядку 1  з 

використанням (4.25), а швидкісну частину – без. 

У подальшому, згідно з наведеним алгоритмом, функції  a apA   та 

 a apB   обчислюються в теорії збурень за  . Теорія збурень за   будується 

на основі стандартних оцінок [39, 40, 78, 85]: 

en ep m T ,  1
in i ep m T m T   .  (4.31) 

Результати ˆ
acK  у різних порядках теорії збурень за   наведено в Додат-

ку1. Зауважимо також, що можна довести додатність швидкостей релаксації u  

та T  ще до їх розрахунку в теорії збурень за  . Довести це можна на основі 

таких виразів: 

       2
3, T ap a ap

a

A p A p d pw A   , 

       2
3 2,n n u ap a ap

a

B p B p d pw p B   ,      
,

, ,p p p p ab
a b

g h g h .  
(4.32) 

Ці вирази є наслідком (4.28). На основі (4.3) та (4.26) можна довести, що 

 , 0p pg g  .  (4.33) 

Очевидно, що інтеграли в правих частинах (4.32) є невід’ємними, тому з 
урахуванням (4.33) маємо 

0u  , 0T  .  (4.34) 

 
4.2.1. Температурна частина 

У цьому пункті отримуються результати для  a apA   та T  у різних по-

рядках теорії збурень за   на основі рівнянь (4.25) та (4.28).  

У порядку 0  перше рівняння з (4.28) має з урахуванням (4.25) та резуль-
татів, наведених у Додатку1, такий вигляд: 

   (0) (0) (0) (0)ˆ
ee e ep T e epK A A   ,   (0) (0) 0T i ipA   ; 

  (0)
(0) (0)2

, 0
3T ep e ep

ee
e

A
n

    . 
(4.35) 

Тут та в подальшому в цьому підрозділі індекс у круглих дужках зверху 
означатиме порядок за  . Остання рівність у (4.35) – наслідок явного вигляду 
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інтегральних дужок. Як бачимо, тоді друге рівняння в (4.35) стає тотожністю, а 
перше набуває вигляду 

 (0) (0)ˆ 0ee e epK A   . (4.36) 

Шукаємо його розв’язок у вигляді розвинення за поліномами Соніна: 

   (0) (0) 1 2

0
e ep es s ep

s

A g S 


 , (4.37) 

тут та в подальшому вибір поліномів для просторово–однорідної задачі обґрун-
товується тим, що перші декілька коефіцієнтів при поліномах визначаються до-
датковими умовами. У матричному вигляді рівняння (4.36) має вигляд    

(0) (0)
, 0es ek es

s

g H  ,     1 2 1 2
, ,ak bs k ap s bp

ab
H S S   . (4.38) 

Для 0,1k   рівняння (4.38) є тотожністю, бо з явного вигляду інтегральних ду-

жок випливає  
(0) (0) (0) (0)
0, 1, , 1 , 0 0e es e es es e es eH H H H    . (4.39) 

З (4.39) бачимо, що для 2k   рівняння має (4.38) вигляд 
(0) (0)

,
2

0es ek es
s

g H


 , (4.40) 

що є тривіальною системою рівнянь на коефіцієнти (0)
2esg  , звідки  (0)

2 0esg   . До-

даткові умови (4.30) визначають перші два коефіцієнти в розвиненні (4.37): 
(0)
0 0eg  , (0)

1eg   . (4.41) 

Тож для функції  (0)
e epA   маємо точний розв’язок: 

   (0) 1 2
1e ep epA S    . (4.42) 

Як бачимо, функція  e epA   задається НЛР у головному порядку за  . 

Поправки до НЛР у більш високих порядках буде отримано нижче.  

У порядку 1  з урахуванням попередніх результатів перше рівняння з 
(4.28) має такий вигляд: 

   (0) (1) (1) (0)ˆ
ee e ep T e epK A A   ,     (1) (0) (1) (0)ˆ

T i ep ii i ipA K A   ;  (1) 0T  , (4.43) 

Остання рівність в (4.43) є наслідком (4.25) та явного вигляду інтегральних 
дужок. Тоді (4.43) матиме вигляд  

 (0) (1)ˆ 0ee e epK A   ,   (1) (0)ˆ 0ii i ipK A   . (4.44) 

Перше рівняння у (4.44) має розв’язок  

 (1) 0e epA   . (4.45) 

В цьому легко переконатися, провівши обчислення, аналогічні обчислен-

ням для  (0)
e epA  , але додаткові умови занулять перші два коефіцієнти в роз-
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виненні. Щодо другого рівняння у (4.44), аналогічні обчислення можна провес-
ти на основі таких рівностей 

(1) (1) (1) (1)
0, , 0 1, , 1i is is i i is is iH H H H   , (4.46) 

 що дає 

   (0) 1 2
1i ip ipA z S   , (4.47) 

де коефіцієнт при поліномі задається додатковими умовами (4.30). Як бачимо, 

 i ipA   також задається НЛР у головному порядку за  , проте в більш висо-

ких порядках за   до цього результату будуть отримані поправки (див. нижче). 

У порядку 2
 
перше рівняння з (4.28) має з урахуванням (4.25) та вже 

отриманих результатів такий вигляд: 

       (2) (0) (0) (2) (2) (0) (2) (0)ˆ ˆ ˆ
T e ep ee e ep ee e ep ei i ipA K A K A K A       , 

       (2) (0) (2) (0) (1) (1) (2) (0)ˆ ˆ ˆ
T i ep ie e ep ii i ip ii i ipA K A K A K A       , 

      (2) (2)
(2) (0) (0)2

, ,
3T ep e ep ep i ip

ee ei
e

A A
n

      . 

(4.48) 

З останнього рівняння в (4.48) отримаємо 

 7 2 2 4
(2) 2

1 2 3 2

2 1

3
i

T
e

z z n e L

m T


 


 . (4.49) 

Цей результат збігається з відомим результатом Ландау [4, 16]; як бачимо, 
він отриманий на основі НЛР, тому що останнє рівняння в (4.48) містить функ-

ції  (0)
e epA   та  (0)

i ipA  , які є результатами НЛР. Розв’язки перших двох рі-

внянь у (4.48) шукаємо як розвинення за поліномами Соніна: 

   (2) (2) 1 2

0
e ep es s ep

s

A g S 


 ,     (1) (1) 1 2

0
i ip is s ip

s

A g S 


 .  (4.50) 

У матричному вигляді перші два рівняння з (4.48) мають вигляд: 

(2) (2) (0) (2) (2)
1 , , 1 , 1

2

3

2 e T k es ek es ek e ek i
s

n g H H z H   


    ,
 

(2) (2) (1) (1) (2)
1 , 1 , , 1

2

3

2 i T k ik e is ik is ik i
s

n z H g H z H   


    . 

 
(4.51) 

У (4.51) розвинення починається з другого полінома, а не з нульового, 
оскільки додаткові умови (4.30) накладають такі обмеження: 

(2) (2)
0 1 0e eg g  , (1) (1)

0 1 0i ig g  .
  

(4.52) 

Перше рівняння у (4.51) для 0,1k   дає тотожності (0 0  для 0k   та вираз 

(4.49) для 1k  ). Для 2k   на його основі отримується розв’язок для  (2)
e epA  . 

Цей розв’язок для простоти шукаємо в наближенні одного полінома: 
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 
(2) (2)
2, 1 2, 1(2) 2

2 (0)
2, 2

3 2 1e e e i
e

e e

H z H
g z z

H

 



   . 

 
(4.53) 

Друге рівняння з (4.51) дає тотожності аналогічно випадку 0,1k  . Через 

рівності 
(2)

, 1 0ik iH  , (2)
, 1 0ik eH 

 
(4.54) 

для 2k   друге рівняння з (4.51) є рівнянням із тривіальним розв’язком. Тож 
маємо 

     (2) 2 1 2
23 2 1e ep epA z z S    ,  (1) 0i ipA   . 

 (4.55) 

Як бачимо, отримано поправку до результату НЛР для функції  (2)
e epA   у 

другому порядку за  . 
У третьому порядку перше рівняння з (4.28) з урахуванням (4.25) та вже 

отриманих результатів має вигляд 

   (0) (3) (3) (0)ˆ
ee e ep T e epK A A   ,    (1) (2) (3) (0)ˆ

ii i ip T i ipK A A   , 

   (0)
(3) (3)2

, 0
3T ep e ep

ee
e

A
n

    .
 

(4.56) 

Остання рівність у (4.56) є наслідком явного вигляду інтегральних дужок. 
Додаткові умови (4.30) занулять перші два коефіцієнти при поліномах у функ-

ціях  (3)
e epA   та  (2)

i ipA  . Тоді аналогічно попереднім викладкам отримаємо 

 (3) 0e epA   ,  (2) 0i ipA   . (4.57) 

У четвертому порядку перше рівняння з (4.28) з урахуванням (4.25) та 
отриманих вище результатів має вигляд: 

       (0) (4) (2) (2) (4) (0) (4) (0)
2

ˆ ˆ ˆ ˆ
ee e ep ee cp ee e ep ei i ipK A K A K A K A      

    (2) (2) (4) (0)
T e ep T e epA A     , 

       (1) (3) (4) (0) (4) (0) (2) (2)ˆ ˆ ˆ ˆ
ii i ip ii i ip ie e ep ie e epK A K A K A K A      

  (4) (0)
T i ipA  , 

         (4) (2) (4)
(4) (0) (2) (0)2

, , ,
3T ep e ep ep i ip ep i ip

ee ei ei
e

A A A
n

         . 

(4.58) 

З останнього рівняння у (4.58) отримаємо 

   
4 4

(4) 5 2 2 4 3 4
1 2 3 2 1 2 3 2

2 1 24 1T
e e

ne L ne L
z z z z

m T m T

        . (4.59) 

Перший член у (4.59) дає НЛР. Він збігається з результатом Спітцера [77], 
який також було отримано в НЛР. Другий член у (4.59) є наслідком поправки 
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(4.55) до НЛР. Як бачимо, отримана поправка до НЛР суттєво впливає на шви-
дкість релаксації температури в четвертому порядку за  , тому що ця поправка 

у 3 2z  pазів більша за член, який дає НЛР у порядку 4 . Розв’язок другого рі-
вняння у (4.58) шукаємо розвиненням за поліномами Соніна: 

   (3) (3) 1 2
i ip is s ip

s

A g S  . (4.60) 

Додаткові умови (4.30) занулять перші два коефіцієнти в розвиненні (4.60). 
Матричний вигляд другого рівняння з (4.58): 

(3) (1) (4) (4) (2) (2) (4)
, , 1 , 1 2 , 2 1

2

3

2is ik is ik i ik e e ik e i T k
s

g H z H H g H n z   


    . (4.61) 

Для 0,1k   рівняння (4.61) з урахуванням (4.59) дає тотожності; 2k   дає 

розв’язок цього рівняння для функції  (3)
i ipA  . Для простоти отримаємо 

розв’язок у наближенні одного полінома: 

 
(4) (4) (2) (2)
2, 1 2, 1 2 2, 2(3) 3 2 1 3

2 (1)
2, 2

2 1i e i i e i e
i

i i

H z H g H
g z

H

 
 

   . (4.62) 

Тож маємо  

     (3) 3 2 1 3 1 2
22 1i ip ipA z S    . (4.63) 

Отриманий результат (4.63) є поправкою до результату НЛР для функції 

 i ipA   у порядку 3 .  

Перше рівняння з (4.58) дає змогу отримати  (4)
e epA  , проте обмежимось 

обчисленням головною за   поправкою до результатів НЛР. Тож остаточно для 
температурної частини маємо такий результат: 

         1 2 2 1 2 4
1 23 2 1e ep ep epA S z z S O          ,

          1 2 3 2 1 3 1 2 4
1 22 1i ip ip ipA z S z S O         , 

   
4

5 2 2 2 2 2 5
1 2 3 2

2
2 3 2 1

3T
e

ne L
z z z O

m T

          
 

. 

(4.64) 

Основний порядок за   у ФР та T  є результатом НЛР [4, 16, 77], проте 

отримано поправки до результатів НЛР для ФР. Щодо результату для T  у по-

рядку 4 , то його частина, яка отримується на основі НЛР, збігається з відоми-

ми результатами [77], проте суттєвий внесок у (4)
T  дає поправка  (2)

e epA  . За-

уважимо також, що фактично НЛР є наближенням одного полінома Соніна та 
повністю визначається додатковими умовами. Така ситуація має місце не лише 
у фізиці плазми (див., наприклад, [8]). 
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4.2.2. Швидкісна частина 

У цьому пункті обчислюються  a apB 
 
та u

 
у теорії збурень за   на ос-

нові рівнянь (4.25) та (4.28). 

У порядку 1   друге рівняння з (4.28) має такий вигляд: 

 (0) (0) 0u n i ipp B   ,
 
 (4.65) 

електронне ж рівняння в порядку 1 

 
є тотожністю. Тут та в подальшому в цьо-

му підрозділі індекс у круглих дужках зверху означатиме порядок за  . Як ві-

домо [16], (0) 0u  , тому рівняння (4.65) дасть  

 (0) 0i ipB   .
 
 (4.66) 

У порядку 0  друге рівняння з (4.28) з урахуванням вищеотриманих ре-
зультатів має вигляд: 

     (0)
(0) (0) (0)ˆ

ee n e ep u n e epK p B p B   ,   (0) (1) 0u n i ipp B   .
 
 (4.67) 

Друге рівняння з (4.67) відразу дає 

 (1) 0i ipB   .
 
 (4.68) 

Розв’язок першого рівняння з (4.67) шукаємо у вигляді розвинення за полі-
номами Соніна: 

   (0) (0) 3 2
e ep es s ep

s

B h S  .
 
 (4.69) 

Для простоти шукаємо розв’язок у наближенні одного полінома. У цьому 

наближенні  (0)
e epB   повністю задається додатковими умовами (4.30), які ви-

значають коефіцієнт при нульовому поліномі: 
(0)
1eh  ,  (0)

e epB   .
 
 (4.70) 

Зауважимо, що отримана величина  (0)
e epB   збігається з результатом 

НЛР, проте НЛР дає лише головний порядок функції  e epB   за  . У цій ро-

боті отримано поправки до цього результату в більш високих порядках за   
(див. нижче). Перше рівняння з (4.67) має такий матричний вигляд: 

(0) (0) (0) (0)
,

0

4 5

! 2
e e

es ek es u ek
s

n m T
h G k h

k




    
 

 ,  

    3 2 3 2
, ,ak bs l k ap l s bp

ab
G p S p S  ,

 
 

(4.71) 

на основі чого маємо в наближенні одного полінома 
5 2 4

(0) (0) 2
0, 0 1 2 3 2

1 2

3 3u e e
e e e

ne L
G z

n mT m T

   .
 
 (4.72) 
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Як бачимо, результат (4.72) отримано на основі НЛР та він збігається з ві-
домим результатом [16]. Проте в роботі отримано поправки до u  в більш висо-

ких порядках за   (див. нижче). 
У першому порядку за   з урахуванням вищеотриманих результатів друге 

рівняння з (4.28) має вигляд: 

       (0)
(1) (0) (0) (1) (1)ˆ
u n e ep u n e ep ee n e epp B p B K p B      , 

     (1)
(0) (2) (0)ˆ
u n i ip ie s e epp B K p B   . 

(4.73) 

З другого рівняння у (4.73), використавши явний вигляд оператора 

 (1)ˆ
ie sK p  та (4.70), маємо точний розв’язок:    

 (2) 2
i ipB z   . (4.74) 

Результат (4.74) є точним розв’язком у рамках НЛР. Він збігається з [16]  
та чудово узгоджується з додатковими умовами (4.30). Зауважимо, однак, що в 
цій роботі отримано корекції до цього результату в більш високому порядку за 


 
(див. нижче). Розв’язок першого рівняння з (4.73) шукаємо у вигляді розви-

нення за поліномами Соніна: 

   (1) (1) 3 2
e ep es s ep

s

B h S  . (4.75) 

У матричній формі перше рівняння з (4.73) має вигляд 

(1) (1) (0) (0)
0 ,

1

4 45 5

2 2!
e e e e

u k es ek es u ks
s

n m n m T
h G s

s
   

 

                
 , (4.76) 

сума в правій частині рівняння (4.76) починається з 1, тому що (0)
esh  зануляється 

додатковими умовами (4.30). 0k   у (4.76) дає такий вираз: 

 (1) (1) (0)
0,

1

3 e e u es e es
s

n m h G


   (4.77) 

(зазначимо, що (0)
0, 0e esG  ), а 1k   у (4.76) дає таку систему рівнянь: 

(1) (0) (0)
,

1

4 5
0

2!
e e

es ek es u ks
s

n m T
h G s

s
 



         
 , (4.78) 

яка, очевидно, має тривіальний розв’язок. Тому з урахуванням (4.77) маємо 
(1) 0u  ,   (1) 0e epB   .  (4.79) 

У другому порядку за   з урахуванням вищеотриманих результатів друге 
рівняння з (4.28) має вигляд: 

           (0) (2) (2)
(2) (0) (2)ˆ ˆ ˆ

ee n e ep ee n e ep ei n i ipK p B K p B K p B    
 

   (0) (2) (2) (0)
u n e ep u n e epp B p B     , 

(4.80) 
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       (0)
(0) (3) (2)ˆ
u n i ip ii n i ipp B K p B   . 

 
 

Друге рівняння в (4.80) з урахуванням явного вигляду оператора  (0)ˆ
ii nK p  

відразу дає 

 (3) 0i ipB   .
  

(4.81) 

Розв’язок першого рівняння в (4.80) шукаємо у вигляді розвинення за по-
ліномами Соніна: 

   (2) (2) 3 2
e ep es s ep

s

B h S  .
  

(4.82) 

У матричному вигляді перше рівняння з (4.80) записується як 

(2) (0) (0) (2) 2 (0)
, , 0 , 0

1

4 5

2!
e e

es ek es u ks ek e ek i
s

n m T
h G s G z G

s
   



           


 
(2)

03u e e kn m  .
 

(4.83) 

Сума в лівій частині (4.83) починається з 1, тому що додаткові умови (4.30) 

занулять (2)
esh . 0k   у (4.83) дає 

(2) (0) (2) 2 (0) (2)
0, 0, 0 0, 0

1

3es e es e e e i u e e
s

h G G z G n m  


   ,
 

(4.84) 

 а 1k   у (4.83) дає таку систему рівнянь: 

(2) (0) (0) (2) 2 (0)
, , 0 , 0

1

4 5
0

2!
e e

es ek es u ks ek e ek i
s

n m T
h G s G z G

s
   



           
 ,

 
(4.85) 

з якої можна отримати  (2)
e epB  . Для простоти отримаємо цю функцію в на-

ближенні одного полінома: 

   1
(2) 2 (0) (2) (0) (0) 2
1 1, 0 1, 0 1, 1

3 2 115

2 3 4 2
e e i e e e e u e e

z z
h z G G G n m T

z
   

         
, 

     (2) 2 3 2
1

3 2 1

3 4 2
e ep ep

z z
B S

z
  


 


.
 

(4.86) 

Отримана функція (4.86) – це поправка більш високого порядку за 
 
до 

результату для  e epB   в рамках НЛР. На основі (4.86) з (4.85) отримаємо 

 (2) (2) (0) (2) 2 (0)
1 0, 1 0, 0 0, 0

1

3u e e e e e e i
e e

h G G z G
n m

     
 

2 4
2

1 2 3 2

24 2 2 1
6

3 3 4 2
i

e

n z e Lz z
z

m Tz


     

.
 

(4.87) 
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Перший член у (4.87) отримується на основі НЛР, а другий є наслідком 
урахування поправки (4.86) до НЛР. Як бачимо, урахування цієї поправки сут-
тєво змінює u  у другому порядку за  . 

У порядку 3  друге рівняння з (4.28) має з урахуванням вищеотриманих 
результатів такий вигляд: 

       (0)
(3) (3) (0) (0) (3)ˆ

ee n e ep u n e ep u n e epK p B p B p B      ,
 

             (1) (3) (1)
(2) (0) (2)ˆ ˆ ˆ

ii n i ip ie n e ep ie n e epK p B K p B K p B    
 

   (0) (4) (2) (2)
u n i ep u n i epp B p B     . 

 
 

(4.88) 

Перше рівняння з (4.88) розв’язується аналогічно першому рівнянню з 
(4.73), що дає: 

(3) 0u  ,   (3) 0e epB   .  (4.89) 

Шукаємо розв’язок другого рівняння з (4.88) у вигляді 

     (4) (4) 3 2
i ip is s ip

s

B h S  . (4.90) 

Друге рівняння з (4.88) з урахуванням (4.89) має такий матричний вигляд: 

  2 (0) (2) (2) (0) (0) (4) (2)
, 0 , 0 1 , 1 0

4 5
3

2!
i i

ik i ik e e ik e u ik u i e k

n mT
z G G h G k h n m z

k
    


        
 

.
 

(4.91) 

При 0k 
 
рівняння (4.91) стає тотожністю (див. (4.87) та (4.30)). При 1k   

з нього можна отримати розв’язок для  (4)
i ipB  . Для простоти знайдемо 

розв’язок у наближенні одного полінома: 

   (4) 2 (0) (2) (2) (0) 2 4
1 1, 0 1, 0 1 1, 1(0)

2 3

15 5i i i i e e i e
i e u

h z G G h G z
n m T

   


      .
 

(4.92) 

Тож маємо 

     (4) 4 3 2
1

3

5i ip ipB z S    .
 

(4.93) 

Результат (4.93) є поправкою більш високого порядку за   до результату 

для  i ipB   у рамках НЛР.  

Розглядаючи друге рівняння в (4.28) у більш високих порядках за  , мо-
жемо отримувати поправки ще більш високих порядків, проте обмежимось го-

ловною за   поправкою до результатів НЛР для  a apB   та u . Остаточно ви-

пишемо результат для швидкісної частини: 

       2 3 2 4
1

3 2 1

3 4 2
e ep ep

z z
B S O

z
    


  


, (4.94) 
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     2 4 3 2 5
1

3

5i ip ipB z z S O        , 

 
2 4

2 2 4
1 2 3 2

24 4 2 2 1
6

3 3 3 4 2
i

u
e

n z e Lz z
z O

m Tz


          

.
 

У головному порядку за   ці величини задаються НЛР, проте до НЛР 

знайдено поправки. Другий член у виразі для u  – це поправка порядку 2  в 

рамках НЛР, а третій член є наслідком урахування поправки другого порядку за 

  до  e epB  . Як бачимо, він суттєво змінює (2)
u . 

Наприкінці підрозділу, присвяченому лінійній теорії релаксації для прос-
торово-однорідної плазми, зазначимо, що результати (4.64) та (4.94) наведено з 
урахуванням електронейтральності плазми. Для просторово-однорідного випа-
дку це зручно, тому що густини числа частинок компонент просто є рівноваж-
ними константами. Проте в подальших розділах монографії буде вивчатись 
просторово-неоднорідний випадок, і для нього твердження, що в кожній точці 

простору    , ,e in x t zn x t , не є вірним. При лінеаризації теорії біля рівноваж-

них значень ПСО e in zn
 
виконується для рівноважних значень густин, але не 

для відхилень густин від рівноважних значень. Тому наведемо результати (4.64) 
та (4.94) без урахування електронейтральності: 

       1 2 2 2 1 2 4
1 21 3 2i

e ep ep ep
e

n
A S z S O

n
     

 
     

 
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       
3 2

1 2 3 1 2 4
1 22
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1e e e

i ip ip ip
i i i

n n n
A S S O

n z n n
     

 
    

 
, 

   
5 2 2 4 2

2 2 5
1 2 3 2

2 2
1 1 3 2

3
e i

T i e i
i e e

n n z e L
n n n z O

n n m T

   
   

              
,
 

     2 2 3 2 4
12

6 3

4 2 3
e i

e ep ep

e i

n n
B z S O

n z n
    


  


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     2 4 3 2 5
1

3

5
e e

i ip ip
i i

n n
B S O

n n
        , 

 
3 2 1 2 2 4

2 2 4
1 2 3 2 2

2 2
2 2 1 9

3 4 2 3
i e e i

u
e i e i

n z e L n n n
z O

m T n n z n


  

  
          

.
 

(4.95) 

У такому вигляді вони зручні для дослідження впливу релаксації на гідро-
динамічні процеси. 
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4.3. Квадратична теорія релаксації 
У попередньому підрозділі були отримані поправки більш високого поряд-

ку за   до відомих результатів НЛР. Вони були отримані в рамках лінійної те-
орії релаксації, тобто в першому порядку малості за  . З рівнянь (4.29) бачимо, 

що оскільки відхилення nu ,   згасають з часом, то з деякого часу саме лінійний 

порядок за   дасть основний внесок до ФРК та до швидкості релаксації. Саме 

лінійній теорії релаксації й присвячені роботи попередників. Тим не менш, на 
деякому етапі еволюції системи поправки до НЛР більш високого порядку за   
в рамках лінійної теорії релаксації можуть бути порівняні з поправками з квад-

ратичної теорії релаксації (тобто в порядку малості 2 ), проте отриманими в 

головному порядку за  . Тому дослідження квадратичної теорії релаксації є 
важливим та актуальним. 

ФРК в рамках квадратичної теорії релаксації шукаємо у вигляді 

      (2) 2 u uu
ap ap a an n anl n lf w A p A p u A p u u     ,

 
(4.96) 

де верхній індекс у дужках означає порядок по  . З міркувань обертальної ін-

варіантності випливає, що частини функції розподілу у (4.96) мають вигляд: 

   a a apA p A   ,    u u
an n a apA p p A   , 

 
     uu uu uu

anl a ap nl aTr ap nlpA p A A h     ,  21

3nlp n l nlh p p p   .  

 
(4.97) 

Зауважимо, що для тензора другого рангу використовується розкладання 
на незвідні тензори [130]. 

Перш ніж проводити обчислення функцій (4.96) та квадратичних за   вне-

сків до часових рівнянь для ПСО, наведемо результат НЛР для (2)
apf . Цей ре-

зультат отримується розвиненням ФРК (4.20) у ряд Тейлора за малими відхи-
леннями nu ,  : 

   2 1 2
2e ep epA S    ,    2 2 1 2

2i ip ipA z S    , 
    2 3 2

1
u

e ep epA S     ,     2 2 2 3 2
1

u
i ip ipA z S      , 

   1 2
1

1

3
uu
e ep e epA m S     ,   

2

2
uu
eTr epA

  , 

    1 2
13

uu
i ip e ip

z
A m S    ,  

2 2 4

2
uu
iTr ip

z
A

   . 

(4.98) 

Функції (4.96) обчислюються за вищенаведеним алгоритмом. Спочатку 
треба отримати точні інтегральні рівняння на кожну з функцій (4.97) на основі 
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рівнянь (4.14) та (4.15). Як бачимо, для цього необхідно мати вирази для часо-

вих рівнянь для ПСО в порядку 2 . На основі (4.3), (4.7) та (4.15) отримаємо 

(2)
u
nl

n n
e e

G
L u

m n



 ,   (2) 2 2
0

22 2

3 3 3
uu e
nl n l u

e e

m
L G G u u u

n n
    , (4.99) 

де коефіцієнти u
nlG  , G  та uu

nlG  виражаються в термінах ФРК: 

        2 22 1, ,u u
nl с ecl n ecl n

с

G e L e V A p V A p B p   , 

       2 2 1
2 1, ,

2c ec ec
c

G e L e W A p W A p A p     
 

 , 

       2 2 1
2 1, ,

2
uu uu
nl c ec nl ec n l

c

G e L e W A p W B p B p    
 

 ; 

  3, cp ap cp ap
aclp p p ap cp ap cp ap cp

k k k k

g g h h
h g d p w w h h g g

p p p p
 

  

    
           

  

lk
a c

p p
D

m m

 
  

 
,     3, ,acl p p aclp p pV h g d p h g  , 

   3, ,l
ac p p aclp p p

a

p
W h g d p h g

m
  . 

(4.100)

З урахуванням цих результатів можна отримати точні інтегральні рівняння 
відносно функцій (4.96): 

     2 ˆ2
3 a ap T a ap ac c cp

сe

A G A K A
n

          

    2 1 2
,acnp

a ap c
с n

A p A p
e Lw e

p
  


 , 

       1 ˆu u u
an ln u T al ac cl

сe e

B p G A p K A p
m n

         

    2 1 22 ,a ap c acnp l
с n

e Lw e A p B p
p

  
 

 , 

     2 2 ˆ2
3 3

uu
uu uunl

u anl a e u nl ac cnl
ce

G
A p A p m K A p

n
  

 
      

 
  

    2 1 2 ,a ap c acmp n l
c m

e Lw e B p B p
p

 
 

  

(4.101)

де  aA p  та  anB p  – отримані вище ФРК (4.21) у рамках лінійної теорії релак-

сації, які містять поправки до НЛР більш високого порядку за  ; оператор acnp  
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визначено в (4.100). Як бачимо, рівняння (4.99)–(4.101) містять поправки до 
НЛР, отримані у попередньому підрозділі, і хоча у цьому підрозділі ми отрима-
ємо лише головний за   порядок ФРК (4.96) та часових рівнянь для ПСО (4.99), 
ці поправки принципово дають змогу отримати ці величини не лише в голов-
ному, але й у більш високих порядках за  .  

Додаткові умови (4.4) в рамках квадратичної теорії релаксації набудуть ви-
гляду 

 3 0ap a apd pw A   ,     3 0ap a ap apd pw A    , 

   3 0u
ap n l a apd pw p p A    , 

 3 0uu
ap a apd pw A    ,      3

2
uue e

ae ai ap a ap ap

m n
d pw A       . 

(4.102)

Зауважимо, що додаткові умови для функції  uu
aTr apA   виконуються авто-

матично. У подальших пунктах цього підрозділу ФРК (4.96) отримуються в те-
орії збурень за  . 
 

4.3.1. Функції при 2  

Цей пункт присвячено пошуку функцій  aA p  у теорії збурень за   на 

основі отриманих для них точних інтегральних рівнянь (4.101).  

Перше рівняння з (4.101) у порядку 0  має для a e  такий вигляд: 

 (0) (0)ˆ
ep ee e epw K A    

      4 3 3 1 2 1 2
1 12 ep ep ep k ep k nk

n

e L d p w w S p S p D p p
p

    
      
  , 

 
 
(4.103)
 

для a i  воно є тотожністю 0 0 . Тут і надалі верхній індекс в круглих дужках 
означає порядок за  . При виведенні (4.103) використовується явний вигляд 
результатів (4.64) та факт 

(0) 0G  , (4.104)

який можна отримати на основі (4.64) та (4.97). Як бачимо, рівняння (4.103) є 
рівнянням Фредгольма першого роду, тому що права його частина – відома фу-
нкція, а ліва має вигляд ліанеризованного оператора зіткнень, який діє на неві-
дому функцію. Розв’язок рівняння (4.103) шукаємо у вигляді 

   (0) (0) 1 2

2
e ep es s ep

s

A g S  


 . (4.105)

51



52 
 

Сума у (4.105) починається з 2, тому що додаткові умови (4.102) занулять 
коефіцієнти при першому та нульовому поліномах. Рівняння (4.103) має матри-
чний вигляд:  

   1 2 1 2

(2) (0) 4 3 3 3
,

k ep k ep

es ek es ep ep
s n n

S S
g H e L d pd p w w

p p


 
  



  
    

   
   

      1 2 1 2
1 1ep l ep l nlS p S p D p p      . 

(4.106)

Для простоти знайдемо  (0)
e epA    у наближенні одного полінома. Для 

0,1k 
 
рівняння (4.106) є тотожністю внаслідок (4.39). Для 2k 

 
маємо: 

   1 2 1 234
2 2(2) 3 3

2 (0)
2, 2

ep ep

e ep ep
e e n n

S Se L
g d pd p w w

H p p


   


  
    

   
  

      1 2 1 2 2
1 1ep l ep l nlS p S p D p p        , 

(4.107)

звідки 

   (0) 2 1 2
2e ep epA S    . (4.108)

Як бачимо, в наближенні одного полінома  e epA   у головному порядку 

за   задається НЛР, проте до цього результату можна отримувати поправки в 
більш великому числі поліномів та в більш високих порядках за  . 

У першому порядку за   для a i  перше рівняння у (4.101) з урахуванням 
отриманих вище результатів набуде вигляду: 

      
1 14 4 3 2 3 2 2

1 12 ip ip ip k ip k nk
n

z e L z d p w w S p S p D p p
p

    
      
   

 (1) (0)ˆ
ip ii i ipw K A  . 

 
(4.109)
 

Рівняння  (4.109) є рівнянням Фредгольма першого роду для функції 

 (0)
i ipA  . Перше рівняння в (4.101) в порядку 1  для a e  дозволяє отримати 

 a apA   у більш високих порядках за  , проте обмежимось головним поряд-

ком. Зауважимо, що при виведенні (4.109) враховується  

(1) 0G  , (4.110)

цей факт можна отримати на основі (4.100). Шукаємо розв’язок рівняння 
(4.109) у вигляді розвинення за поліномами Соніна: 

   (0) (0) 1 2

2
i ip is s ip

s

A g S  


 . (4.111)
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Сума в (4.111) починається з 2, тому що додаткові умови (4.102) занулять 
перші два коефіцієнти в розвинені. Матричний вигляд рівняння (4.109): 

   1 2 1 2

4 4 3 2 3 3 k ep k ep

ip ip
n n

S S
z e L z d pd p w w

p p

 
  



  
  
   

  

      
1 1 (0) (1)2 2

1 1 ,
2

ip l ip l nl is ik is
s

S p S p D p p g H 


     . 

(4.112)

Для простоти знайдемо розв’язок у наближенні одного полінома. Для 
0,1k   рівняння є тотожністю внаслідок (4.46). Для 2k 

 
маємо: 

   1 2 1 24 4 3 2
(0) 3 3

2 (1)
2, 2

k ep k ep

i ip ip
i i n n

S Sz e L z
g d pd p w w

H p p


   


  
   
   

  

      
1 1 2 22 2

1 1ip l ip l nlS p S p D p p z        . 

(4.113)

Тож маємо  

   (0) 2 2 1 2
2i ip ipA z S    . (4.114)

Як бачимо, в головному порядку за 
 
в наближенні одного полінома фун-

кція  i ipA   задається НЛР, хоча до цього результату можна шукати поправ-

ки в більш високих порядках за 
 
та в більш великій кількості поліномів.  

Тож для функцій  a apA   маємо 

     2 1 2
2e ep epA S O      ,      2 2 1 2

2i ip ipA z S O      .
 
 (4.115)

Обидві ці функції отримано в наближенні одного полінома, в такому на-
ближенні вони збігаються з НЛР. 

 
4.3.2. Функції при nu . 

Цей підрозділ присвячено отриманню функцій  u
aA p  у теорії збурень за 

  на основі точних інтегральних рівнянь (4.101).  

Друге рівняння в (4.101) в порядку 1   для a e  є тотожністю, а для a i  
має вигляд: 

 (0) (0) 0u
ip u l i ipw p A    ,

 
 (4.116)

звідки  

 (0) 0u
i ipA    .

 
 (4.117)

У порядку 0  друге рівняння з (4.101) дає: 
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    4 3 1 2 1 2
1 13 2

2 m l m l ml
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         
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 nmD p p  ,   (0) (1) 0u
ip u l i ipw p A    .

 
 

(4.118)

Друге рівняння з (4.118) одразу дає 

 (1) 0u
i ipA    .

 
 (4.119)

Розв’язок першого рівняння в (4.118) шукаємо у вигляді розвинення за по-
ліномами Соніна: 

   (0) (0) 3 2

1

u u
e ep es s ep

s

A g S  


 . (4.120)

Сума в (4.120) починається з 1, тому що додаткові умови (4.102) занулять 
коефіцієнт при нульовому поліномі. Матричний вигляд першого рівняння з 
(4.118): 

(0)
(0) (0) (0) (0)
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4 5
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u u ue e u
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(4.121)

Для 0k 
 
рівняння (4.121) має вигляд 

(0) (0) (0)
0,

1

u u
nn es e es

s

G g G 



  ,
 

(4.122)

що є тотожністю, тому що такий саме вираз можна отримати на основі (4.120) 
та (4.100). Це свідчить про те, що процедура обчислення не є суперечливою. 
Для простоти отримаємо розв’язок рівняння (4.121) у наближенні одного полі-
нома. При 1k   маємо з (4.121): 
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1 1 1, 1
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(4.123)

54



55 
 

      1 2 1 2
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звідки  
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(4.124)

Тож у наближенні одного полінома маємо  

   
2

(0) 3 2
13

1
4 2

u
e ep epA S

z
   


. (4.125)

Як бачимо, функція  u
e epA    не задається НЛР навіть у наближенні одно-

го полінома в головному порядку за  . Від результату НЛР результат (4.125) 
відрізняється наявністю другого доданку в знаменнику. Отриманий результат 
(4.125) є дуже важливим: він показує, що НЛР не є розв’язком кінетичного рів-
няння в рамках квадратичної теорії релаксації навіть у головному порядку за   
та в наближенні одного полінома. 

У порядку 1
 
для a i  друге рівняння з (4.101) після нескладних перетво-

рень, які пов’язані з використанням явного вигляду оператора acnp  та виразу 

(4.125), набуває вигляду 

   
2 4 2 2

(0) (2) 3 3 2
1

4 2

3
u e

u l i ip l ip

i e

z e Ln
p A p S

n m T
     , (4.126)

звідки отримаємо такий точний розв’язок:   

   (2) 2 2 2 3 2
1

u
i ip ipA z S      . (4.127)

Результат (4.127) збігається з НЛР. 

Тож для функцій  u
alA p  маємо  

     
2

3 2
1

4 2

4 2 3
u
el l epA p p S O

z
     


, 
 

     2 2 2 3 2 2
1

u
il l ipA p z p S O       . 

(4.128)

Функцію  u
elA p  отримано в наближенні одного полінома. Зауважимо, що 

навіть у наближенні одного полінома в головному порядку за   НЛР не дає ко-
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ректного результату для цієї функції. Для функції  u
ilA p  у головному порядку 

за   отримано точний розв’язок. 
 
4.3.3. Функції при n lu u . 

Цей підрозділ присвячено отриманню функцій  uu
anlA p  у теорії збурень за 

  на основі точних інтегральних рівнянь (4.101). Зауважимо, що на відміну від 
першого та другого рівнянь з (4.101), які є скалярним та векторним рівняннями 
відповідно, третє рівняння з (4.101), яке розв’язується в цьому підрозділі, є рів-
нянням для тензора другого рангу. Тому його, згідно з розкладанням на незвід-
ні тензори [130], необхідно розбити на рівняння для безслідової частини та рів-
няння для  -частини (див. розвинення (4.97)). Зауважимо, що на основі мірку-

вань обертальної інваріантності uu
nl nlG  . 

У порядку 2 

 
pівняння для безслідової частини для a i  має вигляд 

 (0) (0) 0uu
ip iTr ip nlp uw A h   , (4.129)

звідки одразу маємо 

  (0) 0uu
iTr ipA   . (4.130)

Для a e  аналогічне рівняння є тотожністю 0 0 . Такий же самий вигляд 

воно матиме для a e  в порядку 1  , для a i  в порядку 1   воно з урахуван-
ням отриманих вище результатів має вигляд 

 (1) (0) 0uu
ip iTr ip nlp uw A h   , (4.131)

звідки  

 (1) 0uu
iTr ipA   . (4.132)

У порядку 0  рівняння для безслідової частини має вигляд 

     (0)
(0) (0)ˆ2 uu uu

ep u nlp eTr ep ep ee nlp eTr epw h A w K h A   
 

   4 2 32 e ep ep n n ql
q

e Lm d p w w p p D p p
p

  
     
  , 

 (0) (2) 0uu
ip u nlp iTr ipw h A   . 

(4.133)

З другого рівняння у (4.133) одразу маємо 

 (2) 0uu
iTr ipA   . (4.134)
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Шукаємо розв’язок першого рівняння у (4.133) у вигляді розвинення за по-
ліномами Соніна: 

   (0) (0) 5 2

0

uu uu
eTr ep esTr s ep

s

A g S 


 . (4.135)

На основі (4.134) маємо такий матричний вигляд першого рівняння в 
(4.133) 
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, ,ak bs nlp k ap nlp s bp

ab
W h S h S  . 

(4.136)

Для простоти знайдемо розв’язок рівняння (4.136) у наближенні одного 
полінома. Для 0k   у

 
рівнянні (4.136) маємо 

 2(0) (0) (0) (0)
0 0 0, 020 uu uu

u e e e Tr e Tr e en m T g g W  
 

   4 2 3 3 nlp nlp
e ep ep n n ql
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e Lm d pd p w w p p D p p

p p
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         

 , 
(4.137)

звідки  
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(4.138)

Як бачимо, для функції  uu
eTr epA   НЛР не дає коректного результату на-

віть у наближенні одного полінома та в головному порядку за  . Результат 
(4.138) відрізняється від відповідного результату НЛР наявністю другого дода-
нку в знаменнику. 

У порядку 1
 
рівняння для безслідових частин має для a i  вигляд  

 (0) (3) 0uu
ip u nlp iTr ipw h A   , 

 
(4.139)

звідки  

 (3) 0uu
iTr ipA   . (4.140)

Зауважимо, що для a e
 
рівняння для безслідових частин у порядках 1

 
та 

вище необхідне для пошуку  uu
eTr epA   у більш високих порядках за  . У цій 

роботі обмежимось обчисленням головного порядку. 
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У порядку 2  для a i  рівняння для безслідових частин має з урахуван-
ням отриманих вище результатів такий вигляд: 

     
2 4 2 45 2(2)

(0) (4) (0)

3

2ˆ2
3

uu uu e
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i e

z e Ln
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T n m T

    ,
 

(4.141)

Шукаємо розв’язок цього рівняння у вигляді розвинення за поліномами 
Соніна: 

   (4) (4) 5 2
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uu uu
iTr ip isTr s ip

s

A g S 
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(4.142)

Матричний вигляд рівняння (4.141): 
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(4.143)

звідки в наближенні одного полінома 
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(4.144)

Як бачимо, НЛР не дає вірного результату для  uu
iTr ipA   навіть у голов-

ному порядку за   в наближенні одного полінома. Результат (4.144) відрізня-
ється від відповідного результату для НЛР наявністю другого доданку. 

Перейдемо до дослідження  -частин. У порядку 0  рівняння для  -
частин мають вигляд 
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(4.145)

Рівняння (4.145) виписані з урахуванням того, що на основі (4.100) можна 
показати  

(0) 0uu
nlG  .

 
(4.146)

Друге рівняння з (4.145) має точний розв’язок  
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   (0) 1 2
1

1

3
uu
i ip e ipA m z S    ,

 
(4.147)

який, як бачимо, збігається з НЛР; більш того, він чудово узгоджується з додат-
ковими умовами (4.102). Розв’язок першого рівняння з (4.145) шукаємо у ви-
гляді розвинення за поліномами Соніна: 

   (0) (0) 1 2

1

uu uu
e ep es s ep

s

A g S  


 .
 

(4.148)

Сума у (4.148) починається з 1, тому що додаткові умови (4.102) занулять 
коефіцієнт при нульовому поліномі. Зауважимо, що вони також зададуть коефі-
цієнт при першому поліномі, проте незалежно від них такий самий коефіцієнт 
буде також отримано з рівняння (4.145) (див. нижче). Матричний вигляд пер-
шого рівняння з (4.145): 
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(4.149)

Для простоти знайдемо розв’язок рівняння (4.149) у наближенні одного 
полінома. 

З (4.39) маємо, що рівняння (4.149) є тотожністю для 0k  , а для 1k   
отримаємо: 

(0) (0) (0)3 0u e ek e e un g m n   ,
 

(4.150)

звідки 
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(4.151)

Результат (4.151) збігається з НЛР та чудово узгоджується з додатковими 
умовами (4.102). 

Тож для функцій  uu
anlA p  маємо 
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(4.152)

 Як бачимо,  -частини в наближенні одного полінома в головному поряд-
ку за   задаються НЛР; більш того, вони повністю задаються додатковими 
умовами (4.102). Проте безслідові частини відрізняються від результату НЛР 
навіть у головному порядку за   та в наближенні одного полінома. 
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Знайдемо також часові рівняння ПСО в рамках квадратичної теорії релак-
сації. Для цього підставимо результати (4.115), (4.128) та (4.152) до (4.100). 
Отримаємо: 
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(4.153)

Порівнюючи результат (4.153) з результатом (4.29) та прийнявши до уваги 
(4.34), бачимо, що внески від квадратичної теорії релаксації уповільнюють про-
цес релаксації температури та швидкості компонент системи. 
 

Висновки до розділу 4 
На основі ідеї узагальнення методу Чемпена–Енскога, запропонованої в 

цій роботі, отримано функції розподілу компонент повністю іонізованої елект-
рон-іонної двокомпонентної плазми в просторово-однородному випадку на ос-
нові кінетичного рівняння Ландау в рамках лінійної теорії релаксації. При цьо-
му відхилення температур та швидкостей компонент від їх рівноважних зна-
чень вважаються малими та вивчаються лише лінійні за відхиленнями внески 
до функції розподілу компонент та часових рівнянь для параметрів скороченого 
опису. У просторово-однорідному випадку параметрами скороченого опису си-
стеми є відхилення температури та швидкості електронів від їх рівноважних 
значень. Показано, що відхилення температури та швидкості іонів можуть бути 
виражені в термінах відхилень електронної температури та швидкості. Показа-
но, що широко вживане в літературі наближення локальної рівноваги є 
розв’язком для функцій розподілу компонент тільки в головному порядку за 
малим відношенням мас електрона та іона. Отримано поправки до результатів 
наближення локальної рівноваги більш високого порядку за відношенням мас. 
Отримано часи релаксації швидкості та температури. Доведено додатність часів 
релаксації без безпосереднього обчислення їх у теорії збурень. Показано, що 
головний порядок часів релаксації за малим відношенням мас збігається з відо-
мими результатами на основі наближення локальної рівноваги, проте отримані 
поправки до результатів наближення локальної рівноваги для функцій розподі-
лу компонент суттєво впливають на часи релаксації в більш високих порядках 
(внески від поправок чисельно є більшими за відповідні члени, обчислені тіль-
ки з використанням наближення локальної рівноваги). Зрозуміло, що отримані 
внески від наближення локальної рівноваги до часів релаксації збігаються з ві-
домими в літературі результатами. Зауважимо, що в лінійній теорії релаксації 
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наближення локальної рівноваги фактично є наближенням одного полінома в 
розв’язку кінетичного рівняння Ландау та повністю задається додатковими 
умовами, тобто означеннями параметрів скороченого опису системи в термінах 
функцій розподілу компонент.  

Також на основі ідеї узагальнення методу Чемпена–Енскога, запропонова-
ної в монографії, розглянуто квадратичну теорію релаксації, тобто знайдено 
квадратичні за малими відхиленнями внески до функцій розподілу компонент 
та часових рівнянь для параметрів скороченого опису. Ці внески знайдено в го-
ловному наближенні за відношенням мас. Показано, що, взагалі кажучи, на-
ближення локальної рівноваги не є розв’язком кінетичного рівняння Ландау в 
рамках квадратичної теорії релаксації навіть у наближенні одного полінома. 
Встановлено, що навіть у наближенні одного полінома наближення локальної 
рівноваги є вірним розв’язком лише для функції при квадраті відхилення тем-
ператури електронів від її рівноважного значення. Показано, що квадратичні 
внески до часових рівнянь для параметрів скороченого опису уповільнюють 
процеси релаксації температури та швидкості. 

Результати розділу 4 опубліковано у наших роботах [131 – 136] . 
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РОЗДІЛ 5 
ГІДРОДИНАМІКА ПЛАЗМИ  

З УРАХУВАННЯМ РЕЛАКСАЦІЙНИХ ПРОЦЕСІВ 
 

Цей розділ присвячено дослідженню впливу релаксаційних процесів на гі-
дродинаміку плазми. Розглід базується на ідеї узагальнення методу Чемпена–
Енскога, запропонованої в другому розділі. Нагадаємо, що термін «релаксація» 
розуміється в роботі як процес, який може мати місце в просторово-однорідній 
системі. Основну увагу в цьому розділі буде приділено пошуку кінетичних ко-
ефіцієнтів системи. На відміну від попереднього розділу, у цьому розділі ви-
вчаються просторово-неоднорідні стани системи. Як зазначено у [12], найбільш 
розвинутою теорією на цей час є теорія, яка побудована на основі рівняння Бо-
льцмана, хоча вона має такі обмеження: ії можна застосовувати для розрідже-
ного газу, якщо градієнти в системі малі. Гідродинаміка плазми в цій роботі до-
сліджується на основі кінетичного рівняння Ландау [4]. 

 ap apn
ap

a n

f fp
I f

t m x

 
 

 
, (5.1) 

де  apI f  – інтеграл зіткнень Ландау (4.3). У порівнянні з просторово-

однорідним випадком (4.2), в просторово-неоднорідному з’являється другий 
доданок у лівій частині. Зауважимо, що кінетичне рівняння Ландау отримано на 
основі кінетичного рівняння Больцмана з урахуванням особливостей кулонів-
ської взаємодії [4]. Плазму часто розглядають на основі кінетичного рівняння 
Ландау–Власова [100, 101], яке містить також і самоузгоджений член. Цей член 
є дуже важливим для дослідження мод плазми [100, 104, 105]. Проте, як відомо, 
[101], самоузгоджений член не впливає на кінетичні коефіцієнти системи. Тому 
дослідження кінетичних коефіцієнтів плазми основане саме на кінетичному рі-
внянні Ландау [39, 78]. Дослідження мод системи з урахуванням самоузгодже-
ного члену наведено в наступному розділі монографії.  

Як відомо [11], головною ідеєю будь-якої теорії процесів переносу є ідея 
скороченого опису. Дуже важливою задачею сучасної статистичної фізики є 
узагальнення методу Чемпена–Енскога [68], ця задача є актуальною й для дос-
ліджень як слабко, так і сильно нерівноважних систем. У цій роботі метод Чем-
пена–Енскога розглядається в рамках теорії скороченого опису Боголюбова [1]. 
Як відомо [10, 102], стандартний метод Чемпена–Енскога застосовується до 
опису стандартного гідродинамічного стану компонент. У стандартному гідро-
динамічному стані система описується густинами компонент, а також масовою 
швидкістю й однією температурою [69]. При цьому в часових рівняннях цих 
параметрів відсутні просторово-однорідні члени. Узагальнення методу Чемпе-
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на–Енскога, яке пропонується в роботі, базується на збільшенні числа ПСО: ро-
зглядається релаксація температури та швидкості компонент до їх гідродинамі-
чних значень, та додатковими ПСО вважаються відхилення температур та шви-
дкостей компонент від їх значень в рамках стандартної гідродинаміки. Оскільки 
ці процеси розглядаються в роботі біля їх завершення, вищезгадані відхилення 
вважаються малими. Зауважимо, що такі ідеї узагальнення методу Чемпена–
Енскога в наш час відомі не лише у фізиці плазми, але й у інших галузях фізи-
ки: теорії полярона [2, 8], кінетиці фотонів у рівноважному плазмовому середо-
вищі [95, 96] тощо. 

Теорія, яка побудована в цьому розділі, містить два малі параметри – малі 
відхилення швидкостей і температур компонент від їх гідродинамічних значень 
та малі градієнти. Зауважимо, що ряд сучасних досліджень [40, 81, 84] присвя-
чено пошуку потоків та кінетичних коефіцієнтів плазми у випадку не 
обов’язково малих градієнтів. Проте всі ці роботи, як і присвячені випадку ма-
лих градієнтів піонерські роботи Брагінського [39, 78], основані на НЛР та не 
враховують релаксаційні внески до потоків. Тому, незважаючи на те, що ця ро-
бота присвячена випадку малих градієнтів, вона є актуальною, бо в ній дослі-
джуються релаксаційні поправки до потоків та кінетичних коефіцієнтів станда-
ртного гідродинамічного стану системи. Отримані в роботі точні інтегральні рі-
вняння для ФРК містять поправки до НЛР, отримані в попередньому розділі, й 
тому вони дозволяють коректно отримувати ФРК не лише в головному, але й у 
більш високих порядках за  . 

 
5.1. Параметри скороченого опису та базові рівняння теорії 

Починаючи з піонерських робіт Брагінського [39, 78], в якості ПСО систе-
ми вибирають такі параметри: густини кількості частинок компонент an , швид-

кості компонент an  та температури компонент aT ; стандартне означення цих 

величин у термінах ФРК надано в (4.4). Масова швидкість n  та температура T , 

що є параметрами скороченого опису в стандартному гідродинамічному стані 
системи, задаються в термінах ФРК [69] стандартними означеннями (4.5). За-
уважимо, що в стандартному гідродинамічному стані системи швидкості ком-
понент відрізняються від масової швидкості на дифузійний потік [69]: 

1h oh
an n an

a am n
    ,  0oh

an
a

  ,  (5.2) 

де верхній індекс h  означає, що величина взята в стандартному гідродинаміч-
ному стані системи, а верхній індекс o  означає, що величина взята в системі ві-

дліку 0n  . Величини oh
an  названі дифузійними потоками, бо вони описують 
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дифузію в системі. Можна показати, що oh
an g  , де g  – малий параметр, який 

описує градієнти (див. його означення нижче). Щодо температур компонент у 
стандартному гідродинамічному стані, то можна показати що 

 2h
aT T O g  , (5.3) 

де поправка порядку 2g
 
у (5.3) залежить лише від ПСО стандартного гідроди-

намічного стану. Вирази (5.2) та (5.3) можна отримати на основі перетворення 
Галілея з лабораторної системи відліку в систему відліку, де 0n  . Зауважимо, 

що в цій роботі розглядається гідродинаміка в порядку малості не більше за 1g . 

Введемо малі відхилення швидкості та температури електронів від їх стан-
дартних гідродинамічних значень: 

h
n en enu    ,  h

e eT T   .
 
 (5.4) 

На основі (4.4), (4.5), (5.2) – (5.4) можна отримати  
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   
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(5.5) 

де поправка  2O g  залежить лише від ПСО стандартного гідродинамічного 

стану. Зауважимо, що вирази (5.5) переходять у (4.11) у просторово-
однорідному випадку. З (5.5) бачимо, що іонна температура та швидкість мо-
жуть бути виражені в термінах параметрів an , n , T , nu ,  . Те, що електронна 

температура та швидкість виражаються в термінах цих параметрів, очевидно з 
(5.4). Тому саме такий набір параметрів можна вибрати в якості ПСО системи: 

   1,2 ,, ,e ix t n x t  ,      2 , ,n nx t x t   ,      6 , ,x t T x t  ,
 
  

   6 , ,n nx t u x t   ,       10 , ,x t x t  . 
(5.6) 

На основі кінетичного рівняння (5.1) та означень (4.4), (4.5) можна отримати 
такі рівняння гідродинаміки (тобто часові рівняння для ПСО): 
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(5.7) 
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де джерела задані в (4.7), а потоки за означеннями задаються в термінах ФРК: 

3 n
anl l ap

p
t d p p f

m
  ,   3 n

an ap ap

p
q d p f

m
  ,  nl anl

a

t t  ,  n an
a

q q ,  (5.8) 

anlt  та anq  – потік імпульсу та енергії a -ї компоненти відповідно.   

Як бачимо, лише рівняння для nu ,   містять внески, що в просторово-

однорідному випадку відмінні від нуля, часові рівняння ПСО стандартного гід-
родинамічного стану таких внесків не містять. Це розкриває зміст фрази, що 
термін «релаксація» в роботі вжито у вузькому сенсі як процес, який може мати 
місце в просторово-однорідній системі. У роботі досліджується процес релак-
сації системи до ії стандартного гідродинамічного стану, тобто такий процес, 
який може проходити у просторово-однорідному випадку. При цьому релакса-
ційні процеси досліджуються біля їх завершення. Зауважимо, що отримані рів-
няння гідродинаміки (5.7) переходять у рівняння (4.6) для просторово-
однорідної системи. У просторово-однорідному випадку ПСО стандартного гі-
дродинамічного стану є постійними рівноважними параметрами системи та ре-
лаксація йде до рівноважного, а не до стандартного гідродинамічного стану си-
стеми. 

Розвинута в роботі теорія містить два малі параметри. Перший з них – це 
введений у попередньому розділі малий параметр  , за яким оцінюються малі 

відхилення nu ,   (див. (4.10)). Єдина відмінність від (4.10) полягає у фізичному 

змісті параметрів nu ,  : тепер вони є відхиленнями швидкості та температури 

електронів від їх стандартних гідродинамічних значень, а не відхиленнями 
швидкості та температури електронів від рівноважних значень у просторово-
однорідному випадку. Другий малий параметр g  описує малі градієнти в сис-

темі: 
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 (5.9) 

Також додатково враховується малий параметр  . 
В основі розгляду лежить ідея функціональної гіпотези Боголюбова [9]: 

     
0

, ,ap apt
f x t f x t  ;     , 1,2,...,10  ,

 
 (5.10) 

0  – деякий характерний час, 0 u T    . Згідно з (5.10), перепишемо кінетич-

не рівняння Ландау (5.1): 
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(5.11) 

У подальшому це рівняння розв’язується за алгоритмом, який схожий на 
алгоритм із попереднього розділу, проте на відміну від попереднього розділу, 
де застосовувалась теорія збурень за  , у цьому розділі маємо теорію збурень 

за двома малими параметрами:   та g . Для будь-якої величини U  надалі бу-

дуть застосовані такі позначення: 
 ,m n m nU g ,   n nU  .

 
 (5.12) 

Додатковими умовами до рівняння (5.11) є означення ПСО в термінах 
ФРК, які є наслідками (4.4), (4.5), (5.2)–(5.4): 

3
a apn d pf  ,   3

n a a n ap
a a

n m d pp f   ,  

2 33 1

2 2a a a ap ap
a a a

T n m n d pf     , 

  3oh
e e n n e e en n epn m u n m d pp f     , 

       2 2 2 33
2

2 2
ohe e

e n n en n n ep ep

m n
n T u u u O g d pf              , 

  

3oh
i i n e e n en n ipn m m n u d pp f     , 

 2 2 33 3 1

2 2 2 2
oh i i

i e e e n n en e e n n ip ip

m n
nT n m n u u m n u d pf              

(5.13) 

Вибір поліномів Соніна для ФРК, які досліджуються в цьому розділі, об-
ґрунтований двома критеріями: 

1) декілька перших коефіцієнтів при поліномах задаються додатковими 
умовами; 

2) потоки виражаються в термінах декількох перших коефіцієнтів при 
поліномах (зауважимо, що кількість тих коефіцієнтів, через які виражаються 
потоки, не обов’язково збігається з кількістю тих коефіцієнтів, які задаються 
додатковими умовами).  

Очевидно, що в порядку 0 1g
 
розв’язком рівняння (5.11) є максвелівська 

ФР з гідродинамічними ПСО: 

(0,0)
, aap a p mf w  ,

 
 (5.14) 
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де функція apw  задана в (4.16). Функція (5.14) обертає рівняння (5.11) у порядку 
0 1g  у тотожність 0 0  та задовольняє додаткові умови (5.13) у порядку 0 1g . 

Наступні підрозділи цього розділу присвячені пошуку ФРК у більш високих 
порядках за   та g .  

  
 
5.2. Стандартна гідродинаміка 

Цей підрозділ присвячено знаходженню ФРК та потоків у рамках стандар-

тної гідродинаміки, тобто в порядку 0 1g , тому що, як вже підкреслено раніше, 

наближення Барнетта в цій роботі не розглядається. Функції  (0,1)
apf  шукаємо у 

вигляді  

     (0,1) b

a

NT b n
ap ap an an anl

bn n l p p m

nT
f w A p A p A p

x x x






 

  
      

 .
 
 (5.15) 

Додатковими умовами для функцій (0,1)
apf  є перші три вирази з (5.13); для 

отриманих нижче функцій (0,1)
apf  інші вирази з (5.13) виконаються автоматично. 

Для кожної частини з (5.15) можна отримати такі точні інтегральні рівняння на 
основі (5.11): 

  1 1ˆ bN
ac cn n ab

с e e i i a a

K A p p
m n m n m n


 

   
 ,

   3ˆ
2

e i aT n
ac cn ap

с a e e i i

n n mp
K A p

m T m n m n


 
    

 ,   ˆ nlp
ac cnl

с a

h
K A p

m T
   .  

(5.16) 

Рівняння (5.16) записані в системі відліку 0n  . З міркувань обертальної 

інваріантності та зі структури рівнянь (5.16) маємо 

   b bN N
an n a apA p p A  ,    T T

an n a apA p p A  ,     anl nlp a apA p h A   , 

     3 2

, 0

bb N nN
a ap as s ap

n s

A g S 


  ,    ( ) 3 2

, 0

T T n
a ap as s ap

n s

A g S 


  , 

   ( ) 5 2

, 0

n
a ap as s ap

n s

A g S  


  . 

(5.17) 

Додаткові умови (5.13) накладають такі обмеження на коефіцієнти при по-
ліномах: 

   2
0 0 0b bN m N m

e e e i i im n g m n g   ,    2
0 0 0T m T m

e e e i i im n g m n g    (5.18) 

Зауважимо, що в наступниих пунктах розгляд ведеться в системі відліку 
0n  .  
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5.2.1. Функції при градієнті температури 
У головному порядку за   рівняння для функції при градієнті температури 

має вигляд  

       (0) (0)
(0) (0)3 ˆ ˆ

2
T T

n ep ee n e ep ei in i ip
e

p K p A K p A
m

        
 

, 

   (0) (0) 0T
ii in i ipK p A   . 

 
 
(5.19) 

У матричній формі друге рівняння в (5.19) має вигляд 
(0) ( 1)

,
1

0T
is ik is

s

g G 



 . (5.20) 

Сума у (5.20) починається з 1, тому що  
( 1) ( 1)
0, , 0 0i is is iG G   . (5.21) 

Система рівнянь (5.20) є системою з тривіальним розв’язком. З додаткових 

умов (5.18) маємо   0
0 0T

ig  . Тому 

  (0) 0T
i ipA   . (5.22) 

З (5.22) маємо, що перше рівняння в (5.19) має такий вигляд: 

   (0)
(0)3 ˆ

2
T

n ep ee n e ep
e

p K p A
m

      
 

. (5.23) 

Матричний вигляд цього рівняння: 

(0) (0)
0 1 ,

0

15
3

2
T

e k e k es ek es
s

n n g G 


   . (5.24) 

Рівняння (5.24) розв’яжемо в наближенні трьох поліномів, щоб результати 
для кінетичних коефіцієнтів збіглися з результатами Брагінського (детальніше 
про це див. нижче). Явні вирази для самих коефіцієнтів при поліномах є досить 
громіздкими, тому надамо деякі їх числові значення (значення надані з ураху-
ванням електронейтральності плазми): 

 

Таблиця 5.1. Значення коефіцієнтів при поліномах у функції  (0)T
e epA   

z (0) 4
0

T e
e i

m
g n e L

T
  (0) 4

1
T e
e i

m
g n e L

T
  (0) 4

2
T e
e i

m
g n e L

T
  

1 -0,998 0,662 -0,157 
2 -0,331 0,266 -0,076 
3 -0,169 0,15 -0,047 
4 -0,104 0,097 -0,032 
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У першому порядку за   рівняння для функцій розподілу при градієнті 
температури має для a i

 

такий вигляд: 

       (1) (0)
(0) (1)5 ˆ ˆ

2
T Te

n ip ie n e ep ii n i ip
i i

n
p K p A K p A

m n

   
 

     
 

. (5.25) 

Матричний вигляд цього рівняння: 
2

(0) (0) (1) ( 1)
1 0 , ,

0 1

15
3

2
T T

i k e k es ik es is ik is
s s

n n g G g G  

 

     . (5.26) 

Сума в другому доданку у (5.26) починається з 1 внаслідок (5.21). Для 

a e

 

 друге рівняння з (5.16) у порядку 1  дозволяє отримати функцію 

 T
e epA   у першому порядку за  , проте в цій роботі обмежимось головним 

порядком. Для 0k   рівняння (5.26) збігається з рівнянням (5.24) для 0k  . Для 

1k   з рівняння (5.26) можна отримати функцію  (1)T
i ipA  . Зауважимо, що до-

даткові умови (5.13) занулять коефіцієнт (1)
0

T
ig . 

 

Таблиця 5.2. Значення коефіцієнтів при поліномах у функції  (0)T
i ipA   

z (1) 4
1
T e
i i

m
g n e L

T
  (1) 4

2
T e
i i

m
g n e L

T
  

1 -0,661 0,176 
2 -0,041 0,011 
3 -0,008 0,002 
4 -0,0025 0,0007 

 
Тож маємо такі результати для функцій при градієнті температури: 

        (0) (0) 3 2 (0) 3 2
0 1 1 2 2

T T T T
en n e e ep e epA p p g g S g S O      , 

        (1) 3 2 (1) 3 2
1 1 2 2

T T T
in n i ip i ipA p p g S g S O     . 

(5.27) 

Числові значення коефіцієнтів у (5.27) надані в таблицях 1 та 2. 
 
5.2.2. Функції при градієнті густини електронів  

Для b e  перше рівняння в (5.16) у порядку 0  має вигляд: 

       (0) (0)
(0) (0)1 ˆ ˆe eN N

n ee n e ep ei n i ip
e e

p K p A K p A
n m

    , 

   (0)
(0)ˆ 0eN

ii n i ipK p A   . 

(5.28) 
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Друге рівняння в (5.28)  аналогічно викладкам із попереднього підрозділу 
дасть 

 (0) 0eN
i ipA   . (5.29) 

Тоді перше рівняння з (5.28) набуде вигляду 

   (0)
(0)1 ˆ eN

n ee n e ep
e e

p K p A
n m

  . (5.30) 

Матричний вигляд цього рівняння: 
(0) (0)

0 ,3 eN
k es ek es

s

T g G   . (5.31) 

Розв’язок шукаємо в наближенні трьох поліномів, щоб результати для кі-
нетичних коефіцієнтів збіглися з результатами Брагінського. Явні вирази для 
коефіцієнтів при поліномах досить громіздкі, тому надамо деякі їх числові зна-
чення: 

 

Таблиця 5.3. Значення коефіцієнтів при поліномах у функції  (0)eN
e epA   

z 
4 2

(0)
0
eN i e

e

e Ln m
g

T T
  

4 2
(0)

1
eN i e

e

e Ln m
g

T T
  

4 2
(0)

2
eN i e

e

e Ln m
g

T T
  

1 -0,583 0,166 0,019 
2 -0,087 0,031 0,0012 
3 -0,028 0,011 -0,000072 
4 -0,012 0,005 -0,00019 

 

У порядку 1
 
перше рівняння з (5.16) для b e  з урахуванням вже обчис-

лених результатів має вигляд 

       (0) (0)(1) (1)0 e eN N
ee en e ep ei in i ipK p A K p A    , 

       (1) (0)
(0) (1)ˆ ˆe eN Nn

ie n e ep ii in i ip
i i

p
K p A K p A

m n
     . 

(5.32) 

Матричний вигляд рівнянь (5.32): 
(1) (1)(0) (0)

, ,
0 0

0 e eN N
es ek es is ek is

s s

g G g G
 

    , 

2
(0) (1)(0) ( 1)

0 , ,
0 1

3 e eN N
k es ik es ik is is

s s

T g G G g 

 

     . 
(5.33) 

Додаткові умови (5.13) занулять коефіцієнт (1)
0

eN
ig . На основі явного вигля-

ду інтегральних дужок можна довести, що 

1s     (0)
, 0ek isG  , (0)

, 0is ekG  .  (5.34) 
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З додаткових умов та (5.34) бачимо, що в першому рівнянні з (5.33) друга 
сума в правій частині занулиться. Тоді воно стане просто рівнянням із тривіа-
льним розв’язком: 

 (1) 0eN
e epA   .  (5.35) 

Для 0k   друге рівняння з (5.33) збігається з рівнянням (5.31). Для 1k   
внаслідок (5.34) маємо, що друге рівняння в (5.33) є системою рівнянь із триві-
альним розв’язком, тож  

 (1) 0eN
i ipA   .  (5.36) 

У порядку 2
 

з урахуванням вже отриманих результатів маємо, що перше 
рівняння в (5.16) для b e

 

та a i

 

має вигляд 

   (0)
(2)ˆ 0eN

ii n i ipK p A   .  (5.37) 

З рівняння (5.37) функція  (2)eN
i ipA   обчислюється аналогічно функції 

 (0)T
i ipA   з рівняння (5.19) за єдиною відмінністю, що додаткові умови (5.13) 

задають такий коефіцієнт при нульовому поліномі: 

(2) (0) 2
0 0

e eN Ne
i e

i

n
g g

n
  .  (5.38) 

Тож для функцій  eN
anA p  маємо  

        (0) (0) (0)3 2 3 2 2
0 1 1 2 2

e e e eN N N N
en n e e ep e epA p p g g S g S O     

 
   (0) 2 3

0
e eN N e

in n e
i

n
A p p g O

n
    .  

(5.39) 

Числові значення коефіцієнтів у (5.39) надано в таблиці 3. 
 

5.2.3. Функції при градієнті густини іонів 

 Для b i  перше рівняння в (5.16) має в порядку 0  вигляд 

       (0) (0)
(0) (0)ˆ ˆ0 i iN N

ee n e ep ei n i ipK p A K p A   , 

   (0)
(0)ˆ0 iN

ii n i ipK p A  ,

 

(5.40) 

Друге рівняння в (5.40) розв’язується аналогічно другому рівнянню в 
(5.19): 

 (0) 0iN
i ipA   ,

 

(5.41) 

тоді з урахуванням (5.41) перше рівняння в (5.40) розв’язується аналогічно пер-
шому рівнянню з (5.33): 
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 (0) 0iN
e epA   .

 

(5.42) 

З урахуванням отриманих результатів перше рівняння в (5.16) для b i  в 

порядку 1  має вигляд  

       (0) (0)(1) (1) 0i iN N
ee en e ep ei in i ipK p A K p A   , 

   (0)
(1)ˆ 0iN

ii in i ipK p A   , 
(5.43) 

звідки, аналогічно попереднім викладкам,  

 (1) 0iN
e epA   ,   (1) 0iN

i ipA   .  (5.44) 

У другому порядку за 

 

з урахуванням отриманих вище результатів 

 

пер-
ше рівняння в (5.16) для b i  має вигляд 

       (0) (0)(2) (2)21
i iN N

en ee en e ep ei ei i ip
e i

p K p A K p A
m n

      , 

   (0) (2)0 iN
ii in i ipK p A  . 

(5.45) 

Друге рівняння аналогічно вищенаведеним викладкам дає 

 (2) 0iN
i epA   .

 

(5.46) 

Тоді перше рівняння в (5.45) набуває вигляду 

   (0) (2)21
iN

en ee en e ep
e i

p K p A
m n

    . (5.47) 

Рівняння (5.47) має такий матричний вигляд: 

(2)2 (0)
0 ,

0

3 iNe
k es ek es

si

n
T g G

n
 



   . (5.48) 

Розв’язок системи рівнянь (5.48) шукаємо в наближенні трьох поліномів, 
числові значення коефіцієнтів при поліномах наведено в таблиці 4: 

 

Таблиця 5.4. Значення коефіцієнтів при поліномах у функції  (0)iN
e epA   

z 
4 2

(0)
0
iN i e

e

e Ln m
g

T T
  

4 2
(0)

1
iN i e

e

e Ln m
g

T T
  

4 2
(0)

2
iN i e

e

e Ln m
g

T T
  

1 0,583 -0,166 -0,019 
2 0,174 -0,063 -0,0024 
3 0,084 -0,034 0,00021 
4 0,05 -0,022 0,00078 

 
У третьому порядку за 

 

з урахуванням отриманих вище результатів 

 

пер-
ше рівняння в (5.16) для b i  має вигляд 
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       (0) (0)
(3) (3)ˆ ˆ 0i iN N

ee n e ep ei n i ipK p A K p A   , 

       (1) (0)
(2) (3)2

2
ˆ ˆi iN Nn e

ie n e ep ii in i ip
i i

p n
K p A K p A

m n
     . 

(5.49) 

Рівняння (5.49) розв’язується аналогічно рівнянню (5.32): 

 (3) 0iN
e epA   ,   (3) 0iN

i ipA   . (5.50) 

У четвертому порядку за 

 

з урахуванням отриманих вище результатів 

 перше рівняння в (5.16) для b i  та a i   має вигляд 

   (0) (4) 0iN
ii n i ipK p A   , (5.51) 

Рівняння (5.51) розв’язується аналогічно рівнянню (5.37): 

 (4) (2) 2
0

i eN Ne
i ip e

i

n
A g

n
   . (5.52) 

Тож маємо такі результати для функцій  iN
anA p :  

        (2) (2) (2)3 2 3 2 4
0 1 1 2 2

i i i iN N N N
en n e e ep e epA p p g g S g S O     

 
   (2) 2 5

0
i eN N e

in n i
i

n
A p p g O

n
    .  

(5.53) 

Числові значення коефіцієнтів у (5.53) надано в таблиці 4. 
 
5.2.4. Функції при градієнті масової швидкості 

Додаткові умови (5.13) для функцій  anlA p  виконуються автоматично. 

Останнє рівняння в (5.16) у порядку 1 

 

має такий вигляд для a i

 

(для a e  
воно є тотожністю): 

    ( 1)
(0)ˆ 0ii nlp i ipK h A 


 .

 

(5.54) 

Матричний вигляд рівняння (5.54): 
(0) ( 3)

,
0

0is ik is
s

g W 



 .

 
(5.55) 

Система рівнянь (5.55) є системою рівнянь із тривіальним розв’язком, тож 

 (0) 0i ipA   . (5.56) 

Останнє рівняння в (5.16) у порядку 0
 

має такий вигляд з урахуванням 
отриманих вище результатів: 

   (0)
(0)1 ˆ

nlp ee nlp e ep
e

h K h A
m T

   ,     ( 1) (1)1
nlp ii nlp i ip

i

h K h A
mT

 


  .

 

(5.57) 

Матричний вигляд рівнянь (5.57): 
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( 3) (1)
0 ,10 i i k ik is is

s

n m T W g   ,  (0) (0)
,10 e e ek es es

s

n m T W g  . (5.58) 

Як буде видно в подальшому, непоганий збіг з результатами Брагінського дає й 
наближення одного полінома в (5.58), тому для простоти обмежимось набли-
женням одного полінома. Маємо 

   

1/2
(0)
0 1/243 2

5

2 2
e

ee i

T
g

e L mn n z




 


,   

 

1/2

0 1/23 4 4

5

2i
i e

T
g

z n e L m

 


  , (5.59) 

звідки отримаємо такі результати для  anlA p : 

     
 

1/2

1/243 2

5

2 2
enl nlp

ee i

T
A p h O

e L mn n z

 


  


,   

 
 

 
1/2

1
1/23 4 4

5

2inl nlp
i e

T
A p h O

z n e L m

  


   . 

(5.60) 

 
5.2.5. Кінетичні коефіцієнти стандартного гідродинамічного стану 

Цей пункт присвячено пошуку кінетичних коефіцієнтів стандартного гід-
родинамічного стану системи. Згідно зі стандартним означенням [69], кінетичні 
коефіцієнти стандартного гідродинамічного стану системи вводяться так: 

(1) 2

3
o n l m m
nl nl nl

l n m m

t
x x x x

   
  
    

         
, 

2
(1) lno T e i

en e ei n
n e e i i

n m mT
D D d

x m n m n
 

  
 

,

 

2
(1) lno T e i

in i ie n
n e e i i

n m mT
D D d

x m n m n
 

  
 

,

 
2

(1) (1)5 1

2
o o
n en

n ei e

T
q T

x D m

  
  

      
, 

(5.61) 

де 

 
 

  
lne i i e

n
e e i i e i n

n n m m T
d

m n m n n n x

 
 

  
 

  
2ln lne i i e i

e e i i e i n n

n n m n n

m n m n n n x x


  
      

.

 

(5.62) 

У формулах (5.61)   – теплопровідність системи, T
aD  та T

abD  – коефіцієнти 

термодифузії та дифузії,   та   – зсувна та об’ємна в’язкість та   – додатко-

вий кінетичний коефіцієнт.  
На основі означень (4.4) та (5.8) маємо з рівнянь (5.61): 
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 (0)
0
eNi e

ei ie e
e i

n n
D D Tg O

n n
    


,   

   (0)
1

5

2
eNi e

e
e e i

n n T
g O

m n n
  


, 

   (0)2 (0)
0 0
eNT T T

e i e e e e e eD D T m n g n m Tg O      ,   0  ,  

 
(0)

2 (0) (0)1
1 0(0)

0

5

2

e

e

N
T Te

e e eN
e

g
n T g g O

g
 

 
   

 
,    2 (0) 0

0i i in m T g O    . 

 

(5.63) 

Щодо в’язкості, то маємо такий числовий результат у головному порядку 
за  : 

5 2 1 2
( 1) 1

4 4
0,353 eT m

e z L
   ,   

 

(5.64) 

Результат Брагінського для в’язкості 
5 2 1 2

( 1) 1
4 4

0,406 e
Brag

T m

e z L
   .   

 

(5.65) 

Як бачимо, результати (5.64) та (5.65) відрізняються менш ніж на 14%, що 
є досить добрим збігом, тому в цій роботі можемо для простоти обмежитись 
наближенням одного полінома в (5.60). Щодо результатів для теплопровідності, 
маємо такі числові значення: 

 
Таблиця 5.5. Порівняння результатів для теплопровідності з результатами Браг-

ніського 

z 
4 1 2

(0)
5 2

ee Lm

T
  , наш результат 

4 1 2
(0)

5 2
ee Lm

T
  ,  результат Бра-

гінського 
1 0,946 0,945 
2 0,732 0,733 
3 0,605 0,608 
4 0,518 0,516 

 
Як бачимо з таблиці 5, збіг з результатами Брагінського є чудовим. Щодо 

виразів для коефіцієнтів дифузії та термодифузії, вирази для яких наведені в 
(5.63), то ці коефіцієнти в явному вигляді в роботі Брагінського не виписували-
ся. Вагомим аргументом щодо правильності їх отримання є те, що вони отри-
мані на основі тих же самих функцій, що й теплопровідність, а теплопровід-
ність чудово збігається з відомими результатами. Зауважимо, що результат для 
частин ФРК при градієнтах густин та температури в наближенні двох поліномів 
має якісно таку ж поведінку, як і результат, отриманий у наближенні трьох по-
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ліномів, проте чисельно відрізняється від нього більш ніж у 2 рази. Тому на-
ближення двох поліномів для цих функцій не є достатнім. 

 
5.3. Вплив релаксаційних процесів на гідродинаміку плазми 

У цьому підрозділі досліджується вплив релаксації на стандартну гідроди-
наміку системи. При виводі формул цього підрозділу важливу роль відіграють 

ФРК у порядках 1 0g  (див. (4.21), (4.22) та (4.95)) та результати для ФРК у по-

рядку  0 1g , наведені в попередньому підрозділі. Зауважимо, що результати 

для ФРК у порядку 1 0g  наведені в системі відліку 0n  , у лабораторній сис-

темі відліку формули (4.21) та (4.22) мали б такий вигляд: 

    (1,0)

a
ap ap a ap a ap n n

p p m
f w A B p u


  

 
  . (5.66) 

Однією з основних задач цього підрозділу є пошук ФРК у порядку 1 1g . У 

цьому порядку ФРК мають вигляд 

       (1,1) bNT b n
ap ap an an an anl

bn n n l

nT
f w A p A p A p A p

x x x x
      

   
        

  

       b

a

uNu uT un b l
anl anl n anl n anlm n

bl l l m p p m

u nT
A p A p u A p u A p u

x x x x






 

  
        

 .
  

(5.67) 

Рівняння (5.67) розв’язується за вищенаведеним алгоритмом. Як бачимо, 
воно містить такі невідомі функції: 

1)  вектори  anA p ,  T
anA p ,  bN

anA p   

2) тензори другого рангу  anlA p ,   u
anlA p ,  uT

anlA p ,  buN
anlA p   

3) тензор третього рангу  u
anlmA p . 

З міркувань обертальної інваріантності та з вищенаведених міркувань що-
до вибору поліномів вектори шукаємо у вигляді  

   ( ) 3 2

, 0

m
an n as s ap

m s

V p p g S 


  ,
 (5.68) 

тензори другого рангу шукаємо у вигляді розкладання на незвідні тензори 

     ( ) 1 2 ( ) 5 2

, 0 , 0

m m
anl nl as s ap nlp asTr s ap

m s m s

V p g S h g S  
 

   .
 (5.69) 

Щодо тензора третього рангу  u
anlmA p , то на основі (5.11) можна показати, 

що в головному порядку за   цей тензор має такі властивості: 

   (0) (0)u u
anlm anmlA p A p  ,  (0) 0u

anllA p  . 
 (5.70) 
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Як відомо [130], незвідний тензор – це такий тензор, що згортка його за 
будь-якою парою індексів дає нуль. Очевидно, що такий тензор ортогональний 
дельта-символам. Будь-який тензор T  можна розкласти на незвідний тензор та 
 -частину: 

irreducible  T T T . 
 (5.71) 

У випадку довільного тензора nmlT
 
третього рангу маємо: 

nml nml n ml m nl l nmT T A B C      , 
 (5.72) 

де nmlT  – незвідний тензор. У конкретному випадку, який нас цікавить, маємо  

nml nlmT T ,  0nllT  , 
 (5.73) 

звідки незвідний тензор nmlT  повинен мати властивості 

nlm nmlT T ,  0nll lnl llnT T T   .
 (5.74) 

На основі властивостей (5.74) знаходимо тензор nlmT  та вектори nA , mB , 

lC :
  

nml nml nmlT T T   , 
1 3 3

5 10 10lnm lnm qql nm qqn ml qqm nlT T T T T      , 

1 3 3

5 10 10lnm qql nm qqn ml qqm nlT T T T       . 
(5.75) 

На основі розкладу (5.75) маємо 

 
     (0) ( ) 3 2 ( ) 3 2

, 0 , 0

u u n u n
anlm nlmp as s ap nlmp asIr s ap

n s n s

A p y g S Y g S  
  

 

   , 

2

3mnlp l nm n ml m nly p p p     , 

 21

5mnlp n m l n ml m nl l nmY p p p p p p p      . 

(5.76) 

Подальше виведення ФРК (1,1)
apf  за вищенаведеним алгоритмом є досить 

громіздким, тому не будемо його надавати детально. Як приклад, наведемо тут 

відносно негроміздке виведення функцій  anA p . Явний вигляд результатів для 

ФРК (1,1)
apf  надано в Додатку 2. 

З (5.13) на основі отриманих вище результатів можна отримати точні інте-

гральні рівняння для функцій  anA p

 (вони наведені в системі відліку 0n  ) : 

         3 2 (2) (4)
1

l
a ap a ap a ap a al T T

e

p
S B A A p

m
           

 

    ˆn
a a ap ln ac cl

ce e

p
B G K A p

m n
      , 

(5.77) 
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   (2)
e ep e epB B  ,     (4)

i ip i ipB B  , 

   (2)
e ep e epA A  ,     (3)

i ip i ipA A  , 

  ,ln l bn eb
b

G p A p  , 1e  , 2e
i

i

n

n
   , 1e  ,  2

i  . 

Як бачимо, рівняння (5.77) містять поправки до результатів НЛР, отримані 
в (4.95), тож вони дозволяють отримувати коректні результати не лише в голо-
вному порядку за  , проте в цій роботі обмежимось обчисленням лише голов-

ного порядку. Зауважимо, що ті частини ФРК (1,1)
apf , які містять градієнти   та 

nu , присутні в лінеаризованій теорії (тобто в теорії, яка є лінійною за малими 

відхиленнями ПСО від їх постійних рівноважних значень) та вони є важливими 
не лише для потоків та кінетичних коефіцієнтів системи, але й для мод.  

У порядку 0  рівняння (5.77) має вигляд 

         
(0) (0) (0)

3 2 (0) (0)
1

ˆ ˆn ln l
ep ee l e ep ei l i ip

e e e

p G p
S K p A K p A

m n m


  

      , 

   (0)
(0)ˆ 0ii l i ipK p A   . 

(5.78) 

 Додаткові умови (5.13) накладають таке обмеження на коефіцієнти при 
поліномах: 

0n 
  

 
0 0n

ag  . (5.79) 

З урахуванням (5.79) аналогічно вищенаведеним викладкам маємо 

 (0) 0i ipA   . (5.80) 

Тоді перше рівняння з (5.78) набуде вигляду 

     
(0) (0)

3 2 (0)
1

ˆn ln l
ep ee l e ep

e e e

p G p
S K p A

m n m


 

    , (5.81) 

Матричний вигляд рівняння (5.81): 

(0) (0) (0)
0 1 ,

1

15

2k nn e k es ek es
s

G n g G  


   . (5.82) 

При 0k 
 
рівняння (5.82) є тотожністю, ще можна показати на основі яв-

ного вигляду інтегральних дужок, а також означення lnG  (див. (5.77)). Це свід-

чить про те, що наша обчислювальна процедура не є суперечливою. При 1k 
 можна отримати розв’язок рівняння (5.82); для простоти отримаємо його в на-

ближені одного полінома: 

 
(0)
1 (0) 42

1, 1

15 15 1

2 22 4 2 13
e

e
e e ee i

n T
g

G e L mn z n




 


, (5.83) 
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тож маємо 

     (0) 3 2
142

15 1

22 4 2 13
e ep ep

ee i

T
A S

e L mn z n

  





. (5.84) 

У порядку 1  рівняння (5.77) для a i  має вигляд 

 (0) 3 2
1

e
n ln l ip

i i i i

n
p G p S

n m m n
      

       (1) (0)
(0) (1)ˆ ˆ

ie l e ep ii l i ipK p A K p A     . 

(5.85) 

Рівняння (5.77)  у порядку 1  для a e  необхідне для пошуку  (1)
e epA  , 

проте обмежимось пошуком лише головного порядку функцій  a apA 
 
за  . 

Матричний вигляд рівняння (5.85): 

(0) (0) (0) (1) ( 1)
0 1 1 , 1 ,

1

15

2k nn e k e ik e is ik is
s

G n g G g G    



     . (5.86) 

Для 0k   рівняння (5.86) є тотожністю, для 1k   маємо систему рівнянь 

для коефіцієнтів при поліномах у функції  (1)
i ipA  . Для простоти отримаємо 

розв’язок у наближенні одного полінома. Використовуючи (5.34), маємо 

(1)
( 1) 4 4 2
1, 1

15 15

2 16
e e

is
i i i e

n n T
g

G z e Ln m
  

    . (5.87) 

Тож для функцій  anA p

 
маємо 

       3 2
142

15 1

22 4 2 13
en n ep

ee i

T
A p p S O

e L mn z n

  


 


, 

     3 2
14 4 2

15

16
e

in n ip
i e

n T
A p p S O

z e Ln m
    


   . 

(5.88) 

Щодо інших функцій з (5.67), їх виведення й результати для них є набагато 
більш громіздкими. Результати для них надані в Додатку 2. 

На основі отриманих ФРК (1,1)
apf

 
маємо такі результати для потоків. Потік 

імпульсу електронів: 

   (1,1) (0) (0) 2
0 0

o e u en n
eqw e Tr qnwl e Tr qnwl

l l

u
t g O g O

x x
 

  
             

 

 (0) (0)
0 0

2

3
uT e T
e Tr qnwl e e e nl qw n

l

T
g n m Tg O u

x
           

 

(5.89) 
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 (0) (0)
0 0

2

3
e euN Ne e

e Tr qnwl e e e nl qw n
l

n
g n m Tg O u

x
  

        
 

 (0)
0

iuN e i
e Tr qnwl n

l

n
g O u

x


     
,  22

3
a
qnwl qn wl ql wn qw nl a an m T          

 
; 

потік імпульсу іонів: 

   (1,1) (1) 0 (4) 3
0 0

o i u in n
iqw i Tr qnwl i Tr qnwl

l l

u
t g O g O

x x
 

  
              

 

 (0)
0
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3
T

e e e qw nl n
l

T
n m Tg O u

x
          

 

 (0)
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3
eN e

e e e qw nl n
l

n
n m Tg O u

x
  

      
 

 (4) (2) 3
0 0

2

3
i iuN Ni i

i Tr qnwl e e e qw nl n
l

n
g n m Tg O u

x
  

       
; 

(5.90) 

потік енергії електронів: 

   (1,1) (0) (0)
1 1

o T
ew e e e e nw

n n

T
q g O g O

x x
                  

 

   (0) (2) 3
1 1

e iN Ne i
e e nw e e nw

n n

n n
g O g O

x x
      

             
 

 (0)
1

2

3
u l

e e nw lm mw nl lw mn n
m

g O u
x





      

           
, 25

2a an T   ; 

(5.91) 

потік енергії іонів: 

   (1,1) (1) 2 (1) 2
1 1

o T
iw i i nw i i nw

n n

T
q g O g O

x x
                   

 

   (1) (1)2 2
1 1

e iN Ne i
i i nw i i nw

n n

n n
g O g O

x x
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              
 

 (1) 2
0

2

3
u l

i i mw nl nw ml wl nl n
m

g O u
x





      

           
. 

(5.92) 

Зауважимо, що не всі члени в (5.89)–(5.92) мають аналоги в стандартній гі-
дродинаміці. Як бачимо, завдяки релаксації швидкості потоки імпульсу містять 
градієнти густин та температури, а потоки енергії – градієнт масової швидкості. 
Такі внески в рамках стандартної гідродинаміки відсутні. Також зауважимо, що 
хоча наші поправки (4.95) є поправками більш високого порядку за  , вони 
дають внески до деяких результатів з (5.89)–(5.92) навіть у головному порядку 
за    (див. Додаток 2). 
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Випишемо на основі (5.89) та (5.90) сумарний потік імпульсу в головному 
порядку за  :  

1(1,1, ) (1) 2
0

2

3
o n l m
nl i Tr i i nl

l n m

t g n m T
x x x

    
 

    
      

. (5.93) 

Для (1)
0i Trg  можна отримати такий результат: 

(1)
0 44 4 2

15
10

216
e

i Tr

i e

n
g

zz e Ln m T
 


   
 

. (5.94) 

Аналогічний результат стандартної гідродинаміки: 

1(0,1, ) (1) 2
0

2

3
o n l m
nl i i i nl

l n m

t g n m T
x x x

    


    
      

. (5.95) 

Тож у головному порядку за   
маємо релаксаційну поправку до в’язкості 

стандартного гідродинамічного стану згідно з означенням (5.61): 

 ( 1) 2 (1) 0
0h i i i Trn m T g O      , (5.96) 

Тобто релаксаційна поправка (5.96) зменшує в’язкість. 
Випишемо на основі (5.91) та (5.92) сумарний потік енергії в головному 

порядку за  : 
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n T g u u u
x x x


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     
      
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(5.97) 

Явні вирази для коефіцієнтів у (5.97) досить громіздкі, тому наведемо деякі їх 
числові значення: 
 

Таблиця 5.6. Чилові значення коефіцієнтів у потоці енергії 
0(1,1, )o

nq   

z (0) 4
1

e
e i

m
g e Ln

T
  (0) 4 2

1
eN e

e i

m
g e Ln

T
  (0) 4

1
T

e i eg e Ln m T  (0) 4
1

1u
e i

e

g e Ln
m T


 

1 0,946 0,343 0,577 0,188 
2 0,732 0,039 0,14 0,069 
3 0,605 0,011 0,06 0,036 
4 0,518 0,004 0,033 0,022 

 
Як бачимо, до потоку енергії внески, які не мають аналогів у стандартній 

гідродинаміці, увійдуть вже в головному порядку за  . Перші два внески в 
правій частині (5.97) мають аналоги в стандартній гідродинаміці, а останні два 
– ні. На їх основі можна вводити нові кінетичні коефіцієнти. Якщо перші два 
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внески в правій частині (5.97) зібрати згідно з означенням (5.61), то матимемо 
релаксаційну поправку до теплопровідності стандартного гідродинамічного 
стану в головному порядку за  : 

 
(0)

(0) (0) (0)1
1 0(0)

0

5

2

e

e

N
T Te

h e e eN
e

g
n T g g O

g


   

 
    

 
. (5.98) 

З (5.98) та таблиці 6 бачимо, що релаксаційна поправка (5.98) до теплопро-
відності стандартного гідродинамічного стану зменшить теплопровідність.  

Щодо коефіцієнтів дифузії та термодифузії, можна показати, що релакса-
ція їх не змінить внаслідок додаткових умов (5.13). 

 
Висновки до розділу 5 

На основі ідеї узагальнення методу Чемпена–Енскога, запропонованої в 
цій роботі, досліджено вплив релаксаційних процесів на гідродинаміку плазми. 
Плазма описується параметрами скороченого опису стандартного гідродина-
мічного стану (густинами компонент, масовою швидкістю та температурою), а 
також відхиленнями температури та швидкості електронів від їх стандартних 
гідродинамічних значень. Показано, що цей набір параметрів можна викори-
стовувати замість стандартного набору параметрів, якими є густини, темпера-
тури та швидкості компонент, оскільки він є більш зручним для опису 
релаксаційних процесів у просторово-неоднорідній плазмі. Показано, що 
отримані в монографії результати для кінетичних коефіцієнтів стандартної 
гідродинаміки добре узгоджуються із відомими результатами Брагінського.  

Також отримано рівняння для функцій розподілу компонент у першому 
порядку за малими відхиленнями та малими градієнтами. При цьому враховано 
поправки до результатів наближення локальної рівноваги, які отримані в про-
сторово-однорідному випадку. Одержані рівняння для простоти розв’язані в 
наближенні одного полінома Соніна. Хоча отримані поправки до наближення 
локальної рівноваги є поправками більш високого порядку за відношенням мас, 
в деякі частини дослідженої ці поправки дадуть внесок у головному порядку за 
відношенням мас. Знайдено потоки енергії та імпульсу компонент у першому 
порядку за відхиленнями та градієнтами, тобто на відміну від відомих у 
літературі результатів ураховано релаксаційні внески в потоках. Показано, що 
не всі члени з цих потоків мають аналоги в стандартній гідродинаміці: завдяки 
релаксації швидкості потоки імпульсу містять градієнти густин та температури, 
а потоки енергії – градієнт масової швидкості. Отримано релаксаційні поправки 
до кінетичних коефіцієнтів стандартної гідродинаміки плазми на основі тих 
членів у потоках, які мають аналоги в рамках стандартної гідродинаміки. Пока-
зано, що ці поправки зменшують в’язкість та теплопровідність стандартного 
гідродинамічного стану системи. 

Результати розділу 5 опубліковано в наших роботах [137 – 139]. 
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РОЗДІЛ 6 
ГІДРОДИНАМІЧНІ ТА РЕЛАКСАЦІЙНІ МОДИ  

ПОВНІСТЮ ІОНІЗОВАНОЇ ПЛАЗМИ 
 

Цей розділ присвячено пошуку гідродинамічних та кінетичних мод повніс-
тю іонізованої плазми. У цьому розділі вивчаються моди рівнянь Власова та 
Ландау–Власова. Нагадаємо, що, як відомо [3], моди називають кінетичними, 

якщо в гідродинамічному наближенні їх дисперсійний закон  0 0k   , та гі-

дродинамічними, якщо  0 0k   .  В роботі розглядається задача досліджен-

ня мод кінетичних рівнянь Ландау та Ландау–Власова.   
Зауважимо, що зазвичай моди плазми вивчаються на основі рівнянь Власо-

ва [100] або Ландау–Власова [101] та, як відомо, самоузгоджений член має 
більш вагомий вплив на моди, ніж інтеграл зіткнень. Результати, які отриму-
ються в дослідженні задачі на основі кінетичного рівняння Власова, відомі – це 
так звані плазмові моди. Їх можна отримати як безпосередньо з кінетичного рі-
вняння  [100, 101], так і на основі рівняння Ліувілля та методу функцій Гріна 
[119]. Проте задача пошуку мод на основі кінетичного рівняння Ландау, яке не 
містить самоузгоджений член, є важливою. Отримані в рамках цієї задачі ре-
зультати показують, який вплив має саме інтеграл зіткнень на моди системи. Як 
буде видно в подальшому, на основі кінетичного рівняння Ландау будуть отри-
мані релаксаційні моди, які, як і плазмові моди, є кінетичними модами. Ще од-
на вагома причина досліджувати моди кінетичного рівняння Ландау є такою. 
Кінетичне рівняння Ландау описує лише короткодіючу частину кулонівської 
взаємодії в плазмі. Далекодіючу взаємодію можна описати за допомогою само-
узгодженого електромагнітного поля.  При цьому доцільною є ідея опису плаз-
ми як взаємодіючих поля та системи заряджених частинок з короткодіючою 
взаємодією [112, 140]. Цікавою є ідея побудови кінетичної теорії та мод плазми 
на основі рівняння Ліувілля та гамільтонінану, отриманого в роботі [112]. У ра-
мках такої теорії пошук мод кінетичного рівняння Ландау є актуальним, бо він 
дозволяє зменшити розмірність задачі. Зауважимо, що аналогічні ідеї викорис-
товуються не лише для плазми, аде й для інших систем (див. [141–143]).   

Альтернативним підходом є дослідження задачі на основі кінетичного рів-
няння Ландау–Власова. Моди системи будуються на основі стандартного під-
ходу в рамках методу Чемпена–Енскога [102, 120]. Наше дослідження мод кіне-
тичного рівняння Ландау–Власова є важливим, бо наш метод дозволяє вийти за 
відому модель «желе» [100], в якій підсистема іонів вважається рівноважною. 
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6.1. Гідродинамічні та релаксаційні моди кінетичного рівняння Ландау 
Цей підрозділ присвячено дослідженню мод плазми на основі кінетичного 

рівняння Ландау. Для побудови мод системи потрібно лінеаризувати теорію 
поблизу рівноважного стану системи. Будується лінійна теорія за малими від-
хиленнями ПСО системи від їх рівноважних значень; підкреслимо, що саме рі-
вноважних, а не стандартних гідродинамічних значень. Будемо працювати в си-
стемі відліку, де рівноважне значення масової швидкості дорівнює нулю: 

   , ,eq
a a an x t n n x t  ,    , ,eqT x t T T x t  , 

   , ,n nx t x t  ,    , ,x t x t  ,    , ,n nu x t u x t  , 
(6.1) 

де eq
  – рівноважне постійне значення ПСО  , а  ,x t  – мале відхилення 

ПСО   від рівноважного значення. У подальшому для простоти позначень ін-

декс «eq » опускаємо.  

Для дослідження мод потрібні часові рівняння для ПСО в рамках лінеари-
зованої теорії – у правих частинах рівнянь (5.7) залишимо лише лінійні за 

 ,x t
 
члени. Після нескладних перетворень отримаємо: 
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Зауважимо, що на вирази для  u  та u  має вплив джерело enR  у порядку 

1 2g , у порядку 0  таке джерело не є нульовим (внески, які містять Ag  та Bg ). 

Отримання результату для цього джерела проводиться методом, аналогічним 

попередньому розділу, проте досліджується теорія в порядку 1 2g  у рамках ба-

рнетівського наближення без урахування нелокальності інтегралу зіткнень. Як 
відомо, на барнетівські внески істотний вплив справляє нелокальність інтегралу 
зіткнень, тому для більш адекватного обчислення u  та u  ця нелокальність 

повинна бути врахована, проте ії врахування планується зробити у подальших 
дослідженнях. Як буде видно в подальшому, ці коефіцієнти входять у вирази 
для згасаючих релаксаційних мод не в головному порядку за малим хвильовим 
вектором, тому на головний порядок релаксаційних мод урахування нелокаль-
ності інтегралу зіткнень не вплине. Також зауважимо, що на вираз для   також 

впливає джерело eQ  у порядку 1 2g , проте можна довести, що воно нульове в 
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нульовому порядку за  . Усі інші коефіцієнти в (6.2) обчислені на основі ре-
зультатів попереднього розділу, тобто на них урахування нелокальності інтег-
ралу зіткнень ніяк не вплине. Результати (6.2) виписані з урахуванням електро-
нейтральності плазми, бо для постійних рівноважних значень густин компонент 
умова електронейтральності має виконуватись. 

Для подальшого дослідження зробимо перетворення Фур’є: 

   3, ,n nik xk t d xe x t      (6.3) 

та виберемо систему координат так, щоб вісь Ox
 
була співнапрямлена з хви-

льовим вектором k . Тоді в термінах Фур’є-компонент рівняння (6.2) набудуть 
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(6.4) 

коефіцієнти в (6.4) наведені в (6.2). 
Рівняння (6.4) можна переписати в матричному вигляді: 

 M k
t

 



 (6.5) 

де   – стовпець з ПСО  ,k t , а матриця  M k  є узагальненою гідродина-

мічною матрицею (узагальненою, тому що це матриця 10х10 з гідродинамічни-
ми та релаксаційними ПСО, а не матриця 6х6 у рамках стандартної гідродина-
міки). У подальшому дослідження проводиться з урахуванням малості хвильо-
вого вектора k  (хвильовий вектор є малим, бо малі градієнти в системі).  Мат-

риця  M k  не є ермітовою, тому вона має праві  n k  та ліві  n k  власні фун-

кції: 

       n n nM k k k k   ,        n n nk M k k k    ,  (6.6) 
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власні значення  n k  є однаковими для правих та лівих власних функцій. Пра-

ві власні функції матриці  M k  є стовпцями, а ліві – рядками. Зауважимо, що 

ні сама матриця  M k , ні її власні функції та власні значення не залежать від 

часу.  Нормування власних функцій таке: 

   m n mnk k   .  (6.7) 

Власні значення  n k  є дисперсійними законами для мод. Вони отриму-

ються на основі рівняння 

det 0M I  .  (6.8) 

Рівняння (6.8) містить детермінант 10х10, та, відповідно, має 10 розв’язків. 

Ці розв’язки отримуються на основі явного вигляду матриці  M k , який зада-

ний рівняннями (6.4) та (6.5). Для дисперсійних законів для мод отримано такі 
результати: 

 (1) 2 2 2 3
1,2 0 ,ig T k O k k   ;
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     
2 4

(0) (0)0) (0)
1 0 1 0

5

3 1
e eN NT Ti

e e e e
e

n z T
c z g g g g

m z
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
;  

 2 3
7,8 u uk O k      ; 

    (0) (0) (0) (0) 1 2 2 3
9 ,u u u u u k O k k              ; 

   (0) (0) (0) 1 2 2 3
10 ,T u u k O k k             . 

(6.9) 

Моди  1 6   є гідродинамічними модами системи; зауважимо, що кількість 

гідродинамічних мод збігається з кількістю ПСО стандартного гідродинамічно-
го стану системи. Можна показати, що рівняння для мод 1 6   та 7 10   розділять-
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ся, тобто отримані тут гідродинамічні моди є стандартними гідродинамічними 
модами системи.  Моди 7 10   є кінетичними релаксаційними модами системи.  

Вектор   розкладемо на власні функції матриці  M k : 

   
10

1
n n

n

t t  


 ,   (6.10) 

на основі (6.5) та (6.7) отримаємо 

   n nt t    ,     0nt
n nt e  , (6.11) 

тобто величина  n t  залежить від часу за законом nte . Величина  n t  назива-

ється модою системи, ії фізичний зміст – колективний рух параметрів скороче-

ного опису за часовим законом nte . Як бачимо, для отримання мод необхідно 

отримати власні функції матриці M . У цій роботі функції n
 
та n  отримані в 

головному порядку за малим хвильовим вектором. На основі цих результатів 
можна показати, що 

1 y  ,  2 z  ,  3,4 N e i s x Tn n c T         , 

5,6 5,6 5,6e iT a n b n     , 7 yu  , 8 zu  , 9 xu  , 10  , 

 5 1

3s
e

z T
c

m



 , 

(6.12) 

коефіцієнти 5,6a  та 5,6b  є дуже громіздкими, тому вони тут не виписані. Як ба-

чимо з (6.9) та (6.12), моди 1,2  описують згасання поперечних компонент масо-

вої швидкості, моди 3,4  є звуковими модами та моди 5,6  є тепловою та дифу-

зійною модами. Як бачимо, у звукових модах беруть участь густини компонент, 
температура та повздовжня частина масової швидкості, а в дифузійній та теп-

ловій моді – лише густини та температура.  Моди 7,8  описують згасання попе-

речних компонент відхилення nu , мода 9   описує згасання повздовжньої ком-

поненти відхилення nu , а мода 10  описує згасання параметра  .  

 
6.2. Релаксаційне згасання плазмових хвиль 

Цей підрозділ присвячено дослідженню мод системи на основі кінетичного 
рівняння Ландау–Власова. Як відомо [9, 101], це рівняння має вигляд 

   ap ap apn
a n ap

a n n

f f fp
e E f I f

t m x p

  
  

  
, (6.13) 

де   nE f  – самоузгоджене електричне поле,  apI f  – інтеграл зіткнень Лан-

дау. Поле  nE f  задовольняє рівнянню Максвелла–Пуассона: 
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 4n
e i

n

E
en zen

x



  


.   (6.14) 

З (6.14) бачимо, що з урахуванням електронейтральності системи в просторово-

однорідному рівноважному стані самоузгоджене поле відсутне: поле  nE f  є 

лінійним за малими відхиленнями  . Зауважимо, що самоузгоджене магнітне 

поле не враховується в рівнянні (6.13), бо його внесок зникне в лінеаризованій 
теорії. На основі рівняння (6.13) отримаємо, що часові рівняння для ПСО сис-
теми мають вигляд 

1a an

a n

n

t m x

 
 

 
,    1n l nl

n n i e
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t m n m n x x
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.
 

(6.15) 

Як бачимо, рівняння (6.15) збігаються з рівняннями (5.7) за винятком часо-
вих рівнянь для n  та nu . 

На жаль, реалізація методу Чемпена–Енскога з послідовною побудовою 
теорії збурень за малими параметрами   та g  для рівняння (6.13) є важкою за-

дачею. Зауважимо, що стандартним піходом у літературі до рівняння з самоуз-
годженим членом є побудова ліанеризованої теорії без використання методу 
Чемпена–Енскога. Проте в рамках методу Чемпена–Енскога можна дослідити 
моди в бездисипативному наближенні. Зауважимо, що врахування процесів ди-
сипації (в’язкості, теплопровідності, дифузії) базується на вивченні потоків у 
першому порядку за g ; рівняння гідродинаміки, які можна отримати на основі 

просторово-однорідної ФР, називають рівняннями бездисипативної (ідеальної) 
гідродинаміки. Тому «бездисипативним наближенням» при дослідженні мод 
системи в монографії називається наближення, яке ґрунтується на використанні  
просторово-однорідних ФРК. При цьому в рамках ліанеризованої теорії безди-
сипативне наближення дає такі лінійні часові рівняння для ПСО: 

e n n
e e
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n u
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t x x
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,  

(6.16) 
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e e
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    ; 

ті коефіцієнти, що не визначені в (6.16), визначені в (6.2). Зауважимо, що внес-
ки, які містять градієнти густин та температури в часовому рівнянні для nu  у 

попередньому підрозділі компенсуються внесками від джерела enR  у порядку 
0 1g , проте в цьому підрозділі ми не вивчаємо ФРК у порядку 0 1g . Дослі-

дження дисперсійних законів для мод та самих мод проводиться аналогічно по-
передньому підрозділу. Врешті-решт для дисперсійних законів отримаємо такі 
результати: 

 2
1,2 O k  ,

  
 2 2

3,4 ,sikc O k k    ,  2
5 O k  ,  

 
2

2 2 2
6,9 ,

2 4
u u

pi O k
 

       , 
2

2 4 e
p

e

e n

m


  ;  

 2
7,8 u O k    ,   2

10 T O k    , 

(6.17) 

де sc  – швидкість звуку,  визначена в (6.12), p
 
– плазмова частота, а величина 

u  в (6.17) взята в головному порядку за  . Для самих мод отримано такі ре-

зультати:  

 3,4 N e i s x Tn n c T         , 

 6,9 i ee z n n   , 7 yu  , 8 zu  , 10  .  
(6.18) 

Як бачимо, фізичний зміст мод 3,4,7,8,10  такий самий, як і в попередньому 

розділі.  Моди 6,9  описують релаксаційне згасання плазмових хвиль, їх фізич-

ний зміст – коливання зарядів під дією самоузгодженого поля (див. (6.18)). За-
уважимо, що такий самий фізичний зміст мають плазмові хвилі, отримані на 
основі рівняння Власова [9, 100]. Результати (6.17) та (6.18) узгоджуються з 
принципом відповідності. Якщо в них покласти 0p   (тобто якщо з них вики-

нути ту величину, яку в них приніс самоузгоджений член), то отримуємо ре-
зультати для мод кінетичного рівняння Ландау, а якщо в них покласти  

0u T   , то отримаємо моди кінетичного рівняння Власова (тобто плазмові 

хвилі та звукові моди; зауважимо, що звукові моди в бездисипативному набли-
женні мають однаковий вигляд для кінетичних рівнянь Власова, Ландау та Ла-
ндау–Власова). 
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Детальніше поговоримо про моди релаксаційного згасання. Як бачимо з 
(6.17), їх декремент згасання R  та частота   відповідно дорівнюють 

  
2
u

R


  ,   

2
2

4
u

p


   . (6.19) 

Як бачимо, фізично за релаксаційне згасання плазмових хвиль відповідає 
процес релаксації швидкості. Порівняємо наше релаксаційне згасання з відомим 
у літературі [100] згасанням Ландау. Як відомо, декремент згасання Ландау до-
рівнює 

  
 3 2 2

1 3
exp

8 2 2
p

L
DD

k rkr


 

   
 

 (6.20) 

де Dr  – радіус Дебая. Як бачимо, хоча в повністю іонізованій плазмі u p  , 

проте R const  , а 0
0L k

  . Тому при малих хвильових векторах релакса-

ційне згасання є значно більш вагомим за згасання Ландау. Деякі числові хара-
ктеристики для різних повністю іонізованих плазм надані в таблиці 7: 
 

Таблиця 6.1. Коефіцієнти згасання для деяких повністю іонізованих плазм 

Плазма 3,cмen   ,T K  R p     

токамак 14 1510 10  810    80,3 1,5 10   0,146 0,152  

міжпланента 
плазма 

2 110 10   410    90,03 1,5 10   0,133 0,144  

сонячна 
корона 

4 810 10  6 810 10  
14 93 10 1,5 10     0,119 0,148  

 
Таблицю 7 побудовано з урахуванням того, що кулонівський логарифм 

оцінюється як 10 15L   [16]. Величина   – це таке значення Dkr , що при 

Dkr   R L  . Зауважимо, що схожі результати відомі в моделі желе [100], 

проте результати цієї роботи є більш загальними. По-перше, реалізовано вихід 
за модель желе, тобто враховано відхилення функції розподілу іонів від рівно-
ваги. По-друге, з’ясовано фізичний зміст релаксаційного згасання – фізичною 
основою релаксаційного згасання плазмових хвиль є процес релаксації швидко-
сті. 

 
Висновки до розділу 6 

На основі ідеї узагальнення методу Чемпена–Енскога, запропонованої в 
монографії, отримано моди кінетичних рівнянь Ландау та Ландау–Власова. За-
уважимо, що в літературі розгляд звичайно базується на кінетичному рівнянні 
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Власова без інтегралу зіткнень та розглядається модель желе. У цій роботі вра-
ховано відхилення ФР іонів від її рівноважного значення, тобто розглядається 
випадок, який є більш загальним за модель желе. Задача знаходження мод на 
основі кінетичного рівняння Ландау без самоузгодженого члена є важливою 
тому, що описує вплив інтегралу зіткнень на моди, а також дозволяє зменшити 
розмірність задачі при опису плазми в термінах взаємодіючих електромагнітно-
го поля та частинок з близькодіючою взаємодією.  

В рамках цієї задачі отримано шість гідродинамічних мод (кількість гідро-
динамічних мод дорівнює кількості параметрів скороченого опису стандартно-
го гідродинамічного стану: густини двох компонент, масова швидкість і темпе-
ратура) та чотири релаксаційні моди. Серед гідродинамічних мод маємо зсувну, 
теплову моду (вони є згасаючими модами другого порядку за малим хвильовим 
вектором, в них входять густини та температура стандартного гідродинамічно-
го стану), дві звукові моди та дві моди, які описують згасання поперечних ком-
понент масової швидкості. З чотирьох релаксаційних мод дві описують згасан-
ня поперечних компонент відхилення швидкості від стандартного гідродинамі-
чного значення, одна – згасання повздовжньої компоненти відхилення швидко-
сті та одна – згасання відхилення температури. Всі релаксаційні моди є кінети-
чними модами системи.  

Щодо задачі знаходження мод на основі кінетичного рівняння Ландау–
Власова, то, на жаль, реалізувати теорію збурень за малими відхиленнями та 
малими градієнтами в рамках методу Чемпена–Енскога в повному обсязі не 
вдається, цей метод адаптований до кінетичних рівнянь без самоузгоджених 
членів. Проте можна отримати моди в бездисипативному наближенні, тобто 
взявши функції розподілу компонент лише у нульового порядку за градієнтами. 
Моди рівняння Ландау–Власова розраховані в роботі саме в такому наближен-
ні. Отримано три гідродинамічні моди другого порядку за малим хвильовим ве-
ктором, дві релаксаційні моди, які описують згасання поперечних компонент 
відхилення швидкості, одну релаксаційну моду, яка описує згасання відхилення 
температури, дві звукові моди та дві моди, які описують релаксаційне згасання 
плазмових хвиль. Наведено числові значення діапазону хвильових векторів, для 
яких релаксаційне згасання є більш вагомим за згасання Ландау. Встановлено, 
що фізичною причиною релаксаційного згасання плазмових хвиль є процес ре-
лаксації повздовжньої компоненти відхилення швидкості електронів від свого 
стандартного гідродинамічного значення. 

Результати розділу 6 опубліковано у наших роботах [144 – 148]. 
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РОЗДІЛ 7 
ЗАДАЧА ГРЕДА У ПОВНІСТЮ ІОНІЗОВАНІЙ ПЛАЗМІ 

 
Цей розділ присвячено тринадцятимоментній задачі Греда у повністю іоні-

зованій двокомпонентній просторово-однорідній електрон-іонній плазмі. Три-
надцятимоменте наближення Греда описує формування дисипативних потоків, 
тому саме йому придуліена увага у монографії.  

Як відомо [69], в рамках тринадцятимоментної задачі Греда незалежними 
параметрами скороченого опису є густини кількості частинок компонент an , 

швидкості компонент an , температури компонент aT  а також потоки енергії 

компонент o
anq  та безслідові потоки імпульсу компонент o

anl , взяті у системі ві-

дліку, яка є супутною до a -ї компоненти, ,a e i . Визначення цих параметрів в 

термінах однокомпонентної функції розподілу є стандартним: 

3
a apn d pf  ,    3

a a an n apn m d pp f   , 2 33 1

2 2a a a a a ap apn T n m d p f    , 

3
, a a

nlpo
anl a p m

a

h
d p f

m    , 3
, a a

n apo
an a p m

a

p
q d p f

m 


  , 

21

3nlp n l nlh p p p   , 
2

2ap
a

p

m
  , 

(7.1) 

температура записана в енергетичних одиницях. 
Розгляд базується на відомому кінетичному рівнянні Ландау [4], що у про-

сторово-однорідному випадку має вигляд 

 ap
ap

f
I f

t





,

  2 2 32 ap cp
ap a c cp ap nk

c n k k a c

f f p p
I f e L e d p f f D

p p p m m
 



               
  , 

   2 3
nk nk n kD u u u u u  .  

(7.2) 

У літературі загальновживаним є підхід, в якому функція розподілу в даній 
задачі постулюється у наступному вигляді [69], [70]: 

2

2 2
1 1

2 5
nlpL o on

ap ap anl an
a a a a a a a

h p p
f f q

n m T n T m T


  
     

  
, (7.3) 

де L
apf  – локально-рівноважна максвелівська функція розподілу з залежними від 

часу температурами та швидкостями компонент: 
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 
 2

3 2
exp

22

a aL a
ap

a aa a

p mn
f

m Tm T





 
  
 
 

. (7.4) 

У рамках стандартного підходу до задачі Греда [69] функцію розподілу шука-
ють у вигляді добутко локально-рівноважної функції розподілу та деякої ком-
бінації з потоків, яку шукають за допомогою розвинення у ряд за поліномами 
Ерміта [69]. При цьому коефіцієнти при поліномах вибирають такими, щоб ви-
конувались додаткові умови (7.1). Фактично [69], функцію розподілу постулю-
ють у вигляді (7.3), бо цей, безсумнівно, логічний вигляд не суперечить озна-
ченням (7.1), а отримати функцію розподілу безпосередньо з кінетичного рів-
няння в загальному випадку є дуже складною задачею.  

Метою даного розділу є вивести функцію розподілу на основі кінетичного 
рівняння. Для простоти розглядаємо лише просторово-однорідний випадок, та 
досліджуємо стани системи, які знаходяться в околі рівноважного стану систе-
ми. Як відомо [6], недоліком методу Греда є відсутність малого параметру, що 
не дозволяє отримати функцію розподіл безпосередньо з кінетичного рівняння. 
Розгляд станів системи в околі рівноважного стану дозволяє ввести малий ре-
лаксаційний параметр і розв’язувати кінетичне рівняння у теорії збурень за цим 
малим параметром. Відповідний малий параметр   введемо із розмірних мір-

кувань: 

T  , n eu T m , o
anl nT  ,  o

an i eq n T T m ,    1 , (7.5) 

де   та nu  є, відповідно, малими відхиленнями швидкості та температури елек-

тронів від їх рівноважних значень: 

eT T   , n enu  ,  (7.6) 

T  – рівноважна температура системи. У цьому розділі використовується систе-
ма відліку, де рівноважна швидкість системи дорівнює нулю. 

Як показано у розділі 4, мають місце наступні співвідношення: 

an a nr u  ,    2
a ae air z    , 2

a a aT T s y u   , 

a ae ais z   ,  21 3a e aiy m z z    , 
(7.7) 

де   – корінь з малого відношення мас електрона та іона: 

1e im m   . (7.8) 

i z  – заряд іона. Також тут і надалі враховується умова електронейтральності 

i en zn .    (7.9) 

Як бачимо із співвідношень (7.7), температури та швидкості компонент вира-
жаються в термінах параметрів  , nu . Також у четвертому розділі показано, що 

густини кількості числа частинок у просторово-однорідному випадку є рівно-

94



95 
 

важними константами, що дає змогу вибрати наступний набір параметрів ско-

роченого опису для нашої задачі: { , , , }o o
n anl anu q    .  Відповідно, ми можемо за-

писати функціональну гіпотезу 

 
0

( ) ( )ap apt
f t f t  ,   , , ,o o

n anl anu q    , (7.10)

де 0  – деякий характерний час, який менший за часи релаксації параметрів 

скороченого опису. Слід зауважити, що на відміну від [69], [70], ми не припус-
каємо, що функція розподілу a -ї компоненти залежить лише від потоків a -ї 
компоненти. 

На основі функціональної гіпотези (7.10) кінетичне рівняння (7.2) можна 
переписати як 

( )ap i
ap

i i

f
I f

t

 


  ,  (7.11)

з цього рівняння треба знайти функції розподілу компонент, а також часові рів-
няння для параметрів скороченого опису. 

Та шукати розв’язки рівняння (7.11) у вигляді розвинення за малим пара-
метром  : 

 (0) (1) 2
ap ap apf f f O    ,   ( )n n

apf  , 

   (1) 2
t i t i O      ,   ( )n n

i t    , 
(7.12)

означення (7.1) є додатковими умовами до рівняння  (7.11). Очевидно, що у го-
ловному (нульовому) порядку за малим параметром   функції розподілу ком-

понент є максвеллівськими з рівноважними температурою та швидкістю систе-
ми (рівноважні максвеллівські функції): 

(0)
ap apf w ,   

 
 3 2

exp
2

a
ap ap

a

n
w

m T
 


,   1T   . (7.13)

Прямим обчисленням можна перевірити, що функції розподілу (7.13) задоволь-
няють кінетичне рівняння (7.11) у головному порядку за  , бо  

( ) 0apI w  .  (7.14)

З цього випливає на основі (7.1) та (7.2), що дійсно часові похідні від па-
раметрів скороченого опису у нульовому порядку за   дорівнюють нулю. 

 
7.1. Функції розподілу компонент у лінійній теорії релаксації 
Цей підрозділ присвячено пошуку функцій розподілу компонент у першо-

му порядку за малим релаксаційним параметром  . Відповідну функцію роз-

поділу шукаємо у вигляді 
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(1) b bqu o o
ap ap ap anp n anlp bnl anp bn

b b

f w A B u A B q   
    

 
  , (7.15)

де apA , u
anpB , b

anlpA , bq
anpB  – деякі невідомі функції. На основі (7.1), (7.2), (7.11) та 

(7.15) можна отримати наступні рівняння на ці функції: 
ˆ

T ap ab bp
b

A K A   ,  ,
ˆb c b c

nl rs anlp ab brsp
b b

A K A      , 

ˆb bq q uu u u
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B B K B    ,  ˆc b b c cuq q q q qu
anp nl anp nl ab bnpb b

B B K B    , 
(7.16)

де лінеаризований оператор зіткнень вводиться за означенням: 

  3ˆ ,ab p ab pK h d p K p p h    ,     , ,ab bp ap abM p p w w K p p   , 
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M p p I f
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       
(7.17)

та часові рівняння на параметри скороченого опису мають вигляд 
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Текст в

інтегральні дужки вводяться за означенням як 

  3 ˆ,p p ap p ab pg h d pw g K h  . (7.19)

На основі (7.1) та (7.7) додаткові умови можна переписати у вигляді 
3
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(7.20)
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3 31 a l
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m m
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З міркувань обертальної інваріантності шукаємо невідомі функції apA , u
anpB , 

b
anlpA , bq

anpB  у вигляді 
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(7.21)

де  nS x  – поліноми Соніна. Зауважимо, що хоча в загальному випадку функ-

ції з двома векторними індексами шукаються у вигляді дельта- та безслідової 

частини, ми не шукаємо дельта-частину функцій b
anlpA , так як вона не увійде до 

функції розподілу (7.15), бо o
bnl  є безслідовим тензором. Вибір поліномів Соні-

на у (7.21) є зручним, бо він дозволяє обчислити декілька перших коефіцієнтів 
розвинення безпосереднью з додаткових умов (7.20): 
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e e eg n m  , ( 1)
0 0e n

eg   , 
( 0) ( 0)

0 0 0i en n
e ig g    , (2) 2 2

0 2i
i i eg n m   , ( 2)

0 0i n
ig   . 

(7.22)

Розв’язання рівнянь (7.16) у теорії збурень за малим параметром   дає пі-
сля громіздких обчислень: 

   (2) 3 2 4
2 2

u u
elp l e l epB p g p S O     , 

 2 5u
ilp lB z p O    ,  5eq

ilpB O  ,  

 (2)3 2 3 2 4
1 2 22

2
( ) ( )

5
e eq ql

elp ep e l ep
e

p
B S g p S O

n T
      , 

(3)3 2 3 2 3
1 2 22

2
( ) ( ) ( )

5
i iq ql

ilp ip i l ip
i

p
B S g p S O

n T
      ,  

(2) (3)3 2 3 2 4
2 2 2 2( ) ( ) ( )i i iq q q

elp e l ep e l epB g p S g p S O     ,  

 5(2) 42
1 12

( )
2

e enlp
enlp e nlp ep

e e

h
A g h S O

n m T
      ,  

 (5) 5 2 4
1 12

( )
2

i inlp
inlp i nlp ip

i i

h
A g h S O

n m T
      , 

(2) (3)5 2 5 2 4
1 1 1 1( ) ( ) ( )i i i

enlp e nlp ep e nlp epA g h S g h S O       , 

(7.23)
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(6) 5 2 5
1 1 ( ) ( )e e

inlp i ip nlpA g S h O     , 

1 2 1 2 2 4
1 2( ) 3 2 ( 1) ( ) ( )ep ep epA S z z S O           , 

1 2 1 1 2 3 4
1 2( ) 2 2(1 ) ( ) ( )ip ip ipA z S z S O          . 

у кожному порядку теорії збурень за   ми для простоти обмежуємось набли-
женням одного полінома. Тут індекс у дужках означає порядок за  . Явні вира-
зи для коефіцієнтів у (7.23) можна отримати на основі явних виразів для лінеа-
ризованого оператору зіткнень, навеених у додатку 1. Вони є досить громізд-
кими, тому у таблиці 7.1 наведено їх чисельні значення. 
 

Таблиця 7.1. Явні вирази для коефіцієнтів у (7.23) 

z  
(2)

2
2 2

eq
i en g

 
 

(3)
2

2 3

iq
i in g

 
 

(2)
2

2 2

iq
i en g

 
 

(3)
2

2 3

iq
i en g

 
 

(6)2
1

6

e
i e in m T g


 

1 38,558 4,193 –0,356 –0,082 –0,167 
2 0,998 2,096 –0,437 –0,494 –0,211 
3 0,325 1,398 –0,473 –1,301 –0,231 
4 0,1 1,048 –0,493 –2,515 –0,243 

z  
(2)

1
2 2

e
i e en m g

 
 

(5)
1

2 5

i
i e in m g

 
 

(2)
1

2 2

i
i e en m g

 
 

(3)
1

2 3

i
i e en m g

 
 (2) 2

2
u
eTg    

1 0,097 –3,211 0,138 0,047 –39,293 
2 0,061 –1,605 0,174 0,298 –2,777 
3 0,045 –1,07 0,19 0,806 –1,971 
4 0,035 –0,803 0,2 1,581 –1,608 

 

Слід зауважити, що рівняння для apA  відокремлюється від інших рівнянь у 

(7.16), та результат для apA  співпадає з відповідним результатом, отриманим у 

розділі 4. Рівняння для u
anpB  та bq

anpB  пов’язані одне з одним та не є незалежними. 

Рівняння для b
anlpA  також відокремлюються у (7.16). 

У головному порядку за   результати для apA , u
alpB , e

enlpA , i
inlpA , eq

enpB , iq
inpB  

співпадають з відповідними результатами (7.3). Тим не менш, нами отримано 
поправки до цих результатів у більш високих порядках за   (7.23). Більш того, 

у стандартному результаті (7.3) вважається, що функції i
enlpA , e

inlpA , iq
enpB , eq

inpB  до-

рівнюють нулю. Нами показано, що хоча i e
enlp enlpA A  , e i

inlp inlpA A  , i eq q
enp enpB B  та 

e iq q
inp inpB B , ці функції є ненульовими, тобто на відміну від стандартного резуль-

тату, функція розподілу електронів залежить від іонних потоків та навпаки. 
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7.2. Часові рівняння для параметрів скороченого опису у лінійній тео-
рії релаксації 

Цей підрозділ присвячено пошуку відповідних часових рівнянь та дослі-
дженню стабільності системи. На основі (7.23) та (7.18) можна показати, що у 
головному та наступному після головного порядками за   часові рівняння у лі-
нійній теорії релаксації мають вигляд 

( ) (2)( )

0,2 0,2

e iuq s uqu s o o
t n nl l nl el nl il

s s

u u q q  
 

      , 

( ) ( ) (2)

0,2 0,2

e e e e iq u s q q s q qo o o
t en nl l nl el nl il

s s

q u q q  
 

      , 

( )

1,2

i iq q so o
t in nl il

s

q q


   ,   ( )

2,4

s
t T

s

  


   , 

( ) (2)
, ,

0,2

e e a iso o o
t enl nl rs ers nl rs irs

s

       


    , 

(2) ( )
, ,1,2
i e i i so o o

t inl nl rs ers nl rs irss

       


    , 

(7.24)

де 
(0) 24 2 3u

nl nlz T   , (0) 2 24 2 5euq
nl nl ez n T    , 

 (2) 2 (2) 2
24 2 3 5 2 2u u

nl e nlz T g z        , 

 (2) (2)2 2 2
26 5 5 2 2e euq q

nl e e nln T g z     , 

 (2) (2)2 2 2
24 5 5 2 2i iuq q

nl i e nln T g z     , (0) 22 2eq u
nl e nln z    , 

 (0) 22 8 13 2 15e eq q
nl nlz z T    , 

   (2) 3 2 2 (2) 3 2
23 2 2 23 2 2eq u u

nl i nl e i nlz z n z g T z n          , 

 (2) (2)2 2 3 2 2
211 2 5 23 2 2e e eq q q

nl nl e i nlz T g z z n T          , 

 (2) (2)3 2 3 2 2
258 2 25 23 2 2e i iq q q

nl nl e i nlz T z g n Tz          , 

(1) 416 15i iq q
nl nlz T   , (2) 3 24 2i iq q

nl nlz T    ; 

, ,

1 2

10 3
a b a b

nl rs nr ls ns lr nl rs mq mq
              

 
, 

 (0)
, 8 1 2e e

nl nl z z T     , 

 (2) (2)2 2 2
, 14 2 3 12 1 2 2e e e

nl nl i e ez T z z n m T g        , 

 (2) (2)3 2 2
, 116 2 3 12 1 2 2e i i

nl nl i e ez T z z n m T g         , 

(1) 4
, 8i i

nl nl z T    ,  (2) 3 2
, 40 2 3i i

nl nl z T    , 

(7.25)

99



100 
 

(2) 2 2
, 16 2 3i e

nl nl z T     ,  (2) 2 28 2 1 3T z z T    , 

   (4) 2 4 3 44 2 1 24 1T z z T z z T        , 4
i en e L m T  , 

індекс у дужках означає порядок за  .  

Як бачимо, головні за   внески у (7.24), а саме (0)u
nl , (0)euq

nl , (0)e eq q
nl , (0)eq u

nl , 
(1)i iq q

nl , (0)
,
e e

nl rs
  , (1)

,
i i

nl rs
  , (2)

T , повністю задаються результатом (7.3), та співпада-

ють з відомими результатами у відомих в літературі випадках (див. обговорен-
ня температурної релаксації у [4], [77] та релаксації швидкостей у [16]. Щодо 

поправок більш високого порядку за  , маємо наступне. Величини (2)i iq q
nl , 

(2)
,
i i

nl rs
  , (2)

,
i e

nl rs
   повністю задаються результатом (7.3), тож часові рівняння для 

o
inl  та  o

inq   до членів другого порядку за   повністю задаються стандартним 

результатом (7.3).  
Але наші поправки (7.23) мають суттєвий вплив на поправочні члени у ча-

сових рівняннях для  , nu , o
enl  та o

enq . Перші члени у (2)u
nl , (2)euq

nl , (2)iuq
nl , (2)e eq q

nl , 
(2)eq u

nl , (2)e iq q
nl ,  (2)

,
e e

nl rs
  , (2)

,
e i

nl rs
  , (4)

T  отримані на основі (7.3), а другі – на основі 

наших поправок до результату (7.3), виписаних у (7.23). Чисельне порівняння 
відповідних членів можна проілюструвати наступною таблицею 

 
Таблиця 7.2. Порівняння поправочних членів, які є наслідками стандартного ре-
зультату (7.3) (позначені одним штрихом) та наших поправок (7.23) до цього 

результату (позначені двома штрихами). 
Величина Порівняння 

(4)
T  (4) (4)

T T    
(2)iuq

nn  (2) (2)i iuq uq
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e e
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e e e e

nl nl nl nl
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nn nn    для 1,2,3z   

(2)eq u
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nn nn    для 1,2,3,4,5z   
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nn nn    для 1,2,3,4z   

(2)e iq q
nn  (2) (2)e i e iq q q q

nn nn   , проте ці величини близькі за значеннями 
(2)

,
e i

nl nl
   (2) (2)

, ,
e i e i

nl nl nl nl
      , проте ці величини близькі за значеннями 
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Слід зауважити, що для 1z   (випадок електрон-протонної плазми) наші попра-

вки мають найбільш суттєвий вплив для часових рівнянь для nu  та o
enq . Хоча 

для електрон-протонної плазми 2 45,5 10  , наші результати дають, що  
(2) (0) 24 10u u

nn nn
     , (2) (0) 22,2 10e euq uq

nn nn
     , 

(2) (0) 22,6 10e eq u q u
nn nn

     , (2) (0) 22 10e e e eq q q q
nn nn

     , 
(7.26)

тобто відповідні відношення мають порядок 210 , а не 410 . 
Проілюструємо також, що дана система є стабільною, тобто в системі дій-

сно має місце релаксаційний процес до рівноважного стану. Рівняння (7.24) у 
головному порядку за   мають наступний вигляд: 

 
7 2
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3t z z
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8
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5
o o

t enl enlz z
     ,  416

15
o o

t in inq z q
    , 

e

o
t l u l uq elu u q     ,  

e e

o o
t el q u l q elq u q     , 

24 2

3u

z  ,       
2

(8 13 2 )
15eq z z
   , 

4 2

5euq
i

z

n T

   ,     32 2
eq u iz n T    ,  4 1/2 3/2/i en e L m T  . 

(7.27)

З  (7.27) очевидно, що параметри  , o
inl , o

enl , o
inq  згасають з часом. Щодо пара-

метрів lu  та o
elq  бачимо, що не всі релаксаційні константи для них у рівняннях 

(7.27) додатні. Однак характеристичне рівняння для них 

0e

e e

u uq

q u q

  

  





 (7.28)

має два дійсні від’ємні корені  , тому звідки очевидно, що параметри lu  та o
elq  

також згасають з часом, тобто система є стабільною та дійсно стан системи з 
часом прямує до рівноважного. 

 
Висновки до розділу 7 

Розглянуто тринадцятимоментну задачу Греда у повністю іонізованій дво-
компонентній просторово-однорідній плазмі. Система розглядається біля заве-
ршення релаксаційних процесів, тобто відхилення параметрів скороченого опи-
су системи від рівноважних значень можна вважати малими. Це дає змогу ввес-
ти в теорію малий релаксаційний параметр, який дає змогу розв’язати кінетичне 
рівняння у теорії збурень та отримати функцію розподілу компонент та часові 
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рівняння для параметрів скороченого опису. Це є суттєвою перевагою запропо-
нованого розгляду у порівнянні зі стандартним підходом до методу Греда [69], 
бо в рамках стандартного підходу функція розподілу, фактично, постулюється, 
бо немає змоги розв’язати кінетичне рівняння через відсутність малого параме-
тра у теорії. 

Теорію збурень за малим релаксаційним параметром реалізовано у нульо-
вому та першому порядках малості, тобто для простоти розглянуто лише ліній-
ну теорію релаксації. Отримано, що стандартні функції розподілу (7.3) є функ-
ціями розподілу у головному порядку за малим відношенням мас електрона та 
іона, проте поправки до цього результату отримано у більш високих порядках 
за цим відношенням мас. Показано, що наші поправки мають дуже суттєвий 
вплив на поправочні члени у часових рівняннях для параметрів скороченого 
опису. 

Результати розділу 7 опубліковано у наших роботах [149 – 151]. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

102



103 
 

 
ВИСНОВКИ 

 
 1. На основі кінетичного рівняння вперше розроблено загальну теорію 
релаксаційних процесів в околі гідродинамічних станів (узагальнений метод 
Чепмена–Енскога) шляхом розгляду цих процесів біля їх завершення (в роботі 
релаксаційними називаються процеси, які можуть відбуватися в просторово-
однорідній системі). 
 2. За допомогою узагальненого методу Чепмена–Енскога вперше дослі-
джено максвеллівську релаксацію в однокомпонентному газі. Показано, що ві-
домі результати Греда для функції розподілу та часів релаксації потоків відпо-
відають наближенню одного полінома Соніна, та знайдено вирази для відповід-
них величин у наближенні двох поліномів. На основі узагальненого методу Че-
мпена–Енскога вперше досліджено тринадцятимоментну задачу Греда у повні-
стю іонізованій плазмі, та знайдено поправки до відомих у літературі результа-
тів для функції розподілу компонент та часових рівнянь для параметрів скоро-
ченого опису у більш вискоих порядках за малим відношенням мас електрона 
та іона.  
 3. На основі узагальненого методу Чемпена–Енскога вперше досліджено 
релаксаційні процеси в повністю іонізованій плазмі біля їх завершення. Розроб-
лено метод розв’язування отриманих інтегральних рівнянь у теорії збурень за 
малим відношенням мас електрона та іона з подальшими обчисленнями мето-
дом обірваних розвинень за поліномами Соніна. Показано, що наближення ло-
кальної рівноваги дає вірні результати лише в головному порядку за відношен-
ням мас та в рамках лінійної теорії релаксації. Отримано поправки до цього на-
ближення в теорії збурень за відношенням мас у лінійній та квадратичній (з 
квадратичною нелінійністю) теоріях релаксації. У відповідних членах теорії 
збурень за відношенням мас показано, що отримані в монографії вирази більші 
за внески наближення локальної рівноваги.  
 4. Досліджено гідродинамічні процеси в плазмі при наявності в ній релак-
саційних процесів. При цьому враховано вищезазначені поправки до набли-
ження локальної рівноваги. Отримано потоки енергії та імпульсу й кінетичні 
коефіцієнти плазми з урахуванням процесів релаксації швидкостей та темпера-
тур компонент. 
 5. На основі кінетичних рівнянь Ландау та Ландау–Власова досліджено 
моди двокомпонентної плазми в гідродинамічних станах при наявності релак-
саційних процесів. При цьому в рамках теорії збурень за відношенням мас пос-
лідовно враховано динаміку іонної компоненти. Отримано моди релаксаційного 
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згасання плазмових хвиль та вказано діапазон значень хвильового вектора, коли 
релаксаційне згасання є вагомішим за згасання Ландау. 
 

Ідея нашого узагальненого методу Чемпена–Енскога та деякі його застосу-
вання описані у нашій оглядовій статті [152].  За матеріалами розділів 1 та 3–6 
захищено кандидатську дисертацію [153].  

Результати монографії можуть бути застосовані при створенні нової еле-
ментної бази сучасної електроніки та дослідженні нових підходів до створення 
систем зв’язку. 
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Додаток 1. Вирази для лінеаризованого оператору зіткнень Ландау в різних 
порядках теорії збурень за відношенням мас 

Явний вираз для оператору ˆ
abK
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На основі (8.1) можна отримати ˆ
abK  у різних порядках теорії збурень за  . 
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abK  на парну функцію від імпульсу ph  маємо:
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вирази для більш високих порядків також отримуються на основі (8.1). 
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     (0) (2)
4ˆ ˆ ˆ

ee s ee s ee sK p K p K p O   
 

,

 
     (0) (2)

4ˆ ˆ ˆ
ei s ei s ei sK p K p K p O    , 

     (1) (3)
5ˆ ˆ ˆ

ie s ie s ie sK p K p K p O    ,   

     (0) (1)
3ˆ ˆ ˆ

ii s ii s ii sK p K p K p O    , 

(8.4) 

Явні вирази для головних порядків у (8.4): 

   
(0)

4 1 3ˆ 2 p s p s
ee s p e ep ep ep nl

n l l

h p h p
K p h e Lm w d p w w D p p

p p p
 



           
  (8.5) 
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 2 4 12 s p
e i ep ep nl

n l

p h
z e Lm n w w D p

p p
  


 

, 

       
(0)

4 1 3ˆ 2 p s p s
ii s p i ip i ip ip nl

n l l

h p h p
K p h e Lm Lw d p w w D p p

p p p
 



          
 , 

   
(0)

2 4 1 3ˆ 2 p s
ei s p e ep ep ip nl

n l

h p
K p h z e Lm w d p w w D p

p p
 



 
  ,   

   
(1)

2 4 1 3ˆ 2 p s
ie s p e ip ip ep nl

n l

h p
K p h z e Lm w w d p w D p

p p
 



  
  ; 

вирази для більш високих порядків також отримуються на основі (8.1). 

Для дії ˆ
abK  на функцію n m pp p h , де ph  – парна функція від імпульсу, має-

мо: 

     (0) (2)
4ˆ ˆ ˆ

ee n m ee n m ee n mK p p K p p K p p O   
 

,

 
     (0) (2)

4ˆ ˆ ˆ
ei n m ei n m ei n mK p p K p p K p p O    , 

     (2) (4)
6ˆ ˆ ˆ

ie n m ie n m ie n mK p p K p p K p p O    ,   

     ( 1) (0)
2ˆ ˆ ˆ

ii n m ii n m ii n mK p p K p p K p p O 


   , 

(8.6) 

Явні вирази для головних порядків у (8.6): 

   
(0)

2 4 1ˆ 2 n m p
ee n m p i e ep ep nl

n l

p p g
K p p h z e Ln m w w D p

p p
  

  
 

 

 4 1 32 n m p n m p
e ep ep ep nl

n l l

p p h p p h
e Lm w d p w w D p p

p p p
 



          
 , 

     ( 1)ˆ
ii n m pK p p h




 

 4 1 32 n m p n m p
i ip ip ip nl

n il l

p p h p p h
e Lm w d p w w D p p

p p p
 



           
 , 

   (0)
2 4 1 3 (1) 2ˆ 2 n m p

ei n m p e ep ep ip nl
n l

p p h
K p p h z e Lm w w d p w D p p

p p
  



    
  ,

   (2)
2 4 1 3 (1) 2ˆ 2 n m p

ie n m p e ip ip ep nl
n l

p p h
K p p h z e Lm w w d p w D p p

p p
  



    
  ; 

(8.7) 

вирази для більш високих порядків також отримуються на основі (8.1). 

Для дії ˆ
abK  на функцію n l m pp p p h , де ph  – парна функція від імпульсу, ма-

ємо: 
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     (0) (2)
4ˆ ˆ ˆ

ee n l m ee n l m ee n l mK p p p K p p p K p p p O   
 

,

 
     ( 2) (0)

2ˆ ˆ ˆ
ei n m l ei n m l ei n m lK p p p K p p p K p p p O 


   , 

     (1) (3)
5ˆ ˆ ˆ

ie n m l ie n m l ie n m lK p p p K p p p K p p p O    ,   

     ( 2) ( 1)
1ˆ ˆ ˆ

ii n m l ii n m l ii n m lK p p p K p p p K p p p O 
 

   , 

(8.8) 

Явні вирази для головних порядків у (8.8): 

   
(0)

2 4 1 3ˆ 2 n l m p
ee n l m p e ep ep ip qw

w q

p p p h
K p p p h z e Lm w d p w w D p

p p
 



   
 

 

 4 1 32 n l m p n l m p
e ep ep ep wq

w q q

p p p h p p p h
e Lm w d p w w D p p

p p p
 



             
 , 

 ( 2)ˆ
ii n m l pK p p p h


  

 4 1 32 n m l p n m l p
i ip ip ip wq

w q q

p p p h p p p h
e Lm w d p w w D p p

p p p
 



            
 , 

   
( 2)

2 4 1 3ˆ 2 n m l p
ei n m l p e ep ep wq ip

w q

p p p h
K p p p h z e Lm w w D p d p w

p p


 


   
  , 

   
(1)

2 4 1 3ˆ 2 n l m p
ie n l m p e ip ip ep qw

w q

p p p h
K p p p h z e Lm w w d p w D p

p p
 



    
  ; 

(8.9) 

вирази для більш високих порядків також отримуються на основі (8.1). 
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Додаток 2. Явні вирази для функцій розподілу компонент повністю іонізо-

ваної плазми (1,1)
apf  

   (0) 2
0

u u
enl e Tr nlpA p g h O   ,    (4) 3

0
u u
inl i Tr nlpA p g h O   , 

 
(0)
0 2(0) (0)

0, 0

10

10

u e e
e Tr

u e e e e

n m T
g

n m T W



, 

 

(0) (0)
0, 0(4) 2

0 2 (0)(0)10

u
eTr i euB e

i Tr
i i ui i u

g W n
g

n m Tn m T



  , 

    5 2 5 2
, ,ak bs nlp k ap nlp s bp

ab
W h S h S  ,  2 3nlp n l nlh p p p   .  

(9.1) 

Результати для  u
anlA p  отримано в наближенні одного полінома, оцінка 

 3O   є апріорною. 

     (0) 3 2
1 1

T T
en n e epA p p g S O     ,      (1) 3 2

1 1
T T

in n i ipA p p g S O     , 

2 4 2 4
(0) (0) (0)

1 0 2(0) 3 2 3 2
1, 1

1 31
15 8

4
e e e eT T Te

e e e
e e

n e L m n e L mn
g g g

G T T T
   

    
 

, 

4 4
(1) (1)

1 23( 1)
21, 1

151 31

2 4
e i iT Te

i i
i i

n n z e L mn
g g

G T T

 


 
    

 
, 

    3 2 3 2
, ,ak bs l k ap l s bp

ab
G p S p S   

(9.2) 

Результати для  T
anA p  отримано в наближенні одного полінома, оцінки 

 O   є апріорними. 

     (0) 3 2
1 1

e eN N
en e n epA p g p S O     ,      (1) 3 2

1 1
e eN N

in n i ipA p p g S O     , 

2 4 2 4
(0) (0) (0)

1 0 23 3(0)
2 21, 1

1 15 31
8

2 4
e e ee e e eN N N

e e e
e e

n e L m n e L m
g g g

G T T

   
    

 
, 

(1)
1 ( 1) 4 4 2

1, 1

15 1 15 1

2 16
eN

i
i i i i

T
g

G z e Ln m
 

    .  

(9.3) 

Результати для  eN
anA p  отримано в наближенні одного полінома, оцінки 

 O   є апріорними. 

     (1) 3 2
1 1

i iN N
in n i ipA p p g S O     ,   

(1)
1 4 4 3

15

16
iN e

i
i i

n T
g

z e Ln m
 


 , 

     (2) 3 2 3
1 1

i iN N
en n e epA p p g S O     , 

 
2

(2) 2 2 2 2
1 (0) 2

1, 1

1501 45 15

22 4 2 13
iN e e

e
e e i e i

n n z
g z

G n n z n

   

   
 

 

(9.4) 
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2 4 2 4
(2) (2)

0 23 3
2 2

31
8

4
i ie e e eN N

e e

n e L m n e L m
g g

T T

  
  


.  

Перший член у дужках у виразі для (2)
1

iN
eg  є наслідком урахування наших 

поправок до НЛР (4.95). Результати для  iN
anA p  отримано в наближенні одного 

полінома, оцінки  O   є апріорними. 

     (0) (0)1 2
0 1

2

3
e e euN N uN

enl e e ep nl eTr nlpA p m g S g h O      , 

     
1

2
0 1

2

3
e euN Ne

inl e e ip
i

n
A p m g S O

n
   , 

 
(0)

2 (0)
0, 0

1
10

10
euN

eTr eL
U e e e e

g m T
n m T W

 


 

4 2
0 1 2

15
16 12

2
e e eN N N e

e e e e e

m
g g g e Lm n

T

         
.  

(9.5) 

 euN
enlA p  отримано в наближенні одного полінома,  euN

inlA p  є точним 

розв’язком. Оцінки  O   є апріорними. Дельта-частини цих функцій були об-

числені без урахування того, що перші коефіцієнти в них задаються додаткови-
ми умовами, проте отримані результати чудово узгоджуються з додатковими 
умовами, що свідчить про несуперечливість обчислювальної процедури. Таку 

саму ситуацію матимемо й для функцій  iuN
enlA p  та  uT

enlA p . 

     (0) 1 2 (0)
0 1

2

3
uT T uT
enl e e ep nl nlp eTrA p m g S h g O      , 

      (0) 1 2
0 1

2

3
uT Te
inl e e ip

i

n
A p m g S O

n
   , 

 
 

(0)
2(0) (0)

02(0) (0)
0, 0

1
10 10

10

uT u u
eTr e e e e e Tr

e e e e u

g n m n m T g
TW n m T




 
       

(0) (0) (0) 4 2
0 1 2

15
16 12

2
T T T e
e e e e e

m
g g g e Lm n

T

         
. 

(9.6) 

 uT
enlA p  отримано в наближенні одного полінома,  uT

inlA p  є точним 

розв’язком, оцінки  O   є апріорними. 

   (0)
0

i iuN uN
enl e e Tr nlpA p g h O   ,

     (2) (4)1 2 3
0 1

2

3
i i iuN N uN

inl e e ip nl iTr nlpA p Tm g S g h O     , 
(9.7) 
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 
 

(0)
2(0) (0)

0 02(0) (0)
0, 0

1
10

10
iuN u u

e Tr e Tr e e
ie e u e e

g g n m T
nW n m T








, 

 
 

 
(0)

2(4) (0)(4) (0)
0 0, 0 02(0)

1
10 10

10
i iuN uNue u

iTr e i Tr i i i e e Tr
i iu i i

n
g m T g n m T W g

n nn m T




 
    

. 

 iuN
enlA p  та безслідова частина  iuN

inlA p  отримані в наближенні одного полі-

нома, дельта-частина  iuN
inlA p  є точним розв’язком, оцінки  O   та  3O   є 

апріорними. 

   (0)
0enl e Tr nlpA p g h O    ,     (1) 0

0inl i Tr nlpA p g h O    ,  

(0) 2 4 (0)
0 0(0)

0, 0

1
12 10e

e Tr e e e e e
e e

m
g m n e Lg n m

W T
   

   
 

, 

(1) 2 4 (1)
0 0( 3)

0, 0

1
10 12 e i

i Tr e i i i i
i i i

n m
g n m m n e Lg

W n T
  



 
   

 
, 

(9.8) 

 anlA p  отримані в наближенні одного полінома, оцінки  O   та  0O   є 
апріорними. 

     
2 4

(1) 3 2
0 1(0) 3 2

4 2 2 1

3 5
e eu

ilnm i lnmp ip lnmp
u i

z e Ln m
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  

 


 
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 
,  

     (0) (0) 3 2
0 1 1

u u u
elnm e Ir lnmp e ep lnmpA p g Y g S y O  

     , 

 
(0) 2 4 (0) 2 5 2 1 2

0 03 (0)
0, 0
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u
e Ir e e e e eL

e e U e e

g n m T e Lg n m T
n m T Q

 


   
 

, 

 
4 (0) 2

(0) 3 20
1 (0) (0)

1, 1

1 32
20

350
u e e
e e e e

e e e e u

e Lg n
g n m m

Z n m T T








 
  

  
, 

    7 2 7 2
, ,ak bs k ap nlmp s bp nlmp

ab
Q S Y S Y  , 

    3 2 3 2
, ,ak bs k ap nlmp s bp nlmp

ab
Z S y S y  , 

2

3mnlp l nm n ml m nly p p p     , 

 21

5mnlp n m l n ml m nl l nmY p p p p p p p      . 

(9.9) 

 u
ilnmA p  є точним розв’язком,  u

elnmA p  отримано в наближенні одного по-

лінома, оцінки  O   є апріорними. 
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