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RESUMEN

Los problemas de enseiianza y aprendizaje de la probabilidad y la ausencia de reflexiones suficientes sobre el
tema en el contexto educativo colombiano, llevan a que dos profesores de matematicas de educacion bdsica y
media, se den a la tarea de disefiar y desarrollar una propuesta para la superacion de sesgos en el razonamiento
probabilistico de sus estudiantes.

De esta manera, en el marco de la investigacion-accion, se recoge la experiencia y reflexion de tres
implementaciones de aula consecutivas: La primera con estudiantes de grado décimo, cuyo énfasis estuvo dado
en el enfoque clasico de probabilidad, que llevo a que los estudiantes no tuvieran cambios significativos en sus
argumentaciones respecto a los fenomenos de probabilidad; la segunda con estudiantes de grado séptimo, donde
el enfoque fue netamente experimental, convirtiéndose en un obsticulo para desarrollar procesos de
institucionalizacion del saber, que permitieran a los estudiantes formalizar algunos conceptos. Las reflexiones
suscintas a esta experiencia llevaron al desarrollo de una tercera, también con estudiantes de grado séptimo,
pero en otra institucion, donde se construyo de manera conjunta y horizontal con los estudiantes una situacion
problema abierta a los dos enfoques de probabilidad (clasico y experimental) que permitio desarrollar las
actividades de acuerdo al avance de cada grupo en el proceso de resolucion. De ésta manera se contribuyo en
forma significativa a la superacion de sesgos probabilisticos, y se consolido para nosotros un instrumento
modelo para la ensefianza de las matematicas.

1. LA RESOLUCION DE PROBLEMAS ;SUFICIENTE PARA LA ENSENANZA DE LA
PROBABILIDAD?

Los fenomenos aleatorios son una componente esencial en la naturaleza misma. No se puede saber con certeza
cuales son los acontecimientos que van a suceder el afio entrante, mafiana, en la hora siguiente, e incluso lo que
pueda pasar con exactitud el proximo segundo.

(Cuales seran los resultados de clasificacion de las selecciones nacionales en el proximo mundial?, ;Cual sera el
resultado de la loteria? Son cuestionamientos que suelen tener para algunos mayor relevancia que para otros, pero
cuyo desenlace, en principio, ninguno puede controlar. Sin embargo:

La teoria de la probabilidad y su aplicacion en los fenomenos aleatorios han construido un andamiaje
matematico que logra manejar acertadamente esta incertidumbre. Fenémenos que en un comienzo
parecen caoticos, regidos por el azar, son ordenados por la estadistica mediante leyes aleatorias de una
manera semejante a las leyes deterministicas sobre otros fendmenos de las ciencias (MEN, 1997, p.69).
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Es asi como el Ministerio de Educacion Nacional de Colombia (M.E.N) en los Lineamientos curriculares sustenta
la consideracion del pensamiento aleatorio dentro del programa curricular de matematicas en la escuela.

Se plantea como metodologia la exploracion y la investigacion por parte de estudiantes y de docentes, la
construccion de modelos fisicos y el desarrollo de estrategias como las de simulacion de experimentos y de
conteos, la comparacion y evaluacion de diferentes formas de aproximacion a los problemas con el objeto de
monitorear posibles concepciones y representaciones erradas (MEN, 1997, p.69). Esto se puede entender como:
trabajar mediante la resolucion de problemas'.

Pero esto no implica per se un trabajo exitoso en el aprendizaje de la probabilidad. Serrano, 1996, menciona que:

Hay al menos tres fuentes diferentes de posibles dificultades de aprendizaje, si la ensefianza se realiza
segun esta metodologia.

El uso de heuristicas, como la representatividad y la existencia de sesgos en la asignacion de
probabilidades a los sucesos. De acuerdo con la representatividad los sujetos evaliian la probabilidad de
un suceso tomando como referencia sélo el parecido con la poblaciéon que proviene y olvidando la
variabilidad de los procesos de muestreo.

... Otro sesgo importante es la equiprobabilidad, por el cual los sujetos generalizan indebidamente la
regla de Laplace aplicandola en situaciones en la que no es pertinente.

La interpretacion incorrecta de enunciados de probabilidad desde el punto de vista frecuencial es el
enfoque en el resultado aislado descrito por Konold (1989) segin este autor ciertos sujetos interpretan
las afirmaciones probabilisticas como referidas a la prediccion de un resultado en un solo experimento
y no a la frecuencia de aparicion de un resultado en una serie de ensayos. No consideran equivalentes
las repeticiones del mismo experimento aleatorio. (Serrano, 1996, p.11)

Con base en estos pronunciamientos, es posible afirmar que la resolucion de problemas basada en la
experimentacion, sin condiciones adecuadas, conlleva a la existencia de sesgos como la representatividad, la
equiprobabilidad y el enfoque en el resultado aislado en los estudiantes. En este sentido, habria que pensar en
formas mas efectivas de trabajo de aula para el desarrollo del razonamiento probabilistico, con las cuales no se
fomente este tipo de heuristicas en los estudiantes y se posibilite la superacion de ellas durante el proceso de
enseflanza.

Asi, en el presente documento se expone una experiencia de investigacion de aula, fundamentada en la
metodologia Investigacion-accion, cuyo propodsito fue responder los siguientes interrogantes: ;Bajo qué
condiciones deberia hacerse el trabajo de aula para la ensefianza de las nociones basicas de probabilidad, de tal
manera que se promueva la superacion de sesgos en el razonamiento probabilistico en los estudiantes?; ;Qué
actividad(es) de aula seria(n) pertinente(s) para desarrollar el razonamiento probabilistico de los estudiantes?

2. LA PROPUESTA DE AULA DESDE LA INVESTIGACION-ACCION

Elliot, (1994) define investigacion-accion como aquella que interpreta los problemas practicos y cotidianos de
los profesores desde el punto de vista de los actores implicados, permitiendo asi la construccion de una teoria con
sentido y lenguaje comtn, mediante un "proceso de investigacion continuo (en forma de espiral) en donde se van
dando "los momentos de problematizacion, diagndstico, disefio de una propuesta de cambio, aplicacion de la
propuesta y evaluacion, para luego reiniciar un nuevo circuito partiendo de una nueva problematizacion”.

Es asi como la estructura de nuestro proyecto se compone de tres ciclos de investigacion a los cuales
denominamos: Momento uno: Una primera intervenciéon con énfasis en el enfoque clasico, Momento 2:
Ensefianza de la probabilidad desde el calculo de la frecuencia relativa y Momento 3: Una propuesta de apertura a

! La Resolucién de problemas propicia la investigacion, la construccion de modelos fisicos, la interaccion de los estudiantes
con el entorno y otros procesos de socializacion.



los dos enfoques de probabilidad (El clasico y el experimental) . En cada uno de estos momentos se presentan las
fases propuestas por Elliot, con algunas modificaciones que mencionamos mas adelante debido al contexto
escolar en el que nos movemos los profesores-investigadores de ésta propuesta.

En cada uno de los momentos se hace una breve descripcion de la institucion y el grupo de estudiantes con el
cual se trabaja, las actividades disefiadas, los momentos mas relevantes de la propuesta didactica y por tltimo la
evaluacion y las implicaciones para el siguiente momento. Para la recoleccion de la informacion se utiliza el
diario de campo (el cual es llevado por una persona externa en el momento 1 y por el profesor en los momentos 2
y 3), el registro de audio y algunos artefactos como las carpetas y/o trabajos de los estudiantes.

Para la evaluacion de la propuesta se tienen en cuenta la informacion recolectada a través de los artefactos, notas
de campo y grabaciones de audio, en donde se busca evidencia (expresiones) que indiquen la presencia 6
superacion de alguno de los sesgos, asi como de las relaciones que se dan entre estudiante-profesor-conocimiento
al desarrollar la propuesta. También se tiene en cuenta la informaciéon arrojada por los instrumentos de
diagnostico y de evaluacion de finalizacion de proceso, para los cuales se establecen como categorias de analisis
los tres sesgos (representatividad, enfoque en el resultado aislado y equiprobabilidad).

3. UNA PRIMERA INTERVENCION CON ENFASIS EN EL ENFOQUE CLASICO

La primera propuesta fue llevada a cabo en la Institucion Educativa Compartir, una institucion de caracter semi-
privado, fundada en 1999, y ubicada en la localidad de Engativa, al Noroccidente de la capital. Tiene dos
jornadas y en cada una se cuenta con aproximadamente 1000 estudiantes.

Como consecuencia de su reciente constitucion, el plan de estudios de cada una de las areas atn no ha sido
absolutamente legitimado, hecho que ha llevado a que los distintos docentes que han trabajado en el colegio
ensefien de acuerdo a su particular perspectiva y no con base en unas necesidades institucionales definidas.

Indudablemente esto afecta el proceso de aprendizaje de las matematicas por parte de los estudiantes, quienes han
tenido un contacto minimo con conceptos aleatorios. Ausencia que se ve reflejada en los bajos resultados de las
evaluaciones externas.

Los resultados del afio 2004 dan cuenta de un bajo rendimiento de los estudiantes en el area de matematicas,
especialmente en el ambito de la aleatoriedad, como era de esperarse por su respectiva inexperiencia en el ambito
escolar. Preocupante situaciéon para nosotros como docentes de dicha institucion quienes tendremos que
contemplar dentro del curriculo una solucion que conlleve acciones inmediatas.

Mas aun cuando estudiantes de grado noveno en el afio citado obtienen en el eje de aleatoriedad el puntaje mas
bajo a nivel institucional: 23 puntos de 100 posibles. Esto constituye un punto de partida y una tension a superar
en nuestro ejercicio como docentes y aspirantes a especialistas en educacion matematica: El estudio, disefio y
ejecucion simultaneos de una secuencia didactica que sirva para contribuir al desarrollo de pensamiento aleatorio
en el aula para 43 estudiantes que hoy dia cursan el grado décimo.

Nos apoyamos del diario de campo?, de trabajos de los estudiantes y de algunas grabaciones de audio para hacer
las descripciones correspondientes. Las actividades disefiadas inicialmente se plantearon de la siguiente manera:

Actividad 1: El juego de los dados

Duracion: 6 horas clase
Organizacion:  Grupos de dos personas

2 . . . . .
El diario de campo, en este momento, fue llevado por una estudiante del curso: Xiomara Riveros. En los demas momentos
el registro fue realizado por los investigadores.



Objetivo: Propiciar la alusion a los puntajes que mas y menos salen y las posibles causas de estos
resultados, para asi comenzar a construir conceptos como espacio muestral, eventos favorables
y medida de probabilidad.

Desarrollo de la actividad: Cada jugador escribe 6 puntajes en el cuaderno. Deciden quien comienza a lanzar.
Luego que lance uno, el otro tomara el(os) dados y hara lo mismo. A medida que el puntaje que resulte de lanzar
los dados coincida con alguno de los escritos por el jugador, éste tendra que tacharlo. El primero que tache todos
los puntajes es el ganador. Primero jugaran con un dado, luego con dos y por tltimo con tres.

Después de jugar y solamente tachar los puntajes, los estudiantes deberian, ademas, anotar los resultados de cada
uno de sus lanzamientos. Luego vendria el momento de la socializacion.

Actividad 2: La ruleta y los pimpones

Duracion: 4 horas clase

Organizacion:  Grupos de trabajo voluntariamente establecidos

Objetivo: Aplicar y establecer la diferencia del concepto de probabilidad en distintas situaciones
aleatorias.

Desarrollo de la actividad: Se presentara a los estudiantes la siguiente situacion: Si yo tengo una ruleta de 5
regiones iguales, numeradas de 1 a 5 ;Cual es la probabilidad de que al girarla tres veces obtenga el nimero 37?...
Ahora piensen en 5 pimpones (rojo, azul, verde, amarillo, blanco) y extraigan 3 ;Cual es la probabilidad de que
uno de los pimpones sea azul? ;Cual es la diferencia con el experimento anterior?, ;En cual de los dos juegos
convendria mas apostar?. Después de tener una respuesta se propicia un debate con todo el grupo de estudiantes,
en la cual se aprovecha para introducir diferentes técnicas de conteo.

Actividad 3: Cara y sello

Duracion: 2 horas clase
Organizacion:  Grupos de trabajo voluntariamente establecidos
Objetivo: Inducir a la idea de probabilidad como limite de la frecuencia relativa.

Desarrollo de la actividad: Se pedira a los estudiantes que apuesten a la moneda, y miren las diferencias entre las
frecuencias relativas de cara y sello al realizar 10, 20, 50 y 100 lanzamientos

Actividad satélite: Andlisis de experimentos aleatorios

Duracion: Toda la unidad
Organizacion:  Grupos de trabajo voluntariamente establecidos
Objetivo: Abrir dentro y fuera del aula espacios para que los estudiantes apliquen y contrasten los

conceptos de probabilidad trabajados en las sesiones de clase.
Desarrollo de la actividad: La instruccion dada a los estudiantes que escojan un experimento aleatorio y sobre €l
examinen los diferentes conceptos trabajados en clase. En cualquier instante de la unidad pasa el grupo, por

indicacion del profesor, a exponer lo analizado hasta el momento.

Efecto de las actividades en el proceso de superacion de sesgos

Representatividad

Dentro de la propuesta de aula, los estudiantes no compararon permanentemente, medidas de probabilidad con
frecuencias relativas’. La aplicacion de teorias a los experimentos por ellos trabajados no llevo mas alla de la

? En la actividad inicial los estudiantes hicieron varios lanzamientos, pero no hallaron frecuencias relativas; solamente
infirieron cuales eran los puntajes que mas y menos salian. En la actividad de cierre (cara y sello), la mayoria de los



medicion de la probabilidad de cada uno de los posibles eventos del espacio muestral, en lo que algunos grupos
notablemente fallaron:

DC* (09-03-05 p.20) asignacion incorrecta del valor de probabilidad Exposiciones: El juego de EST16 'y
EST38 es de picas y fijas, explican la metodologia del juego y dicen que la probabilidad de adivinar una
pica es de 1/9: adivinar qué nimeros de 0 a 9 conforman la cantidad de 4 digitos, cuando realmente la
probabilidad es de 4/10

DC (02-03-05 p.11 )21 en la baraja La configuraciéon con mayor numero de cartas es: (as,as,as,2,2,2,2,3,3,3) y la
probabilidad de obtenerla es (1/352)

Con dos cartas (1/64)

Con tres cartas (17/156)

Con cuatro cartas (51/208)

Con 5 cartas (85/260). Observan que el cardinal del espacio muestral es distinto, por lo que la
probabilidad esta hallada de manera incorrecta.

Estos pronunciamientos son muestra de que los estudiantes fijan su interés en hallar la probabilidad de sucesos en
modelos uniformes, pero no dirigen la atencion a la comparacion de esta medida con la frecuencia relativa
correspondiente. Por lo tanto, en relacion con la representatividad, segun lo descrito anteriormente, las
actividades propuestas por nosotros, no fomentaron la superacion de este sesgo ya que nuestra preocupacion fue
que los estudiantes calcularan correctamente las medidas de probabilidad, pues lo que mostraban era que no
manejaban el algoritmo. Como reaccion a esta problematica, lo que hicimos fue alejar a los grupos de sus
actividades y enfocar su mirada a experimentos sugeridos por nosotros: principalmente ruleta y extraccion de
balotas. Esto provoco que el énfasis fuese dado en la aplicacion de técnicas de conteo para hallar el cardinal del
espacio muestral y no tanto la interpretacion de la frecuencia relativa dado el resultado de wuna serie de
experimentos.

Sin embargo rescatamos momentos que bien aprovechados, pueden servir de base para un 6ptimo desarrollo del
razonamiento probabilistico en los estudiantes. Uno de ellos, la objecion de uno de los estudiantes cuando el
profesor sefiald la conveniencia de escoger los puntajes de la mitad en la actividad de los dados:

DC (22-02-05 p4) Socializacion de puntajes que mas y menos salian con dos dados. EST3 dijo que eso
no siempre se cumplia ya que el profe cuando jugd con nuestro grupo escogié los numeros con mayor
posibilidad, sin embargo habia perdido...

El comentario no se exploré lo suficiente, no se indago sobre lo que sucederia al jugar mas veces, qué implicaria
esto en otros juegos. Fue una situacion que paséd desapercibida y que hubiera propiciado la necesidad de pensar
sobre algunas hipotesis referentes a la efectividad de la teoria probabilistica.

A pesar de ello, en la actividad satélite, la misma estudiante que consulté en un libro la formula de la
combinacion, hizo comparaciones de probabilidad con frecuencia relativa:

Como dijo EST14: la férmula para hallar la cantidad de posibilidades cuando el orden de los
n!
eventos es intrascendente es C (n, k) = —————,y se lee n combinado k es igual a n factorial
(n—k) k!
sobre n menos k factorial por k factorial, siendo n la cantidad de elementos del conjunto y k el
cardinal del grupo que vamos a formar. En el ejemplo de las balotas n =5y k =3, de esta manera
se obtienen 10 ternas distintas.

estudiantes como lo vimos en el subtitulo: “Desarrollo de actividades” se dedicaron a hallar la frecuencia relativa, pero no
hicieron comparacion alguna con la medida de probabilidad.

* Procedemos a explicar la notacién: “DC” se refiere al instrumento (Diario de campo), en el cual se sefiala el dia, mes y afio;
“p” es la pagina citada del diario de campo; “EST” hace alusion a estudiante cuyo codigo especifico, sirve para distinguirlo
de los demas.



Cuando el orden es importante, desaparece k! del denominador y estamos hablando de una

permutacion. La formula seria: P(n,k) = ( )' y el cardinal del espacio muestral se

ampliaria a 60.” DC (11-03-05 p.24)

DC (26-04-05 p33): El juego consiste en lanzar una canica en un orificio que tiene varias bifurcaciones
EST14 concluye que las diferencias entre las frecuencias relativas y las medidas de probabilidad son cada
vez menores, mas cercanas a cero.

No fuimos lo suficientemente perspicaces para indagar acerca de las diferencias entre las muestras pequefias y las
muestras grandes, aspecto relevante dentro de la representatividad, ni de comparar sus iniciales hipétesis con su
conclusion final. Solo la tultima actividad “cara y sello” fue motivada intencionalmente para contribuir a la
superacion del sesgo de la representatividad. Sin embargo, por no haber sido a lo largo de las sesiones un
ejercicio constante, los resultados no fueron los esperados. Ninguno de los estudiantes aludié la cercania de la
frecuencia relativa con la probabilidad del evento a medida que se incrementaba la cantidad de lanzamientos:

Cuadro 1. Conclusion de los grupos en el lanzamiento de moneda

GRUPO CONCLUSION

1 Salié mas sellos que caras, al principio salié ganando caras y después domino todo
(EST15, EST17, EST13) | el juego sellos

2 Mi conclusion es que si yo fuera apostador y fuera por medio de la moneda, se
(ESTS, EST39, EST36) elegiria el sello por lo que hemos visto anteriormente.

C3 Resultados: 50 caras, 50 sellos.

3

En 5 lanzamientos la cara avanza mas, en 10 lanzamientos los dos avanzan igual,
(EST6, EST16, EST12)

en 20 lanzamientos el sello avanza mas, en 50 lanzamientos la cara avanza mas, en
100 lanzamientos los dos avanzaron lo mismo

4 Concluimos que la probabilidad de que caiga sello es mas alta y la probabilidad de
(EST2, EST14, EST20) que caiga cara es menos probable (sic)

Concluimos que sumando las caras tenemos 118 en total, que sumando los sellos
tenemos 78 en total. Obteniendo los resultados totales podemos deducir que es mas
facil que obtengamos mas caras que sellos

5
(EST22, EST8, EST34)

6 Hay mas probabilidades de sacar cara que sello. Los puntajes tienen poca ventaja,
(EST40, EST9) primero iban de menor a mayor, luego se empataron y después de mayor a menor.

El sello sali6 mucho mas que la cara tal vez por cuestion de suerte o cuando salié
sello la fuerza que se imprimia en la moneda hace que salga mas continuo el sello,
de cada tres lanzamientos que se hacian eran cara y dos eran sello

7
(EST1, EST26)

En cambio manifestaron estar notoriamente sesgados por el enfoque en el resultado aislado (del cual hablaremos
mas adelante).

Equiprobabilidad

En cuanto a la equiprobabilidad, se puede afirmar que las distribuciones no equiprobables que constantemente
fueron presentadas en el aula: (puntajes con dos dados, pimpones, ruletas) favorecieron aparentemente la
superacion de este sesgo desde la primera socializacion:



DC (22-02-05 p3) Entre todos empezamos a hacer una tabla de datos para mirar los numeros que mas
habian salido y pudimos observar que hay nimeros como el 7 que sale mas seguido que por ejemplo un
numero 2, y pudimos deducir que hay distintas maneras de sacar los puntajes por lo que se puede decir
que hay niimeros con mayor posibilidad que otros... concluimos que el 7 era el que tenia mas
posibilidades y el 2 y el 12 son dos que tienen menor posibilidad

Como la probabilidad de ganar en cada uno de los juegos no era igual a la probabilidad de perder, los estudiantes
daban cuenta de dichas relaciones, en primera instancia comparando con las posibilidades en el mismo juego para
luego comparar la conveniencia en los distintos juegos:

DC (09-03-05 pl9) Los estudiantes estan comparando donde hay mas posibilidades de ganar, si se gira
una ruleta de 5 regiones tres veces y se adivina un nimero, o se extrae una terna de pimpones y se
apuesta por el color de un pimpon. EST7 y EST35 dicen que el nimero de ternas en los pimpones es de
10, y 6 para sacar azul, por lo que la probabilidad es de 0,6; mientras que con la ruleta es de 0,42; ya que
son 15 de 35.

DC (14-03-05 p.23) EST35: Uno como apostador es perjudicado con la ruleta ya que pierde mas plata
EST18: Va a ser mas viable los pimpones ya que en la ruleta va ser mas complicado por la gran cantidad
de posibilidades en la ruleta.

EST14 dice que en los pimpones es mas facil ya que el espacio muestral es mucho mas pequefio...

Podria pensarse entonces que los estudiantes comprenden que, en términos técnicos, entre mayor sea el cardinal
del espacio muestral, menor es la probabilidad de un evento. Sin embargo no todos lo conciben asi, entre quienes
manifestaron sus argumentos hay quienes piensan que existen mayores posibilidades de ganar entre mas grande
sea el cardinal del espacio muestral:

DC (14-03-05 p.23) ESTS8: Es mejor jugar en la ruleta porque hay mas posibilidades. EST22 piensa de la
misma manera que EST8, a pesar de que los céalculos de probabilidad anteriormente realizados por ella
fueron correctos.

DC (14-03-05 p.22) EST22: Hay 60 posibles ternas en el juego de pimpones; dentro de ellas 36 incluyen
el pimpoén azul. La ruleta tiene mas posibilidades 125 en total.

DC (14-03-05 p.23) EST22: Es mas viable apostar en la ruleta ya que hay mas posibilidades

Hallar correctamente la probabilidad en distribuciones no equiprobables no conlleva de manera directa a tomar
una posicion coherente acerca de la conveniencia en la toma de decisiones, es decir, es importante que se piense
en actividades que medien entre uno y otro proceso. Como la conveniencia es una decision mas facilmente ligada
a la intuicion, podria comenzarse por ella, para seguir con la matematizacion de la probabilidad:

La ultima actividad, cuya distribucion es equiprobable, resultdé desfavorable para nuestros intereses como
docentes, ya que los estudiantes se inclinaron, curiosamente la mayoria, por el sello (Ver cuadro 4), en vez de
concluir que no importaba cual fuera el lado de la moneda que se escogiera, el resultado iba a tender al equilibrio.
De esta manera lo mostramos en el siguiente apartado.

Enfoque en el resultado aislado

Con respecto al "Enfoque en el resultado aislado", dadas las actividades de tipo combinatorio orientadas por
nosotros, no planteamos con suficiencia actividades que atendieran a la superacion de este sesgo, en lugar de
esto, la tltima nos dejo ver que ésta era una heuristica marcada por el grupo en general. (Ver cuadro 1)

Es notoria la ausencia de actividades que propicien hacer conciencia de la inconveniencia de la utilizacion de esta
heuristica, que también habria podido ser superada al ahondar en el comentario de EST3:

DC (22-02-05 p4) Socializacion de puntajes que mas y menos salian con dos dados. EST3 dijo que eso
no siempre se cumplia ya que el profe cuando jugd con nuestro grupo escogié los numeros con mayor
posibilidad, sin embargo habia perdido...

Plantearle al estudiante la posibilidad de seguir apostando con los puntajes con los cuales gand su grupo, habria
llevado probablemente a que aumentaran las situaciones de pérdida respecto a las de ganancia, y por ende,



propiciar la reflexion del razonamiento incorrecto que se tiene al asumir como resultados mas probables los de un
solo juego, , tal y como lo sugirid este estudiante.

Conclusiones acerca de la primera propuesta

1) Las actividades planeadas por nosotros no tuvieron intencion de fomentar la superacion del enfoque en el
resultado aislado, asi mismo, la cantidad de preguntas dedicadas a indagar al respecto, en los instrumentos
aplicados, son insuficientes para inferir sobre los efectos de la propuesta respecto a este sesgo. Por lo tanto, hay
que planear actividades que atiendan a esta necesidad, esto es, promover en los estudiantes el uso de la frecuencia
relativa.

2) Las actividades desarrolladas no favorecieron la superacion del sesgo de la equiprobabilidad, de hecho hubo
un aumento de casi el 5% de estudiantes que manifestaron este sesgo al final del proceso, en comparacion con los
resultados iniciales; a pesar de la permanente presencia de distribuciones no equiprobables en el aula. En gran
medida, el tiempo dedicado correspondid a la aplicacion de técnicas de conteo para determinar el cardinal del
espacio muestral, y la comparacion de favorabilidad entre los eventos no fue lo suficientemente significativa para
los estudiantes. En este sentido, las actividades propuestas deben generar mayor cuestionamiento para ellos, mas
alla de la busqueda de resultados y medidas de probabilidad.

3) La repeticion de experimentos que permitan el calculo de frecuencias relativas y la comparacion de los sucesos
que estas aluden, debid haber sido una actividad permanente y no lo fue. Como lo indicamos anteriormente, las
actividades se centraron en la aplicacion de métodos combinatorios. Esto no solamente no contribuye a la
superacion del sesgo de representatividad, sino que, segun lo observado, propicia que cuando se haga la
experiencia, se desarrolle un enfoque en el resultado aislado. Entonces hay que buscar hacer un ejercicio continuo
y constante de actividades que permitan la comparacion de la probabilidad con la frecuencia relativa de un
suceso.

4) Se hace necesario desarrollar procesos de reversibilidad en el aula de matematicas. A pesar de la efectividad
para hallar la probabilidad de un evento, los estudiantes demuestran no ser igualmente efectivos cuando se les
indaga por el proceso inverso, es decir, dada una determinada medida, inferir acerca del evento correspondiente a
ella. Es decir, hay que generar desde las actividades planteadas, el ejercicio argumentativo en los estudiantes.

Implicaciones para la segunda intervencion en el aula

Con base en la reflexion acerca de nuestras acciones en esta primera intervencion en el aula, acordamos la
ejecucion de las siguientes tareas:

Modificar las actividades de aula: A pesar de la contextualizacion permanente de las situaciones de probabilidad
presentadas, es necesario examinar dentro de la dindmica propuesta, situaciones que comprometan en mayor
medida el interés y la afectividad de los estudiantes para propiciar reflexiones mas profundas a favor de su
desarrollo del razonamiento probabilistico. Dentro de las condiciones a tener en cuenta, segun las conclusiones
presentadas, es necesario generar en mayor medida el uso de la frecuencia relativa, lo que implica proponer
actividades, fundamentalmente de experimentacion, dentro del aula. Ademds es importante cuestionar
permanentemente a los estudiantes, las actividades deben fomentar en ellos mayor reflexion, en lo que el papel de
la pregunta dentro de la situacion es protagonico.

Ampliar nuestro referente teorico: Son evidentes nuestras limitaciones en cuanto a la comprension misma de los
sesgos y sus manifestaciones. Tenemos que estudiar con mas profundidad los planteamientos de autores
reconocidos en el tema, para poder proponer mejores actividades.

Esto nos lleva directamente, en el marco de la Resolucion de problemas, a la biisqueda de propuestas didacticas
para la enseflanza de la probabilidad, es decir, puntualizar momentos en la Resolucion de problemas donde se
lleven a cabo actividades pertinentes que se constituyan en posibilidades de aprendizaje de las nociones basicas
de probabilidad, de manera que se contribuya a la superacion de sesgos en el razonamiento probabilistico.



Replantear nuestro rol en el aula: Debemos darle mayor protagonismo a los estudiantes y permitir en el aula la
simulacion de varios experimentos acompafiados de la continua reflexion por parte de ellos. Esto no quiere decir
que dejemos de lado los momentos de institucionalizacion, pero no hay que precipitarlos. A pesar de que esto
implique no abordar algunos conceptos, es importante que el trabajo que se haga sirva para que la gran mayoria
de los estudiantes pueda desarrollar un mejor razonamiento probabilistico.

Es importante que se de mayor espacio a la accién y la exploracion, las situaciones deben representar retos,
problemas que motiven al estudiante a la participacion activa en el proceso de solucion.

4. ENSENANZA DE LA PROBABILIDAD DESDE EL CALCULO DE LA FRECUENCIA
RELATIVA

Los pronunciamientos sobre Resolucion de problemas encontrados, nos llevan a plantear una situacion, de la vida
real, que sea coherente con las situaciones de accion, formulacion, validacion e institucionalizacion planteadas
por Brousseau, y que permita la experimentacion, el razonamiento, la formalizacion, y la construccion de mejores
instrumentos para un coherente razonamiento probabilistico.

En este sentido, se pretende llevar al estudiante al ejercicio del calculo de la frecuencia relativa en el marco de la
resolucion de problemas, sin embargo el grupo de estudiantes con el cual se trabajaria seria distinto.

Decidimos en este segundo momento, no atender a necesidades fundamentales de la institucion, sino buscar un
grupo en el cual pudiéramos trabajar, comparar y reflexionar simultdneamente sobre lo ocurrido y que ademas no
sintiera irrupcion con las tematicas propuestas en el plan de estudios de la institucion. Se ajustaban a estas
condiciones los grupos correspondientes a grado séptimo: 37 estudiantes entre los 12 y los 14 afios, cuyo
rendimiento general en matematicas era bueno a la luz de los resultados académicos obtenidos, acostumbrados a
un trabajo no permanente con situaciones problema, sin recibir instruccion formal acerca de la probabilidad.

Para esto se plantean las siguientes actividades:

Actividad 1: Presentacion del problema “Casino” (Contextualizacion)

Duracion: 2 horas
Organizacion:  Grupos de tres personas designados por nosotros
Objetivo: Concienciar a los estudiantes de la situacion problema a desarrollar, de manera que permita, por

iniciativa suya, la permanente repeticion de experimentos aleatorios.

Desarrollo de la actividad: Se hablara a los estudiantes respecto a la conveniencia de un casino como negocio.
Vamos a montar un casino, pero la idea es que en €l existan juegos que sean atractivos para los jugadores, de tal
manera que apuesten porque vean que es facil ganar, pero no tan facil como para arruinar al casino. Entonces, lo
primero que habria que hacer seria sugerir juegos, y lo segundo responder a la siguiente pregunta: ;De qué
manera pruebo que mi juego si es conveniente para el casino?’

Actividad 2: Evaluacion de posibilidades ; Cudntas posibilidades hay?, ; Qué sale mas? (Accion)

Duracion: 2 horas
Objetivo: Inducir a los estudiantes a la repeticion de experimentos, como base para establecer algunas
conclusiones respecto a los fendmenos aleatorios.

5 Anticipandonos a la posibilidad de que alguien dijera simplemente que en su juego hay mas posibilidades de perder que de
ganar (principio de probabilidades), nosotros hariamos el siguiente cuestionamiento: ;Coémo sé que efectivamente porque
haya mas posibilidades de perder, el jugador no va a ganar mas veces? Es claro, nuestra intencion es inducirlos a la
experimentacion.



Desarrollo de la actividad: Esperando que los estudiantes vean la necesidad de jugar para solucionar el
cuestionamiento inicial y probar que su juego es conveniente para el casino, los estudiantes sacaran las primeras
conclusiones basados en su experiencia: qué puntajes salen mas, cuales menos ;Por qué?°

Actividad 3: Predicciones y puntuaciones (Formulacion)

Duracion: 4 horas
Objetivo: Estimular en los estudiantes la intencion de confirmar hipodtesis mediante la experimentacion.

Desarrollo de la actividad: Los estudiantes trataran de adivinar qué va a pasar antes de realizar las
correspondientes experimentaciones. Para confirmar sus creencias los estudiantes deberan registrar datos que

posteriormente seran la base para examinar frecuencias relativas y longitudes de rachas.

Actividad 4: Andlisis de experimentos aleatorios (Formulacion)

Duracion: 4 horas
Objetivo: Aproximar a los estudiantes al célculo de frecuencias relativas y su consecuente tendencia a la
medida de probabilidad.

Desarrollo de la actividad: Los estudiantes compararan los resultados que obtienen en sus experimentos al hacer
5, 10, 20, 30, 50 y 100 lanzamientos, con base en los registros ya realizados. La intencion es cuestionarlos hasta
hacerlos conscientes de la importancia de establecer frecuencias relativas. Posteriormente se cuestionara a los
estudiantes sobre la magnitud de la misma a medida que se incrementa la cantidad de experimentos: ;Es mayor?,
(Es menor? ;Tiende a algiin valor?

Actividad 5: Exposiciones (Validacion)

Duracion: 4 horas

Objetivo: Propiciar en el aula un espacio para que los estudiantes dialoguen y pongan de manifiesto sus
ideas respecto a las actividades desarrolladas, estableciendo con ellas algunos principios de
probabilidad.

Desarrollo de la actividad: Los estudiantes expondran su trabajo, y tendran en cuenta los planteamientos
enunciados en las exposiciones anteriores. Sera fundamental y decisiva nuestra intervencion con el proposito de
llevar a cabo el proceso de institucionalizacion.

Actividad 6: Eventos no equiprobables (Institucionalizacion)

Objetivo: Reflexionar con los estudiantes acerca de la ocurrencia de eventos aleatorios en contextos no
equiprobables

Desarrollo de la actividad: De acuerdo con los juegos sugeridos por los estudiantes, se propondran situaciones
desde las cuales se genere una distribucion probabilistica no uniforme, por ejemplo, en el evento de que un grupo
haya escogido el lanzamiento de un dado como experimento, se propondra que evalte la frecuencia relativa en el
lanzamiento de dos dados, de igual manera con ruletas y otros. De esta manera los estudiantes examinaran que
caracteristicas en los fendmenos aleatorios se mantienen y cuales se modifican a propoésito de la nueva situacion

6 . . .
A partir de este momento el docente sera un tutor en cada uno de los grupos, pasando por cada uno de ellos, indagando y
cuestionando para motivar la argumentacion y por ende el ejercicio de su razonamiento, en este contexto: probabilisitico.



Efecto de las actividades en el proceso de superacion de sesgos

Representatividad.

La dinamica propuesta por nosotros, en la cual los estudiantes debian hacer varias repeticiones de su
experimento para sacar conclusiones acerca de la favorabilidad del juego para los intereses del casino, trajo
consigo implicaciones satisfactorias en lo que tiene que ver con no fiarse de las muestras pequefias para tomar
una decision. Algunos grupos para los cuales menos de cinco repeticiones eran suficientes para decir cual era el
evento de mayor probabilidad cambiaron de posicion en la medida que incrementaba la frecuencia acumulada de
su juego:

(A2 09-08-05")PROF: (Qué es eso? jCuéntame!

EST: Lo que nosotros hicimos fue el naranja, el azul repite y el rojo.
EST: Hicimos unas pruebas y vimos mas el azul.

PROF. ;Lo que mas sale es el azul?

EST: Si, sefior!

PROF: Y en azul repite.

(Cuéntas veces lo hicieron?

EST 1: Lo hicimos cinco veces.

PROF: ;Creen que con cinco ya es suficiente?

EST: No

PROF: ;Por qué no?

EST: Porque son tres colores.

PROF: Y el que mas sali6 fue el azul o sea que ustedes piensan que si se hace diez veces va a salir mas el azul
todavia?

ESTS: Si

PROF: Miren a ver

Momentos mas tarde:

(A2 09-08-05)EST: Hicimos una estadistica a varias personas y nos habiamos equivocado en la naranja salia nueve
veces, en el azul ocho y luego el rojo salia seis.

En conclusion hay mas posibilidades de sacar el naranja o sea ganar, a sacar el azul volver a sacarlo o el rojo que es
perder.

PROF: O sea que sale mas el naranja, antes decian que el mas era el azul ahora mas el naranja.

PROF: O sea que si siguen lanzando mas veces va a salir mas el naranja.

EST: Pues si... pero igual eso va a seguir variando.

PROF: Y entonces, cual es la gran conclusion.

EST: Va a ir variando entre cada color.

PROF: O sea que eso depende de las veces que quede y si lanzo veinte veces qué va a pasar? Si saco papelito veinte
veces.

Esta fue una ventaja que se presentd en la dinamica de aula, gracias a que la mayoria de los eventos trabajados en
ella fueron simples y equiprobables. Permitié ademas que los estudiantes manifestaran en sus trabajos que pocas
repeticiones no eran suficientes para decidir qué eventos tenian mayor probabilidad de ocurrir:

C8.8%: Juego de ruleta de 24 casillas con igual area) “;Con pocas repeticiones se puede hacer la idea de lo
b

que va a suceder? Creemos que no se puede porque se necesita de mas lanzamientos para llegar a una

conclusion correcta...”

Y efectivamente repetir varias veces un experimento, los lleva a tomar posiciones y a expresar la inconveniencia
de quedarse con lo ocurrido en muestras pequefias:

7 Este codigo hace referencia a: casete de audio (A), el nimero del casete (2), y la fecha de la grabacion: 9 de agosto de 2005.
8 C8.8: Quiere decir carpeta 8, pagina 8. Se extraen algunas de las afirmaciones que los estudiantes incluyen en sus capetas de
trabajo en el Anexo 6 (Carpetas de los estudiantes 701 Momento 2).



EST 17: Este grupo esta conformado por EST16, EST17 y EST 18. Nuestro juego consta de tres colores,
tres pelotas diferentes y de una bolsita.

La pelota azul es la ganadora. Hay tres colores la azul, amarilla y roja. La roja y la amarilla son de perder y
la azul es de ganar.

La probabilidad de ganar depende de la cantidad de pelotas ganadoras y de cada color.

El casino tiene mas probabilidades de ganar que de perder nosotros encuestamos cuarenta y tres personas,
trece sacaron pelota azul, trece también sacaron amarilla y rojas fueron diecisiete, el casino gana.
Necesitamos un voluntario para que vean que el casino va a ganar.

PROF: ;Cuantas bolas hay?

EST 17: Hay cinco amarillas, dos rojas y tres azules.

PROF: Pero ;Con qué bolas jugaron?

EST 17: Con una amarilla, una azul y una roja obtuvimos treinta, en las cuales gano el casino y trece
ganaron las personas. Fue mas el porcentaje de ganancia para el casino.

PROF: Miremos los resultados. En los primeros lanzamientos va perdiendo el casino, luego se iguala y
después comienza a ganar el casino.

EST 6: Ademas mirando los resultados, ellos comienzan a ganar pero es posible que venga un jugador
afortunado y pierdan, entonces no se pueden confiar de eso.

EST 16: Pero si usted ha visto esos sefiores que le dicen a uno meta la mano y saque una balota, ellos
nunca van a meter mas balotas del color ganador.

EST 6: Ese no es el caso de su juego. Ahi hay las mismas posibilidades de ganar que de perder.

EST 16: No, hay dos posibilidades de perder y una de ganar.

EST 11: Si, o sea que si la gente juega poco el casino va a perder mas.

La pregunta aqui es: ;43 es cardinal para una muestra que se pueda considerar grande? He aqui una desventaja:
no poder hacer comparaciones con los resultados obtenidos por otros grupos, ya que cada uno escogié un juego
diferente. Aunque algunos grupos tomaron muestras mas grandes de 100 y hasta 300, esto no se constituye en una
respuesta a este interrogante. Si todos los grupos hubieran trabajado en la misma situacion se habria podido hacer
una comparacion de los resultados acumulados y tomar una muestra, incluso, mas grande que 1000 en cardinal.

FEquiprobabilidad.

, . . . , . , . .y s e 9 ,
Como la mayoria de situaciones fueron equiprobables, no habia asimetria en la distribucién probabilistica”. Asi,
se pudieron apreciar en los trabajos manifestaciones como la siguiente:

C1.6: (Juego de la ruleta: 2 casillas de igual area) “Los resultados que salieron son: 1: 48 veces, 2: 40
veces. O sea que el numero 1 es el que salid mas veces. Esto puede pasar pero el 2 también puede tener
probabilidades de que salga y nosotros no nos inclinamos en ninguno porque sabiamos que podia salir
cualquiera de las dos...

La pregunta al respecto es: ;Por qué los estudiantes piensan que puede ocurrir cualquiera de los eventos, porque
las distribuciones son equiprobables o porque estan sesgados?

En primera instancia, por los argumentos presentados en didlogo con un grupo de estudiantes, se podria pensar
que el sesgo es evidente:

(A4: 18-08-05) (Dialogo con EST 6, 7 y 8. Lanzamiento con un dado)

ESTUDIANTE 7: Al jugar 100 veces descubrimos que el 20% nos salio el 1, el 19 el 2%, el 18 el 3% ...el
5 el 19%, el 6 nos sali6 el 14%.

Al hacer una tabla donde comparemos que el casino esté ganando y perdiendo, descubrimos que al jugar
poquitas veces el casino va perder, digamos aca jugamos una vez y el casino perdio, tenemos el 60%
perdido y el otro 40% estamos ganando...Pero practicamente al jugar muchas veces hemos comprobado de
que mas del 50% hemos ganado y el otro pues hemos perdido.

PROF: ;Qué mas del 50% han ganado? ;Quién?

? Como lo dijimos anteriormente, nuestra pretension era trabajar con distribuciones asimétricas luego de hacerlo con las de
igual probabilidad, pero desafortunadamente, razones institucionales, de cumplimiento con el curriculo preestablecido, nos
obligaron a acelerar el cierre de la actividad.



EST 7: Nosotros el casino.

PROF: ;Cuanto mas ha ganado?

EST 6: jEh! 55 ha estado entre el 50 y 70%

PROF: Entre el 50 y el 70%

EST 6: Cuando jugamos las 100 veces, y salieron 20 veces el uno eso quiere decir que un 80% gana el
casino y el 20 esta ganando la persona

PROF: (Como que salio 20 veces el uno, luego solamente se gana con el uno?

EST 7: iNo! {No! No es que la persona tiene que decir el numero, 20 personas dijeron el nimero o sea 20
personas les salio 20 veces.

No son 20 personas jno! Son mas

PROF: Que tienen que decir al respecto con lo que los resultados sean tan cercanos

EST 7: Desde que ahi esta comprobado que al jugar varias veces, pues podemos ganar mas de lo esperado
PROF: No yo estoy preguntando de los resultados cercanos

EST 6: Coincidencia

PROF: O sea solo coincidencia y no mas, o sea que si yo juego 200 veces, es posible que me salga 50
veces un numero, y que se yo 10 veces otro?

(Por qué ustedes me dicen que es coincidencia?

EST 6: Entonces, /qué mas puede ser?,

PROF: Pues eso depende de las preguntas que ustedes se hagan.

Aqui la manifestacion es clara. En otras palabras, se podria pensar que el pensamiento de los estudiantes es: “Esto
fue lo que ocurrié, pero pudo haber ocurrido cualquier cosa”. Y la situacion en estudio (lanzamiento con un
dado) no favorecia la ocurrencia de algiin particular evento. Sin embargo, la situacion proponia una comparacion
en situaciones de ganancia y pérdida. Es decir, sugeria que los estudiantes no solo compararan las frecuencias de
los eventos, sino la conveniencia para el casino. A favor de la intencion de superar este sesgo, en una de las
carpetas encontramos la siguiente manifestacion:

C8.1: (Juego de ruleta, 24 casillas con igual area) “Si nos pusiéramos a pensar el casino tendria mas
posibilidades de ganar que el apostador porque al haber mas divisiones, hay menos posibilidades de que
caiga el numero apostado...”

Era importante que tanto estudiantes como nosotros, no perdiéramos de vista el contexto, en el momento de
observar el fenomeno aleatorio, asi se presentaba la asimetria en la distribucion, nuestro medio para superar la
equiprobabilidad. Entonces insistir en hacer los cuestionamientos respecto a los eventos de ganancia y pérdida
fue conveniente para este propésito. Asi lo muestran los siguientes didlogos en dos momentos distintos de la
actividad:

(A2 09-08-05): (EI profesor indaga a los estudiantes acerca de lo que han observado al jugar varias veces.
En este grupo el juego consiste en sacar una balota azul de un grupo de tres, una roja y una amarilla)
PROF: ;Qué han visto?

EST 18: Que es mas dificil ganar que perder.

PROF: ;Por qué creen que es mas dificil ganar?

EST 16: Porque solo hay una posibilidad de ganar o perder.

PROF: ;Y con cudl se gana?

EST 17: Con la azul.

PROF: O sea que es mas dificil que salga la azul. ;Cual es la que mas sale?

EST 18: La roja y la amarilla.

PROF: ;Cual de las dos sale mas la roja o la amarilla?

EST 18: La roja.

(A4: 18-08-05) (Dialogo con estudiantes 19,20 y 21)

EST 20: El jugador tiene que adivinar donde esta la tapa después de mover tres vasos.

EST 20: Que en cada uno de los juegos nosotros escribamos el 50% ganado y el 50% de los tiros de los
jugadores, si me entiende o sea creiamos 50% ganadas y 50% perdidas. Pero entonces aqui los resultados
dicen lo contrario, porque de 10 tiros que significan el 100%, 70% fueron perdidas y el 30% fueron
ganadas, entonces ahi vamos bien, estamos beneficiando al casino. A los 20 tiros, el 60% fue pérdida y el
40% gano, o sea que de nuevo se ha beneficiado al casino. A los 40 tiros, el 60,2% fueron las veces que
perdio y el 39, 8 fueron las veces que gano el jugador, entonces se ve beneficiado el casino.



A los 60 tiros el 60,3% fueron perdidas y el 36,7% fueron las veces ganadas, de nuevo beneficia al casino.
A los 80 tiros el 53,74% fue ganancia para el casino y el 46,25% fueron las veces que ganaron los
jugadores o el jugador, entonces ahi beneficia al casino, hay muy poca cantidad pero eso esta beneficiando
al casino. Y a los 100 tiros el 57% fueron las veces perdidas y el 43% ganadas, entonces ahi se esta
beneficiando al casino.

PROF: ;Qué conclusion sacaron?

EST: Podriamos decir que el juego de nosotros estaria beneficiando al casino...

Mas que el espacio muestral del juego, fue el contexto, la situacion problema la que propicid este tipo de
argumentos, correspondientes a la superacion de la equiprobabilidad.

Otra situacion de conveniencia al respecto, se dio gracias a que un grupo de estudiantes construy6 una ruleta con
regiones desiguales. Lo que geométricamente y en atencioén a la simetria podria considerarse un error, llevé a
conclusiones que evidencian manifestaciones de superacion de este sesgo:

(A2 09-08-05) EST 5: Es que los nimeros que mas nos han salido son el ocho y el cuatro y los que menos
nos han salido son el uno y el cinco.

Si miramos la ruleta cada uno va en diagonal, si miramos por ejemplo el ocho y aqui el cinco en los
lanzamientos que hemos hecho.

PROF: Pero si se dan cuenta que el ocho y el cuatro son mas grandes que el resto de niimeros.

EST 5: Si

PROF: ...Bueno ese cartoncito estda muy bueno porque ahi pueden concluir algo.

EST 9: Depende del tamaiio.

De esta manera hicieron las siguientes manifestaciones en su carpeta de trabajo:

C4.1-7": (Juego de ruleta, 8 casillas, 2 de ellas con un 4rea mayor que las otras) “En la ruleta el tamafio de
cada casilla influye en la cantidad de veces que sale el numero. Entre mas grande sean las casillas mas
posibilidad va a haber de que el jugador gane y el casino pierda.... Entonces vamos a realizar otra ruleta
con medidas exactas para poder saber la probabilidad... pensamos que cualquier niimero podia salir las
veces que fuera ya que todos los espacios son iguales.

Es decir, este grupo de estudiantes concluyd que el area de las regiones de la ruleta influye en la favorabilidad de
que salga un nimero. Un proposito no previsto por nosotros, pero que sirve como referente para pensar en la
posibilidad de sugerir la asimetria, no solo por el contexto de ganancia y pérdida, también como caracteristica
propia del (0s) juego (s) en estudio.

Enfoque en el resultado aislado.

Para superar este sesgo se propuso que los estudiantes compararan permanentemente los resultados que obtenian
al jugar. Mirar qué pasaba a las 5, a las 10, a las 15... 100 repeticiones del juego fue una tarea que se propuso en
las tultimas sesiones. El hecho de que los fendmenos en estudio fueran equiprobables, favorecido que los
estudiantes no se dejaran llevar por los resultados que obtuvieron:

C1.6: (Juego de la ruleta: 2 casillas de igual area, lanzamientos) “Los resultados que salieron son: 1: 48
veces, 2: 40 veces. O sea que el numero 1 es el que salid mas veces. Esto puede pasar pero el 2 también
puede tener probabilidades de que salga y nosotros no nos inclinamos en ninguno porque sabiamos que
podia salir cualquiera de las dos...”.

Lo que ese grupo afirma podria interpretarse como sesgo de equiprobabilidad, pero las condiciones de la
situacion nos muestra esta deduccién no como sesgo, sino como una caracteristica del fendmeno que los
estudiantes estan describiendo. Pero la propuesta sugeria analizar el contexto ganancia-pérdida para el casino,
como lo hizo el siguiente grupo en su trabajo:

1% Carpeta 4, paginas de la 1 ala 7



C8.7: (Juego de ruleta, 24 casillas con igual area) “Lo inico que concluimos es que el juego asegura que
siempre va a ganar porque en todos los porcentajes lo demuestra, y que a medida que juega mas el
porcentaje del juego va bajando mas...”

De esta forma, el decir que el porcentaje del juego va bajando, es una expresion que se puede interpretar como:
Las frecuencias relativas no son tan altas como en el comienzo para algunos puntajes, pero también corre con el
riesgo de que los estudiantes piensen que no va a estabilizarse en un punto sino que va a llegar a ser cero. Esto
fue lo que expresaron algunos estudiantes al referirse a lo que habian observado en su juego, no fue disminucion
sino aumento exacerbado de los porcentajes de ocurrencia de un evento:

(A4: 18-08-05) (El profesor dialoga con EST 31, 32'Y 33)

PROF: ;Qué paso6?

EST: Pues ya sacamos las conclusiones

PROF: (El juego cuantas posibilidades tiene? Dos de que pierda y una de que gane, ;cuando jugaron 3
veces que pasd?

EST 33: Cuando jugamos 3 veces habia una persona ganando y las otras 2 perdieron

PROF: ;Cuando jugaron 10 veces?

EST 31: Ahi si fueron 5y 5

PROF: ;Siy en 20?

EST32:8y 12

PROF: 8 y 12 ;qué porcentaje les dio?

EST 31: 40% o sea que el casino es el que mas ha ganado

PROF: Si. Pero miren los nimeros, este 76 aca bajo va 66 aca sube a 78.

(Qué ven ustedes ahi?

EST 32: Que el casino esta comenzando a ganar a corto y a largo plazo, entre mas juegue mas va
perdiendo el casino

PROF: Mas va ganando el casino

EST 32: mas va ganando el casino

PROF: ;O sea que hay una posibilidad de un momento a que llegue al 90%?

EST 33: Si, si continuamos jugando

PROF: ;Si continuamos jugando llegamos al 90%? Eso hay que comprobarlo, y hay que seguir mirando
datos, esa es la tnica forma de aprender. Jugando y analizando, jugando y sacando conclusiones, porque
ahi tienen unos niimeros bien interesantes, pero si solamente los dejo como para presentar un informe pues
yo no voy aprender, ya estan ahi si ustedes siguen pensando un poco mas lo que estan haciendo sacan una
muy buena conclusion, pero hay que pensarlo.

(AS: 25-08-05): (Los estudiantes sacan sus deducciones a partir de unos resultados en el juego de ruleta
que muestran que un porcentaje que se incrementa entre los dos y los quince lanzamientos a favor de las
ganancias del casino)

PROF: Hay 8 casillas de las 8 con una se gana, con las otras 7 si cae cualquier otro resultado se pierde...
Entonces de acuerdo a eso ellos sacaron un porcentaje que es el 12.5% de ganancia para el jugador
entonces gana el jugador y 87.5% para el casino esto es 1o que supuestamente pasaria 80 para el casino 20
para el jugador aca 50 para el jugador 50 para el casino

EST 41: o sea entre menos lanzamientos el casino gana mas, si porque mira en la primera ronda hay 80% y
aca yaes 50 y 50 y aca ya es 54 y ahi seria menos

PROF: o sea que tu piensas que va haber un momento donde sea 20 para el casino y 80 para el jugador
EST 41: Si sefior.

Estos son enfoques en el resultado aislado, en tanto que los resultados en muestras pequefias los llevo a deducir
que la frecuencia de ganancia para el casino va a ser cada vez mayor. Para solucionar esta situacion, hubiera sido
conveniente que los estudiantes compararan sus resultados con lo obtenido por otros grupos, que no fue posible
porque cada grupo estudio su propio juego. En este caso, los estudiantes sacaron una conclusion apresurada sobre
lo que obtuvieron, lo cual no fue una manifestacion general.

Sin embargo, también encontramos estudiantes que observaron como los resultados al principio eran distintos a
los obtenidos luego de jugar varias veces, y asi propusieron que no hay que confiarse de lo que se pueda
manifestar al principio:



(AS 25-08-05) EST 6: Ademas mirando los resultados, ellos comienzan a ganar pero es posible que venga
un jugador afortunado y pierdan, entonces no se pueden confiar de eso.

Precaucion que mantuvieron algunos, incluso en el caso de la ruleta con dos casillas mas grandes que las otras,
en la cual se indagd acerca de qué podria ocurrir si la ruleta era girada una vez. Un estudiante manifestd sin
titubear que se obtendria uno de los dos puntajes que correspondian a las casillas de area mayor, mientras que
otros dos no respondieron asi. Uno de ellos expresd que en un solo giro podria suceder cualquier cosa.

(A3: 12-08-05) (EI profesor le pregunta a sus estudiantes sobre qué va a pasar ya que la ruleta tiene dos
casillas mas grandes que las otras. De quince repeticiones estas dos casillas tuvieron mayor frecuencia que
las demas)

Los de mayores resultados fueron los del cuatro y el ocho que sumados dan seis de quince con respecto a
los otros ¢Si 0 no?

Les pregunto si yo giro la ruleta una sola vez qué nimero me puede salir?

A ver... responda EST 28.

EST 28: Cuatro y ocho

PROF: (EST 40?

EST 40: No s¢

PROF: ;EST 7?

EST 7: Cualquiera de los ocho.

PROF: Cualquiera de los ocho dice EST 7. ;Por qué cualquiera EST 7?

EST 7: En un solo lanzamiento puede pasar cualquier cosa.

Y no se trata solamente de obtener muestras “grandes”, aunque grande es un adjetivo muy relativo en tanto no
hay una cantidad que lo defina, sino de hacer comparaciones de los resultados que se van obteniendo, como lo
propusimos nosotros. Quienes no lo hicieron, también hicieron deducciones equivocadas a la luz de la teoria de
probabilidad:

Dialogo con estudiantes 16, 17 y 18 (Grupo de las balotas de colores.)

(A4: 18-08-05)EST 18: Nosotros concluimos que en el primer round el porcentaje que el jugador gane va
hacer de 66,6, en el segundo round ya bajo a 33,3. En el tercer round sigui6 igual el porcentaje, En el
cuarto y quinto round no va ganar nada el jugador.

PROF: ;Por qué no va a ganar nada el jugador?

EST 18: Por lo que habiamos hablado en la clase de las exposiciones, que entre mas juegue el jugador, mas
va a perder. En el round 1 gand, en el 2y 3 ya bajo alamitad y en el 4 y 5 ya empez6 a perder.

PROF : Es que ustedes estan hablando de los rounds por separado, lo que hay que hacer es tener en
cuenta los resultados anteriores para mirar el cambio, por eso yo les decia no se pongan a mirar quién gana,
quién pierde, sino cuantas veces sale la pelota, ahi se puede mirar alguna variacion con respecto a eso,
porque si no los resultados les van a dar muy diferentes y no se van a dar cuenta de un comportamiento,
que sea parecido o algo asi, no, asi como le dio 33,3 aca le puede volver a dar 0 aqui.

Porque esto no depende de lo que dio ac4, ;si me entiende? Entonces ese trabajo hay que replantearlo.

A diferencia de los estudiantes que hicieron las comparaciones progresivas, quienes intuyeron que la estabilidad
en las frecuencias relativas era una caracteristica del fenomeno a medida que se incrementaba el nimero de
repeticiones:

(A4: 18-08-05) (Dialogo con estudiantes 19, 20 y 21)

EST 20: El jugador tiene que adivinar donde esta la tapa después de mover tres vasos.

EST 20: Que en cada uno de los juegos nosotros escribamos el 50% ganado y el 50% de los tiros de los
jugadores, si me entiende o sea creiamos 50% ganadas y 50% perdidas. Pero entonces aqui los resultados
dicen lo contrario, porque de 10 tiros que significan el 100%, 70% fueron perdidas y el 30% fueron
ganadas, entonces ahi vamos bien, estamos beneficiando al casino. A los 20 tiros, el 60% fue pérdida y el
40% gano, o sea que de nuevo se ha beneficiado al casino. A los 40 tiros, el 60,2% fueron las veces que
perdio y el 39, 8 fueron las veces que gano el jugador, entonces se ve beneficiado el casino.

A los 60 tiros el 60,3% fueron perdidas y el 36,7% fueron las veces ganadas, de nuevo beneficia al casino.
A los 80 tiros el 53,74% fue ganancia para el casino y el 46,25% fueron las veces que ganaron los
jugadores o el jugador, entonces ahi beneficia al casino, hay muy poca cantidad pero eso esta beneficiando
al casino. Y a los 100 tiros el 57% fueron las veces perdidas y el 43% ganadas, entonces ahi se esta
beneficiando al casino.



PROF: ;Qué conclusion sacaron?

EST: Podriamos decir que el juego de nosotros estaria beneficiando al casino... También podemos
concluir con estos resultados es que el casino gana, pero pierde, digamoslo asi porque aqui el resultado
empieza como a bajar, en cambio este si se mantiene estable y este baja, pasa de 70 y después vamos a
ganar 60, con los resultados que estan acd, pero mas que todo esto es como una suposicion porque nosotros
tampoco es que vayamos a hacer 100 tiros en un dia.

PROF: Bueno yo creo que esos resultados se pueden pensar mucho més, mucho, mucho mas, porque miren
no solamente mirar que de aqui ganan, sino que aqui se mantiene como estable y luego comienza a bajar,
eso nos da como un acercamiento de qué es lo que puede pasar, que puede pasar en el futuro, sera que se
mantiene ese 57, serd que no.

EST 20: Lo mas probable es que este entre 53 y 57. Es como una aproximacioén que uno tiene.

Pero esta situacion nos lleva a pensar un poco mas. Miremos como los estudiantes antes de experimentar
pensaban que la probabilidad de ganancia y de perdida iba a ser del 50%, esto no corresponde con la regla de
Laplace, puesto que la probabilidad deberia ser de 33% de pérdida para el casino y 66% de ganancia. ;No seria
conveniente proponer en el aula situaciones que favorezcan la utilizacion de la regla de Laplace para que después
sea contrastada con la frecuencia relativa? De hecho, lo que los estudiantes concluyen no es correcto en la misma
medida (estabilidad de ganancia para el casino entre el 53 y el 57%), y fue una conclusiéon que sacaron de la
misma experiencia.

De nuevo aparece el interrogante: ;100 es un nimero suficientemente grande?, ;Podria ser menor?, ;Tendria que

ser mayor? ;Cuanto?. Tal vez, si los estudiantes tuvieran conciencia de la aplicacion de la probabilidad a partir
de técnicas de conteo, podrian decidir. Esta es una hipotesis a tener en cuenta en un proximo momento.

Conclusiones acerca de la segunda propuesta

1) La situacion problema permitié que desde la frecuencia relativa los estudiantes se acercaran a la medida de
probabilidad de un evento. Sin embargo, el hecho de que cada grupo trabajara en juegos distintos, llevo a que no
se pudiera hacer comparaciones con los resultados obtenidos por otros grupos, por lo cual, la mayoria de
estudiantes no llegd a una cantidad de repeticiones de su juego mayor que la centena. Este hecho se constituyo en
desventaja para la superacion del sesgo de la representatividad porque a pesar de que los estudiantes manifestaron
la inconveniencia de fiarse de muestras pequeifias, no establecieron una medida de probabilidad para cada uno de
los sucesos del espacio muestral planteado. En consecuencia y segtn los resultados de los instrumentos aplicados,
los estudiantes mejoraron en dar argumentos que dan cuenta de la superacion de este sesgo (antes habia un
porcentaje de 45,05 de estudiantes sesgados segin argumentos y luego de la evaluacion bajo a un 29,7%), pero
desmejoraron en el hecho de que su respuesta fuese evidencia de éste (hubo un incremento del 47,4 al 54,8%).

2) El hecho de que todos los juegos propuestos por los estudiantes fueran equiprobables no favorecié la
superacion del sesgo de la equiprobabilidad, es mas, fue el sesgo de mas alta presencia en los resultados de
diagnostico y de finalizacion de proceso (50,9 y 55,2% respectivamente). Sin embargo, analizar las circunstancias
de ganancia y pérdida de cada uno de los juegos, exigid al estudiante argumentar a favor de su propuesta,
ejercicio argumentativo que llevo a mejores resultados en cuanto a las evidencias de este sesgo en relacion con
los argumentos, (de un 43,9% inicial el porcentaje bajé a un 14,6).

3) La situacion problema favorecié la superacion del enfoque en el resultado aislado en la medida que los
estudiantes no se dejaron llevar por resultados que aventajaban un suceso por encima de otros, se dieron cuenta
como este fenomeno ocurria cuando las muestras eran pequefias, pero que las frecuencias relativas tendian a
estabilizarse cuando la cantidad de repeticiones de sus experimentos era mayor. Sin embargo, insistimos en que
no calcular una medida de probabilidad especifica, lleva a que los estudiantes den respuestas que podrian
interpretarse como evidencia de este sesgo, , pero no sus argumentos. (En cuanto a argumentos, el porcentaje de
estudiantes que manifiestan este sesgo bajo de 32,2% a 20,02%).

4) En general, la dinamica de aula propuesta favorecio la superacion de sesgos en el razonamiento probabilistico.
Evidencia de esto es que el porcentaje de argumentos presentados por los estudiantes como manifestacion de
cada uno de los tres sesgos bajo notablemente comparando los resultados de diagndstico y finalizacion de



proceso. Pero las respuestas presentadas por ellos aluden a que hay que hacer algunas modificaciones a la
actividad, que permitan el acercamiento de los estudiantes al calculo de probabilidad. De hecho insistimos que en
mas de una ocasion, el calculo de la frecuencia relativa no se generé como una necesidad generada por ellos
mismos y éste es uno de los aspectos que en la siguiente aplicacion se debe contemplar.

Implicaciones para la tercera intervencion en el aula

Con base en las apreciaciones citadas anteriormente, acordamos la realizacion de las siguientes tareas para el
tercer momento de la investigacion.

Ampliar nuestro referente teorico: A pesar de haber consultado mas acerca de la Resolucion de problemas y
acercarnos a las exigencias de una situacion didactica para la ensefianza de la probabilidad, es importante volver
sobre la resolucion de problemas, entre otras cosas porque es nuestro objeto de estudio y porque teniendo la
intencion de plantear situaciones significativas a los estudiantes, es fundamental buscar otras fuentes que atienda
esta necesidad.

Ademas, existe una inquietud que nos lleva a acudir a la historia de la probabilidad, ésta es: ;Como fue que la
frecuencia relativa se constituy6 en instrumento para medir la probabilidad? Interrogante del que subyacen otros:
(Fue la frecuencia relativa posterior o a anterior a la Regla de Laplace?, ;Hay situaciones que favorecen la
frecuencia relativa y otras que favorecen la combinacioén?, 9, ;todas son susceptibles de ambas aproximaciones?
Esto nos va a llevar a plantear una situacion, que generé en el resolutor la necesidad o no del calculo de la
frecuencia relativa y que en esa medida sea mas significativa que la anterior.

Modificar la situacion problema: Ademas de las pretensiones para la situacion anteriormente expuestas,
queremos esta vez respetar la dinamica que los estudiantes propongan, es decir, plantear una secuencia de
actividades que permita al estudiante exigirse cada vez mas en su avance, desarrollar un razonamiento
probabilistico cada vez menos sesgado y profundizar en las nociones basicas de probabilidad, conservando
algunas caracteristicas de la situacion que se propuso para el segundo momento. Las fases de la secuencia van a
ser desarrolladas al ritmo de trabajo del estudiante, es decir, cuando el estudiante termina una guia, se le entrega
la otra para que la desarrolle, pero todas tendran que estar enmarcadas en la misma situacion problema.

5. UNA PROPUESTA DE APERTURA A LOS DOS ENFOQUES DE PROBABILIDAD (EL
CLASICO Y EL EXPERIMENTAL)

En este momento no laboramos en la institucion inicialmente mencionada (I.LE. Compartir Bochica), asi que la
propuesta se implementa en la Institucion Educativa Distrital Manuel del Socorro Rodriguez, lugar de trabajo de
uno de nosotros. Esta es una institucion publica, ubicada al sur de la ciudad de Bogota. Tiene 50 afios dedicados a
la enseflanza primaria y solo 5 a la secundaria. Sus estudiantes pertenecen a los estratos socio-econdmicos mas
bajos.

De nuevo se trabaja con grado séptimo. Son alumnos que nunca han tenido una clase de probabilidad y que
estuvieron de acuerdo con hacer parte de esta investigacion.

En este momento, tenemos claro que hay que personalizar aun mas el trabajo con los estudiantes. Conscientes de
la imposibilidad de dedicarnos al trabajo individual, decidimos que luego de conformar unos grupos de trabajo'’,

llevariamos el ritmo que cada uno de ellos propusiera .

La situacion inicial, que consideramos podria resolverse desde los dos enfoques de probabilidad, es la siguiente:

' Bl criterio de seleccion fue conformar equipos de trabajo heterogéneos: estudiantes de buen desempefio académico, con
estudiantes de no tan buenos resultados.



LOS CASINOS Y EL NUMERO 7
Un casino es un lugar donde la gente apuesta su dinero en alguno (s) de los juegos que se
encuentran en él: el poker, la ruleta, la hipica electronica. También en uno muy conocido por

nosotros: los dados.

La mecanica de este juego es muy sencilla: El jugador lanza dos dados, si obtiene como
puntaje el nimero 7 gana.

Mas alla de la costumbre: jPor qué los casinos han escogido este puntaje y no otros para
motivar a apostar en el juego?

(Cuantas veces tiene que jugar un apostador para ganar de manera segura?

Si tuvieras la oportunidad de que las reglas del juego cambien ;Qué reglas cambiarian?
(Crees que los apostadores tendrian el mismo interés en jugar? ;El casino ganaria lo mismo?

Como lo esperdbamos, algunos estudiantes decidieron lanzar los dados y hacer sus conjeturas, que iban
transformando segun los interrogantes que nosotros haciamos y que obligaban a nuevos lanzamientos y otras
mediciones. Otros estudiantes decidieron listar las posibilidades y posteriormente contrastar las hipdtesis que se
pudieron generar a partir de esta lista con la experimentacion. A continuacion describimos los momentos mas
importantes para efectos de la investigacion:

Efecto de la situacion problema en el proceso de superacion de sesgos

Representatividad.

La situacion problema favorecidé la superacion de este sesgo, en tanto que proponia que se establecieran
comparaciones de datos desde el enfoque frecuentista, y una posterior contrastacion de las razones de
probabilidad con la experimentacion, para quienes habian escogido el enfoque clasico. Si los estudiantes se
dejaban llevar solo por lo que ellos habian experimentado, es posible que esta sea una muestra no significativa y
por ende, no movilizaria las iniciales creencias de los estudiantes. Pero la dinamica de comparacion de los
resultados permitid a los estudiantes cambiar su posicion respecto a por qué los casinos escogian el nimero 7:

C3.1 E1 7 no es tan posible que caiga, por eso los casinos escogieron ese numero. Es un poco dificil que
caiga el 7. Para mi, yo cambiaria ese numero

En otro momento de la actividad:
C3.3 Yo escogeria el nimero 7 para apostar porque es el nimero que a la mayoria le salio.
Exigia que los estudiantes no se quedaran solamente con lo que habian obtenido en los 10 primeros lanzamientos:

C10.1 Cambiaria el nimero que tiene que salir, por uno que salga mas seguido, que es el 4 en esta
ocasion (10 tiros)

En el caso anterior, el estudiante toma la decision de cambiar el puntaje a conveniencia del apostador, por lo que
¢l obtuvo al lanzar 10 veces. La mayoria de los estudiantes que decidié incrementar el nimero de lanzamientos,
se dio cuenta que el puntaje de mayor frecuencia era distinto al de los 10 primeros, y también que en la mayoria
de los casos fue el 7:



C9.1 Yo tire diez veces y el nlimero que mas me sali6 frente a los otros fue el 10... Ya lo comprobé,
lancé mas y el nimero que mas me sali6 fue el 7

Pero esta debe ser una dindmica acompafada por la reiterada comparacion. Para algunos 20 es una cantidad
suficiente para tomar decisiones, para otros no. Lo importante es orientar al estudiante para que genere acciones
como la siguiente:

C2.2 El porcentaje de 7 fue el siguiente: a los 10 tiros el 30%, a los 30, el 16,66%, a los 60 el 20% y
alos 100 el 18%

Aqui, no hubiese sido tan productivo que el estudiante hiciera los 100 lanzamientos y calculara la frecuencia
relativa del puntaje 7. Esta accion induciria, como veremos mas adelante, al enfoque en el resultado aislado. Para
evitar esto, es necesario sugerir al estudiante la dindmica de variacion en la frecuencia relativa. Proponer el
encuentro con una funcién, donde la variable independiente es la cantidad de lanzamientos, y la dependiente, la
frecuencia relativa. Asi, el estudiante tendra la capacidad para evaluar en qué momento una muestra se puede
considerar representativa (cuando tiende a estabilizarse la frecuencia relativa).

Equiprobabilidad.

Para superar este sesgo, era necesario que el estudiante interiorizara la situacion, que fuera realmente un
cuestionamiento de interés saber qué tenia de especial el No 7. De otra manera, seria lo mismo escoger 7 u otro
nimero:

C5.7 El 7 es un numero comun y corriente... no hay ninguna diferencia entre el 7, el 12 o el 6. Son niimeros
comunes y corrientes.
C6.1 Escogen el 7 porque de pronto es el mas facil o el mas dificil de sacar

No fueron muchos los estudiantes que se quedaron con esta forma de razonar. El cuestionar permanentemente,
insistir en movilizar al estudiante de esta primera creencia es fundamental para combatir el sesgo de la
equiprobabilidad. Esta heuristica comienza a superarse en la situacion después de examinar las posibilidades de
ocurrencia del 7 en relacion con los demas puntajes. Es ahi donde deja de ser lo mismo sacar 7 que algiin otro
puntaje, por ser el de la mayor cantidad de posibilidades en relacion con los demas:

(AS 05-04-06) EST 8: Entonces en el caso de siete serianel 6y 1,5y2,4y3,1y6,2y5,3y4. Ahi
tenemos la seis primeras posibilidades y sumando las otras 30 posibilidades nos darian las 36

posibilidades entonces esas son nuestras posibilidades de ganar en el casino.

De esta manera se muestra en el siguiente modelo tabular, seguido por los estudiantes que decidieron hacer la
comparacion de posibilidades existentes:

Cuadro 2. Comparacién de posibilidades existentes en el lanzamiento de 2 dados

PUNTAJE POSIBILIDADES CANTIDAD RAZON
2 (1,1) 1 1/36
3 (1,2); 2,H"* 2 2/36
4 (1,3); (2,2); (3.1) 3 3/36
5 (14); (2,3); (3.2); (4.1 4 4/36
6 (1,5): (2.4): (3.3); (4,2); (5.1) 5 5/36
7 (1,6); (2,5); (3.4); (4.3) (5.,2); (6,1) 6 6/36
8 (2,6): (3,5): (4.4); (5,3): (6,2) 5 5/36
9 (3,6); (4,5); (5.4); (6,3) 4 4/36
10 (4,6); (5,5); (6,4) 3 3/36
11 (5.,6); (6,5) 2 2/36
12 (6.6) 1 1/36

12 La mayoria de los estudiantes consideraron (1,2) y (2,1) como el mismo evento. Algunos cambiaron su posicion después de
dialogar con el profesor. Ver C12.1, C1.2, C13.1, C18.1, C19.1



En este momento 7 deja de ser lo mismo que 12, 3 o 4; no tiene la misma probabilidad.Pero también deja de ser
igual que los demas después de haber realizado una tabla de datos. Esta permitié comparar los resultados
personales con los de los demas'’:

(C14.2):

Cuadro 3. Resultados personales al lanzar los dos dados

NOMBRE # TIRADAS | # SALIO | CUANTAS VECES
EST 2 20 7 10
EST 36 12 3 3
EST 3 10 10 2
EST 12 11 9 2
EST 22 41 5 13
EST 24 36 7 7
EST 15 7 7 2

La mayoria de los estudiantes concluyd que 7 fue el puntaje que mas le sali6 a sus compaiieros, por tal motivo,
tenia diferencia en relacion con los demas.

Podemos observar que la distribucion no equiprobable propuesta en la situacion generd acciones de superacion
del sesgo de equiprobabilidad. No obstante, la misma situacion sugeria una perspectiva no equiprobable al exigir
comparaciones de ganancia para el casino y ganancia para el jugador. De esta manera fue escuchada en mas de
una ocasion la siguiente conclusion:

(A5 05-04-06) EST 8: ...Entonces aunque el siete es el de mayor posibilidades no hay que olvidar
que el otro también tiene posibilidades, si a uno le sale el dos el tres el 4 el cinco el 6 el ocho el 9 el
10 el 11 y el 12 pierde y si juntamos todas ésas posibilidades nos saldrian 30/36 lo que significa
una gran ventaja para el casino.

(A5 05-04-06) EST 7: ...Yo llegué a la conclusion de que la gente gana pero finalmente el casino
gana mucho mas, sino que el casino incita a la gente a jugar.

C2.2-3 El casino se quedaria con la mayor parte de lo apostado

C9.3 El casino escogid este niimero porque comprobandolo, el 7 es el nimero que mas cae, y de
acuerdo a esto el jugador gana y se motiva, y al casino le conviene que el jugador vuelva

C14.1 Los casinos escogen el 7 porque la gente se entusiasma, porque gana, pero cuando se dan
cuenta, los casinos es mas lo que ganan y menos lo que pierden.

Esta evidencia es para nosotros una muestra de que la situacion que propicia la superacion del sesgo de la
equiprobabilidad.

Enfoque en el resultado aislado.

La primera, y pregunta eje de la actividad ;Por qué el casino escoge el 7 para que gane el jugador?, por la forma
de trabajo que los estudiantes estaban acostumbrados a llevar, tuvo en principio respuestas causales, que tenian
que ver con mitos y creencias de buena y mala suerte. Evidencia clara de este sesgo:

(A1 28-03-06) EST 7: Profe mire la primera, era el por qué escogieron el 7, y yo siempre he
escuchado que el 7 es el numero de suerte y pues la gente se entusiasma mas porque es el de la
suerte y por eso lo escogen.

13 Varios estudiantes siguieron este modelo tabular, la mayoria de ellos concluyeron que el 7 era el puntaje que més habia
salido. Ver C17.3, C13.3, C10.4, C9.2,C8.3,C7.2,C6.4, C5.5,C3.4



C8.6 Se escoge 7 porque cuando se hacen apuestas uno siempre dice 7 porque es el nimero de dias,
el nimero de mares, y asi la gente se entusiasma.

C5.1 Es un nimero emocionante porque es un niimero bonito, tal vez el nimero da animo de jugar y es uno de los
intermedios

La situacion no incitaba de manera directa a que los estudiantes realizaran lanzamientos o conteo de
posibilidades, por lo cual era valido desde ellos apoyarse en las creencias para argumentar al respecto.

Con las orientaciones pertinentes, los estudiantes decidieron utilizar los dados para responder esta pregunta. Sin
embargo, en principio no vieron la necesidad de hacer varios lanzamientos, sino que con los primeros resultados
hicieron inferencias al respecto.

(A2 30-03-06) (La pregunta es: ;Te parece el 7 un buen niimero para jugar?)

EST 34: No, porque puse el 6 ya que fue el que mas me salio

PROFESOR: (El 6 fue el que mas te salio, {Cudntas veces te salio el 6?

EST 34:3

PROFESOR: 3 de cuantas

EST 34: De 10 veces

PROFESOR: Y solamente lanzaste 10 veces y te salio 3 veces el 6.

EST 34: Si

C4.3 De 21 personas obtuvieron el 7 ocho personas... ganaria pero perderia mas de lo que gand

No decia cuantos lanzamientos habia que hacer, de nuevo nos enfrentamos a la pregunta ;Cudl es un numero
suficientemente grande para ser considerado como cardinal del espacio muestral? En esta situacion, a diferencia
de la anterior, estaba previsto que los estudiantes pudieran hacer comparaciones de los resultados que obtenian,
lo que todavia no habia hecho este estudiante:

C10.1 Cambiaria el nimero que tiene que salir, por uno que salga mas seguido, que es el 4 en esta
ocasion (10 tiros)

A diferencia de la dinamica de aula propuesta en el momento anterior, aqui era posible que el estudiante viera
que los resultados obtenidos diferian de lo que habian encontrado los demés, de esta manera cuestionarse
respecto a lo que el habia planteado inicialmente.

C3.1 E1 7 no es tan posible que caiga, por eso los casinos escogieron ese numero. Es un poco dificil que
caiga el 7. Para mi, yo cambiaria ese numero

En otro momento de la actividad:
C3.3 Yo escogeria el nimero 7 para apostar porque es el nimero que a la mayoria le salio.

También hay que decir al respecto que algunos estudiantes se quedaron con el 7 porque fue el que mas les salio.
A nuestro juicio, muestra un enfoque en el resultado aislado, en la medida que no hay variacién del porcentaje,
no hay comparacién de datos:

C11.2 Yo escogeria el nimero 7 para apostar, porque en 20 tiros el 50% fue el nimero 7 que mas me
sali6. El casino escoge el 7 para jugar porque es el nimero mas facil de sacar

Es decir, el hecho de que la frecuencia relativa sea variable, no un célculo determinado, es un factor determinante
para examinar si los argumentos de los estudiantes son consecuencias de enfoques en resultados aislados o no:

C2.1 Después de lanzar las 100 veces me di cuenta da algo: a los 30 tiros el 7 solo llevaba 3 tiros, y
el 3 llevaba 9 tiros. Cuando lancé 20 veces, el 7 se emparejo con el 9, 8 y 6, pero a los 60 tiros
rebasa a los otro.



Esta accion lleva justamente a no aislar el resultado, sino a ponerlo a variar en distintos momentos, insistimos,
fundamental para la superacion de este sesgo.

CONCLUSIONES ACERCA DE LA TERCERA PROPUESTA

1) La situacion problema propuesta fue favorable para la superacion del sesgo de la representatividad, puesto que
permitié que los estudiantes no hicieran deducciones de lo ocurrido en muestras pequefias. Llevo a que los
estudiantes cambiaran sus iniciales creencias y concluyeran que la probabilidad tiende a estabilizarse a medida
que la cantidad de repeticiones de un experimento se incrementa. Evidencia de esto son los resultados de la
evaluacion final que muestran un notable mejoramiento en relacion con la evaluacion inicial en tanto bajo el
indice de argumentos correspondientes al sesgo de la representatividad después del desarrollo de la situacion
problema (De 69,4 a 40%).

2) El espacio muestral no equiprobable planteado en la situacion problema llevo a que los estudiantes, desde los
dos enfoques de la probabilidad se dieran cuenta rapidamente que hay eventos con mayor posibilidad que otros .
Aunque los resultados de la evaluacion final no dan cuenta de una mejoria de los argumentos al respecto, cabe
anotar que éste es el sesgo de mas baja presencia en los estudiantes (10%).

3) La situacion problema favorecid la superacion del enfoque en el resultado aislado, en tanto incit6 a la
comparacion de los resultados obtenidos con cantidades distintas de lanzamientos. Fue evidente la variacion en
las frecuencias relativas de los puntajes, que, en general, no llevo al siete como puntaje de mayor frecuencia en
los primeros diez lanzamientos , pero que notablemente incrementaba su indice de ocurrencia cuando se hacia
mayor la cantidad de lanzamientos. Los resultados de la evaluacion avalan este hecho dado que el indice de
argumentos que muestran este sesgd bajo casi un 12% luego de desarrollada la dinamica propuesta.

4) En general, la dinamica de aula propuesta favorecio la superacion de sesgos en el razonamiento probabilisitico.
Evidencia de esto es que el porcentaje de argumentos presentados por los estudiantes como manifestacion de
cada uno de los tres sesgos bajo notablemente comparando los resultados de diagnodstico y finalizacion de proceso
. En relacion con las respuestas presentadas por ellos, no hay mayor movimiento, porque aunque hubo bastante
ejercicio en materia argumentativa, fue poco el tiempo dedicado a la institucionalizacion, fase a la que se llegd
durante la actividad, pero que no coincidi6 con la dindmica de muchos estudiantes que atin no llegaban a esta
etapa en el desarrollo de la situacion.

IMPLICACIONES PARA UNA PROXIMA INTERVENCION EN EL AULA

Con base en las apreciaciones citadas anteriormente, sugerimos las siguientes recomendaciones para una proxima
intervencion en el aula:

Ampliar el referente tedrico. Acudir a la teoria debe ser un ejercicio permanente en la medida que la educacion
matematica estad en movimiento y diariamente se hacen nuevos pronunciamientos al respecto de la ensefianza de
las matematicas. Ademas, en coherencia con los referentes tedricos expuestos, nuestro rol es el de estudiantes
aventajados; no solo es necesario acudir a las investigaciones en educaciéon matematica, sino a la matematica
misma, en actitud epistemoldgica para ganar en comprension y facilitar a los estudiantes los instrumentos que van
a propiciar en ellos la construccion de conceptos —probabilisticos en este caso-.

Adaptar la situacion problema a las necesidades de los estudiantes. La propuesta del contexto “casino” fue
valida porque los estudiantes se mostraron interesados en el tema. Sin embargo, es posible que en otra poblacion
o en otras condiciones, este contexto no sea atrayente, por lo que no seria conveniente su aplicacion. Sin
embargo, mantener la bifurcacion de enfoques para abordar la probabilidad en una misma situacion, es
conveniente en la medida que muestra a los estudiantes que la matematica no tiene un solo camino para ser
abordada, que la coherencia argumentativa es la columna vertebral de la validez en esta ciencia.




Replantear la institucionalizacion del saber como fase comun a todos los estudiantes. Las aclaraciones que se
exponen en este momento por parte del maestro, no son comprensibles del todo para todos. Es decir, los
estudiantes que mantienen la dinamica propuesta por el profesor llegan a comprender en gran medida lo que en
este momento se expone, pero los demas, como atn no han llegado, no logran comprender algunos enunciados
que alli se manifiestan. Por lo tanto, creemos que la institucionalizacion del saber debe.

6. CONCLUSIONES GENERALES

Sobre las condiciones para el trabajo de aula

Con base en las experiencias de aula realizadas para la superacion de sesgos en el razonamiento probabilistico de
los estudiantes de secundaria, ademas de las condiciones inicialmente sefialadas (Ver p. 2, MEN, 1997, p.69), se
hace necesario tener en cuenta dentro de la Resolucion de problemas:

1) La busqueda de un problema en el contexto aleatorio que sea propio del interés de los estudiantes, no solo el
juego y la experimentaciéon descontextualizada, una situacion que lleve a la interiorizacion permanente, al
debate, a la movilizacion de iniciales creencias. En ese sentido, mas que el simple juego de dados, la situacion
que se propone en el tercer momento de investigacion es pertinente porque lleva a que se planteen hipotesis
sobre el funcionamiento del casino y permite al resolutor evaluar la conveniencia de participar en él. Ademas en
relacion con cada uno de los sesgos:

* No se resuelve con resultados basados en una cantidad minima de repeticiones de un determinado
experimento: Condicion necesaria para la superacion del sesgo de la representatividad.

*  Propone un espacio muestral no equiprobable: Condicion relevante a proposito de la superacion del
sesgo de la equiprobabilidad.

¢ Lleva a la necesidad de la comparacion permanente de la frecuencia relativa para cardinales distintos
del espacio muestral: Con lo cual se supera un posible enfoque en el resultado aislado.

2) La permeabilidad de la situacion a la apertura de los dos enfoques de la probabilidad —el clasico y el
frecuencial-, donde es el estudiante quien decide la conveniencia de la utilizaciéon de uno u otro, a partir de la
manera como decida abordarla.

3) La posibilidad de una dindmica de aula donde el estudiante se apropia de la situacion y la desarrolla de acuerdo
con sus necesidades. De esta manera la institucionalizacion del saber sera una fase relativa al proceso de cada
estudiante, y solo cuando él llegué a esta instancia estara en facultad de socializar y recibir la orientacion
pertinente para asimilar los conceptos que son propuestos desde la situacion problema.

Sobre la secuencia de actividades

Después de haber concertado el contexto con los estudiantes, y si para ellos resulta ser interesante, mas que
proponer una secuencia de actividades , sugerimos que se plantee una situacion problema y se desarrolle bajo
unos principios de aprovechamiento, tanto para los estudiantes como para el docente, que pueda ser desarrollada
respetando las diferencias en los procesos de aprendizaje, sino de manera individual, por grupos de estudiantes
con caracteristicas similares.
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