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"Los hechos previstos, no pueden ser sino probables. Por sdlidamente
fundada que pueda parecernos una prediccién, no estamos jamds absolutamente
seguros de que la experiencia futura no la desmentird. (..) Todas las veces que
razona por induccion (el cientifico) hace uso, mds o menos conscientemente, del
cdlculo de probabilidades"’.

(Jules Henri Poincaré, 1902)

"Medicine is a science of uncertainty and an art of probability".
(Sir William Osler, 1904)

"Observamos y examinamos lo que descubrimos, pero no podemos predecir
sin riesgo a equivocarnos. Las posibilidades mds razonables a menudo resultan ser
falsas".

(Richard P. Feynman, 1965)

"Lo dificil es predecir, sobretodo el futuro"
(Niels Henrik David Bohr, 1960)

*(...) los medicos deben contentarse en concluir no en certezas, sino en
probabilidades estadisticas. El médico moderno, en cierto modo, tiene alguna razén
para sentir certeza dentro de los limites estadisticos, pero nunca absoluta
seguridad. La certeza aboluta persiste sélo para algunos tedlogos y para algunos
médicos que atin piensan de igual manera"?

(David Spodick, 1975)
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IT. - Justificacion:
introduccion y estado actual
del tema.
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1.- LA PREDICCION EN CIENCIA Y EL LLAMADO

"PROBLEMA DE LA INDUCCION"

El psicélogo James E. Alcock* describe a nuestro cerebro como la “mdquina
de generar creencias”, porque estd constantemente procesando informacion
procedente de nuestros sentidos y generando nuevas creencias sobre el mundo que
nos rodea. El cerebro produce estas creencias de modo que sean coherentes con
las previamente sustentadas pero sin preocuparse demasiado acerca de qué es
verdad y qué no lo es, pues dispone de muy pocos medios para diferenciar las
conexiones causales de las meras coincidencias®. Es su manera normal de funcionar,
y ha evolucionado de esta manera para maximizar sus posibilidades de
supervivencia.

El problema de aprender de los datos ha sido investigado por los filosofos a
lo largo de toda la historia de la humanidad bajo el nhombre téchico de inferencia
inductiva. Comdnmente®, a la induccién también se le denomina creencia. La mayoria
de las veces, cuando hablamos de induccion estamos pensando en inferir o predecir
algo del futuro desde lo que conocemos en el presente. En 1739 y a la edad de 28
afos, el filosofo escocés David Hume (1711-76) publico A Treatise of Human
Nature, y en él” establecié la formulacién cldsica del llamado "problema légico de la
induccion”, que estudio en profundidad en su Enguiry Concerning the Human
Understanding publicado en 1748°%. En esencia, el problema (que Bertrand Russell
denominé “el escdndalo de la filosofia" °) consiste en que nunca estd justificada la
inferencia mediante un razonamiento ldgico que proceda por induccién: no existe
ningln razonamiento inductivo que sea légicamente vdlido. La induccién, de hecho,
se asemeja al modus operandi del

"(...) sefior que condujera un coche con el parabrisas pintado de negro y que
intentara predecir el trazado de la carretera que tiene delante a base de mirar por
el retrovisor: mientras la carretera es recta todo va bien, pero a la primera curva

el coche se va directo a la cuneta™®.
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Aunque audn hoy pueda parecernos sorprendente, los fildésofos de la ciencia del siglo
XX"2 han establecido que la induccién pura, el aprendizaje o adquisicién de nuevo
conocimiento cierto derivado exclusivamente mediante especulacion racional desde
los datos relativos a hechos del pasado, es imposible a menos que se asuma como
verdadero cierto conocimiento previo. En palabras de Sir Peter Medawar, premio
Nobel de Medicina en 1960, “la induccién es un mito"".

Es por ello que, en ciencia, hacer una prediccién es una actividad arriesgada
que se lleva a cabo en un contexto de tfotal incertidumbre. Nunca tenemos la
completa seguridad de que nuestra prevision va a cumplirse: siempre podemos
errar en nuestros prondsticos™. Irénicamente, parafraseando a Xavier Sala i
Martin, se podria decir que existen dos tipos de cientificos: los que no saben hacer

profecias (por lo menos profecias que siempre acaben cumpliéndose) y los que no

saben que no saben hacer profecias™.

2.- LA TEORIA DE LA PROBABILIDAD Y LA ESTADISTICA

COMO VIAS PARA SOLVENTAR EL PROBLEMA

El finlandés Georg Henrik Von Wright, profesor de légica finlandés que fue
alumno de Ludwig Wittgenstein y luego le sustituyé en la cdatedra de filosofia de
Cambridge, ha demostrado’ en su tesis de 1941 que la creencia en un juicio
sintético (proposicién ldgica) cuya verdad se demuestre a priori es contradictoria,
y por ello es imposible justificar légicamente la induccidén. Asi, ‘de /las
proposiciones que afirman la existencia de un objeto o la ocurrencia de un suceso,
es imposible garantizar necesariamente proposiciones que afirmen la existencia de
otro objeto o la ocurrencia de otro suceso diferentes de los primeros”. En palabras
de Hume’: "no hay ningdn objeto que impligue la existencia de otro cualquiera, si
consideramos los objetos en si mismos”. Ello prueba que el problema de la induccidn

no tiene soluciéon: Hume estaba en lo cierto.
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Pero en la época de Hume la teoria de la probabilidad acababa apenas de
nacer. Asi, parece que el filosofo escocés habia leido la primera edicion (1718) del
libro The Doctrine of Chances de Abraham de Moivre', descubridor de la
aproximacion normal a la distribucién binomial °, y no fue hasta 1763 cuando la
Royal Society public el ensayo péstumo del Rvdo. Thomas Bayes con su famoso
teorema'’. El enorme desarrollo posterior de la teoria matemdtica de la
probabilidad, axiomatizada definitivamente por el matemdtico ruso A. N.
Kolmogorov en 1933%, y de la inferencia estadistica moderna nos permitirdn hacer
mucho mds de lo que Hume hubiera jamds imaginado. No sugeriremos que dichos
desarrollos permitan solucionar el problema de la induccion, pero afirmamos con
Ian Hacking” que la estadistica nos muestra dos caminos o maneras Gtiles de
evitarlo: la evasion bayesiana y la frecuentista. La estadistica bayesiana, evade el
problema haciéndonos capaces de aprender deductiva y racionalmente de los datos
que nos proporciona la experiencia. La estadistica frecuentista, la estimacion por
intervalos de confianza y la teoria inferencial de Neyman-Pearson, aun
reconociendo que no es posible la inferencia inductiva sobre casos particulares, nos
permiten obtener justificacién deductiva para afirmar con confianza la veracidad o
falsedad de ciertas hipétesis causales relativas a grupos homogéneos de individuos,
y asi poder llevar a cabo comportamientos inductivos consecuentes.

Sin embargo, el problema no queda resuelto. Ambas evasiones sélo funcionan
si se asume como cierto que el futuro serd como el pasado. Mediante la estadistica
podremos inferir algo sobre el futuro desde lo que sabemos en el presente sélo,
repitiendo a Hume®’®,’bajo la suposicion de que el curso de la naturaleza
continuard siempre uniformemente igual, de que existe conformidad entre e/
futuro y el pasado”. John Stuart Mill llama a este principio la /ey de uniformidad
de la naturaleza, y lo formula asi en 1879°°: "En /a naturaleza se producen casos
paralelos; lo que sucede una vez volverd a suceder, dado un grado suficiente de

semejanza de las circunstancias”. Pero esta uniformidad es sélo una creencia

¢ Publicada en su Miscellanea Analytica de 1738, es, de hecho, la primera demostracién de
un caso especial del Teorema del Limite Central.
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nuestra, una costumbre, un hdbito inductivo que -como tal- no tiene justificacion
racional. De tfodas maneras, nosotros somos asi: si una regla ha sido siempre cierta
en el pasado, nos parece razonable suponer con certeza que lo sequird siendo en el
futuro®. Aunque la probabilidad no soluciona el problema, de hecho no nos importa
mucho, porque nos funciona bajo suposiciones fdcilmente asumibles por

compatibles con nuestra manera de ser.

3.- LA EVASION FRECUENTISTA: COMPORTAMIENTO

INDUCTIVO BASADO EN INFERENCIA DEDUCTIVA:

La evasién “frecuentista” del problema de la induccién se basa en la
concepcion  frecuentista o cldsica de la probabilidad, desarrollada
sistemdticamente por el profesor de Harvard de origen austriaco Richard von
Mises en 1928%° en base a las ideas recogidas por el matemdtico inglés John Venn
en su libro Ldgica del azar de 1866°. Se sustenta matemdticamente en la llamada
Ley de los Grandes Nimeros (Teorema de Bernoulli ®) y toda la familia de
Teoremas del Limite Central, deducibles desde los axiomas de la teoria de
probabilidades y cuya idea principal es la propiedad de que las frecuencias
relativas se estabilizan conforme el tamafio muestral crece indefinidamente. La
probabilidad se define como el limite, cuando n tiende a <, de esa frecuencia
relativa.

Prob = lim . r/n , siendo r (r = X x;) el nimero de pruebas positivas
Este concepto de probabilidad no sélo tiene pues demostracién matemdtica, sino
que ademds se corresponde con un fenémeno objetivo y real que se puede
experimentar empiricamente: una propiedad de la naturaleza.

La ciencia trata de determinar la verdad sobre cémo funciona la naturaleza.

Pero aspira cldsicamente a un conocimiento expresado en proposiciones del

® El capitulo 5 de la parte IV del Ars Conjectandi de Jacques Bernoulli (1654-1705),
publicado el 1713, demuestra el primer teorema del limite de la teoria de probabilidades.
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lenguaje de la ldgica formal; esto es, basada en el principio aristotélico del tertium
non datur. las proposiciones légicas sélo pueden ser verdaderas o falsas. Como
hemos visto, para los frecuentistas la probabilidad es una propiedad que sélo puede
aplicarse a una serie de eventos repetidos n veces: no tiene sentido hablar de
probabilidad correspondiente a un evento o acontecimiento singular. Un evento
aislado ocurre (en cuyo caso, una vez producido, su probabilidad individual de
aparicion es 1) o no ocurre (en cuyo caso es 0). Por ello, cuando se trata de
aprender o adquirir conocimiento (generar hipdtesis verdaderas sobre el
comportamiento de la naturaleza) desde unos datos aisladamente observados, no
tiene sentido hablar de la frecuencia (nimero relativo de veces) con que una
hipotesis es verdadera. Las hipdtesis, como todas las proposiciones de la légica
cldsica, son necesariamente verdaderas o falsas y no a veces verdaderas y a veces
no.

Para el conocimiento del mundo, los frecuentistas confirman la imposibilidad
de una inferencia inductiva individual. Sin embargo, usando la teoria de
probabilidades evitan el problema de la induccién porque utilizan un método
deductivo para realizar inferencias y extraer conclusiones. La inferencia
estadistica frecuentista se vale de un método que es de cardcter deductivo y
disefiado para acertar una inmensa mayoria (usualmente el 95%) de las veces que
se aplica. Por ello se habla de la frecuencia relativa con que las inferencias asi
realizadas son correctas: el llamado "grado de confianza” que nos da este método
de realizar inferencias vdlidas (usualmente, por convencion, el 95%). Asi, si
estamos infteresados en conocer el valor verdadero (poblacional) de una cierta
cantidad sobre la base de unos datos (muestrales) obtenidos por observacidn, se
nos ofrece un método deductivo que nos dard como resultado estimado un intervalo
de valores de esa cantidad. ¥ ademds somos capaces de estimar la frecuencia
relativa con la que, si se sigue ese método, un intervalo asi obtenido incluird al
verdadero valor buscado. Es el llamado método de estimacién por intervalos de
confianza, desarrollado técnicamente en los afios 1930-40 por Jerzy Neyman, un

matemdtico polaco formado en Londres y emigrado a los Estados Unidos®*,
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Si, por el contrario, estamos interesados en conocer la verdad o falsedad de
cierta hipotesis causal que intenta explicar el funcionamiento de la naturaleza, se
utiliza un método de contraste de hipétesis desarrollado inicialmente por R. A.
Fisher®, pero estructurado matemdticamente en su versién definitiva también por
Jerzy Neyman y por Egon S. Pearson en 1928%°%7?% Nos parece que queda fuera
del alcance de los objetivos de este estudio explicar en profundidad como funciona
el método Neyman-Pearson de contraste de hipétesis en que se basa la estadistica
cldsica para realizar inferencias causales sobre el funcionamiento de la naturaleza.
Puede encontrase en la extensa literatura estadistica disponible en nuestro pais y,
de entre los libros disponibles en inglés, sobre este tema nos parecen
especialmente recomendables los libros de Deborah Mayo?’, Ronald N. Giere®, y el
mds reciente editado por Mark L Taper y Subhash R Lele®! en los que se describe
en profundidad el entramado légico que subyace al método.

Diremos Unicamente que la estadistica frecuentista considera que solo
existe una manera cientifica de conocer los fenomenos causales en un mundo ho
determinista: realizar experimentos aleatorizados con los que contrastar nuestras
hipétesis®®. Para contrastar estas hipétesis con los fenémenos del mundo real se
utiliza un método deductivo que tiene como esqueleto o armazén, y eso es lo que le
da justificacion ldgica, el cldsico argumento del modus tollens que ya describiera
como vdlido Aristételes (384-322 a.d.C.) en su Organon®®. Por ello el experimento
es capaz de refutar una hipétesis, pero nunca de verificarla. Esta es la manera
deductiva como los experimentos son capaces de solventar el problema de la
induccién para conocer los fenémenos de la naturaleza desde los datos obtenidos
en el mundo real: descartando como falsas las hipotesis incompatibles con los
resultados de un experimento, y aceptando momentdneamente como verdaderas
(hasta que otro experimento las refuta) las que no entran en contradiccién con los
datos. A pesar de que no abordé directamente en su obra el asunto del contraste
estadistico de hipétesis en el sentido moderno®, parece que fue Karl Popper el

11,35,36.

filosofo de la ciencia que comprendié el funcionamiento de este método a

base de conjeturas y refutaciones. El premio Nobel de Fisica de 1966, Richard P.
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Feynman, en una famosa conferencia®’, nos lo explica con mds detalle (la cursiva es
nuestra):

"En general, para buscar una buena ley seguimos el proceso que detallaré a
continuacién. En primer lugar hacemos una suposicion sobre dicha ley. Luego
calculamos las consecuencias de dicha suposicién para ver que implicaria esta ley si
lo que hemos supuesto fuera correcto. A continuacién comparamos los resultados
del cdlculo con lo que se produce en la naturaleza mediante un experimento, es
decir lo comparamos directamente con lo que se observa, para ver si funciona. 57 no
concuerda con el experimento, entonces es falso. Es esta afirmacion tan sencilla
estd la clave de la ciencia. No importa lo maravilloso que nos parezca aquello que
hemos supuesto. Tampoco importa lo ingeniosos que seamos, ni quien realizé la
suposicién, ni como se llama el que la formuld, si no concuerda con el experimento,
es falso. (...)

Ya se habrdn dado cuenta de que por este método es posible intentar demostrar la
falsedad de cualquier teoria. Si tenemos una teoria estructurada, una conjetura
auténticamente cientifica, a partir de la cual puedan calcularse conjeturas que
puedan contrastarse experimentalmente, es posible en principio acabar con ella.
Existe siempre la posibilidad de demostrar la falsedad de una teoria bien
formulada; pero observen que nunca podemos demostrar su veracidad. Supongamos
que tienen ustedes una idea brillante, calculan las consecuencias y descubren una y
otra vez que las consecuencias calculadas concuerdan con los experimentos. ¢Puede
decirse que la teoria es verdadera?. No, simplemente no se ha demostrado que sea
falsa. En el futuro podrian calcularse nuevas consecuencias que condujeran a nuevos
experimentos que invalidaran la teoria. (..) Nunca estamos definitivamente en lo
cierto: de lo Unico que podemos estar seguros es de estar equivocados. Sin embargo
no deja de ser alentador que podamos tener teorias que duran tanto tiempo.”

Una vez realizado el experimento aleatorizado, el método de Neyman-Pearson nos
posibilita deductivamente a que rechacemos o aceptemos la hipétesis nula, y nos
indica la probabilidad (frecuencia relativa de veces) de que siguiendo este método
nos equivoquemos haciéndolo. A estas probabilidades se les llama, respectivamente,
Errores tipo Iy IL. La inversa de esos errores, es la confianza con que el método
nos permite refutar o afirmar una Ho (en el caso de afirmarla, a esta confianza se

le llama “poder” del estudio).
La [FIGURA 1], modificada del libro de J. A. Diez y C. Ulises Moulines®,

resume la version moderna de todo el proceso. Como se observa, una vez decidido
si se cumple la hipétesis nula, se deberd comprobar igualmente si se cumplen los

supuestos auxiliares y las condiciones iniciales. Cuando se estd evaluando una
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relacién causa-efecto, los supuestos auxiliares son los que quedan recogidos en las

[TABLAS 1y 2]

FIGURA 1: El contraste de Hipétesis en los experimentos aleatorios
mediante el método inferencial de Neyman-Pearson. SA: supuestos
auxiliares. CI: condiciones iniciales.
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TABLA 1: Supuestos auxiliares para evaluar una relacién causal
(Modificado de Mayo DG?°)

1.- VARIABLES ADECUADAS Y CALCULOS BIEN HECHOS:
Uso de Computadora para los cdlculos
Cumplimiento de condiciones de aplicacién de los test estadisticos

2. - REQUISITOS DE EXPERIMENTO ALEATORIO para que pueda
modelizarse por la estadistica y la teoria de probabilidades
Distribucién al azar pura (muestreo aleatorio)
No pérdidas en el seguimiento
Ocultacion de la Secuencia de Aleatorizacion (OSA)
Andlisis segun criterio de "Intencién de Tratar"

3. - REQUISITOS DE CAUSALIDAD
Sir A.B. Hill (1965) - U.S. Surgeon General (1964-89)

4.- AUSENCIA DE ERROR SISTEMATICO (SES6OS)
Aleatorizaciony Muestra Grande (n >30-50)
Control de la confusidn e interaccion (Anal. multivariante)
Enmascaramiento
Evitar sesgo de seleccion (muestra no representativa)
Evitar sesgo de informacién o de Clasif. Errénea
Evitar el sesgo de publicacién

5. - COMPARABILIDAD DE LOS GRUPOS
Aleatorizaciony Muestra Grande (n >30-50)
Control de la confusidn e interaccién (Anal. multivariante)
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TABLA 2: Requisitos de Causalidad (Modificado de Hill A.B*, U.S.
Surgeon General 1965: Smoking and Health™, y U.S Surgeon General 1990:
Criteria for evaluating evidence regarding the effectiveness of perinatal
interventions™)

1.- Estudio: Disefio adecuado + Validez Interna

2.- Criterios mayores

® Precedencia temporal correcta (E. Prospectivo): Una intervencidn
puede ser considerada causa de la reduccién en el riesgo de una
enfermedad/anormalidad perinatal si, y sélo si, aquella se aplicé antes
del momento en el que se desarrollé ésta.

® Plausibilidad bioldgica: Un mecanismo biolégicamente plausible debe
ser capaz de explicar por qué tal relacién podria darse el caso de
ocurrir.

® Consistencia: Rara vez estudios Unicos son definitivos. Resultados
concordantes aportados por varios estudios diferentes realizados en
poblaciones distintas y por investigadores diversos aportan mds peso a
la hipétesis de causalidad. Si los resultados de varios trabajos son
inconsistentes, deberia estudiarse primero la calidad metodoldgica de
los estudios, pero no se excluye la causalidad.

® Exclusion de explicaciones alternativas (Confusores): La profundidad
con la que se han estudiado posibles explicaciones alternativas es un
criterio importante a la hora de juzgar la causalidad.

3.- Otros criterios

® Gradiente dosis-respuesta: Si un factor es efectivamente la causa de
una enfermedad, normalmente (aunque no invariablemente) a mayor
exposicion al factor mayor riesgo de enfermedad. Tal relacion dosis-
respuesta no siempre aparece, porque algunas importantes relaciones
biolégicas son dicotomicas y se debe alcanzar cierto nivel umbral para
observarse la respuesta. La ausencia de este gradiente no excluye
causalidad, pero su presencia la refuerza.

® Magnitud de la fuerza de asociacion (RR/OR, DR) y Precision de la
estimacion (IC estrecho)

® Efecto del cese de exposicion: A ho ser que exista un efecto
mantenido, cuando una intervencion tiene un efecto beneficioso el
beneficio debe desaparecer cuando aquella se elimina de la poblacién.
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Las condiciones iniciales en las que se ha realizado el experimento marcan la
generalizabilidad de sus resultados: sdlo podrdn inferirse a una poblacion que
cumpla los requisitos (criterios de inclusion y exclusion) que describen la muestra
aleatoria que le es representativa.

Ian Hacking'®#243

nos ha mostrado que fue el filésofo americano Charles
Sanders Peirce (1839-1914), quien establecio toda la base légica sobre la que se
fundamenta esta evasién del problema de la induccién. Hijo de un matemdtico de
Harvard, fue el fundador de la corriente filoséfica llamada “pragmatismo”, aunque
se ganaba la vida como cientifico empleado del gobierno en el Servicio Costero de
Mediciones Geodésicas (su trabajo consistia en hacer mediciones y mejorar los
artefactos de medir, por lo que estaba tremendamente familiarizado con la llamada
“curva de errores” que luego pasaria a llamarse distribucion normal gaussiana).
Peirce considera que es imposible la induccién individual, pero tiene una idea de la
légica que unifica la deduccion y la induccion. Para él, un argumento légico es
deductivamente vdlido (conservador de verdad) si su conclusion es siempre verdad
cuando las premisas son ciertas, y un argumento légico es inductivamente bueno si
es de tal forma que su conclusién es frecuentemente verdad cuando las premisas
son ciertas. Esto es: un argumento es 95% bueno (nos dd una confianza del 95%) si
estd construido de forma que su conclusién es verdadera (suponiendo que las
premisas lo sean) el 95% de las veces que se usa. Es el concepto desarrollado
matemdticamente por Fisher en su teoria de disefio de experimentos, y
ulteriormente por Neyman y Pearson en su teoria de contraste de hipétesis y de
inferencia por intervalos de confianza.

El método deductivo propughado por los frecuentistas nos solventa el
problema de la induccién porque, aunque no podemos creer siempre sus
conclusiones, nos permite llevar a cabo una conducta o comportamiento inductivo®
basdndonos en un razonamiento deductivo, pues estamos deductivamente seguros
de que es un método que acierta la mayoria (usualmente el 95%) de las veces que
se utiliza. Si nos comportamos de acuerdo con lo que el método nos ha hecho

aprender de los datos, estaremos haciendo lo correcto la mayoria de las veces.
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Esto es, segln los frecuentistas, todo lo que necesitamos para una ciencia objetiva

y racional.

3.1.- USO DE LA EVASION FRECUENTISTA EN LA
MEDICINA CLINICA:

En medicina clinica, la realizacién de experimentos aleatorizados y la
estimacion inferencial por intervalos de confianza se utiliza desde 1948 en que se
publicé, dirigido por Sir A. Bradford Hill, el primer ensayo clinico®. El ensayo
clinico es, hoy por hoy, el experimento de la medicina clinica: lo que le otorga
cardcter de ciencia y le da la capacidad para establecer conocimiento sobre
relaciones causales. La aleatorizacion de muestras grandes, por su capacidad para
minimizar el sesgo de confusion, es, para los frecuentistas y en virtud de la Ley de
Grandes Nimeros, la esencia de la experimentacion: el momento del disefio de un
experimento en el que queda justificada Iégicamente la validez de una inferencia

causal.

4.- LA EVASION BAYESIANA: APRENDIZAJE RACIONAL

DESDE LOS DATOS DE LA EXPERIENCIA:

La evasion “bayesiana” del problema de la induccién representa la manera
racional de aprender de los datos de la experiencia, y resulta indispensable®®*’
para tomar decisiones cientificas de una manera coherente. Se fundamenta en la
aplicacién del Teorema de Bayes', un resultado simple pero fundamental de la
teoria de probabilidad cldsica, aunque su desarrollo histérico es considerablemente

moderno. Laplace y Gauss, hace ya doscientos afios, trabajaron con distribuciones

a posteriori con un método conocido con “el método inverso”. Pero hablando
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estrictamente, parece que la aplicacién prdctica de la estadistica bayesiana se
inicié en 1959 con la publicacion de libro de Robert Schlaifer Probability and
Statistics for Business Decisions’®.

La metodologia bayesiana surge de la confluencia de dos ramas de la
matemdtica. Por un lado la teoria estadistica de la decisidén, basada en la teoria
matemdtica de juegos (fundada por Von Neumann y Morgenstern®® en 1942) y
desarrollada por la obra de estadisticos como el mismo Jerzy Neyman*® o Wald, y
cientificos aplicados como el fisico sir Harold Jeffreys®®°. Por otro, la concepcién
subjetivista del concepto de probabilidad, introducida ya en 1713 por Jakob
Bernoulli (para quien la probabilidad era una magnitud determinada exclusivamente
de manera subjetiva y personal, dependiente del conocimiento individual) y

sugerida en 1924 por el matemdtico francés Emile Borel

, pero desarrollada
sitemdticamente® entre 1920 y 1940 desde la teoria general de la probabilidad
independientemente por Frank Ramsey en Cambridge®® y por Bruno de Finetti en
Ttalia®* >, La consolidacién de ambas lineas se produce en 1954 con la publicacién
por Leonard J. Savage del libro The foundations of statistics™, en el que se
desarrolla sélidamente toda su estructura légica utilizando el método de deduccién
matemdtica desde una base axiomdtica. Mds modernamente, y como base del
llamado “andlisis de referencia” desarrollado, entre otros, en la Universitat de
Valéncia por el Prof. José M. Bernardo® para evitar el cariz “subjetivo” de las

conclusiones de la inferencia bayesiana, se utilizan también conceptos de la teoria

matemdtica de la informacién desarrollada por Claude E. Shannon®®*° en 1948,

4.1.- LA ESTADISTICA BAYESIANA COMO ESTUDIO DEL
MANEJO RACIONAL DE LA INCERTIDUMBRE:

En el estudio de los fenémenos aleatorios y en la mayoria de los problemas
en los que se tiene que tomar una decision, aparece de forma natural la

incertidumbre. Pero también muchas situaciones puramente deterministas® (p.e;j.
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¢Cudl es la probabilidad de que el digito que ocupa la posicion p de la parte decimal
de w sea un ndmero par?) presentan incertidumbre, porque no tenemos informacién
suficiente o porque no disponemos de medios de cdlculo adecuados que suplan
nuestra incapacidad para procesar los datos. Determinar la mejor de un conjunto
de alternativas seria, en principio, inmediato si tuviéramos informacion completa
de cada una de ellas. Asi: el vendedor de periddicos que debe decidir sobre el
ndmero de ejemplares con los que se queda no tendria ningln problema si supiese el
ndmero exacto que conseguird vender; o el meteordlogo no se equivocaria en sus
predicciones si el problema no fuera caético, es decir, extremadamente sensible a
las condiciones iniciales. Lo que observamos, y podemos medir, es sélo una
posibilidad entre muchas, pero necesitamos saber cudl de todas ellas serd la que
realmente se producird, y ello nos genera incertidumbre. La principal dificultad con
que nos encontramos ante situaciones inciertas es, pues, la falta de informacién
sobre lo que finalmente sucederd®'. La reaccién natural ante esa incertidumbre es
eliminarla en lo posible, obteniendo e incorporando mds informacion mediante un
proceso efectivo de aprendizaje: obtener nuevos datos que puedan proporcionar
informacion relevante y combinar esta informacidn con aquella de que inicialmente
se disponia para tomar entonces la decision mds apropiada.

Para los bayesianos, la estadistica es el estudio de esa incertidumbre y de lo
que se debe hacer para minimizarla efectivamente. El papel principal de la
estadistica es asistir a los individuos de otras disciplinas (meteordlogos,
economistas, téchicos en agricultura, juristas, médicos..) en las que existe
variabilidad en los datos que utilizan en sus campos de trabajo, y ello les produce
un ambiente de incertidumbre. Mediante la estadistica, todos estos “clientes” son
capaces de manejar racionalmente la incertidumbre para tomar coherente y
racionalmente sus decisiones.

Pero la estadistica bayesiana, y en concreto lo que se conoce como moderna
Teoria General de la Decision Estadistica, no pretende ser una descripcion del
comportamiento real de las personas que se enfrentan a una decisién en presencia

de incertidumbre: multitud de experimentos han demostrado que, incluso en
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situaciones simples, el comportamiento humano muestra muchas incoherencias.
Pretende ser una teoria normativa de la decisién: busca el proceso ldgico que debe
seguirse, lo que se debe hacer para tomar una decisién racional. Para su desarrollo
ha sido necesario seguir el mismo proceso que se ha aplicado a otras disciplinas
para convertirlas en ramas de la ciencia matemdtica sélidamente fundadas:
encontrar unos axiomas o principios bdsicos aceptados intuitivamente como
verdades en si mismas (los axiomas que definen la coherencia), y construir luego,
mediante el poder de la Iégica deductiva (conservadora de la verdad) y basdndose
en la teoria matemdtica de la probabilidad, todo un edificio tedrico robusto para

ayudar a optimizar la toma de decisiones en ambientes de incertidumbre.

4.2 .- LA PROBABILIDAD COMO MEDIDA (SUBJETIVA) DE
LA INCERTIDUMBRE O GRADO DE CREENCIA RACIONAL:

Aceptar que la estadistica es el estudio de la incertidumbre implica que es
necesario investigar cientificamente la incertidumbre como fenémeno®. Y el
abordaje cientifico de cualquier fendmeno implica su medicién, pues, siguiendo a
lord Kelvin, “es sdlo asociando nuimeros con cualguier concepto cientifico como ese
concepto puede ser verdaderamente comprendido”. Y <cémo se consigue una
medida?, ¢cémo se lleva a cabo una medicién? Lo esencial cuando vamos a hacer una
medicion es comprender que no existen absolutos en el mundo de las medidas, que
cualquier medida estd basada en la comparacion con un patrén de referencia. Asi,
p. ej. la distancia se describe en referencia a la longitud de onda de la linea naranja
del espectro de la luz que emite el isétopo kriptén-86, y el tiempo en referencia a
la oscilacion de un cristal. Es, pues, esencial encontrar un patrén de referencia
para poder medir nuestra incertidumbre sobre un evento: el grado de creencia
(racional) en que finalmente acontecerd. Se han sugerido varios, pero quizd los mds

simples fueron también histéricamente los primeros: los juegos de azar.
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Tomaremos como ejemplo el propuesto por Lindley®®. Sea una urha que
contiene un ndmero N de bolas fisicamente idénticas (salvo en el color). De ellas,
un ndmero R de bolas son rojas y el resto blancas. Supongamos también que usted
extrae de la urna una bola “al azar”. Es decir, que usted piensa que el mecanismo de
extraccidn de la bola es aleatorio: que si le ofrecieran un premio si saliera la bola
n® 57 o el mismo premio si saliera la bola n® 12 o cualquiera de las otras N bolas,
usted, subjetivamente, no preferiria ninguna de estas situaciones (seria
indiferente a ellas). Pues bien, sea un evento cuya aparicion es para usted incierta.
Usted estd interesado/a en medir esa incertidumbre subjetiva: el grado de
creencia que usted tiene en que el evento finalmente se producird. Si usted piensa
que el evento es tan incierto como la extraccién, mediante un mecanismo que usted
estima aleatorio, de una bola roja de una urna que contiene N bolas de las cuales R
son rojas, entonces el evento tiene incertidumbre R/N para usted. Para medir la
incertidumbre podemos utilizar las probabilidades o proporciones en un grupo.

Obsérvese que, para encontrar esta medida hay una asuncion que no es
necesario hacer: no es preciso que la comparacién con el patron estdndar se realice
fisica y realmente, sino sélo que sea posible y razonable hacerlo, que podriamos
hacerlo si supiéramos cémo. Que no sepamos como se puede realizar la medicion
exacta de la distancia de la tierra a la luna no implica que neguemos la existencia
de tal distancia. No es preciso que muramos por ingestion de Amanita phaloides
para que comprendamos que es una seta venenosa.

Pero la razén para buscar una forma de medir nuestra incertidumbre (o
nuestro grado de creencia) no es sélo hacer mds precisa la nocion de que estamos
mds seguros de que ocurrird un suceso que ofro, sino -esencialmente- que seamos
capaces de combinar tales incertidumbres. El uso de las probabilidades o
proporciones en un grupo para medir incertidumbres, cobra especial interés en la
medida en que nos permite tener reglas para combinarlas:

a) una regla de adicion para incertidumbres de eventos mutuamente

excluyentes: supongamos que de las N bolas de la urna, R son rojas,

A son azules y el resto son blancas. Sean dos eventos mutuamente
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excluyentes cuyas medidas de incertidumbre son, respectivamente,
R/Ny A/N. Usar esas proporciones para medir su incertidumbre nos
posibilita, seglin el cdlculo de probabilidades, a decir que la
incertidumbre asociada con el evento suma de esos dos eventos
mutuamente excluyentes es igual a la incertidumbre asociada con la
extraccion aleatoria de una bola coloreada, estoes (R + A) / N.

b) una regla de multiplicacion de incertidumbres: supongamos que de las N
bolas de la urna, R son rojas, y las restantes (N - R) son blancas. Al
mismo tiempo L son lisas y (N - L) no lo son (son rugosas como las de
golf). Asi, la urna contiene cuatro tipos de bolas, y T es el nimero de
bolas que son rojas y lisas. Usar proporciones para medir
incertidumbres nos posibilita también, usando de nuevo el cdlculo de
probabilidades, a decir que la incertidumbre asociada con el evento
cuya incertidumbre sea T/N es exactamente igual al producto de las
incertidumbres asociadas con los eventos cuyas incertidumbres sean
R/NvyL/N, estoesR/N xL/N.

c) una regla de convexidad de incertidumbres: la certeza de que las
medidas de incertidumbre siempre pertenecen al intervalo (convexo)
unidad [0,1].

Pues bien, no sélo sabemos que podemos usar las probabilidades o

9283 Teorema de

proporciones. La estadistica bayesiana hace uso del llamado
Ramsey-de Finetti para concluir deductivamente que debemos usar las
probabilidades o proporciones para medir incertidumbres (grados de creencia): la
dnica manera de evitar incoherencias en la medicién de los grados de creencia es

utilizar como medidas las probabilidades. Las medidas de incertidumbre subjetiva
deben obedecer las reglas del cdlculo de probabilidad. En el [ANEXO I] se

especifica una prueba matemdtica de dicho teorema. La idea es que debemos estar
seguros de que expresamos nuestros grados de creencia por medio de
probabilidades, y asi evitaremos la incoherencia que significa participar en una

apuesta cuyo resultado es que siempre, hagamos lo que hagamos, perdemos dinero.
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La dnica manera satisfactoria de expresar nuestras incertidumbres es con
probabilidades: igual que un arquitecto sabe que para que la casa que concibe
aguante en pie una vez construida, los cdlculos huméricos que hace deben seguir las
reglas de la aritmética, un decidor coherente debe saber que para tomar una
decisidn adecuada, los grados de creencia deben expresarse como probabilidades.

La concepcidn subjetivista del concepto de probabilidad interpreta, pues, a
esta como una medida de la incertidumbre o el grado de creencia (racional) sobre
la aparicion de un determinado suceso, basada siempre en los datos previos de
observacidn o experiencia. Ello se corresponde con el uso semdntico convencional
de esa palabra en el lenguaje ordinario cotidiano, en frases como “es poco probable
que el hombre llegue a Marte antes de 2015", “la proporcion de seropositivos en
Valencia es probablemente menor de 0'5% (en concreto la probabilidad de que esta
proporcion sea menor de 0'6% es de 0'84)", o “la probabilidad de que llueva durante
la ceremonia de canonizacion de Juan Pablo IT es del 80%". Este concepto
intuitivo, habitual y cercano, no requiere de simetrias (como en el concepto cldsico
de probabilidad, basado en casos favorables y casos posibles) ni de la existencia de
posibles repeticiones del mismo fendmeno (como en el concepto frecuentista
convencional, basado en frecuencias relativas), pero incluye como casos
particulares a los conceptos cldsico y fecuencialista*. La formulacién matemdtica
de la estadistica bayesiana utiliza el concepto de probabilidad de un suceso como
algo necesariamente subjetivo: como el grado de creencia (racional) en, o la
incertidumbre sobre, su ocurrencia percibido por el sujefo en el momento que la
expresa.

Esta interpretacion del concepto de probabilidad fue desarrollada
independientemente por Ramsey y De Fineftti. Para ambos, no existen
probabilidades absolutas: todas las probabilidades son condicionadas a un cierto
estado de informacidn previo sobre las condiciones en las que se lleva a cabo el
suceso, y por tanto son siempre subjetivas. La probabilidad no tiene existencia
objetiva: el fendmeno de estabilidad de las frecuencias estd condicionado a que se

cumplan las condiciones de experimento aleatorio. La probabilidad no es, pues, una
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propiedad de la naturaleza, pero tampoco de los individuos: describe una relacién
entre un individuo y la naturaleza. Pi(E/H) es una medida del grado de creencia en -
la incertidumbre sobre- la ocurrencia del suceso E, asignada por un individuo i, en
unas condiciones H.

La notacién convencional para las probabilidades P(E/H) en lugar de P,(E/H),
omite la referencia al sujeto 7 que las especifica. Pero no existe ningln argumento
que permita demostrar matemdticamente que dos individuos con la misma
informacién deben, necesariamente, asighar las mismas probabilidades a sucesos
inciertos. Las probabilidades Iégicas en el sentido de Keynes®® o de Carnap®® no
estdn matemdticamente justificadas. Esta actitud aparentemente solipsista es, sin
embargo, compatible con la existencia de un amplio conjunto de probabilidades
sobre cuyo valor puede existir consenso. Especialmente en el caso del disefio y
andlisis de la experimentacion cientifica es posible elaborar probabilidades de
consenso. Como veremos mds adelante, para los bayesianos el desarrollo cientifico
se apoya precisamente en la existencia de esas probabilidades razonable y
coherentemente intersubjetivas. Asi, mientras no tengamos posibilidad de
comprobarlo, asumimos como cientifica la siguiente aseveracién: la probabilidad de

que el digito 10° del niimero © sea O es 0'1,

4.3.- LA EVASION BAYESIANA DEL PROBLEMA DE LA
INDUCCION:

Ya hemos visto (pdg. 6) como la ciencia trata de determinar la verdad sobre
cémo funciona la naturaleza, y aspira a un conocimiento expresado en proposiciones
del lenguaje de la ldgica formal cldsica (fercio excluso o principio de ambivalencia):
las proposiciones légicas sélo pueden ser verdaderas o falsas. Tal y como deciamos
que sostienen los frecuentistas, pero a diferencia de la moderna "“légica borrosa” -

66,67

para la que todo es cuestién de grado y por tanto el grado de verdad de un

enunciado puede representarse por un nimero real entre O y 1 (su funcion de
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pertenencia o inclusién al conjunto de cosas verdaderas)®®-, el paradigma bayesiano
también afirma que las hipétesis sélo pueden ser verdaderas o falsas. Pero para
éste la probabilidad es una medida condicional, en una escala [0,1], de la
incertidumbre sobre -o el grado de creencia (racional) asociado a- el hecho de que
una determinada hipétesis resulte finalmente ser verdadera. Los valores extremos
0 y 1, tipicamente inaccesibles, describen respectivamente la imposibilidad o la
certeza subjetivas en la verdad de una hipétesis u ocurrencia de un evento. La
probabilidad no mide grados de verdad, sino nuestra incertidumbre sobre la
veracidad de dichas hipétesis.

Una vez hemos expresado nuestra incertidumbre sobre un evento équé
hacemos con esa medida?, ¢cdmo manejamos esa incertidumbre para obtener nuevo
conocimiento? En definitiva, ¢codmo solventa el problema de la induccién la evasion
bayesiana? La estadistica bayesiana sélo necesita de la interpretacion “subjetiva”
de la probabilidad y de las matemdticas del cdlculo de probabilidades. Partiendo de
unos axiomas (enunciados que se asumen como verdaderos por si mismos), es capaz
de deducir matemdticamente todos sus principios y métodos. Los problemas de
inferencia estadistica se reducen asi a problemas de teoria de probabilidades: el
fundamento de la inferencia es un método deductivo que da validez légica al
conocimiento inductivo que obtiene. La inferencia estadistica bayesiana estd
firmemente (“la fuerza de la deduccidn, que es conservadora de la verdad") basada
en la verdad de sus fundamentos axiomdticos; la deduccién matemdtica le
proporciona una estructura ldgica unificada, y garantiza la consistencia mutua de
sus métodos.

Para los bayesianos, la reaccién natural de cualquiera que deba tomar una
decision en presencia de sucesos o hipdtesis inciertas, es eliminar cuanta
incertidumbre le sea posible obteniendo mds informacion sobre el problema. El
decisor empieza por precisar la informacion de que inicialmente dispone sobre las
incertidumbres que afectan a la situacién; procura entonces obtener nuevos datos
que puedan proporcionarle informacion relevante y, finalmente, combina esta hueva

informacion con aquella de que inicialmente disponia para tomar entonces la
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decision mds apropiada. La forma racional (coherente o no contradictoria) de llevar
a cabo este proceso natural es, para los bayesianos, utilizar el Teorema de Bayes".
Asi, so pena de ser incoherentes o contradictorios, se demuestra que debemos
expresar la informacién inicial sobre la incertidumbre de la que partimos en forma
de grados (racionales) de creencia representados por nimeros con las
caracteristicas matemdticas de probabilidades (que cumplan los axiomas de

Kolmogorov'® en la forma propuesta por Ramsey y De Finnetti: convexidad, ley de
adicién de sucesos excluyentes, y ley de multiplicacién [ANEXQO I]). Para

reducir la incertidumbre, se obtienen nuevos datos y la informacion que éstos
proporcionan se describe mediante la funcién de verosimilitud. Ahora, la
informacidn inicial, descrita por probabilidades iniciales, es combinada con la
informacién aportada por los nuevos datos obtenidos, descrita por la funcién de
verosimilitud, y se obtienen las probabilidades finales: el grado de incertidumbre
asociado a la informacion final total de que se dispone sobre el proceso. Para ello
se utiliza el Teorema de Bayes, un resultado bdsico de la teoria matemdtica de
probabilidades. Este proceso por el que, de una manera racional se ponen al dia, de
un modo internamente consistente, grados de creencia a la luz de nuevas
evidencias, es el denominado proceso de aprendizaje que proponen los bayesianos
para evadir el problema de la induccion: su propuesta para cambiar racionalmente
nuestras creencias a la luz de las evidencias.

Bdsicamente, un experimento estadistico es, para los bayesianos, un proceso
de reduccidn o disminucién de la incertidumbre. Si el experimento es concluyente,
aunque ello sélo ocurra de manera asintética, la incertidumbre se reduce

totalmente y es posible llegar a la certeza sobre las hipétesis partiendo desde
nuestra creencia inicial. El diagrama siguiente®® [FIGURA 2] resume cémo se

realiza el proceso de aprendizaje. Se trata de una reduccién secuencial de la
incertidumbre inicial, p(6), a medida que se van observando los datos X1, X2, X3,.....Xn,

mediante la aplicacion secuencial del Teorema de Bayes:
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FIGURA 2: El proceso de aprendizaje para reducir la incertidumbre

plfh) | pl# | z) 2, plf] 11, 27) PR plfl| 11,13, 1)

. IT0C ARcerraanT . .
Incertidumbre Datos observados ..., 2y Incertidumbre

inicial final

La incertidumbre residual sobre el pardmetro 6 en la etapa i-ésima, una vez
observados los datos xi, Xz, X3,.., X1, Xi viene proporcionada por la densidad a
posteriori p(6/ xi, Xz, X3,..., Xi1, Xi) que se calcula mediante el teorema de Bayes del

cdlculo de probabilidades:

PO/xXL, X2,53,...,xi -1, %) =
p(glxj‘) )Q, )G,...Xi '1)

Xi/0,x1, X2, x3,..x-1
P )jp(xi/e,xl, X2, %3,..X -1)p(@ /L, X2, X3,...%i -1) d@

El cdlculo se simplifica mucho usando la férmula:

p(6 /X1, X2, X3,..., Xi-1, Xi) < p( Xi/ 6, X1, X2, X3,..Xi-1) p(6 /X1, X2, X3,...Xi-1)
pues la constante de proporcionalidad [ 1/ [ p(xi/ 6, X1, X2, X3,..%i-1) p(6 / X1, X2,
X3,..Xi.1) d@ ] se determina fdcilmente con la condicién de que la densidad a
posteriori p(6 / X1, Xz, X3,.., Xi1, Xi) debe ser una densidad de probabilidad, es
decir integra la unidad con respecto al pardmetro 6 ([p(6 /X1, X2, X3,..., Xi-1, X;) d@
= 1). La teoria de la probabilidad también nos indica que, si las observaciones son
(condicionalmente) independientes, el resultado anterior se simplifica atn
muchisimo mds:

p(8/ X1, X2, X3,..., Xi1, Xi) < p ( Xi/ 6, X1, X2, X3,..Xi-1) p (6 / Xi-1)
El grado de nuestra incertidumbre sobre el pardmetro @ tras haber observado los

datos X1, X2, X3,..., Xi.1, Xi de la muestra una vez realizado el i-ésimo experimento
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estadistico, viene descrita por la densidad a posteriori p(€ / xi, X2, X3,..., Xi-1, Xi).
Se llama “principio de verosimilitud” al hecho de que toda la informacién que
proporciona el experimento i-ésimo, entra al proceso en cada paso codificada
mediante p ( xi/ 6, X1, X2, X3,..Xi.1), que ho es una probabilidad de @ -aunque lo es de
x; = por lo que recibe otro nombre: la llamada funcion de verosimilitud de 6 segin
los datos. Es por ello que, en inglés, todo el proceso se retrata con una famosa

“frase hecha": posterior is prior times likelihood®.
En la [FIGURA 3] se representa grdficamente un ejemplo de este

proceso de aprendizaje. Los datos son ficticios, aunque estdn modificados -en aras
de la claridad- de los publicados en el estudio GREAT’®’"%: un ensayo clinico
aleatorizado y controlado con placebo para demostrar la efectividad de la
trombolisis precoz con anistreplase tras un infarto agudo de miocardio (IAM),
administrada por los médicos de familia en casa del enfermo mientras llega el
SAMU. Se utiliza como variable dependiente principal la mortalidad al mes del
IAM, y el efecto beneficioso del nuevo tratamiento experimental se mide usando la
Odds Ratio (OR), esto es, la razén de la Odds de morir en los asignados al nuevo
tratamiento dividida por la Odds de morir al mes en los asignados a placebo [OR < 1
favorece al nuevo tratamiento]. Las distribuciones son todas normales en una

escala de la variable transformada €= In (OR).
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Odds_Ratio de Mortalidad

(c) Posterior
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Odds Ratio de Mortalidad

FIGURA 3: La informacién previa a la realizacién de un experimento nos
hace representar la incertidumbre sobre el OR de mortalidad con una
distribucion de In(OR) = N[-0.74, 0.131]: favorable al tratamiento
experimental, pero muy poco precisa. Se realiza un experimento, y los
resultados de este coinciden con una funcién de verosimilitud representada
por la curva normal In(OR) = N[-0.26, 0.017]. Utilizando el Teorema de
Bayes actualizamos nuestra creencia (racional) previa aprendiendo de los
datos del experimento. La curva resultante de nuestro aprendizaje sobre la
incertidumbre del In(OR) es N[-0.31, 0.0144]. De nuestra incertidumbre
previa, hemos pasado a estimar en un 95% la probabilidad de que la OR se
sitle entre 0.58 y 0.93. La probabilidad de que el tratamiento experimental
sea efectivo (OR < 1) es de 0.995.
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La probabilidad “a priori” que se ha escogido representa el juicio subjetivo
de un especialista en cardiologia que, conociendo y analizando criticamente las
evidencias disponibles hasta esa fecha en la literatura especializada, estimé que
era posible que el tratamiento produjera una reduccién de la mortalidad, aunque
considerd muy dificil precisar la cuantia de la OR: era posible cualquier valor entre
0.2 y 0.9, aunque parecia “a priori" algo mds probable una reduccion a la mitad. Se
usé pues, para la distribucion a priori de 6, una curva Normal con media = - 0.74
[OR = 0.48] y varianza = 0.13. Tras realizar el ensayo aleatorizado, el resultado fue
de OR = 0.75 (IC95% de 0.61 a 0.99, p = 0.04) que, transformado a una
verosimilitud normal de 6, coincide con una curva Normal con media = - 0.26 y
varianza = 0.017. Usando el teorema de Bayes mediante el llamado “andlisis
conjugado normal”, se multiplica la distribucién previa por la verosimilitud obtenida
en el ensayo, y se busca la constante de proporcionalidad para que el drea total
bajo la curva de la distribucion “a posteriori” integre a uno. Asi resulta que la
distribucién posterior de € es una curva Normal con media = - 0.31 [OR = 0.73] y
varianza = 0.0144. Esto coincide con un (bayesiano) intervalo de credibilidad al 95%
de - 0.55 [OR = 0.58] a -0.07 [OR = 0.93]. Con ello hemos reducido notablemente
nuestra incertidumbre: una vez incorporados los resultados del experimento, hay
un 95% de probabilidad de (entendida aqui como grado de creencia racional en) que
la OR se sitle entre 0.58 y 0.93. Ademds podemos calcular que la probabilidad de
que el tratamiento sea efectivo (OR < 1) es de 0.995.

4.3.1.- El teorema de Bayes para eventos simples’*:

De las reglas 1 a 3 del [ANEXO I] se derivan varias propiedades

sencillas. Ya que p(E & H) = p(H & E), la regla 3 implica que p(H/E)p(E) =
p(E/H)p(H), o lo que es lo mismo

P(H/E) = [p(H)/p(E)Ip(E/H)
iiEsta es la demostracion del Teorema de Bayes para el caso simplell. Como hemos

visto este bdsico pero vital resultado de la teoria de probabilidades nos explica
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como una probabilidad inicial p(H) se convierte en una probabilidad condicional
p(H/E) cuando se considera lo aprendido de la ocurrencia del evento E, que se
incorpora al andlisis mediante la verosimilitud p(E/H).

Consideremos ahora el caso de dos hipétesis alternativas Ho y Hi,
mutuamente exhaustivas y excluyentes (una y sélo una de ellas es verdadera),
capaces de explicar el evento observado E. La probabilidades “a priori” sobre cada
una de ellas son p(Ho) y p(H1). Supdngase que se ha observado un evento E, tal como
el resultado de un test diagndstico, y sabemos que las probabilidades de que tal
evento ocurra siendo verdad Ho y Hi (verosimilitudes) son, respectivamente
p(E/Ho) y p(E/H,). El teorema de Bayes nos ensefia a actualizar nuestras creencias
a la luz de la evidencia, para producir las probabilidades posteriores. Ast:

P(Ho/E) = [p(Ho)/p(E)IP(E/Ho) 'y p(HV/E) = [p(H1)/p(E)Ip(E/H1)
siendo p(E) = p(E&Ho) + p(E&H1) = p(E/Ho) p(Ho) + p(E/H1) p(H1).

Ahora, como Hi; = noHo, entonces p(Hi) = 1 - p(Ho) y p(Hi/E) = 1 - p(Ho/E).
Dividiendo las dos expresiones anteriores miembro a miembro:

p(Ho/E) / p(H1/E) = [p(E/Ho) / p(E/H1)1™* [p(Ho) / p(H1)]
En esta nueva expresién, p(Ho) / p(H1) es la ODDS “a priori” (un cociente de dos
probabilidades complementarias) y p(Ho/E) / p(Hi/E) es la ODDS "a posteriori”,
ambas a favor de Ho. Es pues una expresion del teorema de Bayes en términos de
ODDS. El cociente p(E/Ho) / p(E/H1) es la razon de las dos verosimilitudes, por lo

que se le llama cociente de verosimilitudes (en inglés /ikelihood ratio) para el
evento E, y también "Factor de Bayes" [ANEXO III]. Asi que el teorema de

Bayes puede expresarse igualmente como:
Odds posterior = Odds prior X Razon de Verosimilitudes
Tomando logaritmos neperianos, observamos asi mismo que:
In (Odds post) = In (Odds prior) + In (/ikelihood ratio)
y al término In (/ikelihood ratio) se le denomina también’* peso de /a evidencia,
nombre inventado por Alan Turing cuando utilizé estas técnicas para descubrir los
codigos “Enigma” de las transmisiones nazis para los servicios de inteligencia

aliados en Bletchey Park durante la segunda guerra mundial”>”’®.
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El cociente de verosimilitudes (factor de Bayes) trasforma la Odds previa
en la Odds posterior®®. Su valor varia entre O e «, y sus valores pequefios se
consideran tanto evidencia contra Ho (el numerador del cociente) como evidencia a

favor de H; (el denominador del cociente). Para interpretar su resultado, el fisico

bayesiano sir Harold Jeffreys disefié la siguiente tabla [TABLA 3]:

TABLA 3: calibracién del Cociente de Verosimilitudes (Factor de Bayes)™:

RANGO DEL COCIENTE DE “"FUERZA"” DE LA
VEROSIMILITUDES (LR) EVIDENCIA
A FAVOR DEL > 100 Decisiva
NUMERADOR Y 32a 100 Muy fuerte
CONTRA EL 10a 32 Fuerte
DENOMINADOR 32al0 Sustancial
1a32 "Solo merece simple mencién”
1a1/3'2 (1a0.3125) "Solo merece simple mencién”
A FAVOR DEL 1/3'2a 1/10(0.3125a 0.1) Sustancial
DENOMINADOR | 1/10a1/32 (0.1a 0.03125) Fuerte
Y CONTRAEL |1/32a1/100 (0.03125 a 0.01) Muy fuerte
NUMERADOR <1/100 (< 0.01) Decisiva

En un registro mds informal”’, puede utilizarse la siguiente tabla [TABLA

4] para la interpretacién del cociente de verosimilitudes (factor de Bayes):

TABLA 4: Interpretacion informal del Cociente de Verosimilitudes”:

RANGO DEL COCIENTE DE “"FUERZA" DE LA
VEROSIMILITUDES (LR) EVIDENCIA
A FAVOR DEL >10 Muy fuerte
NUMERADOR 5 Fuerte
(CONTRA EL DENOM) <2 Débil
A FAVOR DEL >1/2 Débil
DENOMINADOR 1/5 Fuerte
(CONTRA EL NUM) <1/10 Muy fuerte

4.3.2.- La prediccion bayesiana

Una vez se ha aprendido de los datos del experimento, realizar predicciones

de futuras observaciones es uno de los objetivos fundamentales de la actividad
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cientifica, y la estadistica bayesiana cumple con esta funciéon de una manera muy
elegante. Sean los datos ya observados en el experimento bayesiano un conjunto de
observaciones intercambiables Datos = xi, X2, X3,.., X» , que pueden considerarse
una muestra aleatoria de la distribucién a posteriori p(6 /Datos=xi, Xz, X3,..., Xn), ¥
supongase que se quiere predecir el valor y de una observacién futura generada
por el mismo mecanismo aleatorio que ha generado los datos. Para la estadistica
bayesiana, la solucion a este problema de prediccion consiste en especificar la
llamada distribucion predictiva (posterior) p(y/Datos). Si la informacién
contextual recabada nos indica que tanto los datos como la futura observacién
forman una secuencia intercambiable (no importa el orden sino sélo sus valores,

véase mds adelante pdg. 56), de la teoria bdsica de la probabilidad (vease
[ANEXO TI]) se deduce por la ley de marginalizacién, “extendiendo la

conversacién” para incluir el pardmetro 6, que:

p (y/ Datos) = [ p(y/ Datos , @) * p(6 /Datos) d6
Como los Datos=xi, X2, Xs,.., Xn Y la nueva observacion y son condicionalmente
independientes dado &, entonces p(y/ Datos , 6 ) = p(y/€ ), por lo que la
distribucion predictiva queda

p (y/ Datos) = [ p(y/ ) * p(6 /Datos) d6

que es un promedio de la verosimilitud de 6 segtn el valor de la nueva observacion
utilizando como peso las creencias aprendidas sobre € codificadas con su
distribucion a posteriori. Si se puede realizar esa integracion, la prediccion es muy
sencilla. En el caso particular de los sucesos de Bernoulli, la distribucién a
posteriori es una Beta, y la distribucién predictiva de un valor futuro y=1 es una
Beta-Binomial bajo la cual podemos calcular un intervalo de prediccién al 95%.

Si todas las asunciones (intercambiabilidad, modelo prbabilistico..) son
correctas, cuando el tamafio muestral de las nuevas observaciones aumente la
distribucidn predictiva p(y/Datos) convergerd en la distribucién a posteriori p(6 /
Datos) que generd los datos. De hecho, la mejor técnica para asegurar la calidad de

las inferencias sobre & codificadas mediante p(& / Datos) consiste en comprobar
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con los datos observados la distribucién predictiva p(y / Datos) generada por p(& /

Datos).

4.4 -LA DISTRIBUCION “A PRIORI” Y LA ILUSION DE
OBJETIVIDAD EN CIENCIA:

El uso repetido del teorema de Bayes como base de la inferencia constituye
la esencia de la metodologia bayesiana, el elemento que le da nombre. Pero la
caracteristica mds importante que esta evasién de la induccion plantea, y el
elemento que conceptualmente mds problemas y rechazos genera (sobretodo entre
los partidarios de la evasién frecuentista o cldsica’®’®), es el uso del concepto
“subjetivo” de probabilidad: la necesidad matemdtica de describir todas las
incertidumbres presentes en los problemas de inferencia mediante distribuciones
de probabilidad®. Los pardmetros desconocidos en los modelos probabilisticas
deben tener siempre una distribucion de probabilidad conjunta que describa toda
la informacién disponible sobre sus valores en cada uno de los momentos del
andlisis, incluso al principio de todo el proceso de inferencia (densidad a priori). Es
decir, a diferencia de lo que ocurre en la estadistica frecuentista, los pardmetros
se consideran variables aleatorias: ello, sin embargo, no es una descripcion de su
variabilidad (los pardmetros son realmente cantidades fijas desconocidas), sino una
descripcion de la incertidumbre sobre -grado de creencia en- sus auténticos
valores®.

En las revistas cientificas, se pretende que los andlisis estadisticos doten
de objetividad a las conclusiones de los estudios. Y el problema, origen de un
larguisimo y fundamental debate entre las dos escuelas de estadisticos, estd en
que los bayesianos utilizan informacion “subjetiva” para iniciar un método de
inferencia inductiva con el que pretenden alcanzar conclusiones "objetivas”. Basan
sus conclusiones en una combinacion de: a) medidas “subjetivas” de la

incertidumbre o grado de creencia sobre un conjunto de valores posibles del
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pardmetro de interés, codificadas por las distribuciones a priori, con b) datos
"objetivos”, extraidos de los experimentos y codificados mediante la funcién de

verosimilitud. Ello parece atentar contra la aspiracién de objetividad que subyace a
toda actividad cientifica®, e incluso los bayesianos reconocen [FIGURA 4] que

empiricamente puede comprobarse cémo existe una dependencia de las
probabilidades a posteriori con respecto a la asignacion (inicialmente subjetiva) de
probabilidades a priori.

Desde la perspectiva bayesiana, sin embargo, esa objetividad es imposible
en la ciencia. Los métodos estadisticos frecuentistas -valores de p bajo Ho,
intervalos de confianza-, que cldsicamente se utilizan para revestir de validez
objetiva a las conclusiones sobre las hipotesis cientificas, son incapaces de proveer
de esa objetividad. Usando los p-valores, las conclusiones se derivan no sélo de los
datos que se han producido en el experimento, sino de todo el conjunto de valores
mds extremos que ellos (que, de hecho, no se han producido). Ademds, la
significacion estadistica es dependiente del tamafio muestral: los mismos
resultados experimentales son estadisticamente significativos (rechazo Ho) con
muestras grandes y no lo son (no rechazar Ho) con muestras pequefias. Un intervalo
de Confianza al 95% sélo indica que el 95% de todos los (posiblemente infinitos)
intervalos producidos por ese método frecuentista contendrdn al verdadero valor
(poblacional), pero ello no implica que este sea el caso de este IC95% particular, el
obtenido especificamente en este experimento. En resumen: factores externos a
los datos experimentales (como el famafio muestral, que es fijado “a priori” por el
investigador) son los que determinan finalmente la aceptacién o no de las hipétesis,

incluso en el caso de la estadistica frecuencialista cldsica®®*.
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FIGURA 4: ARRIBA: Probabilidad de presentar una enfermedad cuando el
test ha salido positivo (prob. a posteriori) respecto a la prevalencia de la
enfermedad (prob. a priori): el grdfico demuestra la dependencia que se
establece entre ambas. Cuando la creencia a priori en la enfermedad es
excesivamente alta, el diagndstico de la enfermedad es seguro,
independientemente de los resultados del test. ABAJO: Zona sombreada =
Resultado positivo del test; Zona blanca = Resultado negativo del test. --X—
Test con S=085y E =085 (RV+=57yRV-=0,8). --0O—Test con S =
095y E=095(RV+=19yRV-=0,05).
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Para la mentalidad bayesiana, no sdlo la objetividad pura en ciencia es
inalcanzable, sino que de hecho la ciencia no aspira a ella. Al nivel bdsico desde el
que se empieza, es obvio que la incertidumbre que sobre una hipdtesis particular
presenta una persona (el cientifico) es diferente de la que presenta otra persona:
incluso en ciencia existe el desacuerdo. Es por ello importante que, incluso con su
notacidn, la ciencia refleje esa subjetividad. Por ello se utilizan siempre las
probabilidades condicionadas: si £ denota el conocimiento (evidencia cientifica) que
una persona tiene en el momento de emitir su juicio sobre una hipétesis A, mejor
que p(H) deberia utilizarse p(H/E): la probabilidad de A dada £ El cientifico
deberia usar la probabilidad como una medida de su conocimiento especifico sobre
un aspecto incierto, de su grado de creencia (racional) en una hipdtesis. P (H/E) es
su creencia en H cuando conoce sélo E. Deberia utilizar, al principio de su actividad
cientifica, el concepto subjetivista o personal de la probabilidad. Luego,
adquiriendo (mediante experimentacion u observacion) nuevos datos X', deberia
tender a revisar su incertidumbre: a disminuirla (si es posible) obteniendo
p(H/E X) en virtud del teorema de Bayes.

Pero es que ademds, Edwards, Lindman y Savage han demostrado®® el
llamado Principio de la Estabilidad en la Estimacion, que es en realidad una
consecuencia prdctica Util de un resultado mucho mds general demostrado
matemdticamente por Blackwell y Dubins®. El teorema establece que, si las
distribuciones “a priori" sobre un pardmetro especificadas por personas diferentes
cumplen ciertas caracteristicas, cuando la cantidad/calidad de los datos
experimentales incremente progresivamente la precision de los resultados globales
de la experiencia (funcion de verosimilitud), las distribuciones “a posteriori” a las
que llegardn todas ellas tras aprender (mediante el teorema de Bayes) de los
nuevos datos serdn prdcticamente idénticas: finalmente estimardn el valor del
pardmetro con una precision considerablemente elevada. Para que el principio de
estimacién estable se satisfaga, debe cumplirse que las distribuciones a priori
estimadas por personas diferentes sean, aunque diferentes, relativavemte "vagas e

imprecisas” (no informativas) respecto de unos datos de observacion muy precisos.
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En ese caso, la forma y propiedades de la distribucion “a priori” tiene una
influencia despreciable sobre la distribucién “a posteriori”, que toma las
caracteristicas proporcionales a la funcion de verosimilitud.

Para asegurarnos de que las condiciones de aplicaciéon del teorema se

cumplen, debemos sequir tres pasos [FIGURA 5].

FIGURA 5: El principio de estabilidad en la estimacién. Modificado de ®*:
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Primero: debemos construir, utilizando los datos del estudio y el teorema de Bayes,
una distribucién “a posteriori” obtenida desde una distribucién “a priori” uniforme,
y comprobar que el intervalo de credibilidad al 99% o mds (cuanta mayor
credibilidad, mejor) bajo ella cubre un intervalo B (el delimitado por el drea
sombreada de la figura) de valores posibles del pardmetro en cuestion. Segundo:
debemos comprobar que dentro de ese intervalo B, las distribuciones “a priori”
establecidas por las diferentes personas son prdcticamente constantes; mds
especificamente, el rango de valores de probabilidad (alturas bajo cada una de las

distribuciones "a priori") asignado por cada persona al intervalo 2 no es mayor de
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un 5% (cuanto menos, mejor) del valor minimo de probabilidad asignado dentro de
B. Tercero: que el intervalo B cubre la mayor parte (por ejemplo el 95%, pero
cuanto mds, mejor) de la distribucion "a posteriori” obtenida por cada una de las
personas -combinando su opinion previa con la verosimilitud derivada de los datos-.

Esta dltima condicidn es la mds dificil de comprobar en la prdctica, por lo
que se ha propuesto otra, de hecho mds conservadora pero normalmente mds fdcil
de verificar: que en ningln valor externo al intervalo B, las diferentes
distribuciones “a priori” tomen valores astronomicamente superiores a los que
toman para los valores internos a ese intervalo (se considera que un factor de
hasta 1000 veces podria ser tolerable).

En otras palabras, el principio de estimacién estable garantiza que, si se
cumplen ciertas condiciones iniciales -circunstancias que tipicamente se dan
inicialmente en casi todos los casos en los que existe gran incertidumbre-, cuando
la evidencia cientifica es abrumadora, las opiniones inicialmente discrepantes sobre
un pardmetro, finalmente convergen. Desde un punto de vista prdctico, establece
que la subjetividad de las opiniones sobre un pardmetro desaparece cuando se
recogen datos cientificos sobre él. Dos personas con opiniones inicialmente muy
discrepantes pero con mentalidades razonablemente abiertas, serdn forzadas por
la evidencia de una suficiente cantidad/calidad de datos cientificos, a llegar a un
acuerdo. Los datos fiables llegan a controlar tanto nuestras opiniones posteriores
que no es necesario atender a los detalles divergentes de nuestras vagas opiniones
iniciales. Ello es exactamente lo que se observa en la prdctica: aunque inicialmente
los cientificos varien en sus puntos de vista y discutan -incluso vehementemente-
entre ellos, la evidencia abrumadora de los datos les hace finalmente acabar
poniéndose de acuerdo. La aparente objetividad de la ciencia no es otra cosa
que consenso intersubjetivo. La mentalidad bayesiana funciona exactamente como
lo hace la prdctica cientifica real.

En este sentido, para los bayesianos, la experimentacion, con su capacidad
de producir datos (cuya informacion va a codificarse como funciones de

verosimilitud), es un ingrediente esencial del método cientifico. Este estd
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constituido por una secuencia alternativa de experimentacion y razonamiento, para
aprender de los datos utilizando la potencia del teorema de Bayes. Bajo este punto
de vista, el método cientifico consiste en expresar nuestras incertidumbres sobre
el mundo real que nos rodea en términos de probabilidad, realizando experimentos
para obtener datos, y utilizar esos datos para aprender de ellos actualizando
nuestras probabilidades (creencias racionales) y con ellas nuestra visién de ese
mundo incierto. El cdlculo de probabilidades nos ensefia el como. Veremos mds
adelante, que un impedimento grave a ese cémo se produce en situaciones en que
existe carencia de buenos métodos que posibiliten la asignacién de probabilidades
“a priori" cuando ho puede aceptarse la asuncion de intercambiabilidad.

Dejemos que sea también el fisico Richard Feynmann el que nos explique con
su peculiar estilo, en otra parte de su famosa obra antes citada®’, esta visién del
método cientifico (de nuevo la cursiva es nuestra):

"Hace algunos afios, tuve una conversacion con un lego sobre platillos volantes -
icomo soy un cientifico lo conozco todo sobre platillos volantes!. Dije: 'No creo que
existan platillos volantes’. Mi antagonista inquirié: '¢Es imposible que existan
platillos volantes?, ¢Puede usted demostrar que es imposible?'. '‘No', contesté. 'No
puedo probar que es imposible, sélo que es muy /mprobable. Y entonces, él dijo: '¢Y
usted es cientifico? Si usted no puede demostrar que es imposible ¢Cémo puede
decir que es muy improbable?’. Pero esa es exactamente la manera de ser del
cientifico. Sélo es cientifico decir lo que es mds probable y lo que es menos
probable, y no estar todo el tiempo demostrando lo posible y lo imposible. Para
definir lo que quiero decir, deberia haberle contestado: ‘Mire, quiero decir que,
desde el conocimiento que poseo del mundo que veo a mi alrededor, creo que es
mucho mds probable que las noticias de avistamientos de platillos volantes sean el
resultado de las conocidas caracteristicas irracionales de la inteligencia terrestre,
que de unos esfuerzos racionales desconocidos de la inteligencia extra-terrestre.
Es solo mds probable. Eso es todo”.

4.4.1. - Andlisis bayesiano de Referencia:

La solucién mds matemdticamente rigurosa al problema de la objetividad de
la ciencia, desarrollada estrictamente dentro del marco bayesiano, es el llamado

andlisis bayesiano de referencia. Dada la naturaleza del proceso bayesiano de
inferencia, y tal como muestra la [FIGURA 4], en multitud de situaciones -

incluso con datos experimentales extraidos de muestras grandisimas- la aplicacién
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del Teorema de Bayes conduce a inferencias que son completamente dependientes
del estado inicial de informacion (prevalencia previa). Para muchos tedricos
cldsicos, este es el principal punto débil del bayesianismo: la dominancia de “los
prejuicios y opiniones” del cientifico en el resultado de sus investigaciones.

Este parece, a priori, un obstdculo insalvable®’, pero la solucién general no
es menos ingeniosa y se debe, entre otros, al matemdtico valenciano José Miguel
Bernardo Herranz®”: utilizar para la inferencia objetiva distribuciones “a priori”
que sean de tal naturaleza que toda la informacion aportada al problema provenga
del experimento, que minimicen la informacién “a priori” que entra en el proceso
inferencial -los prejuicios del investigador-. Son las llamadas distribuciones “a
priori" no informativas, representantes de la ignorancia “a priori”, y que “dejan a
los datos hablar por si mismos".

Estrictamente hablando, si se utiliza el teorema de Bayes para realizar
inferencias, los datos no pueden hablar completamente por si mismos y cualquier
especificacién de una distribucién a priori tiene alguna implicacién informativa en la
distribucion posterior, por lo que, con rigor, no existe una distribucién objetiva "a
priori" que represente la fotal ignorancia (tal vez porque la total ignorancia no
existe tampoco en los seres humanos, quienese siempre tenemos conocimientos e
intuiciones). Pero los impulsores del andlisis de referencia reconocen la importancia
de utilizar en sus inferencias bayesianas unas distribuciones a priori que
representen el concepto de que las creencias subjetivas “a priori” (prejuicios)
deben tener el minimo impacto posible -respecto al que tienen los datos
muestrales- sobre el resultado final de la inferencia cientifica. ¥ de ahi la
conveniencia de disponer de distribuciones “a priori" que conduzcan, via Teorema
de Bayes, a distribuciones posteriores sfandard que no incorporen las opiniones
personales de los cientificos. Pero ademds, dentro del paradigma bayesiano, las
distribuciones a priori "de referencia” son compatibles con la visién subjetiva de la
probabilidad ya que son sélo una herramienta técnica para obtener distribuciones
posteriores "de referencia”, que pueden concebirse -y de ahi su nombre- como una

manera de medir la influencia de las concepciones previas sobre el resultado final.
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Pueden ser vistas como una estimacion de la distribucién subjetiva posterior que
hubiera obtenido un bayesiano que no hubiera dispuesto de (o hubiera sido incapaz
de explicitar) ninguna informacion inicial. Cualquier bayesiano con una distribucion
previa subjetiva estaria interesado en comparar su propia posterior con la
posterior de referencia obtenida por otro compafiero desinformado.

Para obtener sus distribuciones a priori “no informativas”, el andlisis de

referencia bayesiano utiliza toda la potencia matemdtica de la Teoria de la
Informacién [ANEXO IV]. La complejidad técnica de su desarrollo matemdtico

excede, con mucho, el objetivo de esta tesis, y el lector inferesado puede
consultarlo en el libro de Bernardo y Smith®. En esencia, y basdndose en los
conceptos de “entropia mutua” y “entropia condicional” de la teoria general de la
informacién de Shannon y de “entropia relativa” o divergencia logaritmica de
Kullback y Leibler®®®® (llamada también informacién discriminante) -adaptados en
1956 por Lindley a la estadistica para describir la informacion esperada
proporcionada por un experimento®-, se define como distribucién a priori de
referencia no informativa, de toda la clase de distribuciones de referencia
posibles para el problema, a aquella que hace mdxima la entropia (informacién
esperada) que se pierde al pasar de la distribucion a priori a la distribucién a
posteriori -que se gana en el sentido contrario-. Esto es, la que maximiza la
divergencia logaritmica entre la distribucion posterior y la previa. Para el caso
particular en el que se realiza un experimento Binomial para estimar, mediante el
teorema de Bayes, el valor de un pardmetro 6 que representa la probabilidad
(subjetiva) de aparicion de un evento binario, dentro de toda la familia de
distribuciones a priori posibles - que corresponden a las distribuciones conjugadas
con la Binomial: las distribuciones Beta- la distribucion que maximiza la entropia
que se gana al pasar de la distribucion beta a posteriori a la distribucion beta a
priori es la Beta (0.5, 0.5) y no la distribucién uniforme Beta (1, 1) usada por
muchos bayesianos. Esta Beta (1/2, 1/2) es la que utilizaremos en esta tesis como

distribucion a priori de referencia (ho informativa) en nuestros andlisis.
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4.5 -INFERENCIA BAYESIANA: LA TEORIA MATEMATICA
DE LA DECISON:

La Teoria de la Decision propone un determinado método matemdtico de
tomar decisiones, porque demuestra que es e/ unico racionalmente compatible con
la asuncion de unos pocos axiomas o principios bdsicos, los que caracterizan a una
decisién coherente entre opciones alternativas. Asi, todo su desarrollo deductivo
parte inicialmente de que se asuman como ciertos “a priori" varios axiomas que
describen matemdticamente lo que se entiende racionalmente como un decisor

coherente. Estos axiomas son los que estdn enumerados en la siguiente tabla
[TABLA 5], pero debemos subrayar que la adherencia a ellos garantiza la

coherencia racional del decisor (una forma de consistencia), no la correccién de

las decisiones tomadas:

TABLA 5: Los axiomas que representan el concepto de COHERENCIA en un
decisor:

e  Dados dos premios en una loteria,A y B, el decisor debe ser capaz de
establecer cudl de ellos prefiere, o si es indiferente a ambos.

® Las preferencias deben ser transitivas. Si A es preferido a By B es
preferido a un tercer premio C, entonces A es preferido a C.

® Si Aes preferido a B, y B es preferido a C, existe alguna probabilidad
(p) tal que el decisor es indiferente entre la opcién “obtener con
seguridad B" y la opcién “obtener A con probabilidad p y obtener C con
probabilidad 1-p“.

® Si A es preferido a B, y se da la circunstancia de que el decisor es
forzado a elegir jugar en dos sorteos cuyos premios respectivos son Ay
B, el decisor debe preferir jugar al sorteo en el que puede obtener A
con mayor probabilidad.

®  Todos los sorteos en los que las probabilidades de obtener los mismos
premios son iguales, son sorteos equivalentes, independientemente de si
los premios se ganan como resultado de un jugada o de varias jugadas
sucesivas.
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Para la teoria matemdtica de la Decision la Unica forma razonable y

coherente de tomar decisiones sigue varios pasos, que estdn descritos en la
[TABLA 6]. En primer lugar, es necesario determinar de manera exhaustiva y

excluyente el nimero de decisiones a ftomar, y, dentro de cada una, aquellos
sucesos cuya ocurrencia posterior es posible y pueda modificar las consecuencias
de la decision tomada. En segundo lugar debe cuantificarse, y ya hemos visto que la
estadistica bayesiana demuestra que la (nica forma coherente de hacerlo es
mediante probabilidades, la verosimilitud que el decisor otorga (subjetivamente) a
la posible ocurrencia de tales sucesos. En tercer lugar, deben describirse
detalladamente las posibles consecuencias de cada una de las decisiones a tomar; el
decisor debe evaluar (subjetivamente) las preferencias entre esas consecuencias y
cuantificarlas coherentemente en términos de una magnitud comin que recibe el

nombre de utilidad. Finalmente, puede demostrarse matemdticamente” !

que debe
tomarse aquella decision que, en base a las probabilidades y utilidades
subjetivamente asignadas, proporcione /a mdxima utilidad esperada. Cualquier
desviacién de estos preceptos estd contradice los principios bdsicos de partida:
cualquier otro criterio de decision resulta inadmisible para quien acepte tales

principios de comportamiento coherente.

TABLA 6: Procedimiento para tomar decisiones racionales (coherentes):

1. Enumera las decisiones posibles: di, d, ..., dn.

2. Enumera los eventos posibles: ey, ey, ..., en.

3. Asigna probabilidades a esos eventos: p(e1), p(e2), ..., p(en).
4. Asigna utilidades u(d;.e;) a cada posible consecuencia (d;e;).
5.

Elige la decision que maximice la utilidad esperada
Max u(d;) = n\'|:1 U(di,ej)*p(ej)
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La Teoria de la Decision fue desarrollada rigurosamente por Abraham Wald,
uno de tantos emigrados desde Europa a los Estados Unidos después de la guerra,
en su libro®® Statistical Decision Functions (1950). John Von Neumann habia
demostrado en 1927 el teorema del minimax para juegos finitos de suma cero, base
de la teoria de juegos actual, y junto con Oskar Morgenstern®®, en 1944, elaboré la
primera axiomdtica sobre la teoria matemdtica de la utilidad. Wald, profesor de la
Universidad de Columbia, fue el primero que captd la conexién entre la teoria de
juegos y la teoria estadistica de comportamiento inductivo de Neyman-Pearson, y
planted el problema general de decision como un juego con dos jugadores. Uno es
del decisor, persona inteligente (coherente en el sentido de evitar el Dutch Book)
que elige las estrategias del juego. El otro, representado por el azar o la
naturaleza, es un jugador no inteligente pasivo, que se limita a ofrecer sus
distintos estados. Al adoptar una estrategia o “decision”, se presenta un estado de
la naturaleza y ello produce un resultado, una pérdida (o ganancia) que se ha de
minimizar (o maximizar). Como a cada estado posible estd asociada una
probabilidad, las pérdidas o ganancias tendrdn valores esperados. La decision mds
coherente y mds favorable al decisor, serd la que maximice su utilidad esperada.
Con ello se fundamenta el principio de la utilidad esperada, que habia enunciado
Daniel Bernouilli en su memoria Specimen Theorice Novae de Mensura Sortis que
aparecio en el volumen V de las Actas dela Academia de San Petersburgo,

correspondiente a los afios 1730 y 1731.

5.- PUNTO DE ENCUENTRO DE AMBAS EVASIONES: EL

CONCEPTO DE INTERCAMBIABILIDAD Y EL TEOREMA DE
REPRESENTACION

Existe una propiedad compartida por ambas mentalidades estadisticas, y
que las liga de un modo mds intimo de lo que toda nuestra exposicion anterior

podria sugerir. Se trata de la intercambiabilidad. A menudo, los datos disponibles
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toman la forma de un conjunto {x1, Xz,....., X»} de observaciones "homogéneas”, en el
sentido exacto de que sélo sus valores importan, y no el orden en el que se han
practicado las mediciones. Esta idea intuitiva es la captada formalmente por el
concepto de intercambiabilidad: una secuencia o conjunto de variables (vectores)
aleatorios (X1, Xz,....., Xn) €s, para ti, intercambiable bajo las condiciones K, si tu
distribucion conjunta de ellos dadas K, es invariante bajo permutacion de los
sufijos. Por ejemplo, p(x1=3, x2=5 / K) = p(x2=3, x1=5 / K) tras permutar 1y 2. Una
secuencia infinita es intercambiable si cada una de las posibles subsecuencias
finitas de ellas lo son. Se ha subrayado el "para ti" y “en las condiciones K" porque
la intercambiabilidad de las variables es un juicio subjetivo, y ti puedes cambiar
de opinién sobre la intercambiabilidad si las condiciones cambian.

En 1930°* Bruno de Finetti publicé un resultado sensacional: el llamado
teorema de representacion. Demostré que si juzgamos subjetivamente un
conjunto (xi, Xa,...., X,) de variables de Bernoulli -variables dicotémicas que sdlo
toman el valor O o 1- como intercambiables, se cumple que su distribucidn conjunta

tiene un representacion integral dependiente del pardmetro ¢ de la forma

siendo  O=limy,.r/n
donde r =X x; es el nimero de pruebas positivas. Los resultados de De Finetti se
han extendido recientemente a situaciones mucho mds generales®®°. Asi, para
sucesiones de variables aleatorias arbitrarias (y1, Yz, Yn / K), la
intercambiabilidad en las condiciones K conlleva representaciones integrales de la

forma

siendo v = lim,,  f(y1, Y2,....., Yn)
Aqui p(y: /y) denota algun modelo probabilistico de los datos muestrales, el
pardmetro y es el limite (cuando n — <) de alguna funcion de los datos observados
f(y1, Yz,......, Yn), Y p(w / K) es alguna distribucién “a priori” de probabilidad sobre el

pardmetro y en las condiciones K.

Tesis Doctoral de Vicent Modesto i Alapont. Departamento de EC, MPySP e HC. Universitat d'Alacant



Muerte en UCIP estimada con el indice "PRISM" 58
Comparacién de la exactitud diagnéstica de las predicciones realizadas con un modelo de regresién logistica, y una
red neuronal artificial. Una propuesta bayesiana

Nétese que el teorema de representacion general es un teorema de
existencia: no especifica un modelo probabilistica determinado ni una distribucién
a priori sobre el pardmetro. Las asunciones adicionales necesarias para especificar
un modelo muestral particular se describen en cada teorema de representacion
particular. Asi, en el caso particular del modelo binomial (variables dicotémicas de
Bernoulli) -que fue el demostrado originalmente por de Finetti-, el pardmetro
requerido es 6, la proporcién (asintética) de pruebas positivas. En cada caso
particular se requiere un esfuerzo adicional para decidir la distribucion “a priori"
especifica mas adecuada.

En esencia, el teorema de representacién general -un resultado puro de la
teoria matemdtica de probabilidades- demuestra que, si tU juzgas que una
secuencia de variables aleatorias es (infinitamente) intercambiable, debes
considerar que para ti existe un modelo o estructura probabilistica subyacente al
problema que describe el mecanismo aleatorio que ha generado los datos. Este
modelo hace que ese conjunto de observaciones constituyan una muestra aleatoria,
y que los miembros de la secuencia (los datos obtenidos x;) puedan considerarse
entre si independientes e idénticamente distribuidos (i.i.d.) seglin ese modelo -en
este sentido, intercambiabilidad implica independencia. El modelo probabilistico
subyacente al problema estard caracterizado por un pardmetro y, y el teorema
también demuestra que ese pardmetro y estd definido como el limite (cuando n —
) de alguna funcion de los datos observados f(yi, ya,...., Yn). Es decir, que el
pardmetro y, que ordinariamente estd constituido por elementos (6, o) de los que
sélo nos interesard alguno para solucionar nuestro problema particular, estd
determinado por /as propiedades frecuentistas de la secuencia. Asi, para el caso
simple de una secuencia de variables de Bernoulli, v es la proporcion limite (cuando
n — ) de ellas que toman valor 1: el limite de las frecuencias relativas r/n. Por
tanto, asumiendo intercambiabilidad, el pardmetro v tiene un valor (frecuentista)
fijo, objetivo o “empiricamente verdadero”, aunque sélo es comprobable

asintdticamente.
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Ademds el teorema de representacién general también demuestra que, si ti
asumes intercambiabilidad en la secuencia, para ti debe existir una distribucion de
probabilidad “a priori" p(y / k) sobre el pardmetro -en las condiciones K- que
caracteriza al modelo probabilistica y describe el mecanismo aleatorio que ha
generado los datos. Esto es, la informacién disponible, en las condiciones K, relativa
a la incertidumbre (grado racional de creencia) sobre los valores del pardmetro v,
debe describirse necesariamente (como ya hemos visto que demuestra también el
Teorema Ramsey-de Finetti) por alguna distribucion de probabilidad p(y / k). Lo
importante es que asumiendo que la secuencia tiene la simple propiedad de
intercambiabilidad (el orden no importa) -de hecho un asuncién mucho mds débil
que la que hace en este caso la estadistica frecuentista, la asuncion de un proceso
de Bernoulli- se produce la distribucién “a priori” p(y / k) y se garantiza que se
pueda realizar un andlisis bayesiano del problema®”. No existe pues, tal y como
muchos criticos de este tipo de enfoque aseguran, la asuncion de una distribucién a
priori.

Como hemos visto anteriormente (pdg. 20), el concepto de muestra aleatoria
de observaciones i.i.d. es el concepto central de la experimentacién en la teoria
estadistica cldsica: en base a la ley de grandes ndmeros, la aleatorizacion de
muestras grandes permite minimizar la confusion y justifica la inferencia causal.
Incluso cuando es obviamente inapropiado, como en el estudio de las series
temporales, la mayoria de textos de estadistica y los modelos cldsicos de disefio de
experimentos sélo se ocupan de datos extraidos aleatoriamente tras repeticiones
del fenémeno y usan las observaciones i.i.d. como base de todos los cdlculos. Con la
asuncion de i.id. las ideas frecuentistas son adecuadas, pero eso ha hecho
desarrollar una creencia de que la probabilidad debe estar siempre basada en la
frecuencia. Ello restringe necesariamente el rango de actividades experimentales
en las cuales puede hacerse un uso apropiado de las técnicas estadisticas cldsicas:
aquellas en las que sea posible la repeticion del fenémeno y el muestreo aleatorio.
De ahi los graves problemas derivados de realizar inferencia causal con muestras

no aleatorizadas o datos retrospectivos (confusion, interaccion, etc..), que han
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dado pié a la utilizacién, por ejemplo en la epidemiologia moderna, de los modernos
métodos multivariables?®?°1%°!°! byscando minimizar al mdximo esos sesgos, uso por
otra parte no exento de riesgos'®. La confusién entre frecuencia y probabilidad
niega a los frecuentistas la posibilidad de usar la probabilidad como una medida de
incertidumbre, con el resultado de que ha sido necesario desarrollar para ello
conceptos matemadticamente incoherentes como los intervalos de confianza.

Por ello, el teorema de representacién es uno de los resultados mds
extraordinariamente sobresalientes de la teoria de la probabilidad y del
pensamiento estadistico moderno, pues constituye el punto de encuentro de las
mentalidades frecuentista y bayesiana. Es muy general, y sin embargo muy simple.
Pero es muy importante por su enorme aplicabilidad: las secuencias intercambiables
son tremendamente frecuentes en la prdctica®. Si un bayesiano juzga que una
secuencia de variables aleatorias es intercambiable entre si (su orden no importa),
estd efectivamente haciendo el mismo juicio sobre los datos que hace un
frecuentista cuando considera que esta secuencia es una muestra aleatoria -esto
es, obtenida mediante un mecanismo de aleatorizacién- de un fenémeno repetido,
pero con la adicion de una (necesaria) especificacion de una distribucion de
probabilidad “a priori" sobre el pardmetro. Esto tiene dos importantes
consecuencias positivas.

En primer lugar, ello amplia el horizonte de actuacion de la estadistica a
campos en los que aparece incertidumbre, pero en los que la repeticion de los
eventos es imposible. Es el caso en el que nos enfrentamos a acontecimientos
simples o casos Unicos, y no tiene sentido hablar de repeticiones: las
probabilidades no pueden ser entendidas como frecuencias. Es lo que ocurre, por
ejemplo, en el terreno de la aplicacién de la justicia o la ciencia forense. Durante
los juicios, existe incertidumbre sobre la culpabilidad del acusado, incertidumbre
que se va atemperando mediante las pruebas aportadas con la esperanza de
alcanzar finalmente un consenso sobre la culpabilidad o no del acusado. Esto, como
vemos, coincide con el proceso de inferencia que constituye el teorema de Bayes.

Para aplicar justicia no nos sirve un método de detectar culpabilidad que acierte un
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95% de las veces que se aplica en las mismas condiciones (intervalo de confianza):
necesitamos un método que nos ayude en este caso determinado, con este
sospechoso determinado, y con las circunstancias especiales -e irrepetibles- del
dia de autos. La estadisitica bayesiana, en base al principio de intercambiabilidad,
da respuestas apropiadas a las situaciones dnicas. En este caso particular, sin
necesidad de repeticiones, nos dd la probabilidad de que ese sospechoso sea
culpable de ese crimen. No necesitamos incluir este caso en una secuencia de casos
similares para obtener un veredicto que se justifique “asintoticamente”.

La segunda consecuencia no es menos interesante. La intercambiabilidad
permite al bayesiano utilizar lo que Ian Hacking llama el principio de frecuencia
como creencia’®, que conecta las probabilidades tipo frecuencia con las de tipo
creencia. Inicialmente, este principio es una regla de actuacién en condiciones de
ignorancia. Supongamos que conhocemos la frecuencia de aparicion de un resultado
en experimentos de n repeticiones del mismo evento, y sin embargo somos
completamente ignorantes sobre el resultado o las condiciones en las que se va a
producir una nueva repeticién aislada del mismo fendmeno. Si no tenemos ninguna
informacion previa, podemos juzgar subjetivamente los eventos pasados y futuros
como intercambiables entre si: una intercambiabilidad subjetiva basada sobre una
asuncion de ignorancia. En ese caso, huestra creencia o incertidumbre a priori
sobre el resultado final de una dnica repeticion futura del evento puede ser
medida por esa frecuencia de aparicién en el pasado, que ya conocemos. Cuando ho
tengamos mds informacion, podemos actuar como bayesianos utilizando las
probabilidades frecuentistas (obtenidas en repeticiones pasadas del mismo evento)
como grados de creencia para medir nuestra incertidumbre a priori en el resultado
futuro del evento. Es interesante subrayar como esta asuncién de
intercambiabilidad de los elementos del presente con el pasado ya la habiamos
visto en boca de Hume como imprescindible para posibilitar cualquier induccién
(pdg. 19).

La mayoria de las investigaciones cientificas son observacionales y no

experimentales. El uso de técnicas de estadistica frecuentista en tales escenarios
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externos a la intercambiabilidad puede traernos muchos problemas, y lo normal es
que aparezcan factores que produzcan confusion a la hora de realizar inferencias
causales. Por ello, siempre -incluso usando métodos frecuentistas- es esencial
exigir un cierto juicio de intercambiabilidad, y para ello se realiza el ajuste
multivariable de los resultados. Los juicios de intercambiabilidad en contextos
frecuentistas se expresan como juicios sobre “subpoblaciones” a las que
pertenecen las unidades de que estamos tratando: las probabilidades condicionadas
o ajustadas. Una vez se ha realizado el ajuste adecuado, el principio de frecuencia
como creencia posibilita tfambién que las frecuencias ajustadas puedan utilizarse
como medidas de incertidumbre o grados de creencia bayesianos para aplicarlas
sobre el resultado de un Unico evento simple considerado subjetivamente
intercambiable con los otros. En ese sentido, la intercambiabilidad es una poderosa
extension del concepto tradicional de muestra aleatoria. Lo importante es
reconocer que la intercambiabilidad es siempre un juicio que debe realizar el
investigador, no una propiedad del mundo externo, en el mismo sentido en que la
causalidad es un juicio nuestro sobre el mundo, no una verdad inherente a 13,

Por otra parte, tal y como discute cuidadosamente Rubin'®, el argumento
bayesiano se simplifica considerablemente si la intercambiabilidad no sélo se juzga
subjetivamente, sino se asegura “intersubjetivamente” utilizando un mecanismo
aleatorio de muestreo. La aleatorizacion no es necesaria, pero si muy util en
inferencia bayesiana: un mecanismo de aleatorizacion hard que mucha mds gente,
no solo el investigador, juzgue a la secuencia como intercambiable, y por tanto i.i.d.
La posibilidad de una intercambiabilidad mds objetiva es lo que da la superioridad a

los disefios experimentales, incluso cuando se aplican técnicas bayesianas.
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6.- LOS INDICES DE PREDICCION CLINICA COMO

SUSTENTO DE LA TOMA DE DECISIONES EN MEDICINA

Determinar el diagnéstico y establecer el prondstico de un paciente son dos
actividades intimamente relacionadas que constituyen el centro de la prdctica de
cualquier médico. Condicionan seriamente las decisiones que éste toma sobre las
recomendaciones que realiza a las personas que trata: las pruebas que va a
ordenar, el prondstico que va a predecir, el tratamiento que se debe aplicar... Es
claro que el principal papel del médico es tomar decisiones'®. Pero ya hemos visto
como todas las decisiones médicas -como las de cualquier cientifico- se foman en
un ambiente de incertidumbre e inseguridad. Cada vez mds, los médicos toman
conciencia de importancia de la situacién y, aunque en su educacion cldsica rara vez
se les instruye, estdn aprendiendo a aplicar en su quehacer diario técnicas de
decisién basadas en el enfoque formal de la teoria matemdtica de la decisidn,
adaptado de los mundos militar y mercantil'®.

Nuestra experiencia en la prdctica clinica nos dota de una sensacién
intuitiva (el juicio u“ojo" clinico) de cuales hallazgos de la anamnesis, la exploracion
fisica o los exdmenes complementarios son cruciales para hacer un diagnéstico
certero y predecir adecuadamente un prondstico. Pero, desgraciadamente, la
experiencia también nos ensefia que esta misma intuicién resulta a veces muy
engafiosa: como humanos estamos inclinados a dirigir nuestra atencién hacia lo
nuevo, lo raro, lo interesante o lo emocionalmente atractivo y no somos muy buenos
haciendo observaciones sistemdticas, insesgadas y consistentes en el tiempo'®.

Asi, Todos conocemos como una experiencia “mala” con un paciente individual
puede condicionar negativamente la prdctica futura de un médico, incluso si esa
experiencia fue una excepcion rara. O cémo, por el contrario, si un enfermo
responde muy bien a una medicacion, somos propensos a creer que también

funcionard con el préximo paciente. Nuestra vivencia durante el periodo de
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formacion, a menudo en grandes hospitales terciarios, pudo predisponernos a
convivir con la patologia rara o muy abigarrada, y ello suele traer como resultado
que sobreestimemos la probabilidad de encontrarnos de nuevo esas formas de
enfermedad.

La disponibilidad de informacidn, como la lectura reciente de un articulo en
una revista médica, aumenta la conciencia que tenemos de un determinado proceso
o condicion y hace también mds probable que (correcta o incorrectamente) lo
diagnostiquemos en los préximos pacientes. Ademds, la opinion de nuestros colegas
o la literatura médica no aprehendida criticamente puede estar mds basada en
anécdotas que en datos objetivos sobre prevalencia y/o evolucién de una
enfermedad. Estos y otros sesgos, que no son sino la traslacién a la medicina del
"problema de la induccién” en ciencia, nos privan de capacidad para acertar siempre
con nuestras predicciones clinicas.

Para ayudar a establecer objetivamente un pronéstico, basdndose en la
experiencia acumulada durante afios por clinicos de gran prestigio, los médicos de
la antigiiedad desarrollaron reglas de prediccion que expresaban en forma de
aforismo'”’. Asi, por ejemplo, los médicos del Egipto arcaico (3er. Milenio a.d.C.)
dejaron escrito:

"Si examinas a un hombre que tiene una rotura en la cdmara de la nariz y
encuentras su nariz torcida, su cara desfigurada y una hinchazén por encima que
sobresale, dirds acerca de él: una enfermedad que voy a tratar.

Si examinas un hombre que tiene una herida abierta en la cabeza, que penetra en el
hueso, fractura el crdneo y deja el cerebro al descubierto, deberds palpar su
herida. Comprobards si la fractura que tiene en su crdneo es semejante a los
pliegues que se forman en el cobre fundido, y si palpita y cede bajo tus dedos como
la parte débil de la coronilla de un nifio antes de que se suelde. Cuando suceda que
no palpite ni ceda bajo tus dedos mientras que el cerebro estd al descubierto y el
paciente arroja sangre por ambas fosas nasales y tiene rigidez en el cuello, dirds
acerca de él: una enfermedad que no es posible tratar'®"

De una época mds cercana a la nuestra (siglos V-IV a.d.C.) data la descripcidn

cldsica de la “facies hipocrdtica"®’:

"Conviene investigar asi en las enfermedades agudas. Primeramente observar la
cara del enfermo, si es semejante a la de los sanos, sobretodo a la del mismo
enfermo cuando tenia salud; porque esto seria lo mejor, y cuanto mds diste de lo
semejante tanto serd mds temible. Por ejemplo: la nariz afilada, hundidos los ojos,
caidas las sienes, frias y encogidas las orejas y sus pulpejos retorcidos, y dura la
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cutis del rostro y tirante y drida, y la color de todo el semblante amarilla y
amoratada. Si tal se presenta el semblante al comienzo de la enfermedad, sin que
todavia por las demds sefiales puedan hacerse conjeturas, conviene preguntar -
desde luego- si el enfermo estuvo desvelado, si padecié abundantes cdmaras o si
tiene por ventura mucha hambre. Cuando confesare alguna de estas cosas debe
tenerse por menos de cuidado, juzgdndose de todos modos en un dia y una nhoche si
por aquellas causas tiene tal apariencia el semblante. Pero si nada de esto confiesa
ni en el tiempo dicho se compone su rostro, entiéndase que es sefial de muerte
segura”.

Tales muestras de experiencia destilada son memorables. Sin embargo,
simplifican en exceso la compleja realidad de los problemas individuales de la
prdctica clinica diaria, y evitan que valoremos adecuadamente toda la riqueza de
detalles o matizaciones con que se nos plantean las situaciones reales'”’. Ello les
resta eficacia como herramientas que guien el proceso de toma de decisiones en
condiciones de incertidumbre que constituye el meollo de nuestra actividad médica
cotidiana.

En la medicina cientifica actual™, se llama regla o indice de prediccion
clinica (en inglés clinical prediction rule o predictive index) a una herramienta
matemdtica de uso clinico capaz de ponderar cuantitativamente la contribucién
individual que varios componentes de la anamnesis, la exploracién fisica y los
resultados de andlisis bdsicos de laboratorio tienen sobre el diagnéstico, el
prondstico y/o la respuesta probable al tratamiento de un paciente individual. En
general, las modernas reglas o indices de prediccion clinica (en adelante IPC) han
sido desarrolladas en estudios realizados con bases de datos derivados de miles de
pacientes y utilizando métodos matemdticas de andlisis multivariable
tremendamente sofisticados™. En la literatura internacional también se conocen
como clinical prediction guides, o clinical decision rules. “Prediccién” indica su
poder de ayudar al médico a avanzar o adivinar con antelacion la aparicién de un
evento clinico futuro; "Decision” implica la capacidad para ayudar al médico a elegir
entre una o varias alternativas de accién diagnéstica o terapéutica.

Los estudios sobre una IPC son estudios para establecer un pronéstico, pero

desde el punto de vista epidemioldgico son estudios superponibles a los que se

realizan sobre métodos diagnésticos. La naturaleza de la relacion entre la variable
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predictora (el test diagnéstico o el factor prondstico) y la de resultado (presencia
o ausencia de enfermedad, aparicién o no del resultado) raramente, si acaso lo es
alguna vez, es causal. El resultado del test o la presencia del factor prondstico
suele ser la consecuencia del proceso patoldgico, no su causa, o una situacion
infermedia en la cadena causal entre la enfermedad y su resultado p. ej la muerte.
Por eso, en la mayoria de situaciones clinicas reales, el limite entre diagnéstico y
prondstico se borra completamente hasta desaparecer. La aplicacion de un IPC a
veces condiciona una decision terapéutica (p. ej. decidir a que pacientes con
lesiones traumdticas menores de tobillo debe practicarse una radiografia*!3!14),
ofras veces establece una prediccion sobre un pronéstico (p. ej. cudl es la
probabilidad de que un paciente con sospecha de enfermedad coronaria muera
durante los préximos 4 afios'®) y otras muchas veces provee al médico de una
"Probabilidad post-prueba” o de una "Razén de verosimilitudes” para su aplicacién
en un problema de diagnéstico diferencial. Aunque el nombre correcto de estos
ltimos deberia ser indice, regla o guia de diagndstico clinico, usaremos siempre las
siglas IPC independientemente de que su resultado nos sugiera una estrategia
diagndstico-terapéutica apropiada, nos dé la probabilidad estimada de una evento
clinico futuro o nos indique una variacién el la verosimilitud de un determinado
diagnéstico.

Cualquiera que sea el resultado generado, los actuales IPCs demuestran su
verdadero potencial cuando se utilizan en situaciones clinicas en las que el proceso
de toma de decisiones es muy complejo, los riesgos clinicos potenciales son muy
altos, o existe oportunidad de aumentar la eficiencia, ahorrando costes sin
comprometer la eficacia del cuidado de los pacientes. Pero para ello es muy
importante que estén bien desarrollados, validados, y se haya comprobado su

impacto real en la excelencia de la atencién sanitaria.
En el [ANEXO VII] se detalla con un ejemplo cémo se usa

correctamente una prueba diagndstica, desde el punto de vista clinico. Se trata del

modelo de Pauker-Kassirer, y en un trabajo nuestro'® se utiliza este modelo para
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ilustrar la utilizacion de una IPC incorpordndola adecuadamente al proceso de toma

de decisiones "a pie de cama”.

7.- USO DE LA EVASION BAYESIANA EN MEDICINA

CLINICA: JUSTIFICACION DE ESTA TESIS DOCTORAL

Cuando se enfrenta a los problemas de diagndstico, la Medicina Clinica
utiliza la evasién bayesiana del problema de la induccion: el médico aplica el
teorema de Bayes partiendo de la concepcién de la probabilidad como una medida
del grado de creencia (racional) sobre la presencia, en el paciente que tiene
delante, de una enfermedad.

Cuando tiene que realizar un diagndstico, el médico se enfrenta a una
situacién en la que debe tomar decisiones coherentes en ambiente de
incertidumbre, pero en la que la repeticién de los eventos muestrales es imposible.
Debe dar un diagnéstico ante un paciente concreto y en un momento determinado.
La actividad diagndstica trata, pues, de acontecimientos singulares y casos Unicos -
el enfermo particular que tiene delante en las circunstancias propias e irrepetibles
de ese dia- y no tiene sentido utilizar un método que necesite incluir este caso en
una serie de casos similares para obtener un veredicto que se justifique
“asintéticamente” (que funcione el 95% de las veces que se use)™. La estadisitica
bayesiana, en base sdlo al principio de intercambiabilidad, dd respuestas
apropiadas a las situaciones Unicas; dd al médico la probabilidad (grado de creencia
racional) de que ese enfermo concreto sea portador, en ese momento, de esa
enfermedad. Asi pues, en el proceso de diagndstico, para la Medicina Clinica
resulta indispensable®'" la estadistica bayesiana: la forma racional de tomar
decisiones cientificas de una manera coherente en situaciones de incertidumbre,
sin que se requiera de la repeticion de una serie de eventos muestrales ni del

muestreo aleatorio.
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Es por ello sabido que, para evaluar el rendimiento clinico de una prueba
diagnéstica, la epidemiologia utiliza unos indices (Sensibilidad, Especificidad,
Razones de Verosimilitud, Area bajo la Curva ROC) cuya interpretacién sélo tiene

120 Y por eso llama poderosamente la atencidn

sentido bajo la perspectiva bayesiana
que se utilicen rutinariamente métodos cldsicos de inferencia frecuentista
(intervalos de confianza, pruebas de significacion estadistica) -es decir, basados
en distribuciones muestrales que asumen aleatorizacién de una serie grande de
eventos repetidos- para evaluar la potencia de dichos indices o para comparar
entre si dos métodos de predicién. Asi, por ejemplo, cuando se quiere evaluar el
rendimiento diagnéstico de un modelo de regresion logistica como predictor de
mortalidad, el nivel de significacién estadistica de la Sensibilidad, Ila
Especificidad® y de las Razones de Verosimilitud'?® se evalta utilizando el teorema
del Limite Central (la aproximacién normal a la distribucién binomial de la
proporcién muestral), la significacién estadistica del Area bajo la curva ROC'® se
obtiene usando el Test no paramétrico de Wilcoxon (o la version de Mann-Whitney

de este)'®

, Y la calibracién del modelo se mide con el test de Hosmer-Lemeshow
cuya significacion estadistica se obtiene con la distribucién muestral de Ji-
Cuadrado'®®. Si lo que se quiere es comparar entre si dos modelos de regresidn, se
utiliza la significacién estadistica de la diferencia entre sus Areas bajo la curva

126 basado en la

ROC, que se obtiene habitualmente con el método de Hanley-McNei
distribucién muestral normal Standard. Sin embargo, y aqui radica a nuestro juicio
el error, no se exige como imprescindible que los datos con los que se van a extraer
esos indices de evaluacién de las pruebas diagndsticas se hayan obtenido mediante
un muestreo aleatorio. A nuestro entender, ello matemdticamente es un sin

sentido. El presente trabajo se justifica para intentar resolver esta paradoja.
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III. - Objetivos.
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Para estimar la precision estadistica de los indices de rendimiento clinico
que evaluan la exactitud de un test diagnéstico se utilizan habitualmente los
métodos estadisticos cldsicos: nivel de significacién e Intervalos de Confianza. La
validez de estos métodos frecuentistas se establece en base al Teorema del Limite
Central, por lo que requiere necesariamente de un muestreo aleatorio y de una
justificacion asintética. El objetivo principal de este trabajo es proponer como
alternativa la aplicacion de métodos estadisticos sencillos pero estrictamente
bayesianos. Bajo el supuesto de intercambiabilidad, la validez de los métodos
estadisticos bayesianos ho requiere de la repeticion de una serie de eventos
muestrales ni del muestreo aleatorio.

Este objetivo pretende alcanzarse a través de la aplicacion prdctica a la
comparacién de la exactitud diagnhéstica de dos test de prediccién de mortalidad,
un modelo de regresion logistica y una red neuronal artificial, aplicados sobre los
datos obtenidos con el “indice de prediccidn clinico” mds utilizada en nuestro medio
para estimar la mortalidad en la UCT de pediatria. El objetivo secundario es
estimar si la exactitud diagndstica es superior en alguno de los dos modelos, tanto

desde el punto de vista de su capacidad discriminante como de su calibracién.
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IV.- Hipotesis.
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La hipotesis principal es que, bajo el supuesto de intercambiabilidad y sin
que se requiera de un muestreo aleatorio ni una justificacion asintética, es posible
estimar la exactitud de un test diagndstico mediante indices de rendimiento cuya
precision se establezca con métodos estadisticos sencillos pero estrictamente
bayesianos.

La hipétesis secundaria es que la exactitud diagnéstica del test basado en
un modelo de Red Neuronal Artificial es superior a la del modelo de Regresion

Logistica.
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V. - Pacientes, material y
méetodos.
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1.- LA PUNTUACION EN EL INDICE "PRISM"

El score PRISM (Pediatric Risk of Mortality)?” es una regla de prediccién
clinica que se usa habitualmente en Cuidados Intensivos Pedidtricos para predecir
la mortalidad de los pacientes ingresados en UCIP utilizando los valores de 14

variables fisioldgicas recogidas durante las primeras 24 horas del ingreso del nifio
[ANEXO V1. El rango total de la puntuacién es de 0 a 76 puntos. En el disefio

original del test, la mortalidad del nifio se predice ajustando un modelo de
regresion logistica que usa como variables predictoras la edad (meses), la peor
puntuacion en el score PRISM de las primeras 24 horas y la presencia o ausencia
de cirugia previa al ingreso (1 postoperados, O no postoperados). Las condiciones de
aplicacién y las caracteristicas de medicién de las distintas variables que forman el
test estdn bien descritas en los textos de uso frecuente en la literatura de los
cuidados intensivos pedidtricos'®.

El test ha sido desarrollado en Estados Unidos con los datos independientes
de cuatro UCIP de hospitales terciarios'?’, pero validado prospectivamente en una
cohorte distinta de nifios de una UCIP Escocesa'®’. El rendimiento diagnéstico fue
similar al obtenido en el estudio americano, con una sensibilidad mejor en los
pacientes no postoperatorios (71%) que en los postoperatorios (17%), pero con una

). El score se usa

especificidad excelente en ambos grupos (96% vs. 100%
habitualmente en la actividad asistencial diaria de las UCIPs espafiolas, pues el
grupo de la UCIP del Hospital Central de Asturias ha publicado una validacién con

una cohorte prospectiva de nifios de nuestro pais'!**,
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2.- DISENO DEL ESTUDIO

Se trata de un estudio observacional analitico de cohortes retrospectivas
para obtener y comparar dos métodos diagnésticos de prediccién de mortalidad
tras el ingreso en UCIP. Uno es un modelo cldsico de regresién logistica y el otro
es una red neuronal artificial, y ambos estdn basados en tres variables
predictoras. la edad en meses, la puntuacién en el indice PRISM, y la presencia o
ausencia de cirugia previa al ingreso (1 postoperados, O ho postoperados).

El estudio se desarrolla en tres fases: una primera de desarrollo de los
tests, una segunda de validacion, y finalmente una tercera de comparacién del
rendimiento diagnéstico de ambos tests entre si. Durante cada una de ellas, la
capacidad de discriminacién y la calibracién de cada test serd medida utilizando las
herramientas estadisticas frecuentistas cldsicas, y se va a proponer la utilizacién

de una evaluacion realizada mediante sus alternativas bayesianas equivalentes.
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3.- 1? FASE: DESARROLLO DE LOS TESTS

3.1- MODELO PREDICTIVO DE REGRESION LOGISTICA:

3.1.1.- Diseno:

Estudio observacional analitico de una cohorte retrospectiva.

3.1.2.- Muestreo y tamafio muestral:

El estudio se realiza sobre el andlisis retrospectivo de la base de datos de
todos los pacientes ingresados en la UCIP del Hospital Central de Asturias desde
su inauguraciéon en Octubre de 1995 hasta el mes de Diciembre de 2003. La
descripcién de la actividad asistencial y de las caracteristicas de la unidad estd
recogida y bien documentada en la literatura especializada de nuestro pais, en la
que se ha publicado tambien una validacién prospectiva del score PRISM!33434,

No estd bien establecido cudl es el famafio muestral adecuado para ajustar
un modelo de regresion logistica, pero una regla empirica muy extendida para
obtener estimaciones estables de los coeficientes de regresion, es utilizar 10
pacientes por cada evento (muerte) producido en la variable dependiente a
predecir'®. La regla se basa en los estudios de simulacién de Peduzzi y Feinstein'®,
y es la que hemos seguido para calcular el famafio muestral de este estudio: la
UCIP del Hospital Central de Asturias tiene unos 250 ingresos anuales™’ y tiene
una mortalidad del 3% de estos pacientes'®?. La muestra total de nuestro estudio

incluyé 43 exitus, por lo que el famafio muestral minimo adecuado se estimé en 500

pacientes.
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3.1.3.- Ajuste del modelo predictivo de Regresion Logistica:

El modelo de regresidn logistica (RL) se ha ajustado utilizando el programa
estadistico SPSS 11.0.1. mediante el procedimiento cldsico habitual, que
describiremos brevemente. Los pardmetros de cada variable del modelo se han
determinado mediante estimacién de mdxima verosimilitud, usando el algoritmo de
Newton-Raphson. No se han usado los limites de convergencia que emplea el
programa por defecto, sino que estos se han fijado, tfanto el inferior como el
superior, en 0'0001 y se ha realizado un maximo de 50 iteraciones.

Se parte inicialmente de las tres variables predictoras comentadas
anteriormente: la edad en meses, la puntuacién en el indice PRISM, y la presencia o
ausencia de cirugia previa al ingreso, codificada binariamente (1 postoperados, O no
postoperados). La seleccién final de las variables que forman el modelo final se ha
realizado utilizando para ello el procedimiento de introduccion secuencial basado
en el cociente de verosimilitud (forward selection by RV) y el resultado se ha
comprobado de forma independiente repitiendo el proceso mediante el
procedimiento de retirada secuencial segtn el cociente de verosimilitud (backward
selection by RV) con probabilidades de entrada de 005 y de retirada de O'1.
Finalmentemente, se ha seleccionado el modelo mds parsimonioso formado sélo con
las variables cuyos coeficientes mostraron significacion estadistica, cuyo nivel se

fijo previamente en el habitual del 5%.

3.1.4.- Evaluacion de la exactitud diagndstica del modelo:

La calidad del modelo como método de prediccidn se ha evaluado midiendo
su poder de discriminacién y su calibracion. En esta fase sélo realizaremos una
evaluacion de la calidad del modelo como método predicivo con la muestra utilizada
para su ajuste (validacion interna). Es la llamada por algunos teéricos la capacidad

“post-dictiva” del modelo™®,
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3.1.4.1.- Capacidad discriminante:

La capacidad de discriminacién es una medida de lo bien que el modelo
clasifica a los individuos en las dos categorias: muertos y vivos. Las medidas
cldsicas cominmente usadas para evaluar la capacidad discriminante son la
Sensibilidad, la Especificidad, los Valores Predictivos y las Razones de
Verosimilitud para positivos y para negativos, la Odds Ratio Diagnéstica y el drea
bajo la curva ROC (AUC). Para calcular estos indices, se ha determinado el punto
optimo de corte como aquel que corresponde al punto mds cercano de la curva ROC
al extremo superior izquierdo del grdfico considerando, por simplicidad, que tiene
el mismo impacto un falso positivo que un falso negativo. Con una hoja de calculo
convencional disefiada en MS-Excel se han estimado los Intervalos de Confianza al
95% de estos indices. La significacién estadistica de la diferencia entre el AUC y

)° se obtiene

la prediccién esperada por azar (correspondiente a una AUC de 0'5
con el programa EpiDat 3.1 mediante la version de Mann-Whitney del Test no
paramétrico de Wilcoxon'®. Para el cdlculo del Intervalo de Confianza al 95% del
AUC, se ha usado el método de Hanley y McNeil**'?® —que asume normalidad-, y el
método no paramétrico de DelLong™!, usando el programa EpiDat 3.1.

Para evaluar desde el punto de vista bayesiano la capacidad discriminante
del modelo, se ha utilizado el teorema de Bayes y se ha realizado un andlisis de
referencia para estimar los Intervalos de Credibilidad al 95% de la Sensibilidad, la
Especificidad, los Valores Predictivos y el AUC. Es bien sabido que Sensibilidad
Especificidad y Valores Predictivos son probabilidades, y que el drea bajo la curva
ROC (AUC) se define como /a probabilidad de que el modelo clasifique
correctamente un par de individuos vivo y muerto, pues asigne mayor probabilidad
de muerte al individuo que finalmente morird'**'**. Nuestra propuesta consiste en
obtener, mediante el teorema de Bayes, la distribucion a posteriori sobre la
Sensibilidad, la Especificidad y el AUC, partiendo de la distribucién a priori menos
informativa para el problema: la Beta (0.5, 0.5)°’'*. Los datos muestrales se
introducen codificados mediante la funcién de verosimilitud de un experimento

143,144,145
’

binomial, la verosimilitud conjugada con la distribucion Beta y la
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probabilidad posterior se expresa con la distribucién Beta. Bajo ella, se calculan los
intervalos de Credibilidad al 95% del verdadero valor de cada uno de los indices.
Cuando la distribucién posterior de probabilidad sobre un pardmewtro es
una funcion muy asimétrica, un intervalo a ambos lados de la media que deje por
fuera dreas iguales de ambas colas contendrd generalmente algunos valores del
pardmetro en el que estemos interesados que tendrdn, de hecho, menos
probabilidad posterior que algunos valores por fuera de dicho intervalo. Este
problema se evita usando los llamados Intervalos o regiones de Mdxima Densidad
(IMD) de probabilidad (Highest Probability Density, HDP). Se calculan de tal
manera que son idénticas las ordenadas de los valores limite del intervalo, y por
ello son los intervalos mds estrechos posibles que contienen la probabilidad
posterior requerida sobre dicho pardmetro. Si la distribucién posterior de
probabilidad tiene forma bi-modal, el IDM estd compuesto por dos intervalos
disjuntos. Para los pardmetros de esta investigacion, calcularemos los intervalos

IDM del 95% de probabilidad, salvo cuando usemos métodos de simulacion, en los
que no es posible su cdlculo [FIGURA 6].

Para el cédlculo de las Razones de Verosimilitud (RV) se ha hecho también
andlisis de referencia. Las RV son magnitudes continuas cuyo valor oscila entre O e
%, y se obtienen a partir de los valores muestrales de Sensibilidad y Especificidad:

RV positivos = RV+ = S/(1-E) y RV negativos = RV- = (1-S)/E

Para nuestro andlisis bayesiano, las hemos obtenido muestreando mediante
técnicas de Cadena de Markov y simulacion de Montecarlo con muestreo de Gibbs
mediante el programa WinBUGS 14.3. Se computan los limites inferior y superior
de los Intervalos de credibilidad al 95% sobre RVpositivos y RVnegativos, y se
obtienen los diagramas de Caja con Patillas y los grdficos de sus densidades a

posteriori.
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(a) Symmetric unimodal distribution

-1.64 1.64
(b) Skewed unimodal distribution

0.4 55 6.3

(c) Bimodal distribution

-4.5 0.5 2.9 8.6
Parameter of interest

FIGURA 6: (a) muestra una distribucién simétrica unimodal en la que los
intervalos de credibilidad (igual drea en ambas colas) y los intervalos IMD
coinciden en -1.64 a 1.64. (b) representa una distribucién unimodal
asimétrica en la que el intervalo de credibilidad es 0.8 a 6.3, mientras que el
intervalo MD es 0.4 a 5.5, considerablemente mds estrecho. Entre 0.4 y 0.8
(por fuera del intervalo de credibilidad) el parametro tiene valores mucho
mds probables que entre 55 y 6.3 (por dentro), por lo que la mdxima
densidad de probabilidad queda mejor representada por el IMD. (c)
muestra el caso de una distribucién bi-modal en la que el intervalo de igual
drea en ambas colas (de credibilidad) es -3.9 a 8.6, mientras que el intervalo
MD consiste adecuadamente en dos segmentos disjuntos.
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Puede demostrarse tedricamente® que para cualquier tamafio muestral, los
intervalos de credibilidad de referencia posterior para un pardmetro dados unos
datos con verosimilitud normal de tamafio muestral n, coinciden numéricamente con
los intervalos de confianza frecuentistas calculados en base a la distribucion
muestral del estadistico t de Student. Esto es; la distribucién de referencia

posterior sobre Ln(RV) puede computarse como:

InRV =~ St(InRV /In RVmuestral,s/vn-1,gl =n-1)

Para el cdlculo de los intervalos de credibilidad y de mdxima densidad y el
grdfico de las distribuciones se ha utilizado el programa MatLab 7.0.1., el programa

WinBUGS 14.3, accesible libremente en la direccion http://www.mrc-

bsu.cam.ac.uk/bugs , y el programa'*® EpiInfo 3.1 desarrollado por el Servizo de

Epidemioloxia de la Direccion Xeral de Salde Piblica da Conselleria de Sanidade
(Xunta de Galicia) en colaboracidn con la Unidad de Andlisis de Salud y Sistemas de
Informacién Sanitaria da Organizacién Panamericana de la Salud (OPS-OMS), a
través da carta de entendemento existente entre a Conselleria de Sanidade y la

OPS-OMS, accesible libremente en Internet en la direccién http://dxsp.sergas.es

3.1.4.2.- Cadlibracion del modelo:

La calibracion es una medida de cuanto se acercan las probabilidades
predichas por el modelo a las probabilidades reales de muerte de cada uno de los
individuos. Cldsicamente, la calibracién del modelo se evalla utilizando la prueba de
Hosmer y Lemeshow'?>'*’. Se divide la muestra en grupos pequefios (de al menos 5
individuos) utilizando para ello los deciles de riesgo de mortalidad predicha por le
modelo. Se calcula la suma de eventos predichos y la suma de eventos realmente
observados dentro de cada subgrupo (vivos y muertos de cada uno de los estratos

de riesgo predicho), y se determina si existen diferencias estadisticamente
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significativas entre los nimeros observados y los predichos mediante un simple
test de Ji-cuadrado.

Nuestra propuesta bayesiana para estudiar la calibracién del modelo utiliza
conceptos de la teoria matemdtica de la informacién [ANEXO IV]. Consiste en

calcular la entropia relativa (divergencia logaritmica de Kullback-Leibler'*®), la
divergencia de Jeffreys y la discrepancia intrinseca’® como medidas para
caracterizar /a distancia -medida en bits de informacién- entre dos distribuciones
de probabilidad.

De nuevo en este caso se divide a la muestra en subgrupos pequeiios
(estratos de riesgo) utilizando para ello los deciles de riesgo de mortalidad
predicha por le modelo - de hecho la divisién es la misma que la realizada
anteriormente con el SPSS para la prueba de Hosmer y Lemeshow - y se calculg,
para toda la muestra (vivos y muertos) la Entropia Relativa entre las dos
distribuciones de probabilidad de morir:

e La estimada por el modelo de RL

e La realmente subyacente al modelo probabilistico que estd generando

los datos de la muestra. Se han desarrollados dos versiones distintas del
test de calibracion, porque como estimador puntual de la probabilidad
real de muerte en cada estrato de los generados por los deciles de la
probabilidad predicha, se han utilizado dos tipos de estimadores
bayesianos:

- El estimador puntual bayesiano convencional: la media de la
distribucion Beta posterior de referencia sobre cada estrato,
que, siendo r el nimero de vivos o muertos y n el nimero de
nifios que forma cada estrato, es iguala (r + ) /(n+ 1) .

"150; ¢| que minimiza, en

- El llamado “estimador puntual intrinseco
un andlisis de decisién, la pérdida esperada intrinseca (usando
la discrepancia intrinseca como funcién de pérdida) de actuar
como si este fuera el verdadero valor. Bernardo ha mostrado

que el valor exacto de este estimador puede obtenerse por

Tesis Doctoral de Vicent Modesto i Alapont. Departamento de EC, MPySP e HC. Universitat d'Alacant



Muerte en UCIP estimada con el indice "PRISM" 88
Comparacién de la exactitud diagnéstica de las predicciones realizadas con un modelo de regresién logistica, y una
red neuronal artificial. Una propuesta bayesiana

integracién numérica o usando la funcién digamma'', pero una
aproximacion muy buena (que es la que hemos utilizado) es igual
a (r+1/3)/(n+ 2/3), un valor muy préximo a la mediana de la
distribucion Beta posterior de referencia sobre cada estrato,
siendo de nuevo r el nimero de vivos o muertos y n el nimero
de nifios de cada estrato.

La Entropia Relativa o Divergencia Kullback-Leibler'*® entre las dos

distribuciones de probabilidad se calcula como:

D(Pl If) = Zdeciles Zvivosmuer“ros p(X) Ing [p(X)/ f(X)]

siendo p(x) y f(x) la probabilidad del evento, vivir o morir, en cada uno de los
deciles de riesgo, para cada una de las dos distribuciones -la estimada por el
modelo logistico, y la que se considera “real”-. Por argumento de continuidad, se
asume para el cdlculo que O log O/f = 0 y p log p/O = « . Aunque suele
interpretarse como una “distancia” entre distribuciones de probabilidad, por sus
propiedades matemdticas ho es una distancia estricta [D(p//f) > O con igualdad si
p(x) = f(x) y D(p//f) # D(f//p) 1. Por ello se miden ademds la Divergencia de
Jeffreys = D(p//f)+D(f//p) y la Discrepancia intrinseca’®®= Min[D(p//f), D(f//p)]
con propiedades mds adecuadas al concepto de “distancia” entre distribuciones.

El resultado global se expresa en unidades de informacidn, y se ha escogido
el bit por ser esta una medida de informacién generalizada y entendible por todas
las personas familiarizadas con la informdtica doméstica. Un bit es la informacion
proporcionada por un evento cuya probabilidad de ocurrir es 3, y coincide con la
entropia de un sistema -entendida como medida de su aleatoriedad o
indeterminismo- que genera una secuencia de valores de una variable aleatoria
binaria equiprobable. Asi, un sistema que puede producir dos eventos equiprobales
(por ejemplo el lanzamiento de una moneda perfecta) tiene una entropia de 1 bit
por tirada. El test se ha realizado en un hoja de cdlculo de MS-Excel construida
para tal fin. El resultado es siempre un nimero real positivo cuyo valor es cero siy

sélo si las probabilidades estimadas por el modelo y las observadas coinciden. La
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interpretaciéon del resultado, estd basada en las escalas que se usan clinicamente

para medir las razones de verosimilitud' , y es como sigue:

BITS "Distancia” entre las distribuciones
0 Ambas distribuciones coinciden
0a0.01 Casi inexistente o despreciable
0.0lal Sustancial
1a3.33 Grande
3.33a6.66 Muy grande
Mds de 6.66 Enorme

3.2- RED NEURONAL ARTIFICIAL:

3.2.1.- Diseto:

Estudio observacional analitico de una cohorte retrospectiva.

3.2.2.- Muestreo y tamaiio muestral:

El estudio se realiza sobre el andlisis retrospectivo de la misma base de

datos que la usada para ajustar el modelo logistico. Los pacientes son los mismos.

3.2.3.- Desarrollo de la Red Neuronal Artificial:

3.2.3.1.- Software empleado:

En la terminologia al uso, el desarrollo de un modelo de red neuronal

artificial (RN) se denomina “entrenamiento”. El entrenamiento de la RN se ha

llevado a cabo usando un médulo especifico de desarrollo que ha sido realizado y es

propiedad del Grupo de Procesado Digital de Sefiales (6PDS) del departamento de
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Ingenieria Electronica de la Universidad de Valencia. Su demostrada experiencia
en el campo de las RN ha permitido la creacion de una herramienta optimizada
para la resolucién automdtica de problemas de clasificacion mediante RN. Su
facilidad de uso, generalidad y la posibilidad de adecuarlo al problema, gracias al
GPDS, lo dota de las condiciones iddneas para su aplicacion en el presente trabajo
frente a otras posibilidades comerciales de propdsito similar. Programado
utilizando el entorno de programacion Matlab (propiedad de MathWorks), permite
una gran flexibilidad a la hora de enfrentarse con cualquier tarea que requiera
programacion. El médulo estd programado para analizar los datos del problema,
dirigir el aprendizaje de las redes neuronales para una resolucion éptima del
problema e interpretar los resultados para facilitar la comprension del modelo
final.

Para el manejo del modulo, Unicamente es necesario proporcionar el hombre
del fichero que contiene los datos del problema. Deben respetarse ciertos
requisitos habituales para no entrar en las excesivas opcionalidades del programa.
El fichero de texto debe estar organizado en columnas, contener en su primera
linea los nombres de las variables independientes y en dltimo lugar la variable
dependiente (codificada como uno y cero).

En nuestro caso, las redes se han entrenado sobre un ordenador compatible
PC con microprocesador AMD Athlon XP 1500, 1,5 GB de RAM y ejecutando el
sistema operativo Linux 2.4.18. Sobre este sistema operativo corria un servidor de
Matlab 5.1 y un compilador Matcom, que mejoraba la rapidez en la ejecucion de los
ficheros .m.

El resultado del proceso, llevado a cabo por el mddulo, consiste en
informacion detallada del modelo neuronal que mejor resuelve el problema, asi
como datos sobre su rendimiento (matriz de confusién, Se, Sp, VPP, VPN, RVP,
RVN), andlisis de su capacidad discriminatoria (curvas ROC) y estudio de la

importancia de las variables del problema (andlisis de sensibilidad).
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3.2.3.2.- Seleccion del mejor modelo de RN:

Para entrenar una RN son necesarias dos fases sucesivas: entrenamiento
propiamente dicho y evaluacion del mejor modelo. El entrenamiento de RN consiste
bdsicamente en un proceso exhaustivo de bisqueda de la red éptima. Partiendo de
una arquitectura basada en el Perceptréon Multicapa de una capa oculta
completamente conectada, con funcién de activacién tangente hiperbdlica®®* y con
un ndmero de neuronas en la capa de entrada y salida fijadas por el problema, el
problema se basa en encontrar el ndmero dptimo de neuronas en la capa oculta asi
como el valor de las conexiones de la red.

Con este fin, el médulo programa una bateria de entrenamientos para cada
una de las posibilidades. Empezando por una neurona oculta, se repite el proceso
hasta alcanzar el maximo permitido. La experiencia dicta que no se deben permitir
mds grados de libertad en un modelo matemdtico que muestras disponibles si se
quiere asegurar un grado de generalidad en los resultados, es decir, disponer de
estructuras neuronales con mds conexiones que datos disponibles.

Cada fase de entrenamiento se ha relizado mediante el algoritmo de
retropropagacion del error”®*. Bdsicamente consiste en encontrar los valores de
las conexiones de la red neuronal, inicialmente aleatorias, tales que obtengan el
minimo error cuadrdtico medio calculado como la diferencia entre la salida de la
red y la respuesta deseada. La implementacion del algoritmo en el mddulo
dnicamente requiere de un pardmetro, denominado constante de adaptacion, que
regula el cambio permitido en cada iteracion. Este se selecciona automdticamente
a un valor de 0.5 y se decrementa de manera lineal con las iteraciones.

La finalizacion del entrenamiento se ha realizado mediante la técnica de
validacion cruzada. Los datos del problema son divididos aleatoriamente en dos
grupos uno de ellos con el 25% para evaluar constantemente el grado de
sobreajuste o memorizacién a los datos utilizados para el aprendizaje. En el
momento que se detecte un crecimiento en el error calculado para los datos de

contraste se detendrad el entrenamiento.
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Finalmente el propio modulo evalla los diferentes modelos obtenidos y
selecciona el mejor de acuerdo a un criterio establecido por el usuario. En este
caso, se ha elegido una valoracién dependiente de los indicadores de la matriz de
confusién. Se descartardn todos los modelos con Sensibilidad y Especificidad
inferiores a 0,7 por considerarlos insuficientes para utilizarlos como una prueba
diagnéstica médica. Entre los modelos que superen el criterio se valorara el valor
mds alto en la suma de Sensibilidad y Especificidad, tanto para los datos de
entrenamiento como para los de validacién. Por dltimo, se plasmardn en forma de
histogramas la categoria de ocurrencias predichas en casa intervalo de salidas

obtenidas con las RN.

3.2.4.- Evaluacion de la exactitud diagndstica del modelo:

La calidad de la RN como método de prediccién se ha evaluado midiendo
también su poder de discriminacion y su calibracidn, exactamente del mismo modo

como se ha hecho con el modelo de RL.

3.2.4.1.- Capacidad discriminante:

Las medidas usadas para evaluar la capacidad discriminante son, de nuevo,
las medidas cldsicas: la Sensibilidad, la Especificidad, las Razones de Verosimilitud
para positivos y para negativos, la Odds Ratio Diagndstica y el drea bajo la curva
ROC (AUC). Su cdlculo se ha realizado con el mismo procedimiento usado para la RL
(ver arriba).

La evaluacién bayesiana de la capacidad discriminante del modelo de RN ha
sido idéntica a la de la RL: se ha utilizado el teorema de Bayes y se ha realizado un
andlisis de referencia para estimar los Intervalos de Credibilidad al 95% de la
Sensibilidad, la Especificidad y el AUC, con sus distribuciones a posteriori de
referencia. De nuevo se ha partido de la distribucién a priori menos informativa
para el problema: la Beta (0'5, 0'5)>''*. Se han utilizado los programas MatLab

7.0.1., WinBUGS 14.3 y EpiInfo 3.1.
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3.2.4.2.- Calibracion del modelo:

La calibracion cldsica se ha evaluado con la prueba de Hosmer y

Lemeshow!2°1%7

, con el mismo procedimiento que el utilizado para la RL.
Nuestra propuesta bayesiana para estudiar la calibracion del modelo es

idéntica también a la detallada con la RL, desarrollada por nosotros desde
conceptos de la teoria matemdtica de la informacién [ANEXO IV]. Consiste en

calcular medidas para caracterizar /la distancia -medida en bits de informacion-
entre dos distribuciones de probabilidad.

De nuevo en este caso se divide a la muestra en subgrupos pequeiios
(estratos de riesgo) utilizando para ello los deciles de riesgo de mortalidad
predicha por le modelo - de hecho la divisién es la misma que la realizada
anteriormente con el SPSS para la prueba de Hosmer y Lemeshow - y se calculg,
para toda la muestra (vivos y muertos) la Entropia Relativa, la Divergencia de
Jeffreys y la Discrepancia intrinseca de Bernardo, entre las dos distribuciones de
probabilidad de morir:

e La estimada por el modelo de RN

e La realmente subyacente al modelo probabilistico que estd generando

los datos de la muestra. Se han desarrollados dos versiones distintas
que han utilizado dos tipos de estimadores bayesianos:
- El estimador puntual bayesiano convencional: (r+ 3) /(n+1).

- Elllamado “estimador puntual intrinseco” (r + 1/3)/(n + 2/3).

El test se ha realizado en la misma hoja de cdlculo de MS-Excel usada para
la RL, construida por nosotros para tal fin. El resultado global se expresa en bits.
La interpretacion del resultado, estd basada en la misma escala que la usada con la

RL (pdg 89).
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4 - 2° FASE: VALIDACION DE AMBOS TESTS

Para obtener un estimador insesgado del poder de discriminacion y de la
calibracion de un modelo -esto es, para conocer el comportamiento del modelo
como método de prediccion en futuras muestras (inferencia a nivel poblacional)-
los indices de rendimiento diagnéstico deben calcularse sobre una muestra de
datos no utilizados en el desarrollo del modelo (validacién externa)’®>***. Esto serd
lo que realicemos en esta fase, la llamada "validacién propiamente pre-dictiva" de

los modelos.

4.1 - DISENO:

Estudio observacional analitico de una cohorte retrospectiva distinta, pero

clinicamente superponible.

4.2.- MUESTREO:

El estudio de validacidn se realiza sobre el andlisis retrospectivo de la base
de datos de los pacientes ingresados en la UCT Pedidtrica del Hospital Infantil "La
Fe" durante los afios 1994 y 1995. Los pacientes son los mismos para validar ambos

modelos, la RL y la RN.

43.- VALIDACION DEL MODELO DE REGRESION
LOGISTICA:
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Para cada paciente de la cohorte de validacion se ha calculado la
probabilidad de muerte predicha por el modelo de RL ajustado en la primera fase

de desarrollo. Esto es, se ha calculado:

1

—(—-6.016+0.146*PRISM 24,
+e )

P(morir/RL) = 1

Para clasificar los pacientes en muertos o vivos para el modelo, se ha usado

el punto de corte probabilidad pronosticada > 0.0111.

4.4 - VALIDACION DEL MODELO DE RED NEURONAL
ARTIFICIAL:

La RN se ha validado también sobre un ordenador compatible PC con
microprocesador AMD Athlon XP 1500, 1,5 GB de RAM y ejecutando el sistema
operativo Linux 2.4.18. Sobre este sistema operativo corre un servidor de Matlab
5.1 y un compilador Matcom, que mejoraba la rapidez en la ejecucion de los
ficheros .m.

Para la fase de validacién se ha utilizado la misma RN desarrollada en la
fase anterior, pero ahora se le han ensefiados los datos de la nueva cohorte de
validacién. Para la clasificacién final de los pacientes, se ha usado el mismo punto

de corte: probabilidad pronosticada > 0.0076806.

4.5.- EVALUACION DE LA EXACTITUD DIAGNOSTICA DE
AMBOS MODELOS:

La calidad de ambos modelos (RL y RN) como métodos de prediccidn se ha

evaluado midiendo también sus poderes de discriminacion y su calibracion, pero
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sobre la nueva muestra. Tanto en la version cl/dsica como en nuestra propuesta
bayesiana, se ha seguido la misma metodologia explicada para la fase de desarrollo

del modelo (ver arriba).

4.5.1.- Evaluacion de la capacidad discriminante:

La capacidad de discriminacion se ha evaluado con el estudio de la curva
ROC y de los indices de rendimiento diagndstico, tfanto en su versién cldsica como

en nuestra propuesta bayesiana.

4.5 2.- Evaluacion de la Calibracion:

La calibracién cldsica se ha estudiado de manera idéntica a lo que se ha
hecho en la fase de desarrollo. En esta caso, por simplicidad, tanto la realizacién
del test de Hosmer-Lemeshow como el estudio de las entropias informativas se ha
hecho, no mediante la hoja de cdlculo de MS Excel, sino desarrollando un archivo
de programacion computacional mediante el programa MatLab7. Se exponen sélo la

distribucion en deciles de riesgo y los resultados numéricos de los tests.

5.- 3° FASE: COMPARACION DE LA EXACTITUD

DIAGNOSTICA DE AMBOS TEST

5.1.- COMPARACION DE LA CAPACIDAD DISCRIMINANTE

Es natural que la comparacion de la eficacia de dos o mds pruebas
diagnésticas para detectar una enfermedad o proceso patolégico dado, pueda
hacerse sobre la base de comparar sus indices de exactitud diagnéstico: los

valores de Sensibilidad, Especificidad y las Razones de verosimilitud. Tamién
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podria utilizarse el Odds Ratio Diagndstico (ORD). Pero cuando se trata de pruebas
diagnésticas con resultado cuantitativo, la comparacion de las curvas ROC
correspondientes resulta el modo mds natural de determinar cudl de las pruebas es
mds eficaz, ya que el valor de los indices de rendimiento diagnéstico de pruebas de
este tipo depende del punto de corte que se elija.

Teniendo en cuenta lo que se ha visto hasta ahora se comprende que la
curva ROC que tenga el drea mayor serd la que corresponde a la prueba mds
exacta. Para comparar ambos modelos se usan las curvas ROC obtenidas sobre los
datos de la cohorte de validacion. Las curvas ROC se han trazado con el programa

SPSS.

5.1.1.- Evaluacion Clasica:

Las comparaciones analiticas de las dreas bajo la curva ROC (AUC) de ambos
métodos se han hecho con Epidat 3.1. Este programa puede hacer comparaciones
de AUCs cuando las curvas son correlacionadas, esto es, construidas con los
mismos pacientes. El programa utiliza el método no paramétrico de DelLong'*! para
calcular la significacion estadistica de la diferencia en las dreas, que tiene como
hipotesis nula la de igualdad de las AUCs.

No puede calcularse el IC95% de la diferencia en las AUCs.

5.1.2.- Propuesta de Evaluacion Bayesiana:

Nuestra propuesta de comparacion bayesiana de las AUCs incluye varias
opciones, pero se basan todas en calcular si el Intervalo de Credibilidad al 95% de
la distribucién posterior sobre la diferencia entre proporciones incluye al valor

cero, que representa la igualdad entre las proporciones.
a) Utilizando la aproximacion Normal a la distribucion Beta:

Cuando se utilizan densidades posteriores, el cdlculo del intervalo de

credibilidad debe realizarse calculando dreas bajo la distribucion posterior. Ya que
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se ha modelizado el AUC como una proporcion, y en la fase de validacion se ha
obtenido la distribucién posterior sobre el AUC de seglin cada uno de los dos
métodos, procedemos ahora a encontrar e integrar la distribucién posterior sobre
la diferencia en AUCS: la distribucién posterior sobre una diferencia de
proporciones.

El principal problema radica en que para calcular directamente dreas bajo la
distribucion posterior de la diferencia entre dos distribuciones beta se precisa de
métodos complicados de cdlculo. Para simplificar el trabajo, nuestra propuesta se

195156 y consiste en aplicar una propiedad de la

basa en el método descrito por Berry
familia de densidades beta: cuando el tamafio muestral es grande y los pardmetros
ay b de una distribucion beta son razonablemente grandes, la distribucion beta se
vuelve una distribucién simétrica que puede aproximarse con una distribucién
normal con las mismas media y varianza. Y aunque la diferencia de dos
distribuciones beta no tiene que seguir necesariamente una distribucién beta, se
sabe que la diferencia entre dos distribuciones normales si que sigue una
distribucion normal con media la diferencia de las medias y varianza la suma de las
varianzas. Asi pues, usando la aproximacién normal a la distribucién beta, podemos

calcular el Intervalo de Credibilidad bajo la posterior de la diferencia. Este cdlculo

se ha realizado con el programa MatLab 7.0.

b) Utilizando la simulacion con métodos de Monte Carlo:

Otra aproximacion es utilizar técnicas de simulacién con métodos de cadena
de Markov y simulacion de Monte Carlo. En nuestro caso se han realizado con el
programa EpiDat 3.1: se han obtenido las distribuciones beta posteriores sobre las
AUCs seglin ambos métodos y se han realizado 10000 simulaciones de muestreo
sobre cada una de ellas, y representado la distribucién empirica posterior de la

diferencia entre los valores obtenidos. Se indican los percentiles relevantes.
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c) Utilizando el método gréfico discreto de la parrilla de Berry'®-'%:

Usando las distribuciones de referencia no informativas Beta (1/2, 1/2), y
utilizando el AUC como una probabilidad cuyos datos muestrales se modelizan con
la distribucion Binomial, podemos calcular la distribuciones posteriores de
referencia para las dos AUC de cada test diagndstico, la de la RL y la de la RN. El
método de Berry representa los resultados en una parrilla discreta (en este caso
de 100 casillas para cada lado), y asume que ambas métodos diagndsticos son
independientes: la probabilidad del suceso conjunto se calcula mediante e/
producto de sus probabilidades. Los valores de la posterior sobre AUC de RL
corresponden a las filas de la parrilla, y los de la RN corresponden a las columnas.
Cada cuadro de la parrilla representa un par (AUC/RL, AUC/RN) y en la tercera
dimensién se representa la probabilidad conjunta (el producto) de ambas
probabilidades posteriores.

Dispuestos asi los datos, la diagonal de la parrilla tiene un significado
especial: en ella se situan las casillas que representan a los pares para los que
AUC/RL = AUC/RN, y la altura en la tercera dimensién de esta diagonal representa
la situacion en la que ambas AUC son idénticas. Si la curva acampanada queda por
debajo de la diagonal, la AUC de la RL es superior. Si la curva queda por encima, la
RN es superior.

La probabilidad de que la diferencia en ambas AUC sea igual a cero
(difAUC = AUC/RL-AUC/RN = 0), puede calcularse sumando los valores asignados a
las casillas que ocupan la diagonal (esto es aquellas en que AUC/RL = AUC/RN). De
igual modo, la probabilidad de que la diferencia entre ambas AUC sea de 0.25
(difAUC = 0.25) se calcula sumando las probabilidades asignadas a las casillas en
las que AUC/RL - AUC/RN = 0.25. Asi podemos calcular las probabilidades
posteriores sobre todos los valores discretos de la variable difAUC entre -1y 1

que queden representados por las 100 x 100 = 10000 casillas de nuestra parrilla.
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Los cdlculos se han hecho con el programa MatLab 7.0, pero la
representacion grdfica se ha hecho con una parrilla de 10 casillas por lado en una

hoja de cdlculo de Excel construida a propdsito para el andlisis.

5.2.- COMPARACION MEDIANTE INCORPORACION AL
PROCESO DIAGNOSTICO: ANALISIS DE DECISION:

Desde el punto de vista clinico, la manera mds Util de comparar ambos
métodos diagnésticos es incorporarlos a un andlisis formal de decisiones. Para ello,
se ha realizado un andlisis de decisién para intentar contestar a la pregunta de cudl
de los dos métodos es preferible para usarlo clinicamente en la informacion a los
padres de los nifios que ingresan en la UCIP. Ya que el objetivo es eminentemente
prdctico, como instrumento de mejora en la exactitud de la estimacién del
prondstico vital de los nifios que sirva de ayuda para informar a sus padres después
de las primeras 24 horas del ingreso en intensivos, el andlisis se hace desde la
perspectiva del médico que va a utilizar el test.

Para representar adecuadamente esta perspectiva, hemos realizado una
encuesta entre los médicos de la UCI pedidtrica del Hospital Inafantil de La Fe,
que son los usuarios potenciales de los test diagnéstcos. Todos los médicos
coincidieron en asignar la maxima utilidad a los Verdaderos negativos y la minima a
los Falsos negativos. Utilizando el cldsico método del " juego estdndar”, cada médico
determiné posteriormente las utilidades particulares que asignaba a cada una de
las dos trayectorias restantes. Finalmente, se asumieron por consenso las
siguientes utilidades finales:

e Verdaderos negativos: Mdxima utilidad. Utilidad = 1

- Corresponde al acierto pleno, porque se identifican exactamente
los nifios que ho morirdn. Se dd correctamente a los padres una
buena noticia.

o Falsos negativos: Minima utilidad. Utilidad = O
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- Desde el punto de vista clinico, corresponde a la peor posibilidad.
Se les dice a los padres que sus hijos nho morirdn y si lo hardn. No
sélo se produce un diagndstico errdneo, sino que ademds se crean
en los padres falsas expectativas de mejoria que pueden traer
consecuencias funestas: se pierde credibilidad deteriordndo la
relacién médico-familia, y se puede interferir en la elaboracidn
del duelo.

e Verdaderos positivos: Utilidad = 0,8

- Corresponde también a un acierto, pues se identifican
exactamente los nifios que morirdn. Pero se consideré de menor
utilidad que la de los Verdaderos negativos, pues se dd a los
padres (con exactitud) una muy mala noticia.

o Falsos positivos: Utilidad = 0,5

- Constituye un fallo en el diagnéstico, pero el resultado final de
esta trayectoria no tiene la peor utilidad, porque aunque el
diagndstico es errdneo, el nifio acaba finalmente viviendo. Los
padres suelen perdonar este tipo de errores.

Dada la naturaleza del andlisis, no se ha tenido en cuenta ningun horizonte
temporal ni se han aplicado tasas de descuento en las utilidades. Para tomar en
consideracidn la incertidumbre en la estimacién de la exactitud de los test y en la
toma de las decisiones clinicas que se derivan del uso de los test, se ha hecho un
andlisis de sensibilidad de la decisién dominante en funcién de la prevalencia

previa: de la estimacién de mortalidad previa a la aplicacién del test.
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VI. - Resultados.
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1.- 1® FASE: DESARROLLO DE LOS TESTS

1.1.- MODELO PREDICTIVO DE REGRESION LOGISTICA:

La muestra estuvo formada por los datos de un total de 2032 nifios, entre
los que se observaron un total de 43 muertos. El modelo final de regresién logistica
se ajusto sélo con los 2008 nifios de los que se dispuso de todos los datos, y para la
prediccién de mortalidad en la muestra, ademds de la constante, sélo estuvo

formado por la puntuacién PRISM, tal y como se detalla a continuacion:

Pruebas omnibus sobre los coeficientes del modelo

Chi-cuadrado gl Sig.
Paso 181,343 1 ,000
Blogue 181,343 1 ,000
Modelo 181,343 1 ,000

Resumen del modelo

R cuadrado

-2 log de la R cuadrado de
verosimilitud | de Cox y Snell Nagelkerke
234,288 ,086 ,462

Variables en la ecuacion

I.C. 95,0% para EXP(B)
B Sig. Exp(B) Inf erior Superior
PRIMS24 ,146 ,000 1,157 1,129 1,186
Constante -6,016 ;000 ,002
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1.1.1.- Evaluacion clasica de la exactitud diagnéstica:

1.1.1.1.- Capacidad discriminante:

a) Estudio de la Curva ROC:

Curva ROC

1,0

0,0 | : . !
0,0 ,3 ,5 .8 1,0

1 - Especificidad (% Falsos Positivos)

Los segmentas diagonales son producidos por los empates.

El punto de corte optimo para el maximo rendimiento diagnéstico es una
probabilidad pronosticada > 0'0111, que da al modelo una Sensibilidad de
0'884 y una Especificidad de 0'829.
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Area bajo lacurva

Variables resultado de contraste: Probabilidad pronosticada

Interv alo de confianza

asintético al 95%
Limite
Area Error tip® | Sig. asintéticab Limite inf erior [ superior
,939 ,021 ,000 ,898 ,980

La variable (o v ariables) de resultado de contraste: Probabilidad
pronosticada tiene al menos un empate entre el grupo de estado real
positivo y el grupo de estado real negativo. Los estadisticos pueden

estar sesgados .

a. Bajo el supuesto no paramétrico

b. Hipotesis nula: &rea verdadera = 0,5

b) Indices de exactitud diagnéstica:

Observado
Pronosticado RL | Muerto | Vivo
Positivo (Muerto) 38 336 | 374
Negativo (Vivo) 5 1629 | 1634
43 1965 | 2008
IC 95%
Sensibilidad 88,4% 75,5% a 94,9%
Especificidad 82,9% 81,2% a 84,5%
Valor predictivo positivo 10,2% 7,5% a 13,6%
Valor predictivo negativo 99,7% 99,3% a 99,9%
Proporcion de falsos positivos 17,1% 15,5% a 18,8%
Proporcion de falsos negativos 11,6% 5,1% a 24,5%
Acierto 83,0% 81,3% a 84,6%
Odds ratio diagnéstica 36,85 14,40 a 94,31
Indice J de Youden 0,7
Razén de Verosimilitudes + [ LR(+)] 5,17 4,47 a 5,98
Razdn de Verosimilitudes — [ LR(-)] 0,14 0,06 a 0,32
Probabilidad pre-prueba (Prevalencia) 2,1%
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Comparacién de la exactitud diagnéstica de las predicciones realizadas con un modelo de regresién logistica, y una

red neuronal artificial. Una propuesta bayesiana

1.1.1.2.- Calibracion del modelo:

Tabla de contingencias parala prueba de Hosmer y Lemeshow

Exitus (en ese ingreso) Exitus (en ese ingreso)
=Vivo = Muerto
Observado | Esperado | Observado | Esperado Total
Estratos 1 963 961,654 1 2,346 964
(deciles 2 120 | 119,620 0 ,380 120
de riesgo) 3 174 | 174,238 1 762 175
4 177 177,056 1 ,944 178
5 195 195,331 2 1,669 197
6 204 204,289 4 3,711 208
7 132 132,813 34 33,187 166

Prueba de Hosmer y Lemeshow

Ji-cuadrado o]

Sig.

1,348

5 ,930

No se puede descartar la hipétesis nula de “bondad de ajuste”

1.1.2.- Evaluacion bayesiana de la exactitud diagnéstica:

1.1.2.1.- Capacidad discriminante:

a) Estudio bayesiano de la Curva ROC:

Se considera que la AUC es una probabilidad, por lo que se modeliza con la

distribucion BETA. Para el andlisis bayesiano de referencia, se toma como

distribucidn a priori sobre el pardmetro "verdadero valor de la AUC" la Beta (1/2,

1/2). Por el estudio cldsico y mediante el método trapezoidal, se sabe que el drea

bajo curva ROC es 0.939, y que el tfamafio muestral es n = 2008, por lo que la

funcién de verosimilitud conjugada de la Beta que modeliza el experimento es la

Binomial (r=1886, n=2008, AUC).

Aplicando el teorema de Bayes, se obtiene que la distribucion posterior

sobre el prdmetro “verdadero valor de la AUC" es la distribucién Beta (1886.5,

122.5), cuya media es AUC = 0.939. Integrdndola, podemos calcular que tenemos

Tesis Doctoral de Vicent Modesto i Alapont.
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una probabilidad del 95% de que el “verdadero valor de la AUC" se sitle entre
0.9282 y 0.9491 (Intervalo de Credibilidad al 95%). Y ademds, que la probabilidad
de que el "verdadero valor de la AUC" sea mayor que 0.5 -esto es, que el modelo de
regresion logistica clasifique mejor que el azar- es, después de aprender de los

datos del experimento, prdcticamente 1.

Distr. a prion de referencia; piverdadera AUC)=Beta(0.5 0.5)
0.025 -

0.0z

0.015

0.01 -

0.005

Apredizaje bayesiano sobre AUC de RL
0.02 -

0.018 -
0.016 -
0.014 -

0.0$12

0.0t -

0.008 -

0.006 -
0.004 -

0002 - Priori

a
0.75 0.5 0.85 0.9 0.95 1
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Comparacién de la exactitud diagnéstica de las predicciones realizadas con un modelo de regresién logistica, y una

red neuronal artificial. Una propuesta bayesiana

Distribucion posterior (Referencia) plverdadera AUC/AUCREL=Betal1886.5,122.9)

0.08

0.07

006 | Intervalo de Credibilidad al 95%

del valor AUC =

005 0.9282 a 0.9491

0.04

0.03

0021 Probabilidad de que AUC > 0'6=1

0.01

|:| | 1 | 1

|

|

o 0.1 02 03 04

0.5

0.6

b) Indices bayesianos de exactitud diagnéstica:

0.7

0.8

09

1

Tanto la Prevalencia como la Sensibilidad, la Especificidad y los Valores

Predictivos son probabilidades, por lo que fambién se modelizan con la distribucién

BETA. Las Razones de Verosimilitud se modelizan con la distribuciéon NORMAL,

usando la transformacion logaritmica. Para el andlisis bayesiano de referencia, se

toma como distribucién a priori la Beta (1/2, 1/2). En la tabla siguiente se

detallan sus distribuciones de verosimilitud, sus distribuciones posteriores, y los

Intervalos de Credibilidad y de Mdxima Densidad al 95%. Como en el caso anterior,

los resultados se han obtenido aplicando el Teorema de Bayes.

Observado
Pronosticado RL | Muerto | Vivo
Positivo (Muerto) 38 336 | 374
Negativo (Vivo) 5 1629 | 1634
43 1965 | 2008

Tesis Doctoral de Vicent Modesto i Alapont.
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Comparacién de la exactitud diagnéstica de las predicciones realizadas con un modelo de regresién logistica, y una

red neuronal artificial

. Una propuesta bayesiana

m

Priori Verosimilitud Posteriori
Prevalencia Bi(r=43,n=2008 P) Be(43.5, 1965.5)
Sensibilidad Bi(r=38,n=43,5) Be(38.5, 5.5)
Especificidad | 5¢(1/2.1/2) " Bi(r=1629 n=1965 F) Be(1629.5, 336.5)
VP Positivos Bi(r=38,n=374,VPP) Be(38.5, 336.5)
VP Negativos Bi(r=1629,n=1634,VPN) Be(1629.5, 5.5)
Raz Veros + RVpos = Sens/(1 - Esp)
Raz Veros - RVneg = (1 - Sens)/Esp
Media (Post) Int Credib 95% IMD 95%
Prevalencia 2.165 % 1.58 a 2.85 % 1.58a2.85 %
Sensibilidad 87.5 % 76.38 a 95.42 % 77.7 a 96.2 %
Especificidad | 82.884 % 81.19 a 84.52 % 81.19a 8452 %
VP Positivos 10.266 % 74a135 % 7.3a13.4 %
VP Negativos | 99.664 % 99.3a99.9 % 99.3a99.9 %
Raz Veros + 5.124 4.347 a 5.863
Raz Veros - 0.151 0.054 a 0.291
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Intervalo de Credibilidad 95%

de la PREVALENCIA =
0.0158 a 0.0285
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w10 Distribucion posterior (referencia); Beta (38.55.5]

Intervalo Credibilidad 95%
4l para el valor de SENSIBILIDAD =
0.7638 a 0.9542

IMD 95% = 0.777 a 0.962
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Distribucion posterior (referencia); Beta (1629.5 336.5)
0.05

0.045

0.04

0.035

0.03

0.025 Intervalo de Credibilidad 95%

sobre ESPECIFICIDAD =

0.0z 0.8119 a 0.8452

0.015

0.m

0.005
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boxplot RVp
6.0
55/
501
45|
p(RV positivos)
T mediana = 5.124
RVp sample: 100000
15 |
1.0 |
05 |
0.0 |-

ICredib 95% RV+ = 4.347 a 5.863

Si consideramos que una RV+ es fuerte cuando es superior a 5 (TABLA 3y TABLA
4, pag.43), puede calcularse la probabilidad de que la Regresidn Logistica presente

una RV+ > 5y sea por tanto un buen método diagnéstico. Asi, integrando, tenemos:

P(RV+ > 5) = 0.6354
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red neuronal artificial. Una propuesta bayesiana

03[

02/

0.1

0.0 |-

116

boxplot RVn

p(RV negativos)
mediana = 0.151

8.0
6.0
4.0
2.0
0.0

RVn sample: 100000

ICredib 95% RV- = 0.054 a 0.291

Si consideramos que una RV- es fuerte cuando es inferior a 1/5 (TABLA 3 y

TABLA 4, pag.43), puede calcularse la probabilidad de que la Regresion Logistica

presente una RV- < 1/5. y sea por tanto un buen método diagnédstico. Asi,

integrando, tenemos:

Tesis Doctoral de Vicent Modesto i Alapont.
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1.1.2.2.- Calibracion del modelo:
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A) Usando como estimador puntual por estrato el ESTIMADOR BAYESIANO CONVENCIONAL

Exitus (en ese ingreso) = Vivo Exitus (en ese ingreso) = Muerto
"Estratos" de N° nifios N° Observado p(vivir) N° Esperado Vivos f(vivir) N° Observado p(morir) N° Esperado f(morir)
Riesgo Predicho Vivos Muertos Muertos
1 964 963 0,998445596) 961,654 0,997050777] 1 0,001554404 2,346 0,002949223
2 120 120 0,995867769 119,62 0992727273 0 0,004149378 0,38 0,007272727
3 175 174 0,991477273 174,238 0,992829545 1 0,008547009 0,762 0,007170455
4 178 177 0,991620112 177,056 0,991932961 1 0,008403361 0,944 0,008067039
5 197 195 0987373737, 195,331 0,989045455 2 0,012658228 1,669 0,010954545
6 208 204 0,9784689) 204,289 0,979851675 4 0,021582734 3711 0,020148325
7 166 132 0,793413174 132,813 0,798281437] 34 0,207207207 33,187 0,201718563
8
9
10
Total 2008 1965 1965,001 43 42,999
"Estratos” p(v) p(v)*log2[1/p(v)] f(v) f(v)*log2[1f(v)] | p(v)og2[p(v)/f(v)] | f(v)*log2[f(v)/p(v)] p(m) p(m)*og2[L/p(m)] f(morir) f(m)*log2[1/f(m)] | p(m)*log2[p(m)/f(m)] | f(m)*log2[f(m)/p(m)]
1 0,998445596 0,002240787|  0,997050777 0,004248549 0,002013705 -0,002010892  0,001554404 0,014501693 0,002949223 0,024789543 -0,001436228 0,002725003
2 0,995867769 0,005949216|  0,992727273 0,010454081 0,004537937 -0,004523626(  0,004149378 0,032833566 0,007272727 0,051660275 -0,003359342 0,005888011
3 0,991477273 0,01224315|  0,992829545 0,010307602 -0,001949588 0,001952247[  0,008547009 0,058721066 0,007170455 0,051080308 0,002165427 -0,00181667
4 0,991620112 0,012038826|  0,991932961 0,011591207 -0,000451275 0,000451417  0,008403361 0,057939645 0,008067039 0,056096133 0,000495187 -0,000475369)
5 0,987373737 0,01810036|  0,989045455 0,015717187 -0,002409739 0,002413819  0,012658228 0,079794693 0,010954545 0,071339577 0,00263982 -0,002284525
6 0,9784689 0,030725977|  0,979851675 0,028773068 -0,001993515 0,001996332  0,021582734 0,119438386 0,020148325 0,113499471 0,002141389 -0,00199907
7 0,793413174 0264885545 0,798281437 0,259465919 -0,00700196 0,007044923|  0,207207207 0,470537297 0,201718563 0,465886014 0,008025204 -0,007812627
8
9
10
SUMA PARCIAL |__0,346183862 0007254434 0,007324219 0833766346 [ 0834351300 | 0010671458 0005775247
Entropiap = 1,179950208 BITS
Entropiaf=  [NENL74908986|BITS
Entropia relativa D(p//f) = 0,003417023 BITS
Entropia relativa D(f/lp) = 0,001548972 BITS
. DiSCREPANCIA INTRINSECA 6(p,f) = 0,00154897 BITS
OJ O DIVERGENCIA JEFFREYS J(p,f)=  0,004966 BITS

El modelo de RL queda a una distancia despreciable de la verdadera distribucion
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B) Usando como estimador puntual por estrato el ESTIMADOR INTRINSECO
Exitus (en ese ingreso) = Vivo Exitus (en ese ingreso) = Muerto
"Estratos" de N° nifios N° Observado p(vivir) N° Esperado Vivos f(vivir) N° Observado p(morir) N° Esperado f(morir)
Riesgo Predicho Vivos Muertos Muertos
1 964 963 0,99861783 961,654 0,997222529 1 0,00138217 2,346 0,002777471
2 120 120 0,997237569 119,62 0,994088398| 0 0,002762431 0,38 0,005911602
3 175 174 0,992409867 174,238 0,993764706| 1 0,007590133] 0,762 0,006235294
4 178 177 0,992537313 177,056 0,992850746 1 0,007462687 0,944 0,007149254
5 197 195 0,988195616 195,331 0,989870152 2 0,011804384| 1,669 0,010129848|
6 208 204 0,979233227 204,289 0,980618211 4 0,020766773 3,711 0,019381789
7 166 132 0,794 132,813 0,798878| 34 0,206 33,187 0,201122
8
9
10
Total 2008 1965 1965,001 43 42,999
"Estratos” p(v) p(v)*log2[1/p(v)] f(v) f()Mog2[Vf(v)] | p()Hog2[p(v)/f(v)] f(v)Mog2[f(v)/ip(v)] p(m) p(m)*og2[1/p(m)] f(morir) f(m)*log2[1/f(m)] | p(m)*log2[p(m)/f(m)] | f(m)*log2[f(m)/p(m)]
1 0,99861783 0,001992671 0,997222529 0,004001473 0,002014401 -0,002011586 0,00138217 0,013129024 0,00277747 0,023586316 -0,001391619 0,002796459
2 0,997237569 0,003979836 0,994088398| 0,00850338 0,004550483 -0,004536113] 0,002762431 0,023480237 0,005911602 0,043759069 -0,003032074 0,006488638|
3 0,992409867| 0,010908585 0,993764706| 0,008967524 -0,001953286 0,001955953 0,007590133] 0,053447128 0,006235294 0,045675566 0,002153074 -0,00176875|
4 0,992537313 0,010726108 0,992850746 0,010277235 -0,000452117 0,000452259 0,007462687 0,052732009 0,007149254 0,050959821 0,000461958 -0,000442556
5 0,988195616 0,016929214 0,989870152 0,01454001 -0,002413801 0,002417891 0,011804384 0,075601574 0,010129848 0,067112712 0,002605349 -0,002235761
6 0,979233227| 0,029646857 0,980618211 0,027689266 -0,001996698 0,001999522 0,020766773 0,116077522 0,019381789 0,110265992 0,002067858 -0,001929948|
7 0,794 0,264234535 0,798878 0,258798841 -0,007015937 0,00705904 0,206 0,469532454 0,201122| 0,465367586 0,007122128 -0,006953479
8
9
10
SUMA PARCIAL 0,338417805 -0,007266955 0,007336966 0,803999949 0,009986674 -0,004045397
Entropiap = 1,142417755 BITS
Entropiaf=  [E89504793|BITS

0jO

Entropia relativa D(p//f)
Entropia relativa D(f//p)

0,002719719 BITS
0,003291569 BITS

DiISCREPANCIA INTRINSECA 6(p,f) = 0,00271972 BITS
DIVERGENCIA JEFFREYS J(p,f) = 0,00601129 BITS

El modelo de RL queda a una distancia despreciable de la verdadera distribucion.
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Comparacién de la exactitud diagnéstica de las predicciones realizadas con un modelo de regresién logistica,
y una red neuronal artificial. Una propuesta bayesiana

1.2.- MODELO DE RED NEURONAL ARTIFICIAL:

La red se entrené con la misma muestra de datos de un total de 2032 nifios,
entre los que se observaron un total de 43 muertos. El modelo final de se ajusté
sélo con los 2008 nifios de los que se dispuso de todos los datos, con los siguientes

pardmetros:

rango =
2

nuh =
2.1414e-004

nus =
2.1414e-004

epoch =
100

Comienza entrenamiento
Finaliza entrenamiento

En los siguientes grdficos se representa la probabilidad de éxitus estimada por la
red en funcion de los datos de PRISM y EDAD (p(E/x)), y la superficie éptima de
clasificacién, que la red determina como P(E/x) > 0.00768706.
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60 --

o Exitus
O No exitus

= Test +
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P (Exitus|x)>0.0076806

P(Exitus|x)<

0.0076806
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1.2.1.- Evaluacion clasica de la exactitud diagnéstica:

1.2.1.1.- Capacidad discriminante:

a) Estudio de la Curva ROC:

Curva ROC del modeo de RN

T -~

0.9

0.8

0.7 -

0.6

0.5

Sensibilidad

0.3

0.2

01t 1 ltAasxs ravec1t Al A Area bajo ROC:0.95 + 0.017
Area bajo ROC:0.95 + 0.017
r r r

0 r r r r r r
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
1-Especificidad

—

La red encontré que el punto de corte optimo para el mdaximo rendimiento
diagnéstico era una probabilidad pronosticada final > 0'0076806, que da al
modelo una Sensibilidad de 0'93 y una Especificidad de 0'86.

Area bajo la curva
Area | Error Signif. Intervalo de
tipico® | Asintética® confianza
asintoético al 95%
Limite | Limite
inferior |superior
0,95 | 0,017 0,000 0,917 0,983
a Bajo el supuesto no paramétrico
b Hipétesis nula: area verdadera = 0,5
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y una red neuronal artificial. Una propuesta bayesiana

125

b) Indices de exactitud diagnéstica:

Observado
Pronosticado RN | Muerto | Vivo
Positivo (Muerto) 40 268 | 308
Negativo (Vivo) 3 1697 | 1700
43 1965 | 2008

Sensibilidad

Especificidad

Valor predictivo positivo

Valor predictivo negativo
Proporcion de falsos positivos
Proporcion de falsos negativos
Acierto

Odds ratio diagndstica

indice J de Youden

Razén de Verosimilitudes + [ LR(+)]

Razén de Verosimilitudes — [ LR(-)]

Probabilidad pre-prueba (Prevalencia)

1.2.1.2.- Calibracion del modelo:

Histograma del Hosmer-Lemeshow de la RN

IC 95%

r r r r

250 -

200 -

150 -
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100 -

r
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0.6

5 5 5
I = ntrenamiento
-Validacic’)n
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Tabla de contingencias para la prueba de Hosmer y Lemeshow

Exitus (en ese ingreso)

Vivo Muerto Total de
nifios
Estratos | Observado | Esperado | Observado | Esperado
de Riesgo
1 962 961.654 2 2.346 964
2 120 119.62 0 0.38 120
3 174 174.238 1 0.762 175
4 177 177.056 1 0.944 178
5 195 195.331 2 1.669 197
6 204 204.289 4 3.711 208
7 132 132.113 34 33.987 166
Prueba de Hosmer y Lemeshow
Ji-Cuadrado Grados Libertad Significacion

0,59958 5 0.9881

No se puede descartar la hipétesis nula de “bondad de ajuste”

1.2.2.- Evaluacion bayesiana de la exactitud diagnéstica:

1.2.2.1.- Capacidad discriminante:

a) Estudio bayesiano de la Curva ROC:

Se considera que la AUC es una probabilidad, por lo que se modeliza con la
distribucion BETA. Para el andlisis bayesiano de referencia, se toma como
distribucidn a priori sobre el pardmetro "verdadero valor de la AUC" la Beta (1/2,
1/2). Por el estudio cldsico y mediante el método trapezoidal, se sabe que el drea
bajo curva ROC es 0.95, y que el tamafio muestral es n = 2008, por lo que la funcién
de verosimilitud conjugada de la Beta que modeliza el experimento es la Binomial

(r=1908, n=2008, AUC).
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Aplicando el teorema de Bayes, se obtiene que la distribucion posterior
sobre el prdmetro “verdadero valor de la AUC" es la distribucion Beta (1908.5,
100.5), cuya media es AUC = 0.95. Integrdndola, podemos calcular que tenemos
una probabilidad del 95% de que el “verdadero valor de la AUC" se sitie entre
0.9400 y 0.9591 (Intervalo de Credibilidad al 95%). Y ademds, que la probabilidad
de que el "verdadero valor de la AUC" sea mayor que 0.5 -esto es, que el modelo de
Red Neuronal clasifique mejor que el azar- es, después de aprender de los datos
del experimento, prdcticamente 1.

Distr. a priori de referencia: p(verdadera AUC)=Beta(0.5,0.5)

0.025

0.02~

0.015

7

0.01r

0.005

—T

/
0 r r r r r r r r r L

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Apredizaje bayesiano sobre AUC de RN
0.09

0.08

I

0.07

I

0.06

T

Posterior

0.05

T

0.04 -

0.03 -

0.02 -

0.01+ L |
Priori

0.85 0.9 0.95 1
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Distribucion posterior (Referencia) p(verdadera AUC/AUCRN)=Beta(1908.5,100.5)

0.09

0.08

0.07

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

i Intervalo de Credibilidad al 95%
del valor AUC =
i 0.9400 a 0.9591
Probabilidad de que AUC >0.5=1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

b) Indices bayesianos de exactitud diagnéstica:

Tanto la Prevalencia como la Sensibilidad, la Especificidad y los Valores

Predictivos son probabilidades, por lo que también se modelizan con la distribucién

BETA. Las Razones de Verosimilitud se modelizan con la distribuciéon NORMAL,

usando la transformacion logaritmica. Para el andlisis bayesiano de referencia, se

toma como distribucién a priori la Beta (1/2, 1/2). En la tabla siguiente se

detallan sus distribuciones de verosimilitud, sus distribuciones posteriores, y los

Intervalos de Credibilidad y de Mdxima Densidad al 95%. Como en los casos

anteriores, los resultados se han obtenido aplicando el Teorema de Bayes.
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Observado

Pronosticado RN | Muerto | Vivo

Positivo (Muerto) 40 268 | 308
Negativo (Vivo) 3 1697 | 1700
43 1965 | 2008

Priori Verosimilitud Posteriori
Prevalencia Bi(r=43,n=2008,P) Be(43.5, 1965.5)
Sensibilidad Bi(r=40,n=43,S) Be(40.5, 3.5)
Especificidad | 22(1/21/2) ™ Bi(r=1697 n=1965 E) Be(1697.5, 268.5)
VP Positivos Bi(r=40,n=308,VPP) Be(40.5, 268.5)
VP Bi(r=1697,n=1700,VPN) Be(1697.5, 3.5)
Negativos
Raz Veros + RVpos = Sens/(1 - Esp)
Raz Veros - RVneg = (1 - Sens)/Esp
Media (Post) Int Credib 95% IMD 95%

Prevalencia

Sensibilidad

Especificidad

VP Positivos

VP Negativos

Raz Veros +

Raz Veros -
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Distribucion posterior (Referencia) p(PrevPrevkRN)=Beta(43.5,2008.5)
0.14

!

7
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1

1
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Distribucion posterior (Referencia) p(Sen/SenRN)=Beta(40.5,3.5)

0.012 -~
0.01~
0.008 -
Intervalo Credibilidad 95%
para el valor de
0.006 - SENSIBILIDAD =
0.8254 a 0.9800
0.004 |- N
IMD 95% =0.841 a 0.987
0.002 -

Tesis Doctoral de Vicent Modesto i Alapont. Departamento de EC, MPySP e HC. Universitat d'Alacant



Muerte en UCIP estimada con el "PRISM":
Comparacién de la exactitud diagnéstica de las predicciones realizadas con un modelo de regresién logistica,

y una red neuronal artificial. Una propuesta bayesiana

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

Tesis Doctoral de Vicent Modesto i Alapont.

132

Distribucion posterior (Referencia) p(Esp/EspRN)=Beta(1697.5,268.5)

- |
|
L Intervalo Credibilidad 95%
sobre ESPECIFICIDAD = ‘
0.8479 a 0.8782 |
N ‘
o
ol
£ r E r r r r r ‘Lr_ r
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80[
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boxplot RVp

p(RV positivos)
mediana = 6.761
RVp sample: 100000
10 [
0.75 |-
05 I
0.25 |-
0.0 |-

4.0 6.0 8.0

ICredib 95% RV+ =5.795 a 7.726

Si consideramos que una RV+ es fuerte cuando es superior a 5 (TABLA 3y TABLA

4, pag.43), puede calcularse también la probabilidad de que la Red Neuronal

presente una RV+ > 5y sea por tanto un buen método diagnéstico. Asi, integrando,

tenemos:
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P(RV+ > 5) = 0.9998
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boxplot RVn
0.2
0.15 |-
0.1}
0.05 |-
00 p(RV negativos)
mediana = 0.093

RVn sample: 100000
100 |-
75 [
50 [
25 [
0.0 [ -"I

| | |
-0.2 0.0 0.2 0.4
ICredib 95% RV- = 0.023 a 0.206

Si consideramos que una RV- es fuerte cuando es inferior a 1/5 (TABLA 3 y
TABLA 4, pag.43), puede calcularse la probabilidad de que la Red Neuronal
presente una RV- < 1/5. y sea por tanto un buen método diagnéstico. Asi,

integrando, tenemos:

P(RV- < 1/5) = 0.9735
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1.2.2.2.- Calibracion del modelo:
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A) Usando como estimador puntual por estrato el ESTIMADOR BAYESIANO CONVENCIONAL

Exitus (en ese ingreso) = Vivo

Exitus (en ese ingreso) = Muerto

Tesis Doctoral de Vicent Modesto i Alapont.

El modelo de RN queda a una distancia despreciable de la verdadera distribucion

Departamento de EC, MPySP e HC. Universitat d'Alacant

"Estratos" de N° nifios N° Observado p(vivir) N Esperado Vivos f(vivir) N° Observado p(morir) N° Esperado f(morir)
Riesgo Predicho Vivos Muertos Muertos
1 964 962 0,997409326 961,654 0,997050777] 2 0,002590674 2,346 0,002949223
2 120 120 0,995867769 119,62 0,992727273 0 0,004149378 0,38 0,007272727
3 175 174 0,991477273 174,238 0,992829545 1 0,008547009 0,762 0,007170455
4 178 177 0,991620112 177,056 0,991932961 1 0,008403361 0,944 0,008067039
5 197 195 0,987373737 195,331 0,989045455 2 0,012658228 1,669 0,010954545
6 208 204 0,9784689 204,289 0,979851675 4 0,021582734 3711 0,020148325
7 166 132 0,793413174 132,113 0,79408982 34 0,207207207, 33,987 0,206508982
8
9
10
Total 2008 1964 1964,301 44 43,799
“Estratos” p(v) p(v)10g2[Up(v)] f(v) fv)log2{f(v)] | p()1og2pWAV)] | f(v)Iog2[f(v)ip(v)] p(m) p(m)log2[1/p(m)] f(morir) f(m)*log2[1f(m)] | p(m)log2[p(m)f(m)] | f(m)*og2{f(m)/p(m)]
1 0,997409326 0,003732706 0,997050777 0,004248549 0,00051737 -0,000517184 0,002590674 0,022260251 0,002949223 0,024789543 -0,000484476 0,000551527,
2 0,995867769 0,005949216|  0,992727273 0,010454081 0,004537937 -0,004523626, 0,004149378 0,032833566 0,007272727 0,051660275 -0,003359342 0,005888011
3 0,991477273 0,01224315  0,992829545 0,010307602 -0,001949588 0,001952247(  0,008547009 0,058721066 0,007170455 0,051080308 0,002165427 -0,00181667,
4 0,991620112 0,012038826]  0,991932961 0,011591207 -0,000451275 0,000451417|  0,008403361 0,057939645 0,008067039 0,056096133 0,000495187 -0,000475369
5 0,987373737 0,01810036|  0,989045455 0,015717187 -0,002409739 0,002413819  0,012658228 0,079794693 0,010954545 0,071339577 0,00263982 -0,002284525
6 0,9784689 0,030725977|  0,979851675 0,028773068 -0,001993515 0,001996332  0,021582734 0,119438386 0,020148325 0,113499471 0,002141389 -0,00199907]
7 0,793413174 0,264885545 0,79408982 0,264134836 -0,000975779 0,000976611] 0,207207207 0,470537297 0,206508982 0,469957356 0,001009027 -0,001005627
8
9
10
SUMA PARCIAL | 0,347675781 [ 0,34500653 0,002724588 0,002749615 0,841524904 [ 0838420664 | 0004607033 0,001141723
Entropiap = 1,189200685 BITS
Entropia f = 1,183649194| BITS
Entropia relativa D(p//f) = 0,001882445 BITS
Entropia relativa D(f/lp) = 0,001607892 BITS
. DiISCREPANCIA INTRINSECA &(p,f) = 0,00160789 BITS
OJ O DIVERGENCIA JEFFREYS J(p,f) = 0,00349034 BITS
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B) Usando como estimador puntual por estrato el ESTIMADOR INTRINSECO

Exitus (en ese ingreso) = Vivo

Exitus (en ese ingreso) = Muerto

Tesis Doctoral de Vicent Modesto i Alapont.

0j0

DISCREPANCIA INTRINSECA 3(p.f)
DIVERGENCIA JEFFREYS J(p.f)

01
0,

00116061 BITS
00446449 BITS

El modelo de RN queda a una distancia despreciable de la verdadera distribucion.
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"Estratos" de NC nifios N° Observado p(vivir) N Esperado Vivos f(vivir) N° Observado p(morir) N Esperado f(morir)
Riesgo Predicho Vivos Muertos Muertos
1 964 962 0,997581202 961,654 0,997222529 2 0,002418798 2,346 0,002777471
2 120 120 0,997237569 119,62 0,994088398 0 0,002762431 0,38 0,005911602
3 175 174 0,992409867 174,238 0,993764706] 1 0,007590133 0,762 0,006235294
4 178 177 0,992537313 177,056 0,992850746f 1 0,007462687 0,944 0,007149254
5 197 195 0,988195616 195,331 0,989870152 2 0,011804384 1,669 0,010129848
6 208 204 0,979233227 204,289 0,980618211 4 0,020766773 3711 0,019381789
7 166 132 0,794 132,113 0,794678 34 0,206) 33,987 0,205922
8
9
10
Total 2008 1964 1964,301 44 43,799
"Estratos” p(v) p(v)*log2[1/p(v)] f(v) f(v)*log2[Lf(v)] [ p(v)*log2[p(v)/f(v)] | f(v)*log2[f(v)/p(v)] p(m) p(m)*log2[1/p(m)] f(morir) f(m)*log2[L/f(m)] [ p(m)*og2p(m)f(m)] | f(m)*log2[f(m)/p(m)]
1 0,997581202 0,003485363|  0,997222529 0,004001473 0,000517549 -0,000517363 0,002418798 0,021022965 0,002777471 0,023586316 -0,000482506 0,000554054
2 0,997237569 0,003979836]  0,994088398 0,00850338 0,004550483 -0,004536113 0,002762431] 0,023480237 0,005911602 0,043759069 -0,003032074 0,006488638
3 0,992409867 0,010908585|  0,993764706] 0,008967524 -0,001953286 0,001955953 0,007590133 0,053447128 0,006235294 0,045675566 0,002153074 -0,00176875)
4 0,992537313 0,010726108|  0,992850746) 0,010277235 -0,000452117 0,000452259 0,007462687 0,052732009 0,007149254 0,050959821 0,000461958 -0,000442556,
5 0,988195616 0,016929214 0,989870152| 0,01454001 -0,002413801 0,002417891 0,011804384 0,075601574, 0,010129848 0,067112712 0,002605349 -0,002235761
6 0,979233227 0,029646857|  0,980618211 0,027689266 -0,001996698 0,001999522 0,020766773 0,116077522 0,019381789 0,110265992 0,002067858 -0,001929948,
7 0,794 0,264234535 0,794678 0,263481602 -0,00097773 0,000978565 0,206 0,469532454 0,205922) 0,469467179 0,000112552 -0,000112509
8
9
10
SUMA PARCIAL | 0,339910498 -0,0027256 0,002750714 0,811893889 0,003886211 0,000553168
Entropiap = 1,151804387 BITS
Entropiaf=  [NNI48287447 BITS
Entropia relativa D(p//f) = 0,001160611 BITS
Entropia relativa D(f/fp) = 0,003303882 BITS
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2.- 2% FASE: VALIDACION DE LOS TESTS

2.1.- MODELO PREDICTIVO DE REGRESION LOGISTICA:

La muestra de validacién estuvo formada por los datos de un total de 194
nifios, entre los que se observaron un total de 11 muertos. Para cada uno de los 180
nifios de los que se dispuso de todos los datos de PRISM, se calculé una
probabilidad de muerte utilizando el modelo logistico final obtenido durante la fase
de desarrollo. Asi, para cada nifio, se calculé:

1

P(muerte/estimacionRL) = [ (6016:0146PREN ]

1+

Utilizando como punto de corte p(muerte/estimacionRL) > 0.011, esta prediccion
se comparé con el resultado final de muerte en ese ingreso, evaluando asi su

rendimiento diagnéstico.

2.1.1.- Evaluacion clasica de la exactitud diagndstica:

2.1.1.1 - Capacidad discriminante:

a) Estudio de la Curva ROC:
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Curva ROC

1,0

0,0 / . .
0,0 '3 5 8 10

1 - Especificidad

Los segmentos diagonales son producidos por los empates.

Area bajo la curva

Intervalo de confianza
Area Error Signif. asintoético al 95%
tipico |Asintética®| Limite Limite Método
inferior superior
0,0325 0,000 0,8774 1,0049 DelLong
0,9412 :
0,0549 0,000 0,8336 1,0488 Hanley & McNeil

b Hipoétesis nula: area verdadera = 0,5
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b) Indices de exactitud diagnéstica:

Observado
Pronosticado RL | Muerto | Vivo
Positivo (Muerto) 9 41 50
Negativo (Vivo) 0 130 130
9 171 180
IC 95%
Sensibilidad 100,0% 100,0% a 100,0%
Especificidad 76,0% 69,6% a 82,4%
Valor predictivo positivo 18,0% 7,4% a 18,6%
Valor predictivo negativo 100,0% 100,0% a 100,0%
Proporcion de falsos positivos 24,0% 17,6% a 34,4%
Proporcién de falsos negativos 0,0% 0,0% a 0,0%
Acierto 77,2% 71,1% a 83,3%
Odds ratio diagndstica 36,85 14,40 a 94,31
Indice J de Youden 0,8
Razdn de Verosimilitudes + [ LR(+)] 4,17 3,19 a 5,45
Razdn de Verosimilitudes — [ LR(-)] 0,00 No se puede calcular
Probabilidad pre-prueba (Prevalencia) 5,0%

2.1.1.2.- Calibracion del modelo:

Tabla de contingencias para la prueba de Hosmer y Lemeshow

Exitus (en ese ingreso)
Vivo Muerto Total de
nifos
Estratos | Observado | Esperado | Observado | Esperado
de Riesgo
1 49 48.8808 0 0.1192 49
2 5 4.9859 0 0.0141 5
3 29 28.8820 0 0.1180 29
4 8 7.9597 0 0.0403 8
5 19 18.8812 0 0.1188 19
6 20 19.8151 0 0.1849 20
7 19 18.7545 2 2.2455 21
8 11 10.7406 0 0.2594 11
9 11 12.1766 7 5.8234 18
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Prueba de Hosmer y Lemeshow

Ji-Cuadrado Grados Libertad Significacion
1.2472 7 0.9898

No se puede descartar la hipétesis nula de "bondad de ajuste”

2.1.2.- Evaluacion bayesiana de la exactitud diagndstica:

2.1.2.1.- Capacidad discriminante:

a) Estudio bayesiano de la Curva ROC:

Se considera que la AUC es una probabilidad, por lo que se modeliza con la
distribucion BETA. Para el andlisis bayesiano de referencia, se toma como
distribucion a priori sobre el pardmetro "verdadero valor de la AUC" la Beta (1/2,
1/2). Por el estudio cldsico y mediante el método trapezoidal, se sabe que el drea
bajo curva ROC es 0.941, y que el tamaiio muestral es n = 180, por lo que la funcién
de verosimilitud conjugada de la Beta que modeliza el experimento es la Binomial
(r=169, n=180, AUC).

Aplicando el teorema de Bayes, se obtiene que la distribucion posterior
sobre el prdmetro “verdadero valor de la AUC" es la distribucion Beta (169.5,
11.5), cuya media es AUC = 0.9365. Integrdandola, podemos calcular que tenemos
una probabilidad del 95% de que el "verdadero valor de la AUC" se sitle entre
0.897 y 0.967 (Intervalo de Credibilidad al 95%). Ya que es asimétrica, convendria
estimar el IMD. En este caso IMD 95% = 0.9 a 0.969. La probabilidad de que el
"verdadero valor de la AUC" sea mayor que 0.5 -esto es, que el modelo de
regresion logistica clasifique mejor que el azar- es, después de aprender de los

datos del experimento, prdcticamente 1.
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Verosimilitud

Posteriori

Priori
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WALIDACION: Distribucion posterior (Referencia) piverdadera AUC/AUCRL=Eeta(163.5,11.5)
0.025 —

0.02 -
Intervalo de Credibilidad al 95%
del valor AUC =
0.015 — 0.8967 a 0.9671
IMD 95% =0.900 a 0.969
0.01 -
Probabilidad de que AUC >05=1
0.0058 —
0 | | | | | | | | | |

b) Indices bayesianos de exactitud diagnéstica:

Tanto la Prevalencia como la Sensibilidad, la Especificidad y los Valores
Predictivos son probabilidades, por lo que tfambién se modelizan con la distribucién
BETA. Las Razones de Verosimilitud se modelizan con la distribuciéon NORMAL,
usando la transformacion logaritmica. Para el andlisis bayesiano de referencia, se
toma como distribucién a priori la Beta (1/2, 1/2). En la tabla siguiente se
detallan sus distribuciones de verosimilitud, sus distribuciones posteriores, y los
Intervalos de Credibilidad y de Mdxima Densidad al 95%. Los resultados se han

obtenido aplicando el Teorema de Bayes.
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Observado
Pronosticado RL | Muerto | Vivo
Positivo (Muerto) 9 41 50
Negativo (Vivo) 0 130 130
9 171 180
Priori Verosimilitud Posteriori
Prevalencia Bi(r=9,n=180 P) Be(9.5, 171.5)
Sensibilidad Bi(r=9,n=9,5) Be(9.5, 0.5)

Especificidad

VP Positivos

VP Negativos

Be(1/2,1/2)

Bi(r=130,n=171,E)

Be(130.5, 41.5)

Bi(r=9,n=50,VPP)

Be(9.5, 41.5)

Bi(r=130,n=130,VPN)

Be(130.5, 0.5)

Raz Veros +

RVpos = Sens/(1 - Esp)

Raz Veros -

RVneg = (1 - Sens)/Esp

Media (Post) Int Credib 95% IMD 95%
Prevalencia 5.00 % 25089 % 22a85%
Sensibilidad 95.0 % 76.24 0 99.999 % | 76.24 a 99.999 %
Especificidad 76.0 % 69.22 a 81.95 % 69.4a82.1%
VP Positivos 19.0 % 9.3a30.3% 8.6a29.3 %
VP Negativos 99.8 % 98.1 a 99.999 % 98.3 a 99.999 %
Raz Veros + 4.011 2.477 a 5.54
Raz Veros - 0.03196 0.00007 a 0.3156
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VALIDACION: Distribucion posterior (Referencia) p(PreviPrevRL)=Beta(9.5,171.5)
0.03~

7

0.025

0.02 [~

0.015

1

0.01

1

7

0.005
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VALIDACION: Distribucion posterior (Referencia) p(Sen/SenRL)=Beta(9.5,0.5)
0.12r

0.08 [~

Intervalo Credibilidad al 95%
0.06 - para el valor de SENSIBILIDAD =
0.7624 a 0.9999

1

0.04

7

0.02
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VALIDACION: Distribucion posterior (Referencia) p(Esp/EspRL)=Beta(130.5,41.5)

0.014 -

7

0.012

7

0.01

7

0.008

1

0.006

1

0.004

7

0.002

Intervalo Credibilidad al 95%
sobre ESPECIFICIDAD = |
0.6922 a 0.8195 |
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6.0

5.0

4.0

30

20

148

boxplot RVp
p(RV positivos)
- mediana = 4.011
RVp sample: 100000
0.8 |-
0.6 |-
04 |-
02|
0.0 |-

| | | |
0.0 2.0 4.0 6.0

ICredib 95% RV+ = 2.477 a 5.54

Si consideramos que una RV+ es fuerte cuando es superior a 5 (TABLA 3y TABLA

4, pag.43), puede calcularse también la probabilidad de que la Regresién Logistica

presente una RV+ > 5y sea por tanto un buen método diagnéstico. Asi, integrando,

tenemos:

Tesis Doctoral de Vicent Modesto i Alapont.

P(RV+ > 5) = 0.06358
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boxplot RVn

04 p(RV negativos)
mediana = 0.03196
03
02}
01
00}
RVn sample: 100000

300 |

200 |

100 |- I\_

0.0 |- :

| |
-025 00 02 05 05
ICredib 95% RV- = 0.00007 a 0.3156

Si consideramos que una RV- es fuerte cuando es inferior a 1/5 (TABLA 3 y
TABLA 4, pag.43), puede calcularse la probabilidad de que la Regresion Logistica
presente una RV- < 1/5. y sea asi un buen método diagnéstico. Asi, integrando,

tenemos:

P(RV- < 1/5) = 0.9183
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150

2.1.2.2.- Calibracion del modelo:

Tabla de contingencias para la prueba de Hosmer y Lemeshow

Exitus (en ese ingreso)
Vivo Muerto Total de
nifios
Estratos | Observado | Esperado | Observado | Esperado
de Riesgo
1 49 48.8808 0 0.1192 49
2 5 4.9859 0 0.0141 5
3 29 28.8820 0 0.1180 29
4 8 7.9597 0 0.0403 8
5 19 18.8812 0 0.1188 19
6 20 19.8151 0 0.1849 20
7 19 18.7545 2 2.2455 21
8 11 10.7406 0 0.2594 11
9 11 12.1766 7 5.8234 18

a) Usando el estimador bayesiano convencional:

Entropia Observados = 2.9859 bits
Entropia Esperados = 3.1980 bits

Entropia Relativa Obs a Esp: D(o||e) = 0.0235 bits
Entropia Relativa Esp a Obs: D(o||e) = 0.0245 bits

Divergencia de Jeffreys J(o,e) = 0.048 bits
Discrepancia Intrinseca 3(o,e) = 0.0235 bits

El modelo de RL queda a una distancia despreciable de la observada
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b) Usando el estimador bayesiano intrinseco:
Entropia Observados = 2.5947 bits
Entropia Esperados = 2.8356 bits

Entropia Relativa Obs a Esp: D(o||e) = 0.0280 bits
Entropia Relativa Esp a Obs D(o||e) = 0.0302 bits

Divergencia de Jeffreys J(o,e) = 0.0582 bits
Discrepancia Intrinseca 8(o,e) = 0.0280 bits

El modelo de RL queda a una distancia despreciable de la observada

2.2.- MODELO DE RED NEURONAL ARTIFICIAL:

A la misma red que se habia entrenado durante la fase de desarrollo, se la
enfrenté con los datos de los 180 nifios de la cohorte de validacién, para evaluar su
rendimiento diagnéstico. Se utilizé el mismo punto de corte: una probabilidad
pronosticada por la red > 0'0076806.

En los siguientes grdficos se representa la superficie de clasificacidn,
usando como punto de corte p(E/x) > 0.00768706, y, para cada nifio, la p(E/x): la
probabilidad de éxitus estimada por la red en funcién de los datos de PRISM y

EDAD.
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Comparacién del rendimiento diagnéstico de las predicciones realizadas con un modelo de regresién logistica,

y una red neuronal artificial. Una propuesta bayesiana

45

40

35

30

PRISM
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o Exitus

o No exitus

= Test +

t  Test -
P(Exitus|x)>0.0076806
P(Exitus|x)<=0.0076806

250
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y una red neuronal artificial. Una propuesta bayesiana
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2.2.1.- Evaluacion clasica de la exactitud diagndstica:

2.2.1.1.- Capacidad discriminante:

a) Estudio de la Curva ROC:

VALIDACION: Curva ROC del modelo de RN

]
@
S
S 05
2
<)
N 04r-
0.3~
0.2~
0.1+
~— Area bajo ROC:0.95 + 0.027
0 r r r r r r r r r r L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
1-Especificidad
Area bajo la curva
) Intervalo de confianza
Area Error Signif. asintoético al 95%
tipico |Asintética®| Limite Limite Método
inferior superior
0,0230 0,000 0,9102 1,0002 DelLong
0,9552 :
0,0485 0,000 0,8602 1,0501 Hanley & McNeil

b Hipétesis nula: area verdadera = 0,5
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b) Indices de exactitud diagnéstica:

Observado
Pronosticado RL | Muerto | Vivo
Positivo (Muerto) 8 22 30
Negativo (Vivo) 1 149 150
9 171 180
IC 95%
Sensibilidad 88,9% 68,4% a 109,4%
Especificidad 87,1% 82,1% a 92,2%
Valor predictivo positivo 26,7% 10,8% a 42,5%
Valor predictivo negativo 99,3% 98,0% a 100,6%
Proporcidén de falsos positivos 12,9% 7,8% a 17,9%
Proporcién de falsos negativos 11,1% -9,4% a 31,6%
Acierto 87,2% 82,3% a 92,1%
Odds ratio diagndstica 53,15 13,42 a 219,5
Indice J de Youden 0,8
Razdn de Verosimilitudes + [ LR(+)] 6,91 4,39 a 10,87
Razdn de Verosimilitudes — [ LR(-)] 0,13 0,02 a 0,81
Probabilidad pre-prueba (Prevalencia) 5,0%

2.2.1.2.- Calibracion del modelo:

Tabla de contingencias para la prueba de Hosmer y Lemeshow

Exitus (en ese ingreso)
Vivo Muerto
Estratos | Observado | Esperado | Observado | Esperado TOF?I de
de Riesgo ninos
1 49 48.8808 0 0.1192 49
2 5 49859 0 0.0141 5
3 29 28.8820 0 0.1180 29
4 8 7.9597 0 0.0403 8
5 19 18.8812 0 0.1188 19
6 20 19.8151 0 0.1849 20
7 20 19.7342 1 1.2658 21
8 10 9.7832 1 1.2168 11
9 11 11.7899 7 6.2101 18
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Prueba de Hosmer y Lemeshow

Ji-Cuadrado Grados Libertad Significacion
0.8585 7 0.9968

No se puede descartar la hipétesis nula de "bondad de ajuste”

2.2.2.- Evaluacion bayesiana de la exactitud diagnédstica:

2.2.2.1.- Capacidad discriminante:

a) Estudio bayesiano de la Curva ROC:

Se considera que la AUC es una probabilidad, por lo que se modeliza con la
distribucion BETA. Para el andlisis bayesiano de referencia, se toma como
distribucion a priori sobre el pardmetro “verdadero valor de la AUC" la Beta (1/2,
1/2). Por el estudio cldsico y mediante el método trapezoidal, se sabe que el drea
bajo curva ROC es 0.9552, y que el tamafio muestral es n = 180, por lo que la
funcion de verosimilitud conjugada de la Beta que modeliza el experimento es la
Binomial (r=172, n=180, AUC).

Aplicando el teorema de Bayes, se obtiene que la distribucién posterior
sobre el prdmetro “verdadero valor de la AUC" es la distribucion Beta (172.5,
8.5), cuya media es AUC = 0.953. Integrdndola, podemos calcular que tenemos
una probabilidad del 95% de que el “verdadero valor de la AUC" quede entre
0.9179 y 0.9788 (Intervalo de Credibilidad al 95%). Como es asimétrica, estimamos
el IMD, que resulta ser IMD 95% = 0.922 a 0.981. La probabilidad de que el
"verdadero valor de la AUC" sea mayor que 0.5 -esto es, que el modelo de
regresion logistica clasifique mejor que el azar- es, después de aprender de los

datos del experimento, prdcticamente 1.
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Verosimilitud

Posterior

Priori
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WALIDACION: Distribucion posterior (Referencia) piverdadera AUC/AUCRN=Beta(172.5 3.5)

0.03
0.025 F
Intervalo de Credibilidad al 95%
0.02 - del valor AUC =
0.9179a0.9788
0015} IMD 95% = 0.922 a 0.981
0.01F .
Probabilidad de que AUC >05=1
0.005 F
I:I 1 1 1 1 1 1 1 1

b) Indices bayesianos de exactitud diagnéstica:

Tanto la Prevalencia como la Sensibilidad, la Especificidad y los Valores
Predictivos son probabilidades, por lo que tfambién se modelizan con la distribucién
BETA. Las Razones de Verosimilitud se modelizan con la distribuciéon NORMAL,
usando la transformacion logaritmica. Para el andlisis bayesiano de referencia, se
toma como distribucion a priori sobre ellas la Beta (1/2, 1/2). En la tabla
siguiente se detallan sus distribuciones de verosimilitud, sus distribuciones
posteriores, y los Intervalos de Credibilidad y de Mdxima Densidad al 95%. Los

resultados se han obtenido aplicando el Teorema de Bayes.
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159

Observado
Pronosticado RL | Muerto | Vivo
Positivo (Muerto) 8 22 30
Negativo (Vivo) 1 149 150
9 171 180
Priori Verosimilitud Posteriori
Prevalencia Bi(r=9,n=180,P) Be(9.5, 171.5)
Sensibilidad Bi(r=8,n=9,5) Be(8.5, 1.5)
Especificidad | 22/21/2) [ Bi(r=149 n=171F) Be(149.5, 22.5)
VP Positivos Bi(r=8,n=30,VPP) Be(8.5, 22.5)
VP Negativos Bi(r=149,n=150,VPN) Be(149.5, 1.5)
Raz Veros + RVpos = Sens/(1 - Esp)
Raz Veros - RVneg = (1 - Sens)/Esp
Media (Post) Int Credib 95% IMD 95%
Prevalencia
Sensibilidad
Especificidad

VP Positivos

VP Negativos

Raz Veros +

Raz Veros -

Tesis Doctoral de Vicent Modesto i Alapont. Departamento de EC, MPySP e HC. Universitat d'Alacant



Muerte en UCIP estimada con el indice "PRISM" 160
Comparacién del rendimiento diagndstico de las predicciones realizadas con un modelo de regresién logistica,
y una red neuronal artificial. Una propuesta bayesiana

VALIDACION: Distribucion posterior (Referencia) p(PreviPrevRN)=Beta(9.5,171.5)
0.03~

0.025

7

7

0.02

0.015

1

0.01

1

0.005
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VALIDACION: Distribucion posterior (Referencia) p(Sen/SenRN)=Beta(8.5,1.5)
-3
x 10

3.5

Intervalo Credibilidad al 95%
250 para el valor de SENSIBILIDAD =
0.5855 a 0.9877

2L
IMD 95% = 0.623 a 0.998
15
1k
0.5
ot r r r r
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VALIDACION: Distribucion posterior (Referencia) p(Esp/EspRN)=Beta(149.5,22.5)
0.016 -
f\

7

0.014

0.012

1

7

0.01
Intervalo Credibilidad al 95%

0.008 - sobre ESPECIFICIDAD =
0.8151 a 0.9152 |
0.006 v“
0.004 - | H
"“ \
0.002 - / |
o- r r r r r r r /r r \_r
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boxplot RVp
ol p(RV positivos)
' mediana = 6.581
100 |-
8.0 |
6.0 [
40 |-

RVp sample: 100000

i i i i
0.0 5.0 100 150
ICredib 95% RV+ = 3.985 a 10.47

Si consideramos que una RV+ es fuerte cuando es superior a 5 (TABLA 3y TABLA
4, pag.43), puede calcularse también la probabilidad de que la Red Neuronal
presente una RV+ > 5y sea por tanto un buen método diagnéstico. Asi, integrando,

tenemos:

P(RV+ > 5) = 0.8738
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boxplot RVn
06 | p(RV negativos)
mediana = 0.1461
04|
0.2 |
0.0 |-

RVn sample: 100000

40 |-
30 |-
20 |
1.0 [
0.0 |-

| | |

| | |
-025 00 02 05 0/5
ICredib 95% RV- =0.014 a 0.4796

Si consideramos que una RV- es fuerte cuando es inferior a 1/5 (TABLA 3 y
TABLA 4, pag.43), puede calcularse la probabilidad de que la Red Neuronal
presente una RV- < 1/5 y sea por tanto un buen método diagnéstico. Asi,

integrando, tenemos:

P(RV- < 1/5) = 0.655
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165

2.2.2.2.- Calibracion del modelo

Tabla de contingencias para la prueba de Hosmer y Lemeshow

Exitus (en ese ingreso)
Vivo Muerto Total de
nifios
Estratos | Observado | Esperado | Observado | Esperado
de Riesgo
1 49 48.8808 0 0.1192 49
2 5 4.9859 0 0.0141 5
3 29 28.8820 0 0.1180 29
4 8 7.9597 0 0.0403 8
5 19 18.8812 0 0.1188 19
6 20 19.8151 0 0.1849 20
7 19 18.7545 2 2.2455 21
8 11 10.7406 0 0.2594 11
9 11 12.1766 7 5.8234 18

a) Usando el estimador bayesiano convencional:

Entropia Observados = 2.7789 bits
Entropia Esperados = 2.9866 bits

Entropia Relativa Obs a Esp: D(o||e) = 0.0134 bits
Entropia Relativa Esp a Obs: D(o||e) = 0.0138 bits

Divergencia de Jeffreys J(o,e) = 0.0271 bits
Discrepancia Intrinseca 3(o,e) = 0.0134 bits

El modelo de RN queda a una distancia despreciable de la observada
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b) Usando el estimador bayesiano intrinseco:

Entropia Observados = 2.7608 bits
Entropia Esperados = 2.9842 bits

Entropia Relativa Obs a Esp: D(o||e) = 0.0153 bits
Entropia Relativa Esp a Obs: D(o||e) = 0.0161 bits

Divergencia de Jeffreys J(o,e) = 0.0314 bits
Discrepancia Intrinseca 8(o,e) = 0.0153 bits

El modelo de RN queda a una distancia despreciable de la observada
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3.- 3° FASE: COMPARACION DE LA EXACTITUD
DIAGNOSTICA ENTRE AMBOS TEST

3.1.- EVALUACION CLASICA DE LA DIFERENCIA EN LA
EXACTITUD DIAGNOSTICA:

3.1.1.- Diferencia en la Capacidad Discriminante:

3.1.1.1.- Andlisis del Area bajo las curvas ROC (AUC):

Curva ROC

1,0 I
,5- Procedencia
0 Linea de referencia
13 h
Y ROC paraRN
0,0 . . . % ROC paraRL
0,0 ,3 ,5 ,8 1,0

1 - Especificidad

Los segmentos diagonales son producidos por los empates.
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Cuando se trata de curvas ROC correlacionadas, la comparacion cldsica se

hace con la prueba no paramétrica de De Long'.

Area bajo las curvas ROC

Intervalo de confianza

Curva Area Error asintotico al 95%
(AUC) tipico Limite Limite Método
inferior superior
Red Neuronal 0,9552 | 0,0230 0,9102 1,0002
— DelLong
Regr. Logistica | 0,9412 | 0,0325 0,8774 1,0049

Prueba de DeLong de la homogeneidad

de las areas bajo las curvas ROC (areas correlacionadas)

Ji-Cuadrado

Grados de Libertad Valor p

0,8862

1

0,3465

3.1.2.- Diferencia en la Calibracion:

Cldsicamente, no se utiliza ninglin test capaz de encontrar diferencias

estadisticamente significativas en la calibracion de dos métodos.
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3.2.- PROPUESTA DE EVALUACION BAYESIANA DE LA
DIFERENCIA EN LA EXACTITUD DIAGNOSTICA:

3.2.1.- Diferencia en la Capacidad Discriminante:

3.2.1.1.- Andlisis bayesiano del Area bajo las curvas ROC (AUC):

Curva ROC

1,0
,8 -
,5- Procedencia
0 Linea de referencia
3 -
Y ROC paraRN
0,0 . . . % ROC paraRL
0,0 3 ,5 ,8 1,0

1 - Especificidad

Los segmentos diagonales son producidos por los empates.
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a) Utilizando la aproximacion Normal:

Ya que el tamaifo muestral es grande (n = 180), podemos asumir la
aproximacion Normal a la distribucion Beta. En la tabla siguiente se detallan las
distribuciones Beta posteriores de cada AUC, sus aproximaciones Normales, y la
distribucion posterior Normal sobre la diferencia en AUC, asi como sus intervalos

de Credibilidad al 95%.

Distribucién posterior sobre AUC

Regresion Logistica Red Neuronal
Distribucidn Beta Beta (169.5, 11.5) Beta (172.5, 8.5)
Media 0.9365 0.9530
Varianza 3.2692e-4 2.4591e-4
Int Credib Lim Inferior 0.8967 0.9179
al 95% Lim Superior 0.9671 0.9788
Aproximacién Normal N (0.9365, /3.2692e-4) | N (0.9530, /2.4591e-4)

Distribucion posterior sobre N (0.9365, /3.2692e-4) - N (0.9530, /2.4591e-4) =

Diferencia entre AUCs N ([0.9365-0.9530], /[3.2692e-4 + 2.4591e-4]) =
(AUC/RL-AUC/RN) N(-0.0166, 0.0239)

Media -0.0166

Varianza 5.7283e-4
Desviacién Tipica 0.0239

Int Credib Lim Inferior -0.0635

al 95%
Lim Superior 0.0303

El cero (idéntica capacidad de discriminacion) es un valor posible
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Credibilidad sobre verdadera AUC segun RL'y RN

0.03
0.025 - AUC por Red Neuronal = 0.9552
' Int Credib 95% =0.9179 a 0.9788
Int M&x Densidad = 0.922 a 0.981
0.02~
0.015 - AUC por Regr Logistica =0.9412
' Int Credib 95% =0.8967 a 0.9671
Int M&x Densidad = 0.900 a 0.969
0.01-
0.005 -
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x 10~ Credibilidad de las diferencias en la AUC (Referencia)

6 .
5 .

Posterior sobre
4 Diferencia en el

AUC:

Int Credib 95% =
3r -0.0635 a 0.0303
2 L.

El cero
esta

1r incluido
0 C r r r r r r r
0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2

Integrando esta funcion podemos aproximar la probabilidad de que la RL tenga
mayor capacidad discriminante que la RN, y viceversa. Asi:

e Probabilidad de que RL sea mds discriminante que la RN:
P(AUC/RL > AUC/RN) = P(Dif en AUCs > 0) = 0.2437
e Probabilidad de que la RN sea mds discriminante que la RL:

P(AUC/RL < AUC/RN) = P(Dif en AUCs < 0) = 0.7563

Con ello podemos concluir que, aproximadamente, es (3 veces) mas

probable que la RN tenga mayor capacidad de discriminacion.
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b) Utilizando simulacion con técnica de Monte Carlo:

Mediante técnica de simulacién de Monte Carlo, utilizando 10000
simulaciones, podemos representar la distribucion empirica a posteriori de
referencia de las diferencias en AUC entre la RL y la RN. En la siguiente figura se

representa dicha distribucidn con sus percentiles relevantes:

E1 T T T T T T
- Percentiles relevantes ! ! ! ! ! !
15 B e RRRRD SEREE
- Percentil Punto ! ! ! ! ! !
'1.' ________________ —_— = ——- - - R . L
1 1 1 1 1
-1i: P2,5 -0,066 I o [ R | S
- P5 -0,057 ! ' ! ! :
12 P10 -0,047 N Bl L TS PR
P25 -0,032 : : : : :
11 P50 -0,016 - f-a----- . L EEEEE -
- P75 -0,001 ' " ; X .
L) -k - - - - - - | [—— Y L -
= P90 0,014 : ; : : : :
o P95 0,022 LT A . " R IR NN
- P97,5 0,030 ': : .r T ':
A === g=-==== = === = = =g [, | — L T |
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
==EmEEmEReEEE== ===== r T ™ — P T ===== r ==TrTEs==="=====
1 1 1 1 1 1 1
r—t—r i i i i i r—t—
Lo [ — A LN A8 [ A LN a0
- - o = = = = = =
g 5 7 3 = 9 = = =

De esta manera también podemos, mediante integracion, aproximar la probabilidad
de que la RL tenga mayor capacidad discriminante que la RN, y viceversa. Asi:

e Probabilidad de que RL sea mds discriminante que la RN:
P(AUC/RL > AUC/RN) = P(Dif en AUCs > 0) = 0.242
e Probabilidad de que la RN sea mds discriminante que la RL:

P(AUC/RL < AUC/RN) = P(Dif en AUCs < 0) = 0.758

De nuevo podemos concluir que, aproximadamente, es (3 veces) mds

probable que la RN tenga mayor capacidad de discriminacion.
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c) Utilizando el método gréfico discreto de la parrilla de Berry!®>:1%¢:

Distribucion
posterior

La diagonal queda incluida: ambos métodos tienen la misma capacidad discriminante
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Sumando las casillas, tenemos:

dif AUC(RN-RL) <01 [ -0067 [ -0.033 0 0033 [ 0067 [ 010 | »013
Probab. posterior 0 0.0051 | 0.0825 | 0.3928 | 0.4102 | 0.1065 | 0.0028 | 0.0001
Probab. Acumulada 0 0.0052 | 0.0876 | 0.4804 | 0.8906 | 0.9971 | 0.9999 1

Con esto podemos concluir:

e Probabilidad de que RL sea mds discriminante que la RN:

P(dif AUC(RN-RL) < 0) = 1- 0.8906 = 0.1094

e Probabilidad de que la RN sea mds discriminante que la RL:

P(difAUC(RN-RL) > 0) = 0.8906

e Probabilidad de que la capacidad discriminante de ambos métodos sea

"aproximadamente” igual:

P(-0.033 < difAUC(RN-RL) < 0.033) = 0.4804

3.2.2.- Diferencia en la Calibracion:

Nuestra propuesta para comparar la calibraciéon de ambos métodos

diagnésticos consiste en utilizar las medidas de entropia para caracterizar la

proximidad entre cada uno de ellos y la distribucidn de lo observado. Ast:
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Distancia entropica a lo observado

Est. Bayesiano Convencional Est. Bayesiano Intrinseco
Prediccion Divergencia de | Discrepancia | Divergencia de | Discrepancia
realizada Jeffreys Intrinseca Jeffreys Intrinseca
por J(o,e) 5(o.e) J(o,e) 5(o.e)
Regr.Logistica | 0.048 bits 0.0235 bits | 0.0582 bits | 0.0280 bits
Red Neuronal | 0.0271 bits | 0.0134 bits | 0.0314 bits | 0.0153 bits

A pesar de que ambos métodos de diagndstico se sitlan a una distancia
despreciable de lo realmente observado, puede apreciarse que la calibracion de la
prediccién realizada con la RN es muy superior: la RL queda a una distancia

practicamente doble de la RN.

3.3.- COMPARACION MEDIANTE LA INCORPORACION AL
PROCESO DIAGNOSTICO: ANALISIS DE DECISION:

Desde el punto de vista clinico, la manera mds Util de comparar ambos
métodos diagndsticos es incorporarlos a un andlisis formal de decisiones. Para ello,
desde la perspectiva del médico que utiliza el test para informar a los padres del
pronodstico de sus hijos, hemos asumido las siguientes utilidades:

e Verdaderos negativos: Mdxima utilidad. Utilidad = 1

e Falsos negativos: Minima utilidad. Utilidad = O

e Verdaderos positivos: Utilidad = 0,8

e Falsos positivos: Utilidad = 0,5
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PRISI
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3.3.1.- Evaluacion Clasica:

Decisidn que maximiza utilidad esperada: Red Neuronal : 0,924 Util Esp

Regr Logistica = 0,876 Util Esp
Positivo\0,278 :: 0,554 Util Esp
Muerto\0,180 :: 0,800 Utilidad
No Muerto\0,820 :: 0,500 Utilidad
Negativo\0,722 :: 1,000 Util Esp
Muerto\0,000 :: 0,000 Utilidad
No Muerto\1,000 :: 1,000 Utilidad

Red Neuronal = 0,924 Util Esp
Positivo\0,167 :: 0,580 Util Esp
Muerto\0,266 :: 0,800 Util Esp; P = 0,044
No Muerto\0,734 :: 0,500 Util Esp; P = 0,123
Negativo\0,833 :: 0,993 Util Esp
Muerto\0,007 :: 0,000 Util Esp; P = 0,006
No Muerto\0,993 :: 1,000 Util Esp; P = 0,827
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FRISIvI

Fegr Logistica

Tesis Doctoral de Vicent Modesto i Alapont.

[ 1! | Fed Meuronal : 0,924 Util Esp

Fed HMeuronal
{0

Muerto 0,200 T7til Es
Positivo * (S0 T Bsp
T {0,554 Util Esp
’ T2 0,500 T7til Esp
4] 0,876 Util Esp T ———
Hegatro . - t Esp
h ] 1,000 TItil Esp
’ 1,000 1Ttil Esp
1,000
IvInerto

0,200 Utd Esp, F = 0,044

0,500 Ut Esp, P = 0,123

0,000 Tt Esp, P = 0,006

Positro

{3<]0,520 Uil Esp
I:Llﬁ‘:l‘ LT LV L LIS

: 0,734

0,924 Tl Esp Mistto

Mezatro =
= {30,993 Tt Esp
D,EEB AT LYWL LLLS

SN A A A A A A

0,993

Departamento de EC, MPySP e HC. Universitat d'Alacant

1,000 1Tt Esp;, P = 0,827




Muerte en UCIP estimada con el indice "PRISM"
Comparacién del rendimiento diagndstico de las predicciones realizadas con un modelo de regresién logistica,
y una red neuronal artificial. Una propuesta bayesiana

Tal como se observa en el siguiente andlisis de sensibilidad, la decisién mds
adecuada es solicitar la RED NEURONAL durante todo el rango de prevalencias del
Intervalo cldsico de Confianza del 95% de la prevalencia de muerte en nuestra
base de datos. Sdlo cuando la prevalencia de muerte sea del 38,462% la decisidn

preferible es realizar la Regresién Logistica.

Analisis de Sensihilidad

Prevalencia

0,953 Thil Ep Regr Logistica

0,928 Thil Esp — # Fed Newonal

0,921 Thil Esp |
0,914 Thil Esp |
0,907 Thil Esp —|

0,900 Thil Esp —|

Walor Esperado

0,293 Thil Esp —|
0,356 Thil Esp —|

0,379 Thil Esp

—

1] ,BTE THhil ESP T T T T T T T
0 2500 0 PTG 0 07544 0 05030

I I
005072 006355

Prevalencia
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Analisis de Sensihilidad para

Prevalencia
0230 Thil Ep Regr Logistica
# Red Meuronal
0,920 Thil Esp —
Threshold Values:
. Presralencia = 0 28462

0,200 Thil Exp * 5y = 0249 Util Esp
_% 0 260 Thil Esp —
E 0 230 Thil Esp —
=
=
S DEN0 Thil Esp
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0,740 Thil Esp —
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3.3.2.- Evaluacion Bayesiana:

Decisidn que maximiza utilidad esperada: Red Neuronal : 0,922 Util Esp

Regr Logistica :: 0,874 Util Esp
Positivo\0,275 :: 0,552 Util Esp
Muerto\0,172 :: 0,800 Util Esp
No Muerto\0,828 :: 0,500 Util Esp
Negativo\0,725 :: 0,997 Util Esp
Muerto\0,003 :: 0,000 Util Esp
No Muerto\0,997 :: 1,000 Util Esp

Red Neuronal :: 0,922 Util Esp
Positivo\0,166 :: 0,577 Util Esp
Muerto\0,256 :: 0,800 Util Esp; P = 0,043
No Muerto\0,744 :: 0,500 Util Esp; P = 0,123
Negativo\0,834 :: 0,991 Util Esp
Muerto\0,009 :: 0,000 Util Esp; P = 0,007
No Muerto\0,991 :: 1,000 Util Esp; P = 0,827
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PRISI
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Desde el punto de vista bayesiano, el andlisis de sensibilidad durante todo el
rango de prevalencias del Intervalo de Credibilidad del 95% de la prevalencia de
muerte en nuestra base de datos, la decision mds adecuada es también solicitar la
RED NEURONAL. De nuevo, sélo cuando la prevalencia de muerte sea del 40,741%

la decisidn preferible es realizar la Regresion Logistica.

Analisis de Sensihilidad sobre

Prevalencia (hayesiano)
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Analisis de Sensibilidad sobre
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VII. - Discusion.
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Las dos actividades centrales de la medicina, el diagndstico y el

tratamiento, representan la correspondencia en el mundo de la investigacidn clinica

d 157

de los que para Joseph B. Kadane y Teddy Seidenfel son los dos paradigmas o

visiones distintas (inconmensurables, en el sentido semdntico del primer Khun'?)
en los que se basa la investigacion cientifica contempordnea: la “ciencia para
aprender” y la “ciencia para probar causalidad”, respectivamente. Ambas visiones

suelen coexistir simultdneamente, incluso en la mente de una misma persona.

1.- LA INVESTIGACION CIENTIFICA SOBRE TERAPIA:

EXPERIMENTOS PARA "PROBAR CAUSALIDAD"

Para demostrar cientificamente la efectividad de un tratamiento se hace
imprescindible la realizacién de experimentos para probar causalidad. En ellos,
mediante estudios de intervencién escrupulosamente disefiados, se infenta
evidenciar la presencia de una relacion causal entre la administracion de un
tratamiento y un resultado de relevancia clinica (curacion, muerte, etc...). La forma
mds desarrollada y rigurosa -el prototipo- de tales experimentos son los ensayos
clinicos aleatorizados y controlados. Jan P. Vandenbroucke llama™ a estos
estudios “investigacién para evaluar” porque su objetivo es examinar rigurosamente
si la evolucion clinica de los pacientes se ve realmente modificada por la
intervencién de nuevas terapias que, conjeturando desde los resultados de los
estudios observacionales, nos parecen inicialmente tan maravillosas o
prometedoras.

La investigacion observacional (“para explorar o descubrir’ en la
terminologia de Vandembroucke'®®) es imprescindible para el progreso de la
ciencia. Pero debido al irresoluble “problema de la induccién”, estd legitimada sélo

para conjeturar hipétesis verosimiles y su objetivo es Unicamente exploratorio. La
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practican médicos seducidos por nuevos descubrimientos (quiza serendipicos) o por
ingeniosas y audaces explicaciones causales de la enfermedad o de su mecanismo
fisiopatoldgico. La historia de la ciencia nos ensefia que los descubrimientos
cientificos suelen ocurrir cuando se miran las mismas cosas de siempre con una
nueva mirada: requieren libertad, perspicacia y un poco de suerte. Sorprendidos
por el curso extrafio de una enfermedad en un paciente individual, por unos
resultados incoherentes de laboratorio, o por “la pinta peculiar” que toma un
subgrupo particular de pacientes en el andlisis que los datos, los investigadores se
entusiasman con una idea y buscan datos (al principio preferentemente
retrospectivos) sugerentes de que “pudiera existir algo”. En cuanto encuentran
coherencia entre los datos y su idea, pensando que estdn ante una confirmacién
indirecta, elaboran un manuscrito y lo envian a publicar. Nuevos investigadores,
utilizando sus datos preexistentes o iniciando una recogida prospectiva de nuevas
observaciones, intentan refrendar dicha idea. La buscan en un subgrupo diferente
de enfermos, varian la definicién y el grado de la exposicion o tienen en cuenta
fuentes potenciales de sesgo y factores de confusién, intentando explicar porque
la nueva idea se cumple o porque es totalmente errdnea. Tan pronto como tienen
listos sus modelos, de nuevo envian sus resultados a ser publicados. Toda esta
investigaciéon no hace mds que dotar a la idea de verosimilitud, o disminuirsela
drdsticamente. Por eso, la investigacion observacional requiere siempre de nuevos
estudios que traten de resolver definitivamente la controversia.

La ciencia conoce profundamente la alta probabilidad de sesgos que tiene la
investigacién observacional: los clinicos presentan series de casos fuera de
contexto o con multitud de co-intervenciones, y los epidemidlogos realizan
multiples andlisis sobre datos persistentes recogidos con un propésito totalmente
distinto. Como se suele decir en la jerga "si se exprimen adecuadamente, los datos
-al final- acaban cantando” y todo parece cuadrar. Por eso los experimentadores
evaluativos acttan de “control de calidad” cientifico: para no permitir que nuestro
deleite en la exploracién de nuevas ideas pueda afectar a la salud de los futuros

pacientes. Encontrar explicaciones es un desafio intelectual, un juego cuyo premio
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estd reputado con el que Leonardo da Vinci llamé el placer mds noble: “el goce de
comprender”. La mayoria de los cientificos disfrutan con él, pero igualmente
quedan muy contrariados cuando descubren algin error o violacién del protocolo en
un ensayo clinico. Conscientes del trascendental papel que la sociedad demanda a la
ciencia, los médicos saben que los resultados de tales ensayos van a aplicarse a
multitud de personas reales. Para evitar hacer dafio a la gente exigen que sean

ciertos o verosimilmente verdaderos, no sélo atractivas ideas interesantes.

1.1.- VERSION FRECUENTISTA DE LA CIENCIA PARA
PROBAR CAUSALIDAD:

Es ingente la literatura que explica los conceptos clave (Error tipo I, Error
tipo II, poder del estudio, nivel p de significacién estadistica e intervalos de
confianza) que utiliza la evasién frecuentista para disefiar y analizar los resultados
de un experimento para probar causalidad. No los vamos a detallar aqui en
profundidad, no es el objetivo de esta tesis. Sélo hos interesa resaltar como, bajo
este paradigma estadistico cldsico, las probabilidades de cometer ambos tipos de
error, que se eligen arbitrariamente en la fase de disefio de los ensayos clinicos
(antes de obtener los datos), se utilizan luego (una vez analizados los resultados)
para realizar la inferencia o comportamiento inductivo. Son muchos y bien
conocidos™®™! los graves defectos e inconsistencias Iégicas de este modelo de
inferencia inductiva. Asi, la evidencia que se maneja no depende sélo de los datos
obtenidos en el experimento (el llamado principio de verosimilitud'®?), sino que
depende de componentes claramente subjetivos, p. ej. de lo que el investigador ha
planeado hacer antes de recoger los datos (stopping rules en el lenguaje técnico),
del tamaifio muestral elegido en la fase de disefio (el famafio muestral creciente
convierte los mismos resultados en estadisticamente significativos), de cémo se
analizan los datos (técnicas paramétricas vs. no paramétricas), de hiveles de
significacién fijados subjetivamente (aunque prdcticamente aceptados por

consenso universal), de datos no observados y que se consideran aldn mds
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infrecuentes que los datos realmente obtenidos (recordemos que el nivel de
significacién p = P[datos > estimador/ Ho]. esto es, se obtiene por integracién de
la(s) cola(s) de la distribucion muestral bajo Ho, y por tanto acumula probabilidad
correspondiente a datos ain mas discrepantes con Ho de los realmente observados
en el experimento), o de intervalos de confianza que no pueden interpretarse como
intervalos de probabilidad y por tanto no aceptan dlgebra de probabilidades. De
hecho, la mayoria de estadisticos coinciden en reconocer que la metodologia
frecuentista consiste en "..una sintesis incompletamente formalizada de
ingredientes variados extraidos de fuentes tedricas mutuamente incompatibles”'¢?.
A pesar de ello, la ciencia en general continla abogando por el uso de estos
métodos. No sélo porque la mejor alternativa disponible, la evasién bayesiana,
realiza su inferencia basdndose en un componente subjetivo mds conspicuo, la
distribucion de probabilidad a priori, y presenta ademds el handicap de que
necesita de un apoyo computacional y de software muchisimo mds complejo. Existe
otra razon importante de cardcter mucho mds prdctico: la ciencia utiliza
mayoritariamente la evasién frecuentista porque le provee de algo que la ciencia
realmente necesita. Especificamente: los métodos estadistico frecuentistas (pero
no los bayesianos) nos proveen de una medida objetiva explicita, y por ello de una
forma de control, de la frecuencia con la que vamos a cometer errores en nuestra
inferencia inductiva’®?,

Es Deborah 6 Mayo, que trabaja en la Universidad y en el Instituto
Politécnico del Estado de Virginia (Estados Unidos de América), quien mds

29164165166 na  filosofia de la estadistica

rigurosamente ha estructurado
frecuentista cldsica o, como ella la denomina, "basada en los errores estadisticos".
Para los bayesianos, el resultado mds relevante de un experimento para probar
causalidad es que estimemos la probabilidad (creencia racional) de que la hipétesis
causal (lldmemosla H) sea cierta a la luz de los datos experimentales: P(H/datos).
Sin embargo, Mayo re-interpreta los test estadisticos frecuentistas cldsicos como

herramientas para inducir conocimiento desde los resultados de un experimento

para probar causalidad, y razona que la evasion frecuentista no desea estimar la
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probabilidad P(H/datos), sino que establece como momentdneamente cierta/falsa a
H y por ello la acepta/rechaza completamente. Lo mds sobresaliente del discurso
de Mayo es que rescata una idea que subyace en el sentir comin de la mayoria de
los investigadores y cientificos "de a pie": su argumento se basa en que los datos
del experimento constituyen evidencia a favor de la verdad o falsedad de H en la
medida en que H ha pasado o no un examen severo con ellos. El andlisis estadistico
cldsico de los datos obtenidos tras realizar un experimento para probar
causalidad constituye un examen para H. Solo si H pasa el examen, serd
momentdneamente aceptada.

Para Mayo, la dificultad o severidad del examen radica en la probabilidad de
cometer error con el andlisis frecuentista de los datos. Y de ahi la relevancia que
otorga a los errores de la estadistica cldsica®” (Error-I o “Falso positivo™:
Rechazar una hipdtesis nula Ho que es realmente cierta; Error-II o “Falso
negativo”: Aceptar una hipdtesis nula Ho que es realmente falsa). La probabilidad
de cometer dichos errores ha de ser fijada por el investigador en la fase de disefio
del estudio, antes de obtener los datos. Pero, segin Mayo, es la probabilidad de
cometer estos errores la que se utiliza después, una vez analizados los resultados,
como medida de la severidad con la que las hipétesis han pasado (o no) el examen y
deben ser aceptadas (o rechazadas). Siendo @ = P(cometer Error-I), 8 = P(cometer
Error-II) y poder = (1 - B) = P(detectar una diferencia realmente existente o
"Verdadero positivo"), un examen serd muy severo para Ho -y por tanto para Hj, la
la hipdtesis alternativa- si el andlisis frecuentista de los datos experimentales se
hace con un disefio experimental calibrado para tener a y 8 muy pequefios. En la
teoria de la induccién de Mayo, se define una “"Funcién de Severidad o Dificultad
del Examen” que caracteriza a la induccién que se realiza sobre las hipdtesis. El
grado de severidad de los exdmenes que pasan las hipdtesis para ser aceptadas
como ciertas corresponde con las probabilidades de error frecuentista: la
severidad con la que se rechaza Ho (acepta H;) es « y la severidad con la que se
acepta Ho (rechaza H;) es el poder del estudio (1 - B). Si, a la luz de los datos

obtenidos experimentalmente, cualquier hipétesis H pasa un examen dificil o
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severo (@ y 8 muy pequefios) tendremos una evidencia robusta de su veracidad. Si
el examen es fdcil, la evidencia que sustenta a H es débil.

Mayo resume su programa con la siguientes aseveraciones: "Un resultado
experimental es una buena indicacion de que el error estd ausente si (el
experimento se ha calibrado de tal modo que) hay una altisima probabilidad de que
el error se hubiera detectado si existiera, y de hecho no ha sido detectado”’®®. "La
intuicion nos dice que (...) los datos nos proveen de buena evidencia para inferir H
(sdlo) hasta el extremo en el que H pasa un examen severo con ellos, es decir,
hasta el extremo de que H (muy probablemente) no hubiera sido capaz de pasar el
examen si hubiera sido falsa". (..) “A la luz de los datos obtenidos
experimentalmente, una hipotesis estadistica H pasa un examen severo con esos
datos si a) los datos son coherentes con H, y b) con altisima probabilidad, si H
fuera falsa, el experimento hubiera arrojado un resultado que concordaria peor
con H de lo que lo hacen los datos realmente obtenidos. Dicho de otra manera: si H
fuera falsa, con muy baja probabilidad el experimento produciria un resultado que
concordara igual de bien (o mejor) con H de lo que lo hacen los datos realmente
obtenidos"'®®.

El concepto de severidad de los exdmenes a los que someter las hipdtesis
para aceptarlas ya estd presente en Karl R Popper'®®, pero se inserta claramente
en los postulados de la mds contempordnea de las escuelas epistemoldgicas
norteamericanas, la llamada teoria “externalista” del conocimiento. Sus mdximos
exponentes son Alvin Goldman'®®, y sobretodo Robert Nozick, para quien sabes algo
si, y sélo si, no lo hubieras creido de haber sido falso. Las creencias de uno tienen
que ser muy sensibles -en el sentido de cambiar de opinién ante la minima
provocacion- a los hechos y a los cambios el mundo real (y extremadamente
insensibles al ruido de fondo y a otras nimiedades) para ser consideradas
conocimiento verdadero'.

Es asi como se entiende que, para la evasién frecuentista, la distribucion
aleatoria de los pacientes a los tratamientos sea un requisito imprescindible a la

hora de analizar la validez de los resultados de los experimentos para probar
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causalidad, si se quieren utilizar en su funcién de “investigacion evaluativa”. Sélo
van a aceptarse (momentdneamente) la hipdtesis que hayan pasado exdmenes
severos.

Cuando se realiza andlisis estadistico frecuentista, la aleatorizacion de
muestras grandes impide al autor controlar el disefio una vez que el experimento
ha empezado, pues la asignacién de los pacientes a los tratamientos se lleva a cabo
mediante un mecanismo probabilistica externo al investigador, y fambién protege
(asintoticamente) contra la confusién generada por otros factores no controlados,
aparte del que se estd testando causalmente. Pero, ademds, tal y como acabamos
de ver, la inferencia frecuentista se basa en la dificultad o severidad de los
exdmenes a los que se somete a las hipdtesis. Los grados de severidad
corresponden con las probabilidades de error estadistico, y éstas sélo pueden
calcularse con exactitud, en base al Teorema del Limite Central, si se adopta como
modelo estadistico a una distribucién probabilistica muestral particular (p. ej. la
normal gaussiana) de todos los posibles resultados experimentales bajo la
“hipotesis nula”. Para que ello se cumpla con rigor es imprescindible cumplir los
requisitos de aplicacién de dicho Teorema, a saber: un tamafioc muestral
suficientemente grande y un muestreo aleatorio. Como a veces, sobretodo por
razones logisticas, el primer requisito no se cumple, es casi obligatorio cumplir el
segundo. Sélo asi tiene estrictamente sentido matemdtico calcular los niveles de
significacién o los Intervalos de Confianza, y usar la estadistica frecuentista
clasica en la argumentacion deductiva que subyace al método de inferencia de los

experimentos para probar causalidad.

1.2.- VERSION BAYESIANA DE LA CIENCIA PARA
PROBAR CAUSALIDAD:

Desde el punto de vista de la evasion bayesiana, un experimento para
probar causalidad constituye lo que la Teoria Matemdtica de la Decisién denomina

un problema con mds de un decisor. De hecho, existen -en un contexto finito- al
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menos dos actores implicados, cada uno con sus propias creencias (racionales) en la
veracidad de la hipdtesis que se quiere probar: el autor (decisor bayesiano A) y el
lector (decisor bayesiano B). EI método correcto de solucionar un problema de esa
naturaleza se basa en los mismos principios que rigen un andlisis de decisidon cldsico
-con un solo decisor-, pero es algo mds complicado. El lector debe considerar al
autor como lo que es: un decisor bayesiano que a) ha estudiado el tema a conciencia
y conoce el fendmeno en profundidad; esto es: es capaz de definir una probabilidad
previa de la veracidad de su hipétesis, y b) cuya funcion de utilidad refleja su
deseo de comprobar que su hipotesis es cierta. Y por ello el lector debe saber que,
en virtud del teorema de Bayes, el autor (decisor A) es capaz de actualizar su
creencia (racional) en la veracidad de la hipétesis mediante los datos muestrales
del experimento, para expresarla en forma de probabilidad a posteriori. Utilizando
ésta y su propia funcion de utilidad, que -a diferencia de lo que ocurre con el
autor- reflejard probablemente su deseo de beneficiar a los pacientes, el lector
(decisor B) deberia ser capaz de tomar con coherencia sus decisiones,
maximizando su utilidad esperada.

Pero, ¢cémo puede el lector estar seguro de que los datos muestrales que
aporta el autor son intercambiables en el sentido del teorema de representacion?
¢Cdémo puede asegurar el autor que no ha sido él quien ha construido la aparente
superioridad del tfratamiento experimental mediante la forma como ha asignado los
pacientes a los tratamientos? Dejar tal asignacién al investigador (que suele ser
ademds el mds interesado en que “parezca que” el nuevo tratamiento funcione)
parece peligroso, y por ello el disefio experimental elegido por el autor constituye,

para el lector, la principal fuente legitima de preocupacion.

171172 104,173

Stone primero , pero sobretodo Rubin ., han subrayado que la
asignhacién aleatoria de los pacientes a los tratamientos es la forma mds sencilla
que tiene el investigador de asegurar al lector la intfercambiabilidad de sus datos
muestrales, y justificar el uso de las probabilidades a priori. Al igual que ocurre
con los frecuentistas, para los bayesianos la aleatorizacion de muestras grandes

impide al autor controlar el disefio, y protege (asintéticamente) contra la
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confusidn. Pero en este caso posibilita, en base al Teorema de Representacion, la
adopcion de un modelo estadistico particular bajo el que analizar los resultados
experimentales y poder obtener la distribucion de probabilidad a posteriori
(modelo Beta-Binomial, modelo Normal-Student, modelo Gamma-Poisson, etc..). Y
ademds facilita mucho la labor del lector (decisor B), por dos motivos
fundamentales. Primero, porque el uso de cualquier otro disefio comparable pero no
aleatorizado resultaria sustancialmente muchisimo mds dificil de analizar, debido a
la necesidad de asegurar que se ha modelizado el mecanismo de muestreo y
asignacion de los tratamientos (en los estudios observacionales el mecanismo de
asignacion de tratamientos suele ser desconocido) y que todas las covariables han
sido controladas. Y segundo, porque seria hecesario que el autor (decisor A) hiciera
matemdticamente explicita su distribucién a priori para que el lector (decisor B)
pudiera hacer uso exclusivamente de la informacion muestral vehiculizada por la
funcion de verosimilitud, para llevar a cabo rigurosamente su propio andlisis de
decisidn. La aleatorizacion permite al lector (decisor B) ignorar las distribuciones a
priori y las funciones de utilidad del investigador (decisor A), y simplifica la
comunicacién cientifica entre ellos. Es una sabia eleccion que un autor intente
facilitar las cosas al lector evitdndole todos esos esfuerzos, incentivando asi la
lectura de sus originales.

Asi pues, también desde el punto de vista de la evasién bayesiana, la
aleatorizacion de muestras grandes desempefia una importantisima funcién para
asegurar la validez cientifica de los experimentos para probar causalidad

(investigacion evaluativo).
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2.- LA  INVESTIGACION  CIENTIFICA  SOBRE

DIAGNOSTICO: EXPERIMENTOS PARA “APRENDER"

Sin embargo, la actividad diagndstica de la prdctica clinica se encuadra
mejor en el paradigma que Kadane y Seidenfeld”* denominan “ciencia para
aprender”. Cada vez que un médico se enfrenta a un paciente en una situacién de
incertidumbre sobre la presencia o no de una enfermedad particular, realiza uno de
los llamados experimentos para aprender. La forma cientificamente mds correcta
de llevar a cabo uno de estos experimentos es mediante lo que matemdticamente
se denomina Problema de Decision Cldsico, con un solo decisor implicado. Para
realizar un diagnéstico a ese enfermo concreto, es obvio que el médico no puede
basarse en la repeticion un nimero elevado de veces de esa misma situacién con
esa misma persona, para poder obtener una conclusidn frecuentista. El enfermo no
desea que el médico acierte asintéticamente con el 95% de los pacientes que son
semejantes a él, sino que exige del médico que tome (a veces incluso rdpidamente)
decisiones terapéuticas precisamente con él: una persona particular en una
situacion determinada, pero en un contexto de incertidumbre. Por ello el médico,
cuando realiza su actividad diagndstica, sélo puede hacer uso de la evasidn
bayesiana al problema de la induccion, para la que el concepto de probabilidad no se
relaciona con una estabilidad (asintdtica) de las frecuencias con la repeticion de
eventos, sino con la creencia (racional) en la presencia de una enfermedad en un
enfermo determinado en ese momento concreto del tiempo. Mediante el uso del
Teorema de Bayes, el médico realizard un experimento para aprender, y serd
capaz de actualizar esta creencia en la presencia de enfermedad a la luz de los
datos obtenidos de la anamnesis, la exploracién fisica y los resultados de los test
diagnésticos. Esa creencia actualizada en forma de distribucién a posteriori de

probabilidad, puede ya incorporarse en un Andlisis de Decisién para poner en
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marcha coherentemente las medidas terapéuticas mds adecuadas a cada situacién
particular.

Cuando se hace uso de la evasion bayesiana, y el objetivo es aprender de los
datos de experimentacion para actualizar nuestra creencia (racional), es de hecho
innecesario y probablemente subdptimo realizar muestreo aleatorio: no se van a
obtener conclusiones basadas en las distribuciones muestrales ni en el Teorema del
Limite Central. Se van a obtener, mediante el Teorema de Bayes, distribuciones a
posteriori de probabilidad, y para ello sélo se va a exigir un juicio (subjetivo) de
intercambiabilidad de los datos que permita -en base al Teorema de
Representacién- generar las distribuciones a priori. Se necesita sélo que el médico
que va a hacer el diagndstico juzgue que el paciente que tiene delante es
intercambiable con los pacientes con los que se han calculado los indices de
exactitud diagnéstica de los test que va a utilizar para intentar confirmar o
descartar la presencia de enfermedad.

Y aqui es donde radica la paradoja que ha dado origen a esta tesis doctoral.
Los organismos internacionales (iniciativa STARD) que definen los standards para
el disefio, realizacién y publicacion en la literatura médica contempordnea de
estudios que evallien la exactitud de los test diagnésticos'®, sin exigir que la
seleccion de los pacientes de la muestra se realice al azar, recomiendan la
utilizacién de métodos estadisticos frecuentistas para el cdlculo de los Intervalos

76177 de los indices que miden el rendimiento de dichos tests

de Confianza
diagnédsticos (sensibilidad, especificidad, razones de verosimilitud, curvas ROC,
etc..). Nos parece que ello es un contrasentido matemdtico y un grave error
metodoldgico. Este estudio demuestra que es posible utilizar metodologia
estrictamente bayesiana para estimar la magnitud y la precision de los indices de

exactitud diagndstica de una prueba, con sus respectivos Intervalos de

Credibilidad.

Tesis Doctoral de Vicent Modesto i Alapont. Departamento de EC, MPySP e HC. Universitat d'Alacant



Muerte en UCIP estimada con el indice "PRISM" 200
Comparacién del rendimiento diagndstico de las predicciones realizadas con un modelo de regresién logistica,
y una red neuronal artificial. Una propuesta bayesiana

2.1.- ESTUDIO DE LA CAPACIDAD DISCRIMINANTE:

Desde el punto de vista frecuentista, en la validacion externa el
comportamiento discriminante de ambos modelos fue excelente. Al estudiar la
curva ROC, el AUC del modelo de RL fue de 0,9412 (p < 0,000), y el de la RN fue de
0,9552 (p < 0,000). Unos intervalos de confianza para estas medidas, segun los

métodos utilizados, quedan recogidos en la siguiente tabla:

Intervalo de confianza
asintoético al 95%
AUC Limite Limite Método

inferior superior
0,8774 1,0049 Delong

RL 0,9412 .
0,8336 1,0488 Hanley & McNeil
0,9102 1,0002 Delong

RN 0,9552 :
0,8602 1,0501 Hanley & McNeil

Bamber introdujo el uso de la curva ROC (del inglés Receiver o Response

d® un instrumento tomado de la

Operating Characteristic) en ciencias de la salu
teoria de deteccidn de sefiales que se usa en ingenieria, y que se convirtié en una
ayuda crucial para distinguir las sefiales reales de los ruidos falsos en los inicios
del radar (segunda guerra mundial). Muy extensa es la literatura médica sobre

estimacién de drea bajo la curva ROC?'®

, su Intervalo de Confianza, y su
significacion estadistica. Pero los métodos frecuentistas cldsicos, no sélo ho tienen
sentido matemdtico si no ha existido muestreo aleatorio, sino que su uso ho estd
exento de problemas: no funcionan con tamafios muestrales pequefios™, no pueden
calcularse para tests con sensibilidades o porcentajes de falsos positivos cercanas
a 0 0 a 100%, y a veces extienden su intervalo de confianza por fuera del grdfico
de la curva'®®. Este problema es exactamente lo que ocurre en este trabajo. Como

puede apreciarse claramente en la tabla anterior, tanto utilizando el método de

Delong como el de Hanley-McNeil, la estimacion frecuentista del IC95% del AUC
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en ambos métodos diagndsticos nos dd unos limites superiores mayores de 1. Si
consideramos -por definicién- que el AUC es una probabilidad, ciertamente estos
valores no tienen ningln sentido: una de las caracteristicas definitorias de una
probabilidad es que su valor es siempre inferior o igual a 1.

Estudios de simulacién han mostrado que, cuando se utilizan muestras
pequefias, los IC95% frecuentistas del AUC de la curva ROC tienen una mala
propiedad de “cobertura” (ver mds adelante), y por ello se considera que no existe
atin una dnica alternativa éptima para construir tales ICs™®. Por otra parte, es
ciertamente escasa la bibliografia que describe métodos bayesianos para la
construccion de curvas ROC. Ademds resultan tremendamente complicados y poco
accesibles a médicos no familiarizados con el uso de técnicas matemdticas

"8, mejorando el enfoque previo de Tosteson y Beg'®’,

superiores. Asi Peng y Hal
ajustan la curva ROC a una modelo de regresién bi-normal, y proponen métodos de
cadenas de Markov y Monte Carlo (muestreo de Gibbs) para estimar los
pardmetros del modelo y luego dibujar una curva ROC circunscrita en el interior de
una region de credibilidad, y estimar el drea que queda bajo ambos limites. En un
articulo posterior, Hellmich y colaboradores'® generalizan el método para un
modelo de regresién general no lineal, y lo aplican mediante muestreo de Gibbs a un
ejemplo particular. Recientemente, Tibury y colaboradores’? han desarrollado un
programa de ordenador en C++ que estima el contorno de la curva ROC con el 95%
de credibilidad bajo la distribucién posterior, y lo han comprobado en un estudio
de simulacién de Monte Carlo.

Al estudiar frecuentisticamente los indices de exactitud diagnéstica hemos
obtenido unos resultados desconcertantes. Dada la existencia en la tabla de 2x2
de una casilla con ceros, en el modelo de RL la Especificidad ha sido de 76% pero la
Sensibilidad ha sido de 100% con un IC 95% = 100% a 100%, un valor sin sentido
para una intervalo de Confianza por su sentido determinista. Con estos valores, ha
sido imposible calcular la RV para negativos (no se puede dividir por cero), y el
valor de la RV para positivos es un discreto 4,17 (IC95% = 3,19 a 5,45). Los indices

de exactitud han sido un poco mejores en la RN: la Especificidad ha sido del 87,1%,
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pero la Sensibilidad ha sido del 88,9% con un IC95% = 68,4% a 109,4%. Como
puede comprenderse este limite superior es un valor sin sentido: la Sensibilidad es
una probabilidad y por definicion su valor no puede ser superior a1 (o a 100% si se
expresa en porcentaje). Si hemos podido calcular las RV de la RN: RV para
positivos 6,91 (IC 95% = 4,39 a 10,87) y la RV para negativos 0,13 (IC 95% = 0,02 a
0,81).

Con todo ello, desde el punto de vista de la comparacion frecuentista no
hemos podido descartar la hipdtesis nula de igual capacidad discriminante entre los
dos modelos evaluados: Ji-Cuadrado de Delong = 0,8862 con grados de libertad =
1, p = 0,3465. No se pueden estimar Intervalos de Confianza de la diferencia entre
AUCs, pues Ji-cuadrado es unh estadigrafo no paramétrico.

Desde el punto de vista de nuestra propuesta bayesiana, tambien ambos
modelos tuvieron una excelente capacidad discriminante en la validacion de la
cohorte externa. La aproximacién bayesiana que presentamos en este trabajo es
mucho mds sencilla, y parte de la definicién del drea bajo la curva ROC como una

probabilidad'”®

, por lo que se aplica simplemente la metodologia bayesiana
desarrollada para estimar probabilidades: el andlisis de referencia utilizando la
distribucién Beta no informativa y su conjugada, la verosimilitud Binomial. Las
matemdticas son muy simples, y la mayoria de los cdlculos se pueden realizar con
una sencilla hoja de cdlculo en cualquier computadora personal. Del estudio
bayesiano de las curvas ROC se obtuvo que para el modelo de RL se puede estimar
una probabilidad del 95% de que el AUC se encuentre entre 0,9 y 0,969, siendo el
valor mds probable AUC = 0,9365, y para el modelo de RN se puede estimar una
probabilidad del 95% de que el AUC se encuentre entre 0,922 y 0,981, siendo el
valor mds probable 0,953. En ambos casos estamos seguros, prdcticamente al
100%, de que la capacidad discriminante de ambos modelos es superior al 0,5 (el
poder de una moneda al azar). Todos los valores estimados de AUC fueron nimeros
entre Oy 1, como corresponde al concepto de probabilidad.

El mismo método sencillo se ha empleado para estimar la version bayesiana

de los principales indices de exactitud diagndstica. Sensibilidad y Especificidad
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son probabilidades, y sus Intervalos de Credibilidad se han calculado con el modelo
conjugado Beta-Binomial partiendo de distribuciones a priori de referencia no
informativas (Beta[1/2, 1/2]). Desde el punto de vista de la epidemiologia, los
indices que tienen mds valor para la toma de decisiones clinicas son las Razones de
Verosimilitud, cuyo valor oscila entre O e . Su logaritmo neperiano (LnRV), una
variable cuyo recorrido se extiende desde -oo a oo, tiene una larga tradicion en la

n74,

historia de la estadistica: se denomina “peso de la evidencia"’™ “funcion de

ul87 n188

soporte”™’ o “soporte evidencial que aportan los datos”*°, y fue la que utilizé Alan
Turing para descubrir el cédigo enigma de los nazis. Se han desarrollado métodos
frecuentistas cldsicos para aproximar el cdlculo de los limites del Intervalo de
Confianza de una Razén de Verosimilitudes™’. Para un enfoque bayesiano general, el
cdlculo de las Razones de Verosimilitud precisa de la integracién de las funciones
de verosimilitud. Nuestra propuesta para calcular sus Intervalos de Credibilidad ha
consistido en un muestreo de Gibbs utilizando cadenas de Markov y métodos de
Monte Carlo mediante el programa WinBUGS. El uso del programa es muy sencillo,
y el resultado tremendamente satisfactorio.

En el estudio bayesiano de ambos modelos pudieron computarse todos los
indices de exactitud diagndstica, y sus valores siempre tuvieron sentido
matemdtico. La RL presenté una Sensibilidad del 95%, con una probabilidad del
95% de que su valor se encuentre entre 76,24y 99,999%, y una Especificidad del
76%, con una probabilidad del 95% de que su valor se encuentre entre el 69,4 y el
82,1%. La RN mostré una Sensibilidad del 85%, con una probabilidad del 95% de
que su valor se encuentre entre 62,3y 99,8%, y una Especificidad del 87%, con una
probabilidad del 95% de que su valor oscile entre 81,8 y 91,7%.

Pero donde la aproximacion bayesiana ha demostrado mds su utilidad es en
la estimacién de las RVs. El modelo de RL mostré una mediana de RV para positivos
de 4,011, con una probabilidad del 95% de que su verdadero valor se encuentre
entre 2,477 y 554, y una mediana de RV para negativos de 0,032, con una
probabilidad del 95% de que su verdadero valor quede entre 0,00007 y 0,3156. Por

su parte, el modelo de RN mostré una mediana de RV para positivos de 6,752, con
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una probabilidad del 95% de que su verdadero valor se encuentre entre 3,985 y
10,47, y una mediana de RV para negativos de 0,1731, con una probabilidad del 95%
de que su verdadero valor quede entre 0,01391 y 0,4796. Con la aproximacion
bayesiana podemos ademds calcular: a) la probabilidad de que el modelo de RL sea
un buen método diagndstico para confirmar la muerte es bajisima [P(RVpos > 5/RL)
= 0,0365], y sin embargo la probabilidad de que se comporte como un buen método
diagnéstico para descartar la muerte es altisima [P(RVneg < 1/5/RL) = 0,9183]; y b)
la probabilidad de que el modelo de RN sea un buen método diagnéstico para
confirmar la muerte es muy alta [P(RVpos > 5/RN) = 0,8738], y la probabilidad de
que se comporte como un buen método diagndstico para descartar la muerte es
bastante aceptable [P(RVneg < 1/5/RN) = 0,655]. Estos cdlculos ayudan mucho
desde el punto de vista de su uso clinico, porque nos informan sobre la capacidad
diagnéstica de ambos modelos, pero es imposible realizarlos con la aproximacién
frecuentista cldsica.

Nuestra propuesta de comparacién bayesiana de la capacidad discriminante
de ambos modelos tiene tres modalidades de andlisis, por lo que puede obtenerse
una informacién distinta y mucho mds completa de la que se obtiene con la
comparacién cldsica. Para las tres, la hipétesis mds verosimil es la de que el modelo
de RN es mds discriminante que el de RL, unha conclusién muy importante que no se
puede alcanzar usando el andlisis frecuentista.

Utilizando la aproximacion normal podemos estimar que la distribucidn
posterior sobre las diferencias en el AUC bajo la curva ROC de los modelos de RN
y RL es la Normal (media = - 0,0166, desv tip = 0,0239). Con ello, podemos calcular
que tenemos una probabilidad del 95% de que la verdadera diferencia entre las
AUCs se encuentre entre - 0,0635 y 0,0303. Pero ademds, por integracion,
podemos saber que la probabilidad de que la capacidad discriminante de la RL sea
superior (esto es, la probabilidad de que el AUC sea mayor en la RL que en la RN)
es de 0,2437, y la probabilidad de que la capacidad discriminante de la RN sea
superior (la probabilidad de que el AUC de la RN sea mayor) es 0,7563. La

hipétesis de que la RN sea un modelo mds discriminante que la RL es 3 veces mds
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probable que la hipotesis contraria: se trata de una razén de estas dos
verosimilitudes.

P(RNmejor) _ P(AUCRN > AUCRL)

— = 0,7563 / 0,2437 = 3,1
P(RLmejor) ~ P(AUCRL > AUCRN)

Utilizando la simulacion de Monte Carlo podemos obtener con el programa
EpiDat 3.1 la distribucién posterior sobre la distribucién de la diferencia entre las
AUCs, y estimar sus percentiles mds relevantes (mediana P50 = - 0,016; P25 = -
0,066; P97,5 = 0,030): el cero es un valor aceptable. Pero nos permite tambien
estimar estas probabilidades. La probabilidad de que la capacidad discriminante
sea superior en el modelo de RL es ahora de 0,242 y la de que la capacidad
sicriminante sea superior en la RN es de 0,758. De nuevo la hipétesis de

superioridad de la RN es tres veces mds verosimil:

P(RNmejor) _ P(AUCRN > AUCRL) _ 2o/ 0 545 - 3 13
P(RLmejor) ~ P(AUCRL > AUCRN)

El método de la parrilla de Berry es mucho mds "burdo”, porque se trata
de una aproximacion discreta al problema, aunque para su aplicacion sélo se
necesita una hoja de cdlculo disponible en la inmensa mayoria de las computadoras
de sobremesa. El grdfico nos indica que la diagonal estd incluida en la “pirdmide”,
con lo que de nuevo puede concluirse que el cero es un valor aceptable de la
diferencia entre las AUCs, pero puede estimarse de nuevo que la hipétesis de
superioridad del modelo de RN es mds verosimil que su contraria. En este caso el
cdlculo de la razén de las verosimilitudes entre las dos hipdtesis arroja una cifra

superior 8, a huestro parecer una estimacién exagerada:

P(RNme!or) B} P(d!fAUC(RN —RL) >0) - 0.8906 / 0,1094 = 8,19
P(RLmejor) P(difAUC(RN —RL) <0)

Como puede observarse, calculados mediante un andlisis de referencia no
informativo, los limites de los Intervalos de Credibilidad (bayesianos) y de
Confianza (frecuentistas) prdcticamente coinciden. Es de destacar que los
bayesianos, que se obtienen al integrar la distribucion a posteriori, son

generalmente mds estrechos, lo que aumenta su precision: son mds informativos. Y
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su interpretacion conceptual es directa, y mds adecuada a la mentalidad que
subyace al proceso de diagnéstico'® médico.

La coincidencia numérica entre los Intervalos de Confianza cldsicos y los
bayesianos Intervalos de Credibilidad, cuando estos se han calculando utilizando
distribuciones a priori planas o no-informativas, es un fenémeno bien estudiado en

191293 que ocurre con mucha frecuencia en la prdctica. Y

la literatura especializada
es por ello que, para muchisimos autores, la ideas bayesianas no son mds que
nimiedades filosoficas irrelevantes. En este sentido nuestra preferencia coincide

h'*? y D'Agostini'®, y es que las cosas deberian verse

con la de autores como Zec
exactamente desde el otro punto de vista. En rigor, los Intervalos de Confianza
frecuentistas no tienen ningln sentido, a ho ser que coincidan con los Intervalos de
Credibilidad bayesianos calculados bajo condiciones bien definidas. Nada en la
estadistica cldsica parece tener ningln significado inmediato para nuestra forma
natural de pensar, a no ser que, con nuestro sentido comuin, lo dotemos de una
interpretacién bayesiana. La mayoria de los médicos y de los investigadores clinicos
estan intelectualmente a favor de las definiciones frecuentistas, pero en la
prdctica utilizan las bayesianas. Y, de hecho, en sus mentes términos como
Intervalo de Confianza o valor p de significacion estadistica sélo pueden vivir
parasitando ilicitamente un uso bayesiano de los conceptos.

Para explicar nuestra posicién, reproduciremos un didlogo ficticio basado en
el inventado por el estadistico canadiense George Gabor (publicado en el libro de

D'Agostini’®®) y en un famoso articulo™’

para fisicos. Retomaremos asi la manera
socrdtica de argumentar mediante el didlogo, una forma de discurso que se ha
utilizado con bastante repercusion en la literatura contempordnea de nuestro
pais'®*1%°1% gobre el debate frecuentista vs. bayesiano. El texto simula reproducir
el intercambio de opiniones entre un alumno incisivo y dificil de convencer (A) y su
profesor (P), en un tipico curso de introduccién a la estadistica. La clase estd justo
en el momento en el que, por primera vez, se ha introducido el concepto de
Intervalo de Confianza (IC) cldsico para una media normal, y se ha ilustrado con un

ejemplo:
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P.
A.

o>

..y asi un IC 95% para la media 1 desconocida es IC95% p = 1.23 a 2.34.
(Levantando la mano) Perddéneme, sefior. Justo hace sélo unos minutos usted ha
enfatizado que el significado mds comin de un IC es en términos del concepto
cldsico original de “cobertura”, el cual se sigue del método mediante el cual se
ha construido. Nos ha explicado, que este concepto se establece en términos de
un hipotético conjunto de experimentos similares cada uno de los cuales mide
una media muestral m y computa un IC para u, por ejemplo al 95% de confianza.
Entonces, la construccién cldsica garantiza que, en el limite de un gran conjunto,
el 95% de los ICs asi construidos contendrdn al valor real desconocido u, es
decir "cubrirdn” a u.

Asi es, en efecto. Esta propiedad, denominada “cobertura” en el sentido
frecuentista, es la propiedad definitoria de los ICs cldsicos. Es importante
entender esta propiedad como lo que es: refleja la frecuencia (porcentaje) con
la que la afirmacién "u estd entre 1.23 a 2.34" es cierta: el 95% de las veces.
Las variables probabilisticas de esta afirmacién son el limite superior (LS) y el
limite inferior (LI), que en este caso particular han tomado valores 1.23 y 2.34,
respectivamente. Pero u es un valor fijo, aunque desconocido.

De acuerdo, pero...

Es igualmente importante entender lo que no es la "cobertura” frecuentista. No
es una afirmacién sobre el grado de creencia (probabilidad) de que y esté
contenida en el IC de un experimento particular.

Ah, ¢(No?

No. El concepto de "grado de creencia” no existe con respecto a los IC cldsicos,
que estdn inteligentemente definidos mediante una construccion que se cifie
estrictamente a afirmaciones sobre P(m/u) y evita deliberadamente utilizar una
densidad de probabilidad sobre p. Nunca considera a u como una variable
aleatoria.

Pero entonces un IC es una especie de intervalo aleatorio con ciertas
propiedades de cobertura, siempre que se REPITA este experimento en
condiciones casi idénticas.

Correcto. Pero también los IC cldsicos poseen otra propiedad mucho mds
poderosa: si en un conjunto de experimentos reales y diferentes, cada uno de
ellos mide cualesquiera de las caracteristicas observables que desee vy
construye sobre ellas un IC, por ejemplo al 95%, entonces, en el largo plazo, el
95% de los IC asi construidos cubrirdn el verdadero valor de sus respectivas
caracteristicas. Esto tiene, como veis, una aplicacién directa a la vida real, y en
ello radica la belleza de los ICs frecuentistas cldsicos. ¢No os parece?

Si, profesor. Parece que la “"cobertura” es el objetivo mdgico de los IC cldsicos.
Supone una propiedad tal vez atractiva desde un punto de vista puramente
estético, pero en realidad es también una especie de principio democrdtico que
otorga a diferentes valores posibles del verdadero pardmetro la misma
probabilidad de ser incluidos en un IC. Asi que ho es muy obvio como podemos
hacer un uso natural de este concepto. Porque.. ¢Cudl es, por ejemplo, el
significado real de ESTE IC concreto que acabamos de calcular?

Bueno, es una de las muchisimas posibles realizaciones de una coleccién de
intervalos. Un miembro de un conjunto, el cual tiene ciertas propiedades.

. Ya, pero las propiedades son del conjunto, no las posee cada elemento. ¢O es

que las propiedades pueden atribuirse a cada uno de sus miembros?
No, seria peor que incorrecto achacar a cada IC las propiedades del conjunto.
Su interpretacion probabilistica pertenece sdlo al conjunto.
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A. Pero entonces nuestro IC no tiene ningln significado directo.

P. Bueno... No exactamente. De hecho existe una manera, llamada estadistica
bayesiana, de atribuir un significado probabilistico simple a un IC concreto,
computado en un experimento Unico. Pero su método de cdlculo excede los
objetivos de este curso bdsico. De todas formas, puedo aseguraros que ho
existe diferencia numérica alguna entre el resultado de las dos maneras de
construirlos. Si alguien tiene interés, al final de la clase....

. (Inquieto) ¢Quiere decir que siempre coinciden?

No. Para que coincidan, deben calcularse asumiendo que no tenemos ninguna
razon, antes de obtener los datos, para creer que la media desconocida y se
encuentra en algin estrecho segmento particular de la recta real.

A. Vale, de acuerdo. Pero, ¢me permite otra pregunta? He notado que, cuando nos

lo presentaba, usted lo ha llamado "un” IC, y no “el” IC. ¢Es que existen otros?

P. Si. De hecho, existen multitud de maneras de obtener ICs, todos en conjunto
con las mismas propiedades de cobertura. Sélo el de la pizarra es un intervalo
bayesiano (por supuesto, si se ha calculado como os he dicho).

. ¢Es el bayesianismo la tinica manera de justificar el uso de este IC particular?
No. Existen otras maneras, pero son muy complicadas. Por ejemplo, el Intervalo
de Verosimilitud, una cosa extraia que no opera con probabilidad...

o>

o>

El didlogo podria continuarse hasta el infinito, y podriamos extenderlo para
que tratara prdcticamente cada uno de los conceptos con los que opera la
estadistica frecuentista: distribuciones muestrales de los estimadores, el
concepto mismo de variable independiente e idénticamente distribuida, la
significacion estadistica, etc... Lo bien cierto es que, en la inmensa mayoria de los
estudios de investigacién clinica, por inercia, tradicién, o -simplemente- porque
"nos funciona”, se sigue utilizando la metodologia frecuentista, incluso en la
literatura sobre pruebas diagndsticas.

Los principales editores de revistas médicas’’ y las recomendaciones
estadisticas de las autoridades reguladoras internacionales'® mencionan
explicitamente la posibilidad de realizar andlisis bayesianos. En el caso de los
experimentos para aprender, lo Unico que se puede decir a favor de los métodos
frecuentistas es que funcionan siempre y cuando no se viole el principio de
verosimilitud. Si eso pasa (y ocurre con frecuencia), nhuméricamente coinciden con
el resultado obtenido mediante metodologia bayesiana con distribuciones a priori
planas.

Nos parece que la preponderancia que otorgan muchos médicos (e incluso

epidemiologos) a los IC cldsicos, obtenidos con metodologia frecuentista, obedece
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en realidad a una ilusién. De manera inadvertida, suelen mezclar el concepto de
“cobertura” (tal y como se ha introducido en el anterior didlogo) con el de la
probabilidad de que el verdadero valor del pardmetro quede localizado en el
interior de los limites del intervalo, incluso cuando intelectualmente comprenden
que existe una clara diferencia. De hecho, la Unica manera matemdticamente
posible de calcular tal probabilidad consiste en inventar una distribucién bayesiana
a priori y multiplicarla por la funcion de verosimilitud e integrar ese producto
sobre los limites de dicho IC. Como ya se ha dicho, la "cobertura” es una propiedad
de un conjunto de experimentos, realizados todos bajo unas determinadas
condiciones (p. ej aleatorizacion de la muestra), y solo tiene sentido si existe
repeticion del experimento en las mismas condiciones. Incluso los frecuentistas
admiten que los limites de los IC cldsicos no son adecuados para tomar decisiones.
El diagnéstico médico es justamente un escenario en el que se toman decisiones
importantes, y no es posible la repeticion muestral ni la aleatorizacion. Para un
experimento simple y Unico, ho podemos deducir de la “cobertura” calculada una
probabilidad de que nuestro resultado (nuestro diagnéstico) sea verdadero, y es
esto Ultimo lo que realmente necesitamos para tomar correctamente nuestras
decisiones.

Por todo ello en esta tesis doctoral nos hemos decidido a utilizar la

metodologia correcta'®

, no su sustituta. Nos parece mds decuado, cientificamente,
asumir abiertamente las limitaciones de la metodologia bayesiana de referencia
("Dadas estas distribuciones a priori -planas o no informaticas-, estos modelos
probabilisticos y estos datos empiricos, creemos estar al 95% seguros de que el
pardmetro estd incluido en este intervalo"), que no especificar en nuestro trabajo
lo que, en honor a la verdad, deberiamos decir. Cuando no existe aleatorizaciéon y
hacemos inferencia mediante estadistica frecuentista, si obtfuvieramos un

200, “5; estos

resultado estadisticamente significativo, lo honesto seria concluir
datos hubieran sido generados mediante un muestreo aleatorio (o en un ensayo con
distribucion aleatoria) sin datos perdidos ni errores de medida, el conjunto

formado por estos resultados obtenidos y todo el resto de los resultados mds
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extremos es simanente improbable si la hipdtesis nula fuera cierta. Pero como los
datos no han sido asi generados, en realidad podemos decir muy poco de su
verdadera significacién estadistica”. Aunque®®, “de lo que no se puede hablar,
mejor es callar la boca".

De todas maneras, y para los aln incrédulos, varios autores han estudiado
empiricamente, mediante técnicas de simulacion de Monte Carlo, las propiedades
de "cobertura” que exhiben los Intervalos de Credibilidad bayesianos. Para el
modelo binomial, los resultados muestran que si se utiliza la distribucién a priori de
referencia no informativa Beta (1/2, 1/2) -que es la que nosotros hemos usado-, los
intervalos bayesianos obtenidos con el Teorema de Bayes tienen una cobertura
excelente: tienen una probabilidad posterior casi idéntica al nivel de confianza

deseado?®??% De hecho, se ha establecido®®*

que los métodos bayesianos objetivos
son el camino mds prometedor para conseguir la unificacion de las dos evasiones, la

frecuentista y la bayesiana.

2.2.- ESTUDIO DE LA CALIBRACION:

Debido probablemente a su gran disponibilidad en los paquetes estadisticos
de software y a la facilidad de interpretacién de sus resultados, la manera
hegeménica en los estudios clinicos de estudiar la calibracién desde el punto de
vista frecuentista es con el test “"bondad de ajuste” ji-cuadrado de Hosmer-
Lemeshow. A diferencia de los test de hipétesis mds comunes, en este caso lo que
se desea es que ho haya significacion estadistica, pues la prueba se propone para
enjuiciar que la hipétesis nula (que en este caso afirma que cierta distribucion rige
para nuestros datos muestrales) es vdlida en determinado contexto. De nuevo esta
prueba estd basada en un test de significacion estadistica, y por ello tiene sus
mismas deficiencias. El objetivo con el que se calcula la significacién estadistica en
este caso es validar un modelo, pero es bien sabido que, aunque muchos de ellos
resultan Utiles, todos los modelos son incorrectos. En tanto que representaciones

idealizadas de la realidad, los modelos son imperfectos por definicién. Por ello
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sorprende sobremanera el uso de las pruebas de significacién estadistica en este
contexto: consideran Gtil un modelo por el solo hecho de que no se ha podido
demostrar que es imperfecto (cuando de hecho ya se sabe que lo es). Si la
hipotesis nula afirma -como ocurre en esta prueba de "bondad de ajuste”- que los
datos muestrales siguen exactamente cierta distribucidn, entonces sensu stricto
esta hipétesis siempre es falsa. Por lo tanto, dicha hipdtesis serd rechazada
inexorablemente si la muestra es suficientemente grande®. La mejor manera de
conseguir lo que deseamos con esta prueba de “"bondad de ajuste” es adoptar la
absurda medida cautelar de no tomar una muestra demasiado grande.

206 con mucha frecuencia se dd la

Ademds, como ha sefialado Tsiatis
situacion en que el nimero de observados y/o esperados de cada categoria de
riesgo en las que se ha dividido la muestra es menor de 5 individuos, y en estas
condiciones, el estadigrafo de Hosmer-Lemeshow no se distribuye Ji-cuadrado, y
lamentablemente el test no puede computarse®”’. Tambien se ha comprobado, como
ocurre con todas las pruebas frecuentistas de significacion estadistica, que el
resultado es muy dependiente del tamafio muestral de los grupos de riesgo®® y de
la forma como éstos se organicen.

Se han propuesto varias soluciones frecuentistas a todos estos problemas,
desde la aplicacién de pruebas de bondad de ajuste mds complicadas®®” (como la
prueba de Farrington”®) a la estrategia de cotejar directamente los valores
observados y esperados mediante simple inspeccidn visual y evaluar el grado de
concordancia a partir del sentido comin®”’, pero el test de Hosmer-Lemeshow se
sigue utilizando de manera casi universal. En la cohorte de validacion de nuestro
estudio, no hemos podido descartar la hipétesis nula ni con el modelo de RL (y* de
Hosmer-Lemeshow = 1,2472; grados libertad = 7; p = 0,9898) ni con el de RN %
de Hosmer-Lemeshow = 0,8585; grados libertad = 7; p = 0,9968), por lo que desde
el punto de vista frecuentista asumimos que ambos estdn aceptablemente
calibrados. Tal y como nos ha ocurrido con la capacidad discriminante, desde el
punto de vista frecuentista no hemos podido estimar cual de los dos modelos

presenta mejor calibracidn.
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Desde el punto de vista bayesiano, las pruebas de bondad del ajuste han
sido también muy criticadas. En virtud del principio de verosimilitud no se pueden
calcular, ya que no existe un pardmetro diferenciador entre la hipotesis de la que
se trata y todo el conjunto “difuso” de las posibles alternativas. Por eso la mayoria
de los textos aconsejan utilizar las alternativas frecuentistas (a pesar de los
problemas que, como se ha visto, entrafian). Nuestra propuesta en esta tesis, es un
poco mds ambiciosa, y tal vez arriesgada.

En 1948 Claude Shannon, ingeniero y matemdtico fallecido en 2001, inicié el
desarrollo de la llamada teoria matemdtica de la informacién®"’. Se basa en un
concepto algo oscuro®?, el de entropia (informacién esperada) como medida del
grado de indeterminacion o aleatoriedad de un sistema, pero ha posibilitado toda la
revolucién informdtica y ha alcanzado en nuestros dias tal preponderancia®® que
mucha gente llama a la nuestra la “era de la informacion”. Sin embargo, su
aplicacién a la medicina ha sido casi nula. Aparte de en dos estudios de patrones

electrofisioldgicos de caos en pacientes con epilepsia®*#°

, S6lo hemos sido capaces
de localizar en PubMed conceptos de teoria de la informacion en unos pocos
estudios sobre evaluacion de métodos diagndsticos. Benish usa grdficos de
informacién para comparar test diagnésticos®’®, y utiliza la informacién mutua como

217

indice del rendimiento de un test diagnéstico”’. Okagaki y colaboradores utilizan

la teoria de la informacién como medida de rendimiento de métodos diagndsticos

en citologia®'®

. Dragalin et al emplea la divergencia de Kullback-Leibler para evaluar
bioequivalencia entre fdrmacos®”, y Lee la utiliza para estudiar el potencial de un
test diagnéstico como descartador o confirmador de un diagnéstico®*. En Espafia,
Xavier de Salvador ha utilizado la teoria de la informacion en estudios de modelos
causales en sociologia??’.

En este estudio, proponemos el uso de la divergencia de Kullback-
Leibler®???* 'y de la discrepancia intrinseca -que presenta propiedades
matemdticas que la hacen superior®*- para estimar la calibracién los modelos, sin

utilizar pruebas de significacién estadistica. EIl método, una modificacién nuestra

de la prueba de Hosmer y Lemeshow'?®, pretende ocupar el lugar de este dltimo en
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la evaluacién bayesiana de la calibraciéon de un método diagndstico que estime
probabilidades. Se puede aplicar fambién mediante una sencilla hoja de cdlculo, y
su interpretacion es muy intuitiva, toda vez que se mide en bits: la gente
familiarizada con la informdtica personal entiende lo que significa actualizar, por
ejemplo, su versién de Windows® mediante un CD que contenga un programa de 4
megaBits. Asi, una vez la mortalidad ha sido estimada por el modelo de RL o por la
RNA, la prueba de discrepancia que proponemos nos indica el tamafio que deberia
tener (en bits) nuestro programa “de actualizacion" para obtener, a partir de la
estimada, la mortalidad real. Un valor inferior a 0'01 bits indica un ajuste casi
perfecto del modelo.

De nuevo en este caso, la perspectiva bayesiana por la que hemos optado nos
aporta nuevos e importantes matices para poder evaluar mejor la calibracion de
ambos modelos. En la cohorte de validacién, respecto a la distribucion de las
muertes observadas, tanto en el modelo de RL como en el de RN la distancia
entropica de la distribucién de las muertes predichas es despreciable (véase tabla

de la pdg. 176, reproducida a continuacidn),

Distancia entropica a lo observado

Est. Bayesiano Convencional Est. Bayesiano Intrinseco
Prediccién Divergencia de | Discrepancia | Divergencia de | Discrepancia
realizada Jeffreys Intrinseca Jeffreys Intrinseca
por J(o,e) 5(o,e) J(o,e) 5(o,e)
Regr.Logistica | 0.048 bits 0.0235 bits | 0.0582 bits | 0.0280 bits
Red Neuronal | 0.0271 bits | 0.0134 bits | 0.0314 bits | 0.0153 bits

por lo que podemos afirmar que ambos modelos estdn muy bien calibrados. Pero el
uso de estas medidas de informacion estadistica nos permite ademds afirmar que
las predicciones realizadas con el modelo de RL estdn a una distancia doble de las

realizadas con el modelo de RN, por lo que la calibracion del modelo de RN es
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mejor. Esta afirmacidn es, de nuevo, imposible que se realice haciendo un andlisis

frecuentista.

2.3.- ANALISIS DE DECISION:

Si se incorporan a un andlisis formal de decision desde la perspectiva del
clinico que va a utilizar ambos modelos, tanto si se usan los indices de exactitud
obtenidos mediante andlisis frecuentista cldsico como si se usan los obtenidos
mediante nuestra propuesta bayesiana, la decisién dominante es siempre utilizar el
modelo de RN para hacer nuestras predicciones de mortalidad en la UCIP con el
indice PRISM. Sdlo en las situaciones en las que la prevalencia de muerte sea
superior a un umbral del 38,46% (si se usan los indices de exactitud frecuentistas)
o del 40,7% (si se usan los bayesianos), unos valores muy alejados de las
prevalencias de muerte de las cohortes de desarrollo y de validacién, la decision

mds adecuada es utilizar el modelo de RL para predecir la muerte.

3.- CONSIDERACIONES FINALES

Por razones histéricas, la estadistica frecuentista ha sido la evasidon
prevalente de la induccion en ciencia. Era la universalmente ensefiada, la Unica
accesible en los paquetes de sofware de las calculadoras y las computadoras
personales, y la que esperaban los editores de las revistas. Nick Metropolis y otros
fisicos desarrollaron la metodologia de cadenas de Markov y Monte Carlo en
1953%%%2¢ sy algoritmo fue generalizado en por Hastings en 1970, y el
muestreo de Gibbs se desarrollé en 1984%?%, pero estos métodos bayesianos no
irrumpieron con fuerza en la ciencia estadistica hasta los afios 1990-1995. Y desde
entonces las cosas estdn cambiando muy rdpidamente, sobretodo tras la aparicién

en 1996 del software libre BUGS?*?, que utiliza cadenas de Markov y métodos de
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Monte Carlo para generar muestras de la distribucién a posteriori del modelo
especificado. Ahora, que ya disponemos incluso de software libre y sencillo de
utilizar (WinBUGS 1.4.3 es la versién actual de BUGS para entorno Windows, que
estd disponible libre via Internet en la pdgina web del proyecto WinBU6S*°, y en
espafiol disponemos®®! del programa libre EpiDat 3.1, desarrollado el Servizo de
Epidemioloxia de la Direccién Xeral de Saude Pulblica da Conselleria de Sanidade
(Xunta de Galicia) en colaboracion con la Unidad de Andlisis de Salud y Sistemas de
Informacién Sanitaria da Organizacién Panamericana de la Salud y de la
Organizacion Mundial de la Salud [OPS-OMS]) esta creciendo la popularidad de los
métodos bayesianos en ciencia, que nos permiten hacer las cosas mucho mejor.

En esencia con nuestro trabajo no hemos pretendido ahondar en el debate
sobre las dos grandes escuelas de la estadistica contempordnea, sino sélo dar “una

n232

oportunidad para Bayes"“, sobre todo en el terreno que le es mds propicio: los

métodos de diagndstico médico. Demos “al César lo que es del César y a Dios lo que

es de Dios"*.
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VIII. - Conclusiones y
proyeccion de futura

investigacion.
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PRIMERA: Nuestro trabajo confirma que, bajo el supuesto de intercambiabilidad y
sin que se requiera de un muestreo aleatorio ni una justificacién asintética, es
posible estimar la exactitud de un test diagnéstico mediante indices de

rendimiento calculados con métodos estadisticos sencillos de naturaleza bayesiana.

SEGUNDA: Tanto el modelo de Regresién Logistica como la Red Neuronal
presentan una excelente capacidad de discriminacion. Las estimaciones
frecuentistas de los IC95% de los indices de exactitud presentan serios
problemas de interpretacion conceptual. Sin embargo, estimados con métodos
bayesianos, los Intervalos del 95% de Credibilidad tienen una fdcil y directa
interpretacién conceptual, sobretodo desde el punto de vista clinico. Asi, sélo
mediante métodos bayesianos hemos podido estimar que, si utilizamos en clinica el
indice PRISM con el propdsito de confirmar que se va a producir la muerte un nifio
en la UCIP, la probabilidad de que la Red Neuronal sea un buen método diagndstico
es altisima (0,87), muy superior a la de la Regresién Logistica (0,04). Por el
contrario, si lo utilizamos con el propésito de descartar que se vaya a producir la
muerte, la probabilidad de que la Regresion Logistica sea un buen método

diagnéstico (0,92) es, superior a la de la Red Neuronal (0,66).

TERCERA: El andlisis frecuentista no permite establecer la superioridad en la
capacidad de discriminacién de ninguno de los dos modelos: no se ha podido
descartar la hipétesis de diferencia nula entre ambos (con una probabilidad de
cometer error tipo I del 5%). Sin embargo, el andlisis bayesiano nos permite
obtener una informacion distinta y mucho mds completa: la hipdtesis mds verosimil
es la de que el modelo de Red Neuronal es mds discriminante que el de Regresién
Logistica. De hecho la hipétesis de que el modelo de Red Neuronal sea mejor

discriminante es tres veces mds probable que la contraria.
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CUARTA: Tanto el modelo de Regresién Logistica como la Red Neuronal parecen
estar muy bien calibrados. De nuevo el andlisis frecuentista no nos ha permitido
otra conclusién que la de asumir una buena calibracién, porque en ambos casos no
hemos podido descartar la hipétesis nula (con un valor alfa del 5%). Para realizar
un andlisis bayesiano de la calibracion de métodos diagndsticos que estimen
probabilidades (como es el caso de ambos modelos aqui estudiados) en el que ho
utilicemos pruebas de significacion estadistica, en este trabajo hemos propuesto
emplear indices extraidos de la teoria matemdtica de la informacién. Con ellos
puede estimarse “distancias” (en concreto distancias entropicas), expresadas en
bts de informacidn, entre las distribuciones de probabilidad estimadas por cada
modelo y los resultados finalmente observados. Con este andlisis, tanto la
Regresion Logistica como la Red Neuronal se comportan como métodos de

estimacion probabilistica muy bien calibrados.

QUINTA: Desde el punto de vista frecuentista no hemos podido estimar cual de
los dos modelos presenta mejor calibracién. Con el uso de las medidas de
informacion estadistica propuestas en este trabajo podemos afirmar que, respecto
de los resultados de mortalidad finalmente observados, las predicciones realizadas
con el modelo de Regresién Logistica quedan a una distancia doble de las realizadas
con el modelo de Red Neuronal, de donde podemos inferir que la calibracidn del
modelo de Red Neuronal es mucho mejor. Esta afirmacion es, de nuevo, imposible

de realizar desde un punto de vista del andlisis cldsico frecuentista.

SEXTA: Si se incorporan a un andlisis formal de decision desde la perspectiva del
clinico, que es el que va a utilizar ambos modelos, tanto si se usan los indices de
exactitud obtenidos mediante andlisis frecuentista cldsico como si se usan los
obtenidos mediante nuestra propuesta bayesiana, la decision dominante es siempre
utilizar el modelo de Red Neuronal para hacer nuestras predicciones de mortalidad
en la UCIP con el indice PRISM. Sélo en contextos clinicos en los que la prevalencia

de muerte en la UCIP se sitde en un entorno del 40%, un valor muy alejado de la
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prevalencia de muerte en las UCIs pedidtricas espafiolas, la decision mds adecuada
seria utilizar el modelo de Regresién Logistica. Ello confirma de nuevo la
superioridad del modelo de Red Neuronal, y deberia hacernos replantear la

prdctica habitual de nuestras UCIPs.

A la luz de estas conclusiones, y desde nuestro particular punto de vistaq,
seria necesario en el futuro seguir promoviendo en los estudios cientificos el uso
de técnicas de andlisis capaces de aportar una informacién con muchos mds matices
y, sobre todo, con una interpretacion mucho mds directa, natural y racional de sus
conclusiones que las técnicas basadas en las pruebas de significacion estadistica de
las hipétesis. Las téchicas bayesianas permiten incorporar rigurosamente, durante
el proceso de andlisis, los puntos de vista o convicciones que se tenian antes del
estudio: ese es el modo habitual como realizamos nuestros razonamientos en la vida
real. Ademds, sus conclusiones se expresan en el lenguaje de la probabilidad, el
lenguaje de la ciencia. Los cdlculos necesarios son mucho mds complicados, pero ya
existen programas informdticos que los simplifican y los ponen al alcance de la
mayoria de los investigadores preocupados por el rigor de sus métodos y la
exactitud de sus resultados. A pesar de sus criticos y defractores, en este siglo
que empezamos, el enfoque bayesiano deberia consolidarse como el preponderante

para posibilitar la consolidacién de la racionalidad en la ciencia.
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XI. - Anexos.
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ANEXO I: TEOREMA DE RAMSEY-DE FINETTI

A.-Probabilidades, “Odds"*** y logit:

La ODDS es otra manera de expresar el concepto de probabilidad que se
utiliza sobre todo en el mundo de las apuestas. Una Odds es el cociente entre una
probabilidad y su complementaria: compara la verosimilitud de que un evento
particular tenga lugar (que un determinado caballo gane una carrera o que una
determinada enfermedad esté presente) [a], con la verosimilitud de que no tenga
lugar [b], utilizando la expresién o = a / b. Para convertir una probabilidad en su
odds, se utilizan las siguientes expresiones:

Prob = Odds / 1 + Odds y Odds = Prob / 1 - Prob
Asi, la probabilidad 0.75 se convierte en la Odds 0.75/0.25. El logaritmo neperiano
(natural) de una Odds se denomina "LOGIT", y asi

Logit (p) = In [p/1-p]

Las probabilidades son nimeros del intervalo (convexo) [0,1], pero las odds
pertenecen al intervalo [0, «[. Para obtener expresiones numéricas manejables
cuando utilizamos las Odds, podemos multiplicar o dividir ambos elementos del
conciente a/b por el mismo nidmero, sin cambiar su significado. Asi, una
probabilidad 0.75 se corresponde con una Odds 0.75 / 0.25 que, si dividimos ambos
miembros por 0.25, se convierte en 3/1.

Para convertir facilmente la expresion de una odds a/b en una probabilidad,
conviene dividir el numerador [a] por la suma de numerador y denominador [a+b].
Asi, la odds 4/1 se convierte en la probabilidad 4/4+1 = 4/5, es decir 0.8 (80%).

Si utilizamos el concepto bayesiano (subjetivo) de probabilidad como la
medida de la incertidumbre o grado de creencia (racional), también podemos usar
las odds correspondientes en términos del lenguaje de las apuestas. Asi Pi(E/H)
puede interpretarse como el mdximo precio que el individuo / estd dispuesto a
pagar por participar en una apuesta, jugada en las condiciones H, en la que se
obtiene un premio unidad si, y solamente si, tiene lugar el evento E. Una persona
coherente que afirme que la moneda lanzada tiene probabilidad 0.5 de obtener
cara, deberia estar dispuesta a pagar 50 euros por participar en una apuesta que le
diera derecho a cobrar 100 euros si al lanzar la moneda se obtiene cara.
Reciprocamente, sea una apuesta que da un premio de 100 euros si nuestro equipo
de fidtbol gana la liga y la Copa de la UEFA; si el mdximo precio que unha persona
esta dispuesta a pagar por participar en esa apuesta es 70 euros, la probabilidad
que esta persona otorga a que su equipo gane ambas competiciones es 0.7 (70%)*.

B.-Coherencia de una apuesta:
Cualquier corredor de apuestas sabe que nunca se debe jugar en apuestas
tramposas, apuestas contra él mismo. Los ingleses utilizan la expresion “apuesta
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del Holandés" (Dutch Book) para designar tales apuestas: aquellas en las que, sea
cual sea el precio que pague el jugador por participar, siempre hay una pérdida
neta (ganancia neta de la banca). Se llama coherente a una apuesta que no dé
ninguna posibilidad a que se produzca Dutch Book®*. Sélo hemos de participar en
apuestas coherentes, para evitar la posibilidad de que se nos haga trampa y “nos
tomen el pelo”.

Sea una apuesta sobre la ocurrencia de un acontecimiento E en la que
intervienen el “"sefior A" y “la banca”. El “sefior A", paga un precio [p(E)*S] por
participar y la banca pagard a este un premio [S] si se produce el evento E. La
medida que caracteriza a una apuesta se llama "cociente de apuesta” p(E), y es el
resultado de dividir el precio entre el premio [precio/premio]: el porcentaje del
premio que se ha de pagar por apostar. La ganancia del “sefior A" se define por: GA
= premio - precio = S - [p(E)*S], y la de “la banca” por: GB = precio - premio =
[p(E)*S] - S. El "sefior A" estd claramente apostando a favor del evento E con una
Odds = p(E)*S / [S - p(E)*S] = p(E) / [1 - p(E)]; y “la banca" estd apostando en
contra del evento E con la Odds reciproca = [1-p(E)] / p(E). La apuesta es
coherente sélo si el precio que paga el "sefior A" y el premio que paga “la banca” se
eligen de tal manera que es imposible que alguno de los dos gane siempre (G = 0). Si
“la banca” elige los premios de tal manera que siempre gane, sea cual sea el precio
que pague el “sefior A", la apuesta es una incoherente “apuesta del holandés”.
Ramsey®® y De Finetti®, independientemente, demostraron un hecho sorprendente:
es condicién necesaria y suficiente para que la apuesta (o serie de apuestas) en que
juguemos sea coherente, que nuestras apuestas se expresen en medidas p(E) que
cumplan las reglas que definen a las probabilidades.

C.-Los axiomas de la probabilidad (version bayesiana):

La probabilidad es siempre condicionada, y depende de dos elementos: el
evento sobre el cual sentimos incertidumbre y las condiciones en las que estamos
realizando la medida de esa incertidumbre. Escribimos p(E/H) para expresar
nuestra probabilidad de que se produzca el evento E cuando sabemos, o asumimos
como cierto, que se cumple la condicidn H. Es nuestra probabilidad de E dado H.

a) Regla 1 (convexidad): para cualquier Ey H,

O<p(E/H)<1,yp(E/E)=1
b) Regla 2 (ley aditiva de eventos excluyentes): si E; y E: son eventos
mutuamente excluyentes (no pueden darse a la vez) dado H,

p(E: UE2/ H) =p(E1/ H) +p(E2/ H)
En concreto, si Ey,..., E. son varios eventos mutuamente excluyentes y
exhaustivos (al menos alguno de ellos ha de acontecer) dado H,

p(E:/ H)+..+p(En/ H) =1

c) Regla 3 (ley multiplicativa): para cualquier A,Ey H

p(A&E/H)=p(A/E&H) > p(E/H) , siendo

(A&E) el evento que ocurre si, y sdlo si, ocurren conjuntamente Ay E.
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En concreto, si A y E son sucesos independientes, dado H [p(A/E&H) =
p(A/H)], entonces p(A&E/ H)=p(A/ H)*p(E/H)
La ley multiplicativa puede ser expresada de manera equivalente con la
definicion de probabilidad condicional:

p(A/E&H)=p(A&E/H)/p(E/H), siempre que p(E/ H)>0

Como resultado inmediato importante de las tres reglas, se obtiene la
llamada Ley de Marginalizacion (también conocida con el curioso nombre de ley
para "Extender la Conversacién” o "Extender el Argumento"). Se utiliza mucho para
describir una distribucion conjunta global sobre todas las posibles combinaciones
de eventos. Supongamos los eventos (E & B) y (E & noB). Como (E & B) y (E & noB)
son mutuamente excluyentes y forman conjuntamente el evento E, tenemos [Ley
aditiva de eventos excluyentes]:

P(E) = p(E & B) + p(E & noB)
y usando la ley multiplicativa
p(E) = p(E / B) p(B) + p(E / noB) p(noB)

D.-Prueba del Teorema de Ramsey-De Finetti®*%%%3:

a) Concepto de “cociente condicional de una apuesta” La prueba del
teorema necesita que se cumpla la definicién de cociente condicional de una
apuesta. El cociente condicional de una apuesta p(E/H) del "sefior A" contra
"la banca” es el cociente de una apuesta [precio/premio] que se realiza
entre ellos sélo bajo la condicién de que, si H no ocurre, la apuesta termina
y “la banca” devuelve todo el dinero pagado por el "sefior A" como precio por
apostar.

b) Prueba para la Regla 1 (convexidad):

< Coherencia = Regla 1:
Si el "sefior A" elige para el suceso seguro una p(E/E) > 1, y paga por él
un precio [p(E/E)*S], "la banca” siempre gana (6B = [p(E/E)*S]-S > 0)
poniendo cualquier premio S > 0. Si el "sefior A" elige una p(E/E) < 1, “la
banca” siempre gana poniendo cualquier premio S < O (hegativo). Para que
la apuesta sea coherente, el “sefior A" deberd apostar a favor de un
evento seguro con una p(E/E) = 1. Sea ahora un evento arbitrario no
seguro E/H. Si el "sefior A" elige un p(E/H) > 1, "la banca” siempre gana
poniendo cualquier premio S > 0. Si el “sefior A" elige p(E/H) < O
(negativo), “la banca” puede ganar si el premio es < O (negativo). Asi que,
exigiendo coherencia, el "sefior A" debe asignar probabilidades a favor
del evento O < p(E/H) < 1

% Regla 1 2 Coherencia:
Si el "sefior A" elige para el suceso seguro una p(E/E) = 1 no hay manera
de que "la banca" gane dinero (6B = [1*S] - S = 0). El premio, sea cual sea
el signo, pasa simplemente de una mano a ofra y de nuevo de vuelta al
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primero. Para un acontecimiento arbitrario no seguro E/H, "la banca” no
pude elegir un valor de premio S que conlleve ganancia segura si el
"sefior A" paga por apostar un precio [p(E/H)*S] con O < p(E/H) < 1.

c) Prueba para la Regla 2 (ley aditiva de eventos excluyentes):

% Coherencia 9 Regla 2:
Supongamos que en una serie de n apuestas, el "sefior A" paga una serie
de precios [p(Ei/H)*S1], [p(E2/H)*Sz]......., [P(En/H)*Sn] por participar y
“la banca” paga una serie de premios Si, S;,.....,Sn en cada una de ellas si
ocurren una serie de eventos Ei, E,....En mutuamente excluyentes y
exhaustivos. Sea que “la banca” paga el mismo premio en cada una de las
apuestas: S1=S; = ... =5,=S.
Si ocurre el evento E;, la ganancia neta de "la banca” GB viene dada por:

GB = p(E/H)*S1+ p(E2/H)*S;z +.....+ p(En/H)*S, - Si
y como S1= S = ... =5,=5, entonces
6B = S * [p(Ei/H) + p(E2/H) +....+ p(En/H) - 1]

Si, para el "sefior A" p(Ei/H)+ p(E2/H) +.....+ p(Ex/H) > 1, "la banca"” gana
siempre poniendo cualquier premio S > 0. Si para el “sefior A" p(E:i/H) +
p(E2/H) +...+ p(E./H) < 1, la banca gana siempre poniendo cualquier
premio S < O (negativo). Para que la serie de apuestas sea coherente (GB
= 0), el "sefior A" debe elegir p(Ei/H)+ p(E2/H) +....+ p(Er/H) = 1.

% Regla 2 & Coherencia:
Hemos visto que GB = p(Ei/H)*S1+ p(E2/H)*S; +....+ p(Ex/H)*Sn - Si |y
como S1= 5z = ... = 5,= 5, entonces

GB = S * [p(Ei/H) + p(E2/H) +....+ p(En/H) - 1]

Desde la Regla 2, tenemos que p(E:/H) + p(E2/H) +.....+ p(En/H) = 1 para el
"sefior A". Ello hace que la serie de apuestas sea coherente (GB = 0).

d) Prueba para la Regla 3 (ley multiplicativa):
< Coherencia < Regla 3:
Sea una apuesta sobre la ocurrencia de tres eventos cualesquiera A, E y
H. La apuesta se rige por los siguientes cuyos cocientes de apuesta:
p(A&E/H), p(A/E&H) y p(E/H). Ello significa que:
e El "sefior A" paga un precio [p(A&E/H)*S], y recibe de “la
banca” un premio S, si ocurre el evento conjunto A&E siempre
que ocurra primero H
e El "sefior A" paga un precio [p(A/E&H)*S'], y recibe de "la
banca” un premio S’ si aparece el evento A siempre que ocurra
primero el evento conjunto E&H, y
e El "sefior A" paga un precio [p(E/H)*S"], y recibe de "la
banca” un premio S”, si ocurre el evento E siempre que ocurra
primero el H.
Una vez ha ocurrido H, pueden ocurrir tres cosas:
1) Ocurren conjuntamente Ay E (A&E), y la ganancia de "la banca”
es:
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GB1 = [p(A&E/H) - 11*S + [p(A/E&H) - 17*S' + [p(E/H) - 1]*S"
2) No ocurre A, pero ocurre E, y la ganancia de "la banca” es :
GB2 = p(A&E/H)*S + p(A/E&H)*S' + [p(E/H) - 1]*S"
3) No ocurre E, y la ganancia de "la banca” es :
GB3 = p(A&E/H)*S + p(E/H) *S"
Supongamos que “la banca” elige S = +1, S'= -1y S" = - p(A/E&H), luego
GB1 = [p(A&E/H) -1] + [1 - p(A/E&H)] + p(A/E&H) - [p(A/E&H)*p(E/H)]
= p(A&E/H) - p(A/E&H)*p(E/H)
GB2 = p(A&E/H) - p(A/E&H) - p(A/E&H)*p(E/H) + p(A/E&H) =
= p(A&E/H) - p(A/E&H)*p(E/H)
GB3 = p(A&E/H) - p(A/E&H)*p(E/H)
es decir que GB1 = GB2 = GB3 y son positivas (> 0) salvo que p(A&E/H)
< p(A/E&H)*p(E/H). Igualmente, si “la banca" elige S=-1,S =+1y S" =
+ p(A/E&H), GB1 = GB2 = GB3 y son positivas (> 0) a no ser que
p(A&E/H) > p(A/E&H)*p(E/H). Para que se dé la coherencia [GB1 = GB2
= GB3 = 0], el "sefior A" debe elegir p(A&E/H) = p(A/E&H)*p(E/H)
% Regla 3 & Coherencia:
Siguiendo el mismo razonamiento, si el “sefior A" elige p(A&E/H) =
p(A/E&H)*p(E/H), la ganancia de "la banca” es GBl1 = GB2 = GB3 =
p(A&E/H) - p(A/E&H)*p(E/H) = 0. Si se sigue la Regla 3, se obtiene
coherencia.
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ANEXO II: INTERCAMBIABILIDAD Y TEOREMA DE
REPRESENTACION

El estudio de las probabilidades intercambiables es un campo
tremendamente vivo y productivo de la investigacion matemdtica de nuestros dias.
Pero, en esencia, la nocién de intercambiabilidad corresponde a una idea muy
simple que se le ha ocurrido a muchos: la de considerar que secuencias de eventos
binarios de Bernoulli, cada una de las cuales tiene el mismo tamafio 7y el mismo
ndmero de éxitos r, son secuencias a las que se puede asignar la misma
probabilidad. El caso especial mds famoso es la /ey de sucesiones de Laplace: sea p
la probabilidad desconocida de éxito de un evento simple. De acuerdo con Laplace,
a priori uno no tiene ninguna razén para pensar que un valor de p sea mds probable
que otro. Esta ignorancia sobre el valor de p se representa por una distribucion
uniforme sobre fodos los valores de p. Las probabilidades posteriores pueden
calcularse con el teorema de Bayes: la probabilidad de un nuevo éxito, una vez se
ha realizado un experimento de r éxitos en n intentos, es (r+1)/(m2). Es un
ejemplo de asighacion de probabilidades intercambiables, pero hasta de Finetti
nadie habia caido en que ello vd mds alld de los experimentos con secuencias de
eventos binarios independientes.

Consideremos un fenémeno aleatorio como aquel en el que se puede hacer -o
al menos imaginar hacer- un experimento: generar una secuencia de un nimero 7 de
intentos repetidos y en el que se considera que e/ orden en el que aparecen los
valores que toma la variable aleatoria (p. ej. el orden de éxitos y fracasos en una
sucesion de n pruebas de Bernoulli) puede achacarse estrictamente al azar. La
condicién matemdtica de intercambiabilidad se establece sobre secuencias o
sucesiones de valores de la variable aleatoria (eventos), y consiste en que la
probabilidad de obtener esa secuencia es la misma independientemente del orden
en que se obtengan esos valores o eventos.

Sea un fenémeno aleatorio de Bernoulli. Siguiendo a de Finetti®*, llamaremos
w" a la probabilidad de obtener r éxitos en una secuencia de # intentos
intercambiables. Si los sucesos son /ndependientes con probabilidad p, la
probabilidad de obtener r éxitos en cualquier secuencia de tamafio nes p(1-p)"".
Como el nimero de las posibles tales secuencias es (), la probabilidad de que la
frecuencia de éxitos sea r/n es (") p(1-p)"". Como puede apreciarse, esta
expresion es independiente del orden de la secuencia, asi que independencia mas
eventos equiprobables es un caso particular de intercambiabilidad.

Supongamos ahora que tenemos m urnas con bolas blancas y negras, siendo
pi la probabilidad de obtener una bola blanca en la urna /i Asumamos que la
probabilidad a priori de elegir la urna 7/ es a. En n repeticiones del experimento,
primero elegiremos la urna de acuerdo con las probabilidades a; y luego

Tesis Doctoral de Vicent Modesto i Alapont. Departamento de EC, MPySP e HC. Universitat d'Alacant



Muerte en UCIP estimada con el indice "PRISM" 232
Comparacién del rendimiento diagndstico de las predicciones realizadas con un modelo de regresién logistica,
y una red neuronal artificial. Una propuesta bayesiana

extraeremos una bola, con reemplazamiento. Con la férmula de la probabilidad total
obtenemos que la probabilidad de sacar r bolas negras en 7 intentos es:

Wr(n) - (”r) S a P/F(I'P/ nr
Esta mezcla de eventos de Bernoulli nos da una probabilidad que es intercambiable,
esto es, independiente del orden de la secuencia. Sea ahora un mecanismo aleatorio
de extraer un nimero p € [0,1] de acuerdo con una densidad de probabilidad 7(p).

Entonces la probabilidad conjunta es:
1

Wr(n) - (ﬂr) j pr(l_p)n—r f(p) dp )

0
Esta probabilidad es, de nuevo, /ntercambiable.

Asi, leido de derecha a izquierda este teorema parece un resultado
matemdtico puro mds de la teoria de probabilidades: si vy, y,...., Yo €S una
secuencia de variables aleatorias probabilisticamente independientes entre si
(dadas las condiciones k) e idénticamente distribuidas (I.I.D.) -es una muestra
aleatoria-, cada una con verosimilitud p(y; /w), su distribucién conjunta
(condicionada en y) es [Ley multiplicativa]:

P(Y1, Y2, Yo /W) = IT'21 pyi /W)

Por ello, su distribucién marginal dada una distribucién p(y) es [Marginalizacion]:
1

0
y ello implica que son intercambiables entre si: el orden en el que se han extraido
no importa para obtener su distribucién conjunta. Cualquier muestra aleatoria
genera una secuencia que es intercambiable, pues [I%-1 p(yi /w) es obviamente
invariante bajo permutaciones.

Pero el teorema de representacion de de Finetti demuestra que el inverso
es cierto: que para cualquier ley probabilistica intercambiable para todo n, existe

una distribucion dnica F(p) tal que:
1

w®= () | FU-pydFp)

0

y si F(p) tiene densidad 7(p), entonces
1

1

w= (") [ PP dFp) = () | PU-p)Y™ Fip) dp .

0 0

Asi que el éxito notable del teorema es su argumentacion de izquierda a
derecha: nos muestra como eliminar las probabilidades objetivas desconocidas p en
favor de las probabilidades subjetivas. Una sucesién o secuencia de variables
aleatorias sobre las que establezcamos un juicio subjetivo de que son
intercambiables entre si (en las condiciones K) -esto es, de que la probabilidad de
obtener esa secuencia es independiente del orden-, pueden ser consideradas como
variables I.I.D.; esto es, como una muestra aleatoria generada “al azar" -cuyo
orden depende sdlo del azar- por algun modelo probabilistico caracterizado por un
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pardmetro y. El teorema resulta de la aplicacion del método de funciones
caracteristicas a las probabilidades intercambiables, ya que de hecho es un
subproducto del resultado matemdtico central de las funciones caracteristicas: la
determinacién de la distribucidn, en el limite cuando cuando n — <, de la
frecuencia relativa de una secuencia intercambiable de eventos. Y es que este
pardmetro y resulta ser el limite (cuando n — ) de alguna funcién de los datos
f(y1, yz,..., Yn), Y sobre este pardmetro, a su vez, debe necesariamente
establecerse alguna funcién de probabilidad “a priori”.

La idea de ensayos repetidos relaciona este problema con la probabilidad
frecuentista, pero el objetivo de de Finetti es mostrarnos como, y en que sentido,
es posible realizar una inferencia desde datos de frecuencias relativas a
probabilidades entendidas seglin su aproximacion subjetiva. Primero debe hacerse
explicito un juicio (subjetivo) sobre la intercambiabilidad de los eventos aleatorios,
y segundo es necesario establecer una distribucién a priori particular sobre el
pardmetro que caracteriza el modelo probabilistica que estd generando los datos.
De otro modo, tal inferencia es imposible. Desde un juicio subjetivo sobre
cantidades observables se deriva todo el armamento de la teoria de la probabilidad
vdlido para variables I.I.D. -independencia condicional-, la existencia de
distribuciones “a priori" sobre los pardmetros, y la existencia (verificable sdlo
asintéticamente) de esos pardmetros definidos como cantidades fijas e
invariables.

La prueba de este teorema queda fuera de los limites de este estudio, pero
estd disponible en el libro de Bernardo y Smith®. La demostracién para el modelo
binomial de variables aleatorias dicotémicas de Bernoulli se debe a De Finetti®*%7,
que establecid la distribucién limite de una frecuencia relativa caundo se asume
infercambiabilidad. Aunque la demostracion moderna mds rigurosa puede
consultarse en Heath y Sudderth®®, una prueba muy simple se encuentra en
Lindley y Phillips®’. La demostracién de Bernardo para el modelo general utiliza
instrumentos de la teoria general de la medida, aunque una prueba parcial se
encuentra en Chow y Teicher?*’,
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ANEXO III: TEST BAYESIANO DE HIPOTESIS:
RAZON DE VEROSIMILITUDES y FACTOR DE
BAYES

La cantidad usada para testar hipétesis en estadistica bayesiana se
denomina Factor de Bayes. Supdngase que queremos testar Ho frente a Hi;. Como
bayesianos, debemos primero especificar las probabilidades a priori para Ho y Hi,
que llamaremos p(Ho) y p(H:). Denotaremos por D a los datos recogidos mediante
un experimento, y llamaremos p(D/Ho) y p(D/H1) a las probabilidades posteriores
de Ho y Hi, respectivamente. Pues bien, el Factor de Bayes (FB) a favor de Ho (y
en contra de H;) se define como el cociente entre dos razones: la razén de
probabilidades posterior/prior de Ho, dividida por la de H;. Ast:

g - P(H,/D)/ p(H,) _ p(H,/D)/ p(H,/D)

1
p(H,/D)/ p(H,) pP(Hy)/ p(H,) t

En el caso particular de que Ho y Hi sean dos hipétesis complementarias, es decir
p(H1) = 1-p(Ho) y p(D/H,) = 1-p(D/Ho), esta definicién del BF coincide con la Odds
Ratio de Odds a posteriori a favor de Ho partido por la Odds a priori a favor de
Ho.

Sabemos ademds, por el Teorema de Bayes, que:

o(H. /D) = P(D/Hy)p(Ho) _ P(D/H,)p(H,)
’ p(D/H,)p(H,)+ p(D/noH,) p(noH,) p(D)

Y una férmula similar para p(Hi/D). Substituyendo esto en [1], tenemos que el
Factor de Bayes a favor de Ho (y en contra de H;) es:

o _ P(D/H,)
p(D/H,)

El Factor de Bayes, asi definido, tiene una interpretacién muy elegante.
Cuanto mayor es el FB, mayor es la evidencia de los datos a favor de Hy (y en
contra de H;).

De una manera metamdticamente mds formal, podemos expresar el factor
de Bayes en términos de densidades de probabilidad. Supdngase que nuestro
espacio de pardmetros es © y queremos testar

Ho: ©€ O frentea Hi: Be Oy
donde O-= eHo U epu Y eHo n GHI = Q0.
Entonces, el Factor de Bayes a favor de Ho (y en contra de H;) se define como
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_p(D/H,) _ [, p(DI6,Hy)7(01H,)do
p(D/H;) [ p(D/6,H,)z(0/H,)do

Donde O es el espacio de pardmetros bajo Ho, y Ou: es el espacio de pardmetros
bajo Hi.

Consecuencias inmediatas importantes de esta definicion del Factor de
Bayes son:

1. Las verosimilitudes de los datos bajo las hipdtesis p(D/Ho) y p(D/H:)
se obtienen por INTEGRACION sobre el espacio de pardmetros,
NO MAXIMIZANDO.

2. En el caso de que estemos testando dos hipdotesis complementarias, el
FB coincide con la Odds Ratio posterior versus prior a favor de
Ho.

3. En el caso particular de queramos testar hipétesis simples, el Factor
de Bayes se reduce al cociente de verosimilitudes. Asi, para

Ho: 6269 frentea H;: 6=6;

B p(x/6 =6,)
p(x/60=20,)
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ANEXO IV: TEORIA DE LA INFORMACION

La teoria matemdtica de la Informacién fué iniciada por Nyquist?*®?¥

(1924) y Hartey®* (1928), y desarrollada desde los trabajos de A. N. Kolmogorov y
Norbert Wiener?*® (1948) sobre todo por Claude Elwood Shannon (1948)* |,
ingeniero y matemdtico que nacié en 1916 en Michigan (EE.UU.), trabajé en el
Massachussets Institute of Technology (el famoso MIT) y murio en 2001.
Primitivamente denominada “teoria matemdtica de la comunicacién” Shannon la
publicaria inicialmente, mientras trabajaba como ingeniero de telecomunicaciones
en el Bell Telephone Laboratorios, como una prolongacion de sus trabajos sobre
criptologia para el ejército de EE.UU. durante la segunda guerra mundial. Versaba
sobre la transmision de la informacién y las mejoras de la codificacién, sin tener en
cuenta el significado de los mensajes transmitidos. Intentando ligar la forma en
que se codifica un mensaje a la dificultad que debe vencer quien lo intercepta y
pretende descifrarlo, Shannon proponia una forma univoca de cuantificar la
informacion que puede contener un mensaje. Con esta idea genial pronto sobrepasé
el campo de la ingenieria de telecomunicaciones hasta alcanzar el enorme
desarrollo que posee en nuestros dias. Actualmente se ha aplicado a todas las
formas posibles de intercambio de informacidn, pues la informacién ha perdido su
cardcter subjetivo y se ha tfornado mensurable, cualquiera que sea su origen: se ha
podido cuantificar la informacion que contiene una lengua, una melodia, una
secuencia de ADN, etc.. Con independencia del soporte, en nuestros dias la
informacion ha alcanzado tal estatus primordial, que nuestra era ha pasado a

denominarse por muchos la era de la informacién®**,

A.-Probabilidad e Informacion:

Sea un acontecimiento cualquiera del mundo real -por ejemplo la expulsion
de Zidane de la final del mundial de Alemania 2006, o la muerte de un nifio
ingresado en la UCIP-, y un observador imparcial®®®. La ocurrencia de tal
acontecimiento divide la historia de la realidad en dos partes, la de antesy la de
después. Para el observador curioso, ambas etapas tienen un interés muy
diferente: verosimilitud y probabilidad fienen que ver con el antes, sorpresa e
informacion con el después.

Lo mds caracteristico del antes es que el acontecimiento todavia ho ha
ocurrido, por lo que el observador se encuentra en un ambiente de incertidumbre
en el que sélo le queda limitarse a “apostar”: jugar a imagihar y a calcular
expectativas. Durante el antes, el acontecimiento imaginado sélo puede ser
verosimil, capaz de hacerse realidad. Pero la verosimilitud tiene limites: un
acontecimiento que ho ha ocurrido nunca puede ser mds verosimil que algo cierto, ni
menos verosimil que algo imposible. Lo cierto ha accedido necesariamente a la
realidad y lo imposible nunca podrad acceder. Ello sugiere algo muy interesante para
una magnitud cientifica: la verosimilitud tiene grados. La ocurrencia de un evento
es muy verosimil si se acerca a la certeza (mafiana serd otro dia) y es poco si se
acerca a la imposibilidad (la gata parird una gaviota). Pero en la realidad de nuestro
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mundo es fdcil convencerse de que, de hecho, tanto la certeza como la
imposibilidad son dos situaciones ideales, no reales. Es tan dificil imaginar algo
totalmente cierto como algo totalmente imposible. Asi, por muy seguro que parezca
el acontecimiento "mafiana serd otro dia", hay que admitir que, para todos aquellos
planetas que ya han desaparecido hubo un dia (sélo uno, de acuerdo) en el cual esta
afirmacion fue falsa. No tenemos, por tanto, la certeza absoluta de que mafiana
saldrd el sol. Andlogamente, “la gata parird una gaviota" suena efectivamente del
todo imposible, pero si no fuera por la realizacién de imposibilidades como esta la
evolucidn bioldgica no se hubiera producido. Los extremos de la verosimilitud son
pues solo relevantes en ftanto que situaciones limite en enmarcan a lo que en
realidad nos interesa: eventos reales con sus valores intermedios. En un ambiente
de incertidumbre, la verosimilitud es, pues, una magnitud mensurable i merece por
ello rango cientifico. Se llama probabilidad de un acontecimiento -ipor el mero
hecho de no haber ocurrido!- a la medida (ndmero real entre O y 1) de esa
verosimilitud, a la medida de su distancia a la certeza (valor 1) o a la imposibilidad
(valor 0). Cuando los eventos ya han ocurrido son siempre ciertos (no hay
incertidumbre) y su verosimilitfud es mdxima. No tiene sentido hablar de
probabilidad de un evento después de su ocurrencia: el concepto de probabilidad
estd asociado a la incertidumbre previa a la ocurrencia.

Lo mds caracteristico del después es que el acontecimiento ya ha ocurrido.
Cuando un evento ocurre, la incertidumbre y las expectativas se evaporan, y al
observador sdlo le queda una cosa por hacer: sorprenderse. Sorprenderse mucho
(después) si el acontecimiento era (antes de ocurrir) muy poco probable, o al revés.
Estos son los limites de la sorpresa: en el limite inferior, casi nadie se sorprende
porque mafiana comience otro dia (sorpresa proxima a cero); en el limite superior,
¢quién podria disimular su sorpresa si asistiera al parto de una gaviota por una
gata? (sorpresa casi infinita). En realidad la sorpresa constituye el cambio que se
produce en nuestro estado de dnimo por la ganancia de informacién que acontece
cuando se produce el evento: un cambio en nuestro conocimiento provocado por la
informacion derivada del evento. La informacion como expresién de nuestra
sorpresa. La medida de esa informacién, después de ocurrir el evento, depende de
la probabilidad que este acontecimiento tenia asignada por nosotros en situacion de
incertidumbre, antes de su ocurrencia. Es decir, cualquier acontecimiento que ha
ocurrido tiene asignado -ipor el mero hecho de haber acontecido yal- un nimero
que mide (en bits) la informacién que nos ha proporcionado su ocurrencia. Esta
medida varia entre el cero (la informacion suministrada por un acontecimiento
cierto) y el infinito (acontecimiento imposible). La informacién queda asi asociada a
un acontecimiento y a una mente capaz de valorar y constatar su ocurrencia, una
vez que ésta se ha producido.

B.- Medida de la Informacion:

Tenemos ya una intuicién clara del concepto de informacion proporcionada
por la ocurrencia de un evento. Pero necesitamos una definicion matemdticamente
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rigurosa -completa y coherente- de una magnitud que satisfaga todos esos
requisitos intuitivos y, sobretodo, que sea capaz de medirla en unas unidades pre-
establecidas. Shannon la encontré, con un razonamiento que vamos a resumir a
continuacion.

Sea un acontecimiento A. Antes de su ocurrencia, dicho acontecimiento
tiene asignada una probabilidad P(A) = p. Después de su ocurrencia, por el simple
hecho de que esta se ha producido, el acontecimiento A nos aporta una
informacidn. Se busca una funcion I(A) que satisfaga nuestra intuicion y toda una
serie de propiedades o requisitos que esta funcién debe cumplir, que son:

B.1.- La informacion es funcion de la probabilidad:

En primer lugar el acontecimiento A no es un ente matemdtico, pero la
probabilidad p que tenia antes de ocurrir si que es una entidad matemdtica bien
definida por el concepto de Kolmogorov'®, es decir O < p < 1. Asi que lo que
buscamos es una funcion del concepto matemdtico de probabilidad: una funcion I(p)
definida como la informacién proporcionada por la ocurrencia de un acontecimiento
A, la probabilidad del cual, antes de ocurrir, era p.

B.2.- I(p) es una funcion decreciente de la probabilidad:

Estd clarisimo en nuestro concepto intuitivo que cuanto menos probable es
el acontecimiento, mds informacion nos aporta una vez se produzca finalmente su
ocurrencia. La informacién de un acontecimiento imposible es infinita, es decir I(0)
= o,y la de un evento cierto es nula, esto es I(1) = 0.

B.3.- I(p) es una funcion continua decreciente de la probabilidad:

La continuidad es una propiedad muy apreciada para caracterizar a las
magnitudes cientificas. Se trata no sélo de que la funcion I(p) crezca con la
disminucion de p, sino que a un cambio mintsculo de la probabilidad del evento A le
corresponda un efecto igualmente mindsculo en la informacion que se gana con la
ocurrencia de A. Esta es una propiedad importante, ya que el concepto intuitivo de
cambio se representa matemdticamente con el concepto de derivada, y la
continuidad es, justamente, una condicion necesaria para que una funcidon sea
diferenciable. Por ello exigimos continuidad.

B.3.- I(p) es una funcion aditiva continua decreciente de la probabilidad:

La aditividad es otra propiedad de gran prestigio para las medidas de rango
cientifico. Hasta ahora nos hemos referido a la informacién asociada a un evento
aislado, pero es fdcil apreciar el mérito que representa poder evaluar dgilmente la
informacion asociada a un conjunto de acontecimientos. En efecto sean dos eventos
independientes A y B de probabilidades P(A) = p y P(B) = p. La ocurrencia
simultdnea de ambos acontecimientos es otro evento que, si son independientes,
tiene asociada una probabilidad previa a su ocurrencia

P(A n B) = P(A)*P(B) = p*p’
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La ocurrencia de este evento compuesto también aportard, cuando se produzca,
una informacion I(A N B). Exigir aditividad para la informacion implica exigir que
la informacion obtenida tras la ocurrencia simultdnea de dos acontecimientos
independientes sea la suma de las informaciones aportadas por cada uno de los
eventos por separado

I(A N B) =I(p*p) = I(p) + I(p)

El primer teorema de la teoria matemdtica de la informacion demuestra
que existe una, y sélo una, funcién de la probabilidad que sea aditiva continua y
decereciente: la logaritmica. Asi:
Si I:[0,1] » R+ satisface dos condiciones
a) I(p) es una funcién continua decreciente de p
b) I(p*p) = I(p) + I(p) para todo p, p' € [0,1]
entonces
I(p) = 1 logz(1/p) = - ut logzp
donde p es una cierta constante positiva.
La demostracion excede el dmbito de este estudio, pero estd accesible en la
literatura sobre el tema®*¢?*°. Es bella, ingeniosa y sencilla, y proporciona ademds
el significado del pardmetro p. Ya que el logaritmo es sélo un exponente (un nimero
sin dimensiones), esta definicion nos permite definir las unidades en que vamos a
medir la magnitud informacién, que asignaremos justamente a
I(p) = -plogzp = plogz(1/p) <> p=1(1/2)
Es decir que la unidad de informacion, es la informacidn aportada -después de su
ocurrencia- por un acontecimiento la probabilidad del cual, antes de ocurrir, era p
= 3. A esta unidad de informacidn se le llama b/t (contraccién de binary unit), en
honor a la arbitraria base 2 del logaritmo que se usa en la definicion. Una vez
demostrado el teorema, la magnitud informacién queda bien definida:
I(p) = log2(1/p) bits = - logzp bits
Sabiendo que una de las principales propiedades de los logaritmos es
logaY =logp Y /logsa
podemos medir la informacién expresdndola con logaritmo neperiano (base e), y
entonces la unidad de informacién de llama nit (natural unit).

C.- Sistema fuente de la informacion: Entropia de Shannon

En general, al estudiar la naturaleza, no encontramos acontecimientos
aislados, sino conjuntos de estos acontecimientos. De todo lo tratado en el
apartado anterior surge, como generalizacion natural, la idea de medir Ila
informacion que, globalmente, es capaz de producir un sistema generador de
eventos, una fuente de informacién. Lanzar un dado es un sistema generador de
seis posibles eventos independientes, hacer girar una ruleta, de treinta y seis. Pero
en ese mismo sentido, un idioma se puede considerar como un generador de letras,
palabras o fonemas; la misica, un generador de sonidos o acordes; la pintura, uno
de colores; y un ecosistema, uno de especies, géneros e individuos. Del concepto de
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informacién proporcionada por la ocurrencia de un evento, y de la relacion entre un
sistema global de acontecimientos y los eventos individuales que lo constituyen
Shannon establecié también una definicion matemdticamente rigurosa de la
informacién media esperada de una cadena de eventos producidos por un sistema o
fuente de informacién.

C.1.- Sistema generador de eventos o fuente de informacion:

Una fuente de informacién F es todo conjunto de n posibles eventos
independientes x; (i = 1,2,..,n) capaces de ocurrir y de sus respectivas
probablidades de ocurrencia P(x;) = pi, de nuevo bien definidas segin Kolmogorov®®:

O<picl y Xapi=1 para i=12,.n

Cualquier sistema de la naturaleza emisor de simbolos o productor de una
serie de acontecimientos constituye una fuente de informacién en el sentido que
acabamos de definir. Para esta forma de ver las cosas, la distribucién de
probabilidades es una expresién de la esencia y la estructura de todo el sistema, y
por ello a esas probabilidades se les denominan “probabilidades estructurales” del
sistema.

C.2.- Informacion media (esperada) de un sistema: Entropia de Shannon:

Una fuente de informacidn F. puede caracterizarse mediante la medida de
la informacién que esperamos obtener de la ocurrencia de cada uno de sus
acontecimientos. La informacién esperada de cada fuente o sistema es la media
(esperanza matemdtica) de las informaciones proporcionadas por cada uno de los
acontecimientos que puede generar, una vez que estos ocurran.

Segln hemos definido antes, la informacién proporcionada por la ocurrencia

de cada acontecimiento x; generado por la fuente o sistema F es:

I= I(p.) = - |092 pi bits
Se define como informacién media (por evento producido) de la fuente F o entropia
de Shannon H(F)a la media (esperanza matemdtica) de la informacion obtenida de
los acontecimientos generados por la fuente:

H(F) = I1*p1 + Iz*pz + ..+ In*pn = Zni=1 L* pi
es decir,

H(F) = - 21 pi logz pi bits por evento =
= 21 pi logz (1/pi) bits por evento

Se usa la convencién de que O log.0 = O, que se justifica facilmente por el
argumento de continuidad, ya que x log.x — O cuando x — 0. Asi afiadir términos
con probabilidad cero no cambia la entropia del sistema. Notese también que la
entropia de un sistema no depende de los valores que tome cada uno de los
acontecimientos, sino sélo de las probabilidades estructurales de los eventos
individuales.

El segundo teorema de Shannon demuestra que la entropia H(F) de una
fuente de informacién F satisface la condicién
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O<H(F)<logan ,

donde H(F) = O si, y sélo si, existe un i tal que p; = 1, y donde el valor mdximo de la
entropia del sistema se produce cuando H(F) = logz n, situacién que se produce si, y
sélo si, pi=1/npara todo i = 1,2,..,n, es decir en la situacién de equiprobabilidad de
los eventos que pueden ocurrir. Asi, un sistema que puede producir dos eventos
equiprobales (lanzar una moneda perfecta) tiene una entropia de 1 bit por tirada,
su maximo posible, pero se puede calcular que si la moneda estd sesgada (pcaras= 0'8,
Peruces=0'2) la entropia del sistema es entonces de 0'72 bits por tirada [FIGURA
IV-1]. La entropia del sistema formado por un dado perfecto es de 2'58 bits por
tirada. La demostracién de este segundo teorema, aunque es simple (se basa en una
sencilla propiedad de la funcién logaritmica) y se deriva del primer teorema -la
entropia es siempre positiva por ser una media de cantidades positivas-, excede
también el objetivo de este trabajo y puede consultarse en la literatura
citada®**%,

S \

FIGURA IV-1: En un sistema indeterminista como lanzar una moneda, siendo
p la probabilidad de caray q = 1 - p la de cruz, la curva que relaciona la
Entropia del sistema (en bits por tirada) respecto a los valores de p es
simétrica: tiene un valor mdximo de 1 cuando p = q = 05 (mdxima
indeterminacion) y es O cuando p (o q) valen O o 1 (sistema determinista).
Tomado de Shannon CE®®

C.3.- Informacion, entropia, desorden e indeterminismo del sistema:

Todo ello confiere un profundo significado al concepto de entropia de un
sistema generador de informacidn: la entropia es una magnitud que mide el grado
indeterminismo o aleatoriedad del sistema, su grado de complejidad en relacién a
la variabilidad aleatoria de sus componentes. Un sistema determinista fiene una
entropia igual a cero; cuanto mds indeterminista es el sistema (mayor nimero de
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eventos posibles equiprobables entre ellos) mayor es su entropia. No es de
extrafiar, pues, que, por ejemplo, en biologia autores como R. Margalef o J. W.
McArthur hayan propuesto con éxito utilizar la entropia de Shannon como medida
de la diversidad biolégica de un ecosistema: la biodiversidad del Amazonas estaria
mds préxima a la del arca de Noé que a la de una granja... La entropia se usa
también en lingliistica -para cuantificar en que medida una lengua es predecible vy,
en consecuencia, su redundancia-, en criptoandlisis -para intentar revelar
algoritmos criptogrdficos- y en ingenieria informdtica -en el disefio de programas
para el reconocimiento del habla-.

El uso del término entropia de un sistema tiene sus origenes en la ciencia
fisica, y acepta dos definiciones diferentes, segln el sistema pertenezca al mundo
microscépico o al macroscépico. En el mundo macroscépico, el concepto fue
introducido de forma intuitiva en 1824 por Sadi Carnot en sus "Reflexiones acerca
de la fuerza motriz del fuego”, y formalizado en 1865 por Rufolf Clausius para
enunciar la segunda ley de la termodindmica. En este contexto, la entropia permite
diferenciar la parte de energia que puede convertirse en trabajo de aquella otra
que se traduce, por ejemplo, en calentamiento, y desarrollé un importante papel en
la mejora del rendimiento de las primeras mdquinas de vapor. A escala
microscopica, en la fisica estadistica “entropia” representa la capacidad que tiene
un sistema de adqurir un gran nimero de estados, caracterizados por la energia
cinética, potencial y electromagnética de sus componentes. Max Planck llegd, a
partir de los trabajos de Ludwig Boltzmann, a la expresion S = k Jog W en la que
W representa el nimero de estados. En el caso de un gas perfecto, en el que las
moléculas se consideran esferas, la distribucion de estas en el espacio basta para
determinar la entropia del sistema. Es por ello que, en fisica, la entropia se
describe a menudo como una medida del “desorden” o “desorganizacién” de un
sistema.

En ciertos casos, la entropia se expresa como una suma de logaritmos: un
sumatorio de x; log x; siendo x; el nimero de estados individuales en los que puede
encontrarse una particula dada. Por analogia formal, el término fue introducido en
la teoria matemdtica de la informacién por su fundador Claude E Shannon. Cuando
Shannon se dio cuenta de la importancia de su expresion para H(F), consulté al
gran matemdtico John von Neumann buscando que le ayudara a encontrarle un
nombre adecuado. Cuenta la tradicién que la respuesta de von Neumann fue como
sigue: “debes llamarla entropia por dos razones: primero esta misma funcion se usa
en termodindmica con ese nombre, pero segundo, y mds importante, la mayoria de
la gente no sabe que es realmente la entropia, iiy si utilizas la palabra entropia en
tus argumentos iisiempre saldrds victorioso!l”.

D.- Entropia relativa o Divergencia logaritmica de Kullback-Leibler:

Para la teoria de probabilidades, la entropia H(X) de una variable aleatoria
discreta X con una funcion de distribucion de probabilidad p(x;) se define como:
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H(X) = - 21 p(xi) logz p(xi) bits
y es una medida de la aleatoriedad o indeterminismo de la variable: de la cantidad
de informacién que, como media, nos aporta el sistema cuando se produce la
ocurrencia del evento incierto. David Applebaum ha demostrado el teorema de
unicidad de la entropia: que la entropia es la (nica medida posible de la

aleatoriedad o indeterminismo de la variable®*.

Asi, por ejemplo, podemos calcular la entropia de una variable discreta que
tenga una distribucién uniforme sobre 32 eventos (por ejemplo hacer girar una
ruleta de 32 nimeros). La entropia de este "sistema aleatorio” serd:

H(X) = - %51 p(xi) logz p(xi) = - %1 (1/32) loga(1/32) = log, 32 = 5 bits
Pero supongamos ahora que asistimos a una carrera de caballos en la que participan
ocho corceles, cada uno con una probabilidad de ganar muy diferente. Asi, por
ejemplo, estimadas con un sistema de apuestas, las probabilidades de ganar son:
(1/2, 1/4, 1/8, 1/16, 1/64, 1/64, 1/64 y 1/64). Pues bien, podemos calcular la
entropia de este sistema aleatorio que constituye nuestra carrera de caballos:
H(X)=-1/2log,1/2 - 1/4 log>1/4 - 1/8 log, 1/8 -1/16 log. 1/6 - 4 1/64 log, 1/64 =

= 2 bits
La carrera es un sistema mucho mds determinista que la ruleta: es mads dificil
adivinar que nimero de la ruleta va a salir que el caballo que va a ganar. Es mds
arriesgado jugar a esta ruleta que apostar a la carrera.

Sea X una variable aleatoria discreta que puede distribuirse con dos
funciones distintas de distribucién de probabilidad p(x;) y q(x;). Kullback y
Leibler®®®® han utilizado la entropia de Shannon para definir una distancia de
indeterminismo entre ambas distribuciones de probabilidad, entre ambos sistemas
aleatorios. Asi definen la entropia relativa (divergencia logaritmica Kullback-
Leibler) como:

D(p(x)|1q(x)) = 2"t p(xi) logz [p(xi)/q(xi)] bits
es decir, desde el punto de vista estadistico, la esperanza del logaritmo de la razén
de verosimilitudes de cada valor de la variable. En esta definicién se utiliza la
convencién (basada en argumentos de continuidad) de que O log>(0/q) = O, y de que

p logz(p/0) = oo,

D.1.- Discrepancia intrinseca:

La entropia relativa D(p||q) suele interpretarse como una “distancia” entre
distribuciones de probabilidad, una medida de la informacién que se pierde cuando
se asume que la distribucion es q(x), si la verdadera distribucién es p(x). Asi, si
conocieramos la verdadera distribucion p(x) podriamos medir su entropia H(p),
pero si asumimos q(x), necesitaremos como media H(q) + D(pllq) para conocer la
verdadera entropia de la variable aleatoria. Esto lo mismo que decir que la entropia
relativa mide el /ndeterminismo o aleatoriedad que estamos introduciendo en el
sistema si se asume que la distribucion es q(x), cuando la verdadera distribucion es

p(x).
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Pero, estrictamente hablando, por sus propiedades matemdticas, la entropia
no es una distancia estricta. Asi, se puede demostrar que D(p||q) > O con igualdad
si, y sélo si, p(x) = q(x), pero, en general D(p||q) z D(q||p) y con esta asimetria no
se satisface la desigualdad triangular. Por ello en la literatura se ha propuesto
expresar este mismo concepto con otras medidas con propiedades mds adecuadas
al concepto de “distancia” entre distribuciones, como por ejemplo la Divergencia de
Jeffreys = D(pllq) + D(qllp) bits o la Discrepancia intrinseca®*’= Min[D(p||q),
D(ql|p)] bits de Bernardo.
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ANEXO V: EL INDICE “PEDIATRIC RISK OF
MORTALITY” (PRISM):

<1 afio Todos > 1 ano Puntuacién
TAS (mm Hg) 130-160 150-200 2
55-65 65-75 2
> 160 > 200 6
40-54 50-64 6
< 40 < 50 7
TAD (mm Hg) > 110 6
Frecuencia cardiaca (Ipm) > 160 > 150 4
< 90 < 80 4
Frecuencia respiratoria (rpm) 61-90 51-70 1
> 90 >470 5
Apnea Apnea 5
PaO,/FiO, 200-300 2
< 200 3
PaCO, (torr) 51-65 1
> 65 5
Glasgow <8 6
Reaccion pupilar anisocoria/midriasis 4
fijas y midriaticas 10
TP/TPT > 1,5 veces/control 2
Bilirrubina total (mg/dl) >3,5en>1mes 6
Potasio (mEq/L) 3-3,5 1
8,5:7,5 1
<3 5
SI75 5
Calcio (mg/dl) 7-8 2
12-15 2
<if 6
> 45 6
Glucosa (mg/dl) 40-60 4
250-400 4
<40 8
> 400 8
Bicarbonato (mEg/L) <16 3
> 32 3

TP: Tiempo de protrombina. TPT: Tiempo parcial de tromboplastina.
CALCULO DEL LOGIT PRISM:

(0,207 x PRISM) — (0,005 x edad en meses) — (0,433 x cirugia previa [Si = 1, No = 0]) — 4,782
PROBABILIDAD DE MUERTE: (etedt / 1 + elodit) x 100 = % de mortalidad
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ANEXO VI: REDES NEURONALES ARTIFICIALES

En el afdn de potenciar los sistemas de decisién, hoy en dia es posible
construir computadoras que realicen una amplia variedad de tareas bien definidas
con una celeridad y seguridad no permitidas para los humanos. A pesar de ello
existen problemas para los cuales estas mdquinas no proporcionan una solucién
aceptable; son tareas generalmente dificiles de concretar y que usualmente
requieren gran cantidad de operaciones, como puede ser el reconocimiento de
imdgenes. Ningln sistema de computacién en vision puede rivalizar con la capacidad
humana para reconocer imdgenes. La explicaciéon a este hecho estd en que la
informacién que proviene del mundo real es masiva, redundante e imprecisa,
mientras que el computador estd orientado a trabajar con datos precisos y de
forma secuencial.

Por tanto, la resolucion de ciertos problemas necesita de otro tipo de
procesadores diferentes a los computadores digitales cldsicos. En estos casos las
redes neuronales son una alternativa eficaz gracias a sus caracteristicas de
tratamiento no lineal de los datos, folerancia a fallos y trabajo en paralelo. Estos
sistemas son una de las herramientas mds utilizadas en la actualidad en el
tratamiento de la informacion. Han despertado tanta expectacion no sélo porque
exhiben interesantes propiedades sino también porque proporcionan un marco de
estudio a los métodos de procesado y tipos de informacion empleados por el
sistema nervioso.

A.-Introduccion a las Redes Neuronales Artificiales (RNA):

La aparicion de las RNA ha estado vinculada a las investigaciones del
sistema nervioso bioldgico, en especial el humano. El elemento de procesado del
sistema nervioso es la neurona y, por tanto, su fisonomia es una de las claves que
permiten que el cerebro exhiba esas propiedades tan interesantes. En 1888 Ramon
y Cajal, gracias a sus aportaciones a la teoria reticular, demostré que el cerebro
estd compuesto, en realidad, por una red de células (neuronas), compuestas de
axones, somas y dendritas. Mds tarde postulé que las neuronas, como células
altamente especializadas, determinan la direccion de transmisién de la informacién
dentro del sistema nervioso. De esta forma concibié el cerebro como un érgano
altamente complejo, paralelo y jerarquizado.

Alan Turing, en 1936, fue el primero en estudiar el cerebro como una forma
de ver el mundo de la computacion. Sin embargo no fue hasta 1943 cuando Warren
McCulloch, neurofisidlogo, y Walter Pitts, matemdtico, sugirieron una teoria acerca
de la forma de trabajar de las neuronas y constituyeron los fundamentos de la
computacién neuronal. Confeccionaron el primer prototipo de neurona artificial, un
modelo muy simple pero que contenia todas las caracteristicas bdsicas de las
neuronas. Ambos demostraron que mediante combinaciones de sus neuronas se
podia construir cualquier funcién légica.
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Una de las primeras aportaciones importantes en el aprendizaje de los
sistemas bioldgicos fue proporcionada por Donald Hebb en 1949. Poco tiempo antes
se habia descubierto que la transmisién de informacion, dentro del sistema
nervioso, tiene lugar en las uniones o sinapsis entre neuronas. Hebb propuso que el
reforzamiento de la sinapsis entre dos neuronas era proporcional a la actividad de
la conexidn: "... cuando un axdn presindptico causa la activacién de cierta neurona
postsindptica, la eficacia de la sinapsis que las relaciona se refuerza” 4.

El trabajo experimental posterior ha confirmado en parte esta teoria
demostrando la presencia de este tipo de aprendizaje en la neurona bioldgica
aunque en coexistencia con otros esquemas. Esta regla de aprendizaje, en principio
obtenida en el campo bioldgico, ha resultado muy util para resolver determinados
problemas tecnoldgicos.

Fue necesario esperar hasta 1957 para que Frank Rosenblatt construyera el
Perceptron, la primera red neuronal artificial con proyeccion comercial, basdndose
en la estructura y funcionamiento de las neuronas receptivas de la retina. Su
primera aplicacion fue la clasificacién de patrones visuales. El Perceptrén simple
[FIGURA VI-1] estaba constituido por una sola neurona que, a diferencia de la
neurona de McCulloch que tenia arquitectura fija, permitia adaptarse a diferentes
tareas modificando las conexiones de las entradas gracias a un algoritmo ideado
por el propio Rosenblatt?*,

Conexiones variables

—
Entradas : % —> Salida

Neurona
—

Figura VI-1. Esquema del perceptron.

En 1959, Bernard Widrow y Marcial Hoff desarrollaron una variante del
Perceptrdn al que dieron el nombre de ADALINE (ADAptative Lineal Neuron).
Modificaba sus conexiones en funcion de la tarea a realizar mediante un nuevo
algoritmo al que llamaron LMS (Least Mean Square)*™. Su enorme potencialidad
pronto se aprovechd en diferentes ambientes, especialmente en el campo de la
comunicacién donde se aplicé como cancelador de ecos o ecualizador de canal.

En los afios siguientes a esos descubrimientos se realizaron grandes avances
en el campo de las redes neuronales y la disciplina crecié rdpidamente hasta que, en
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1969, Marvin Minsky y Seymour Papert publicaron Perceptrons, un famoso libro en
el que demostraban la incapacidad del perceptron simple y la adalina para resolver
problemas de clasificacién que no fueran separables linealmente y donde se hacia
la conjetura que la extensién a varias capas de neuronas no seria de utilidad. A
partir de este libro, surgieron numerosas criticas en contra de las redes que
frenaron el crecimiento de las investigaciones sobre las redes neuronales.

FIGURA VI-2. Grupos no separables mediante el perceptrén lineal.

No se consiguid resolver el problema de la extensién del perceptrdn simple a
uno de varias capas (multicapa) y, por tanto, solucionar el problema de la
separabilidad lineal [FIGURA VI-2] hasta que Werbos, en 1974, publicé un
algoritmo que permitia ajustar las conexiones de las neuronas en las redes
multicapa (con conexiones hacia delante). El algoritmo, muy popular en el entorno
de las RNA, es conocido como backpropagation. Desafortunadamente el trabajo de
Werbos permanecié desconocido en la comunidad cientifica. En 1982 Parker
redescubrid la técnica y la publicé en el Instituto de Tecnologia de Massachussets.
No mucho después Rumelhart, Hinton y Williams la volvieron a descubrir y la
popularizaron. Es uno de los mayores avances en redes neuronales puesto que abrié
el camino para lo que mds tarde ha sido la red neuronal mds aplicada, el perceptrén
multicapa.

Otros grandes avances en el campo de las redes neuronales han llegado al
intentar emular el funcionamiento y particularidades del cerebro. Una de las
singularidades mds relevantes de la memoria humana es la habilidad que tiene para
aprender nuevos conceptos sin por ello olvidar los aprendidos en el pasado. Sin
embargo, muchos de los modelos de redes neuronales artificiales pierden gran
parte de la informacion aprendida cuando se les entrena por segunda vez. En 1986,
con la intencion de resolver este problema, que se ha dado en llamar el dilema de la
estabilidad y plasticidad en el aprendizaje, Stephen Grossberg y G. Carpenter
presentaron su red ART (Adaptative Resonante Theory)™'. La idea consiste en
agrupar la informacion de entrada en funcion de la similitud que presenta frente a
prototipos creados por la red, creando nuevas clases si el grado de semejanza no
supera cierto umbral con lo que se evita destruir categorias anteriormente
creadas.
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Existen muchas evidencias sobre la organizacién de las neuronas de forma que
las informaciones captadas del entorno a través de los drganos sensoriales se
representan internamente en forma de mapas bidimensionales. Es probable que
parte de ella se origine mediante el aprendizaje. Por tanto, el cerebro podria
poseer la capacidad inherente de formar mapas topoldgicos de las informaciones
recibidas del exterior. Teuvo Kohonen presenté en 1982 un modelo de red
neuronal, denominado SOM (Se/f Organization Maps), con capacidad para formar

mapas de caracteristicas de manera similar a como ocurre en el cerebro?®?.

Otra de las redes que mds repercusién ha tenido es el Neocognitrén. Es una
red disefiada por Kunihito Fukushima, en 1982, para tareas de procesado de
imdgenes tales como reconocimiento de caracteres. Las caracteristicas que hacen
esta red Unica es una conectividad selectiva a lo largo de sus capas jerarquizadas.
Las caracteristicas de la imagen de bajo nivel son detectadas en las primeras capas
y combinadas para formar objetos mds generales en las siguientes capas. Se ha
demostrado que es capaz de reconocer objetos independientemente de su
localizacién en una imagen, de las deformaciones o de oclusiones parciales del

objeto®®,

Otro de los principales responsables del desarrollo que ha experimentado el
campo de la computacién neuronal ha sido John Hopfield quien construyé un modelo
de red, en 1982, con el nimero suficiente de simplificaciones como para poder
extraer analiticamente informacién del sistema. Mds recientemente Bart Kosko
extendid algunas de las ideas de la red ART y la de Hopfield para desarrollar su
BAM (Adaptative Bidireccional Associative Memory), un modelo de red que emplea
diferentes reglas de aprendizaje.

Una alternativa a los modelos neuronales descritos son las redes estocdsticas
cuya salida se obtiene de forma probabilistica y con mecanismos de aprendizaje
también estocdsticos, basados en la idea de seleccionar de forma aleatoria valores
para los pesos de las conexiones y comprobar el efecto en el rendimiento de la red.
La cualidad mds interesante es la capacidad para escapar de los minimos locales
gracias a su comportamiento aleatorio. La red mds conocida que responde a este
funcionamiento estocdstico es la denominada mdquina de Boltzman, ideada en 1984
por Hinton, Sejnowski y Ackley. La mdquina de Cauchy, concebida por Szu (1986),
es una version mejorada de la mdquina de Boltzman con una arquitectura y
funcionamiento idénticos excepto en lo que concierne a la funcidn de probabilidad y
a la funcién de temperatura que establece el plan de templado o enfriamiento de la
red®!,

B.- Definicion:
Las RNA son un intento de modelizar las capacidades de procesado de

informacion del sistema nervioso. Pueden ser consideradas como una aproximacion
mds al problema de la computacion y, consecuentemente, realizan las acciones de
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almacenamiento, transporte y procesado. Las neuronas son, en las RNA, sus
elementos mds pequefios, las que procesan y transportan la informacion, mientras
que el almacenamiento se produce en las conexiones o sinapsis entre ellas. Una
definicién formal podria ser?®* [FIGURA VI-3]:
Una red neuronal es un procesador de cdlculo distribuido que tiene una
tendencia a almacenar conocimiento experimental existiendo la posibilidad
de usar este conocimiento. Este procesador se parece al cerebro en dos
aspectos: a) El conocimiento es adquirido a través de un proceso de
aprendizaje regido por un algoritmo de aprendizaje (/earning algorithm); y
b) .Las conexiones entre los elementos base (heuronas) - conocidos como
pesos sindpticos-, son usados para el amacenamiento de este conocimiento

FIGURA VI-3: Representacién gréfica de una red neuronal artificial.

N e
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/\Conexiones

C.- RNA en Ciencias de la Salud:

C.1.- Potencial de las RNA en medicina:

Las redes neuronales artificiales han sido aplicadas, con notable éxito, en
problemas de clasificacién, modelizacion, procesado de sefiales y prediccién de
series temporales en campos tan dispersos como la ingenieria, la economia o las
telecomunicaciones. Expertos en otras materias han reconocido el potencial de la
nueva técnica y la estdn incorporando a sus trabajos.

Sin embargo, en el dmbito de las ciencias de la salud, se prefieren los
métodos estadisticos cldsicos®®®, tales como la regresién logistica, para el andlisis
de datos. Asi, por ejemplo, en un estudio realizado sobre los 311 articulos
publicados en New England Journal of Medicine entre Enero de 2004 y Junio de
2005, el 51% utilizé la regresion logistica en su estudio, quedando detrds sélo de
ofras técnicas estadisticas convencionales como el andlisis de tablas de
contingencia (prueba y-cuadrado y/o prueba exacta de Fisher) y el andlisis de
supervivencia®®. La base matemdtica sobre la que descansa esta metodologia, su
relativa sencillez y, especialmente, su extendida popularidad entre los facultativos,
justifican para muchos investigadores, seqguir utilizindola. Una cuestion importante
sobre las técnicas estadisticas habitualmente empleadas es que son lineales en los
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pardmetros, es decir, se presupone que las relaciones entre las covariables del
problema no revisten excesiva complejidad.

En cambio, en las disciplinas de las ciencias de la salud se realizan estudios en
los que intervienen multitud de factores para los cuales, en muchas ocasiones, se
obvian las interacciones o, simplemente, no se evaldan con suficiente rigor. Existen
infinidad de variables para describir la situacién y el contexto de un paciente,
tantas que, hoy en dia, se presupone que la complejidad que surge de las
interacciones entre los diferentes estados clinicos genera un contexto cuya
comprensién se vuelve intratable®’. La simplificacién del problema, efectivamente,
facilita el andlisis pero, por contrapartida, conlleva una pérdida de generalizacion y
de precision en el estudio.

Las redes neuronales son capaces de captar los matices que se escapan a los
métodos estadisticos mds simples. En efecto, hay evidencias de los buenos
resultados proporcionados en tareas bien definidas donde las interacciones entre
las covariables del problema son significativas®’. Se ha establecido que las redes
neuronales son equivalentes a técnicas estadisticas paramétricas y no-
paramétricas®®. Sin embargo, las redes realmente ocupan un lugar intermedio y
privilegiado: actian como técnicas semi-paramétricas -es decir, mds flexibles que
los métodos paramétricos-, pero requieren menos pardmetros que los métodos no-
paramétricos®®®. Otras ventajas son inherentes a su constitucién y fundamentos
neurobioldgicos®*:

e Tratamiento no lineal de la informacion proporcionado por la interconexion
de elementos simples de procesado no lineal (neurona).

e Capacidad de establecer relaciones entrada-salida a través de un proceso
de aprendizaje.

e Aprendizaje adaptativo que les permite a llevar a cabo ciertas tareas
mediante un entrenamiento con ejemplos ilustrativos. No es necesario
tener modelos a priori ni se necesita especificar funciones de distribucién
de probabilidad.

e Robustez o tolerancia a fallos dado que almacenan la informacion aprendida
de forma distribuida en las conexiones entre neuronas.

e Uniformidad de andlisis y disefio proporcionado por teorias conjuntas que
describen los diferentes algoritmos y aplicaciones.

En general, el uso de las redes neuronales estd justificado en problemas
donde se pueda aprovechar su potencial para el andlisis no lineal de la informacion,
su funcién como memoria asociativa distribuida como forma de evitar las
dificultades en la adquisicion de conocimiento experto, tolerancia al ruido,
proporcionada por su arquitectura inherentemente paralela, y su adaptabilidad
para acomodarse a nuevas manifestaciones de la enfermedad. Estas
caracteristicas hacen a las redes neuronales preferibles a otros métodos
matemdticos en problemas para los cuales®®:
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e No es posible encontrar un conjunto de reglas sistemdticas que describan
completamente el problema.

e Se dispone de una cantidad razonable de ejemplos representativos del
problema.

e Hay que trabajar con datos imprecisos o incoherentes.

e Se tiene un gran ndmero de variables que definen el problema (alta
dimensionalidad del problema).

e Las condiciones del problema son cambiantes.

Estas condiciones reflejan, fielmente, el entorno de trabajo de los
facultativos clinicos. La toma de decisiones clinicas se realiza bajo condiciones de
incertidumbre en la informacién, unas veces imprecisa y otras veces
incoherente®®. El andlisis de situaciones complejas, generalmente, involucra un
gran ndmero de factores que, desafortunadamente, no siempre se sabe a ciencia
cierta como interpretarlos para tomar una decisién. Las redes neuronales,
aprendiendo de los ejemplos reales, son capaces de procesar grandes cantidades
de datos para extraer caracteristicas relevantes y Utiles de los datos. De esta
forma se reduce el nivel de complejidad del problema y se eleva el nivel de
abstraccion de la informacién, mds préxima al médico y, por tanto, es mads fdcil de
asimilar y aprovechar para determinar la accién a realizar.

C.2.- Aplicaciones en la medicina clinica.

El campo de la medicina no ha sido inmune a la tendencia de aplicar las redes
neuronales. El aliciente ha sido la mejora de resultados en problemas complejos,
generalmente tratados con técnicas estadisticas cldsicas. La bisqueda de un mejor
tratamiento de los datos o la explotacion de grandes bases de datos médicas para
la extraccion de evidencias ha justificado el incremento en la aplicacién de las
redes neuronales. Entre 1993 y 2000, en una busqueda bibliogrdfica realizada en
MEDLINE?®, habia 3101 articulos relacionados con las redes neuronales en una
clara evolucién creciente [FIGURA VI-4]:
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FIGURA VI-4: Articulos encontrados en MEDLINE que aplicaban RNA.

El potencial de las redes continla creciendo cubriendo no sélo dreas de
prediccion de estados clinicos, sino también evaluando la posibilidad de
enfermedad desde datos, o desde bases de datos complejas. La estructura y
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plasticidad de las redes neuronales permitirdn aplicarla a otros problemas
insospechados.

En una revision comparativa sobre aplicaciones de las redes en ensayos
aleatorizados y controlados®®’#*°?%! se realizaron comparaciones entre los
resultados obtenidos por las redes neuronales y por las aproximaciones
anteriormente empleadas. Principalmente la comparacién versé entre las técnicas
mds usadas por ambas partes, el perceptron multicapa y la regresién logistica con
resultados equiparables o superiores para la red neuronal en la prdctica totalidad
de los estudios. Ademds se han realizado comparaciones entre las redes neuronales
y otras metodologias. El mds conocido es el proyecto Statlog, en el cual se realiza
una extensa comparacion de las redes neuronales, con la estadistica tradicional y
con los drboles de decisién sobre 22 conjuntos de datos, 3 de ellos médicos. En él
se muestra que la red obtiene mejores resultados en sélo un conjunto de datos®®,
pero se admite que la redes proporcionaron el menor error y, por tanto, generaron
los mejores modelos predictivos en la prdctica totalidad de los casos.

C.3.- Ayuda al diagnéstico:

La diaghosis es el proceso de determinar la condicion de una enfermedad
examinando la naturaleza y circunstancias del paciente. Es un proceso de
clasificacién. Las caracteristicas de las RNA las hacen idéneas para tratar
problemas de clasificacién. Las reglas de aprendizaje basadas en la minimizacién
del error cuadrdtico, proporcionan una interpretacion estocdstica de las RNA como
estimadores de una distribucién de probabilidad condicionada, directamente y sin
asunciones sobre la estructura probabilistica de los datos. Si unimos este hecho
con la capacidad que tienen las RNA para aproximar cualquier funcién con un grado
de precisién arbitraria, entonces resulta que, dados los suficientes datos, recursos
computacionales y tiempo, es posible, usando una red de propagacion hacia delante,
estimar mediante los valores de salida, las probabilidades a posteriori de

pertenencia a una clase utilizando el Teorema de Bayes®®.

Prdcticamente, en la totalidad de los campos de la medicina se han aplicado
las redes neuronales con el objetivo de proporcionar soporte al diagndstico. En
Cardiologia, como asistencia en la auscultacién®®®, pero también para la deteccién
de isquemias®®* y la prevencién, mediante el diagnéstico precoz, del infarto de
miocardio mediante datos del historial del paciente®®® o a partir de marcadores
biométricos®®® y de la muerte sdbita después del infarto®®’. En Hemato-Oncologia,
se han utilizado para la deteccién precoz, basdndose en pardmetros biométricos,
del cdncer de préstata en hombres obteniendo mejores resultados que la regresién
logistica®®, y también se han utilizado para diaghosticar cdncer de mama®®®4°.
como ayuda al diagnéstico de anemias®’’, para identificacién de pacientes con bajo
riesgo de reaparicién del cdncer?’?, y en estudios sobre supervivencia en pacientes
tratados con cdnceres situados en la cabeza y cuello?”. En Urologia, se han
utilizado para la ayuda al diagnéstico en la determinacion de la infertilidad

'
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masculina mediante biopsias de testiculos y para pronosticar metdstasis y
mortalidad de pacientes con cdncer renal, mejorando resultados sobre el andlisis
discriminante lineal y cuadrdtico’”* o aplicadas al tratamiento endoscépico del
reflujo vesicoureteral en nifios?’>. En Neurologia, se han usado para diferenciar
entre la enfermedad de Alzeimer y demencia vascular?’®, y la empresa Oxford
Biosignals BioSleep (BiosSleep) [FIGURA VI-5] utiliza las redes neuronales para
analizar continuamente la estructura del suefio para detectar microarousals
("microdespertares”) a partir de un Unico canal de EEG.
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FIGURA VI-5: Sistema de deteccién de microarousals BioSleep.
http://www.oxford-biosignals.com/.

Un campo en el que las RNA se estdn aplicando con éxito es el de la
Farmacocinética. La prediccion de concentraciones de fdrmacos en sangre es un
problema complejo ocasionado por la fuerte dependencia con el metabolismo del
paciente. Las redes neuronales, a partir del seguimiento o monitorizacién, capturan
las relaciones entre los niveles plasmdticos de farmacos y las caracteristicas de los
pacientes, y modelizan asi la cinética de los fadrmacos en el organismo pudiendo ser
utilizadas para realizar predicciones personalizadas®’’. Esta cualidad es importante
para fdrmacos que tienen estrechos rangos terapéuticos, en especial, aquellos que
presentan toxicidad al superar ciertas concentraciones plasmdticas. Asi, se han
aplicado con éxito a la prediccién de concentraciones plasmdticas de Gentamicina
en pacientes afectados con infecciones serias®’®, y a la prediccién de los niveles de
Tacrolimus en sangre posteriores a trasplante de higado®”®.

También se aplican las RNA en el andlisis de las muestras de laboratorio,
dadas las ventajas de estimacion sin suposiciones de modelos, generalizacion y
capacidad para procesar datos de manera no lineal. Por ejemplo, en Microbiologia,
se utilizan redes neuronales para analizar espectros de masas obtenidos mediante
pirélisis (separacion de sustancias quimicas usando calor) para identificar
bacterias. Ejemplos son la identificacién de la bacteria de la tuberculosis®° o la

deteccién de estreptomicetos®®.

En Anestesiologia, los médicos requieren experiencia para evaluar las
diferentes sefiales de monitorizacién de los pacientes. Las RNA pueden ayudar a
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los médicos al tratar esa informacién mds rdpidamente. Asi, se ha comprobado que
se puede reducir el tiempo de respuesta desde los 45 segundos de media de los
clinicos a 17 proporcionados por las redes®'. En Cuidados Intensivos, se han
aplicado redes neuronales para clasificar el nivel de sedacion a partir del andlisis
del electroencefalograma®®, o para predecir la hemorragia intracraneal en

pacientes neonatos®®,

C.4.- Perspectiva futura:

Los buenos resultados de las redes como potentes procesadores de
informacién clinica aseguran un uso generalizado con el paso del tiempo. Sin
embargo, hay pocas evidencias, por parte de los clinicos, que los prototipos
obtenidos en las investigaciones sean desarrollados mds alld. La falta de rigor de
algunos trabajos realizados con redes neuronales, en los que no se detalla la
poblacién utilizada en el estudio, no se describe el proceso de desarrollo de los
modelos o ho se realizan comparaciones con otras aproximaciones estdn generando
grandes criticas que desacreditan el valor de las redes neuronales. Para que las
redes neuronales sean realmente aceptadas a nivel clinico, es esencial que se
realicen estudios rigurosos sobre su rendimiento como métodos de diagnéstico®”.

Las redes neuronales, a pesar de proporcionar mejores resultados que otras
aproximaciones, tienen multitud de detractores porque las imaginan como cajas
negras. La falta de comprension originada por la dificultad para explicar el
resultado proporcionado por la red en términos simples es, en muchas ocasiones,
motivo suficiente para desacreditarlas. Pero, a nuestro entender, las RNA estdn
llamadas a desempefiar un importante papel en la prdctica clinica, siempre y cuando
se consiga un alto grado de integracion con los los sistemas de informacién de
soporte a la decisién en los escenarios clinicos donde sus capacidades predictivas y
de diagnostico demuestren ser realmente relevantes.

D.- Estructura de una Red Neuronal Artificial:

Las RNA, al igual que las bioldgicas, estdn formadas por nodos elementales de
proceso interconectados. Asi pues la estructura de la red estard definida si se
describe la forma de operar de los nodos y la manera en la que éstos se relacionan.

Primero se mostrard un modelo general de neurona artificial. Es un modelo
demasiado amplio para lo que se utiliza en las principales redes conocidas pero
tiene la peculiaridad de explicar las propiedades esenciales de las neuronas
bioldgicas a la vez que nos permite agrupar, bajo un mismo modelo, los diferentes
tipos de neuronas utilizadas en aplicaciones prdcticas.
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D.1.- Neurona:

Se denomina neurona artificial a un dispositivo simple de cdlculo que, a partir
de un vector de entrada procedente del exterior o de otras neuronas, proporciona
una dnica respuesta o salida. Generalmente se pueden encontrar tres tipos de
neuronas:

1)  Las neuronas de entrada que reciben estimulos externos y
adquieren la informacién.

2) La informacidén se transmite a otras neuronas que no tienen
relacion directa con la informacion de entrada también denominada
neuronas ocultas.

3) Al final la informacién llega a las neuronas de salida que
presentan la respuesta de la red.

Los elementos que componen la estructura de neurona general mds extendida
son los siguientes®® [FIGURA VI-6]:

Funcién
de propagacion.

N yi f a

> F *>0‘ Salida

X.=-1 © .,
Umbral 0 Funcion

de salida.
Xl )

Entradas Euncion

de activacion.

b-bbs

FIGURA VI-6: Modelo general de una neurona artificial.

a) Entradas.

Los valores que llegan del exterior a la neurona pueden ser binarios o
continuos dependiendo del modelo y aplicacién de la red. Indicaremos
mediante x; la entrada i de la neurona. Generalmente los modelos de neuronas
incluyen una entrada adicional de valor constante xO con el fin de introducir
el umbral de activacién de forma sencilla.

a) Conexiones [FIGURA VI-7]:

El peso sindptico representa la intensidad de interaccién entre neuronas.
Cuanto mayor es su valor mayor es la influencia de la neurona presindptica en
la postsindptica. Ademds las conexiones son direccionales, es decir, sélo
propagan informacién en un solo sentido.

Nos referiremos a una determinada conexidn en particular mediante la
letra mindscula w y dos subindices que mostrardn las neuronas ligadas por la
sinapsis. Asi wj; indica la conexién entre la neurona postsindptica i y la heurona
presindptica j.
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FIGURA VI-7: Representacién de la conexidn wi;.

b) Regla de propagacion o(w, x(t)):

Proporciona el valor del potencial postsindptico y(t) de la neurona en
funcidn de sus pesos y entradas, y(t)= o(w, x(t)). La funcién mds habitual es la
suma de los productos de cada entrada por el valor que caracteriza su

cohexidn,

N
Yi = ZWinj (t)-0,
=

donde j=1,2,3,....N total de neuronas postsindpticas.

El término 6;, denominado umbral de activacion, permite que la funcién de
activacion no esté centrada en el origen. Una forma elegante de hacerlo es
mediante una entrada adicional xo de valor constante y de conexién variable

wo de esta forma:
0; = —WpX,

y por tanto el potencial postsindptico se puede escribir de
forma compacta

Yi (t) =iwijxj(t)

c) Funcion de activacion f(a(t-1), y(1)):

una

Proporciona el estado de activacion actual a(t) de la neurona, en funcién
de su estado anterior y de su potencial postsindptico actual, a(t)= f(a(t-1),
y(t)). Para la mayoria de modelos se considera que el estado actual de la
neurona no depende de su estado anterior sino Unicamente del actual a(t)=
f(y(t)). La funcién f(.) se suele considerar determinista y en la mayor parte
de los modelos es monétona creciente y continua. En general los algoritmos de
aprendizaje requieren que la funcion de activacion cumpla la condicién de ser

derivable. En la [TABLA VI-1] se dan las funciones de activacién
utilizadas en aplicaciones prdcticas.

mds
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TABLA VI-1: Tabla de las funciones de activacién mds comunes.

f(x)=x

f(x)=+1 s? x>0
-1 si x<0

1 si x21
f=x si —A<x«1
-1 si x<4 s

1
FO0= e

f(x)=e*

e) Funcion de salida F(a(1)):

Proporciona la salida actual o(t) de la neurona en funcion de su estado de
activacion, o(t)= F(a(t)). Muy frecuentemente la funcién de salida es
simplemente la identidad, F(x)=x, de modo que el estado de activacion de la
neurona se considera como la propia salida o(t)= f(y(t)).

A continuacién se dard una clasificacién de las redes en funcién del
nimero de capas que posee y la interconexion de los nodos o, dicho de otra
manera, en funcion de su arquitectura o topologia.
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D.2.- Arquitectura de redes neuronales:

Se denomina arquitectura a la organizacion y disposicion de neuronas
formando agrupaciones o capas que comparten caracteristicas. La estructura de la
red determina su comportamiento y estd muy relacionada con el algoritmo utilizado
para su entrenamiento.

A la hora de clasificar las redes en funcién de su topologia se suele distinguir
entre redes de una capa también llamadas monocapa y las que tienen mds de una o
multicapa.

a) Redes monocapa [FIGURA VI-8]:

En este tipo de redes solamente tenemos una capa de nodos y por tanto
las conexiones son laterales. También pueden existir conexiones de una
neurona consigo misma (autorecurrentes).

Tipicamente estas redes se utilizan en tareas relacionadas con lo que se
conoce como autoasociacion, es decir, la red responde con el dato almacenado
mds parecido al de entrada. Generalmente se utilizan para filtrar o
reconstruir las informaciones de entradas distorsionadas y para problemas de
optimizacion. Una de las redes monocapas mds conocida es la red de

Hopfield?®*.
y A y A yi A yid A
Xl

Vi Y2 %, Yo x, Yo %

FIGURA VI-8: Ejemplo de red monocapa.

b) Redes multicapa:

En las redes multicapa se distinguen tres tipos de capas; de entrada, de
salida y ocultas. Una capa de entrada estd compuesta por neuronas que
reciben datos o sefiales procedentes del entorno. Una capa de salida es
aquella cuyas neuronas proporcionan la respuesta de la red neuronal y una
capa oculta es aquella que no tiene una conexion directa con el entorno. La
funcion de la capa oculta es intervenir entre la entrada y la salida de la red.
Afiadiendo capas ocultas la red es capaz de extraer estadisticas de alto
orden de tal forma que la red adquiere una perspectiva global a pesar de su
conectividad local gracias a un conjunto extra de conexiones y la
dimensionalidad extra de las interacciones neuronales proporcionada por las
capas ocultas.

Tesis Doctoral de Vicent Modesto i Alapont. Departamento de EC, MPySP e HC. Universitat d'Alacant



Muerte en UCIP estimada con el indice "PRISM" 263
Comparacién del rendimiento diagndstico de las predicciones realizadas con un modelo de regresién logistica,
y una red neuronal artificial. Una propuesta bayesiana

En las redes multicapa se distingue entre las redes que sélo tienen
conexiones hacia delante y las que poseen, ademds, conexiones hacia atrds.

b.1) RNA con conexiones hacia delante (feedforward) [FIGURA VI-9].

Y1 Y, Y3 Y4

FIGURA VI-9: Red multicapa con conexiones hacia
delante.

Generalmente todas las neuronas de una capa reciben sefiales de
entrada de otra capa anterior, mds cercana a la entrada de la red, y
envian las sefiales de salida a una capa posterior, mds cercana a la
salida de la red. Todas ellas son especialmente Utiles en tareas de
reconocimiento, clasificacion de patrones y como aproximador de
funciones. Las redes multicapa mds conocidas son el perceptrdn
multicapa y el SOM (Self Organizing Map).

b.2) RNA con conexiones hacia atrds -retroconversiones- o
recurrentes (feedback) [FIGURA VI-10]

Las redes recurrentes se caracterizan en que al menos tienen un
lazo de realimentacién. En este tipo de redes circula informacién tanto
hacia delante como hacia detrds durante el funcionamiento de la red.
Las conexiones hacia detrds tienen un profundo impacto en la
capacidad de aprendizaje de las redes y en su rendimiento. Mds aln,
los lazos de realimentacion implican un comportamiento dindmico no
lineal en virtud de las no linealidades de las neuronas. Esto juega un
papel fundamental en el almacenamiento de informacidn de este tipo
de redes.

Algunas de las redes de este tipo tienen un funcionamiento
basado en lo que se conoce como resonancia, de tal forma que las
informaciones en la primera y segunda capa interactdan entre si hasta
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alcanzar un estado estable. Ejemplos de redes recurrentes son ART y
el Neocognitron.

Yi Y, Ys Y4
FIGURA VI-10: Red con conexiones hacia atrds.

E.- Caracteristicas:

Debido a su constitucién y fundamentos, las redes neuronales artificiales

presentan un gran nimero de caracteristicas semejantes a las del cerebro®*.

E.1.- No linealidad:

Una neurona es un elemento no lineal por lo que una interconexién de ellas
(RNA) también serd un dispositivo no lineal. La no linealidad es una importante
propiedad, particularmente si el responsable de la generacion de los datos de
entrada es no lineal.

E.2.- Capacidad de establecer relaciones entrada-salida.

Una de las ramas principales de investigacién en el campo de las redes
neuronales es lo que se conoce como aprendizaje supervisado. La red en su proceso
de aprendizaje establece la relacion entre las entradas y las salidas de tal manera
que, ante entradas desconocidas, es capaz de dar una respuesta “aproximada”.

Existen dos formas primarias de realizar esta asociacién entre entrada y
salida que se corresponden con la naturaleza de la informacién almacenada en la
red. Una seria la denominada heteroasociacion que se refiere al caso en el que se
relacionan parejas de datos, de tal forma que cuando se presente cierta
informacion de entrada deberd responder generando la correspondiente salida
asociada. Otra se conoce como autoasociacion donde la red aprende ciertas
informaciones de tal manera que cuando se le presenta una informacién de entrada
realizard una autocorrelacion respondiendo con uno de los datos almacenados, el
mds parecido al de entrada.
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E.3.- Adaptatividad.

La capacidad de aprendizaje adaptativo es una de las caracteristicas mds
atractivas de las redes neuronales. Aprenden a llevar a cabo ciertas tareas
mediante un entrenamiento con ejemplos ilustrativos. No es necesario que

elaboremos modelos a priori ni necesitamos especificar funciones de distribucién
de probabilidad.

E.4.- Tolerancia a fallos.

Las redes neuronales tipicamente son sistemas de computacion robustos o
tolerantes a fallos. Esto es posible gracias a que las redes neuronales son sistemas
que almacenan la informacién aprendida de forma distribuida en las conexiones
entre neuronas de esta forma se permite el fallo de algunos elementos individuales
(neuronas) sin alterar significativamente la respuesta del sistema total.

E.5.- Posibilidad de implementacion en VLSI.

Una de las prioridades para la mayoria de las dreas de aplicacion es la
necesidad de realizar procesos con gran cantidad de datos de forma muy rdpida.
Las redes neuronales se adaptan bien a estos trabajos pues procesan en paralelo y
tienen la posibilidad de implementacion en silicio. Esta disposicién permite que
estos sistemas puedan ser aplicados como sistemas de computo en tiempo real.

E.6.- Uniformidad de andlisis y disefio.

En todos los dominios de aplicacién de las redes neuronales se usa la misma
notacién, ademds todas la redes neuronales tienen como elementos bdsicos las
neuronas por lo que es posible enunciar teorias conjuntas para los diferentes
algoritmos y aplicaciones de las redes neuronales.

F.- Aprendizaje:

La propiedad mds interesante de las redes neuronales es la capacidad para
aprender de su entorno y mejorar su comportamiento a través del aprendizaje.
Aprendizaje, en este contexto, estd definido como un cambio en los valores de
las conexiones que resultan de la captura de informacion que, posteriormente,
puede ser recuperada[190].

La red aprende de su entorno a través de un proceso iterativo de ajuste de
los pesos. De una manera general la expresién para la actualizacién de los pesos
serd de la forma:

w; (N +1) = w; (n) + Aw;

donde wj; muestra el valor de la conexién entre la neurona i y la neurona j y n indica
el momento de la actualizacién.
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Hay varios tipos de algoritmos de aprendizaje. Las variaciones entre ellos
radican principalmente en la manera de calcular la variacién de los pesos Awjj(n).

Una primera distincién entre los posibles procesos de aprendizaje estriba en
la disponibilidad o no de un agente externo que supervise el entrenamiento. Este
hecho establece una primera clasificacion en los métodos de aprendizaje:

F.1.- Aprendizaje Supervisado.

En el proceso de aprendizaje supervisado [FIGURA VI-11] se dispone de
un maestro que dirige el ajuste de pesos. Existen tres modalidades en funcién de la
informacion exterior que maneja el maestro: aprendizaje por error, por refuerzoy
aprendizaje estocdstico.

Maestro

Salida
Entrada, | ped Neuronal —>©7

A

Actualizacion
de pesos

FIGURA VI-11: Esquema del aprendizaje supervisado.

a) Aprendizaje por correccion de error:

El algoritmo por correccion de error consiste en ajustar los pesos de las
conexiones en funcién de la diferencia entre los valores deseados y los
obtenidos en la salida de la red. El algoritmo de entrenamiento mds famoso
por correccion de error, el backpropagation, esta fundamentado en la
optimizacion de una funcion coste que representa el error cometido por la
red. La actualizacién de los pesos se lleva a cabo a partir de informacién
proporcionada por el gradiente de la funcion coste. En este caso la expresion
de actualizacién de los pesos es

W; (n+1) = w; (n) +76,0;

donde n es una constante que determina el ritmo de aprendizaje, x; es la
entrada j de la neurona, y &; es la proporcién del error cometido por la red
que es asignado a ese nodo i por el algoritmo backpropagation.

b) Aprendizaje por refuerzo:

En este caso durante el enfrenamiento no se indica exactamente la salida
que se desea que proporcione la red ante una determinada entrada; la funcion
del supervisor se reduce a indicar mediante una sefial de refuerzo si la salida
obtenida en la red se ajusta a la deseada y en funcién de ello se ajustan los
pesos. La ecuacion general del aprendizaje por refuerzo es:
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W; (n+1) =w; () —a-r(n)-e;(n)

donde o es el factor de aprendizaje, r es un escalar que indica si ha habido
acierto o fallo y e;; es la elegibilidad (elegibility) del peso wj;. Depende de la
distribucion de probabilidad que es usada para determinar si el valor de salida
de la neurona es igual al valor deseado. La elegibilidad es una especie de
memoria; es grande si la sefial de entrada a la neurona x; y la salida o; estdn
relacionadas en el tiempo.

Mientras que el sistema no falla, no existe refuerzo (r=0) y por tanto no
se produce ajuste de pesos. Con tal de evitar este inconveniente se introduce
un sistema de salida continua, que aprende a dar la prediccién de una futura
penalizacion; de esta forma se consigue tener siempre una sefial de refuerzo
y el aprendizaje se mejora notablemente. Este tipo de aprendizaje, por sus
caracteristicas, es especialmente adecuado para tareas de control ya que en
estas tareas generalmente se dispone de muy poca informacion del sistema
con el que se frata.

c) Aprendizaje estocdstico:

Consiste bdsicamente en realizar cambios aleatorios en los valores de los
pesos de las conexiones de la red y evaluar su efecto a partir del objetivo
deseado y distribuciones de probabilidad. Se suele hacer una analogia con
términos termodindmicos y el aprendizaje consistiria en realizar cambios
aleatorios y determinar la energia del sistema; si ésta disminuye se acepta el
cambio, si no, el cambio se aceptaria en funcion de una preestablecida
distribucion de probabilidades.

F.2.- Aprendizaje no supervisado.

No requieren la influencia externa [FIGURA VI-12] para ajustar los pesos
de las conexiones entre sus neuronas. La red no recibe ninguna informacion por
parte del entorno que le indique si la salida generada en respuesta a una
determinada entrada es o no correcta. Por ello suele decirse que estas redes
tienen la capacidad de auto-organizarse. Deben encontrar las caracteristicas,
regularidades, correlaciones o categorias que se puedan establecer entre los datos
que se presenten en su entrada.

n —
ceppecs

FIGURA VI-12: Esquema del aprendizaje no supervisado.
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Dentro del aprendizaje no supervisado se distingue entre dos tipos.

a) Aprendizaje Hebbiano:

El aprendizaje hebbiano consiste bdsicamente en el ajuste de los pesos de
las conexiones de acuerdo con la correlacién entre los valores de entrada y
salida de cada neurona. Existen diferentes tipos en funcion de las
limitaciones de los pesos, o particularidades que deseamos obtener de la
secuencia de entrada a la red.

a.1) Aprendizaje Hebbiano Original:

Coincide con el postulado formulado por D.O. Hebb en 1949%*. La
actualizacion de los pesos se corresponde con la correlacion entre los
valores de entraday la salida de cada neurona.

w; (N +1) = w; (n) +0,X;

De esta forma cuando la enfrada x; y la salida o; se comportan de
forma similar la conexién se refuerza, penalizdndose en otro caso.

a.2) Aprendizaje de componentes principales.

El andlisis de las componentes principales es un método que
permite la reduccién de las dimensiones del espacio de variables en el
que se trabaja. El primer aprendizaje de componentes principales fue
realizado por Oja (1982) el cual razoné que el aprendizaje hebbiano
con algunas modificaciones servia para extraer las componentes
principales de los datos de entrada.

La ecuacion propuesta para la actualizacién de las conexiones

es285

w; (n+1) =w; (n)+0; (ax; — fo;W;)

donde oy B son dos constantes de proporcionalidad.

Se trata una topologia de red que utiliza el aprendizaje por
correccion de error (backpropagation) y a la vez intercala capas donde
se determinan las componentes principales reduciendo asi, y de manera

progresiva, el nimero de nodos necesarios en las capas ocultas®®®.

b) Aprendizaje competitivo.

En el aprendizaje competitivo se crean clases de los patrones de entrada
automdticamente. En las redes con este tipo de aprendizaje suele decirse que
las neuronas compiten unas con otras con el fin de llevar a cabo una tarea
dada.

En este tipo de redes se pretende que al presentar cierta informacién de
entrada sdlo una de las neuronas de la salida, o un grupo de neuronas, se
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active. Para conseguirlo existen conexiones autorrecurrentes de refuerzo y
de tipo inhibidoras por parte de las neuronas vecinas. La interaccién entre las
neuronas de salida se define mediante la funcién de vecindad. Una posibilidad
es la que se muestra en la [FIGURA VI-13] con forma de sombrero.

A Interaccion lateral.

Ny,
>

Distancia entre
neuronas

A

FIGURA VI-13: Interaccién entre neuronas de la capa de salida.

Las neuronas ganadoras son las Unicas que ajustan sus pesos con tal de
modificar el prototipo que representan para incluir a la nueva entrada.

w; (N +1) = w; (n) +a(n)(x; —w;)

donde a(n) es una funcién decreciente del tiempo, sin llegar a ser cero. El
resultado de esta operacién es el movimiento del vector prototipo de la clase
hacia el vector de entrada. La red mds extendida que emplea este tipo de

aprendizaje es el SOM de Kohonen®?,

G.- Eleccion de la RNA mdas adecuada:

El objetivo, en la presente tesis de licenciatura, es el desarrollo de una RNA
que, a partir de las caracteristicas recogidas por la Puntuacién PRISM de las
primeras 24 horas, sea capaz de predecir la mortalidad del paciente ingresado en
UCIP. Como se ve, ello se traduce a una tarea de clasificacion bien definida, y.las
redes neuronales son una opcién excelente para su utilizacion en esta aplicacidn,
pues no parten de restricciones respecto de los datos de partida, ni imponen
supuestos (ej. distribucidn gausiana) y , si se implementan en el vehiculo adecuado -
como a través de Internet- son mds fdciles de emplear.

Pero, ¢qué tipo de red es adecuada para solucionar el problema del presente
trabajo? Se ha visto que las redes neuronales artificiales pueden clasificarse
seglin su arquitectura, o bien, segln el método de aprendizaje. La mision de la red
consistird en determinar, lo mds fielmente posible, el grupo al que pertenece un
nifio segln su puntuacidn en el score PRISM. [FIGURA VI-14]. Dicho de otra
forma, lo que se busca es encontrar la relacion que existe entre la variable
puntuacion PRISM vy las clases representativas de su evolucién (Vivo / Muerto).
Para obtener una correspondencia de este tipo necesitamos al menos dos capas. La
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primera contendria las variables dependientes y la segunda los grupos de
clasificacion. Esto solamente puede suceder cuando tenemos redes multicapa.

Clasificacion segun
Red Neuronal Ja evolucion del
paciente

Puntuacion
PRISM

FIGURA VI-14: Esquema de la tarea a realizar por la red neuronal en el
problema del PRISM.

El proceso de entrenamiento de la red estard fundamentado en la
presentacién de los casos de nifios ingresados en la UCIP del Hospital Central de
Asturias hasta que la red aprenda su cometido. El modo de aprendizaje serd de
tipo supervisado porque se tiene la posibilidad de disponer de una medida exacta
del error cometido por la red. Esto es asi, dado que se sabe de antemano el
resultado que debe dar la red cuando presenta un nuevo caso (en fase de
entrenamiento), es decir, a partir de la respuesta de la red se puede determinar
cudnto se ha equivocado y actuar en consecuencia con el fin de mejorar el
comportamiento de la red.

En la segunda fase del trabajo, se evaluard el rendimiento diagnéstico de la
RNA en una cohorte de validacion diferente: la de los nifios ingresados en la UCIP
del Hospital Infantil "La Fe" de Valencia. Como se comenta en los métodos, la
evaluacion se hace con la metodologia cldsica, y se hace una propuesta de
evaluacién con metodologia bayesaiana.
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ANEXO VII: USO CLINICO DE UN TEST
DIAGNOSTICO: MODELO DE PAUKER-KASSIRER
MODIFICADO POR LATOUR

El uso adecuado de una prueba diagnéstica se basa en la asuncién de un
axioma: desde el punto de vista clinico una prueba diagnéstica es (til sdlo si nos
induce a tomar las decisiones terapéuticas adecuadas en un ambiente de
incertidumbre. Deberemos pedir una prueba diagnéstica solo si es capaz de
hacernos cambiar la decision terapéutica que habiamos tomado antes de pedirla.

Pauker y Kassirer, en una serie ya antigua de articulos®6?87288
desarrollaron un abordaje sistemdtico muy sencillo para ayudar a los clinicos a un
uso correcto de las pruebas diagndsticas a pie de la cama del enfermo®®®. Estd
basado en la Teoria Matemdtica de la Decisién y en el Cdlculo de Probabilidades.
Nuestra propuesta para el uso clinico correcto de las pruebas diagndsticos, se basa
en la modificacién que el Profesor Jaime Latour ha hecho®® del modelo Pauker-
Kassirer de andlisis de decisiones clinicas.

Lo explicaremos con un ejemplo concreto, adaptado a un escenario
determinado, que se repite infinidad de veces en la Puerta de Urgencias de un
hospital pedidtrico de nuestro pais. El escenario es el siguiente:

ESCENARIO: Llega a PU un nifio de 5 %2 meses de edad. Su madre lo trae porque, estando
previamente bien, desde hace 8 horas, tiene fiebre de 39’3 °C que cede bien con antitérmicos,
aunque reaparece. Tras bajarle la temperatura, exploras al nifio, que esta despierto y contento,
sonrosado (Sa02=97%) y bien hidratado. No encuentras signos de focalidad infecciosa ni
disnea ni estertores respiratorios, la orofaringe es normal y no tiene signos meningeos,
exantemas ni petequias. Le practicas un Hemograma (Leucocitos 8.900 /mm3 con férmula
normal), un Urinoanalisis (Nitritos negativos, resto normal), y una PCR que es de 143 mg/Lit.

La pauta de tu hospital te recomienda extraer hemocultivo y, bajo la vigilancia estricta
de los padres (que te parecen fiables), administrar una dosis IM/IV de 50 mg/kg de Ceftriaxona,
pero advirtiendo a los familiares que si empeora vuelvan para re-evaluarlo, y que si sigue todo
bien, lo lleven mafana a su pediatra.

Un comparfiero ha hecho un rotatorio por otro hospital, y te cuenta que alli, en estos
casos practican un Test de Procalcitonina (PCT) para confirmar la sospecha de bacteriemia
oculta, antes de proceder a administrar antibioticoterapia (que podria producirle al nifio
alteraciones gastrointestinales innecesarias).

El clinico, enfrentado a este paciente particular, decide realizar una
blisqueda bibliogrdfica rdpida en el ordenador del Servicio de urgencias, y
recupera el siguiente articulo sobre el Test de Procalcitonina:

Annick Galletto-Lacour, Samuel A. Zamora, Alain Gervaix: Bedside Procalcitonin and C-
Reactive Protein Test in Children With Fever Without Localizing Signs of Infection Seen in a
Referal Center. Pediatrics 2003; 112: 1054-60.
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El pediatra hace una lectura critica del mismo, y comprueba su gran validez.
Se trata de un estudio prospectivo realizado en pacientes europeos
aproximadamente del mismo espectro clinico de la situacion que plantea el
escenario, con nifios totalmente intercambiables con el que tiene delante, en el que
existe una comparacién ciega e independiente del Test de PCT con un “patrén oro”
(una definicién operativa de enfermedad bacteriana grave que se aplica a todos los
pacientes del estudio al final de la evolucién de su proceso patoldgico), y en el que
la aplicacién, concordancia y reproducibilidad del test estd perfectamente
especificada. El laboratorio del hospital dispone de la misma téchica que se
describe en el articulo y es posible pedirla de urgencia.

El resultado principal del trabajo estd reproducido en la tabla siguiente, en
la que se especifican las Razones de Verosimilitud de la PCT (categorizada en
negativa [« 0'56 ng/mL], dudosa [0'5-2 mg/mL], y positiva [> 2 mg/mL]), la PCR y el
recuento de Leucocitos del Hemograma, con sus Intervalos de Confianza al 95%:

TABLE 3. LRs for Selected Range of Values of PCT, CRP, and Leukocyte Counts and Posttest
Probability of SBI in Children With FWS5

n LR (95% CI) Posttest
Probability (%)

PCT

<0.5 ng/mL 54 0.09 (0.02-0.36) 3

0.5-2 26 2.8 (1.49-5.33) 54

=2 19 5.2 (2.20-12.42) 68
CRP

<40 mg/L 61 0.26 (0.13-0.54) 10

40-100 22 2.0(1.04—4.01) 45

=100 16 14.5 (3.46-60.70) 86
Leukocyte

=15 G/L 66 0.65 (0.44-0.97) 21

15-20 15 1.6 (0.63-4.11) 40

=20 18 2.4 (1.07-546) 49

Pretest probability: 29%.

Ante la situacién del escenario, y con la informacion que ha obtenido de la
literatura, el clinico se plantea bdsicamente dos preguntas que van a dirigir su
actitud:

1. ¢Si la Procalcitonina es negativa (< 0'6 ng/ml) se puede descartar en este
momento una evolucion posterior a sepsis-meningitis en este hifio?
2. (Pautarias Ceftriaxona IV a este nifio?

Vamos a aplicar a esta situacién clinica particular el modelo Pauker-
Kassirer-Latour. Bdsicamente, consiste en realizar tres pasos sucesivos: primero
determinar el umbral de accién (UA); segundo, determinar -en las condiciones
estrictas del paciente del escenario- cudl es la probabilidad de enfermedad antes
de hacer la prueba y, por dltimo, calcular la probabilidad posprueba de enfermedad
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dados los resultados del test. Si el resultado del fest es capaz de llevar la
probabilidad de enfermedad mds alld del valor umbral, el uso del test estd
clinicamente justificado (en las condiciones del escenario) porque va a ser capaz de
cambiar nuestra actitud terapéutica.

A.- Primero: Determinar el Umbral de Accion (VA):

Lo primero que debemos hacer es determinar el UA para la situacion del
escenario. Esto es: en un nifio con sindrome febril sin foco como este que tenemos
delante, que la inmensa mayoria de veces se debe a unha viriasis banal pero que
puede tratarse de una bacteriemia oculta, ¢A partir de que probabilidad de
evolucionar a sepsis-meningitis deberiamos tfomar una actitud terapéutica y pautar
Ceftriaxona IV?.

Para el planteamiento Pauker-Kassirer-Latour, el UA es un cociente
Riesgo/Beneficio: el Riesgo esperado de aplicar el tratamiento y el Beneficio que
esperamos obtener con él. Obviamente, por razones éticas, siempre Riesgo <
Beneficio. Por ello el valor del UA oscila entre O y 1, y posee las propiedades
matemdticas de una probabilidad:

Riesgo Dafiio esperado con el tratamiento
~ Beneficio

Beneficio esperado con el tratamiento
Siendo:

e Riesgo = Probabilidad de que el tratamiento produzca efectos adversos (EA)
multiplicada por el impacto que esos EAs producen en el enfermo,
medido en una escala de 0 a 1 = p(EA)*impacto(EA)

e Beneficio = Probabilidad de que el tratamiento cure la enfermedad
multiplicada por el impacto, medido en la misma escala en la que se ha
evaluado el impacto de los EAs, que una curacion tiene para el paciente
= p(cura)*impacto (cura)

Para poder calcular el UA, debemos consultar la literatura. Se sabe®”! que
en nifios de entre 3 y 6 meses que se presentan en urgencias con fiebre sin foco
(FSF), el riesgo de bacteriemia oculta es del 4%, y de los que tienen bacteriemia
oculta, el 30% evolucionan a sepsis-meningitis. Por ello puede calcularse que el
riesgo global de evolucion a sepsis-meningitis ante un nifio como el del escenario es:

p(sep-men/FSF) = 0.04*0.3 = 0.012
Un ensayo aleatorizado y controlado con placebo®®? demostré que la Ceftriaxona
parenteral, en nifios mayores de 3 meses con bacteriema oculta, es capaz de

reducir la evolucién a sepsis-meningitis a sélo un 8.3%. Esto es:

p(sep-men/FSF+ceftriaxona) = 0.04*0.083 = 0.0033
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Con este dato podemos calcular el tamafio del efecto (RAR, Reduccidn absoluta del
Riesgo) de la ceftriaxona para evitar la evolucién a sepsis meningitis en los
pacientes con FSF como el nuestro. Nuestra p(cura ) serd exactamente esta RAR:

p(cura) = RAR = p(sep-men/FSF)-p(sep-men/FSF+ceftriaxona) =
= 0.012 - 0.0033 = 0.0087 es decir, NNT = 115 pacientes

Y ahora estimamos el impacto que tiene para el paciente del escenario el que
se evite para él la evolucion a sepsis-meningitis. Podemos asumir que

Impacto evitar evolucion a sepsis-meningitis = 1 = impacto(cura)

En el mismo ensayo clinico®®* podemos observar que el principal efecto
adverso del tratamiento con ceftriaxona son las alteraciones gastrointestinales
(diarrea, vomitos...), que se producen en el 21.2% de los nifios a los que se les
administra. Pero que se ve también que el 11.7% de los pacientes que reciben
placebo presentan esas mismas alteraciones gastrointestinales (que probablemente
eran la causa de su sindrome febril). Asi que se puede calcular que la potencia que
tiene el fdrmaco para producir los EAs es el tamafio de ese efecto (AAR, Aumento
absoluto del riesgo):

p(EA) = AAR = p(diarrea/FSF+ceftriaxona)-p(diarrea/FSF) =

=0.212 - 0.117 = 0.095 es decir, NNH = 11 pacientes

Y ahora, si 1 es el valor que tiene para un paciente evitar su evolucién a
sepsis-meningitis, <¢cudl es el impacto de producirle alteraciones
gastrointestinales? Podemos asumir que serd una centésima parte:

Impacto producir diarrea, vomitos = 0.01 = impacto(EA)

Ya estamos pues en disposicion de calcular el UA para nuestro escenario:

_ Riesgo ~ p(EA)ximpacto(EA)  0.095x0.01
Beneficio  p(cura)ximpacto(cura)  0.0087 x1

Vamos a representar este US en un diagrama de barra en el que se localiza
como una probabilidad sobre una escala de O al 1:

NO TRATAR ITRATAR

0 0’11 1
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El diagrama representa que nosotros, ante un paciente del escenario, hemos
decidido que vamos a aplicar un tratamiento con Ceftriaxona IV cuando estemos
convencidos de que la probabilidad de que evolucione a sepsis-meningitis sea
superior al 11%. Mirando el grafico, recordaremos que sélo esta justificado utilizar
una prueba diagndstica cuando esta sea capaz de cambiar nuestra actitud
terapéutica. Es decir, si estamos decididos a tratar al paciente (pensamos que su
probabilidad es mayor de 0.11), y el resultado de la prueba puede hacer que su
probabilidad baje por debajo de ese umbral y haga que no lo tratemos, y viceversa.

B.- Segundo: Estimar, para el paciente del escenario, la probabilidad
de enfermedad antes de realizar la prueba:

Una vez fijado cudl va a ser nuestro umbral de accion, lo siguiente que
debemos hacer es determinar, cudl es la probabilidad pre-prueba de que el
paciente del escenario presente la enfermedad. En nuestro caso particular, la
probabilidad de que nuestro nifio de 5 meses y medio con fiebre sin foco pero PCR
= 143 mg/L, evolucione a desarrollar una sepsis-meningitis.

El paciente de nuestro escenario es un lactante de entre 3 y 6 meses con
FSF: Tiene fiebre de 39.3°C rectal, pero no presenta aspecto téxico, no se aprecia
focalidad alguna en la exploracion fisica, y tiene un recuento leucocitario normal
(Leucos 8900 /mm?). Hemos encontrado en la literatura que

p(sep-men/FSF) = 0.04*0.3 = 0.012; es decir [odds = p/(1-p)]
Odds(sep-men/FSF) = 0.012/0.988 = 0'012 = Odds Pre-PCR

Pero sabemos ademds que el nifio de nuestro escenario tiene una PCR = 143 mg/L.
En la tabla 3 del articulo que hemos analizado (ver mds arriba), hemos encontrado
que la RV para una PCR > 100 mg/L es: RV(PCR > 100) = 14.5. Con ello podemos
estimar la probabilidad de evolucionar a sepsis-meningitis, en el paciente de
nuestro escenario, aplicando el TEOREMA de BAYES:

Odds (sep-men/escenario) = Odds Post-PCR = Odds Pre-PCR*RV(PCR > 100) =
=0.012*145=0.176 ; es decir [p = odds/(1+odds)]
p(sep-men/escenario) = 0.176 / 1.176 = 0.15
La probabilidad de que nuestro lactante evolucione a sepsis-meningitis, estimada

antes de que le practiquemos la prueba de procalcitonica es del 15%, claramente
superior a nuestro UA.

Prob pre-PCT = 0’15

0’11
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B.- Tercero: Calcular, la probabilidad de enfermedad después de
realizar la prueba al paciente del escenario:

Finalmente hemos de calcular, utilizando los indices de rendimiento
diagnéstico de nuestro estudio, cual serd la probabilidad de que el paciente de
nuestro escenario presente la enfermedad a la luz de los posibles resultados de la
prueba diagnéstica. Recordemos que la prueba serd (til sélo si es capaz de
disminuir la probabilidad de evolucidn a sepsis-meningitis hasta una cifra inferior
al 11%. Sélo en ese caso tenfra valor clinico, porque hard que NO TRATEMOS con
ceftriaxona a nuestro lactantito. En caso contrario, si es incapaz de disminuir la
probabilidad a una valor inferior al 11% (si, sea cual sea el resultado de la prueba
de procalcitonina, el paciente de nuestro escenario siempre va a tener una
probabilidad de sepsis-meningitis mayor del 11%) el solicitar la prueba no tiene
ningun valor para nuestra situacién clinica particular.

Aplicando de nuevo el TEOREMA de BAYES con los datos de la tabla 3 de
nuestro estudio, si el resultado de PCT fuera positivo (PCT > 2 ng/mL) o dudoso
(0.5 ng/mL < PCT < 2 ng/mL), la probabilidad de evolucién a sepsis-meningitis en el
lactante de nuestro escenario seria superior al UA, y por tanto nuestra actitud
terapéutica no cambiaria:

e PCT positiva: RV(PCT positiva) = RV(PCT > 2 ng/mL) = 5.2 luego
Odds (sep-men/escenario)*RV(PCT positiva) = Odds (sep-men/Post-PCT)
Odds (sep-men/Post-PCT) = 0.176 * 5.2 = 0.9152 ;
es decir [p = odds/(1+odds)]:
p(sep-men/post-PCT) = 0.91/1.91 = 0.48 (> 0.11: TRATAR)

e PCT dudosa: RV(PCT dudosa) = RV(0.5 ng/mL < PCT > 2 ng/mL) = 2.8 luego
Odds (sep-men/escenario)*RV(PCT dudosa) = Odds (sep-men/Post-PCT)
Odds (sep-men/Post-PCT) = 0.176 * 2.8 = 0.4928 ;

es decir [p = odds/(1+odds)]:
p(sep-men/post-PCT) = 0.49/1.49 = 0.33 (> 0.11: TRATAR)

Sin embargo, en el paciente del escenario, un resultado negativo (PCT < 0.5 ng/mL)
de la prueba de procalcitonina ES CAPAZ DE CAMBIAR NUESTRA ACTITUD
TERAPEUTICA. Vedmoslo:

e PCT negativa: RV(PCT negativa) = RV(PCT < 0.5 ng/mL) = 0.09 luego
Odds (sep-men/escenario)*RV(PCT negativa) = Odds (sep-men/Post-PCT)
Odds (sep-men/Post-PCT) = 0.176 * 0.09 = 0.016 ;

es decir [p = odds/(1+odds)]:
p(sep-men/post-PCT) = 0.016/1.016 = 0.016 (<« 0.11: NO TRATAR)
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Prob post-PCT =0’016

No TT* Frelizlf
0’11

Por ello en la situacion de este lactante, tiene sentido clinico que se le
solicite una prieba de PCT y que, con su resultado, se decida el tfratamiento. Por
ello, como respuesta a las preguntas que se habia planteado nuestro pediatra de
urgencias:

1. Si la Procalcitonina es negativa (< 0'5 ng/ml) se puede descartar en este
momento una evolucion posterior a sepsis-meningitis en este nifio, y
2. Si la Procalcitonina sale negativa, no pautaria Ceftriaxona IV a este nifio

Como norma general, en escenarios en los que el UA estd muy bajo (lo
normal es aplicar tratamiento), suelen ser Utiles pruebas diagnésticas cuyos
resultados negativos tengan RV(negativo) muy bajas, para que sean capaces de
evitar los tratamientos.

Prob. Post-Test Prob. Pre-Test

NO TRATAR
0 UA 1
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En los escenarios contrarios, con UA muy altos en los que lo habitual es no
tratar, resultan (tiles las pruebas con RV(positivo) muy altos, para que nos
induzcan a cambiar de actitud y tratar a los pacientes.

Prob. Pre-Test Prob. Post-Test

NO TRATAR
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