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Prologo

Las funciones booleanas juegan un papel muy importante en la criptografia mo-
derna y son la pieza fundamental de numerosos criptosistemas gracias a su habilidad
para proporcionar seguridad en las comunicaciones. El estudio de las funciones boo-
leanas, tanto desde una perspectiva tedrica como préctica, es crucial en la provision
de seguridad en las aplicaciones criptogréaficas como los cifradores en bloque, los
cifradores en flujo y las funciones hash. Las propiedades de no linealidad y equilibrio
son dos criterios esenciales criptograficamente para las funciones booleanas. La no
linealidad es la propiedad méas importante en cualquier criptosistema de clave simé-
trica para alcanzar confusion. La definicion més usada de no linealidad es la minima

distancia de una funcién booleana al conjunto de las funciones afines.

La familia de funciones bent son las funciones booleanas de un niimero par de
variables con la maxima no linealidad, aunque no son equilibradas. A pesar de su
definicion simple y natural, las funciones bent poseen una estructura complicada en

general.

La construcciéon de funciones criptograficamente completas es una tarea ardua.
Actualmente existe una amplia gama de técnicas algebraicas y heuristicas para cons-
truir tales funciones, sin embargo estos métodos pueden ser complejos, computacio-
nalmente dificiles para su implementacién y no siempre producen una variedad su-

ficiente de funciones.

Nuestro esfuerzo principal se ha centrado en el diseno de métodos de construccion
para obtener el mayor ntimero posible de nuevas funciones bent. Hay diferentes
métodos para obtener funciones bent, muchos de ellos basados en la forma normal
algebraica de una funcion booleana y en la transformada de Fourier (o Walsh). Sin
embargo, nosotros utilizamos la representacion clasica de las funciones booleanas

a través de minterms para construir funciones bent de cualquier niimero par de

xiii
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variables a partir de otras funciones booleanas de menor nimero de variables. Hemos
adoptado esta técnica dada la imposibilidad de obtener, de forma aleatoria, funciones

bent de mas de 6 variables.

Tanto el uso de la forma normal algebraica (FNA) o de la tabla de verdad
(equivalentemente, la expresion como suma de minterms), tienen sus ventajas y
desventajas. Por ejemplo, la FNA de una funcion booleana f(x) de n variables
proporciona directamente su grado y, si éste es mayor que n/2 se puede asegurar
que f(x) no es una funcion bent; sin embargo, no conocemos la cardinalidad de su
soporte (es decir, el nimero de minterms). Por otro lado, si conocemos la tabla de
verdad de f(x), sabemos si su soporte tiene el nimero necesario de minterms o no

para ser una funcién bent, pero no conocemos su grado.

La presente memoria de investigacion se divide en cuatro capitulos. En el capitu-
lo 1 proporcionamos una extensa introducciéon sobre la importancia de las funciones
booleanas en la criptografia y repasamos brevemente la historia de las funciones
bent a lo largo de estas tultimas cuatro décadas. Ademas presentamos, de manera
breve, los conceptos principales relativos a las funciones booleanas y la notaciéon que
necesitaremos para la comprension de los resultados mostrados en esta memoria.
Por ultimo, introducimos algunas de las construcciones clésicas de funciones bent
mas conocidas, lo que nos permitira poder realizar una comparacion exhaustiva con

los métodos de construccién que presentamos en los capitulos siguientes.

En el capitulo 2 presentamos dos métodos de construccion de funciones bent
de n + 2 variables basados en la utilizacion de funciones bent de n de variables
(con n par). Calculamos el nimero de funciones bent distintas que podemos obtener
con cada una de dichas construcciones, proporcionando asi una cota inferior del
numero de funciones bent de cualquier nimero de variables. Al final del capitulo,
comparamos nuestras construcciones con algunos de los métodos de construccion de

funciones bent mas conocidos.

En el capitulo 3 definimos dos nuevas funciones bent de n variables, denomina-
das funciones de maximo y minimo peso, construidas a partir de una funciéon bent
de n variables y algunas funciones lineales. Analizamos las propiedades principales
de estas nuevas funciones y proporcionamos un nuevo método de construccion de
funciones bent de n + 2 variables basado en el uso de las funciones de méaximo y

minimo peso de n variables y de los minterms de 2 variables. Introducimos algunos
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resultados necesarios para contar el niimero de funciones bent proporcionado por la
nueva construccion; y, por ultimo, comparamos dicho método con las construcciones

clasicas introducidas al final del capitulo 1, mostrando las diferencias entre éstos.

Y para finalizar, en el capitulo 4 introducimos el tltimo método de construccion
de funciones bent que presentamos en esta memoria. Esta construccion se basa en
la utilizacion de funciones booleanas de n variables (ahora con n impar) y en el uso
de los cuatro minterms de 2 variables para la obtencion de funciones bent de n + 1
variables. La diferencia con respecto a las construcciones presentadas anteriormente,
es que la generacion de estas nuevas funciones bent se basa en el empleo de funciones
booleanas de n variables. Para la construccion explicita de estas funciones booleanas
utilizamos funciones bent de n — 1 variables. Analizamos algunas propiedades in-
teresantes de las funciones booleanas implicadas en esta nueva construccion, lo que
nos permitird poder obtener la forma explicita de éstas y, por tanto, de la construc-
cion. Finalmente, establecemos el nimero de funciones bent que podemos obtener a
través del método introducido en este capitulo y lo comparamos con otros métodos

de construccién de funciones bent conocidos.

La memoria termina con la relacion de la bibliografia utilizada para su elabora-
cion.
Finalmente, destacamos que la investigacion plasmada en esta memoria ha sido

subvencionada por los proyectos siguientes:

e Ayuda para becas y contratos destinada a la formacién de doctores concedida
por el Vicerrectorado de Investigacion, Desarrollo e Innovacion de la Univer-
sidad de Alicante (UA2006-48326906).

e Proyecto I+D: Construccion de codigos convolucionales. Algoritmos secuen-
ciales y paralelos de decodificacion (MTM2005-05759). Subvencionado por el
Ministerio de Educacion y Ciencia.

e Proyecto [+D: Construccion de funciones bent y codigos LDPC. Aplicaciones
criptograficas (MTM2008-06674-C02-01). Subvencionado por el Ministerio de
Ciencia e Innovacion.

e Proyecto I+D: Construccion de funciones bent y coédigos LDPC. Aplicacio-
nes criptograficas (ACOMP /2009/142). Subvencionado por la Conselleria de
Educacion.

e Proyecto I4+D: Criptologia y seguridad computacional (VIGROB-025). Sub-
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vencionado por la Universidad de Alicante (2009, 2010).

Parte de los resultados plasmados en esta memoria han sido publicados en distin-
tas revistas [22, 25, 20, 31|, otros estan en proceso de evaluacion para su publicacion
[36, 37, 38] y otros han sido presentados en distintos congresos y publicados en las

correspondientes actas y proceedings (véase [21, 27, 24, 23, 28,30, 29, 33, 32, 34, 35]):

e XI Reunién Espanola sobre Criptologia y Seguridad de la Informacion, Tarra-
gona, Espana, 2010.

e V Congreso Iberoamericano de Seguridad Informética, Motevideo, Uruguay,
2009.

e XXI Congreso de Ecuaciones Diferenciales y Aplicaciones / XI Congreso de
Matemaética Aplicada, Ciudad Real, Espana, 2009.

e 5th Workshop on Coding and Systems, Dublin, Irlanda, 2009.

e Congreso de la Real Sociedad Matematica Espanola, Oviedo, Espana, 2009.

e 2008 International Symposium on Information Theory and its Applications
(ISITA 2008), Auckland, Nueva Zelanda, 2008.

e Second Workshop on Mathematical Cryptology, Santader, Espana, 2008.

e X Reunion Espaniola sobre Criptologia y Seguridad de la Informacion (RECSI),
Salamanca, Espana, 2008.

e 4th Workshop on Coding and Systems, Alicante—Elche, Espana, 2008.

e IV Congreso Iberoamericano de Seguridad Informatica, Mar de Plata, Argen-
tina, 2007.

e 2007 International Conference on Boolean Functions: Cryptography and Ap-

plications, Paris, Francia, 2007.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introduccidén

Las funciones booleanas constituyen una fructifera herramienta para construir
modelos de una gran cantidad de procesos de interés en la naturaleza, la logica, la
ingenieria o la ciencia. Particularmente, en criptografia se hace un uso intensivo de las
mismas en la construccion y anélisis de criptosistemas. Las funciones booleanas tiene
un papel importante en los cifradores en bloque, cifradores en flujo y las funciones
hash [7, 10, 18, 58]. Por ejemplo, la implementacion de una caja de sustitucion
o S-box necesita funciones booleanas no lineales para resistir ataques tales como
el criptoanalisis lineal y el diferencial [1, 15, 62]. En los modelos mas comunes de
cifradores en flujo, la clave se produce utilizando una funcién booleana. Una variedad
de criterios para la seleccion de funciones booleanas determina sus habilidades para

proporcionar seguridad.

Por tanto, la criptografia necesita formas para encontrar funciones booleanas que
posean propiedades que reduzcan la efectividad de los avances de ataques criptoana-
liticos. Como hemos dicho anteriormente, las funciones bent son un tipo especial
de funciones booleanas que poseen maxima no linealidad. A pesar de sus buenas
propiedades criptograficas, tales como la més alta no linealidad y la mas baja auto-
correlacion |57, 70], las funciones bent pueden ser empleadas en cifradores simétricos
para resistir los criptoanalisis anteriormente nombrados. Ademés, también son em-
pleadas en comunicacion, teoria de codigos, teoria combinatoria, entre otros muchos

campos.

Por ejemplo, las funciones bent se utilizan en los codigos de Reed-Muller [53].
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El c6digo de Reed-Muller de primer orden consiste en todas las funciones afines de
F? vy, si n es par, las funciones bent de n variables pueden ser caracterizadas como
las funciones que poseen la méxima distancia posible a todas las palabras codigo
del codigo de Reed-Muller de primer orden. Por otro lado, los cédigos Kerdock son

construidos utilizando funciones bent cuadraticas.

Este tipo de funciones booleanas ha sido objeto de estudio de muchos investiga-
dores desde principios de los 70. A continuacién explicaremos, brevemente, el paso

por la historia de estas funciones, que hoy son el motivo de nuestro estudio principal.

El origen de las funciones bent se remonta a un articulo teérico de McFarland
[56] sobre conjuntos de diferencias finitas en grupos finitos no ciclicos. Un ano des-
pués, Dillon [10] en su tesis doctoral sistematizo y extendi6 las ideas de McFarland,
proporcionando una gran cantidad de propiedades. El nombre bent con el que se
conocen estas funciones se debe a Rothaus [72]. Desde entonces estas funciones han
sido objeto de un intenso estudio en muchas areas como se desprende de la abundan-
te literatura al respecto (véase por ejemplo [2, 3, 4, 8, 12, 15, 43, 44, 50, 54, 61, 65]

y las referencias en ellas incluidas).

Entre las propiedades mencionadas cabe citar que toda funciéon bent de n varia-
bles, con n > 2, tiene grado maximo n/2 (véase [72]), que hay funciones bent con
grado igual a n/2 y que las tunicas funciones bent simétricas son las cuadréaticas,
existiendo exactamente cuatro de estas funciones para cada n. Estas funciones son

denominadas semibent [19, 19].

A partir de las tablas de verdad de las funciones bent y las funciones lineales,
es posible construir funciones bent con un nimero mayor de variables concatenan-
do adecuadamente dichas tablas de verdad. Pero no todas las funciones bent de 6
variables se pueden obtener a partir de funciones bent y funciones lineales con un
nimero menor de variables, como demostré Chang [16]. Esto no significa que no
sea interesante construir funciones bent a partir de funciones bent y lineales con un

ntimero menor de variables, sino que por esa via no es posible generarlas todas.

De hecho, gracias a Canteaut y Charpin ] conocemos dos familias infinitas de
funciones bent de n variables que no se pueden obtener a partir de funciones bent
con un nimero menor de variables. En dicho articulo, los autores también describen
el método a través del cual se pueden construir, partiendo de una funcién bent de

n variables, funciones booleanas de n — 1 y n — 2 variables con bastante alta no
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linealidad.

Siguiendo una estrategia diferente, Hou y Langevin [18] describieron como a
partir de una funcién bent conocida podiamos obtener, de modo efectivo, funciones

bent nuevas con el mismo niimero de variables que la de partida.

Yarlagadda y Hershey [77] realizan también una aproximacion secuencial al ana-
lisis y la construccion de funciones bent, utilizando para ello la secuencia formada
por la tabla de verdad de las funciones booleanas. Esta es una de las cuatro vias de
estudio de las funciones booleanas mas utilizadas en la literatura. Otras dos centran
su atencion respectivamente en la representacion polindmica y en la matricial de

una funcion booleana.

Otra manera de analizar funciones bent consiste en explorar las propiedades de
las estructuras algebraicas sobre GF(2"). Tal es el caso, por ejemplo, de Carlet y
Guillot [11] o de Hou |16, 17]. Los resultados obtenidos de este modo son teéricamen-
te interesantes ya que permiten generar caracterizaciones o teoremas de existencia,
pero en muchas ocasiones no proporcionan métodos efectivos de construccion de las

funciones que postulan.

Una funcién booleana se llama homogénea cuando todos los términos de su ex-
presion polinémica son del mismo grado. Las funciones homogéneas son mas faciles
de implementar y, l6gicamente, son mucho menos numerosas que las no homogéneas,
con lo que es mas asequible determinar sus propiedades. Eso es lo que han hecho
Qu, Seberry y Pieprzyk [71], caracterizando las funciones homogéneas de 6 variables
y grado 3 que son bent y las que son equilibradas. En el mismo articulo, los autores
también discuten por qué las funciones homogéneas podrian ser muy tutiles para el
diseno de funciones hash. Posteriormente, Charnes, Rotteler y Beth [17] encontraron

algunas funciones bent homogéneas de grado 3 y con 8 o 10 variables.

Sabemos que las funciones con maxima no linealidad posible son las funciones
bent, sin embargo éstas s6lo existen cuando n es par. Las funciones con no linealidad
casi perfecta [03] juegan un rol similar al de las funciones bent pero con n impar
y no linealidad elevada, pero sin llegar a ser méaxima. Dobbertin [12] ha resumi-
do, aportando dos nuevos casos, el estado de la clasificaciéon de las funciones casi

perfectamente no lineales sobre GF'(2") cuando n es impar.

A mediados de esta década, Maity y Maitra [55] estudiaron la minima distancia

entre el conjunto de las funciones bent y el conjunto de las funciones booleanas
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1-resilientes. Estas funciones son equilibradas y tienen la maxima inmunidad a la
autocorrelacion (su transformada de Walsh es 0 para vectores de peso 1) mientras
que las funciones bent tienen la méxima no linealidad. Como consecuencia de este
estudio han establecido un procedimiento para generar funciones 1-resilientes con

alta no linealidad a partir de funciones bent de 8 variables.

En la misma linea, Borissov [5| ha estudiado la relacién entre las funciones ¢-
resilientes y los cédigos de Red-Muller. Las funciones resilientes con alta no linealidad
son mas resistentes a los criptoanélisis cuanto mayor es su grado algebraico. Pasalic
[66] ha generalizado un método, modificando la clase de funciones bent de Maiorana-
McFarland, para construir S-bozes en las que cada una de las componentes —en

definitiva una funcién booleana— sea t-resiliente y con elevado grado algebraico.

Una funciéon bent se llama normal si es constante cuando se restringen sus n
entradas a cierto subespacio de dimension n/2 |11]. Hasta muy recientemente, to-
das las construcciones concretas conocidas proporcionaban funciones bent normales.
Ahora se sabe ya que todas las funciones bent de 2, 4 y 6 variables son normales.
Para dimensiones mayores, Carlet, Dobbertin y Leander [13] han demostrado que la
suma de una funciéon bent normal y una funciéon bent no normal —de las que ahora

se sabe su existencia— es siempre no normal.

Millan, Clark y Dawson [59, 60] han explorado la posibilidad de diseniar méto-
dos para probar sistematicamente la no linealidad de S-boxes biyectivas, mostrando
también cémo pueden obtenerse S-boxes altamente no lineales con resultados mejo-
res que los obtenidos por generacion aleatoria. Como consecuencia del estudio, han
disenado un algoritmo genético capaz de generar funciones booleanas equilibradas
con alta no linealidad y satisfaciendo el criterio de inmunidad por correlacion y el
criterio de estricta avalancha, cuya definicion y generalizacion es discutida amplia-
mente en [70]. La base del método consiste en modificar una funcién equilibrada
previamente conocida en dos posiciones de su tabla de verdad para obtener una

nueva funcién también equilibrada con no linealidad més alta.

Cheon [20] ha conseguido establecer una cota inferior sobre la no linealidad de

ciertos tipos de multifunciones booleanas.

La construccion de familias de funciones bent particulares es importante por las
siguientes razones. Por un lado, existe la necesidad practica de tener funciones de

méxima no linealidad para implementar cifradores. Por otro lado, existen razones
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tedricas para descubrir propiedades y contrastar conjeturas.

La literatura mencionada hasta ahora hace un uso intensivo de la representa-
cion de funciones booleanas en forma polinomial, en forma matricial y en forma
secuencial. Sin embargo, el concepto clasico de minterm, el cual esté directamente
relacionado con la implementaciéon de circuitos loégicos y su complejidad, no ha sido

utilizado con frecuencia.

Esta memoria se centra, principalmente, en el estudio de la construcciéon de
funciones bent de cualquier ntimero de variables utilizando la representacion de

funciones booleanas como suma de minterms.

Un método general para generar todas las funciones bent aiin no es conocido,
excepto para algunos casos particulares. Cabe destacar que para n = 2 hay 8 fun-
ciones bent, para n = 4 hay 896 funciones bent (que se pueden obtener facilmente
mediante una busqueda exhaustiva por ordenador), para n = 6 Preneel [(9] (véase
también [10]) prob6 que el numero de funciones bent es de 5425430528 y paran = 8,
Langevin y Leander |52] provaron recientemente que el ntimero de funciones bent es
99270 589 265 934 370 305 785 861 242 880. Sin embargo, para n > 8, la clasificacion,

asi como el nimero de funciones bent, continta siendo un problema abierto.

1.2 Resultados previos

Denotamos por Fy el cuerpo de Galois de dos elementos, 0 y 1, con la adicién
(denotada por @) y la multiplicacion (denotada por yuxtaposicion). Para cada entero
positivo n, es bien conocido que FJ es un espacio vectorial de dimensién n sobre Fy

con la adicion (denotada también por @) dada por
adb= (al@bl,GQ@bQ,...,an@bn)

para @ = (ai,as,...,a,) y b = (by,bs,...,b,) en F3. Consideramos también el
producto interno
(a,b) = a1by © azby @ - - - © anby

de a y b.

Para cada a = (a1, a9, . ..,a,_1,a,) € FY, consideramos el entero positivo

a=a2"" '+ a2"t+ o+ a, 12+ a,2° € Zon.
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Decimos entonces que a es la expansion binaria de n digitos de a. Dado que la
aplicacion

O :F) — Zyn dadapor P(a)=a
es biyectiva, podemos identificar F§ con Zgn y asi escribir a o a, segin convenga,

para denotar los elementos de [7.

Una funcién booleana de n variables es una aplicacion f : F; — [Fo. El
conjunto B,, de todas las funciones booleanas de n variables es un espacio vectorial

sobre [Fy con la adicion & dada por
(f®g)(x) = f(x) D g(x), paraf g€ B,

Si f € B, llamamos tabla de verdad de f (véase |64, (7]) a la secuencia binaria

de longitud 2" dada por
€f ::<f(0)?<f(1)7"'7 f(2n'_'1)%

es decir, la i-ésima componente de £ ¢, coincide con f(2),parat =0,1,2,...,2™ — 1.
La tabla de verdad de una funciéon booleana queda perfectamente determinada a

partir de sus minterms.

Definiciéon 1.1: Llamamos minterm de n variables, definido por el vector u =

(ug,ug, ..., u,) € FY ala funcion m, € B, dada por

Mu(x) = (1 Du; ®x1)(1Dus ®x2) -+ (1D uy, & zp),

para todo & = (z1, 22, ...,x,) € FY.

Por cuestiones practicas, escribimos m,,(x) o m,(x), segin convenga, donde, de
acuerdo con lo dicho anteriormente, u € F} es la expansion binaria de u € Zgn.

Para i = 0,1,2,...,2" — 1, es evidente que m;(x) = 1 si y solo si * = 2. Por
tanto, la tabla de verdad

(m;(0), m;(1), ..., my(2™ — 1))

de m;(x) tiene un 1 en la i-ésima posicion y 0 en las restantes. En consecuencia,

2" —1

GB m;(x) =1, paratodo x € F3. (1.1)
i=0
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Ademas, como m;(x) = m;(x) si y solo si i = j, podemos identificar el minterm

m;(x) con el entero i (o con el vector 4 segin convenga).

Ahora, para toda f € B,, es facil comprobar que

(@) = € 1) mi(@) (12)
y €omo

@ a; mi(x) =0 implica que a; =0 para i=0,1,2,...,2" — 1,
1=0

podemos afirmar que el conjunto {mg, my,...,man_1} es una base de B,,. En conse-

cuencia, dim B,, = 2" y, por tanto, card(B,) = 2%".

Por tanto, Sop (f) esta formado por los vectores de Fj correspondientes a las
expansiones binarias de las componentes de £, que son iguales a 1. De acuerdo con
la identificaciéon que hemos hecho de los elementos de F} y Zon, en algunos casos
escribimos

Sop (f) = {i € Zyn | f(3) =1}

Asi, de acuerdo con la expresion (1.2), podemos expresar f(x) como

f@)= @ mi=)

i€Sop(f)

lo cual nos permite identificar Sop (f) con el conjunto de indices de los minterms de

f(=).
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Ademas, si consideramos 0 y 1 como elementos de Fy y de Z indistintamente,

entonces

w(f)=>_ f(=x).

xelfy

Si f € B, podemos escribir f(x) de forma tnica (véase, por ejemplo, [51, 64,

, 70, 71]) como
fl@) =) nslu)z (1.3)
uelky
donde pf(u) € Fo y si u = (ug,us, ..., u,), entonces
at = r'ay? -y con ozl = Ly sty =1,

1, siu; =0.

La expresion (1.3), en la que cada uno de los términos * es un monomio cuyo
grado es w(u), se conoce con el nombre de forma normal algebraica (FNA) de
f(@).

Si f € B, llamamos funcion complementaria de [ a la funcion g € B,, dada
por g(x) = 1 @ f(x) para todo & € F4. Escribimos 1 @ f para denotar la funcién

complementaria de f. Es evidente que

Sop (1@ f) = F3 \ Sop (f)

y, por tanto, w(1 @ f) = 2" — w(f).

A continuacion, introducimos algunos resultados importantes de los minterms
que seran utiles para la construccién de nuevas funciones bent en capitulos poste-

riores.

En primer lugar destacamos la siguiente propiedad de los minterms que los hace

operativos desde el punto de vista algebraico.

Lema 1.1: my(x ® v) = myge(x) para todo u,v € FY.

DEMOSTRACION: Supongamos que

w = (Up,Ug, ..., Uy) y v = (V1,V2,...,0);
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entonces

Mu(®®v)=1Du x1 B v)(l Bug® a2 ®va) - (1B up ®xy ® vy

= mu@v(w). O

Ademas, como consecuencia de este resultado, tenemos las siguientes propiedades

del soporte de una funciéon booleana.

Teorema 1.1: Si f(x) € B, y a € F}, entonces

(a) a® Sop(f) = {a@b | b e Sop(f)} es el soporte de la funcion booleana
fla®z),
(b) Sop (f) A(a @ Sop (f)) es el soporte de la funcion booleana f(x) @ f(a & x)

donde A denota la diferencia simétrica de conjuntos.

DEMOSTRACION:
(a) Supongamos que f(x) = @ mp(x), entonces, de acuerdo con el lema 1.1,
beSop(f)
flave)= P mavz)= P mawsl@)= O mel(x)
beSop(f) beSop(f) ceadSop(f)

ya que la aplicacion ¢ : Sop (f) — a @ Sop (f) dada por ¢(b) = a @ b es biyectiva.
(b) Supongamos que b € Fj. Tenemos que
f(b)® fladb)=1 siysolosi f(b)=1 o f(a®bdb) =1,
pero f(b) # f(a @ b), por tanto, de acuerdo con el apartado (a), tenemos que
beSop(f) o beadSop(f).

Sin embargo, b ¢ Sop (f) N (a @ Sop (f)), por lo que b € Sop (f) A(a & Sop (f)).O

El siguiente resultado nos permite obtener minterms de n + k variables a partir
del producto de dos minterms de k y n variables, respectivamente; concretamente,
establece que por cada minterm de n variables podemos obtener 2 minterms de

n + k variables.
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DEMOSTRACION: Supongamos que

a=a12" '+ a2" %+ a,_ 12+ a,
y que a, b son las expansiones binarias de los enteros a y b, respectivamente. Entonces

mb(y) ma(w) = m(bl,bz,...,bk)(y) m(al,ag,...,an)(w)
=10y (1Bbdy) - (1dbdy)(1®ar Bry) - (1D a, dx,)
= m(bl,bz,...,bk,al,az,...,an)(y7 :c) = mc(y, 33),
donde
¢ = b2V b9 TR Lo g 9% 2" 4, ]

es el entero correspondiente a la expansion binaria del vector c. 0

Como caso particular del lema anterior, tomando & = 1, tenemos el siguiente

corolario que nos proporciona dos minterms de n+1 variables a partir de un minterm

de n variables.

Por tanto, el corolario anterior nos permite obtener los minterms

m0+a(y; -’15) y m2"+a(y, m)
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de n + 1 variables.

Si en lugar de utilizar enteros para denotar los subindices de los minterms, utiliza-
mos vectores, entonces a partir del minterm mq () de n variables, podemos obtener

los minterms
m(o,a)(x) y o maae(T)
de n + 1 variables.

Otro caso particular del lema 1.2 seria tomar k = 2, obteniendo el siguiente
corolario que nos proporciona cuatro minterms de n + 2 variables a partir de un

minterm de n variables.

Corolario 1.2: Supongamos que a € Zon y b € Zs2. Si my(x) es un minterm de n
variables y my(y) es un minterm de 2 variables, entonces m.(y,x) = my(y)me(x)
es un minterm de n + 2 variables donde

c=b02""1 402" +a oy b=b2+bs.

En este caso, el corolario anterior permite obtener los minterms

m0+a<y7 m)? m2”+a(y7 CB), m2"+1+a(ya w) y m2"+2"+1+a(y7 .’B)

de n + 2 variables.

Observemos que, si utilizamos vectores para los subindices de los minterms en
lugar de enteros, entonces a partir del minterm mg(x) de n variables, podemos

obtener los minterms

m(o,a) (y7 m)a m1,a) (117 m)v m(2,a) (ya $), Y M) (y7 m)

de n + 2 variables.

El ejemplo siguiente nos ayudaré a entender estos resultados y la notacion utili-

zada.

Ejemplo 1.1: Supongamos que n = 2. A partir del minterm mg(x) de 2 variables,

podemos obtener los minterms

m3(ya-’ﬁ)7 m7<y7m)7 mi(y, ) y m15(y,a3),
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de 4 variables, ya que
7=342% 11=3+2% y 15=3+2%+23
Ahora, como 3 = (1,1) € F2, tenemos que
(0,3) =(0,0;1,1) = 3, (1,3) =(0,1;1,1) =7,
(2,3) = (1,0;1,1) = 11, (3,3) = (1,1;1,1) = 15,
por tanto, a partir del minterm mg(x) de 2 variables, obtenemos los minterms

mg(y,w), m7(’ya$): mu(y,m) y m15(yaw)7

de 4 variables. ]

En todo lo que sigue denotamos por lg(x) la funcion lineal definida por a € Fy,
es decir lo(x) = (a,x) para todo € F}. Denotamos por A4, el conjunto de todas

las funciones afines de n variables.

La no linealidad, que definimos a continuacion, fue introducida por Pieprzyk y
Finkelstein [68].
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La no linealidad de una funcion f € B, esta acotada superiormente (véase [75])

por

Las funciones bent son las funciones booleanas que alcanzan la méxima no linea-

lidad (véase [75]). Mas formalmente,

Por tanto, de acuerdo con la definicién anterior, las funciones bent solamente

existen para n par.

El resultado siguiente (véase [74, 75]), que enunciamos para futuras referencias,

nos proporciona una caracterizacion de las funciones bent.

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es que si f(x) es una funcion

bent de n variables, entonces tomando a = 0 en el apartado (c), tenemos que el
nimero de 1 de su tabla de verdad, es decir, w(f), es 2"~' £22~! y, por tanto, f(x)

no es equilibrada.

Una funcién bent, siendo no equilibrada, se puede utilizar en la construcciéon de



14 1.2 Resultados previos

funciones booleanas equilibradas con alta no linealidad, considerandose una buena

herramienta para la obtencién de potentes S-boxes [62].

Otra consecuencia inmediata del teorema anterior es que si f(x) es una funcion
. — n_ ., .
bent de n variables de peso 2" 7142271 entonces su funcién complementaria 1 f(x)

.2 2 . _ n__
es también una funcion bent de n variables, aunque su peso es 2! F 2271,

Finalmente (véase [73]), si f(x) es una funcién bent de n variables, entonces
f(x@a), para todo a € F, es también una funcion bent de n variables con el mismo
peso que f(x). También (véase [73]), f(x) B la(x) es una funcion bent de n variables
para todo a € F5, aunque el peso de esta funcién no coincide necesariamente con el

peso de f(x), tal como ponemos de manifiesto en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 1.2: Sea
f(@) = mo(x) © mi(z) ® ma(x) © ma(x) ® ms(x) S mis()

una funcion bent de 4 variables; claramente w(f) = 6 = 2471 — 2271 Es facil

comprobar que tomando la funcién lineal
li(x) =mi(x) & ms(x) ® ms(x) © mr(x) © mo(x) G mi(x) ® mis(x) ® mas(x)
tenemos que
f(@) & li(x) =mo(z) & ma(x) ® ms(x) & ma(x) & ms(x) & mq(x) ® ms(x)
© mg(x) © mu(x) © miz(x),

con lo que w(f ®l;) = 10 = 271 4+ 2271 =£ 6 = w(f). Sin embargo, si tomamos la

funcion lineal
lz(x) =my(x) ® mo(x) ® my(x) & mz(x) & mo(x) & mio(x) G mis(x) & mys(x)
tenemos que
f(x) @ lz(z) =mo(2) & mr(x) & ms(x) & mo(x) ® mio(x) © mia(x),

con lo que w(f ®lz) =6 = w(f). |

Antes de pasar a la seccién siguiente, recordemos que dos funciones booleanas
f(x) y g(x) son afinmente equivalentes si existen A € GLy(n), a,b € Fyyc € Fy
tales que

g(@) = f(2A® a) & @) & c.
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Es bien conocido, (véase por ejemplo [6]) que dos funciones afinmente equiva-
lentes son ambas bent o ambas no lo son. Asi que, son muchos los autores que
trabajan en el problema de encontrar el nimero y los representantes de las clases
afinmente equivalentes de las funciones bent. Sin embargo, nuestro interés se centra
en el problema de encontrar cudntas funciones bent diferentes existen o podemos
construir, ya que no todas las funciones bent afinmente equivalentes son diferentes

como ponemos de manifiesto en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.3: Consideremos la funciéon bent
f(x) = mo(x) & my(x) & ma(x) & my(x) & ms(x) & mis(x)

de 4 variables, la matriz invertible

= O O
_ o = O
[ R N

[0
0
0

1

los vectores a = (0,0,0,1) y b= (0,0,0,0) y el escalar ¢ = 0.

Es facil comprobar que ambas funciones f(xA®a) y f(x) tienen la misma tabla

de verdad y, por tanto, son iguales. [ |

1.3 Algunas construcciones clasicas de fun-
ciones bent

Como hemos dicho en la seccion 1.1, no se conoce ningtin método que proporcio-
ne todas las funciones bent de n variables para cualquier entero positivo par n. Sin
embargo, existen distintos métodos que permiten obtener funciones bent de n + 2
variables a partir de funciones bent de n variables, o bien funciones bent de n varia-
bles a partir de funciones (no necesariamente bent) de n/2 variables. En esta seccién
comentamos brevemente tres de tales construcciones: la construcciéon de Rothaus, la
de Maiorana-McFarland y la de Carlet, que podemos considerar como construccio-
nes clasicas y que nos servirdn para compararlas con las construcciones introducidas

en los diferentes capitulos de esta memoria.
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Rothaus [72, pag. 303] presenta dos construcciones de funciones bent que reco-

gemos en el teorema siguiente para futuras referencias.

Como veremos seguidamente, la construccion (a) es un caso particular de la cons-
truccion de Maiorana-McFarland, por tanto, nos referiremos a la construccion (b)
como la construccion de Rothaus. La mayor dificultad de dicha construccion estriba
en la imposibilidad de determinar las ternas (A(x), B(x),C(x)) de funciones bent
de n variables tales que A(x)® B(x) ® C(x) es también una funcion bent de n varia-
bles, habiendo podido establecer solamente algunos casos particulares (véase [72]);
por tanto, es imposible averiguar, para los distintos valores de n, cuantas funciones

bent de esta clase existen.

Notemos que en la construcciéon de Rothaus aparece el monomio x,11%,+2, €s
decir, el producto de las dos variables que hemos anadido a las n variables que
tenfamos inicialmente. Por tanto, sabremos que aquellas funciones booleanas que no
contengan dicho monomio no serdn de la clase Rothaus. Esto nos servird para la

comparaciéon de nuestros métodos con el de Rothaus.

El resultado siguiente (que puede encontrarse, por ejemplo en |10, 50]) recoge la
construccion de Maiorana-McFarland de funciones bent.
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Notemos que si 7 es la permutacion identidad, entonces la construccion de
Maiorana-McFarland coincide con la primera construccion de Rothaus definida en
el teorema 1.3(a). Es facil comprobar que el namero de funciones bent que podemos

. . k
construir de acuerdo con el resultado anterior es (2)!2%",

El resultado siguiente (que puede encontrarse, por ejemplo en [I1]) recoge la

construcciéon de Carlet de funciones bent.

A diferencia de la construccién de Maiorana-McFarland, en la construccion de

funciones bent de Carlet no podemos contabilizar cudntas funciones bent de esta
clase podemos construir. Esto se debe a que partiendo de dos cuaternas de funciones

bent distintas,

(fo(@), [i(®), 90(y). 1 (y)) v (fo(=), fi(=), 90(y), 91(¥)),

y construyendo las correspondientes funciones bent a partir del teorema anterior,

podemos obtener la misma funcién bent, es decir,
Cly,z) = fo(x) ® g90(y) ® (folx) ® fi(x)) (90(y) © 91(y))
= fo(@) ® 90(y) & (fo(z) & fi(=)) (9(¥) & 61(y)) = C'(y, @)
como ponemos de manifiesto en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.4: Consideremos la cuaterna de funciones bent de 2 variables dada por

(fo(z), fr(x), 90(y), 91(y)) = (mo(x), m3(x), mo(y), m1(y) © ma(y) © ms(y)) .
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Aplicando el teorema 1.5 a la cuaterna anterior, obtenemos la funcién bent de 4

variables dada por
C<y7 11) :m0<y7 11) S m1<y7 w) S mZ(ya w) D m7(y7 IB) D mll(ya w) S m15<y7 1})
Consideremos ahora la cuaterna de funciones bent de 2 variables, definida por

(fo(®), fi(®), 90(), 91 (9)) = (mu(x), m3(x), mo(y), m1(y) © ma(y) & ms(y)) -

Aplicando el teorema 1.5 a esta cuaterna, obtenemos la funciéon bent de 4 variables
C(y7 33) :mO(y7 33) O my (yu 33) S mQ(ya 33) S m7(y7 w) S mll(ya 33) S m15(y7 33)

Por tanto, tenemos que partiendo de dos cuaternas de funciones bent distintas,

podemos obtener la misma funcién bent de la clase Carlet. [ |



Capitulo 2
Construcciones de funciones bent

de n + 2 variables a partir de

funciones bent de n variables

2.1 Construccién basada en dos funciones
bent

En este capitulo presentamos dos construcciones de funciones bent de n + 2
variables a partir de algunas funciones bent de n variables y los cuatro minterms
de dos variables. Ademas, comparamos las construcciones obtenidas en este capitulo

con las construcciones clasicas introducidas en el capitulo 1.

En el resto del capitulo consideramos que * = (z1,s,...,%,) es un vector de

F2 v que y = (y1,2) es un vector de F3.

La primera construcciéon de funciones bent se basa en la utilizacion de dos funcio-
nes bent de n variables y los cuatro minterms de 2 variables para obtener funciones
bent de n + 2 variables.

Teorema 2.1: Sean fo(x) y fi(x) funciones bent de n variables y supongamos que

o es una permutacion de {0,1,2,3}. Entonces

F(y,®) = (mo0)(y) ® moy(y)) fo() © mo@)(y) fi(2) © Mo (y)(1 & fi(x))

es una funcion bent de n + 2 variables.

19
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yi Y2 x| mo(y) mu(y) mo(y) ms(y) Fiba)(y, )

0 0 7| I 0 0 0 £ @ Ag

0 I | 0O I 0 0 £, D bId A,

I 0 7| O 0 I 0 £ DI A,

I I 7| 0 0 0 I |[Ieg, ablableA,

Tabla 2.1: Tabla de verdad de Fp q)(y, )

DEMOSTRACION: De acuerdo con el teorema 1.2, basta con probar que el niimero

de 1 de la tabla de verdad (esto es, el nimero de minterms) de la funcién booleana

F(b,a)(ya 33) = F(:y? m) ) l(b,a)(y7 m)

es 2"*1 4 2% para todo (b, a) € F2 x F3.

Supongamos en primer lugar que o es la permutacion identidad. Si b = (b, by),

entonces

Foa)(y,x) = (mo(y) ® mi(y)) folx) © ma(y) fi(x) © ma(y)(1 © fi(z))

B biy1 B bays & lo ().

Por tanto, si 0 e I son las columnas de longitud 2" con todos los elementos
iguales a 0 y 1, respectivamente; 7 es la matriz de tamano 2" x n cuya i-ésima fila
es i, para i = 0,1,...,2" — 1; &, y &, son las tablas de verdad de fy(x) v fi(x),
respectivamente; y A, es la tabla de verdad de la funcién lineal (), entonces la
tltima columna de la tabla 2.1 muestra la tabla de verdad de Fpq)(y, ). Ahora,
cada columna de la tabla 2.2 representa los cuatro bloques de la tabla de verdad de

Flb.a)(y, z) para los distintos valores de b.

Como fo(x) y fi(x) son funciones bent, por el teorema 1.2, tenemos que, para
j = 0,1, el nimero de 1 de &§; ® Ag es 2" £ 23-1 vy por tanto, el namero de 1
de £, &I Ag e 2n=1 £ 2371 Asi que, en cualquier caso, tenemos tres bloques
en los que el nimero de 1 es 2! + 227! y un bloque en el que el nimero de 1 es

27=1 _25-1 o tres bloques en los que el nimero de 1 es 2°~! — 22~ y un bloque en
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by=0 bo=0|by=0 byo=1|by=1 by=0[|bj=1 by=1
£ D Aa £ D Aa £ D Aa £ & Aa
£ DA, ol A, £ DA, I d A,
£ B Ao £ DA, E 1A, E 1A,
Id& @A £ A, £ DA, 19 & DAl

Tabla 2.2: Tabla de verdad de Fiy, q)(y, ) para los distintos valores de b =
(b1,b2).

el que el nimero de 1 es 2"~' 4+ 2271, En consecuencia, el numero de 1 de la tabla
de verdad de Fip q)(y, @) es siempre 2" 422 o 27+ — 2%,

Finalmente, si o es una permutacion cualquiera de {0, 1, 2,3} distinta de la per-
mutacion identidad, entonces los cuatro bloques de la tabla de verdad de Fipq)(y, )
dados en la tabla 2.2 se permutan de acuerdo con ¢ y por tanto, obtenemos el mismo

resultado que en el caso anterior. O

Notemos que, como consecuencia del corolario 1.2, si utilizamos enteros para los
subindices de los minterms, podemos identificar la permutaciéon ¢ con una permu-
tacion
2n+1

0 2 9+l on

ag Qap Q9 as

del conjunto {0,2", 2"+ 271 4 9271 hor tanto, de acuerdo con el teorema 2.1, tene-

mos que
Sop (F) ={ap+a,a; +a | a€Sop(fo)} U{azs+a|aecSop(fi)}

U{a3+a|aEM} (2.1)

donde Sop (f1) = Zan \ Sop (f1) = Sop (1 & f1).

En cambio, si para los subindices de los minterms utilizamos vectores, entonces
Sop (F) ={(ao, a), (a1,a) | a € Sop (fo)} U{(as,a) | a € Sop(f1)}

o{(asa) | acSop(i)} (2.2)
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donde
0O 1 2 3

ay a3 az as

es una permutacion de {0,1,2,3} y, como antes, Sop (f1) = Sop (1 ® f1).

Notemos que los conjuntos que aparecen en el segundo miembro de las expresio-

nes (2.1) y (2.2) son, por el corolario 1.2, disjuntos dos a dos.

Nuestro objetivo ahora es conocer el niimero de funciones bent de n+ 2 variables

distintas que podemos obtener a partir de la construccion dada en el teorema 2.1.

Para facilitar el computo de las funciones bent obtenidas mediante esta cons-
truccion, consideramos los dos casos particulares (véanse los corolarios 2.1 y 2.2 mas
abajo) que obtenemos directamente del teorema 2.1. El primero corresponde al caso
en que

filz) = folx) o filx)=1® fo(z),
y se basa en el hecho de que (véase la expresion (1.1)),

mo(y) ® mq(y) ® ma(y) @ ms(y) =1 paratodo y € IF%

El segundo, corresponde al caso en que

h(x) # folx) v filz) # 1 folx).
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A continuaciéon probamos que las funciones bent construidas de acuerdo con el

corolario 2.1 son todas distintas.

DEMOSTRACION: Si I es la columna de longitud 2" con todos los elementos iguales
aly &,y n,son las tablas de verdad de fo(x) y go(x) respectivamente, entonces las
tablas de verdad de Ay (y,x) y A, (y, ) tienen cuatro bloques (no necesariamente

en ese orden ni el mismo orden para todos):

Apy & & & I®¢&,

Agy Mo Mo Mo I®n,

Como fo(x) # go(x), sabemos que &, # n,. Por tanto, si Ay, (y,x) = A, (y, ),
necesariamente §, = I & n, v §, = 1y, lo cual es una contradicciéon. Con lo que,

Afo (y> iB) 7é Ago (ya CB) 0

De igual forma, probamos que las funciones bent construidas de acuerdo con el

corolario 2.2 son todas distintas.
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DEMOSTRACION: Si I es la columna de longitud 2" con todos los elementos iguales
a 1y &, &, My y m son las tablas de verdad de fo(z), fi(z), go(x) v g1(),
respectivamente, entonces las tablas de verdad de By, 1, (y, @) y By, 4 (y, @) tienen

cuatro bloques (no necesariamente en ese orden ni el mismo orden para todos):

By, & & & Ieg,
By Mo Mo ™ I®n,

Como fo(x) # go(x), sabemos que &, # m,. Por tanto, si suponemos que

By, 1, (y,x) = By, 4, (y, ), entonces tenemos uno de los siguientes casos:

e f=m, &=L & =ny&DT=n,.

oL =m@eLE=m,8 =m0y & DI=1,.
Pero, entonces fi(x) = fi(x) ® 1y gi(x) = gi(x) ® 1, para i = 0,1, lo que es una
contradiccion. Por tanto, By, 1, (Y, ) # Byy,q (¥, ). O

Una pregunta que nos surge llegados a este punto es la siguiente: partiendo de
la misma funcion bent fo(x) de n variables, ;jpueden coincidir las funciones bent
Ag(y,x) y By, (y,x) de n + 2 variables (para cualquier funcion bent fi(x) de

n variables), construidas de acuerdo con los corolarios 2.1 y 2.27 La respuesta es

negativa como ponemos de manifiesto en el resultado siguiente.

DEMOSTRACION: De acuerdo con los corolarios 2.1 y 2.2, tenemos que

Ap(y,x) = fo(x) © mee)(y),
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Bf07f1(yaw):(m‘r()(y)@m‘r ( ))fO( )@m‘r ( )fl( )@mT )( )(1@f1($))

Si I es la columna de longitud 2" con todos los elementos iguales a 1y &, v &,
son las tablas de verdad de fo(x) v fi(x), respectivamente, entonces las tablas de
verdad de Ay (y,x) v By, f, (y, ) tienen cuatro bloques (no necesariamente en ese

orden ni el mismo orden para todos):

Ap o & &o & I8¢,

Bfo,fl : Eo 50 €1 I@gl

Ahora, como &, # &, es evidente que Af (y,x) # By, 1 (y,x), ya que Ay (y, x)
tiene tres bloques &, y By, 1, (y, ) solo tiene dos bloques &,. O

Otra pregunta que nos aparece en este punto es la siguiente: Sean Ay (y,x) y
By, g (y, ) las funciones bent de n + 2 variables construidas de acuerdo con los

corolarios 2.1 y 2.2, partiendo ahora de las funciones bent de n variables fo(x) y

go(x), respectivamente; jsi fo(x) # go(x), es posible que As (y,x) = By, 4 (y,z)?
El resultado siguiente muestra que esta situacion no puede ocurrir.

Lema 2.4: Sean fo(x), go(x) y g1(x) funciones bent de n variables tales que

fo(x) # go(x), gi(xz) #go(x) v gi(x) # 1@ go().

Supongamos que o y T son permutaciones de {0,1,2,3}. Si Ag (y,x) y By, 4 (y, x)
son las funciones bent construidas de acuerdo con los corolarios 2.1 y 2.2 utilizando
la funcion bent fo(x) y la permutacion o, y las funciones bent go(x) y g1(x) y la

permutacion T, respectivamente. Entonces

Afo (ya :13) 7é BQO»QI (ya m)

DEMOSTRACION: De acuerdo con los corolarios 2.1 y 2.2, tenemos que
Af0<y7 ) fO( ) D my 3)(y)
By, (Y, ) = (mr(0)(y) ® mr(1)(y)) 90(®) B M) (Y)91(2) S mers) (y) (18 g1()) -

SiIes la columna de longitud 2" con todos los elementos iguales a 1y &), 1y v 71

son las tablas de verdad de fo(x), go(x) vy ¢1(x), respectivamente, entonces las tablas
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de verdad de Ay, (y,x) y By, g (y, ) tienen cuatro bloques (no necesariamente en

ese orden ni el mismo orden para todos):

A & & & I8¢, (2.3)

By Mo No ny Ien, (2'4)

Como fo(x) # go(x) tenemos, sin pérdida de generalidad, que

fo(x) = mi(x) © go(x)

donde m;(x) es un minterm que no esta en la expresion de go(x) como suma de

minterms.

Asi que, de acuerdo con la expresion (2.3), en la i-ésima posicion de cada uno de

los cuatro bloques de la tabla de verdad de Ay, (y, x), tenemos
1 110

pero, de acuerdo con la expresion (2.4), en la i-ésima posicion de cada uno de los

cuatro bloques de la tabla de verdad de B,, ,, (y, ), tenemos
00 7 7

dependiendo de g;(x). En cada caso, es evidente que ambas tablas de verdad son
diferentes. Por tanto, Ay, (y, x) # Byyq (Y, ). O

Ahora, como consecuencia de los lemas anteriores, podemos obtener el nimero
de funciones bent de n + 2 variables distintas que podemos obtener de acuerdo con

los corolarios 2.1 y 2.2 (o equivalentemente, de acuerdo con el teorema 2.1).

Teorema 2.2: Si v, es el numero de funciones bent de n wvariables, entonces el
numero de funciones bent de n + 2 variables que podemos construir utilizando los
corolarios 2.1 y 2.2 es

6v2 — 8u,,. (2.5)

DEMOSTRACION: Podemos elegir fy(x) de v, formas distintas.
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Elegida fo(x), el corolario 2.1 proporciona, de acuerdo con el lema 2.1, cuatro
funciones bent de n+2 variables. Por tanto, el corolario 2.1 proporciona 4v,, funciones
bent de n + 2 variables.

Fijada fo(x), si tomamos fi(x) como fo(x) o como 1 & fy(x), obtenemos las
4 funciones bent del caso anterior; por tanto, podemos elegir fi(x) entre v, — 2

funciones bent y como las elecciones fi(x) = g(x) v fi(x) = 1@ g(x) proporcionan

Un—2
2

posibles. Ademas, puesto que, de acuerdo con la notaciéon introducida en el corola-

la misma funcién bent de n + 2 variables, solamente tenemos funciones bent
rio 2.2, cualquier permutacion de {o(0),o(1)} proporciona la misma funciéon bent,

tenemos que el corolario 2.2 proporciona, de acuerdo con el lema 2.2,

4"y, —2 96

funciones bent de n + 2 variables.

Ahora, como los lemas 2.3 y 2.4 garantizan que ninguna funcién bent construida
de acuerdo con el corolario 2.1 coincide con ninguna de las funciones bent construidas
de acuerdo con el corolario 2.2, tenemos que

4! vy, —2

4v,, + Z—iyn 5 = 612 — 8v,

es el nimero de funciones bent distintas de n + 2 variables que podemos obtener

utilizando los corolarios 2.1 y 2.2 (o equivalentemente, el teorema 2.1). 0

En particular, como v = 8, podemos construir
6-82—8-8=2320

funciones bent de 4 variables. Notemos que vy, = 896, por tanto, la construcciéon
introducida en esta secciéon no permite obtener todas las funciones bent de 4 variables

a partir de las funciones bent de 2 variables.

Tampoco permite obtener todas las funciones bent de 6 variables ya que

6v; — 8y = 6-896° —8-896 = 4809728 < 5425430528 = 4.

Analogamente, tenemos

6vg — 8y = 654254305287 — 8- 5425430528 ~ 27
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< 99270589265 934 370 305 785 861 242 880 = 15 ~ 2%,

Asi pues, el teorema 2.2, proporciona una cota inferior del ntiimero de funciones

bent de n + 2 variables, en funcién del nimero de funciones bent de n variables.

2.2 Construccidén basada en una funcién bent

y traslaciones ciclicas

La segunda construccién de funciones bent, que introducimos en este capitulo, se
basa en la utilizacion de una funcioén bent f(x) de n variables, algunas permutaciones
ciclicas f(x @ u) de f(x) para algunos vectores u € F4 y los cuatro minterms de

dos variables.

Teorema 2.3: Sea f(x) una funcion bent de n variables y consideremos u,v € F}.

Si o es una permutacion cualquiera de {0,1,2,3}, entonces

G(y,x) = mo)(y) f(x) © Moy (y) f(x © u) © mee)(y)f(z @ v)

® Moz)(y) (10 f(x ®u D v))

es una funcion bent de n + 2 variables.

DEMOSTRACION: De acuerdo con el teorema 1.2, basta probar que la funciéon boo-

leana
Gy, z) =Gy, z) & G((y, z) & (b,a))

es equilibrada para todo (b,a) € F3 x F3 con (b,a) # (0,,0,). A continuacion,
utilizamos el vector b = (by,by) € F3 como argumento de las funciones y su re-
presentacion entera b = b2 + by € Zg2 como subindice de un minterm. Asi, por el

lema 1.1,

Goa(y,z) =Gy, z) 2G(y® b,z D b)
= M) (Y) () B Mo()(Y) f (2 S u) & Mmoo (y) f(z @ v)

S M) (y) (1@ f(x®udv)) ®meoan(y)f(T®a)®meman(y)f(xduda)



2 Funciones bent de n + 2 variables a partir de funciones bent de n variables 29

@ Mo@)es(Y)f (X ©v S a) ®meEen(y) (1 f(®Dudvoa)). (2.7)

Ahora, para cada b € Zy2, si consideramos j;, la permutacion de {0, 1,2, 3} dada
por
pp(i) = o(i) @b para i=0,1,2,3,

entonces, no es dificil probar que los 4! - 4 casos correspondientes a los diferentes
valores de o(i) y b, se reducen a uno de los siguientes cuatro casos para alguna
permutacion 7 de {0,1,2,3}.
L Gea(y.x) = mye(y) (f(z) & f(zoa))
S my)(y) (fxdu) @ flxduda))
© my)(y) (f(x @ v) & flx®v®a))
O mye3)(y) (f(toudv)d f(xdudvda))
2. Gua(y,x) = myo(y) (f(z)® f(zouda))
& my)(y) (flx ®u) & flz o a))
D mye2)(y) (ftdv)d fxdudvda)dl)
S mys(y) (f(edudv)® fledvda)@l)
3. Gea(y,®) = myo(y) (f(@)d f(zdv®a))
Smy)(y) (flzdu)d flxdudvda)dl)
@ my2)(y) (f(xov)® f(x®a))
Dmye)(y) (feeudv)d fxduda)®l)
4 Gea(y,x) = myy) (f(@)@flzdudvda)al)

S my)(y) (fxSu) @ flxdvea))

Sy (y) (f(xev) o f(zeuda))

S mys)(y) (flxoudv)@ flxda)®l).
Notemos que podemos escribir cada uno de los factores que multiplican a 1, (y)

para 1 = 0,1,2,3, como

fz)@fz@a) o flz)@flz@a)al

para z € {x,x D u,x v, D u D v}.

Ahora, por el teorema 1.2, como f(2z)® f(z®a) es equilibrada para todo a # 0,

tenemos que G pq)(y, x) es equilibrada, a menos que a = b = 0. O
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Supongamos que f(x) es una funcion bent de n variables. Para cada w € F}
sabemos que la funcion f,(x) = f(x@w) es también una funciéon bent de n variables

y por el teorema 1.1(a) tenemos que
Sop (fw) ={a®w | a € Sop(f)} =wd Sop (f).

Ademés, como consecuencia del lema 1.2, si utilizamos enteros para los subindices

de los minterms, podemos identificar la permutacién ¢ con una permutacion
0 2" 2n+1 2n+1 + on
bo b1 be bs

del conjunto {0,2", 2"+ 27+ 4 271 por tanto, de acuerdo con el teorema 2.3, tene-

mos que

Sop (G) ={bo+a | a€Sop(f)} U{bi+a]aecSop(fu)}

U{bs+a|aecSop(fy)}U{bs+al|acSop(fugv)}- (2.8)
En cambio, si para los subindices de los minterms utilizamos vectores, entonces

Sop (G) ={(bo,a) | @ € Sop (f)} U{(b1,a) | @ € Sop (fu)}

U{(b2,a) | a € Sop (f»)} U{(bs,a) | a € Sop (fugw)} (2.9)
donde
O 1 2 3
by by by bs

es una permutacion de {0,1,2,3}. Notemos que los conjuntos que aparecen en el
segundo miembro de las expresiones (2.8) y (2.9) son disjuntos dos a dos por el

corolario 1.2.

A continuacién, introducimos algunos resultados necesarios para contar el ni-
mero de funciones bent distintas que podemos construir utilizando el teorema 2.3.
Para facilitar dicho computo consideramos los tres casos particulares (véanse los
corolarios 2.3, 2.4 y 2.5 siguientes) que obtenemos directamente del teorema 2.3. El
primero corresponde al caso u = v = 0; el segundo, al caso u = v # 0 y el tercero,
al caso 0 # u # v # 0.
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A continuacion introducimos algunos resultados que nos pemitiran probar bajo

qué condiciones los corolarios anteriores producen funciones bent distintas.

El resultado siguiente establece que las funciones bent de n—+2 variables obtenidas
utilizando el corolario 2.3 son todas distintas entre si (la demostracion es analoga
a la del lema 2.1 y por tanto la omitimos). De hecho, como se comprobarad més

adelante, ambas construcciones son idénticas.
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7 de {0,1,2,3}. Si f(x) # g(x), entonces

Ay, ) # Ay, ).

Igual que en el caso anterior, el resultado siguiente establece que las funciones

bent obtenidas utilizando el corolario 2.4 son todas distintas entre si.

Lema 2.6: Sean f(x) y g(x) funciones bent de n wvariables. Supongamos que
Cru(y,x) es la funcion bent construida de acuerdo con el corolario 2.4 utilizando
f(x), el vector uw € Fy\ {0} y la permutacion o de {0, 1,2,3}. Supongamos también
que Cyo(y, ) es la funcion bent construida de acuerdo con el corolario 2.4 utilizan-
do g(x), el vector a € Fy \ {0} y la permutacion 7 de {0,1,2,3}. Si f(x) # g(x),

entonces
Of,u(y; ZII) 7é Cg,a(y7 m)

DEMOSTRACION: Si I es la columna de longitud 2™ con todos los elementos iguales
aly &y mson las tablas de verdad de f(x) y g(x) respectivamente, entonces las
tablas de verdad de C'y(y, ) y Cy.o(y, ) tienen cuatro bloques (no necesariamente

en ese orden ni el mismo orden para todos):

Cf,u : 5 gu €u I @E

Og,a : n na na I S2) n

donde &, y m, son las tablas de verdad de f(x @ u) y g(x @ a), respectivamente.

Si Cru(y, ) = Cya(y,x), entonces los cuatro bloques de la segunda fila son
una permutacion de los cuatro bloques de la primera fila. Pero si consideramos los
4! casos correspondientes a esas permutaciones, obtenemos que f(x) = g(x), o que
a = 0, 0 que u = 0, o bien que f(x) y g(x) ambas tienen el mismo nimero de
minterms y el nimero complementario de minterms. Asi que, en cualquiera de los

casos obtenemos una contradiccion y, por tanto, C(y, ) # Cya(y, ). 0

Sin embargo, en contra de lo que podiamos pensar a la vista de los dos resultados
anteriores, no todas las funciones bent construidas de acuerdo con el corolario 2.5

son distintas entre si como ponemos de manifiesto en el ejemplo siguiente.
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Ejemplo 2.1: Supongamos que n = 2 y consideremos los vectores
u=1=(0,1) y v=2=(1,0)

y la funcion bent de 2 variables f(x) = mg(x). Entonces, de acuerdo con el corola-

rio 2.5, la expresion (1.1), el lema 1.1 y el corolario 1.2, tenemos que

Df:172(y7$>
mo(y)f(x) & mi(y)f(® e 1) ®ma(y)f(z®2) &ms(y) (1 flzd3))

= mof
= mo(y)mo(@) © ma (y)mi (@) © may)maa) & maly) (16 my(a)
(

mo(y, ) © ms(y, ) © mio(y, ) ® miz(y, ) © mus(y, ) © mu(y, )

es una funcién bent de n 4 2 = 4 variables.

Por otro lado, si consideramos los vectores
a=1=(0,1) y b=3=(1,1)

y la funcién bent de 2 variables g(x) = m;(x), de nuevo, por la expresion (1.1), el

lema 1.1 y los corolarios 1.2 y 2.5, tenemos que

D9»1,3(y7m)
=my(y)g(x) & mo(y)g(x® 1) S ma(y)g(x®3) Ems(y) (1 f(xd2))
- mo(y7 CL‘) D m5(y7 CL‘) D m10(y, CB) S ml?(ya w) S m13<y7 ZE) S m14(y7 ZE)

es una funcién bent de n 4+ 2 = 4 variables.

Claramente, D, 13(y, ) = Ds12(y, ) ya que ambas funciones tienen la misma

expresion como suma de minterms. [ |

Si analizamos un poco el ejemplo anterior, para poder estudiar bajo qué con-
diciones podemos obtener funciones bent distintas basadas en la construcciéon del
corolario 2.5, observamos que g(x) = f(x @ 1) y que {1,2} y {1, 3} son bases del

mismo subespacio vectorial {0, 1,2, 3} de F3.

Con el objetivo de evitar estas situaciones que proporcionan funciones bent idén-
ticas, consideramos solo vectores u, v € F} tales que {u, v} sea una base de Gauss-

Jordan de cardinalidad 2. Recordemos que un conjunto {wy, us, ..., u;} C FY es una
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base de Gauss-Jordan de cardinalidad £ si la matriz, cuyas filas son los vectores

uy, Usg, . .., U, es escalonada reducida (véase, por ejemplo [9, 39]).

Asi, nuestro proximo resultado establece que las funciones bent construidas de
acuerdo con el corolario 2.5 son distintas dos a dos, si {u, v} es una base de Gauss-
Jordan de cardinalidad 2 de .

Lema 2.7: Sean f(x) y g(x) funciones bent de n variables. Supongamos que
Diww(y, @) es la funcion bent construida de acuerdo con el corolario 2.5 utilizando
f(x), la base de Gauss-Jordan {u,v} de cardinalidad 2 de F% y la permutacion o
de {0,1,2,3}. Supongamos también que D, qb(y,x) es la funcion bent construida
de acuerdo con el corolario 2.5 utilizando g(x), la base de Gauss-Jordan {a,b} de
cardinalidad 2 de FYy y la permutacion T de {0,1,2,3}. Si f(x) # g(x), entonces

Df,'u,,'v(y7 (B) 7& Dg,a,b(y> w)

DEMOSTRACION: Siles la columna de longitud 2" con todos los elementos iguales a
1y & y m son las tablas de verdad de f(x) y g(x) respectivamente, entonces las tablas
de verdad de Dy (Y, ) ¥ Dyap(y, ) tienen cuatro bloques (no necesariamente

en ese orden ni el mismo orden para todos):

Df,u,'v : € €u 51) I EB €’ll,@'l)

Dyap: m  mng My 1&g

donde &,,, &, €umvr Ma> Mo Y Maawp SON las tablas de verdad de f(x @ u), f(x @ v),
flx@udv), g(xda), glx®b)y glx ®adb), respectivamente.

Si Dfo(y, ) = Dyan(y, x), entonces los cuatro bloques de la segunda fila son
una permutacion de los cuatro bloques de la primera fila. Pero si consideramos los 4!
casos correspondientes a esas permutaciones, obtenemos que f(x) = g(x) o que f(x)
y g(x) tienen ambas el mismo nimero de minterms y el niimero complementario de

minterms, o que
(a’u b) S {<u7 u D ’U), (Ua u D ’U), ('U, Do, ’U,>, (u Do, ’U)} )

para este ultimo caso, notemos que si {u,v} es una base de Gauss-Jordan de

cardinalidad 2, entonces {a,b} no puede ser una base de Gauss-Jordan de car-
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dinalidad 2. Asi que, en cualquier caso obtenemos una contradiccion y, por tanto,
Df,u,’v(va) # Dg,a,b(yam)- ]

Nuestro proximo resultado establece que ninguna de las funciones bent obtenidas
por alguno de los corolarios 2.3, 2.4 y 2.5, puede obtenerse por alguno de los otros

dos corolarios implicados.

Lema 2.8: Sean f(x), g(x) y h(x) tres funciones bent de n variables (no necesaria-
mente distintas). Supongamos que A}(y, x) es la funcion bent construida de acuerdo
con el corolario 2.3 utilizando f(x) y la permutacion o de {0,1,2,3}. Supongamos
que Cy oy, x) es la funcion bent construida de acuerdo con el corolario 2.4 wutili-
zando g(x), el vector w € Fy \ {0} y la permutacion T de {0,1,2,3}. Finalmente,
supongamos que Dy o (Y, ) es la funcion bent construida de acuerdo con el coro-
lario 2.5 utilizando h(x), la base de Gauss-Jordan {a,b} de cardinalidad 2 de F% y

la permutacion w de {0,1,2,3}. Entonces

A/f(y7 :B) 7é Cg,u(ya 33), A,f(ya w) 7é Dh,a,b(y7 :13) Yy Cg,u(ya w) 7é Dh,a,b(y7 :13)

DEMOSTRACION: Sil es la columna de longitud 2" con todos los elementos iguales a
1y &, ny ¢ son las tablas de verdad de f(x), g(x) y h(x) respectivamente, entonces
las tablas de verdad de A% (y, ), Cyw(y,®) ¥ Dhap(y, T) tienen cuatro bloques (no

necesariamente en ese orden ni el mismo orden para todos):
A& & & T8¢
Couw: m My My I@n

Dhap: ¢ Co G I® Cac
donde n,,, Cq, Cp ¥ Caqp son las tablas de verdad de g(x @ u), h(x @ a), h(x & b)
y h(x & a @ b), respectivamente.

El resultado es ahora evidente ya que A’ (y, x) tiene tres bloques iguales, Cy (y, )

tiene solo dos bloques iguales, y todos los bloques de Dj, o.5(y, ) son distintos. [

Ahora, como consecuencia de los lemas anteriores, podemos obtener el nimero
de funciones bent de n + 2 variables que podemos construir de acuerdo con los

corolarios 2.3, 2.4 y 2.5.
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Teorema 2.4: Si v, es el numero de funciones bent de n variables, entonces utili-

zando los corolarios 2.3, 2.4 y 2.5 podemos construir

2n+2
2 Up,

funciones bent de n + 2 variables distintas.

DEMOSTRACION: De acuerdo con el lema 2.5, el corolario 2.3 proporciona

4]
5 (2.10)

funciones bent de n + 2 variables.
Analogamente, de acuerdo con el lema 2.6, el corolario 2.4 proporciona

;l—iyn(2" —1) (2.11)

funciones bent de n + 2 variables.

Finalmente, de acuerdo con el lema 2.7, el corolario 2.5 proporciona
A, N(n,2) (2.12)

funciones bent de n + 2 variables, donde N(n,2) es el nimero de bases de Gauss-
Jordan de cardinalidad 2 en FZ; ahora, teniendo en cuenta que cada subespacio
vectorial de dimensién 2 tiene una tnica base de Gauss-Jordan de cardinalidad 2,
tenemos que N (n,2) es el numero de subespacios vectoriales de dimension 2 en FZ;
por tanto (véase |70, pag 46])

2m—-1)(2"—-2) (2"-1)(2"1-1)

Now2) = g : . (2.13)

Puesto que el lema 2.8 garantiza que las funciones construidas de acuerdo con
los corolarios 2.3, 2.4 y 2.5 son todas distintas, sustituyendo la expresion (2.13) en
la expresion (2.12) y sumando las expresiones (2.10), (2.11) y (2.12), tenemos que

Al 4l (20 — )21 — 1)
- _ n_ !
31V + Q!Vn(Q 1) + 4y, 3

4! n n n—1
= v (143(2" = 1) +2(2" = (2" — 1)
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=4, (1+(2"-1)(3+2(2""'-1)))
=4dv, (14 (2" = 1)(2" + 1))

= 92n+2y, O

Puesto que vy, =8, vy, = 896 v v5 = 5425430 528 tenemos que los corolarios 2.3,

2.4y 2.5 (0 equivalentemente, el teorema 2.3), proporcionan

2222, = 512 < 896, 2242y, = 917504 < 5425430 528

226420 ~ 215 < 99270589 265934 370 305 785 861 242 880 ~ 2106

funciones bent de 4, 6 y 8 variables, respectivamente.

2.3 Comparacién con otros métodos

En esta seccion comparamos las construcciones introducidas en este capitulo,
primero entre ellas (para ver si las funciones bent que proporcionan ambas construc-
ciones son distintas entre si) y también con las construcciones cléasicas introducidas

en la seccién 1.3.

2.3.1 Construccién basada en dos funciones bent y

construccidon basada en una funcién bent

En primer lugar comparamos las construcciones de funciones bent introducidas

en las secciones 2.1 y 2.2.

Es facil comprobar, utilizando la expresion (1.1), que cada una de las funciones
A’ (y,x) construidas de acuerdo con el corolario 2.3, coincide con alguna de las
funciones A(y, ) construida de acuerdo con el corolario 2.1; por tanto, al variar
f(x) en el conjunto de todas las funciones bent de n variables, tenemos que ambos
corolarios proporcionan las mismas funciones bent de n+2 variables. Asi, si llamamos
construccion A a la proporcionada por el corolario 2.1 (o equivalentemente, por

el corolario 2.3), el teorema 2.2 (o equivalentemente, el teorema 2.4) afirma que el
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numero de funciones bent de n + 2 variables que proporciona esta construccion es
4v,,.

Notemos que, de acuerdo con los lemas 2.4 y 2.8, ninguna de las funciones bent
construidas de acuerdo con la construcciéon A puede coincidir con ninguna de las

funciones bent obtenidas de acuerdo con los corolarios 2.2, 2.4 y 2.5.

También es evidente que podemos obtener las funciones bent Cf,(y, x), cons-

truidas de acuerdo con el corolario 2.4, a partir del corolario 2.2 si tomamos
(fo(z), filz)) = (f(x @ u), f(x) o (fo(x), filz)) = (f(xBu)ls f(z)).

De hecho, para n = 2, las construcciones de los corolarios 2.2 y 2.4 proporcionan
las mismas funciones bent de n+2 = 4 variables. Sin embargo, el siguiente resultado
establece que éste es el tinico caso donde ambas construcciones proporcionan la

misma funcién bent.

Teorema 2.5: Sean fo(x), fi(x) y f(x) funciones bent de n variables (con n > 4)
y consideremos u € Fy \ {0}. Si

(fo(z), fi(x)) # (flx @), f(x)) v (folz) fi(z)) # (fx S u), 1 f(z)),

entonces
Bnyfl (y7 m) 7& Of,u(yv CL')

DEMOSTRACION: Si I es la columna de longitud 2" con todos los elementos iguales
alymg, n, €y &, son las tablas de verdad de las funciones fo(x), fi(x), f(x)
y f(x @ u) respectivamente, entonces, de acuerdo con los corolarios 2.2 y 2.4, las
tablas de verdad de las funciones By, f, (y, ) y Cf.(y, ) tienen cuatro bloques (no

necesariamente en ese orden ni el mismo orden para todos):

Bi.p Mo Mo m Ion,

Cru: & & & I8¢

Si By, 1, (y, ) = Cruly, ), entonces los cuatro bloques de la segunda fila son
una permutacion de los cuatro bloques de la primera fila. Pero si consideramos
los 4! casos correspondientes a esas permutaciones, obtenemos alguna de las cinco

condiciones siguientes:
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e u=020,
o (fol®), fi(x)) = (f(x®u), fz)),
o (folx), filz)) = (f(zdu)l® f(z)),

[ ]
Ay
—
&

I

—_
D
—
—

Por tanto, cualquiera de los casos anteriores produce una contradicciéon y, en conse-
cuencia, By, 1, (y, ) # Cru(y, ). O

A partir de ahora, llamamos construccion B y C' a las construcciones propor-
cionadas por los corolarios 2.2 y 2.4, respectivamente. Asi, de acuerdo con lo dicho
anteriormente, para n = 2 las construcciones B y C' proporcionan las mismas funcio-
nes bent de 4 variables. Sin embargo, para n > 4, los teoremas 2.4 y 2.5 garantizan

que la construccion B proporciona, de acuerdo con las expresiones (2.6) y (2.11)

;l—iynynT_Q — %!yn (2" — 1) = 6y, (yn — 2"“)
funciones bent de n + 2 variables que no se pueden obtener mediante la construc-
cion C.
Ahora, si llamamos construcciéon D a la construccion proporcionada por el
corolario 2.5, el siguiente resultado establece que ninguna de las funciones bent de

la construccion B se puede obtener a partir de la construccion D y viceversa.

Teorema 2.6: Sean fo(x), fi(x) y f(x) funciones bent de n variables y supongamos

que {u, v} es una base de Gauss-Jordan de cardinalidad 2 de FY, entonces

Bfo,f1 (y= w) 7é Df,’u-,v(yv CB)

DEMOSTRACION: Si I es la columna de longitud 2" con todos los elementos iguales
alymny, N, & & & Y Euew s0n las tablas de verdad de las funciones fy(x), fi(x),
f(x), f(xdu), f(xdv)y f(xBudv), respectivamente, entonces, de acuerdo con los
corolarios 2.2 y 2.5, las tablas de verdad de las funciones By, r, (¥, ) ¥ Djuv(Y, )

tienen cuatro bloques (no necesariamente en ese orden ni el mismo orden para todos):
Bt my Mo ™ 1&n,

Df,’ll,,’U : £ gu g'v 1 @ éuEB'U
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Si Bfy., (¥, ) = Dyuo(y,x), entonces los cuatro bloques de la segunda fila
son una permutacion de los cuatro bloques de la primera fila. Pero si consideramos
los 4! casos correspondientes a estas permutaciones, obtenemos alguna de las cinco

condiciones siguientes:

e u=020,
e v=0,
o U=,

feou)=1a fxouswv),
flxdv)=18 f(xdudv).

Por tanto, cualquiera de los casos anteriores produce una contradiccion y, en conse-

cuencia, By, (Y, ) # Diun(y, ). O

Asi pues, el teorema 2.6 y las expresiones (2.12) y (2.13) aseguran que el niimero

de funciones bent distintas de n + 2 variables que proporciona la construcciéon D es

@-nE -

4y,
3

= 81,(2" —1)(2" " - 1). (2.14)

Finalmente, como consecuencia de los teoremas 2.2 y 2.4, y los comentarios
anteriores, obtenemos el resultado siguiente que establece el niimero de funciones

bent de n + 2 variables que proporcionan las construcciones A, B, C'y D.

Teorema 2.7: Si v, es el numero de funciones bent de n wvariables, entonces el
numero de funciones bent de n + 2 variables que podemos construir de acuerdo con

las teoremas 2.1 y 2.3 (es decir, las construcciones A, B, C' y D) es

602 + 212 (2" — 3) v,.

DEMOSTRACION: De acuerdo con lo dicho anteriormente, la construccion A propor-

ciona 4v,, funciones bent de n + 2 variables.

Anélogamente, la construccion B proporciona 6v,, (v, — 2"*1) funciones bent de

n + 2 variables que no se pueden obtener a partir de la construccion C.
La construccion C' proporciona 121, (2" — 1) funciones bent de n + 2 variables.

Finalmente, la construccién D proporciona 8v,(2" —1)(2"~! — 1) funciones bent

de n + 2 variables.
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Ahora, como todas estas funciones son distintas, tenemos que las construcciones
A, B, C'y D proporcionan

4 + 60y (v = 277 4 120, (2" — 1) + 81, (2" = 1) (277 — 1)
by (6v+ 22— 3. 2742)

= 612 + 22 (2" — 3)y,

funciones bent de n + 2 variables. O

2.3.2 Clase Rothaus

A continuacion mostramos algunos ejemplos de funciones bent obtenidas a través
de las construcciones dadas en este capitulo que no son funciones bent de clase
Rothaus.

Para el caso n = 2 hemos comprobado que las funciones bent de 4 variables co-
rrespondientes a las contrucciones A y B son todas de la clase Rothaus, construyendo

todas las funciones bent de esta clase computacionalmente.

Para el caso n = 4 hemos obtenido, de forma aleatoria, funciones bent de 6 varia-
bles pertenecientes a las contrucciones A y B pero no hemos conseguido determinar
si eran o no de la clase Rothaus, pues para su comprobaciéon nos hemos basado en
la apariciéon o no del monomio ¥y, de las nuevas variables, lo cual es una condi-
cion necesaria pero no suficiente. En todas las funciones bent obtenidas aparecia
dicho monomio, lo cual no significa que sean de la clase Rothaus, pero comprobarlo
resulta una tarea muy ardua pues se han de expresar estas funciones a través de
tres funciones bent de 4 variables satisfaciendo las condiciones del teorema 1.3(b).
Nos bastaria con encontrar un ejemplo donde no apareciese el término y;y», de las
nuevas variables, para probar que dicha funcién no es de la clase Rothaus. Adn no

lo hemos conseguido.

Ejemplo 2.2: Supongamos que n = 2 y consideremos la funciéon bent de 2 variables

f(m) = ml(m>7
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los vectores u = 2 = (1,0), v =1 = (0,1) y la permutacion

0123
0 3 1 2

Entonces, a partir del corolario 2.5, la expresion (1.1), el lema 1.1 y el corolariol.2,

obtenemos la funcion bent de 4 variables

D(y, x)
=mo(y)f(x) @ms(y)f(x®2) dmi(y)flxel)®ma(y) (16 fz @16 2))
= mo(y)mi(x) ® ms(y)ms(x) © my(y)mo(x) © ma(y) (1 © ma(x))
= ma(y,x) & ma(y, x) & ms(y, x) & mo(y, x) ® mi1(y, ) & mas(y, x)
=(loy)(1ow)(1oz)1o1dr)d(10y)1O 1@ y)(10 x1)(16 x2)
S1e10y)(1Dy)(1x)1022) (1S 1S Y)(1Sy)(1S2)(1S10 )
e(lelep)(lop)(leler)(l1eld )
D1oloy)(10loy)(1oler)(101d )
= (1B y1 ®y2 D y1y2) (22 S 122) B (2 B Y1y2)(1 B 21 B 22 S 1122)
D (1 B y1ye)(1 B x1 @ 22 ® w122) B (Y1 B y1y2) (T2 B 1172) © (Y1 D Y1y2)T122
D Y1y271 72
= T2 D 1122 D Y172 O Y17172 D Y22 D Y2172 D Y1272 D Y1Y20172 D Yo © y2T1
D Y22 @ Y2122 D Y1Y2 D Y1Y221 D Y1Y2T2 © Y1Y221T2 D Y1 D Y121 D Y122 D Y12122
D Y1Y2 ® Y1Y221 D Y1Y2Z2 ® Y1Y20122 © Y122 D Y12122 O Y1Y222 D Y1Y2T122
D Y17172 D Y1Y221T2 D Y1Y2T122
=T2D Y1 DY2 D 1122 D 21y1 D T1Y2 D T2y
Si observamos su FNA tenemos que no contiene el monomio y;ys (que corresponderia

al término x,,, 12,2 de las nuevas variables) y por el comentario que aparece después

del teorema 1.3, podemos asegurar que dicha funcién no es de la clase Rothaus. W
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2.3.3 Clase Maiorana-McFarland

Ahora mostramos algunos ejemplos de funciones bent obtenidas a través de las
dos construcciones presentadas en este capitulo, que no son funciones de la clase

Maiorana-McFarland.

Ejemplo 2.3: Supongamos que n = 2 y consideremos las funciones bent de 2 va-

riables
fo(@) =mo(x) v filz)=mo(x) ®mi(z) ®ms(x).

De acuerdo con el teorema 2.1, el corolario 1.2 y la expresion (1.1), la funciéon

booleana F(y,x) de 4 variables dada por

F(y,z)
= (mo(y) & mi(y)) fo(x) & ma(y) fr(x) & ms(y)(1 & f1(x))
= (mo(y) & ma(y))mo(x) © ma(y) (mo(x) & ma(x) & ms(x)) & ms(y)(ma(z))
= mo(y, @) & ma(y, x) & ms(y,x) S mo(y, x) & mu(y, x) © mu(y, )
=(1oy)1eyp)(1ez)1®x)@(10y)(161Sy)(16x)(1® )

SIO1Dy)(1 DY)l )10 22) (1S 1D Y)(1Dy)(1S21)(1 01D 1)
(loleyp)(low)(leler)(161e )
D1e10y)101D )10 1@ )1 x,)

=1®x ®r2®x172 D Y172 D Y12
es una funcién bent. Sin embargo, no pergglece a la clase Maiorana-McFarland ya
que no existe ninguna permutacion 7 de F, % tal que dicha funcion pueda expresarse
como una de las funciones bent definidas a partir del teorema 1.4. Esto se puede

comprobar facilmente a través de su FNA, ya que el término z1x5 no se ajusta con la

expresion (x, 7(y)) @ f(y) de una funcion bent de la clase Maiorana-McFarland. B

Ejemplo 2.4: Supongamos que n = 2 y consideremos la funciéon bent de 2 variables

f(m) = m()(l'>,
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los vectores u = 2 = (1,0), v =1 = (0,1) y la permutacion

0123
0 3 1 2

Entonces, a partir de la expresion (1.1), el lema 1.1, el corolario 1.2 y el teorema 2.3,

obtenemos la funcién bent de 4 variables

Gy, x)
=mo(y)f(z) @ms(y)f(x & 2) &mi(y)flx@l) @ma(y) (16 f(x &1 2))
= mo(y)mo(@) & ms(y)ma(x) & mi(y)m(x) & ma(y) (1 & ms(x))
= mo(y, z) ® mia(y, @) @ ms(y, x) & mio(y, ) © mu(y, ) & mu(y, z)
=(ley)1ey)(len)lelar)
S(leleoy)(leley) (1ol r)(1o )
D1y (1e1ldy)(1dx)(1d 1D xs)
Sleleon)(10y)(1e1oz)(1o )
S(leloy)(1ow)(1e1dx)(1016 )
S1leleoy)leley)(ld )l )

=1Q 2D Dx172 D Y2 D Y211 D Y1 D Y172 D Y171T2 D Y1Y2T2.

Sin embargo, no pertenece a la clase Maiorana-McFarland ya que el término zix,
de su FNA no se ajusta con la expresion (x, 7(y)) @ f(y) de las funciones bent de

la clase Maiorana-McFarland. [ |

2.3.4 Clase Carlet

Si comparamos la construccion de Carlet definida en el teorema 1.5 con la cons-
truccion de funciones bent definida en el teorema 2.1 , tenemos que tomando m = 2

y considerando

fo(x) = filz) = f(x) v g0(y) = 91(y) = ma(3)(y)
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obtenemos la construcciéon dada en el corolario 2.1, es decir, la construccion A.

Mientras que, si consideramos

9y) =moa)(y) v 91(y) = Mmoo (y),

después de algunas manipulaciones algebraicas, obtenemos la construccion dada en
el corolario 2.2, es decir, la construccion B. Por tanto, la construccién dada en el

teorema 2.1 coincide con la construccion de Carlet.

Podemos decir que, la novedad de nuestra construccion, a diferencia de la cons-
truccion de Carlet, es que nosotros podemos calcular el nimero de funciones bent
diferentes que podemos construir y que no utilizamos la transformada de Walsh ni

la funcion dual de las funciones bent utilizadas.

Hemos comprobado computacionalmente, para el caso n = 2 y m = 2, que todas
las funciones bent de 4 variables obtendias a partir de la construccién de Carlet
se pueden obtener a partir de la construcciéon dada en el teorema 2.3; sin embargo,
existen funciones bent de 4 variables obtenidas a partir del teorema 2.3 (en concreto,
correspondientes a la construccion D) que no pertenecen a la clase de Carlet, como

ponemos de manifiesto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.5: Supongamos que n = 2 y consideremos la funciéon bent de 2 variables

f(®) = mo(x),

los vectores u =2 = (1,0), v =1 = (0,1) y la permutacion

0123
1 3 20

A partir del teorema 2.3, la expresion (1.1), el lema 1.1 y el corolario 1.2, obtenemos

la funcién bent de 4 variables
G(y, )
=mi(y)f(z) & ms(y) f(x & u) ©@ma(y)f(xzSv) ©me(y)(1& f(zdusdv))
= mi(y)mo(x) & mz(y)ma(x) & ma(y)mi ()

o, mo(y) (mo(m D ml(m) D mg(az))



46 2.3 Comparacién con otros métodos

= m0<ya $) b my (ya a:) S m?(ya w) S m4(y7 m) D mg(y, w) S m14(y7 m)

Esta funcién no es de la clase Carlet, ya que no existen funciones bent de 2 varia-
bles fo(x), fi(x), 90(y) v 91(y) tales que la funcién G(y, ) pueda expresarse como
una de las funciones bent definidas a partir del teorema 1.5. Dicha comprobacién se
ha verificado computacionalmente calculando todas las funciones bent de 4 variables
de la clase Carlet y comprobando que la funcién obtenida a través de este ejemplo

no coincidia con ninguna de ellas. [ |



Capitulo 3
Construccion de funciones bent a

partir de funciones de maximo y

minimo peso

3.1 Construccidon de funciones de maximo
y minimo peso

En este capitulo proporcionamos una nueva construccion de funciones bent ba-
sada, en lo que definimos como funciones de méximo y minimo peso provenientes de
funciones bent. Al igual que en las construcciones obtenidas en el capitulo 2, parti-
mos de funciones bent de n variables y obtenemos funciones bent de n + 2 variables;
ademés, comprobamos que las construcciones anteriores son casos particulares de la
nueva construccion. Por ultimo, mostramos ejemplos de funciones bent obtenidas a
partir de la construccion dada en este capitulo que no coinciden con ninguna de las

funciones obtenidas a partir de las construcciones clasicas definidas en el capitulo 1.

Supongamos que f(x) es una funcion bent de n variables. De acuerdo con el
teorema 1.2(c), podemos afirmar que el peso de la funcion f () ®ly(x) es 271 £25 71

para todo a € [}, lo que motiva la siguiente definicion.

Definicion 3.1: Sea f(x) una funcion bent de n variables y consideremos los con-

juntos

M*={aeF; |w(f®ls) =2""+2571),

47
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Notemos que, de acuerdo con esta definicion,

Sop (ff) ={a €Fy |w(f®la) =2"""+227"},

Sop () ={a€Fy |w(f®la) =2""—22""}.
Ademés, por el teorema 1.2, tenemos que

F3 \ Sop (f*) = Sop (f7)

y de la expresion (1.1),

1o @) = Pma@e @ md)

acFy a€Sop(f+)
= D mal=)
a€Sop(f~)
- (@) (3.1)

Nuestro primer objetivo es probar que las funciones de méaximo y minimo peso
asociadas a una funcién bent, son también funciones bent. Ahora bien, como conse-
cuencia de la expresion (3.1), basta con probar que f*(x) es una funcion bent. Sin
embargo, antes introducimos algunos lemas técnicos que nos facilitardn la demos-

tracion de dicho resultado.
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DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que fT(a) @ l,(b) = 1, entonces

Jf(@)=1 y la(b)=0 obien ff(a)=0 y lu(b)=1.
En el primer caso, a € Sop (fT) y de la expresion (3.2) tenemos que
w(gap) = w(f Blg) =2""1 + 251,

En el segundo caso, a ¢ Sop (f1) y, de nuevo por la expresion (3.2), tenemos

que
W(gap) = W(f Bl @1) =2" —w(f@lg) =2" — (2" =227 1) =271 251,

Reciprocamente, supongamos ahora que w(gap) = on—1 4 93-1,

Si la(b) =0, de la expresion (3.2), tenemos que

ga,b(w) = f(m) D la(w)7

con lo que w(f @ l,) = 2" ' + 227! y, en consecuencia, a € Sop (f*), es decir,
fHa)=1.

Sila(b) = 1, de la expresion (3.2), tenemos que

Jap(®) = f(2) Dla(®) D1,

y ast w(f @ lg) = 2" — w(gap) = 2"+ — 227L por tanto, a ¢ Sop (f7), es decir,
fHa)=0.
En cualquier caso, f*(a) ® lo(b) = 1. O



50 3.1 Construccién de funciones de maximo y minimo peso

Notemos que, con la notaciéon del lema anterior, también tenemos que
fHa)@la(b) =0 siysolosi w(gep) =2""—22"0

n__ .
Por tanto, podemos afirmar que w(gqp) = 2" ' + 2271, Pero esto no garantiza
que gqp(x) sea una funcion bent; tnicamente garantiza que tiene el nimero de

minterms necesario para poder serlo.

Ahora, como consecuencia inmediata del lema anterior tenemos el siguiente re-

sultado que relaciona el peso de la funcion gqp(x) con el valor de f*(a) @ l4(b).

DEMOSTRACION: El resultado es evidente aplicando las relaciones obtenidas en la

demostracion del lema anterior

n_q

fH(a)@la(b) =0 siysolosi w(gep) =2""" — 22

n_q

ffa)@l(b) =1 siysolosi w(gap)=2"""+22"" 0

A continuacién, daremos el ultimo lema ténico necesario para probar que la

funcién de maximo peso asociada a una funcién bent, es también una funcién bent.
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DEMOSTRACION: De la expresion (3.2) tenemos que

> wl(gas) =D | D (f(@) @ la(x) © la(b))

aclky acF? \ k7

=3 )+ (f() @ la(z @ b))

acky zclFy
x#b

=Y O+ [ D (@) @lulzab) (3.3)

acFy xcF} \ acFp
x#b

ya que
) Slh@)=0 v  lo(2)®la(b) =la(z D b).

Ademas, considerada como una funciéon en la variable a, si & # b, entonces

f(@) © la(z © b) = [(2) © logp(a)

es una funciéon afin, por tanto

Z (f(z) ® lpep(a)) = 2"

aclFy

y sustituyendo en la expresion (3.3) tenemos que

92n=1 4 on=1 i f(p 1,
S wgas) = 2f(b) + (22— et = {27 2 )
acFy 92n—1 __ gn— 7 Sl(f(b) 0. -

Ahora estamos ya en condiciones de probar que la funciéon de maximo peso

asociada a una funcién bent es también una funcién bent.

Teorema 3.1: Si f(x) es una funcion bent de n wvariables, entonces su funcion
asociada de mdzimo peso f+(x) también es una funcion bent de n variables.

DEMOSTRACION: Si b € FZ, de los lemas 3.2 y 3.3 y de la igualdad lp(a) = l4(b),

tenemos que

w(ff@l)=> (ff(a)®ha))

aclFy
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_ Z gab 2n 1 2%71)

acFy

n

_ 22n71 + 2n71 _ 2n(2n71 _ 2571)
B 2%

= on 405!
y, por el teorema 1.2(c), concluimos que f*(x) es una funciéon bent. O

Ahora, como consecuencia inmediata del teorema anterior tenemos los resultados
siguientes que establecen algunas propiedades de las funciones de maximo y minimo
peso asociadas a una funcién bent.

El siguiente corolario establece que la funciéon de maximo peso asociada a la
funciéon complementaria de una funcién bent es la funciéon complementaria de la

funcién de maximo peso asociada a dicha funciéon bent.

Corolario 3.1: Sea f(x) una funcion bent de n variables. Si g(x) = 1@ f(x),
entonces

gr(@)=1& f"(z).

DEMOSTRACION: De acuerdo con la definiciéon 3.1 y del comentario que le sigue,
tenemos que

Sop(f7)={acF}|w(f®ly)=2""— 2%’1} :
Sop (¢7) = {a €Fy |w(g®l,) =2"""+2271},
Si a € Sop (g*), entonces
2 42 =g el =wl e foly) =2" —w(f @ la)

con lo que w(f@®l,) = 2" —2271 es decir, a € Sop (f~) y asi Sop (g*) C Sop (f7).

Supongamos ahora que a € Sop (f~), entonces
w(f ®lg) =2""1—2571

con lo que

WgBle) =wl® f@le) =2"—w(f®la) =2""+227",
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es decir, @ € Sop (¢7) y asi Sop (f~) C Sop (¢7).

Ahora, de esta inclusion y de la anterior, tenemos que Sop (¢7) = Sop (f7) vy,
por tanto, gt (x) = f~(x). Finalmente, de la expresion (3.1), tenemos que

g (@) =1 f"(z). O

El siguiente corolario establece que la funciéon de maximo peso asociada a la

funcién de maximo peso asociada a una funcién bent es la propia funciéon bent.

Corolario 3.2: Si f(x) es una funcion bent de n variables, entonces

F (@) = f(2).

DEMOSTRACION: Probaremos que Sop (f++) = Sop (f).

Supongamos en primer lugar que b € Sop ( f++); entonces, de acuerdo con la
definicién 3.1,

w(ff@ly) =2""142571

Ahora bien, por el lema 3.2,

w(ffoh) = Y (f(a)®ha))

aclFy

|y wlome) = (27 287
aclFy 22

E:anglv(gab>'_'2n(2nil'_'2%_1)
23

donde gqp(x) es la funcion definida por la expresion (3.2). Por tanto

> wlgap) = 252" 42570 4220 - 28

aclFy

22n—1 =+ 2n—1 ’

pero entonces, de acuerdo con la demostracion del lema 3.3, f(b) = 1, es decir,
b € Sop (f). Asi pues, Sop (f++) C Sop (f).
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Supongamos ahora que b € Sop (f). Entonces f(b) = 1y, de acuerdo con la
demostracion del lema 3.3,

Z w(ga,b) =27t + 2n717

aclFy

pero entonces, procediendo como en la demostraciéon del teorema 3.1, tenemos que

w(ffob) =Y (fT(a)@la))

acFy
-y (9a6) = (2" t—2h
aclFy
_ 2%l gnel _gn(gn-l 951
2%
= 2" 4 257!

y, de acuerdo con la definicién 3.1, b € Sop (f++). Por tanto, Sop (f) C Sop (f++)
De esta inclusion y de la anterior tenemos que Sop ( f++) = Sop (f) O

El siguiente resultado establece que las funciones de méximo peso asociadas a
funciones bent distintas son también distintas

Corolario 3.3: Sean f(x) y g(x) funciones bent de n variables. Si
entonces

f(@) # g(=),
fr(@) # 9" ().

DEMOSTRACION: Si fT(x) = g*(x), entonces por el corolario 3.2 tenemos que
+ +
fl@)=f""(z) =g (

en contra de la hipotesis. Por tanto, f(x) # g* () O

Notemos que, como consecuencia de la expresion (3.1) tenemos que el teorema 3.1

y los corolarios 3.1, 3.2 y 3.3 son también validos si cambiamos f*(x) por f~(x)
Notemos también que, en general

o [TESFST
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Tabla 3.1:

f fr I~

mo my @ ma © m3 Mo

mq meo mo @ml @mz

ma my my © mgy O mg

ms ms mo © my ©ms
mo D my D mso | Mg D my D msy ms
mOEBml@mg mo@mg@mg my
m0®m2@m3 mOGBml@mg Mo

my D Mo @ Mg

mo

my D Mo @ Mg

Funciones de maximo y minimo peso asociadas a las funciones

bent de 2 variables.

o w(f) #2428,
o w(f) A2t =28

como podemos comprobar en la tabla 3.1 que muestra la relacion entre f, f*y f~

cuando f recorre las ocho funciones bent de 2 variables.

Ahora estamos ya en condiciones de establecer el resultado principal de este

capitulo que nos permite construir una funciéon bent de n + 2 variables a partir de

las funciones de maximo peso asociadas a cuatro funciones bent de n variables.
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i y2 x| mo(y) mi(y) ma(y) ms(y) Flba)(y, )

0 0 7| I 0 0 0 £F @ Aq

0 I 7| O I 0 0 EFabhloA,

I o | O 0 I 0 €5 OhI® A,

I I 7| O 0 0 I |[¢aohlabloA,

Tabla 3.2: Tabla de verdad de Fy, q)(y, )

DEMOSTRACION: Basta probar, de acuerdo con el teorema 1.2(c), que el namero de

1 de la tabla de verdad (es decir, el ntimero de minterms) de la funcién booleana

Foa(y,z) = F(y, ) & lp.a)(y, )
es 271 4 2% para todo (b,a) € F2 x F3.

Supongamos en primer lugar que o es la permutacion identidad. Entonces

Floa)(y,x) = mo(y) fi () ® mi(y) fi (z) © ma(y) f5 (x) ® ms(y) f5 (x)
® b1y1 @ by @ la(),

con b = (by,by).

Si 0 e I son las columnas de longitud 2" con todos los elementos iguales a 0
y 1 respectivamente; 7T es la matriz de tamano 2" X n cuya i-ésima fila es ¢, para
i =0,1,...,2" — 1; & es la tabla de verdad de f;"(x), para j = 0,1,2,3; y Aq
es la tabla de verdad de la funcion lineal [,(x), entonces la ultima columna de la
tabla 3.2 es la tabla de verdad de Fipq)(y, ), donde b1, con t = 1,2, es la columna
de longitud 2" con todos los elementos iguales a b;. Por tanto, cada columna de la
tabla 3.3 representa los cuatro bloques de la tabla de verdad de Fipq)(y, ) para los

diferentes valores de b.
Ahora, si para algin j € {0,1,2,3} es f;(a) = 1, entonces, por el corolario 3.2,
también fj++(a,) = 1y, de acuerdo con la definicién 3.1,

w(ff ®la)=2""+227",

es decir, el nimero de 1 en el bloque £f @A es 2"~ 142271, En cambio, si f;(a) = 0,

mediante el mismo razonamiento, tenemos que el niimero de 1 en el bloque £]+ DA,
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by=0 by=0|b;=0 bo=1|by=1 by=0|by=1 by=1
£5 @ Aq E5 D Ag E5 @ Ag £5 @ Aa
oA, | &faled, | (oA, | alai,
£ @A, ¢S @A, & dIdA, | & 01D A,
&5 D Aq ETBIoA, | 01D, A,

Tabla 3.3: Tabla de verdad de Fiy q)(y,®) para los diferentes valores de
b = (b1,b9).

es 271 — 2371 A partir de la expresién (3.4), podemos afirmar que en la cuater-
na (fo(a), fi(a), fo(a), fs(a)) hay un 1 y tres 0 o bien un 0 y tres 1; por tanto,

concluimos que el numero de 1 de cada una de las columnas de la tabla 3.3 es
2n71 + 2%71 + 3(271,71 - 2%71) — 2n+1 - 2%

o bien
3(277,—1 + 2%—1) + 21’L—1 - 2%—1 — 2n+1 + 2%

Finalmente, si o es una permutacion de {0, 1,2,3} distinta de la identidad, en-
tonces los cuatro bloques de la tabla de verdad de Flp q)(y, ) dados en la tabla 3.3
estan permutados de acuerdo con o y, por tanto, obtenemos el mismo resultado que

en el caso anterior. O

Al igual que ocurri6 en el capitulo 2, como consecuencia del corolario 1.2, pode-

mos identificar la permutacién ¢ con una permutacion

0 on 2n+1 2n+1+2n

Gy 1 a2 a3

del conjunto {0,2", 2"+ 27+ 4 971 hor tanto, de acuerdo con el teorema 3.2, tene-

mos que

Sop (F) ={ap+a | a€Sop (ff)}U{ar+a|acSop(fi)}

Uf{as+a|a€Sop(fs)}U{as+alacSop(fi)} (3.5)
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Sin embargo, si para los subindices de los minterms utilizamos vectores, entonces

Sop (F) = {(ag,a) | a € Sop (f")} U{(ai,a) | a € Sop (fi")}
U{(aza) | acSop(fi)}U{(as,a) | acSop(ff)}.  (36)
donde
o 1 2 3
ap a; as as
es una permutacion de {0, 1,2, 3}.

Los ejemplos siguientes ponen de manifiesto que todas las hipotesis del teore-

ma 3.2 son necesarias.

Asi, si en el teorema 3.2 utilizamos las funciones f;(x) en lugar de las funciones
f;“(a:) para j = 0,1,2,3, entonces la funcion F(y,x) no es necesariamente bent,

como ponemos de manifiesto en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.1: Consideremos las funciones bent de 4 variables

fo(x) = mo(x) & mi(z) & ma(x) ® ms(x) © ma(x) & ms(x),
fi(®) = ma(x) & ma(x) & ms(x) & me(x) S ms(x) & maz(z),
fa(x) = my(x) & ms(x) & me() & mr(x) & ma(x) & mas (@),
f3(®) = my(x) & ma(x) & ma(e) & me(x) S me(x) G mas(e).

Claramente, de la expresion (1.1), tenemos que
fo(x) @ fi(x) & fo(z) & f3(x) = 1.
Sin embargo, la funciéon
F(y,x) =mo(y)fo(x) & mi(y)fi(x) & ma(y)fo(z) & ms(y) fs()
no es bent ya que, si desarrollamos la expresion anterior tenemos que
Fy, )
=mo(y,z) & mi(y,x) & ma(y, x) ®ms(y, @) & mi(y, ) ® mis(y, )

@ mig(y, ) S mo(y, ) & Mo (y, ) S maes(y, ) G mau(y, ) & mas(y, x)
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© ma3(y, ) © mar(y, x) © mss(y, ) © mag(y, ) © maa(y, ) © myr(y, x)

@ mug(y, ) © mso(y, ) ® ms1(y, ) ® mss(y, ) ® msr(y, ) S mea(y, x)

solamente tiene 24 minterms y, de acuerdo con los comentarios posteriores al teore-

ma 1.2, las funciones bent de 6 variables han de tener 28 o 36 minterms. [

Por otro lado, la condicién expresada por la ecuacion (3.4) sobre las funciones
fi(x), para j = 0,1,2,3, también es necesaria como ponemos de manifiesto en el

ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.2: Supongamos que n = 2 y consideremos las funciones booleanas de 2

variables

fo(x) = my(x) ® ma(x) & mz(x)

file) =mi(x), fo(x) =ma(x) v f3(x)=ms(x).
Claramente

fo(®) ® fi(x) @ fa() © fs(x) =0

con lo que no se satisface la ecuacion (3.4). Ahora, de acuerdo con la tabla 3.1,

tenemos que

fo (@) =mo(x), fi'(x) =ma(x), fi(x)=mi(z) v f(@)=ms)

y sin embargo

F(y,x) = mo(y) fi () @ mi(y) fi () © ma(y) f5 () © ms(y) f5 ()
= mo(y)mo(x) © my (y)ma(x) ® ma(y)mi(x) ® ms(y)ms(z)

= mO(y7 CC) D mﬁ(y7 CC) D mg(y, .’E) D m15(y7 CC)

no es una funciéon bent ya que solamente tiene 4 minterms y las funciones bent de

cuatro variables tienen 6 o 10 minterms. |

Finalmente, notemos que como consecuencia de la expresion (3.1), los resultados
anteriores son también vélidos si cambiamos las funciones de méaximo peso por las

correspondientes funciones de minimo peso.
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3.2 Nimero de funciones bent

Determinar todas las cuaternas (fo(x), fi(x), fo(x), f3(x)) de funciones bent de
n variables que satisfacen la expresion (3.4) no es facil. Sin embargo, si f(x) y g(x)

son funciones bent de n variables, entonces las cuaternas
(f(), f(z), f(z),1® f(x)) (3.7)
(f(@), f(x),9(x),1 @ g(x)) (3.8)

satisfacen, evidentemente, la expresion (3.4) con lo que tenemos los resultados si-

guientes.

Notemos que los dos casos particulares anteriores coinciden con las construc-
ciones de funciones bent introducidas en los corolarios 2.1 y 2.2, las denominadas
construcciones A y B, con la particularidad de que ahora utilizamos funciones bent
de maximo peso.

Notemos también que partiendo de una misma funcion bent f(x) de n variables,
el corolario 3.4 proporciona una funciéon bent diferente que la proporcionada por
el corolario 2.1, ya que, en general, f*(x) # f(x); sin embargo, el nimero total
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de funciones bent proporcionadas por ambos corolarios es el mismo y las funciones
obtenidas son las mismas aunque en distinto orden. El mismo argumento es valido

para las funciones bent construidas a partir del corolario 2.2 y del corolario 3.5.

Por tanto, la construccion de funciones bent proporcionada por el teorema 2.1 (las
llamadas construcciones A y B) es un caso particular de la construccion introducida
en el teorema 3.2.

De acuerdo con los comentarios anteriores, el siguiente teorema (véase el teo-
rema 2.2) establece el nimero de funciones bent de n + 2 variables que podemos

construir utilizando los corolarios 3.4 y 3.5.

Teorema 3.3: Si v, es el numero de funciones bent de n variables, entonces el
numero de funciones bent de n + 2 variables que podemos construir utilizando los
corolarios 3.4 y 3.5 es

612 — 8. (3.9)

Fuera de los dos casos proporcionados por los corolarios 3.4 y 3.5, es dificil
contar cuantas cuaternas (fo(x), fi(x), fo(x), f3(x)) diferentes de funciones bent
de n variables satisfacen la ecuacion (3.4); por lo tanto, si denotamos por w, el
ntmero de cuaternas de funciones bent que satisfacen dicha ecuacion, excluyendo las
correspondientes a las cuaternas (3.7) y (3.8), ya analizadas anteriormente, podemos
construir 4!w, funciones bent de n + 2 variables. Como consecuencia, tenemos el

siguiente resultado.

Teorema 3.4: Si v, es el numero de funciones bent de n variables y w, es el ni-
mero de cuaternas de funciones bent de n variables que satisfacen la ecuacion (3.4),
excluyendo las correspondientes a las cuaternas (5.7) y (3.8), entonces el nimero de

funciones bent de n+ 2 variables que podemos construir utilizando el teorema 3.2 es

61/2 — 8u,, + 24w,

A continuacion introducimos una familia de cuaternas de funciones bent de n
variables que satisface la expresion (3.4) y que nos permitira establecer una cota

inferior para w,,.

Sean f(x) y g(x) funciones bent de n variables. Supongamos que a,b € F} y
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consideremos la cuaterna

(f(@), f() @ la(z), g() ® l(2),1 © g(x) B lass(T)) . (3.10)

Como laep(x) = lo(x) @ lp(x), es evidente que dicha cuaterna satisface la ecua-
cion (3.4). Antes de continuar, notemos que si tomamos a = b = 0, entonces las
cuaternas (3.7) y (3.8) son un caso particular de la cuaterna (3.10) cuando tomamos
g(x) = f(x) y g(x) # f(x), respectivamente. Por tanto, s6lo necesitamos considerar

los dos casos siguientes (justificaremos esta afirmacion mas adelante).

La demostracion de ambos resultados es consecuencia inmediata del corolario 3.1

y del teorema 3.1, ya que la cuaterna (3.10) satisface la ecuacion (3.4).

Notemos que no todas las funciones bent proporcionadas por el corolario 3.6 son

distintas entre si como ponemos de manifiesto en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.3: Supongamos que n = 2 y consideremos los vectores a = 1 = (0, 1),
b=2=(1,0) y la funcion bent de 2 variables

f(x) =myi(x) & my(x) ® ms(x).
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Es facil comprobar que,
li(x) = my(x) @ ms(x), l2(x) = ma(x) @ ms(x) ¥y lige(x) = mi(x) & ma(x).
Si consideramos la permutacion

0123
0 213

entonces, de acuerdo con el corolario 3.6 y la tabla 3.1, tenemos que

Dt ap(y, @)
=mo(y) [ (@) ®ma(y)(f ® L) (x) ®mi(y)(f © )" ()
©ms(y) (10 (f@ls)" (2))
= mo(y)mo(x) © ma(y)ma(x) & mi(y)mi(x) © ms(y) (1 ® ms(x))

=mo(y, ) ©ms(y, ) © mio(y, ) © mi2(y, ) © mis(y, ) © mu(y, ).

Por otro lado, si considereamos los vectores u = 1 = (0,1), v =3 = (1,1), la

funcion bent de 2 variables g(x) = my(x) y la permutacion

0123
0213

entonces, procediendo como en el caso anterior, tenemos que
Dy uv(y, )
=mi(y)g" () © mo(y)(9 & 1) " () & ma(y)(g & ls)" (@)
Sms(y) (L& (g@l2) (x))
= ma(y)mi(x) ® mo(y)mo(x) & ma(y)ma(z) © ms(y) (1@ ms(z))
= mo(y, @) ® ms(y, @) & mio(y, x) & mua(y, ) & mas(y, ) & mu(y, ),

que, evidentemente, coincide con Dy q (Y, ). [ |

Notemos que en el ejemplo anterior {1,2} y {1,3} son bases del mismo subes-

pacio vectorial {0,1,2,3} de Fy. Con el fin de evitar esta situacion, consideramos
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solamente vectores a, b € F" tales que {a, b} es una base de Gauss-Jordan de F4 de

cardinalidad 2 (véase la pagina 34 para recordar dicho concepto).

El resultado siguiente establece que las funciones bent construidas de acuerdo
con el corolario 3.6 son distintas, si {a,b} es una base de Gauss-Jordan de F} de
cardinalidad 2.

Lema 3.4: Sean f(x) y p(x) dos funciones bent distintas de n variables. Suponga-
mos que Dy qp(y, ) es la funcion bent de n+ 2 variables construida de acuerdo con
el corolario 3.6 utilizando f(x), la base de Gauss-Jordan {a,b} de F3 de cardinali-
dad 2 y la permutacion o de {0,1,2,3}. Supongamos también que D, .(y, x) es la
funcion bent de n+ 2 variables construida de acuerdo con el corolario 3.6 utilizando
p(x), la base de Gauss-Jordan {u,v} de Fy de cardinalidad 2 y la permutacion T de
{0,1,2,3}. Entonces
Dap(¥Y, T) # Dpuw(y, T).

DEMOSTRACION: Sil es la columna de longitud 2" con todos los elementos iguales a
1y & y  son las tablas de verdad de f(x) y p(x) respectivamente, entonces las tablas
de verdad de Dy qp(y, ) v Dpuw(y, ) tienen cuatro bloques (no necesariamente

en ese orden ni el mismo orden para todos):

Diap: & (€®A)" (€D A)" 13 (ED A’
Dpuw: Mmt M®A)T  MBA)T IEMOAuse)”

donde Ag, Ap, Ao, Aw, Ay ¥ Ayaw son las tablas de verdad de las funciones

lineales lq(x), lp(x), lagp(x), lu(x), lo(x) ¥ luge(x) respectivamente.

Si Dfapb(y, ) = Dpauw(y, ), entonces los cuatro bloques de la segunda fila son
una permutacion de los cuatro bloques de la primera fila. Ahora bien, si consideramos
los 4! casos correspondientes a dichas permutaciones, utilizando los corolarios 3.2 y
3.3, obtenemos que f(x) = p(x), o que l.(x) = 1 para algin ¢ € F que depende de

los vectores a, b, u y v, o que
(u,v) € {(a,a®b),(b,adb),(adb,a),(adbb)}. (3.11)

En cualquier caso tenemos una contradiccion ya que f(x) # p(x) por hipotesis,

lc(x) # 1 para todo ¢ € Z} y si se satisface la relacion (3.11), entonces {a, b} y
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{u, v} no pueden ser simultaneamente bases de Gauss-Jordan de cardinalidad 2. En

consecuencia, Dy qp(Y, ) # Dpuv(Y, ). O

Como ya hemos mencionado anteriormente (véanse los corolarios 3.4 y 3.5), la
construccion de funciones bent introducida en la seccion 2.1 (véanse los corolarios 2.1
y 2.1; es decir, lo que llamamos construcciones A y B en las paginas 37 y 39,
respectivamente), es un caso particular de la construccion dada en este capitulo.
Ahora, probamos que la construccion introducida en el corolario 2.5 (es decir, lo que
llamamos construccion D en la pagina 39) coincide con la construccion introducida
en el corolario 3.6, cambiando las funciones bent de n variables por las funciones

asociadas de maximo peso. Para ello, antes necesitamos el siguiente resultado.

Teorema 3.5: Si f(x) es una funcion bent de n variables y a € FY, entonces

(f ®la)"(2) = fH(z @ a). (3.12)

DEMOSTRACION: Recordemos que
Sop (f@la)") ={ueFy |w(f®la®l,)=2"""+22""},
Sop (f*) ={veF; |w(f®l,)=2""+2:""}.
Entonces, como consecuencia del teorema 1.1(a), tenemos que el conjunto
a®Sop (ff) ={a®v|veSop(ft)}

es el soporte de fT(x @ a).
Si u € Sop ((f b la)+), entonces

" L 25 = w(f @l @ 1) = w(f D lasw)
y, como consecuencia, a @ u € Sop (f1); es decir, u € a @ Sop (fT). Por tanto,
Sop ((f ®1a)") C a® Sop (f*).
Mediante un argumento similar, a & Sop (f*) C Sop ((f D la)Jr) y por lo tanto,
Sop ((f ®1a)") =a®Sop (f7).

Puesto que las funciones (f @ l,)" (z) y f* (zPa) tienen el mismo soporte, podemos

afirmar que son iguales. 0
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Ahora, como consecuencia de este resultado, podemos escribir el corolario 3.6 de

la siguiente manera (véase el corolario 2.5).

Observemos que tomando una funcién bent de n variables f(x), el corolario
anterior, generalmente, proporciona una funciéon bent diferente a la proporcionada
por el corolario 2.5 (lo que llamamos construccion D en la pagina 39); sin embargo,
al variar f(x) en el conjunto de todas las funciones bent de n variables y las bases
de Gauss-Jordan {a, b} de cardinalidad 2 de F%, ambos corolarios proporcionan las
mismas funciones bent de n + 2 variables. Por tanto, tenemos el siguiente resultado
(véase el teorema 2.4) que proporciona el niimero de funciones bent diferentes que

podemos construir a partir del corolario 3.6 (o equivalentemente, del corolario 3.8).

DEMOSTRACION: De la ultima parte de la demostracion del teorema 2.4, tenemos

que el corolario 2.5 (o equivalentemente, el corolario 3.6) proporciona

(2n —1)(2"t —1) 2" —1
| =
4y, 3 8 5 Uy

O

Igual que ocurria con el corolario 3.6, no todas las funciones bent construidas de
acuerdo con el corolario 3.7 son distintas entre si, como ponemos de manifiesto en

el ejemplo siguiente.
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Ejemplo 3.4: Supongamos que n = 2, consideremos los vectores @ = 1 = (0, 1),

b=2=(1,0) y las funciones bent de 2 variables

fl®)=mo(z) v g(x)=1&ms(x).
Si consideramos la permutacion

0123
0213

entonces, de acuerdo con el corolario 3.7 y la tabla 3.1 (véase también el ejemplo 3.3

para la expresion de las funciones l1(x), l2(x) v I3(x)), tenemos que

Efgab(y, )

= mo(y)f* () ® ma(y)(f & 1) " (@) © mu(y)(g B l2)" (@)
ems(y) (1 (gdls) (x))

= mo(y) (m1(x) & ma(x) & ms(x)) ® (mi(y) © ma(y)) (mo(x) ® ma(x) & ms(x))
® ms(y)mo(x)

= ma(y, @) ® my(y, @) O ms(y, @) © ma(y, ) © me(y, ©) & mz(y, z)

¥ mS(:‘/a w) D mlO(y7 m) S mll(ya w) S m12<y7 $)

Consideremos ahora los vectores u = 1 = (0,1), v = 3 = (1, 1) y las funciones

bent de 2 variables
p(x) = mo(x) ®my(x) ®ms(x) y q(x)=ms().
Si consideramos la permutacion

0123
1 0 3 2

entonces, procediendo como en el caso anterior, tenemos que

Ep,q,u,v(ya x)

— my(y)p* (@) & mo(y) (p @ 1) (@) & ms(y)(q & ls) " ()
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ema(y) (18 (¢®12)" (z))
= mo(y) (m1(x) ® ma(x) & ms(x)) & ms(y)mo(x)
@ (ma(y) & ma(y)) (mo(x) & ma(x) & ms(x))
= m(y,x) & ma(y, x) & ms(y, x) & mu(y, ) ® me(y, ) & mz(y, )

@ ms(y, ) & mio(y, ) & mii(y, )  mi2(y, )

que, evidentemente, coincide con Ef g q6(y, ). [ |

Notemos que en el ejemplo anterior se satisfacen las igualdades

g(x)=flx)Dils(x) vy qlx)=px)dl(x)D 1.

Por tanto, con el fin de evitar estas situaciones en la construccion de las funciones

E 4 ap(y, x) introducida en el corolario 3.7, supondremos siempre que
g(x) # f(x)®l(x) ® e, paratodo (c,c) € Fy x Fy.

El siguiente resultado establece que, bajo ciertas condiciones, las funciones bent

obtenidas a partir del corolario 3.7 son todas diferentes entre si.
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DEMOSTRACION: Si I es la columna de longitud 2" con todos los elementos iguales
aly

£ 1o Eob Sgaar & S Epw Eguaw
son las tablas de verdad de f*(z), (f ® 1) (), (9 © 1) (), (9 D laes) T (), p* (z),
(P lu) (), (¢© 1) (x) ¥ (¢ D lugey)” () respectivamente; entonces las tablas de
verdad de Ef g ap(Y, ) ¥ Epguv(yY, T) tienen cuatro bloques (no necesariamente en

ese orden ni el mismo orden para todos):

Ef,g,a,b : éf €f,a, gg,b I@gg,a,@b
Ep,q,u,'v : £p £p,u £q,'v I@gq,u@v

Si Efgap(¥, ) = Epguwn(y, ), entonces los cuatro bloques de la segunda fila
son una permutacion de los cuatro bloques de la primera fila. Por tanto, si consi-
deramos los 4! casos correspondientes a esas permutaciones, por los corolarios 3.2 y

3.3 obtenemos siempre uno de los siguientes casos:

o f(x)=p(x),

o f(x) =p(x) & lu(z),

o f(x) = q(x) & ly(x),

o flx)=1@q(x)® ly(x).

Asi que, en todos los casos obtenemos una contradiccion y, por tanto,
Ef,g,a,b(ya w) 7& Ep,q,u,’u(y7 w) O

Asi que, anadiendo a la construcciéon introducida en el corolario 3.7 las condicio-

nes del lema anterior, tenemos el siguiente resultado.
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Ahora, si llamamos construcciéon E a la construcciéon proporcionada por el
corolario 3.9, el siguiente resultado establece, como consecuencia del lema 3.5, el

ntimero de funciones bent de n + 2 variables que proporciona la construccion E.

Teorema 3.7: Si v, es el nimero de funciones bent de n wvariables, entonces el

numero de funciones bent de n + 2 wvariables que podemos construir a partir del
2" — 1\ v v,

Al —"( " 1). 3.13

("5 e (s 3.13)

DEMOSTRACION: Como consecuencia del lema 3.5, podemos elegir f(x) de v,,/2"

corolario 3.9 es

formas distintas y, fijada f(x), podemos escoger g(x) de v, /2" —1 formas distintas.
Por otro lado, podemos elegir los vectores a y b de (2ng 1) formas distintas y como

hay 4! permutaciones diferentes de {0, 1,2, 3}, con esto obtendriamos el resultado.]

Notemos que para n = 2 la expresion (3.13) es igual a 0, es decir, no obtenemos
ninguna funcién bent de 4 variables. Esto es debido a que no existen funciones bent

de 2 variables cumpliendo las condiciones del corolario 3.9.

Como ya hemos comentado en este capitulo, los corolarios 3.4, 3.5 y 3.6 son un
caso particular de los corolarios 2.1, 2.2 y 2.5. Por tanto, sabemos que las funciones
bent obtenidas a través de estas construcciones son distintas entre si (son las fun-
ciones correspondientes a las llamadas construcciones A, B y D). Sin embargo, ain
nos queda por probar que las funciones bent obtenidas a partir del corolario 3.9 (es
decir, las correspondientes a la construccion F) son todas distintas a las funciones
bent obtenidas a partir de los corolarios 3.4, 3.5 y 3.6 (es decir, las correspondientes

a la construcciones A, By D).

Lema 3.6: Sean fo(x),f(x), g(x), h(x), p(x), q(x) funciones bent de n variables
(no necesariamente distintas). Supongamos que Ay, (y,x) es la funcion bent cons-
truida en el corolario 3.4 utilizando fo(x). Supongamos que By ,(y,x) es la funcion
bent construida en el corolario 3.5 utilizando f(x), g(x) y la permutacion o de
{0,1,2,3}. Supongamos que Dy qp(y,x) es la funcion bent construida en el coro-
lario 3.6 utilizando h(x), la base de Gauss-Jordan {a,b} de F} de cardinalidad
2 y la permutacion T de {0,1,2,3}. Finalmente, supongamos que E, ;4(Y, ) €s

la funcion bent construida en el corolario 3.9 wutilizando p(x), q(x), los vectores



3 Construcciéon de funciones bent a partir de funciones de maximo y minimo peso 71

u,v € F3\ {0}, con u # v y la permutacion o de {0,1,2,3}. Entonces

AfO (y7 w) # Ep,q,u,v(ya w)? Bf,g(y7 w) # Ep,q,u,v(ya w) y Dh,a,b(ya w) # Ep,q,u,v(y7 w)

DEMOSTRACION: Sil es la columna de longitud 2™ con todos los elementos iguales a
1y &o, &, n, ¢, Ay~ son las tablas de verdad de fy(x), f(x), g(x), h(x), p(x) vy q(x)
respectivamente, entonces las tablas de verdad de Ay (y, ), Bfg(y, ), Dpap(y, )
Y Epquv(y, ) tienen cuatro bloques (no necesariamente en ese orden ni el mismo

orden para todos):

At & & & 1a&
Brg: & & n Ion
Dh7a7b : C Ca Cb I @ Ca@b

EP7Q7U7U : A )‘u 7'0 I D 7u€9v

donde (g, Cps Campr Aus Yo Y Yuse s0n las tablas de verdad de (h @ lq)" (z),

(h D lb)Jr(w)v (h D la®b)+(m)> (p D lu)+(w)> (q D lv)+(w) y (C] D lueav)Jr(w)a respec-
tivamente.

El resultado es ahora evidente ya que Ay (y,x) tiene tres bloques idénticos,
By 4(y,x) tiene solo dos bloques idénticos y todos los bloques de Dy q5(y, x) ¥
E, ¢ uv(y, x) son diferentes. Ademas, si suponemos que D, qp(Y, ) = E g un(Y, ),
entonces las funciones p(x) y ¢(x) no cumplirian las condiciones exigidas en el
corolario 3.9. U

Ahora, como consecuencia del lema 3.6 y de los teoremas 3.6 y 3.7 podemos
enunciar el resultado siguiente que establece el nimero de funciones bent de n + 2

variables distintas que podemos construir de acuerdo con los corolarios 3.6 y 3.9.

Corolario 3.10: Si v, es el numero de funciones bent de n wvariables, entonces
el numero de funciones bent de n + 2 wariables distintas que podemos construir
utilizando los corolarios 3.6 y 3.9 es

» 1\ (1 1,uv
| _ S n_o_
4.( ) )un <3+2n (2n+1 1)) (3.14)
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DEMOSTRACION: De acuerdo con los teoremas 3.6 y 3.7, el nimero de funciones

bent de n 4 2 variables que proporcionan los corolarios 3.6 y 3.9 es

(21, (20 Vn<1/n 1)_4' on _ 1 1+1<1/n 1)
9 )P TEL o )on (et —F 2 )P\ 37T on \gnm

ya que, por el lema 3.6, las funciones bent proporcionadas por los corolarios 3.6 y

3.9 son distintas entre si. O

Finalmente, tal como habiamos anunciado al inicio de la seccién, cualquier otra
posibilidad de eleccion de los vectores a y b, o de las funciones f(x) y g(x), puede
ser reducida a uno de los casos considerados en los corolarios 3.4, 3.5, 3.6 y 3.9. Por
ejemplo:

e Sia =0y b+#0, entonces la cuaterna (3.10) se convierte en

(f (), (), 9(x) @ lp(x),1 © g(x) © lp())

que corresponde al corolario 3.4 cuando f(x) = g(x) ®lp(x), o al corolario 3.5

si f(x) # g(®) & lp(w).

e Sia # 0y b=0, entonces la cuaterna (3.10) se convierte en

(f(@), f(2) @ la(x), g(2),1® g(x) © la())

que corresponde al corolario 3.5 en los casos en los que
g(x) = f(=),

g(@) =1 f(z),

g(x) = f(x) & la(),

g(@) =1 f(z) @ la(x);

o al corolario 3.9 cuando

g(x) # (=),

g(x) # 16 f(z),

g(x) # f(x) ® la(z),

9(@) #10 f(x) D la(x).

Asi que, como consecuencia del teorema 3.4, el lema 3.6 y el corolario 3.10, tene-

@)

@)

@)

O

(@)

@)

O

O

mos los resultados siguientes que establecen una cota inferior para w, y el nimero
de funciones bent diferentes que podemos obtener a partir de los corolarios 3.4, 3.5,
3.6y 3.9.
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DEMOSTRACION: Por el teorema 3.3, el nimero de funciones bent de n+ 2 variables

que proporcionan los corolarios 3.4 y 3.5 viene dado por la expresion (3.9).

Analogamente, por el corolario 3.10, el ntimero de funciones bent de n+2 variables

que proporcionan los corolarios 3.6 y 3.9 viene dado por la expresion (3.14).

Ahora, como consecuencia del lema 3.6, podemos afirmar que al sumar las ex-
presiones (3.9) y (3.14) obtenemos el nimero de funciones bent de n + 2 variables
que proporcionan los corolarios 3.4, 3.5, 3.6 y 3.9. Dicha suma coincide con la ex-

presion (3.15) como podemos comprobar sin ninguna dificultad. O

Observemos que para n = 2, la expresion (3.15) se convierte en
2 3 1
6-8 —8-8—|—24-3-8<8—2 +§) =512,

es decir, partiendo de las ocho funciones bent de 2 variables, podemos asegurar que
nuestra construcciéon proporciona 512 funciones bent de 4 variables de las 896 que

existen.

Analogamente, para n = 4, la expresion (3.15) se convierte en

1
6-896% —8-896 424 - 105 - 896 (896 —2° 4 §> = 1956405248 < 5425430528 = 1.
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Y, finalmente, para n = 6, la expresion (3.15) se convierte en

6 - 54254305287 — 8 - 5425430528
1
+ 24 -1953 - 5425430 528 (5 425430528 — 27 + §)

= 1379867792836 951751574 352

< 99270589265 934 370 305 785 861 242 880.

3.3 Comparacién con otros métodos

En esta seccién comparamos las construcciones introducidas en este capitulo con
los métodos de construccion clasicos introducidos en el capitulo 1. En la seccion 3.2,
ya comprobamos que las construcciones definidas en el capitulo 2 son casos parti-
culares de la construccion definida en este capitulo, por lo tanto, no es necesaria su

comparacién en esta seccion.

3.3.1 Clase Rothaus

El ejemplo siguiente muestra que existen funciones bent construidas a partir del
teorema 3.2 que no son funciones bent de la clase Rothaus, es decir, que no se pueden

obtener a partir del teorema 1.3.

Ejemplo 3.5: Supongamos que n = 4 y consideremos las funciones booleanas de 4

variables

||
3
8
®
3
8
®
3
8
®
5
8
®
3
&
®
E
8

=
DEONCONC
Il
3
/\/—\/O-\/-\
\_/\/\8/\/
D
3
GGG
D
3
/-\/\/w-\/-\
\_/\/\3/\/
D
3
/\/‘\f‘\/-\
\_/\_/\3/\_/
D
3
S
8
D
3
B
8

donde sus funciones asociadas de minimo peso son

fo (&) = mo(x) © mz(x) © mai(x) © mz(x) © mis(x) © mys(x),
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Ji () = mo(x) ® ms(x) ® ms(x) & mz(x) & mu(x) & mis(x),

fy (@) = mo(x) & ms(x) & me(x) & mr(x) & mas(x) S mis(x)

5 (@) = mo(®) © my (@) © ma(x) © ma(z) ©ms(z) ©me(z)
@ my(x) & mao() & ma1(x) & maa(x).

Si consideramos la permutacion

0123
1 0 2 3

entonces, a partir del teorema 3.2, aplicaindolo para las funciones de minimo peso,

y por el corolario 1.2, obtenemos la funciéon bent de 6 variables dada por
Fy, )
= mi(y)fo (®) @ mo(y) fi () © ma(y) fo () © ms(y)fy ()
= mug(Y, T) & ma3(y, T) & mar(y, T) S may(y, ) ® mao(y, ) ® mai(y, x)
S mo(y, ) & ms(y, ) ® ms(y, ) S me(y, ) & mia(y, ) ® mis(y, )
® maa(y, x) © mas(Y, ) O mas(y, ©) S mag(y, ) & mas(y, ) & mar(y, )
© mas(Y, ) © mag(y, ) © mso(yY, ©) S msa(y, ) © msz(y, ) © msa(y, T)
© ms7(yY, ) © mss(Y, ) © mso(Y, ) © meo(y, )
=mo(y, ) & ms(y,x) ®ms(y,x) & mz(y, x) & muu(y, ) & mis(y, )
& mso(y, @) & ms(y, )
© mza(y, x) © mas (Y, ) © mas(y, ©) S mag(y, ) & mas(y, ) S mar(y, )

S m53(y7 ) D m54(y7 SU)

Si calculamos su forma normal algebraica a través de la definicion de minterm,

tenemos que

Flyx) =102 Qra B x3® x4 ®x100 D 2173 O 7174 B T2T3 D Y1Y2T2
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D 11Y2T3 D Y1Y2Ta B Y120273 D Y120204 D Yo2ToTy D YoT3Ty,

en cuya expresion no aparece el término y;y» (que corresponderia al término x,, ;12,2
de las nuevas variables); por el comentario que aparece después del teorema 1.3, po-

demos asegurar que no es de la clase Rothaus. [ |

3.3.2 Clase Maiorana-McFarland

Ahora mostramos un ejemplo de funcién bent construida a través del teore-
ma 3.2, que no se puede obtener a partir de la construcciéon de Maiorana-McFarland

introducida en el teorema 1.4.

Ejemplo 3.6: Supongamos que n = 2 y consideremos las funciones boolenas de 2

variables
fo(@) =fi(z) = mi(x) @ ma(x) ® ms(x),
fo(x) =ma(z),
fs(x) =mo(x) & my(x) & ms(x),

entonces, sus funciones asociadas de méximo peso son

fo (&) =ma (),
f3 () =mo(x) ® my(x) ® ms(x).

Si consideramos o como la permutacion identidad, entonces aplicando el teorema 3.2

y el corolario 1.2, obtenemos la funcién bent de 4 variables dada por

F(y,z)
=mo(y) fo (x) © mi(y) fi' (x) © ma(y) fy (x) © ms(y) f3 ()
=mq(y)mo(x) & m1(y)mo(x) & ma(y)mi(x) & ms(y) (mo(z) ® mo(x) & ms(x))

:mO(y7 m) S m4(y> w) S m9(y7 w) D le(y7 w) @ m14(y7 w) S mlS(yv :B)

Sin embargo, no es de la clase Maiorana-McFarland ya que no existe ninguna

permutaciéon 7 de F2 tal que la funcién se pueda expresar como en el teorema 1.4.
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Ademés, si calculamos su forma normal algebraica a través de la definicion de min-

term, obtenemos que
Fly,z) =19 71 © 22 ® 1172 Y1 D 1171 D 1y

donde la aparicion del término x;xs no se ajustaria a la formula (x, 7(y)) @ f(y) de

una funcion de clase Maiorana-McFarland. [ |

3.3.3 Clase Carlet

Ahora mostramos un ejemplo de funcién bent construida a través del teorema 3.2,
que no se puede obtener a partir de la construcciéon de Carlet introducida en el

teorema 1.5.

Ejemplo 3.7: Supongamos que n = 2 y consideremos las funciones boolenas de 2

variables

fo (@) =mo(),
fi () =ma (),
f3 (@) =ma(),
f3 (@) =mo(x) & ma(z) & ma()
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Variables 4 6 ] 10
Bent 896 5425430528 2106 ?
Rothaus 512 ? ? 2
Maiorana-McFarland 384 10321920 260 2150
Carlet 320 ? ? ?
Construccion A 32 3584 92343 91083
Construccion B 288 4806144 20725 215,17
Construccion C 288 161280 242 QU787
Construccion D 192 752640 24626 912427
Construccion £ 0 68040 24085 911685

Tabla 3.4: Numero de funciones bent construidas con diferentes métodos

entonces, por el teorema 3.2 y por el corolario 1.2, obtenemos la funcién bent de 4

variables dada por

F(y, )
=my(y) fo () © ma(y) fi () ® ms(y) fi () @ mo(y) f3 ()@
=m4 (y)mo(x) ® ma(y)mi(x) ® ms(y)ma(x) ® mo(y) (mo(x) & my(x) ® me(x))

:mO(y7 CC) D my (y> CB) S mZ(y> w) D m4(y7 .’13) D m9<y7 CU) D m14(y7 w)

Sin embargo, esta funcién no es de la clase Carlet ya que no existen funciones bent
de 2 variables fo(x), fi(x), 9o(y) v g1(y) tales que pueda expresarse como la funcion
definida por el teorema 1.5. Dicha comprobacién se ha verificado computacionalmen-
te calculando todas las funciones de la clase Carlet de 4 variables y comprobando

que la funcién obtenida a través de este ejemplo no era ninguna de ellas. [ |

La tabla 3.4 recopila el nimero de funciones bent que podemos obtener a partir de
las construcciones A, B, C, D y FE definidas en los capitulos 2 y 3, comparandolo con
el nimero de funciones bent de las clases Rothaus, Maiorana-McFarland y Carlet
(para m = 2). El ntmero de funciones bent para n > 8 variables, el ntmero de
funciones de la clase Rothaus de 6 y 8 variables y el niimero de funciones bent de la

clase Carlet (para n > 2) son atn desconocidos. Observamos que para 4 variables el
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numero de funciones bent proporcionado por las construcciones A y B es el mismo
que el namero de funciones bent propocionado por la construccién de Rothaus; sin
embargo, la construccion B (dada en el teorema 2.3) proporciona funciones bent

distintas a las de la clase Rothaus como hemos comprobado en la subseccion 2.3.2.
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Capitulo 4

Caracterizacién y construccién de
funciones bent de n + 1 variables a
partir de funciones booleanas de n

variables

4.1 Construccidon basada en dos funciones
booleanas

Las construcciones definidas en los capitulos 2 y 3 se basan en la obtencion de
funciones bent de n + 2 variables a partir de funciones bent de n variables, con
n un entero positivo par. Sin embargo, en este capitulo definimos un método de
construccién a partir del cual generamos funciones bent de n+ 1 variables partiendo
de funciones booleanas de n variables (siendo n un entero positivo impar) que no
pueden ser funciones bent. Ademas, también propocionamos la forma explicita de
las funciones booleanas implicadas en la construccion, con lo que observamos que

estas provienen a su vez de funciones bent de n — 1 variables.

En todo este capitulo, suponemos que fo(x) y fi(2) son dos funciones booleanas

de n variables y consideramos la funcién booleana de n + 1 variables dada por
[y, ) =mo(y) fo(z) & mi(y) fi(z). (4.1)

Puesto que

81
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B 1, siy=rt,
"0, sy
tenemos que
fO.2)=folx) vy f(Lz)= fi(z) (4.2)

Ademas, como consecuencia del corolario 1.1,

Sop (f) = Sop (fo) U{2" +a | a € Sop (f1)}

y, cOmo
Sop (fo) N{2" +a | a € Sop (f1)} =0,

tenemos que

w(f) =w(fo) +w(f1)

En cambio, si utilizamos vectores como subindices de los minterms, entonces
Sop (f) = {(0,a) | a € Sop (fo)} U{(1,a) | a € Sop (f1)}. (4.3)

El resultado siguiente, necesario para la demostracion de uno de los teoremas
principales de este capitulo (véase el teorema 4.1 méas adelante), nos propociona el

peso de la funcion f(x) @ lpq)(x) a partir de los pesos de las funciones

fO(m) D la(m) y fl(m) S la(w)'

DEMOSTRACION: De la expresion (4.1) y de la definicion de [( q)(y, ), tenemos que

f(y, ) @ lpa)(y, 2) = mo(y) fo(x) © mi(y) fr(z) © by © la(x).



4 Caracterizaciéon y construccién de funciones bent de n + 1 variables 83

y x| mo(y) mu(y) | folx) fi(z) by Xa(z) | f(y, @) ®lpa)(y, @)
T I 0 50 51 0 Aq £O@Aa
| o0 I & & M A, DA,

Tabla 4.1: Tabla de verdad de f(y,x) @ l(y,q)(y, )

b=10 b=1
§o®Aa & @B Al
§0Aa £ 01D A,

Tabla 4.2: Tabla de verdad de f(y, ) @l q)(y, T) para los distintos valores
de b.

Si 0 e I son las columnas de longitud 2™ con todos los elementos iguales a 0
y 1 respectivamente; 7 es la matriz de tamano 2" X n cuya i-ésima fila es ¢, para
i=0,1,...,2"—=1; &,y &, son las tablas de verdad de fo(x) y fi(x) respectivamente;
y A4 es la tabla de verdad de la funcion lineal 4 (), entonces la tltima columna de
la tabla 4.1 muestra la tabla de verdad de la funciéon booleana f(y,x) ® l.q)(y, ),

donde bI es la columna de longitud 2" con todos los elementos iguales a b.

Ahora, de la tabla 4.2, que representa los dos bloques de la tabla de verdad de
la funciéon booleana f(y,x) @ l4,q)(y, ) para los diferentes valores de b, obtenemos
el resultado, ya que w(f; @ lq) coincide con el nimero de 1 del bloque &; ® A, para
j=0,1. O

A partir de ahora y hasta el final del capitulo, suponemos que n es impar y, por
tanto, que n + 1 es par. El siguiente resultado introduce una condicién necesaria y

suficiente para que la funciéon f(y, ) definida por la expresion (4.1) sea bent.

Teorema 4.1: Sean fo(x) y fi(x) dos funciones booleanas de n variables. La fun-
cion booleana f(y,x) de n+ 1 variables definida por la expresion (4.1) es bent si y

solo si para todo a € Fy se satisface una de las dos condiciones siguientes:
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(a’) w(fO D la) =21 4 2nT_1 Y w(fl fas) la,) _ 271—1’
(b) wifo®la) = 2" y w(fi ®la) =27 £2°7".

DEMOSTRACION: Supongamos que f(y, ) es una funcién bent. Entonces, de acuer-

do con el teorema 1.2 tenemos que
w(f ®lpa) = 2" £2°7

para todo (b, a) € Fy*™.

Supongamos en primer lugar que w(f @ lpq) = 2" + 2" cuando b = 0,1.

Entonces, por el lema 4.1,
2" 427 = w(fo®la) +w(fi B la), (4.4)
2"+ 277 = w(fo ®la) + 2" — w(fy @ la). (4.5)
Si sumamos miembro a miembro las igualdades (4.4) y (4.5) obtenemos que
2 (2” n 2%> = 20(fy © lg) + 2"

y por tanto,
w(fo ®lg) = 27+ 2°F — 2n~l = o=l 4 9%F

Si en lugar de sumar las igualdades (4.4) y (4.5) las restamos, entonces obtenemos
que
0=2w(f ®la) — 2",

con lo que
w(fy ®lg) =21

Supongamos ahora que w(f @ lpq) = 2" — 2”2 cuando b = 0,1. Entonces,

mediante un razonamiento analogo al anterior, obtenemos que
n—1
w(fo®ly) =2"""1-272 v w(fid®ly) =2""".
Finalmente, si suponemos que

M4+ 2", sib=0,

w(f @ lbﬂl) = n—1
M 9" sib=1,
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0 que
M 2" sib=0,
w(f@lb7a) = n—1 .
2"+ 272, sib=1,

entonces, razonando de forma analoga, obtenemos las igualdades del apartado (b).
Para probar el reciproco, supongamos primero que se satisface la condicion (a).

Si b= 0, entonces por el lema 4.1,
w(f & lpa)) = w(fo ®la) +w(fi & la)
— 49 !
— 242"
En cambio si b = 1, entonces, de nuevo por el lema 4.1,

w(f ®lpay) =w(fo®la) +2" —w(fi ®1l,)
1 2”*1 —+ Qanl + omn _ 2TL71
—on 4 9"

Por tanto, por el teorema 1.2, f(y,«) es una funciéon bent de n + 1 variables.

Finalmente, si se satisface la condicion (b), mediante un razonamiento comple-
tamente andlogo al anterior, también obtenemos que f(y, ) es una funcion bent de
n + 1 variables. U

Como consecuencia inmediata del teorema anterior tenemos los siguientes dos
corolarios que nos proporcionan algunas propiedades interesantes de las funciones

booleanas de n variables fo(x) y fi(x) de la expresion (4.1).

Corolario 4.1: Sean fo(x) y fi(x) dos funciones booleanas de n variables. Si la
funcion booleana f(y,x) de n + 1 variables definida por la expresion (4.1) es bent,

entonces solo una de las dos funciones fo(x) o fi(x) es equilibrada.

DEMOSTRACION: Como f(y,x) es una funcién bent, tomando a = 0 en el teore-

ma 4.1 sabemos que se satisface una de las dos condiciones siguientes:
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cuw(fo)=2""£27 y w(f) =2

o w(fo) =2"" y o ow(f) =202
Por tanto, es evidente que s6lo una de las dos funciones fo(x) o fi(x) es equilibra-
da. O

DEMOSTRACION: Por el teorema 1.2 tenemos que la funciéon booleana

f(y,w)@f((b,a) @(yaw)) V2 f(yaw)®f(b@y7a@w)
= mo(y) folx) ® mi(y) fi(x) ©mo(b D y)fola ® x) ®mi(bDy)fila®x)

es equilibrada para todo (b,a) € Fy x F5 con (b,a) # (0,0). Ahora, como por el

lema 1.1

mo(l@y) =mi(y) v mi(1©y) =mo(y)

tenemos que

fly,z) @ f((1,a) ® (y, ))
=mo(y) (fo(z) ® fila ® ) & mi(y) (fola® ) ® fi(x))

y, por tanto, utilizando la expresion (4.2),

2= > fyx) o f(1,a)® (v )

(y,2)€F, xFy

=Y fo@ @ f(la)e0x)+ Y f(Le) e f(1,a) @ (1))

xclFy xclFy

=Y (h@) e hlaew)+ Y (fladz)e fix). (4.6)

xclFy xzelFy
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Ahora, como la aplicacion o, : Fy — F5 dada por o4(x) = a @ x es biyectiva,

tenemos que

Y (fo@)e filadm) =) (filaow) s fi(z)),

xEclFy xCFy

y de la expresion (4.6), concluimos que

2 =Y (hlaod) e fi@) v 27 = (h@) s filavw):;

x€Fy z€Fy
por tanto, las funciones
folawx)s filz) v folx)® filad )

son equilibradas. 0

Notemos que si f(y, ) es una funciéon bent de n+ 1 variables, por el corolario 4.2
tenemos que la funcion booleana de n variables fy(x) @ fi(x) es equilibrada (basta
tomar @ = 0). Sin embargo, del hecho de que dicha funciéon sea equilibrada no
podemos asegurar que la funcion f(y,x) sea bent, como ponemos de manifiesto en

el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4.1: Supongamos que n = 3 y consideremos las funciones booleanas de 3

variables
fo(x) =mo(x) ®me(x) y fi(x)=mo(x) ® ma(x) & ma(x) ® msr(x).
Claramente, la funciéon booleana de 3 variables
fo(®) ® fr(x) = ma(x) © ma(x) © me(x) © me(x)
es equilibrada y, por el corolario 1.1,

fly,®) = mo(y) (mo(x) ® me(x)) ® mi(y) (mo(x) & ma(@) ® ma(z) © me(x))
= mO(y7 13) S mﬁ(y7 iB) D mB(yJ 11) D mlO(y7 13) S m12(y7 m) S m15<y7 w)
Notemos que, por el comentario que sigue al teorema 1.2, tenemos que la funcion

f(y, x) tiene el nimero de minterms necesario para ser una funcion bent, sin embargo

no lo es, como vemos a continuacion.
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Para a = (1,0,0) € F3 tenemos que

la() = my(x) ® ms(x) ® me(x) & my(x)

con lo que
Jo(@) ® la(x) = mo(x) & ma(z) & ms(x) ® mr(x)
y
fi(@) ® la(x) = mo(x) & ma(x) ® ms(x) © me(x).
Por tanto,
w(fo®la) =4 v wlfidla) =4
Asi, por el teorema 4.1, f(y, ) no puede ser una funcion bent. |

A continuacion, obtenemos una construccion explicita de las funciones fo(x) y
fi(x) de n variables para que la funcion bent f(y,x) de n+ 1 variables definida por

la expresion (4.1) sea bent.

Con el objetivo de simplificar la notacion y las distintas demostraciones intro-

ducimos la notacion siguiente. Si @ = (xy, 29, ...,2,_1,2,) € F3, denotamos por
& el vector de F5 ! formado por las n — 1 primeras componentes de @, es decir,
& = (x1,29,...,2,_1), con lo que & = (&, x,).
Supongamos en primer lugar que @ = (ay, as, . .., ap—1) € F?7 v consideremos
) ) ) 2

e ¢l vector a = (a, 1) € Fy,

e ¢l conjunto
Lo ={x €Fy | lo(x) =0} = {(ﬁ:,xn) eFy |z, = l&(ﬁ:)},
que es un subespacio vectorial de F} de dimension n — 1,
e la aplicacion ®, : 5! — L, dada por
O,(x) = (,1a(2)) (4.7)

que, evidentemente, es un isomorfismo de espacios vectoriales,

e la aplicacion ®, : F5~! — F2 \ L, dada por
Do(2) = (2,10 14(2)) = Pa(2) @ (0, 1) (4.8)

que, claramente es biyectiva, aunque ahora no se trate de una aplicacion lineal.



4 Caracterizaciéon y construccién de funciones bent de n + 1 variables 89

Ahora podemos establecer el resultado principal de este capitulo (véase el teo-

rema 4.2 mas adelante). Sin embargo, veamos primero un lema que facilitara la

demostraciéon de dicho teorema.

DEMOSTRACION: De la expresion (4.7) y de la definicion de minterm, tenemos que
Mg, (@) (£, la(T)) = M, @)(Z, la(2))
=(10u 1)1 us @ x2) - (1D up_1 B Tp1)(1 D la(w) B la(X))
=ma(2)(1 @ la(n) & la(x)).
Ahora, si & =, entonces lg(&) = la(w) y ma(Z) =1 con lo que
Ma, (a) (2, la(T)) = 1.
En cambio, si & # u, entonces mg () = 0y, por tanto,
Mg 10 (@, 1a(@) = 0.
En cualquier caso, ma, ) (2, la(2)) = ma(T).

La otra igualdad se obtiene a partir de la expresion (4.8) y de la definicion de

minterm mediante un razonamiento completamente analogo. U

El teorema siguiente, que es uno de los resultados principales de este capitulo,

proporciona un método para construir las funciones booleanas fo(x) y fi(x) de

forma explicita para que la funcion f(y, ), definida por la expresion (4.1), sea bent.
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con @y y ®g las aplicaciones definidas por las expresiones (4.7) y (4.8) respectiva-

mente. Si

fi®) = fo(@) ®la(x) o fi(x) = folz)® la(z) &1 (4.10)

entonces la funcion f(y,x) de n+1 variables definida por la expresion (4.1) es bent.

DEMOSTRACION: Supongamos que fi(x) = fo(x) @ lo(x). Sustituyendo en la ex-
presion (4.1) y teniendo en cuenta la expresion (1.1) y la defincion de minterm,

obtenemos que

fly, ) = mo(y)fo(x) ® mi(y) (fo(z) © la(z))
= (mo(y) © m1(y)) fo(x) ® mi(y)la(x)
= fo(x) ® yla(x). (4.11)

Ahora, para que esta funcién sea bent debemos probar, de acuerdo con el teore-
ma 1.2, que el nimero de 1 de la tabla de verdad de f(y, ) ®lp.0)(y, ) es M2
para todo (b, ¢) € Fy x F}, con ¢ = (¢, ).

Supongamos que x = (&,z,) € Fy. Si @ € L,, entonces x,, = la(Z) y por el

lema 4.2 y la expresion (4.9) tenemos que

folz) = AGB Mapg () ()

= bQ(CAC),
y ahora, de la expresion (4.11), tenemos que
Y, ) ® gy, @) = bo(2) B yla(x) S by ® le()
=bo(x) ® by @ lo(x) B cyla(x)

ya que lg(x) = 0 (pues « € Lg).
Si 0 e I son las columnas de longitud 2"~! con todos los elementos iguales a 0

y 1 respectivamente; 7 es la matriz de tamano 2"~! x (n — 1) cuya i-¢sima fila es 2
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la(&) =0 la(&) = 1
z | bo(x) by le(2) | f(y,2) Dlpe(y, ) | [y, x) ®lpe(y, )
& 0 As & © Ae €0 © Az @ e
F1 & b As E,DADVL [ EDAD (DD ey

(a)x € Lqg
la()=0 la(z) =1
z|b(x) 1aby L) [fy.)Dlpey.x) |f(y,x)®lpey, )
3 0 A E,B A D el & @A
I #| & (&bl A £,6A:06(13bac)I| @A (1]

(byz € F3 \ L,
Tabla 4.3: Tabla de verdad de f(y,x) @ lp,c)(y, )

parai=0,1,2,...,2" 1 -1, éj es la tabla de verdad de b;(), para j = 0,1; Ag es
la tabla de verdad de la funcién lineal la(2); y bI es la columna de longitud 2" con
todos los elementos iguales a b; entonces las dos ultimas columnas de la tabla 4.3(a)
representan la tabla de verdad de la funcion f(y, ) ©ls,¢)(y, ) para € L, cuando

la() =0y la(x) = 1, respectivamente.

En cambio, si @ € F} \ Lg, entonces x,, = 1 @ la(@) y por el lema 4.2 y la

expresion (4.9), tenemos que

folx) = @ Mg, (v) (Z)

= bl (i')a
y ahora, de la expresion (4.11), tenemos que
f(y, ) & Lo (y, @) = bi(2) S yla(x) & by & le()

= b1(2) ® (1 ©b)y @ lo(2) B co(1 © la(@))



92 4.1 Construcciéon basada en dos funciones booleanas

[y, @) & lpe(y. )

éo@Aé éo@Aa@CnI
€0 ® Ae ® U1 En®AD (DD c,)l
él@Aé@cnI él@A&

EDAD(1Bb) & DA (1)

Tabla 4.4: Tabla de verdad de f(y, ) @l ¢)(y, T)-

ya que lq(x) =1 (pues € Fy \ Lg).

Ahora, procediendo como en el caso anterior, las dos tultimas columnas de la
tabla 4.3(b) representan la tabla de verdad de la funcion f(y, ) @ lp.¢)(y, ) para
x € F} \ L, cuando l4(x) = 0y la(@) = 1, respectivamente.

En consecuencia, los cuatro bloques que constituyen la tabla de verdad de la

funcion f(y,x) @ lp,e)(y, ) son los bloques de la primera o de la segunda columna
de la tabla 4.4.

Ahora, la tabla 4.5(a) representa los cuatro bloques de la primera columna de la
tabla 4.4 segun los distintos valores de b y ¢, mientras que la tabla 4.5(b) representa
los cuatro bloques de la segunda columna de la tabla 4.4, también segtn los distintos

valores de by ¢,.

Puesto que b;(), para j = 0,1, es una funciéon bent de n — 1 variables, por el

teorema 1.2, tenemos que
wb; ® 1) =272+ 2",

Por tanto, en la primera columna de la tabla 4.5(a) hay tres bloques cuyo ntumero
de 1es 2" 242" y un bloque cuyo ntimero de 1 es 2772 — ZHT_R), o bien un bloque
cuyo nimero de 1 es 2772 + 2" y tres bloques cuyo niimero de 1 es 2772 — 2"7. En

. , . n—1
cualquier caso, podemos afirmar que el niimero de 1 de dicha columna es 2" +277 .

Lo mismo ocurre con cada una de las restantes columnas de la tabla 4.5(a) y con
todas las columnas de la tabla 4.5(b).

En consecuencia, f(y, ) es una funcién bent de n + 1 variables. U

El ejemplo siguiente nos muestra como podemos construir funciones bent a partir
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b Cn b Cn b Cn b Cn

0 0 0 1 1 0 1 1
&, @ As & ®As & ®As £ @ Az
EodAe | £BA: |§ AT DA
E, oA | 0N DI & DA, |EDADI

E oA E DA | £ 0A DA DI

(a) Bloques de la primera columna de la tabla 4.4

b Cn b Cn b Cn b Cn
o o0 |o 1 10 1 1
éo@Aé éo@Aa@I éo@Aa éo@Ae@I
Eo@Ae | @ADI|{BABI| £ @A,
G | & BA: | A | & oA
ELOADI|E, DA DT| & DA, &, @ As

(b) Bloques de la segunda columna de la tabla 4.4

Tabla 4.5: Bloques de las columnas de la tabla 4.4 segtin los distintos valores

deb y c,.

del teorema 4.2.

Ejemplo 4.2: Supongamos que n = 3 y consideremos el vector a = 1 = (0,0, 1).

Entonces
Ly = {(z1, 29, 23) € F3 | 23 = 0}
={(0,0,0),(0,1,0),(1,0,0),(1,1,0)} = {0,2,4,6}
y
IF% \ L; = {(0,0,1),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,1)} = {1,3,5,7}.
Ademas

Oy:F2— Ly vy O :F—TF\L
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satisfacen

(1)1(1’1,1’2) = (Il, T, O) y @1(]31,372) = (I‘l, T, 1)
Supongamos que
Sop (b)) = {2} ={(1,0)} 'y Sop(b) = {3} ={(1, 1)},

entonces, de acuerdo con la expresion (4.9), tenemos que

Mo, (2 (m), slax € Ll,
folx) = (2)

m§1(3)(:c), six e Fg \ Ll,

mg(x), sixe€ {0,246},
mr(x), sixe{l,3,5 7},
ya que
(1)1(2) y (1)1(170) = (17070) - 47

(I)l('?’) S @1(17 1) = (17 L, 1) =1,

por tanto,

Sop (fo) = {47 7}'

Ahora, si tomamos fi(x) = fo(x) D l1(x), como Sop (I1) = Fs \ Ly, tenemos que
Sop (f1) = Sop (fo) ASop (I1) = {4,7}A{1,3,5,7} = {1,3,4,5},
por la expresion (4.3,)
Sop (f) ={(0,4),(0,7),(1,1),(1,3)(1,4),(1,5)} = {4,7,9,11,12,13},
con lo que
fly, ) = ma(y,x) © mr(y, @) © mo(y, ) ® mu(y, ) © miz(y, ) S maz(y, x).

En cambio, si tomamos fi(x) = fo(x) ®l1(x) ® 1, como Sop (1 & l1) = Ly, tenemos

que

Sop (f1) = Sop (fo) ASop (I & 1) = {4,7}A{0,2,4,6} = {0,2,6,7}
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y, por la expresion (4.3),
Sop (f) = {(0,4),(0,7),(1,0),(1,2),(1,6),(1,7)} = {4,7,8,10,14,15},
con lo que
[y, ) = ma(y, ) ©@ mr(y, @) & ms(y, ) ® mio(y, ) & mu(y, ) ® mis(y, =). A

Seguidamente, introducimos los resultados que nos permitirdn contabilizar el
numero de funciones bent distintas que podemos construir de acuerdo con el teore-
ma 4.2.

Teorema 4.3: Supongamos que a = (a,1) € Fy y que fo(x) y fi(x) son las fun-
ciones de la expresion (4.9) definidas por los pares de funciones bent de n — 1 varia-
bles (bo(),b1(2)) vy (bp(x), b\ (x)), respectivamente. Supongamos que fi(x) y fi(x)
son las funciones de la expresion (4.10) definidas a partir de las funciones fo(x) y
fi(x), respectivamente. Finalmente, supongamos que f(y,x) y f'(y,x) son las fun-
ciones construidas de acuerdo con el teorema 4.2 a partir de los pares de funciones
(fo(z), fi(z)) y (fo(z), fi(x)), respectivamente. Si (bo(Z),bi(&)) # (bo(&), b:(2)),
entonces f(y,x) # f'(y, x).

DEMOSTRACION: Por la expresion (4.3), tenemos que

Sop (f) = {(0,b) | b€ Sop (fo)} U{(1,b) | b€ Sop(f1)}

Sop () = {(0,8) | b" € Sop (f5)} U{(1," | b" € Sop (f1)}-

Supongamos que f(y,x) = f'(y,x). Entonces Sop (f) = Sop (f’) vy, de las expre-

siones anteriores, necesariamente
Sop (fo) =Sop(fs) v Sop(fi)=Sop(f). (4.12)

Supongamos que & € Sop (by) C F5~; entonces e = (&,14(€)) € Lq. Ahora, por

el lema 4.2, tenemos que

w»n
=
43
I
o

L,

May(w) (€ la(€) = ma(e) = .

<

[~
e
\.m>
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y por la expresion (4.9), tenemos que

fole)= P ma.wle)

weSop(bo)

=1

con lo que e € Sop (fy) y, de la expresion (4.12), fi(e) = 1. De nuevo, por el lema 4.2

y la expresion (4.9), tenemos que e € Sop (b;). Por tanto,
Sop (bo) < Sop (b)) -
Mediante un razonamiento analogo obtenemos que Sop (b)) C Sop (bo).

En consecuencia, Sop (by) = Sop ().

Ahora, procediendo como en el caso anterior, obtenemos también que
Sop (b1) = Sop (b)) -

Por tanto, (bo(x),b1(x)) = (by(x),bi(x)), que es una contradiccion. En conse-
cuencia, f(y.2) # /(4. ). .

. Qué ocurre si en los teoremas 4.2 y 4.3 consideramos un vector a cuya tultima
componente es 07 El ejemplo siguiente nos ayudard a entender los cambios que

debemos hacer para que dichos teoremas continten siendo validos.

Ejemplo 4.3: Supongamos, como en el ejemplo 4.2, que n = 3 y consideremos el

vector a = 2 = (0,1,0). Entonces
Ly = {(ZEl,J]Q,Ig) c ]Fg | T9 = O}

={(0,0,0),(0,0,1),(1,0,0),(1,0,1)} = {0,1,4,5}

F3\ Ly = {(0,1,0),(0,1,1),(1,1,0),(1,1,1)} = {2,3,6,7}.
Consideremos ahora las aplicaciones

Py :F2— Ly v Dy:FF—TF\ Ly
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tales que

‘132(1’1,962) = (1U1707I2) y @2(131,@) = (l’b 17$2).
Si suponemos, como en el ejemplo 4.2, que
Sop (bo) = {2} = {(1,0)} vy Sop(bs) = {3} ={(1, 1)},

entonces, de acuerdo con la expresion (4.9), tenemos que

Mo, (2 (m), slax € Lz,
folz) = (2)

m§>2(3)(:c), six e Fg \ Lz,

mg(x), sixe€{0,1,4,5},
mr(x), sixe{2,3,6,7},
ya que
(1)2(2) y (1)2(170) = (17070) - 47

(I)2(3) = @2(17 1) = (17 L, 1) =1,

por tanto,

Sop (fo) = {47 7}'

Ahora, si tomamos fi(x) = fo(x) D l2(x), como Sop (lz) = F \ La, tenemos que
Sop (f1) = Sop (fo) ASop (l2) = {4,7}A{2,3,6,7} = {2,3,4,6}
y, por la expresion (4.3),
Sop (f) = {(0,4),(0,7),(1,2),(1,3),(1,4),(1,6)} = {4,7,10,11,12,14},
por tanto,
fly, ) = ma(y,®) © mz(y, ) © mio(y, ) © mui(y, x) © mia(y, ) © mu(y, ).

En cambio, si tomamos fi(x) = fo(x) ®l2(x) ® 1, como Sop (1 & l3) = Lo, tenemos

que

Sop (f1) = Sop (fo) ASop (I ® 1) = {4,7}A{0,1,4,5} = {0,1,5,7}
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y, por la expresion (4.3),
Sop (f) = {(0,4),(0,7),(1,0),(1,1),(1,5),(1,7)} = {4,7,8,9,13,15}.
Por tanto
fly, ) = maly, @) ® ma(y, @) & ms(y, ) & mo(y, ) & ms(y, ) & mas(y, ). W

Asi pues, tal y como se desprende del ejemplo anterior, si a = (a,0) € Fy con
a # 0, entonces m(a) = (a, 1) para alguna permutacion 7 del conjunto {1,2,...,n}.
Por tanto, si aplicamos los teoremas 4.2 y 4.3 con w(a) y w(x), podemos afirmar
que dichos teoremas siguen siendo validos para cualquier @ € Fj \ {0} y, como

consecuencia inmediata del teorema 4.3, tenemos el resultado siguiente.

Corolario 4.3: Siv,_1 es el numero de funciones bent de n — 1 variables, entonces
el numero de funciones bent de n + 1 variables que podemos construir de acuerdo

con el teorema 4.2 es

DEMOSTRACION: Podemos elegir el par (by, by) de v2_, formas distintas y el vector

a de 2" — 1 formas distintas. Ahora, de acuerdo con la expresion (4.10), podemos

elegir fi(x) de 2 formas distintas. En consecuencia, el nimero de funciones bent de
n + 1 variables que podemos construir de acuerdo con el teorema 4.2 es

2(2" = Dy 0

Asi, como v, = 8, el teorema 4.2 proporciona 2(2% — 1)8? = 896 funciones bent

de 4 variables y como vy, = 896, tenemos que con este método obtenemos todas

las funciones bent de 4 variables. En cambio, el ntiimero de funciones bent de 6 y 8

variables que podemos construir utilizando el teorema 4.2 es
2(2° — 1) =49774592 vy 2(2" — 1)1 =27

que esta bastante lejos de vg = 5425430528 y vg ~ 2196,

En la construccion introducida en el teorema 4.2 hemos considerado, para cada

a € F3 \ {0}, un par de aplicaciones concretas ®, y ®,. Ahora bien, si tenemos en
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cuenta el comentario que precede al corolario 4.3 y consideramos un isomorfismo de

espacios vectoriales ¢; : Fy~t — F3~! para i = 0,1, y definimos
Oy ot — Lo y Py Fy T\ Lg
como
Do(2) = (¢0(®), la(Po(®))) v Pal@) = (61(2), la(dr(2)) @ 1)
respectivamente, entonces podemos afirmar que los teoremas 4.2 y 4.3 siguen siendo

validos para todo a € Fy\ {0}. Sin embargo, no podemos asegurar que las funciones

bent sean todas distintas como ponemos de manifiesto en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4.4: Supongamos, como en el ejemplo 4.2, que n = 3y quea = 1 =
(0,0,1). Consideremos los isomorfismos de espacios vectoriales ¢; : F2 — F3, para

1 = 0,1, dados por
Go(21,%2) = (11 ® w2, 1)y P1(21,22) = (1,21 © T3).
y consideramos ahora las aplicaciones
I y ®,:F; —TFi\ Ly
dadas por

Dy (w1, m2) = (Qo(71, 72), 15 (Po(71,72))) = (21 © 12,71,0),

Q1 (21, 22) = (P1(w1,22), 15 (D121, 22)) © 1) = (21, 71 D 22, 1),
ya que

li (¢o(z1,22)) = lo,0)(x1 D 2, 21) =0

li (P1(21,22)) = Lio,0) (71,21 © 22) = 0.
Supongamos también que
Sop (bo) = {1} = {(0, 1)} y Sop (b)) = {2} ={(1,0)},

entonces, de acuerdo con la expresion (4.9), tenemos que

m¢1(1)(m), six € Ll,
fo(z) =

m§1(2)(w), six € ]Fg \ Ll,
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mga(x), sixe€{0,2,4,6},
mr(x), sixe{l,3,5 7},
ya que
®,(1) = 94(0,1) = (1,0,0) = 4,

®1(2) = P4(1,0) = (1,1,1) =7,
por tanto,
Sop (fo) = {4,7}.
Ahora, si tomamos fi(x) = fo(x) @ l1(x), como Sop (I1) = F3 \ L1, tenemos que
Sop (f1) = Sop (fo) ASop (l1) = {4,7}A{1,3,5,7} ={1,3,4,5}
y, por la expresion (4.3),
Sop (f) ={(0,4),(0,7),(1,1),(1,3),(1,4),(1,5)} = {4,7,9,11,12,13},
por tanto,

[y, ) = my(y, =) ® mr(y, ) © my(y, ) © mi1(y, ) © miz(y, ) ® mis(y, x).

En cambio, si tomamos fi(x) = fo(x) @ l1(x) ® 1, como Sop(l1 ®1) = L1},

tenemos que
Sop (f1) = Sop (fo) ASop (I & 1) = {4,7}A{0,2,4,6} = {0,2,6,7}
y, por la expresion (4.3),
Sop (f) = {(0,4),(0,7),(1,0),(1,2),(1,6),(1,7)} = {4,7,8,10,14,15}.
Por tanto,
[y, @) = mu(y, ) @ mz(y, @) ® ms(y, @) & mio(y, ®) ® mia(y, ©) ® mas(y, ).

Notemos que hemos obtenido la misma funcién bent f(y,x) que en el ejem-
plo 4.2. [ |

Los ejemplos 4.2 y 4.4 ponen de manifiesto, en el caso n = 3, que las funciones
bent construidas a partir del teorema 4.2 utilizando un vector a # 0 y el par de
aplicaciones (@4, ®4) puede coincidir con la funcién bent construida utilizando otro
vector b # 0 y otro par de aplicaciones (¥, ¥y). Esto es asi porque para n = 3
el conjunto {(®4, ®,) | @ € Fy \ {0}} determina todas las funciones bent de 4
variables. Sin embargo, para n = 5 no estamos en condiciones de afirmar o negar
dicha propiedad ya que, en este caso, el conjunto anterior no determina todas las

funciones bent de 6 variables.
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4.2 Comparacién con otros métodos

Tal como hemos dicho en la secciéon anterior, la construcciéon de funciones bent
introducida en este capitulo, permite obtener todas las funciones bent de 4 variables.
Sin embargo, tal como hemos visto en los capitulos 2 y 3 ninguna de las construc-
ciones A, B, C', D y E permite obtener todas las funciones bent de 4 variables;
tampoco todas juntas. Por tanto, podemos afirmar que para n = 4 la construc-
cion introducida en el teorema 4.2 es distinta de las construcciones introducidas en
los capitulos anteriores, incluso distintas de las construcciones clasicas de Rothaus,
Maiorana-McFarland y Carlet. De hecho, podemos afirmar que para n = 4 todas

estas construcciones constituyen casos particulares de esta nueva construccion.

Sin embargo, no estamos en condiciones de afirmar lo mismo para n = 6, ya
que tal como hemos visto también en la secciéon anterior, no obtenemos todas las
funciones bent de 6 variables. Esto se debe a la imposibilidad de determinar de forma
explicita todas las funciones bent de 6 variables obtenidas mediante las distintas

construcciones consideradas y comprobar si hay coincidencias entre ellas.
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