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CAPITULO 1

IDEAS GENERALES

1.1. INTRODUCCION

La introduccién de las matematicas en el estudio de las ciencias es un
proceso que ha ido en aumento a través de los tiempos, sobre todo en el estudio de

los sistemas naturales.

De forma general, el estudio de la estructura de un sistema complejo, asi
como su modelizacién y evolucién en el tiempo presenta una gran dificultad

debido a la complejidad de los sistemas.

El estudio de la estructura de un sistema complejo se ha realizado en
primer lugar desde el estudio de diversas teorias en el contexto general de la teoria

de los sistemas. Podemos destacar la teoria general de sistemas de Mesarovic y
Takahara (1978) en (41).

Asimismo, en el planteamiento de un modelo de sistemas y la estabilidad
de sistemas entrada-salida, podemos resaltar los estudios realizados en (37) por
Lin Y. (1987). Analogias y estudios entre sistemas asi como diversos conceptos
de sistemas son reflejados por Lin Y. y Ma. Y. (1987, 1989) en (37) y (38) y Yang
Z.B. (1989) en (60). Estudios concretos para sistemas vivos son llevados a cabo
por Miller (1978) en (42) y diversas axiomatizaciones de los mismos son
realizadas por Villacampa et al. (1997, 1999) en (57) y (58).
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En la modelizacién de sistemas complejos se da, usualmente,
mucha importancia a la metodologia, ya que toda la ayuda computacional que
podemos emplear en las modelizaciones esta totalmente condicionada a ella. Asi
como cualquier metodologia estd condicionada por la teoria de sistemas en la que

se basa.

Las modelizaciones de sistemas complejos son realizadas a través de la
combinacién de diversas metodologias, entre las que se pueden citar las de
Forrester (1961,1966) en (18) y (19), Zeigler (1984) en (61), Jorgensen (1988) en
(32) y Zhan (1990) en (62).

Sea cuil fuese la metodologia utilizada en el estudio y modelizacién de
sistemas complejos, esta debe describir los métodos para conseguir expresar

determinados procesos en un lenguaje.

Son diversos los autores que han resaltado la importancia del estudio de
los sistemas y sus modelizaciones desde el punto de vista de la matemética
linguistica. Asi, Patten (1997) en (46) sefiala que “todos los modelos tienen en
comin que encierran experiencia y siempre envuelven signos, sefiales, sintaxis,

semantica y una habilidad para descifrar y obtener significados™.

Un estudio reciente, desde el punto de vista de la matematica
lingtiistica de sistemas semidticos ha sido realizado por Villacampa et al. (1999)
en (58).
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1.2. LINGUISTICA MATEMATICA Y MODELIZACION.

Supongamos un sistema dindmico modelizado por un conjunto de
. . . . . R . .
ecuaciones diferenciales ordinarias {y, }H, llamadas ecuaciones de estado. Si

Y; = &(X,;1, X,y 5 X, ) @ las variables {x” }j se les llaman variables de flujo. A su

vez, cada variable de flujo depende de un conjunto de variables, es decir,
X; = F(@1,0550,). A la ecuacién F(@,,@,,.....,0,), que expresa la

dependencia de una variable de flujo respecto a estas otras variables del sistema se

le llama ecuacion de flujo.

En el estudio de un sistema complejo, como son los sistemas ecologicos,
las variables de flujo, x;, y las variables de las que dependen, ¢,,0,,......0,,

deberan ser modelizadas matematicamente disponiendo de datos experimentales

de las mismas.

Es, pues, necesario obtener expresiones analiticas que sirvan para este tipo
de sistemas cuya estructura es muy compleja, asi como la obtencién de relaciones

entre sus diversos elementos.
Estas expresiones analiticas que sirven para expresar matematicamente
estas variables pueden conseguirse, a partir de datos experimentales, de forma

computacional mediante gramaticas que construiremos a lo largo del presente

proyecto.
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En este proyecto se realiza un estudio de la teoria de modelos de
sistemas complejos desde el punto de vista de la matematica lingiiistica, la

teoria de autématas finitos, lenguajes regulares y la teoria de la codificacion.

El estudio de la teoria de los sistemas complejos, como los ecoldgicos,
agronomicos, socioecondmicos, etc. se analiza desde el punto de vista de la
lingiiistica matemética, ya que cualquier metodologia estd asociada a un lenguaje

y este a sus componentes sintacticos y semdanticos.

Por otra parte, nos adentramos en la teoria de autématas y mas
concretamente en los reconocedores de lenguajes, ya que se usan frecuentemente
en los problemas que implican el anélisis de cadenas de caracteres. De esta forma
al construir un lenguaje, podremos construir un reconocedor finito del mismo.
Estos estudios y los resultados obtenidos haran posible la construccién de
lenguajes que pueden modelizar sistemas complejos, siendo posible la

computerizaciéon de los mismos.

El estudio desde el punto de vista de la lingiiistica matematica y la teoria

de autdmatas se va a desarrollar de la siguiente manera:

El capitulo 2 comienza con la definicion de autémata finito. La definicién
que se ofrece corresponde al modelo de maquina de Mealy, maquina en la que las
salidas estan asociadas a las transiciones. A continuacion se expone el concepto
de méaquina de Moore y la equivalencia entre estos dos modelos de automatas, por
la comodidad que supone el trabajar con una maquina cuyas salidas estin
asociadas a los estados. Es por ello por lo que hemos desarrollado un programa

que obtiene el autémata de Moore equivalente a un autémata de Mealy dado.
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También estudiamos los autématas como dispositivos que producen
cadenas de simbolos a su salida en respuesta a cadenas de simbolos presentadas a
la entrada, como introduccion a la explicacion del concepto de reconocedor finito

y los lenguajes aceptados por reconocedores finitos.

Recordemos, también, que un autémata finito es, él mismo, un modelo de
un procedimiento para reconocimiento de cadenas por medio de la expresion
regular asociada y es sencillo traducir el autémata finito a un codigo en un

lenguaje de programacion.

Terminamos la primera parte del capitulo con la definicién de expresion
regular, como forma de expresar el lenguaje que puede ser reconocido por un
reconocedor finito y el concepto de derivada de una expresién regular para tener
un procedimiento que nos permitird obtener el reconocedor finito de dicho

lenguaje.

La segunda parte del capitulo estd dedicada al estudio de los diferentes
tipos de gramdticas y los lenguajes generados por las mismas para llegar a la
conclusiéon de que los lenguajes generados por las gramaticas de tipo 3, los
lenguajes regulares y los que pueden ser reconocidos por los reconocedores finitos
coinciden. Hemos desarrollado lenguajes regulares por su doble importancia.
Desde el punto de vista practico porque pueden ser usados para especificar la
construccién de analizadores léxicos (programas que analizan texto y extraen los
lexemas que hay en el mismo). Desde el punto de vista teérico porque constituyen

el menor conjunto de lenguajes sobre un alfabeto que es cerrado respecto a la
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concatenacion de cadenas, la cerradura de Kleene y la unién de lenguajes y

ademds contiene el lenguaje vacio y los lenguajes unitarios.

Es este, pues, un capitulo tedrico cuyo unico objetivo es exponer todos los
conceptos que se van a utilizar en los capitulos siguientes. Se han omitido ciertas
demostraciones, ya que se salen de los objetivos que nos hemos marcado, aunque
indicamos que pueden encontrarse en textos como el (28) de J. Hopcroft y J.
Ullman (1979), el (34)de Dean Kelley (1998) o el (16) de G. Fernandez y F. Séez
Vacas (1995).

En el capitulo 3 se analiza la construccién de gramaticas generativas y
recognoscitivas que generan lenguajes que pueden ser utilizados en la

modelizacién matematica de sistemas complejos.

Los primeros estudios que se hicieron sobre gramaticas generativas y
recognoscitivas con aplicaciones se publican en el articulo (56), “Generative and
recognoscitive grammars of Ecological Models with applications (Villacampa et
al., 1999). En €l son consideradas y aplicadas, al caso de modelizacién ecoldgica,
gramaticas que generan un lenguaje y una seleccién de ecuaciones que modelizan
unos procesos ecologicos. Resultan ser, ademas, un caso particular de los estudios
mas amplios y generales que se realizan en este capitulo 3. No obstante cuando se
utilicen conceptos, resultados o ejemplos que hayan sido publicados en él lo

reflejaremos convenientemente aludiendo a Villacampa et al., 1999.

Comienza el capitulo 3 con la introduccién genérica de los sistemas a los
que se van a aplicar los lenguajes. Se consideran los vocabularios de primer,

segundo, ...... , D-ésimo orden y se define el t-1éxico a partir de los vocabularios
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asociados a un conjunto de variables. A continuacién se obtiene el Iéxico
diferencial, d-léxico que junto con el t-léxico constituyen, de forma general, el

léxico de un sistema complejo.

Es definida una relacién de equivalencia en el conjunto de palabras
escritas en un determinado vocabulario, llamada relacién de similitud que divide
al conjunto de palabras en clases de equivalencia, llamandose sinénimas aquellas

palabras que pertenecen a una misma clase.

Se continua con la definicion de gramatica generativa de las funciones
transformadas, comenzando por las de primer orden y llegando a generalizarlas
para un cierto orden n. Estas gramaticas generan lenguajes que forman el

vocabulario de las gramaticas generativas de las ecuaciones de flujo.

Las gramaticas consideradas originan lenguajes regulares pudiéndose

encontrar, en cada caso un reconocedor finito del mismo.

Al obtener lenguajes que modelizan las ecuaciones de flujo, es necesario
seleccionar una o mas ecuaciones de acuerdo con ciertos criterios establecidos por
el modelizador. En este proyecto se definen algunas gramaticas cuya mision es la
de realizar esta seleccion, son las gramaticas recognoscitivas de las ecuaciones de

flyjo.

Termina el capitulo definiendo las gramaticas generativas vy
recognoscitivas de las ecuaciones de estado o ecuaciones que modelizan los

procesos a estudiar.
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La codificacién de las ecuaciones de flujo obtenidas en los lenguajes
desarrollados en el capitulo anterior para la modelizacién de los sistemas

complejos se realiza en el capitulo 4.

En la modelizacién matematica, el modelizador debera elegir, en cada
caso, las ecuaciones que desee almacenar para su posterior utilizacién. Por este
motivo, en el capitulo 3 se han desarrollado gramadticas recognoscitivas que
permiten seleccionar un cierto tipo de ecuaciones matematicas de acuerdo con
ciertos criterios de recognoscibilidad, pudiendo ser estos muy diversos. Asi pues,
resulta interesante paliar, en la medida de lo posible los problemas de
almacenamiento de ecuaciones para su posterior manipulacién. En el capitulo 4
abordamos inicialmente los conceptos generales de la teorfa de cédigos,
introduciendo aquellos conceptos y resultados que son interesantes para su

posterior utilizacién.

Comenzamos el capitulo con el establecimiento de cédigos para la
codificacion de las funciones transformadas, que formaran la base sobre la que se

fundamentan los cédigos de las ecuaciones de flujo.

Como es 16gico suponer, son inmumerables los codigos que se pueden
establecer. Por ello hemos optado por tres tipos que hemos denominado CLCT
(codigo de longitud constante), CBCT (cédigo compacto) y un tercero CGT
(codigo Godel) a titulo de curiosidad y como prueba de los inmumerables tipos

de cddigos que se pueden diseiiar.
Se sigue, para terminar €l tema, con la codificacién de las ecuaciones de

flujo, que nos permite almacenar de forma sencilla las ecuaciones, pudiendo,
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como es logico, decodificarlas posteriormente, para expresarlas en su forma
inicial, tal y como se obtuvieron en su proceso de modelizacién. Resaltamos la

forma matricial de su representacion.

Finalizamos este proyecto con la exposicién de una aplicacién concreta de
los resultados obtenidos en los capitulos precedentes, algunos de los cuéles se

encuentran publicados (articulo (56),Villacampa et al., 1999).

La aplicacion consiste en el desarrollo de gramaticas que sirven para
modelizar el Submodelo Reproductivo del Modelo Mariola. Hemos escogido un
conjunto de p-simbolos y un conjunto de variables de flujo que nos han permitido
definir vocabularios de primer y segundo orden para formar el t-léxico y asi
definir la gramaética generativa de las funciones transformadas y las gramaticas
generativa y recognoscitiva de las ecuaciones de flujo, utilizando el criterio de
recognoscibilidad GRF; mediante el cual hemos seleccionado siete ecuaciones
de flujo que posteriormente hemos codificado para su almacenamiento.
Finalmente, siguiendo el proceso de recognoscibilidad GRS; hemos formado las
ecuaciones de estado que modelizan los procesos y cuya integracion por métodos
numeéricos nos ha permitido realizar su validacién, obteniendo los resultados que

en el proyecto se exponen.
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CAPITULO 2

AUTOMATAS Y LENGUAJES

2.1. INTRODUCCION.

Este capitulo se divide en dos partes. En la primera se expone de forma
general la teorfa de autématas finitos y en la segunda se realiza un estudio de las
gramaticas. Se presenta en primer lugar el modelo de autémata denominado Maquina
de Mealy, seguido del estudio que lleva a la conclusion de que a toda maquina de
Mealy se le puede asociar una Mdquina de Moore equivalente, con las ventajas que
supone el disponer de un autémata en el que a cada estado se le puede asociar una
salida y solo una. Se concluye esta primera parte del tema ofreciendo el listado en
Pascal de un programa informético que obtiene el automata de Moore equivalente a

un determinado autémata de Mealy dado.

A continuacion se ofrece otra definicién de autémata, a partir de la cudl, se
estudian de forma matematica, los comportamientos entrada-salida y entrada-
estados del autémata y obtener el monoide de un aut6mata cuya tabla nos permite ver
rapidamente el comportamiento del autémata para cualquier cadena que se presente

en su entrada. Se sigue con el estudio de la minimizacién de un autémata finito.
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Termina la primera parte del tema con el estudio de un tipo particular de
automatas, los reconocedores finitos de lenguajes y las condiciones que debe reunir
un lenguaje para ser aceptado por un reconocedor, con el consiguiente estudio sobre
conjuntos y expresiones regulares, gramaticas y su clasificacion y las propiedades de

los lenguajes formales.

Toda esta teoria serd utilizada posteriormente para construir lenguajes que
sirvan para la modelizacion de sistemas complejos, lo que conlleva a la

computerizacion de la modelizacion.

En la segunda parte del capitulo se van a considerar los conceptos de
gramatica, lenguajes generados por una gramética y gramaticas equivalentes.
Veremos la clasificacién de las gramaéticas segin las restricciones impuestas a sus
reglas de produccién y como esta clasificacion da lugar a una jerarquia de lenguajes.
A continuacién veremos la manera de modificar una gramatica para que el lenguaje

contenga la cadena vacia sin cambiar de tipo.

En la ultima parte del capitulo planteamos el problema del reconocimiento de
los lenguajes regulares desde el punto de vista material, ya que estudiamos la relacién
entre el lenguaje y la méquina capaz de reconocerlo. Veremos que la clase de
lenguajes que puede ser reconocido por un autémata finito es precisamente la clase de

lenguajes que pueden ser generados por una gramatica regular.
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Todos los conceptos desarrollados en el presente capitulo constituyen la base
tedrica y, por tanto, su conocimiento es imprescindible para poder abordar en el tema
siguiente la construccion de graméticas generativas de ecuaciones de flujo de los

sistemas estructurales complejos y sus reconocedores correspondientes.

2.2. PRIMEROS CONCEPTOS.

La palabra “autémata”, en el lenguaje ordinario, normalmente evoca algo que
pretende imitar funciones propias de los seres vivos. Por ejemplo un robot dotado de
capacidades auténomas de movimiento que le permite ejecutar las érdenes o seguir el

programa establecido por un ser inteligente.

En el campo de la Informética lo fundamental no es la simulacién de
movimiento, sino la simulacién de procesos que tratan informacién, y el ejemplo

tipico es el ordenador, que no es més que un dispositivo que maneja simbolos.

De acuerdo con esto, se entiende que este tratamiento o procesamiento de la
informacién sélo tiene sentido para nosotros, que decidimos si una determinada
cadena de simbolos significa tal cosa, es decir, que codificamos la informacién en
cadenas de simbolos; el ordenador se limita a manipular esas cadenas, dando lugar a

otras cadenas que nosotros decodificaremos.
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Hablando en términos generales, podemos considerar a un autémata como un
dispositivo que maneja cadenas de simbolos que se le presentan a su entrada,
produciendo otras cadenas de simbolos como salida. Un ordenador es un ejemplo de
autémata, pero también son autématas dispositivos mas sencillos, como sumadores,
contadores, etc.. También pueden estudiarse como autématas determinadas funciones

de los seres vivos, e incluso complejos sistemas ecolégicos y socioeconémicos.

Un autémata recibe los simbolos de entrada distribuidos en el tiempo, es decir,
secuencialmente y, en general, el simbolo que nos presenta en su salida en un
determinado instante no sélo depende del ultimo simbolo recibido en la entrada, sino

de toda la secuencia de simbolos que ha recibido hasta ese instante.

Asi pues, un determinado simbolo de entrada puede producir en la salida del
autémata diferentes simbolos de salida, dependiendo de la “historia” o secuencia de

todos los simbolos de entrada anteriores.

Lo que acabamos de mencionar nos lleva a definir el concepto de estado de un
automata. El estado de un autémata es toda la informacién necesaria en un
momento dado para poder deducir, dando un simbolo de entrada en ese
momento, cuil sera el simbolo de salida. Un autémata poseera un determinado
numero de estados y se encontrard en uno u otro segln sea la historia de simbolos

que le han llegado; si encontrandose en un estado determinado, recibe un simbolo
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también determinado, producird un simbolo de salida y efectuard un cambio o
transicién a otro estado.

Un campo importante dentro de la Informética, y en el que nos vamos a
introducir en este trabajo, estd constituido por el estudio de los lenguajes y las
gramaticas que los generan. Los elementos de un lenguaje son sentencias, palabras,
etc.., formados a partir de un alfabeto. Establecidas unas reglas gramaticales, una
cadena de simbolos pertenecerd al correspondiente lenguaje si tal cadena se ha
formado obedeciendo esas reglas. Puede entonces pensarse en la posibilidad de
construir un autémata reconocedor de ese lenguaje, tal que cuando reciba a su
entrada una determinada secuencia de simbolos nos presente en su salida una

determinada sefial que nos indique si la secuencia es o no correcta.

2.3. AUTOMATAS FINITOS.

2.3.1. DEFINICION.
Un autémata puede definirse como una quintupla:
A=(ES, 0Q.f g
donde:
E = conjunto finito simbolos de entradas o alfabeto de entrada.
S = conjunto finito de simbolos de salida o alfabeto de salida.
QO = conjunto de estados.
J = es una funci6n, llamada funcién de transicién o funcién de estado

siguiente:
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fIExQ—>0
g = es una funcién llamada funcién de salida:
g:ExQ->S
Esta definicién puede interpretarse como la descripcién matematica de una

maquina que, si en el instante ¢ recibe una entrada ee E y se encuentra en el

estado

g€ O, entonces proporciona una salida g(e, ¢), y pasa al estado ffe, ¢) en el instante
1+1. (Suponemos una escala discreta de tiempos r=1,2,3,...,n,...).

Las funciones /'y g pueden representarse mediante una tabla con tantas filas
como estados y tantas columnas como entradas. Si la fila i corresponde al estado g; y

la columna j corresponde a la entrada ej, en la interseccion de ambas se escribira

gij/sij> donde qij =flejq)) y sij = g(ej,qy). (Figura 2.1)

figura 2.1

Pagina 22

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1999



Sintaxis y codificacion en modelos de sistemas complejos. Francisco Vives Macia.

Autématas y lenguajes

Otra forma de representar las funciones /'y g es mediante un grafo orientado
en el que cada nodo corresponde a un estado, y si M qi) = qky 8(¢j, gi) = sk existe
un arco dirigido del nodo correspondiente a g; al correspondiente a qk, sobre el que se
pone la etiqueta ej /sk. Este grafo suele llamarse diagrama de transiciones o diagrama

de Moore y puede verse en la figura 2.2.

d11

*>/ | | /" /‘M | \< qi>'\\ ej /SIJ

€1/844

G %

figura 2.2

2.3.2. AUTOMATA DE MEALY Y AUTOMATA DE MOORE.

El modelo de autémata que hemos presentado, realmente, se denomina

Mdquina de Mealy. Las funciones g y f determinan la salida y el estado siguiente
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cuando la maquina se encuentra en el estado g & Q y recibe una entrada e e E. Ahora
bien, es interesante considerar, ademas de los simbolos de E, un nuevo elemento, A
(elemento neutro); fisicamente, el decir que la entrada es A, es 1o mismo que decir que

no hay ninguna entrada.

Ampliando el dominio de £, que es ExQ, a {EU {A}} x O vy lo mismo, el
dominio de g podemos responder a la pregunta: “¢, qué ocurre si, estando el autémata

en el estado g €0, recibe como entrada 1.2 .

La ampliacién del dominio de f no plantea ningtin problema, ya que podemos

convenir que f(4q) = g (es decir, fisicamente, si no hay entrada no se cambia de
estado). Pero no ocurre lo mismo con g ; y ello se ve facilmente con el ejemplo
anterior: si llegamos a g7 ya sea de g3 (por la entrada de b) o de q] (por la entrada de

a) la salida es 0, por lo que podemos asociar la salida 0 al estado q] y decir que

g(1,q]) = 0; sin embargo no podemos definir g(A,q2), ya que si llegamos a g desde
g7 la salida es 1, pero si llegamos desde el propio ¢ la salida es 0. Es evidente, que

en general s6lo puede definirse g(4,g) en el caso de que

la = Fler.a) = Fle,.0)] > [g(e,q,) = g(er00,)] 2.1)

es decir, que a g se le puede asociar una salida y s6lo una.

Si esto ocurre para todo ¢ e Q podemos definir una funcién inyectiva
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h=0->S§
tal que g(e,q)= hffle,.q)], ec {EU {A}}, g Q. En este caso, podemos decir que la

salida solo depende del estado, y el autémata se llama méaquina de Moore.

Expresando el tiempo de forma explicita

s(t) = gle(®), q()]= hlq()]= hffle(t-1),q[t-1]] (2.2)

En una maquina de Mealy las salidas estin asociadas a las transiciones,
mientras que en una maquina de Moore las salidas estdn asociadas a los estados.
Puesto que toda méquina de Moore es una méaquina de Mealy que cumple la
condicion (2.1) para todos los estados, parece en principio que las primeras son un
subconjunto de las segundas. Sin embargo, se demuestra (Fundamentos de
Informatica. Gregorio Fernandez, 1987) que siempre podemos encontrar una maquina

de Moore equivalente a una maquina de Mealy dada.

Teorema: “ Dada una maquina de Mealy, siempre se puede encontrar una

maquina de Moore equivalente”.

Debido a que nos parece mas cémodo trabajar con méaquinas de Moore hemos
desarrollado un programa en Pascal que obtiene el autémata de Moore equivalente a
un determinado autémata de Mealy dado y que a continuacién se representa su

listado.
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2.3.3. PROGRAMA DE OBTENCION DE UN AUTOMATA DE
MOORE EQUIVALENTE A UN AUTOMATA DE MEALY.

Program moore;
uses crt;
type A=array[l..5] of char;
A2=array[l..5] of integer;
B=array[1..10,1..10] of integer;
C=array[l..2] of integer;
var
m,n,i,j,k,x,y,fila,columna,numest,nument,numsal,contador:integer;
entrada:4;
salida:A2;
f,g,ultima?:B;
estado,ultima:arrayf{l..10,1..10] of C;
estfinal:array[1..10] of C;
final:array[l..10]of integer;

(*****************-k***************************************)
Procedure entradas salidas;

begin
writeln('Introduzca los identificadores de las entradas ');
for n:=1 to nument do
begin
write('Entrada ntmero ',n,' : ');
readln{entrada([n]);
end;
writeln;

writeln('Introduzca los identificadores de las salidas');
for n:=1 to numsal do

begin
write('Salida numero ',n,' : ');
readln(salidan]);

end;

end;
(**;*******~k*********************************************)
Procedure funcion f;
begin B
for n:=1 to numest do
for m:=1 to nument do
begin
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write('f(q',n,',"',entradalm],"') = N
readln(f[n,m]);
end;

end;
(*****-k**************************************************)
Procedure funcion g;
begin
for n:=1 to numest do

for m:=1 to nument do

begin
write('g(g',n,',"',entradalm],') = ')
readln(g[n,m]) ;
end;
end;

(*-k*****************************************************)

Procedure fusionar;
begin
for n:=1 to numest do
for m:=1 to nument do

begin
estadoin,m] [1]:=f[n,m];
estado([n,m] [2] :=g[n,m];
end;

end;
(***************************************«k***************)
Procedure estadosfinales;
begin
contador:=0;
for j:=1 to numest do
for i:=1 to numsal do
for n:=1 to numest do
for m:=1 to nument do
if (estado[n,m] [1]=3) and (estado[n,m] [2]=salida[i]} then
begin
if (estfinal[contador][l]<>j) or (estfinallcontador][2]<>salidali])
then
begin
contador:=contador+1;
estfinal([contador] [1]:=73;
estfinal{contador] [2] :=salidali];
final [contador] :=contador;
end;
end;
end;
(************************‘k**~k***************************)
procedure ultimo;
begin
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for i:=1 to contador do
begin
X:=estfinal [1]{1];
for m:=1 to nument do
begin
ultima[i,m] [1]:=estado([x,m] [1];
ultimali,m] [2] :=estado(x,m] [2];
end;
end;
for i:=1 to contador do
for m:=1 to nument do
begin
x:=ultimali,m][1];
y:=ultimali,m][2];
for j:=1 to contador do
if(estfinal[j][1]=x) and (estfinal[j][2]=y)
then
ultima2[i,m]:=7;
end;
end;
(*************************«k****************************)
begin
clrscr;
write ('Numero de estados del autémata de Mealy.......: ');
readln (numest) ;
write ('Nimero de entradas del autdmata B
readln (nument) ;
write ('NUimero de salidas del autdémata D I
readln (numsal) ;
writeln;
entradas salidas;
writeln;
writeln('Funcién de transicién de estados '),
funcion f;
writeln;
writeln('Funcién de salida ');
funcion g;
fusionar;
estadosfinales;

ultimo;
writeln;
writeln('Tabla del autémata de Moore equivalente');
writeln ('=s===== ')
write (' Entradas --> 'Y;
for m:=1 to nument do

write (entrada[m], "’ ') ;

writeln;

writeln('Estados/salidas');
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Writeln (M mmm ")
for n:=1 to contador do
begin
write ("' q',n,'/'",estfinal[n] [2]," ')
for m:=1 to nument do
write('q',ultima2([n,m]," ')
writeln;
end;
readln
end.

Ejemplo de ejecucién del programa moore.

Sea la maquina de Mealy dada mediante el diagrama de la figura 2.3.

Obtener la maquina de Moore equivalente.

s
b/0 a/0
al0 - b/0
o Q|
_ J b/1 _
figura 2.3
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Numero de estados del autémata de Mealy ...........: 3
Numero de entradas del autdmata .......ew'enreenennns 2
Nimero de salidas del autodmata «....weeeeneennnnns 2

Introduzca los identificadores de las entradas
Entrada ndmero 1: a

Entrada numero 2: b

Introduzca los identificadores de las salidas
Salida nutmero 1: 0

Salida numero 2: 1

Funcién de transicién de estados
f(qgl,a) =
f(ql,b)
f(qg2,a)
f(g2,b) =
£ (g3, a)
£(g3,b) =

Row NN w N

Funcidén de salida
g(al,a) = 0
g(gql,b) =1
glgz,a) = 0
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g(q2/b) =0
g(q3/a) =1
g(g3,b) =0

Tabla del autémata de Moore equivalente

Entradas ~--> a b
Estados/salidas

ql/o0 ql g3

q2/0 q4 a2

a3/1 qé q2

q4/0 a5 gl

gb/1 g5 gl

El diagrama correspondiente puede verse en la figura 2.4.
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figura 2.4

2.4. OTRA DEFINICION DE AUTOMATA.

2.4.1. DEFINICION
Al ser los autématas unos dispositivos que producen cadenas de
simbolos a la salida en respuesta a cadenas de simbolos presentadas a la entrada,
podemos definir un autémata como una funcién
F*:E* -5 S*
que hace corresponder a cada cadena de entrada x € E* una cadena de salida

F*x) =y eS*

Pero el autémata también queda perfectamente definido restringiendo el rango
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de la funcién de S* a S, es decir, podemos definir un autémata como una funcién

F*: E* 38

que hace corresponder a cada cadena de entrada x € E* el altimo simbolo obtenido

como salida, F(x) =s € S, ya que six = egej.......e5_; tendremos como simbolos de

salida
F(eg) en el instante 1

F(epe]) en el instante 2

por consiguiente

F*(x) = F*(egey......en.1) = Fleg)F(ege])...... F(ege]....... en-1)
lo que demuestra que F* queda determinada conociendo F.

2.4.2. COMPORTAMIENTO ENTRADA-SALIDA DEL AUTOMATA

En un autémata 4 = (E, S, O, f g) se define el comportamiento de entrada-

salida de 4 inicializado en el estado ¢ por la funcién
que aplica a cada entrada x € E* una salida s = g(x, q).

Es decir, si en el instante #) el autémata se encuentra en el estado q e

introducimos la cadena x = eje).......e;,; se obtendrén las salidas
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Cq(e]) ent =1
Cylejep) ent = to+1
Cylejeze3) ent =tp+2

Vemos asi que para todo autémata pueden definirse tantas funciones como

estados tiene el autémata.

La definicion del comportamiento entrada-salida nos permite dar las

siguientes definiciones:

1) Estados equivalentes: Dados dos autématas con los mismos alfabetos de entrada y

salida

A1=(E S 0111 81) y A2=(E S 02 /2 g2/
q] € Q] esequivalentea gy € Q) si Cq] =Cy2.

Esta misma definicién sirve para estados equivalentes dentro del mismo

automata: basta considerar Q7 = 0y, f1=f2 y g1 =g2.

2) Forma minima de un autémata: Un autémata estd en forma minima si

(Cq1=Cq2)>(q1 =92)

Pagina 34

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1999



Sintaxis y codificacion en modelos de sistemas complejos. Francisco Vives Macia.

Automatas y lenguajes

es decir, si no existen estados equivalentes.

Para comprobar que un autdmata estd en forma minima hay que ver si el
comportamiento es distinto en cada estado. Esto no es fAcil, puesto que habria que ir
ensayando con diferentes cadenas de entrada hasta que se observe una diferencia de
comportamiento entre dos estados para la misma cadena. pero como E* es infinito, si
no encontramos tal diferencia después de un nimero finito de cadenas no podemos
garantizar que el automata finito esté en forma minima. En el texto referenciado
anteriormente, Fundamentos de Informética de Gregorio Fernandez se ofrece una
demostracion y un algoritmo que nos permitird ver si un autémata estd en forma

minima.

2.5. CONCEPTOS ALGEBRAICOS.

2.5.1. INTRODUCCION.

A continuacién vamos a recordar algunos conceptos de algebra que se

utilizan en el proceso de minimizacién de un autémata finito.

2.5.2. MONOIDE DE TRANSFORMACIONES DE UN CONJUNTO.
Una transformacion ¢ en un conjunto C se define como una funcién de C en

simismo: ¢.C = C.
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Teorema: Sea C un conjunto cualquiera y sea CC = 7 C — C/ el conjunto
de todas las transformaciones de C en C. Entonces ( CC, o), donde “o” representa la

composicion de funciones, es un monoide, llamado monoide de transformaciones de

C.

2.5.3. HOMOMORFISMO ENTRE MONOIDES.

Si (S7. *)y (S2, e)son dos semigrupos, una funcién £ S; — S se dice que

es un homomorfismo entre ambos semigrupos si

(VabeS)  [fla*b)c =fla) «f1b)]
Si fes biyectiva el homomorfismo recibe el nombre de isomorfismo.
Si S7 es un monoide con elemento neutro ej, S un monoide con elemento
neutro e2, fun homomorfismo (isomorfismo) entre S7 y S»y se cumple que ffe 7
= e entonces f'es un homomorfismo (isomorfismo) monoide.

2.5.4. MONOIDE LIBRE Y HOMOMORFISMO.

Sea E un alfabeto, £* es el conjunto de todas las cadenas, incluida A, que

pueden formarse a partir de £.

La concatenacién de dos cadenas x, y € E* es una ley de composicion interna

sobre E* , es decir, una aplicacion E* x E* — E* que consiste en formar la cadena xy
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poniendo x delante de y.

La concatenacion satisface las siguientes propiedades:
a) Esasociativa: x(3z) = (xy)z = xyz
b) No es conmutativa, en general: xy #yx
c) Tiene elemento neutro, A: Ax = x4 = x.

d) Ninguna cadena tiene inverso, salvo A.

Por consiguiente (E* ), es decir, E* con la operacién de concatenacién es
una estructura algebraica de tipo monoide, a la que se llama monoide libre generado

por E.

Sea, ahora, i: £ — E* la funcién que aplica todo elemento de E en la
correspondiente cadena de longitud unidad, es decir, Va € E, i(a) = a y sea f
cualquier funcién de £ en el conjunto de cualquier monoide (M, *) . Entonces existe
un unico homomorfismo monoide

g (E%, )= (M *)
tal que g o i = £, es decir, tal que el diagrama

i
E > g+

N
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€s conmutativo.

Este teorema nos permite extender el dominio de cualquier funcién £ — M
del alfabeto E en el conjunto de un monoide (M, *) a un homomorfismo monoide

(E* )— (M, *}, y nos sera de utilidad mas adelante.

2.5.5. RELACIONES DE CONGRUENCIA Y MONOIDE COCIENTE.

Dado un monoide (M *)y una relacién de equivalencia, R, en M, R es una

relacion de congruencia en (M, *)si a R b implica que
(a*c) R (b*c) y (c*a) R (c*b)

para todo ¢ € M.

Si R es una relacion de congruencia en el monoide (M, *) el conjunto cociente
M/R = {[a] /a € M } con la operacién << - >> definida por
[a] - [b] = [a*b]

es un monoide. Este monoide se llama monoide cociente de M por R.

2.6. COMPORTAMIENTO DE ENTRADA-ESTADOS.

Sea un autémata finito 4 =(E, S, O, £ g).

Sabemos que dados un simbolo de entrada y un estado podemos obtener el

estado siguiente mediante la funcidn
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fExQ—=0

Dado solamente un simbolo de entrada, e € E, podemos definir una funcién
que aplique a cada estado el siguiente bajo esa entrada determinada, es decir, una
funcién de Qen Q, k(e). Q — Q . Existira entonces una funcion

k:E—Q9
siendo 09 el conjunto de las funciones de Q en Q , que sabemos que con la
composicion de funciones es un monoide. La funcién k se determina a partir de £ del

siguiente modo : paracadae € Ey cadaq € Q, [k(e)](q) =fle.q).

Ahora bien, con las demostraciones anteriores, la funcién k puede extenderse a

un homomorfismo entre monoides

K:(E* ) > ©%0)

con K(eje)....ep) = k(e])o k(e2)o.......o0 k(ey). Llamaremos a K comportamiento de

entrada-estados del autéomata.

i
E ———P»g*

k\ ;/K
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2.77. RELACION EQUIRRESPUESTA Y MONOIDE DE UN
AUTOMATA

Sea un autémata 4 con comportamiento de entrada-estados K.

La relacion equirrespuesta de A, =, es una relacién binaria de E* tal que

(Vxy € E%) [(x=y) <> (K(x) = K))]

Esta relacion binaria, =, es una relacién de equivalencia, ya que cumple:

1) (Vx e E%) [K(x) = K(x)]
2) (Yxy € E¥) [(K(x) = K() = (K() = K(x))]
3) (Vxyz € E*) [(Kx) = K(y)) 2 (K(3) = K(z))—> (K(x) = K(2))

Ademds es una relacién de congruencia en el monoide (E* ). En efecto, si x =
¥, K(x) = K@),y K(xz) = K(x) 0 K(z) = K(») 0 K(z) = K(vz). Andlogamente, K(zx) =
K{(zy). Por tanto, segin hemos visto anteriormente, (E*/=~ ), es decir, el conjunto

cociente E*/= con la operacién de concatenacién es un monoide.

Dado un autémata con un comportamiento entrada-estados, K, que origina una
relacion equirrespuesta = en E* , el monoide cociente (E*/= ) se llama monoide del

automata.
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Si el niimero de estados es n, el monoide del autémata tendra, como maximo »”

elementos.

En efecto, el niimero de transformaciones en el conjunto O, es decir, de

funciones diferentes Q — Q es n"’. El homomorfismo K aplica entonces un conjunto
infinito £* , en un conjunto Q€, que tiene n” elementos. Si esta aplicaciéon es
sobreyectiva la relacién equirrespuesta tendra indice #” , es decir, inducira #” clases
de equivalencia en E* (Si la aplicacion no es sobreyectiva, el nimero de clases de
equivalencia serd menor). Por consiguiente, el nimero maximo de elementos de E*/=

es n”?,

El monoide de un autémata refleja la capacidad de éste para responder de

distinto modo a las cadenas de entrada.
Si dos cadenas x e y estan en la misma clase, es decir, si x =y entonces Kx) =

K(y), es decir, el homomorfismo X las aplica sobre el mismo elemento de QQ olo

que es lo mismo, ambas producen la misma transformacion O — O, y el autémata

sera incapaz de distinguir una de la otra.
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2.8. MINIMIZACION DE UN AUTOMATA FINITO.

2.8.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.

Si disponemos de dos autématas equivalentes que describen un sistema
secuencial que debe realizarse fisicamente escogeremos que el posea un menor
nimero de estados, ya que el coste de la realizacion crecera con el numero de estos.
Es, pues, importante saber si un automata finito esta en forma minima, v, si no lo esta,
hallar un autémata finito en forma minima equivalente a él. Comenzaremos por ver
que este existe siempre; a continuacion veremos que para detectar equivalencia entre
estados no es preciso realizar infinitos ensayos con cadenas de entrada, y, finalmente,

veremos un algoritmo para minimizar un autémata finito.

Ante todo, debemos sefialar que la equivalencia entre estados de un autémata

finito definida por

(Vxe B%) [(q1 = q2) <> (Cq1(x) = Cq2(x))]
es una relacién de equivalencia en el conjunto O, pues, como es inmediato

comprobar, es reflexiva, simétrica y transitiva. Por consiguiente, puede definirse un

conjunto cociente, O/=, cuyos elementos serdn clases de equivalencia : [q] seré la

clase de equivalencia que contiene a g.
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2.8.2. AUTOMATA EN FORMA MINIMA

Se demuestra que dado un autéomata finito 4 =(E, S, O, f &), el autémata
definido por Aps =(E, S, Oas fass hag) , donde
Om=0/=
Mx[q)) = [fixq)]
hulal) = h(g)

¢s equivalente a 4 y estd en forma minima.

2.8.3. COMPROBACION DE LA EQUIVALENCIA ENTRE
ESTADOS.

Teorema de las particiones sucesivas: Si Pg, Pj, P,....... €S una secuencia
infinita de particiones en un conjunto finito Q tal que, para todo £, se cumple:
a) Pg+] es un refinamiento de Pg, es decir, todo bloque de Pk+], Bigtj esta
contenido en un bloque, Blg, de Pf, : Bi+j c B k-
) (Pk+1 =Pl = (Pk+2 = Pk+ ),
entonces existe un entero kp < card(Q) tal que (Vk >kg) (Pk = Prg).

Equivalencia de orden k entre estados: Dos estados de un automata
finito son equivalentes de orden & si y sélo si conducen a la misma salida para

cadenas de entrada de longitud igual o inferior a k:
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(@4 = q) © [1gx) <k)—> Cyi(x) =C,(x)]

Para comprobar la equivalencia de orden k ya no hay que hacer un nimero

infinito de comprobaciones.

Teorema: Dado un autémata finito y g7, g2 € Q existe un kg < card (Q) tal
que g y q2 son equivalentes (g7 =q2) si y s6lo si qj y q2 son equivalentes de orden

ko (a1 =k0 92).

La teorema es importante ya que, sin necesidad de conocer kg , como kp <
n para comprobar si dos estados son equivalentes bastard con comprobar si son

equivalentes de orden n-1.

2.8.4. ALGORITMO PARA LA MINIMIZACION DE UN AUTOMATA
FINITO.

El algoritmo de minimizacién de un autémata finito se basa en los resultados

anteriores:

Para ello se puede proceder del siguiente modo:

) Si {qy7, g2, ........ , gp} son los estados de un determinado autémata,

formamos con ellos una particién Py consistente en colocar en un mismo bloque
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aquellos estados que tengan asociada la misma salida.

2) A continuacion formamos las particiones Pg+; (k = 0,1, ....) teniendo en
cuenta que dos estados estaran en el mismo bloque si para cada entrada los estados

siguientes estan en el mismo bloque que Py.

3) El proceso termina cuando Pg+7 = Pk . Si Pr+] = {Q], O, ...,Om} los

estados del autémata en forma minima son g7= 0y, g2= 0)......., gm= Om.

2.9. RECONOCEDOR FINITO.

Un lenguaje, L, sobre un alfabeto, 4, esun subconjunto cualquiera de

donde 40 = {2}y Al es el conjunto de cadenas de longitud i. A continuacién vamos a
ver que ciertos lenguajes pueden asociarse con autématas finitos que sirven como

reconocedores de las cadenas pertenecientes a tales lenguajes.

Un reconocedor finito de un lenguaje L es un autémata finito que sélo

acepta las cadenas de dicho lenguaje, en el sentido de que, inicializado en un estado
predeterminado, g , si se le introduce una cadena de entrada x; e L, da un simbolo

final de salida que corresponde a “aceptacién”, mientras que para x & L produce una

salida de no aceptacion.
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De acuerdo con esto, daremos la siguiente definicion formal :

Un reconocedor finito es una quintupla:

R=(E QO fqlF)
donde:

E = conjunto finito (alfabeto de entrada).

Q = conjunto finito (conjunto de estados).

f =esunafunciénf: E x Q — Q (funcién de transicién).
q] € Q esun estado designado como estado inicial.

F < Q esun conjunto de estados designados como estados finales.
Llamaremos L(R) al conjunto de cadenas aceptadas por R, es decir,

L(R) ={x € E*/fix,q]) € F}
(con el dominio de fampliado a E¥).

Seguiremos el convenio de representar en los diagramas de Moore los estados

de aceptacion por un circulo con un grosor de linea superior a los demds, y en las

tablas de transicion encerrados en un circulo.
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2.10. LENGUAJES ACEPTADOS POR RECONOCEDORES
FINITOS.

Podemos preguntarnos si, dado un lenguaje cualquiera , L < E* podemos

siempre encontrar un reconocedor finito, R, tal que L(R) = L.

Consideremos E = {0, 1} ,yseal = { 1" /n21 }. No existe ningun recono-
cedor finito que acepte este lenguaje. Basta este ejemplo para demostrar que existen
lenguajes a los que no corresponde ningtin reconocedor finito.

Por tanto, vemos que los lenguajes aceptados por un reconocedor son un

subconjunto de todos los lenguajes posibles sobre E'.

En el apartado 2.6. definiamos de manera general el comportamiento de

entrada-estados de un autémata finito como un homomorfismo
K:(E% )= (092 0)
tal que a cada x & E* corresponde una transformacion entre estados, Kx): Q>0
y esto nos permiti6 definir una relacion equirrespuesta en E* tal que x =y si y sélo si

K(x) = K(y), es decir, las cadenas x e y estaran relacionadas si y sélo si producen la

misma transformacién entre estados:

(Vqie Q) [(x =y) & fix.9) = f(¥,.9)
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Veiamos que esta relacion es una relacién de congruencia en ( E* )y
particiona E* en un nimero finito de clases de equivalencia ( es decir, es de

indice finito, menor o igual a #” , siendo n el nimero de estados).

En el caso del reconocedor finito, el estado inicial, ¢; es fijo, y el
comportamiento de entrada-estados serd mas bien una funcion Kg: E*— Q que aplica

acadax € E*un g € Q de tal manera que Kp(x) =f(x,q]).
Podemos igualmente definir una relacién equirrespuesta, 2 en E*:

(V% ye E%) [(x2Ry) < (f(x.q1) = f(y, 41))]

que es de equivalencia, como facilmente se puede deducir. Ademas
(x 2y)— (x=R y) , pero no a la inversa, por lo que la particion de E* inducida por =g

tendra un ntimero igual o inferior de clases de equivalencia que en la inducida por =

Si bien = es una relacién de congruencia en (E* ), =p s6lo es una relacién
de congruencia derecha. Bsto quiere decir que (x 2R y) —» (xz 2R yz) , pero en

general, no es cierto que (zx =p zy).

Asi pues, a cada reconocedor finito corresponde una particiéon de E* en clases
de equivalencia tal que si dos cadenas estan en la misma clase ambas cadenas

conducen al mismo estado. Ademas, esta relacién de equivalencia es de indice finito
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menor o igual a n” , siendo » el nimero de estados del reconocedor.

Veamos como pueden aplicarse estas conclusiones para caracterizar a los

lenguajes aceptados por reconocedores finitos.

Dado un lenguaje L < E*, definimos la relacién de congruencia derecha

inducida por L, =7, , asi:

(Viyze E¥) [(x =1 y) < (xze L <»>yz € L)]

Es evidente que se trata de una relacion de equivalencia. Para ver que también

es una congruencia derecha basta suponer que z =zjz2, con lo que

(Vxy,z],22€ E¥) [(x 2 y) > (xzjzpe L ©yzjz) € L) — (xz] =1 yz])]

La principal conclusion de este apartado es que:

L c E* es un lenguaje aceptado por un reconocedor finito si y sélo si la

relacion de congruencia derecha inducida por L tiene indice finito.

Supongamos ahora que L es un lenguaje que induce una relacién de

congruencia derecha en E* que es de indice finito. Vamos a construir un reconocedor
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finito, Ry, tal que L(Ry) = L. Llamemos /x] a la clase de equivalencia de E*/=7 que

contiene a x € E*. Entonces definimos

R = (E OL f1.91,FL)
donde

Or = E¥=p, ={[x]}

(Vy e B (fLv, [x) = ]
q1 =[4]

Fr={[x]/x elL}

El lenguaje aceptado por este reconocedor sera:

LRp ={y e E*/f1(, q1) e FL} = /1100 [A) € FL} =
=/l eFL}={/yel}=1L

Ademds, R}, esta en forma minima. En efecto, si g7; = /x;] fuera equivalente

agr2 = [x2], esto querria decir que
(Vy € E¥) (fL0.[x1]) € D> (100 [x2]) € 1)

y por la definicion de f7,

(Vy € B%) (([xjy] € L) ¢>([x2y] € 1))
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es decir, x7 =7 x2; x] y x2 se encuentran en la misma clase de equivalencia, por lo

queqr; =qL2

2.11. CONJUNTOS REGULARES. EXPRESIONES REGULARES.

Acabamos de ver una condicion necesaria y suficiente para que un lenguaje

sea aceptado por un reconocedor finito.

En este apartado vamos a exponer una hetramienta, las expresiones regulares,
especialmente creada para trabajar con los lenguajes aceptados por reconocedores
finitos, y que nos permitird construir algoritmos que resuelvan los problemas de

analisis y sintesis de reconocedores.

2.11.1. CONJUNTOS REGULARES

Sea {L}], L), ...... 4/ €l conjunto formado por los posibles subconjuntos de E*
(lenguajes sobre E). Definamos tres operaciones en dicho conjunto:

@) Unibn: Ly uly={/xeljvx el))
b) Concatenacion: LjLy = {xjx3/x] e L] Ax) € L)}

¢) Cierre: L* = {4} U{L}U{LL}U{LLL}..... =y L"

Diremos que un subconjunto de E*, L,, es un conjunto regular si y sélo si:
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a) Ly es un subconjunto finito de E* (puede ser el conjunto vacio) o bien,
b) L, puede obtenerse a partir de subconjuntos finitos de E* mediante un

niimero finito de operaciones de unién, concatenacion y cierre.

2.11.2. EXPRESIONES REGULARES.

Las expresiones regulares se introducen para describir los conjuntos regulares.
Para designar el conjunto descrito por la expresién regular o utilizaremos la notacién
[o].

Dado un alfabeto E = {fej, e),....., ey }, vamos a definir, en el conjunto de las
expresiones regulares sobre dicho alfabeto, las operaciones suma, concatenacién y

cierre de forma recursiva:

a) A (cadena vacia y elemento neutro dentro de la concatenacién de cadenas),

¢ (conjunto vacio y elemento neutro para la unién de conjuntos) y e; (i =

It

1,2,....,n) son expresiones regulares tales que |1 = {4} |4 = Py | el = fei} (i
1,2,...,n);

b) Si a'y B son expresiones regulares, o+ es una expresion regular tal que

|\t = || UBl;
¢) Si ay fson expresiones regulares, o es una expresién regular tal que
lepl = |a|f);

d) Si & es una expresion regular, o* es una expresion regular tal que |a*| =

o] *.
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Dos expresiones regulares son iguales si designan al mismo conjunto regular:

(@=p —lad =18

Teniendo esto presente, es facil demostrar las siguientes propiedades de las

expresiones regulares:

1. La concatenacion es asociativa: o(By) = (af})y.

2. Lasuma es distributiva: af + ay=a(f + 7).

3. ¢ esel elemento neutro parala suma: a+g=¢+a = a.

4. ¢ esel elemento cero para la concatenacion: ag = ¢ o = ¢,
5. Aes el elemento neutro para la concatenacion: ol = Aa = «.

6. Propiedades de la operacion cierre:
a) (atf* = (a*+fH)* = (a*p)*
b) (atAH)* =a*+ L =a*
c) aa*+ A=qa*

d) A*=g*=2

Se demuestra (Fundamentos de Informatica. Gregorio Fernandez) que todos
los lenguajes aceptados por reconocedores finitos son conjuntos regulares y que todo
conjunto regular es un lenguaje aceptado por un reconocedor finito, lo que nos va a

permitir resolver los problemas de anlisis y sintesis, respectivamente.
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2.12. RESOLUCION DE PROBLEMAS DE ANALISIS Y
SINTESIS DE RECONOCEDOS FINITOS.

2.12.1. ALGORITMO DE ANALISIS.

Supongamos que un reconocedor finito tiene » estados, Q = {q7],.....,g»}, con

estado inicial g y con estados finales F = a1, 912, - . qfi} (m 21 20). El

lenguaje aceptado es:

LR) ={x/flxq]) € F} = U{R]j/qje F}

con Rjj = {x/ f{x,qj) = gj } (conjunto de cadenas que nos llevan del estado g; al estado

gj ). Bastara con demostrar que los Rjj son conjuntos regulares.

Vamos a definir Rkl'j (0<'k<n) como el conjunto de cadenas que llevan del
estado ¢; al estado ¢j sin pasar por ningin g/ tal que / > k. En particular, ROZ']' seran
las cadenas que llevan del estado g; al estado gj sin pasar por ningtin otro estado, por

lo que seran simbolos, es decir, es un subconjunto de £ {A} y, por tanto, es regular
ya que es finito. Supongamos que Rk-1 jj es regular para todo 4, j y k> 1y

demostremos que Rk,'j es regular. En efecto, basta con comprobar que

Rkij = Rk']ij uRk—]ik(Rk—]kk) * Rk—]kj
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Entonces, Rklj es regular para todo &, y en general, Rjj = R%j .

De la demostracién anterior se desprende un procedimiento para obtener la

expresion regular del lenguaje aceptado por un determinado reconocedor.

En efecto, llamemos akij a la expresion regular que designa al conjunto Rkij:
Iakl'jl = Rk,' j;, entonces, si g7 es el estado inicial, la expresion regular de L(R) sera:

Oy p Tyt +toy, si r>0
@ si r=0

Los aij se calcularan recursivamente, teniendo en cuenta que

Vi | =te € E U {A} /fix.q) = qj )}
akl'j = ak']ij + ak'lik(ak‘lkk)* ak']kj (0<k<n

ojj = anl'j
2.12.2. ALGORITMO DE SINTESIS
Aunque hay diversas demostraciones de este teorema, como las de Rabin y
Scott (1959), o la de Ott y Feinstein (1961). Sin embargo, preferimos basarnos en los

trabajos de Brozozowski (1962,1965) que introduce un algoritmo de fAcil manejo

empleando el concepto de derivada de una expresion regular.
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Sea « la expresion regular que designa al conjunto regular Lp, || = LR y

consideremos el subconjunto de Lp formado por todas las cadena de LR que

empiezan por un determinado simbolo e. Definimos el cociente izquierdo de L por

e, LR\e, como el conjunto resultante de suprimir e en todas estas cadena:

Lple ={x/xe € LR}

y definimos la derivada de o respecto del simbolo e , Dg(a), como la expresion

regular de Lple.

Las siguientes propiedades de las expresiones regulares se deducen facilmente

a partir de la definicién:

1)

2)
3)

4)

5)
6)

A si e =e
De1(62)={ R

¢ si e #e,
De(2) = De(¢) = ¢
De(a+ ) = De(0) + De(f)

¢ si Aélal

De(@ fj = [De(@) ]+ 5(@)De(fp) con 6(a)={ % si aeldl

De(a*) = [De(c)]a*
Dxe(@) = De[Dy(c)]
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Para construir un reconocedor finito en forma minima del lenguaje
denotado por la expresion regular a, a partir de las derivadas se puede seguir el

siguiente procedimiento:

1) Calcular { D () /x € E*}

2) El estado inicial es ¢; = a ; los otros son las diferentes D ()
3) La funcion de transicion es f{e,a) = D,(a); f(e, D (o)) =D, ()
4) El conjunto de estados finaleses F={D (a)/ A €| D ()|}

2.13. DEFINICION DE GRAMATICA.

Una gramatica es una cuddrupla

donde

ET es un conjunto finito llamado alfabeto principal o alfabeto de simbolos

terminales.

E 4 es un conjunto finito de simbolos, llamado alfabeto auxiliar o alfabeto de

variables.

S es un simbolo destacado del alfabeto auxiliar llamado simbolo inicial .

P es un conjunto finito de pares ordenados (¢, ), donde B € (ET VE4)*y
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a e (ET VE4™ ,donde (ET U Eg* es el conjunto de todas las cadenas

(incluida la cadena vacia, L) que pueden formarse a partir de E7 U E 4 Y(ET VELQT
=  (ETUVEQ* {A}.

Estos pares ordenados reciben el nombre de reglas de escritura o

producciones, y generalmente se escriben con la notacién @ — B . « es el

antecedente de la regla y S el consecuente. Si # € E*T se dice que la regla es una
T q

regla terminal.

Sta>pePyy dekE* (E=Ep Ey) las cadenas yady 340 estén en

relacion de derivacion directa y escribiremos

yod =yps

y diremos que la cadena 36 deriva directamente de la cadena yo6.

Si ], am € E*, se dice que estan en relacion de derivacion en la gramatica

G siexisten @, a3,......... , Om-], tales que
A =>a) =>a3 ... Sap] >«
12027203 = 2 9m-1 7= Om

*

Lo denotaremos por «j = amy diremos que oy, deriva de «].

*

Observemos que :G> y => no son relaciones de equivalencia, pues en general
r G

no se cumple la propiedad simétrica.
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2.14. LENGUAJE GENERADO POR UNA GRAMATICA.

El conjunto de sentencias que pueden generarse de una gramatica G se llama

lenguaje generado por una gramdtica, es decir,
L(G)={x/x e E*Ty S = x}

Dos gramaticas que generan el mismo lenguaje se dice que son equivalentes,

es decir G y G2 son equivalentes si L(G}) = L(G))

2.15. CLASIFICACION DE LAS GRAMATICAS Y DE LOS
LENGUAJES.

Las gramaticas pueden clasificarse dependiendo que la forma que tienen las
reglas de producciones. Partiremos de una gramatica donde las reglas de escritura no
poseen restriccion alguna e introduciendo restricciones adicionales a las reglas
obtendremos sucesivamente gramaticas cada vez mas restringidas. Pasemos a

comentar la clasificacion debida a Chomsky y aceptada universalmente.
2.15.1. GRAMATICAS DE TIPO 0 O NO RESTRINGIDAS.

La gramatica definida de una forma general en el apartado 2.13. se llama

gramdtica de tipo 0 6 no restringida.
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Recordemos que las reglas de escritura o producciones son de la forma «
— f,con @ € ET y B € E*, es decir, la tiica restriccion es que no pueden haber

reglas de la forma 4 — .

2.15.2. GRAMATICAS DE TIPO 1 O SENSIBLES AL CONTEXTO.

Este tipo de gramaticas lo forman aquellas cuyas reglas de escritura son de la

forma
ajdar —» ajfe
cond eEy4; ajap eE*; BeET

Es decir 4 puede reemplazarse por f siempre que esté en el contexto de « 1V

a.

Una propiedad importante de las graméticas de tipo 1 es que las cadenas que

se van obteniendo en cualquier derivacién son de longitud no decreciente, ya que al

ser 3 # A se tiene que Ig(d) = 1 <lg(B), y lg(ajday) <lg(ajfar).

2.15.3 GRAMATICAS DE TIPO 2 O LIBRES DE CONTEXTO.

Las gramaticas de tipo 2 son un caso particular de las gramaéticas de tipo 1,

con o] =ay = 4, es decir, las reglas son del tipo

Pagina 60

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1999



Sintaxis y codificacion en modelos de sistemas complejos. Francisco Vives Macia.

Autématas y lenguajes

cond eEqy BeE™

Estas gramaticas también se llaman Gramdticas de Chomsky y juegan un
papel muy importante tanto en la lingiifstica como en la teoria de lenguajes de
programacion.

2.15.4. GRAMATICAS DE TIPO 3 O REGULARES.

Las gramdticas de tipo 3, también llamadas Gramuiticas de Kleene son un caso

particular de las graméticas de tipo 2, con reglas de la forma

A—>aB 6 A—>a

cond, BeEgy ackET

Veremos mas adelante que los lenguajes generados por las gramidticas de

tipo 3 son exactamente los lenguajes regulares.

2.15.5. JERARQUIA DE LOS LENGUAJES.

Segun hemos definido las gramaticas, es evidente que toda gramatica regular

es libre de contexto, toda gramdtica libre de contexto es sensible al contexto, y toda
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gramatica sensible al contexto es de tipo 0. Por consiguiente, si llamamos L(G3),

L(Gy), L(G}) y L(G) alos lenguajes generados por estas gramaticas tendremos que

{L(G3)} < { LG} <{ L(GD} ={ L(Gp)} < P(E¥

2.15.6. LENGUAJES CON LA CADENA VACIA.

Tal y como hemos definido las graméticas, la cadena vacia, A, no puede
figurar en ningtin lenguaje de tipo 1, 2 6 3. Para que la cadena vacia esté contenida en

dichos lenguajes bastaria con agregar la regla

S—>4

a las reglas de la gramatica que describen al lenguaje. Ahora bien, si hemos impuesto

la condicién de que S # A para conseguir la propiedad del no decrecimiento, serd
preciso que el simbolo inicial S no aparezca en el consecuente de ninguna regla.

Este problema queda solucionado introduciendo en el lenguaje auxiliar de la
gramatica un nuevo simbolo S,, que se convertird en el simbolo inicial y una regla de

la forma S7 — a por cada regla S — « que exista en la gramatica.

Es decir, si tenemos la gramédtica G = (ET; E 4, P, §) formamos la gramatica
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G 1= ET, EquS], P, S1)

donde P; =P U{S] »a/(S—a) eP} U (S] = A).

Es facil comprobar que L(G) v {4} = L(G]) .

2.16. LENGUAJES REGULARES Y AUTOMATAS FINITOS.

En la primera parte del capitulo hemos estudiado los reconocedores finitos y
se ha visto que los lenguajes que pueden reconocer son los lenguajes regulares. Aqui
vamos a ver que esa clase de lenguajes coincide precisamente con los lenguajes que
pueden ser generados por las graméticas de tipo 3. Para ello necesitamos introducir un
concepto nuevo: el autémata finito no determinista. Su necesidad se vera claramente

cuando se establezcan las relaciones entre gramaticas de tipo 3 y los autématas.

2.16.1. AUTOMATA FINITO NO DETERMINISTA.

Un autémata finito no determinista es una quintupla

AFND = (E S O, f g
donde todo coincide con el autémata finito excepto que el rango de la funcién de

transicidn no es Q sino el conjunto de las partes de O, P(Q):

S ExQ —P©)
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Es decir, fle,q) = {94 qp, ...... , qm} < O.(Obsérvese que puede ser fle,q) =
@).

El reconocedor finito no determinista se define siguiendo la misma linea que

en ¢l caso determinista

RFND = (E, Q f q], F)

El dominio de la funcién de transicién puede extenderse a E* x O haciendo

A9 =t} foxa 9= O f(x.q.)

J(x.q)

También puede extenderse el dominio a £* x P(Q) haciendo

fon@) =¢

2.16.2. LENGUAJE ACEPTADO POR UN RECONOCEDOR FINITO
NO DETERMINISTA.

Se define el lenguaje aceptado por un reconocedor finito no determinista como
el conjunto de cadenas para las cudles la funcién de transicién conduce a un

subconjunto de Q dentro del cual se encuentra, al menos, un estado final:
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L(REND) = {x e E*/[fx.q1)= {40 qb, - qm}] A [Fqi (i = a,b,...m) € F]}

A continuacién pasemos a ver que la clase de los lenguajes aceptados por
reconocedores finitos no deterministas coincide con la de los aceptados por los

reconocedores finitos deterministas. Para ello sera necesario comentar dos cosas:

a) que, dado un reconocedor finito determinista, RFD, siempre existe un

reconocedor finito no determinista, RFND, tal que L(RFND) = L(RFD), y por
tanto, {L(RFD) < L(RFND) }.

b) que, dado un reconocedor finito no determinista, RFND, siempre existe un

reconocedor finito determinista, RFD, tal que L(RFD) = L(RFND), y por tanto,
{L(RFND) c L(RFD) } con lo que se demostrara que {L(RFND)} = {L(RFD)}.

Lo primero es evidente, ya que los reconocedores finitos deterministas son un caso
particular de los reconocedores finitos no deterministas. Lo segundo se demuestra
en el libro citado anteriormente de Fundamentos de Informatica.

Terminamos el capitulo diciendo que los lenguajes regulares, los lenguajes

que reconocen los reconocedores finitos y los lenguajes generados por las gramaticas

del tipo 3 coinciden.
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CAPITULO 3

GRAMATICAS GENERATIVAS Y
RECOGNOSCITIVAS EN
SISTEMAS COMPLEJOS

3.1. INTRODUCCION.

En este capitulo se construyen gramaéticas generativas y recognoscitivas
que generan lenguajes matematicos que pueden ser utilizados en la modelizacion
matematica de sistemas complejos. Quedars, ademas, garantizada la obtencién

computacional de los lenguajes generados por las mismas.

Un caso concreto de los lenguajes que se han obtenido constituye el
primer estudio realizado sobre esta materia por el autor de este proyecto junto con
el director del mismo. Ademas, el estudio y la aplicacién a un caso concreto de
modelizacién matematica, se publica en un articulo junto con un grupo de
colaboradores (Véase (56),Villacampa et al, 1999) y se haré referencia al mismo

para sefialar lo que ya ha sido publicado.

Normalmente, cuando mencionamos modelos estructurales complejos,
como los ecologicos o los socioecondmicos, damos mucha importancia a la

metodologia empleada.
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Nos apoyamos en el siguiente argumento: “ La ayuda del ordenador est
condicionada por la metodologia empleada para modelizar, y esta metodologia

esta condicionada por la teoria de sistemas en la que se basa”.

Pero una metodologia es un conjunto de métodos organizados que nos
permite avanzar en una investigacion de forma disciplinada ((7)Checkland, 1981).
La literatura sobre metodologia es muy extensa. Hay diferentes metodologias
alternativas en modelizacién, aunque todas ellas poseen restricciones
((22)Gelovany, 1985; (14)Davis and O'Keefe, 1989).

La metodologia en la que nos basamos para la modelizacion de los
sistemas complejos se integran diversas ideas. Entre ellas destacan las
desarrolladas en (18) y (19) por Forrester (1961,1966), en (7) por Checkland
(1981), en (43) por Morecroft (1982), en (2) por Balci (1986), en (32) por
Jorgensen (1988), en (39) por Mathewson (1989) y en (62) por Zhang et al.
(1990). Se incorporan ademdas las desarrolladas en los tltimos afios por
Villacampa et al.(1997-1999) en los articulos (56) y (57): “Generative and
Recognoscitive Grammars of Ecologogical Models with Aplications” publicado
en la revista Ecological Modelling en 1999 y “A population model of the
reproductive behaviour of mediterranean shrubs: A case of Cistus Albidus” en

Ecosystems and Sustainable Development (Pefiiscola 1997).

En este trabajo iniciamos una teoria de modelos de sistemas
estructurales complejos desde el punto de vista de la Lingiiistica Matematica,

como una manera mas, no la Gnica, de abordar este area del conocimiento humano
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ya que estamos convencidos que cualquier metodologia estd asociada a un
lenguaje y a sus correspondientes aspectos linglifsticos, tales como los

componentes sintacticos y semanticos.

3.2. PRIMEROS CONCEPTOS.

A continuacién se exponen los primeros conceptos que constituirdn la base
a partir de la cual se definiran de forma abstracta un conjunto de gramaticas
generativas, mediante las cudles se construyen los lenguajes mateméticos para la
modelizacion de sistemas complejos. Estos conceptos han sido publicados en la
revista Ecological Modelling (ver 56, “Generative and Recognoscitive Grammars

of Ecologogical Models with Aplications”. Villacampa et al.1999).

3.2.1. MODELO BASE.
Definicion:
Definimos el Modelo Base (MB) que denotamos por BM =

(M*, R*) como el sistema determinado por

M* = {todos los atributos medibles asociados a la realidad éntica }
(Patten,1997 en (46))

R* = { todas las relaciones posibles entre los atributos}
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3.2.2. SISTEMA SEMIOTICO.
Definicién:
El sistema semiético es el sistema formado por S = (M, R)

donde M es el conjunto de todos los atributos medibles y R es el conjunto de

relaciones binarias R  P(MxM) tales que Vr € R es

r={(X1, Y1), (X2, ¥2), veevre.. , (Xi, ¥i) / (%5, vi) € MxM}

3.2.3. CAMPO ASOCIATIVO DE UN ATRIBUTO MEDIBLE.
Sea x un atributo medible.
Definicién:
Definimos el campo asociativo de x, y lo denotamos por

@y, como el conjunto formado por todas las posibles funciones transformadas

( simbolos) de x.

D, = {{T°X)}, {T )}, {TAX)}, oo AT ) e, }

donde {T"(x)} se llama conjunto de las funciones transformadas de orden n, es

decir:

{T'x)} =x
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donde ® es una operacién cualquiera de entre un conjunto dado: suma, producto,

composicion etc.
El conjunto @y sera un conjunto numerable con card(®x) = N. Pero debido
a las limitaciones del conocimiento humano, en la practica se utilizard un

subconjunto F, de ®, con cardinal finito.

Como ejemplo, puede verse la figura 3.1.

figura 3.1. Campo asociativo del atributo medible x
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3.2.4. VOCABULARIO DE PRIMER ORDEN.

Sea Q = {x;, x5 ... , Xy} un conjunto de atributos medibles. Cada

elemento de Q es una variable o primitiva y le llamaremos p-simbolo.
Definicion:

Llamaremos Vocabulario de primer orden, VPO, y lo
denotaremos por V', del p-simbolo x a su campo asociativo finito Fy < ®y. Los
elementos de V', seran llamados t-simbolos y los representaremos por ¢'; , donde
i representa un indice del simbolo y j el orden de la transformada.. Es obvio que
los p-simbolos son un caso particular de los t-simbolos.

Como ejemplo, supongamos que el modelizador decide utilizar:
a) un determinado p-simbolo, x,
b) m transformadas de orden 1,

¢) lautilizacién de transformadas hasta el orden n, y

d) como operacion ® la composicién de funciones

Entonces, el cardinal del VPO es

card(V)=I+m+m’ + ... +m" =

como se desprende, también de la figura 3.2.
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ey
{T'(0} m
{T°()} m”
{T'(0} m"
figura 3.2

4.2.5. t-ALFABETO DE ORDEN i.

Definicion:
Definimos el t-alfabeto de orden i del atributo x, y lo

denotaremos por Al al conjunto de t-simbolos del mismo orden i.

A= {8 1(x) =x)
A= {4169, 2%, oo ), (0}
A= {F15), o), o, }

De lo que se deduce que
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V=A% vd o oA =04

3.2.6. VOCABULARIO DE SEGUNDO ORDEN.
Definicién:
Definimos el vocabulario de segundo orden, VSO, y lo

denotamos por V7, al vocabulario formado por dos t-simbolos de vocabularios

de primer orden V', y Vly de la siguiente forma:
Ey) = 9500 @ ¢5(y)
donde ¢'i(x) e Vi, o%(y) € Vly y © es un operador aritmético.
Es decir,
Vi = PF%5(xy) = 0500 @ ¢%(y) }
coni=1,...., card(le) ;
j=1,..., card(V9);
r,s=0,1,..n

3.2.7. VOCABULARIO DE ORDEN N.

De igual manera, podemos definir vocabularios de orden 34, ....... , por lo

que podremos definir el vocabulario de orden n, asf:
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Definicion:

Se define el vocabulario de orden n, VON, y lo denotamos

por V. ., al vocabulario formado por n t-simbolos de vocabularios de primer

XXy,

orden lel y lez, ...... , len de la siguiente forma:
anrS"'wijmt(X1X2...Xn) = (I)ri(Xl) @ (I)Sj(Xz) D ........ ® (I)Wt(Xn)

A los elementos de la forma "™V (Xixp...Xy) se les llamara palabras.
Estas palabras, escritas con esos vocabularios han sido utilizadas para la
modelizaciéon matematica de las ecuaciones de flujo de la dindmica de sistemas
(Forrester y otros autores nombrados en el apartado 3.1.). Estas ecuaciones nos
expresan un determinado proceso definido por una variable en funcién de flujos
de entrada y salida. La expresién matematica de esta variable nos conducira a la
modelizacion del mismo. Por otra parte, en sistemas complejos estas ecuaciones
que quedan definidas a partir de otras (flujos de entrada y salida) son ecuaciones
implicitas de varjables de las que solo se pueden conocer datos numéricos

experimentales o simulacién de los mismos.

Para un caso concreto de eleccion de vocabularios de primer orden se han
realizado modelizaciones de sistemas ecoldgicos en (56) y (57) (Villacampa et al
1977, 1999).

3.2.8. t-LEXICO.

Dados n p-simbolos xi, X,......... , Xn, llamaremos t-Iéxico vy lo denotaremos

por t-L, al conjunto de todos los vocabularios de cualquier orden, es decir,
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_ vl 1 1 2 2 n
t-L = {V x1s v X235 eeeee 5 v Xns \% XIX2s eeeees D A% X1Xns eeeeees 5 \4 X1X2.....XN seevecees }
Las combinaciones lineales de palabras de un t-Léxico se llaman
sentencias 6 funciones de flujo, las cudles se presentan en los Sistemas
Dindmicos.

3.2.9. LEXICO PRIMARIO.

Al subconjunto T de t-L formado por los vocabularios de primer orden
generados por los p-simbolos x;, xo,......... , Xn, s¢ llamara léxico primario (LP) o

alfabeto de las funciones transformadas
T={Vi, Vi, ., Vi}
3.2.10. VOCABULARIO DIFERENCIAL O d-VOCABULARIO.

Definimos el vocabulario diferencial o d-vocabulario de un p-simbolo x
y lo denotamos por VY, al conjunto formado por todas las derivadas parciales de

cualquier orden de x respecto a cualquier otro p-simbolo y el tiempo t.

El vocabulario diferencial primario V', es el conjunto de todas las
derivadas parciales de primer orden de x respecto a cualquier otro p-simbolo y el

tiempo t.
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También pueden definirse vocabularios diferenciales de segundo,
tercer,.....etc., orden , aunque por facilidad de calculo, en las modelizaciones
llevadas acabo hasta la fecha, de sistemas complejos s6lo se utiliza un
subconjunto de cardinal 1 del conjunto V'’ y éste es la derivada parcial del p-

simbolo x respecto al tiempo.
3.2.11. LEXICO DIFERENCIAL .
Sea xi, Xg,......... ,» X, un conjunto de p-simbolos. Definimos el léxico

diferencial, d-L, al conjunto formado por los d-vocabularios generados por los p-

simbolos
d-L={V%, V... , Vol
3.2.12. LEXICO DE UN SISTEMA COMPLEJO.
Definicion:
El léxico de un sistema complejo, L, es la unién del t-léxico
y el d-Iéxico
L =(t-L)u (d-L)

3.2.13. PALABRAS SINONIMAS.

Se considera un Modelo Base y una variable del mismo, y, de la que

conocemos una relacién de dependencia respecto a un conjunto de variables
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vocabularios de primer orden de las variables {x | }'/’_ Y.
Para la variable y, se supone que mediante un determinado proceso de

modelizacion se obtiene diferentes palabras Wi, i = 1,2,.....h que la modelizan

matematicamente. Estas palabras estardn escritas en los vocabularios ¥} 5, tal que

k<nyéd e {xj }'1;1, Vi = 1,...k. Diremos entonces que estas palabras son

sinénimas.

Definicion:
Podemos definir de forma general una relacion de

similitud de la siguiente manera:

Para un Modelo Base BM = (M* R*) sea X = {x,, xa, ...., Xm} €l conjunto
de atributos considerados y sean Vxli los vocabularios de primer orden
correspondientes. Se define como P el conjunto de palabras escritas en los

vocabularios V;}"_'_ 5. k<myd e {x‘}Lr En P = {¥;} definimos la siguiente

J
relacion, S:

Wi S ¥ sii son palabras sinénimas

Esta relacién es una relacion de equivalencia ya que satisface las

propiedades siguientes:

a) Reflexiva: V¥; € P se verifica que ¥; S ¥
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b) Simétrica: V'¥; , ¥j € P se verifica que ¥; S ¥, = ¥; S ¥
¢) Transitiva: V¥, ¥, Wk € P se verifica que si

(LPi S "Pj) y (le S LI"k) = ‘Pi S ‘“Pk
Esta relacion de equivalencia , S, divide el conjunto P en clases de equivalencia.

En el conjunto cociente P/S y en cada clase de equivalencia se van a
considerar las palabras que llamaremos sinénimas intrinsecas y sinénimas

extrinsecas.

Definicion:
Si dos palabras ¥} y ¥, de un mismo proceso tienen el

mismo nimero de elementos y sus simbolos respectivos pertenecen al mismo

vocabulario de primer orden, es decir, si

¥ =0:® 0,9 ........ @ by
Wy =010 ¢"5O ....... @ P’y
donde
dre Vi, 0e Vi, . ,oneVia y
0re Vi, dae Vi, . ,0’n e Vi

decimos que son sinénimas intrinsecas y lo expresamos mediante
Wy Sint V2
Si simbolos respectivos de ambas palabras pertenecen al mismo
vocabulario de primer orden pero tienen diferente longitud entonces decimos que

son sinénimas casi-intrinsecas.
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Definicién:
Si uno, al menos, de los simbolos de ambas palabras que
definen el mismo proceso pertenecen a diferentes vocabularios de primer orden

decimos que las palabras son sinénimas extrinsecas.

3.3. GRAMATICA GENERATIVA DE LAS FUNCIONES
TRANSFORMADAS.

A continuacion se va a obtener un método de generacién de vocabularios
que permitirdn la construccion de palabras de un t-léxico cuyas combinaciones
lineales nos determinan las funciones de flujo que modelizan procesos y quese

presentan en los estudios de Sistemas Dindmicos.

Para ello se comenzara con la construccién de gramaéticas generativas de
las funciones transformadas. Dichas funciones van a constituir el alfabeto con el
que posteriormente se calculan las ecuaciones matematicas que modelizan los

procesos considerados en un modelo de un sistema complejo.

Como caso particular, y utilizando unicamente la composicién de
funciones como operacion, se obtendran los vocabularios de orden n considerados
al principio del capitulo y utilizados en modelizaciones (“A population model of
the reproductive behaviour of mediterranean shrubs: A case of Cistus Albidus” en

Ecosystems and Sustainable Development (Pefiiscola 1997)).
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Esta abstraccion va a suponer, por una parte, la obtencién de un mayor
nimero de lenguajes y, por consiguiente, la disponibilidad de una herramienta
mas completa para la modelizaciéon. Por otra parte, la obtencién de estas
gramaticas y sus correspondientes lenguajes nos conduce directamente a la teoria
de autématas finitos. De esta manera seremos capaces de obtener un reconocedor
finito de los lenguajes que se generan. Estos lenguajes son los utilizados

posteriormente para la construccion de ecuaciones matematicas.

3.3.1. GRAMATICA GENERATIVA DE LAS FUNCIONES
TRANSFORMADAS DE PRIMER ORDEN.

Sea x una variable real (atributo medible) y fi, f......, f;,, m funciones

reales de variable real,
fi:R—>R, i=1,2,.....,m
Llamaremos gramética generativa de las funciones transformadas, Gy, a la
cuadrupla
Gr1=(Vt, VA, S, P)

donde

V7 es el alfabeto principal o vocabulario de simbolos terminales y esta

formado por los elementos del conjunto
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VT:{fbfZ; """ >fm:(>)>x}

Va es el alfabeto auxiliar o vocabulario de simbolos auxiliares y

esta formado por los elementos del conjunto

Va={S,R, Ry, R;3 }

S € V4 es un simbolo destacado llamado simbolo inicial

P es un conjunto finito de pares ordenados (o, B) 6 reglas o —> f donde
a€VayPesdelaformafB=aec Vr6B=abconaec Vryb=216b e V, dadas

por

[ S—>x
S — fiR,
P=4R —> (R,
R, = xR,
Ry —)

Con estas reglas generamos un lenguaje, L(Gr;) cuyas cadenas o palabras
forman los t-albabetos de orden 0 y de orden 1 como puede observarse en el

siguiente arbol
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f1R1 4 f1 (Rz —> fl (XR3 -> fl(X)

szl —> fz(Rz —> fz(XR3 —> fz(X)

me1 —> fm(Rz —> fm(XR3 —> fm(X)

/N

figura 3.4

y en el que podemos poner que

A% = {8 1%) = x)

Al = {d %), %), ooy B () 3= {11(%), (%), ........ , (%)}
L(Gp) =A% vd',

La gramatica que acabamos de definir, Gti, es una gramética de tipo 3 o

gramatica de Kleen, pues, tal y como vimos en la seccién 3.4.4 sus reglas son de

la forma

»

A—>aB 6 A—>a

conA,B e Vayae Vr.
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De ahi que, el lenguaje L(Gr|) sea un lenguaje regular. La expresion

regular que representa las cadenas de dicho lenguaje es

oa=x+[fi+H+.... +fm](X)

y derivando esta expresion regular podemos encontrar el reconocedor finito de

este lenguaje:

Derivadas primeras:

Dy(ot) = A

Dsi(a) = Dp(a) = ....... = Dn(a) = (%)

Derivadas segundas:

Di(a) = D(Da()] = x)
Dp(@) = D([Dp(a)] = x)

D) = D(Dgm()] = x)

las restantes derivadas segundas son ¢

Derivadas terceras:

Dii(@) = Dx[D([De(o)]] = ) i=12,...m

las restantes derivadas terceras son ¢.
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Derivadas cuartas:

Diiy(a) = Dy[ Dix(a)] = A

Las restantes derivas cuartas son ¢.

Podemos, asi, dibujar el diagrama de Moore (figura 3.5) del reconocedor

finito, donde llamaremos

q =S

Q= Dx(o)

a3 =Dn(a) =Dp(a) = ............ = Dgn(o)
q4 = Dg((av)

gs = Dgx(at)

ds = Drixy(o) i=1,.2,..m

siendo los estados finales g, y g que son los que contienen la cadena vacia.

figura 3.5
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3.3.2. GRAMATICA GENERATIVA DE LAS FUNCIONES
TRANSFORMADAS DE SEGUNDO ORDEN

Llamaremos gramatica generativa de las funciones transformadas, G, a la
cuédrupla
Gr2 = (VT1, V4, S, P)

donde

Vr es el alfabeto principal o vocabulario de simbolos terminales y esta

formado la unién de los conjuntos

A= (F169 =)
A= (1), F265), v B ()}

(los elementos ®;, i = 1,2,....k son operadores matematicos)

y los paréntesis (y ).

Es decir,

VT = { ¢(), ¢1, .......... , ¢m, ®1, ®2, ..... ,®n, (, )}
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Va es el alfabeto auxiliar o vocabulario de simbolos auxiliares y estd

formado por los elementos del conjunto

VT: { Sa Rla R2> R3:R4}

S € V4 es el simbolo inicial

P es un conjunto finito de pares ordenados (o) 6 reglas oo — B donde

a€VayPBesdelaformap=ac Vr6B=abconae Vryb=26b e V, dadas

por

[ S—> (&
R, > ¢,R,

P={R, >® R,

Ry — ¢,R,
R, =)

Con estas reglas generamos un lenguaje, L(Gr2) cuyas cadenas o palabras
forman los t-albabetos de orden 2, como puede observarse en el arbol que

representamos a continuacion
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S
Ry
VAN
Ry (GRo oo (6mRo
\ \\A
@0®1Rserrcrr: GoBRs  (D1®O R 01®R3 (0n®1Rs... (dn®uRs
06®106R 41w G I S (O @R (B ® bR
T (GOB1Omeemmreeeeeoeooeooo (D ®nb0).roo (G ®nbm)
figura 3.6

El lenguaje generado por Gr, es decir, L(Gry) coincide con L(Gry) = A%,

Esta gramatica que acabamos de definir, Gr, también es una gramaética de

tipo 3 o gramatica de Kleen, pues sus reglas son de la forma
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A—>aB 6 A—a

conA,B e Vayae V.

De ahi que, el lenguaje L(Grz) sea un lenguaje regular. La expresion

regular que representa las cadenas de dicho lenguaje es

o= ( [(I)()+ ....... +¢m][ ®1+ ...... + ®n] [¢0+ ....... +¢m] )

que en forma simplificada podemos expresar mediante

o = ($i®xdy)

y derivando esta expresion regular podemos encontrar el reconocedor finito de

este lenguaje:

Derivadas primeras:

Do] = ¢i®xdy)

Las primeras derivadas respecto a los restantes simbolos es la cadena vacia ¢.

Derivadas segundas:

Dyi[¢i®xdp)] = ;)

las restantes derivadas segundas son ¢.
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Derivadas terceras;

Dei[®xdi)] = ¢;)

las restantes derivadas terceras son ¢.

Derivadas cuartas:

Dy[ 61 =)

Las restantes derivadas cuartas son ¢.

Finalmente, la tinica derivada quinta no nula es

DyDl=2

y el diagrama de Moore correspondiente al reconocedor finito de las cadenas del

lenguaje L(Gr») serd, llamando

qQq=a
q2=D(a]
q3 = Dgila]

g4 = Dgiex[ot]
qs = Dgiexylo]
96 = Dgiergylo] = L. Este estado es el estado final.
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Los elementos de este lenguaje los podemos expresar mediante

¢k
ii
donde k indica la operacion entre las funciones y los subindices i y j son los

indices de las funciones.

figura 3.7
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3.3.3. GRAMATICA

GENERATIVA DE LAS FUNCIONES TRANSFORMADAS DE
TERCER ORDEN.

Siguiendo un proceso similar a los apartados anteriores para la
creacion de las gramaticas Gy, y G, vamos a disefiar una gramatica que genere
todas las funciones transformadas de orden tres, es decir, todas las funciones
transformadas en las que aparezcan tres funciones transformadas de primer orden
con las mismas operaciones ®y y utilizando como vocabulario terminal las
cadenas obtenidas en las gramaticas anteriores.

Por tanto, llamaremos gramatica generativa de las funciones

transformadas, Gr3, a la cuadrupla

GT3 = <VT: VA: S> P>

donde

Vr es el alfabeto principal o vocabulario de simbolos terminales y estd

formado por la unién de los conjuntos

Vr=L(Gr) U L(Gn) v {&¢ U {(,)}

donde los elementos de L(Gr;) los representaremos por ¢; y los elementos de

L(GTz) por ¢sij .
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V4 es el alfabeto auxiliar o vocabulario de simbolos auxiliares y

estd formado por los elementos del conjunto

Vr={S, Ry, Ry, R3, Ry, Rs}

S € V4 es el simbolo inicial

P es un conjunto finito de reglas dadas por

S = (R,
R —> ¢.R,
R, = ¢} R,
R, > ®,R,
] :

R, —> ¢;R,
R, —)
Ry > ® R,
R — ¢,R,

Con estas reglas generamos un lenguaje, L(Gr3) cuyas cadenas o palabras

forman los t-albabetos de orden 3 tienen la forma

($:Ou(9®nd)) 6 ($i®my) Ond)

como puede observarse en el siguiente arbol
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S
N \
(doRa.......... (OR2e v, (0 00Rs ... O ST
(00®1Rs............. (DIORS v, (0'00®R ......... (0% ®Rgurernnee.
¢ \ 4 v
(00®19 00Rs.......... (0i®x O R4, (0" 00®100R ...... (05 ®PoRq.........
Lo o
(¢0®1¢ 00) .......... (¢i®k ¢Sij) .................................... (¢100®1¢0) ........... ((I)Sij®k¢o) ........
figura 3.8

El lenguaje generado por Grs, es decir, L(Grs3) coincide con L(Gp3) = 47,

Esta gramatica que acabamos de definir, Gr3, también es una gramatica de
tipo 3. De ahi que, el lenguaje L(Grs;) sea un lenguaje regular. La expresion

regular que representa las cadenas de dicho lenguaje es

o = (§i®m ¢51) + (% ®ndr)
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cuyas derivadas nos proporcionaran los estados del reconocedor de las cadenas del

lenguaje 1(Grs) .

Las derivadas no nulas las ofrecemos a continuacion:

o = (0i®m ¢'jk) + (9%5®ndi) = qu

Derivadas primeras:

Dda] = ¢:@n #) + 6iO0d) = 2

Derivadas segundas:
Dy[Dia]] = @ ¢) =qs
D, Dlel=®,4,) a0
Derivadas terceras

D, D [l = )= as

D, [D(ﬁ (o= 4=

Derivadas cuartas:

D, [D<¢,-®k [05]] =) =qs

Derivadas quintas:

D) [D(¢i®k¢ijlf [Cl]]: A= ds
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y como consecuencia de ellas obtendremos el diagrama de Moore del reconocedor
finito de las cadenas de dicho lenguaje, que se representa de forma simplificada en

la figura 3.9

] ( . " e
% --—»( G f—p{ G | ds

by by
I A 4
& o
B —» G 9s
)
figura 3.9
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3.3.4. GRAMATICAS GENERATIVAS DE LAS FUNCIONES
TRANSFORMADAS DE ORDEN n

La obtenci6én de gramaticas de orden superior a tres, siguiendo la misma
estrategia de los casos anteriores, no entrafia mayores dificultades, en cuanto a
conceptos tedricos se refiere, y tnicamente los problemas surgen a la hora de
tener que expresar de forma general todas las combinaciones posibles entre las n

funciones empleadas y las m operaciones que pueden existir entre las funciones.

Por ello, y a modo de ejemplo, veremos el proceso de obtencién de una
gramatica generativa de orden 4, utilizando cinco funciones y la suma y la
composicién como operaciones que intervienen en las ecuaciones o palabras del
lenguaje.

Funciones : f}, , f3, fy, fs

Operaciones: +, 0

Orden de las transformadas: 4

Teniendo en cuenta que en cada transforma intervienen cuatro funciones,

habra un ntimero de transformadas igual a 845 obtenidas de la siguiente manera:

Con las 5 funciones se pueden formar Cs4 = [4J= 5 grupos, conteniendo

cada uno de ellos 4 funciones
{6, 65, 84}, {6, 0, 6,15}, {fi, 6, fa, 5}, {fi, 5, £, G5} {B, 6, 1, f5}.
Con cada uno de estos grupos se pueden formar P4 = 4! = 24 ordenaciones

diferentes. Al tener que incluir tres operaciones entre las funciones, estas se
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pueden ordenar de VRy3 = 23 = 8 formas diferentes de las cuéles una serd la
misma, por ser la suma conmutativa, por ejemplo fi+6H+f5+f; = fi+5+4+86, por lo

que s6lo debemos considerarla una sola vez.

Por lo tanto el ntiimero de transformadas diferentes sera 5(23-7+8) = 845,

con la forma general o = L@ L®: £ .

En este ejemplo, debido a las operaciones elegidas, no son necesarios los

paréntesis.

34. UN CASO PARTICULAR DE GRAMATICA
GENERATIVA DE FUNCIONES TRANSFORMADAS.

En este apartado vamos a considerar una gramitica cuya principal

caracteristica es la de contener una tinica operacion, la composicién de funciones.

La gramatica obtiene las transformadas de orden m de n funciones reales

de variable real.

Hemos desarrollado la gramatica tomando como vocabulario terminal, Vr,
un conjunto finito formado por la unién de los conjuntos V; y V,, donde V; esta
formado por n funciones reales de variable real f; con i = 1,2,...,n:

V] = {f], fz, f3, ...... N fn}
y V2 es el conjunto de simbolos

VZ = {(a ): 0, X}
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El vocabulario auxiliar, V4, es un conjunto finito, formado por los
simbolos T, Ry, Ry, Rs, R4, Rs, Re, R; es decir
Va={T,Ry;, Ry, R3, Ry, Rs,R6, R7 }
donde T es el simbolo inicial.

El conjunto de reglas es el siguiente:

T — fiR; i=12,...n
Ri—> R

Ry— xR3

R;—)

T — (R4

R4— fiRs

Rs— oRg

Rs— fiRs

Re— fiR7

R7— )R,

Al conjunto de las funciones fi, 5, f;,......, f, le llamaremos conjunto de las

funciones transformadas de orden 1, y lo denotamos por T".

Con las funciones anteriores y la aplicacién sucesiva de las reglas de
formacion formamos todas las composiciones de orden 2, orden 3, ....... , orden
m,.... que llamamos respectivamente, transformadas de orden 1, transformadas de
orden 2, ...., transformadas de orden m, .......... y que denotamos por Tl, TZ, ...... ,

™. , es decir
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T? = {fiof}, fiofs, w......... , fr0f,}
T? = {fiofjof}, fiofi0f, .......... , fa0£,0f,}
«— m > < m > — m —
T™ = {fiofj0......0of}, fiofj0.....0f, .......... , faofy0......0f}

......................................................................................

El nimero total de palabras que forman el lenguaje generado por la
gramatica Gr formada a partir de n funciones transformadas de orden 1 y

utilizando transformadas hasta el orden m es

Atendiendo a la clasificacion de las gramaticas expuestas an apartados

anteriores podemos observar que la gramatica Gt es una gramatica del tipo 3 o

regular.

Es facil observar que las cadenas generadas por dicha gramatica pueden

expresarse mediante la expresion regular :
o = fir(x)+(fi20(fi30)*fis)(x)

Por derivacién de la expresion regular obtendremos el autémata finito

reconocedor del lenguaje L(Gr) generado por la gramatica Gr.
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Por comodidad, para la obtencion de las derivadas, llamaremos

fi=a
(=b
X=c¢
)=d
o=¢e

con lo que la expresion regular quedaria como o = abcd + bae(ae)*adbed

Da(ot ) =bed = g

Dy(a ) = ae(ae)*adbed = qp

De(a ) = Dg(ar )=De(a)=¢

Dav(ar ) = Dp[Da(o )] = cd = g7

Daa(at ) = Dyo(@ ) = Dag(ar ) =Dae(at )= ¢

Dya(ot ) = Da[Dp(ax )] = e(ae)*adbed = qs

Dep(0r ) = Dpe(0r ) = Dpa(0t ) = Dpe(ar ) = ¢

Dape(at ) =d =qs
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Dapa(r ) = Dapp(ot ) = Dapa(a ) = Dape(ar ) = o

Dpac(0r ) = (ae)*adbed = g4

Dbaa(a ) = Dbab(OC ) = Dbac(a ) = Dbad(a ) = (I)

Dabcd(a ) =A= (o[°

Dabca(a ) = Dabcb(a ) = Dabcc((x ) = Dabce(a ) = ¢

Dbaca(t) = D,[(ae)*adbed] = D,[(ae)*]adbed + §((ae)*)D,(adbed) =

= [Da(ae)](ae)*adbed + 8((ae)*)Da(adbed) =

= e(ae)*adbed + Adbed = e(ae)*adbed + dbed = g5

Dpacad(0t) = Dg[Dpaea(e)] = Dgle(ae)*adbed + dbcd] =bed = Da(a)

Dbgeac(@t) = De[Daca()] = De[e(ae)*adbed + dbed] = Dyge(ct )

Una vez obtenidas todas las derivadas no nulas de la expresion regular

podemos dibujar el diagrama de Moore del autémata que reconoce el lenguaje
L(Gy) :
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figura 3.10

Comprobacion :

o = abed + baea(ea)*dbed

que es equivalente a la expresion regular de la que partimos.

Deshaciendo el cambio de simbolos queda :

a = fi(x) + (fiofi(of)*)(x)
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Ejemplo practico:

En el apartado anterior hemos propuesto una gramatica generativa
de funciones transformadas general, es decir, sin fijar el orden maximo de las

funciones transformadas a emplear.

En este ejemplo estudiaremos las modificaciones que debemos realizar en
las reglas de escritura o producciones de la gramatica para el caso particular de
que queramos fijar de antemano un determinado orden maximo de funciones
transformadas.

El estudio lo realizaremos sobre el caso particular de transformadas de
orden 3, aunque con su desarrollo veremos que para cualquier otro orden de
transformadas el estudio se realiza de forma idéntica.

La expresion regular toma en este caso la forma :

a = fii(x) + (fi20 fis)(x) + (fiso fisofie)(x)

Teniendo en cuenta el codigo empleado en el apartado anterior, la

expresion regular toma la forma :

o = abcd + bacadbed + bacaeadbed

Derivamos sucesivamente la expresion regular para obtener los estados del

autémata :
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Dy(or ) =bed = qs Dy(a ) = acadbed + aeaeadbed =
Da(a)=cd =qo Dypa(o ) = eadbed + eaeadbed = g3
Dabe(er ) =d =q0 Dyae(c ) = adbed + aeadbed = g4
Daped(ct ) =L = qq1 Dpaea(at ) = dbed + eadbed = g5
Dpaead(o ) = bed = Dy(a ) Dpacac(or ) = adbed = g

Dyacaca(o ) = dbed =g Dbacacad(e ) = bed = Dyt )

El diagrama de Moore correspondiente es:

figura 3.11
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3.5. GRAMATICA GENERATIVA DE LAS ECUACIONES DE
FLUJO, Gg.

Las ecuaciones de flujo son ecuaciones matematicas que se van a construir
a partir de los lenguajes generados por las gramaéticas funciones transformadas.
Estas ecuaciones de flujo son las que se utilizaran en la modelizacién matematica

de las variables consideradas en un Modelo Base.

Sean » variables o p-simbolos x;, x5, ....... , X, Yy m funciones reales de

variable real o transformadas de orden uno, f, £, ....., f -

Una vez elegidas las operaciones ® = {®, ®,, ...., ®x} y el maximo orden,
p, de las transformadas a emplear en un determinado proceso de modelizacion,
formamos, con las gramaticas generativas construidas en los apartados
precedentes, los t-alfabetos de orden 0, 1, 2, ...., p de todos los p-simbolos, es

decir, construimos los conjuntos

A = {F160) = x)}
Al = {8 105) = i), $'200 = ol B omx) = fnlX)}
A = {F100= 1) @1 Fi(x) . F260=F1(6) @1 Fo(X)s oo }

................. ad

A ={0 () = 5V O, @, f(x), $0 () = £ (8 S T k) )

con lo que podemos definir el vocabulario de primer orden de cada p-simbolo

como la unién de estos alfabetos, es decir,
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Vx]i = 0 Axll
j=0

Si designamos por ¢, a un elemento cualquiera, j, de V!

xi 2

es decir,

t} € V,;, llamaremos ecuacién de flujo, ¥, a toda ecuacién de la forma

V=40, A4th ®, At O, ... ®©, , A"

3 n-xn

donde @ es un elemento de un determinado conjunto de operadores aritméticos y

las 4; son nimeros reales no todos nulos. Llamaremoa A = { Ao, Ay, ..., Ar}
Una gramatica generativa de las funciones de flujo es la cuadrupla
GF =(VFr, VFA, T, P)
donde €l vocabulario de simbolos terminales es
VFr= AUV} UV, ..oVl ue
VF 4 es el alfabeto auxiliar formado por el conjunto de simbolos

VFA = {T, R], Rg, ........ ,R4n}

donde T es el simbolo inicial.
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Las reglas de escritura o formacién de cadenas son :

T — AoR;

Riiz = DOgiRy4i2
Ruiz = AiRy4i
Rai1 = Ry

Ry — 1] Ryey
Ranz = OgnRan
Rina = AuRant
Ran1 = ‘Run

Jn
Ryn— 1]

El diagrama de Moore correspondiente es, por tanto:
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T

OROEORND!

N R in
@, A, ' b
q 4n/2 hiﬁ’@‘r}D—/“hﬁ-A{q 4r>—; | *4>G4nq>—-—/H_
figura 3.12

3.6. GRAMATICAS RECOGNOSCITIVAS DE ECUACIONES
DE FLUJO.

Una vez elegidas las gramaticas de las funciones transformadas, con los
lenguajes generados por las mismas, y un conjunto de operadores aritméticos,
previamente seleccionados formamos las graméticas generativas de ecuaciones de
flujo, las cudles generan un lenguaje que denotamos por L(Gg), cuyas sentencias
(frases) o ecuaciones de flujo se producen todas ellas con la misma probabilidad,

es decir, son equiprobables.
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Una vez construidas las sentencias y dependiendo de los datos
experimentales y de los criterios seguidos por el modelizador debers elegirse una
ecuacion o un conjunto de ellas, es decir, debera seguirse un determinado proceso
de recognoscibilidad, que nos permita, de entre todas las sentencias, elegir la o las

que consideraremos “correctas”, siendo el resto rechazadas.

Seran, pues, multiples las opciones que se pueden seguir en esta eleccion,

opciones que llamaremos criterios de recognoscibilidad.

En los sistemas complejos, como son los ecoldgicos, las variables del
modelo base que se desean escribir como ecuaciones de flujo son variables de las
que tan s6lo se conocen datos numéricos (datos experimentales) y demés variables
de las que dependen. Estos datos experimentales ( o en ocasiones, simulaciones
de los mismos) son los que, por norma, van a determinar ciertos criterios de

recognoscibilidad de los que a continuacién se dan tres.

Primer criterio de recognoscibilidad:

Un primer criterio de recognoscibilidad, que denotaremos por
GRF; y podemos llamar “criterio de méximo ajuste” estd basado en el coeficiente
estadistico de determinacién (el cuadrado del coeficiente de correlacion en el

contexto de la regresion multiple) (Usé-Domenech et al., 1997 en (52)).
Supongamos una variable de un Modelo Base y unos datos experimentales
de la misma, asi como datos de las variables de las que depende. Mediante un

proceso iterativo son leidas todas las posibles ecuaciones de flujo que modelizan

la variable, calculando en cada caso el coeficiente de correlacion multiple.
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Un primer criterio de recognoscibilidad seria el seleccionar la ecuacioén de
flujo cuyo coeficiente de correlacion sea mayor. Este criterio ya ha sido utilizado

en las modelizaciones realizadas por Villacampa et al. durante 1997 y1999 en (56)
y (57).

Con este criterio seleccionaremos una sola ecuacién de flujo: aquella

cuyo coeficiente de correlacién sea mayor.
La figura 3.13 muestra el proceso.
Segundo criterio de recognoscibilidad:

El segundo criterio de recognoscibilidad, GRF,, consiste en fijar dos
coeficientes de correlacion r; y ry y considerar “correctas” todas las ecuaciones de
flujo cuyo coeficiente decorrelacion r; esté comprendido entre ambos valores, es
decir, 1j € [r, r2] creando un conjunto de ecuaciones de flyjo.

El diagrama de la figura 3.14 muestra el proceso.
Tercer criterio de recognoscibilidad:

Para la aplicacién de este criterio, que denotamos por GRF3, se elegiran

funciones transformadas que se puedan normalizar en relacién con los datos

experimentales, desechando aquellas no no satisfagan este requerimiento. A

continuacion se elige uno de los dos criterios anteriores.
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figura 3.13
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(ﬂnicm ‘>

¢Hay
ecuac.?

— v

leer ecuac. y
calcular A;, r

almacenar
ecuacién

figura 3.14
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3.7. GRAMATICA GENERATIVA DE LAS ECUACIONES DE
ESTADO.

Y,

Supongamos que tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales P
/4

Vi = 1,2,..., m que representa el estudio de un cierto Modelo Base. Si cada

ecuacion diferencial depende de n; variables podemos poner que

%:A. +4 +..+ 4 :ZAfk =4,

at iy iy Tni = i
y si estas son modelizadas a partir de ecuaciones de flujo
4 =y Quto©.. Oy

se obtendrd, para cada ecuacién diferencial una expresién matemdtica como

combinacién de ecuaciones de flujo

%=i f'//;k =4,
o =|E

Estas ecuaciones diferenciales reciben el nombre de ecuacién de estado y
para cada una de ellas podemos definir una gramatica generativa de la siguiente

manecra:

Una gramatica generativa de ecuaciones de estado, Gs, es una cuadrupla
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Gs=(Vs, Va, S, P)
donde :
Vs es el lenguaje se simbolos terminales formado por las ecuaciones de

flujo obtenidas en las gramaticas recognoscitivas de las ecuaciones de flujo mas

los simbolos + y — de las operaciones aritméticas que unen estas ecuaciones de

flujo.
Va es el alfabeto de simbolos auxiliares, formado por los simbolos
Va={S,Ry,Ri, Ris, S,1=2,3,...,hk}
P es el conjunto de reglas de produccidn siguiente:
S>> li" R; Ry— ;" Roa ... Rik-1 — ,’;‘}(_1 R(hk-l)A Ry — ,’:}(
Ri > +R, Roa —>+R3 . R(hk-l)A — +Ruk
Ri—> -R, Roa — Rz e, R(hk-l)A -~> -th

y S es el simbolo inicial.

El diagrama correspondiente puede verse en la figura 3.15
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\2hk-2 Qork-t e —
figura 3.15
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3.8. GRAMATICAS RECOGNOSCITIVAS DE LAS
ECUACIONES DE ESTADO.

En este sentido podemos definir, para el sistema de ecuaciones
diferenciales, llamado sistema de ecuaciones de estado, diversas gramaticas

recognoscitivas.
Tres son las gramaticas que vamos a tener en cuenta:

1) Un primer proceso de recognoscibilidad, denotado por GRg; es aquél por el
que se concibe el Modelo Base a partir del estudio de un sistema de
ecuaciones diferenciales y determinado por la concepcién del modelo en si

mismo.

2) Un segundo proceso de recognoscibilidad GRs,, independiente del primero y

que determina si la sentencia A; de la ecuacion a—’ = A,es o no vélida.
" .

Por ello podemos hacer varias consideraciones:

1°. Fijamos las palabras y las sentencias y si cualquier palabra es correcta, la
sentencia también lo es. Este tipo de proceso de recognoscibilidad se
determina en el proceso de validacién. Esto lo confirma y lo refuerza
Jorgensen (1988) en (32) cuando dice: (a) la validacién se requiere siempre.
(b) Debe intentarse obtener datos para la validacion distintos a los utilizados

en la calibracién. Es importante disponer de un amplio margen de datos de los
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atributos medibles definidos en los objetivos del modelo (GRs;). (¢) Los
criterios de validacién (GRs;) se formulan en base a los objetivos del modelo

y de la cantidad de datos.

2°. Supongamos que tiene lugar una ligera variacién de los datos de un
atributo medible. En tal caso, el criterio consiste en cambiar ¥j; por ¥’;; donde
¥’y es sindnima de ¥j. Por tanto pasarfamos de A; a A’j , es decir de la

sentencia Aja su sinénima A’;.

3) Finalmente mostraremos un tercer criterio de recognoscibilidad, denotado por
GRgs. Este criterio se basa en las palabras que ha generado la gramética
recognoscitiva GRg,. Para cada ecuacién de estado, definidas en forma de
sentencias, definimos un coeficiente de determinacion di a partir de los
coeficientes de determinacion rkij de las ecuaciones de flujo que forman la

sentencia, en la forma

donde /¢ es la longitud de la sentencia o nimero de ecuaciones de flujo que la
constituyen. Al coeficiente di le llamaremos coeficiente complejo de

determinacion de Ia ecuacion de estado.

Este coeficiente es el que nos llevard a la eleccion de la ecuacion.
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CAPITULO 4

CODIFICACION DE LOS LENGUAJES EMPLEADOS
EN LOS SISTEMAS COMPLEJOS

4.1. INTRODUCCION.

La codificacion es un problema esencial en las matematicas. La
codificacién nos permite reducir el estudio de unos objetos a otros que resultan
mas convenientes por su facil manipulacién u otros motivos. Rapidamente nos
vienen a la mente codigos utilizados habitualmente como el sistema de
numeracién decimal que nos permite representar los diferentes ntimeros o el
sistema de coordenadas cartesianas que nos permite codificar figuras geométricas

en expresiones analiticas.

En el capitulo 3 se han obtenido diferentes gramaticas que generan
lenguajes que nos permiten construir las ecuaciones matematicas que modelizan
las variables de un sistema. Dependiendo de la propia estructura del sistema y las
gramaticas utilizadas por el modelizador, las ecuaciones que resultan pueden tener

una expresion analitica compleja.
Al objeto de poder almacenar y manipular un conjunto de estas
ecuaciones, es conveniente establecer codigos que simplifiquen dichas

expresiones.

Es imprescindible que estos codigos verifiquen ciertas propiedades, entre

las que destacaremos las siguientes:
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- Decodificacion tnica
- Proceso sencillo de decodificacion, e
- Independencia frente a las transformadas o

conjunto de funciones elegidas.

En el presente capitulo se aborda, en primer lugar, el estudio de codigos
que codifican las funciones transformadas de orden uno y orden dos. Estos
cédigos son cédigos bloque no singulares, es decir, son c6digos en los que a
todos los simbolos del alfabeto fuente (alfabeto de la gramatica generativa de
funciones transformadas empleado) les corresponde una secuencia fija de
simbolos del alfabeto codigo y estas cadenas son todas ellas distintas. Ademas,
veremos que la codificacion de transformadas de orden superior a dos se basa en

la utilizacion de los c6digos obtenidos en las transformadas de orden uno y dos.

En segundo lugar se estudia la codificacién de las funciones transformadas
de orden n > 2, observandose que esta extensién de los codigos también es no
singular, lo que garantiza que los codigos definidos son univocamente

decodificables.

A continuacién se define un codigo para las ecuaciones matematicas,
ecuaciones de flujo, generadas a partir de las funciones transformadas. Este
c6digo utiliza tres vectores para el almacenamiento de la ecuacién de flujo. Un
vector es el encargado de almacenar los coeficientes reales que multiplican a cada
transformada, un segundo vector almacena los cédigos de las operaciones que
enlazan las diversas transformadas y un tercer vector que almacena los codigos de

cada transformada.
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4.2. CONCEPTOS GENERALES.

4.2.1. CODIGO.

Definiciéon : Sea S = {s;, s, ..... , Sqt el conjunto de simbolos de un
determinado alfabeto. Se define un c6digo como la correspondencia de todas las
secuencias posibles de simbolos de S a secuencias de simbolos de otro alfabeto X

= {X1, X2, ..., X;}. S recibe el nombre de alfabeto fuente y X alfabeto céodigo.

Como la definicién de codigo empleada es muy general, vamos a limitar
nuestra atencién a c6digos que posean ciertas propiedades suplementarias. Para

ello se definen los siguientes conceptos.

4.2.2. PROPIEDADES DE LOS CODIGOS

Definicién 1: Cédigo blogque. La primera propiedad exigida es que el

codigo constituya un cédigo bloque, es decir, que asigne cada uno de los
simbolos del alfabeto fuente, S, a una secuencia fija de simbolos del alfabeto
cbdigo X. A cada una de estas secuencias fijas le llamamos palabra codigo y

representaremos por X; a la palabra cddigo que corresponde al simbolo s; € S.

Definicién 2: Cédigo no singular. Es evidente que al utilizar un c6digo
bloque han de imponerse también ciertas restricciones; una restriccion natural es
que todas las palabras cédigo sean distintas, es decir, lo que se denomina un

codigo no singular.

Definicion 3: Cédigo univocamente decodificable. Sea Si1Si....Sin una

secuencia de n simbolos del alfabeto fuente a la que corresponde una secuencia
de simbolos X;;Xi.... Xi, de las palabras cédigo. La extensiéon de orden n de un

codigo bloque que hace corresponder los simbolos s; con las palabras codigo X; es
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el codigo bloque que hace corresponder las secuencias de simbolos siiSi....Sim con

las secuencias de las palabras codigo Xi1Xip.... Xin.

Si la extension de orden n de un c6digo bloque, para todo n, es no singular,

podemos asegurar que el c6digo es univocamente decodificable.

Definicién 4: Cédigo instantineo. Otra restriccién que podemos imponer,

aunque no es absolutamente necesaria, a los co6digos es que sean instantaneos, es
decir, que puedan decodificarse las palabras de una secuencia sin precisar el
conocimiento de los simbolos que las sucedan. Si llamamos prefijo de una
palabra codigo X; = x;1Xp....Xim a la secuencia de simbolos Xj1Xi2....Xj; cOn j< m es
obvio que una condici6n necesaria y suficiente para que un co6digo sea instantaneo

es que ninguna palabra del c6digo coincida con el prefijo de otra.

Propiedad 1: Si representamos por I, o, ..., 14 las longitudes de las
palabras del cédigo, es decir, el niimero de simbolos que forman las palabras
codigo, una condicién  suficiente para que exista un cédigo instantdneo con
palabras de longitud 1y, I, ...., lg la obtuvo Kraft en 1949 (36) y la expres6
mediante la inecuacion

q
drisl (4.1)

i=1
siendo r el nimero se simbolos del alfabeto cédigo.

El hecho de que la relacion anterior también sea valida para los c6digos
univocamente decodificables fue probada por McMillan (40) en 1956 y
posteriormente por Karush (33) en 1961 que simplificé la demostracién como
puede verse en el texto “Teoria de la Informacién y Codificacién” de Norman
Abramson (45).
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La figura 4.1. muestra la ramificacion seguida en el 4rbol para llegar a la

subclase correspondiente a los cddigos instantaneos.

No bloque

Singular

Cédigos No univoco

No instantineo

Bloque

No singular’

Univoco

Instantaneo

figura 4.1. Subclases de codigos.

Definicién_5: Cédigos compactos. Como podemos suponer, para un

alfabeto fuente y un alfabeto cédigo dados, es posible, sin embargo, elaborar mas

de un c6digo instantineo o univocamente decodificable.

De ello se deduce que es importante adoptar un criterio que permita elegir
uno de entre ellos. Desde el punto de vista de la mera economia de expresion y la
consecuente economia en el equipo de comunicacién, sin tener en cuenta otras
consideraciones, es preferible un c4digo formado por muchas palabras cortas a

uno con palabras de gran longitud.

Si definimos la longitud media de un c6digo por la ecuacion

q
L=YP1, (4.2)
i=1

Pagina 124

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1999



Sintaxis y codificacion en modelos de sistemas complejos. Francisco Vives Macia.

Codificacion de los lenguajes empleados en los sistemas complejos

donde P; es la probabilidad de que la fuente emita el simbolo i , sera interesante
encontrar ¢6digos univocos de longitud media minima. A estos codigos se les

llama co6digos compactos.

Recordando que la entropia de una fuente de memoria nula, es decir, de
una fuente de informacién en la que los simbolos emitidos, si, sy, ..., Sq son
estadisticamente independientes, con probabilidades P;, P, ..., Py, es

H(S) = —ip,. log P (4.3)

i=1

q
y que si Q; > 0, i=1,....,q , para cualquier i , y ZQ,. =] se demuestra en (45) que

i=1

H(S)< ‘in log O, 4.4.)

y tomando

rh

0 =- 45)

)
ok

i

se llega a la conclusion de que

q q q q
H(S) = —ZR logP < —ZP,. log(r™)+ ZE(long"I’j <Llogr (4.6.)
i=1 i=1 i=1

i=1

y expresando la entropia en unidades r-arias, H,(S) < L , desigualdad que se

q
convierte en igualdad para Zr"" .

i=1
o de otra manera
1 L [ todo i
Ogrp =/, para todo i
i
Resumiendo estas consideraciones, puede decirse que L alcanzara su valor

minimo si pueden elegirse las longitudes de las palabras, L;, iguales a log,(1/P;).
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En otras palabras, la condicion de igualdad es que las probabilidades de los

al
simbolos sean de la forma (—) donde a; es un niimero entero. Eligiendo 1; = o;
r

se habran encontrado las longitudes de las palabras que constituyen un codigo

compacto.

Para el caso de que las probabilidades de los simbolos sean arbitrarias
puede utilizarse el algoritmo de Huffman para la obtencién de codigos compactos.
Este algoritmo se basa en ordenar los simbolos sy, o, ....., sq de una fuente S cuyas
probabilidades son Py, P, ....., Py, respectivamente, de forma que P> P> ....> P,
Imaginando que los dos ultimos simbolos se confunden en uno sélo se obtiene una
nueva fuente con g-1 simbolos. Esta fuente se denomina fuente reducida de S. Los
simbolos de esta nueva fuente pueden reordenarse, agrupando de nuevo los dos de
menor probabilidad para formar una nueva fuente reducida. Continuando el
proceso repetidas veces, de llega a una fuente con dos tnicos simbolos. Huffman
demostréd que el cddigo instantdneo compacto de una de las fuentes de la
secuencia se deduce facilmente conocido el de la fuente inmediata siguiente. Por
lo tanto empezando por codificar la tltima fuente con un codigo instantaneo
compacto (por ejemplo, con el codigo 0 y 1), se ird ascendiendo hasta encontrar el

cddigo instantaneo compacto correspondiente a la fuente original.

Sea S; una de las fuentes de la secuencia. Uno de sus simbolos, digamos s,,
estard formado por dos simbolos, s, y sa1, de la fuente precedente S;.;. Todos los
demas simbolos de S; se identifican con los simbolos de S;-1. Segun esto, el codigo
instantaneo correspondiente a S;.; se deduce del correspondiente a S; de acuerdo

con la regla siguiente:
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“Se asigna a cada simbolo de S;.; (excepto sy Y Sa1) la palabra asignada al
simbolo de S;. Las palabras correspondientes a s, y s,1 se forman afiadiendo un 0

y un 1, respectivamente, a la palabra asignada a s,.”

4.3. CODIFICACION DE LAS FUNCIONES
TRANSFORMADAS

4.3.1. CODIFICACION DE LAS FUNCIONES TRANSFORMADAS
DE PRIMER ORDEN.

En el apartado 3.4. definimos el vocabulario principal de la gramatica

generativa de las ecuaciones transformadas de primer orden como el conjunto

VT = {fl, fz, ...... ) fm, (, ), X }

Si consideramos este vocabulario como el alfabeto fuente podemos
definir un eédigo como la correspondencia de todas las secuencias posibles de
simbolos de V1 € L(Gry) a secuencias de simbolos de algtn alfabeto X = {xy, xa,

..... , Xr} al que llamaremos alfabeto cédigo.

a) Cédigo binario de longitud constante (CLCT1).

Baséndonos en la teorfa expuesta en el apartado 5.2.2., podemos realizar
la codificacién de la gramatica generativa de las ecuaciones transformadas de
primer orden Vi = {f, f,....., fn, (, ), x } mediante un cédigo de longitud
constante formado por el alfabeto cédigo binario X = { 0, 1} de la siguiente

mancra.
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Como el niimero de simbolos del alfabeto fuente es m+3 y el nimero de

simbolos del alfabeto c6digo es 2 aplicando la inecuacién de Kraft se debe

cumplir que
m+3
27 <1 4.7)
i=1
por lo que
m+3 m+3
Moath=2" 427 4 +27 =(m+3)27 <1
i=1
es decir,
2l 1 , —IIn2<In , —1In2 < —In(m +3)
m+3 m+3

por lo que necesitamos que las palabras cédigo tengan una longitud / tal que

s In(m + 3) (4.8)
In2

Proposiciéon 1: Sea el conjunto Vi = {f;, f,......, fm, G ) x},al que

Hamaremos alfabeto fuente y el conjunto X = {0, 1} al que llamaremos
alfabeto cédigo. Sea ademss L(X) el conjunto formado por todas las cadenas
de longitud n tal que 2™ < m+3 < 2" Se puede definir un cédigo
univocamente decodificable como la correspondencia de todas las secuencias

posibles de V1 eL(Gr;) a secuencias de simbolos de X eL(X) .

Demostraciéon: Consideremos la correspondencia definida mediante la

tabla siguiente:
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fm by, =00. .11
X bey=01....00
( _ “«~n->

boy=01...10
) n

bis=01. .11

figura 4.2

donde b; es la representacién en binario del namero i utilizando n digitos.

El codigo formado constituye un cédigo bloque no singular, pues de la

figura 5.2. se desprende que V' s, s; € Vrsii#] se tiene que b; # b;.

Ademas, como hemos elegido las cadenas b; € L(X) de longitud constante,
se tiene garantizada que la extension de cualquier orden del codigo también forma
un codigo no singular.

De todo ello se deduce que el codigo es univocamente decodificable, c.q.d.

También es facil observar que el cédigo es instantdneo ya que ninguna

palabra del codigo es prefijo de otra.
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Ejemplo:
Si el ntimero de funciones es 5 se tendra que

3
lZln(5+3)_ln8 _In2 _3

n2 In2 1In2

y un cédigo podria ser:

fi 001
1) 010
f3 011
£y 100
fs 101
X 000
( 110
) 111
figura 4.3

Asi el codigo para £4(x) sera 100110000111

y la decodificacion se realiza partiendo la cadena en subcadenas de longitud 3, es

decir,
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100 - 110 - 000 - 111
T )
_»X
» (
» G

Matematicamente se puede obtener la decodificacién dividiendo por m la
cadena sucesivas veces. Los restos de la divisién y el ultimo cociente nos dan el

resultado de la decodificacién buscada.

En nuestro ejemplo, como m = 5, el niimero de simbolos es m+3 = 8 (en

binario 1000) por lo que

100110000111 mod 1000 =111 =)
100110111000 div 1000 = 100110000
100110000 mod 1000 = 000 — x
100110000 div 1000 = 100110

100110 mod 1000 =110 — (

100110 div 1000 = 100 — f4

b) Cédigo binario compacto (CBCT1).

Como podemos suponer, para un alfabeto fuente y un alfabeto codigo
dados, es posible, sin embargo, elaborar mas de un codigo instantdneo o

univocamente decodificable.

Teniendo en cuenta que la emisidn de los simbolos del alfabeto fuente f,

£, ......, fm €s equiprobable, y prescindiendo de la subcadena (x), ya que sabemos
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que todas las cadenas terminan igual, podemos construir un cédigo compacto

binario aplicando el algoritmo de Huffman (29).

Simbolos probabilidades cédigo
f1 0,2 01
1) 0,2 10
f3 0,2 11
s 0,2 000
fs 0,2 001

de donde resulta el siguiente c6digo

Como ejemplo de aplicacion supongamos el caso de 5 funciones

—» 0,4 00 0,4 1 0,6 0
0,2 01 0,4 00 0,4 1
0,2 10 0,2 01
0,2 11
figura 4.4

) 10
f3 11
f4 000
fs 001

figura 4.5

Las longitudes medias para este c6digo han resultado ser:
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L=20,2+20,2+2:0,2+ 30,2+ 3:0,2 = 2.4 binits/simbolo

Para completar este codigo solamente deberemos anteponer o posponer el

cddigo que deseemos emplear para la variable a la que se aplican las funciones.

¢) Codigo segiin Gidel (CGT1).

A continuacién, y para finalizar con la codificacién de las funciones
transformadas de primer orden podemos ofrecer, a modo de ejemplo, otro tipo de
codigo basado en la técnica que propuso Kurt Gddel, consistente en ordenar los
simbolos de la fuente y hacerles corresponder a cada uno de ellos un nimero
natural, es decir, se establece la correspondencia de S — N dada por s; > i. La

codificacién de una cadena x¢x;...x, se realiza asignandole el numero natural

Py’ -py"-...p; , siendo p; el i-ésimo niimero primo e y; el codigo correspondiente al

simbolo x;.

Para ello, asociaremos a cada simbolo del alfabeto fuente un nimero

natural:
simbolo : fi f f3 .. fin ( X )
numero asociado, y : 1 2 3 m mt+tl mt2 mt+3

Como la descomposicién factorial de un niimero en sus factores primos es

Unica, la decodificacion tnica est4 garantizada.

Como ejemplo podemos poner:

simbolo : ( X ) f f fz £ fs

nimero asociado : 1 2 3 4 5 6 7 8
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La codificacién de f3(x) sera

2831, 52. 73 = 1646400

4.3.2. CODIFICACION DE LAS FUNCIONES TRANSFORMADAS
DE SEGUNDO ORDEN.

En el apartado 4.5. del tema anterior definiamos las funciones

transformadas de segundo orden como las expresiones de la forma

0i®nd;

siendo ®, una operacion entre funciones y ¢; = £i(x) en la que x es la variable que
aparece en el alfabeto principal de la gramatica generativa de las ecuaciones

transformadas de segundo orden.

Vamos a exponer tres cédigos distintos:

a) Codigo binario de longitud constante (CLCT2).

De la misma manera que codificamos las ecuaciones transformadas de
primer orden mediante el cédigo CLCT2, podemos realizar la codificacién de la
gramatica generativa de las ecuaciones transformadas de segundo orden Vt = {11,
By Ty ®1, @pyeeey, B ) X } mediante un codigo de longitud constante

formado por el alfabeto c6digo binario X = { 0, 1} de la siguiente manera:
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Como el niimero de simbolos del alfabeto fuente es m+k+3 y el ntimero de

simbolos del alfabeto cédigo es 2 aplicando la inecuaciéon de Kraft se debe

cumplir que
m+k+3
Y2 <i 4.9)
i=1
por lo que
m+k+3 m+k+3
doath=2" 427 4 +27 =(m+k+3)27 <1
i=1
es decir,
) 1 1
27—, —lln2<Ilh——— | —/In2<-In(m+k+3)
m+k+3 m+k+3

por lo que necesitamos que las palabras cédigo tengan una longitud / tal que

> In(m + k +3)

4.10.
In2 ( )

Proposicién 2: Sea el conjunto Vr = {f}, f3,eeeesfm, ®1, @2, weney i (), x},

al que llamaremos alfabeto fuente y el conjunto X = {0, 1} al que llamaremos
alfabeto cédigo. Sea ademas L(X) el conjunto formado por todas las cadenas
de longitud n tal que 2"' < m+k+3 < 2". Se puede definir un codigo
univocamente decodificable como la correspondencia de todas las secuencias

posibles de V1 e L(Gr2) a secuencias de simbolos de X eL(X) .
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Demostracién: Consideremos la correspondencia definida mediante la tabla

fm “~n—>
by=00...11

® b =01....00

Bk be=01....10
X boeger=11...00
( bm+k+2=--1~-0-'
) bm+k+3:--1--1--

figura 4.6

donde b; es la representacion en binario del nimero i utilizando n digitos.

El cédigo formado constituye un cédigo bloque no singular, pues de la

figura 5.6. se desprende que V s;, sj € Vrsii#j se tiene que b; # by

Ademas, como hemos elegido las cadenas b; € L(X) de longitud constante,

se tiene garantizada que la extensién de cualquier orden del cédigo también forma

un co6digo no singular.

De todo ello se deduce que el codigo es univocamente decodificable, c.q.d.
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También es facil observar que el c4digo es instantaneo ya que ninguna

palabra del cddigo es prefijo de otra.

Ejemplo:

Si el nimero de funciones es 5 y el namero de operaciones 2 se tendra que

In(5+2+3) Inl0

[> =3,3219

In2 In2

es decir, [ =4

y un c6digo podria ser:

0001
f 0010
f3 0011
f4 0100
fs 0101
® 0110
®, 0111
X 1000
( 1001
) 1010

figura 4.7

Asi, el codigo para f3(x) ®f3(x) serd
001110011000101001100010100110001010
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b) Cédigo binario compacto (CBCT?2).

En la codificacion que acabamos de estudiar las cadenas que resultan de la
codificacion de las transformadas de segundo orden son bastante largas. Es por
ello, por lo que a continuacién estudiamos un cédigo mas compacto para codificar
dichas funciones transformadas. Y para ello podemos prescindir de la subcadena

(X) ya que en todas las transformadas aparece la misma variable.

Si disponemos de m transformadas de primer orden, sabemos que el
numero minimo de digitos necesarios para poder expresar mediante un nimero en
binario cada funcién es el menor nimero natural n; tal que 2™ > m y el nimero
minimo de digitos necesarios para poder expresar las k operaciones es el menor

numero natural n; tal que 2> k.

De ahi que el nimero minimo de digitos binarios para poder expresar todas

las funciones fi®f; sera n, cumpliéndose

2">mkm=m’-k

Enunciaremos la siguiente proposicion:

Proposicién 3: Sea el conjunto Vy = {f, f,,......, fn, O1, B2y weeey Ry}, al

que llamaremos alfabeto fuente y el conjunto X = {0, 1} al que llamaremos
alfabeto cédigo. Sea ademds L(X) el conjunto formado por todas las cadenas
de longitud n tal que 2"' < m*k < 2". Se puede definir un codigo
univocamente decodificable como la correspondencia de todas las secuencias

posibles de V1 €L(Gr2) a secuencias de simbolos de X cL(X).
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Demostracion: Consideremos las correspondencias definidas mediante las
tablas 4.8 y 4.9.

figura 4.8

donde a; es la representaci6n en binario del niimero i-1 utilizando n; digitos.

figura 4.9

donde b; es la representacion en binario del numero i-1 utilizando n, digitos.
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El cédigo que corresponde a la transformada fi®,f; es la representacion en

binario del nimero A = (a;.;'k + by.1)'m + a;.; con n digitos.

La codificacién se realizara del siguiente modo:
A mod m = aj, —p |
Adivm=B=a; -k + by,
Bmodk=by __, ®,
Bdivk=a., __ f

Ejemplo:
Si el numero de funciones es m = 5 y el nimero de operaciones es k = 3

emplearemos el siguiente codigo

fi =000 ®;=00
£,=001 ®,=01
£3=010 ®3=10
f,=011
f5=100

Entonces, como el nimero maximo de ecuaciones, de la forma fi®,f; , que
se pueden formar es 5 - 3 - 5 = 75, se necesitan numeros binarios de n = 6 digitos

para codificarlas, ya que 27 > 75 > 2°, y su codigo seria el que sigue:

f1 ®; f; = 0000000
f1 ®; £, = 0000001
1 ®1£3 = 0000010
11 ®; £, =0000011
fi ®; f5=0000100

f; ®, f; = 0000101
f1 ®,f, =0000110
fi ®,£3=0000111
f1 ®, £, = 0001000
fi ®,f5=0001001
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fi ®; £, =0001010
fi ®; £, =0001011
f1 ®;f3=0001100
fi ®;:£4,=0001101
f1 ®;£5=0001110
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£ ®,f1=0001111
£ ®1 £, =0010000
£ ®;£3=0010001
£, ®; £, =0010010
£ ®; f5=0010011

f; ® f; =0011110
f;®£,=0011111
f3 ®; f3 = 0100000
f3 ®, £4 = 0100001
f; ®; f5=0100010

f4 ®1 11 = 0101101
f4 ® £, =0101110
f4 ®,£3=0101111
f4 ®, £, = 0110000
4 ®; 5= 0110001

fs ®;f; =0111100
fs®,£,=0111101
f5®£5=0111110
fs @4 =0111111
f5 ®; f5 = 1000000

Sintaxis y codificacion en modelos de sistemas complejos. Francisco Vives Macia.

L ® £ =0010100
£, ®, £, =0010101
L ®,£3=0010110
£, ®,£,=0010111
£ ®,f5 =0011000

f3 ®, f; = 0100011
f; ®, £, =0100100
3 ®,£3=0100101
f3 ®, £, =0100110
f; ®f5=0100111

f4 ® £, =0110010
f4 ® £, =0110011
f4 ®,f5=0110100
f; ®,f,=0110101
f4 ®,f5=0110110

fs ®, f; = 1000001
fs ®, £, = 1000010
fs ®,f5= 1000011
f5 ®, £, = 1000100
fs ®, £5=1000101
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£, ®;f; =0011001
f, ®; £, =0011010
£, ®;13=0011011
£, ®;f,=0011100
£, ®;15=0011101

f; ®;f; = 0101000
3 ®; £, =0101001
f; ®313 =0101010
f; ®; £, =0101011
3 ®;f5=0101100

f4 ®;f;=0110111
4 ®;£,=0111000
fs ®;f3=0111001
f4 ®;£,=0111010
£, ®;3f5=0111011

fs ®;£; =1000110
fs ®3f, =1000111
fs ®; 3 = 1001000
fs ®3 £, = 1001001
fs ®3f5=1001010
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Para explicar su decodificacion tomaremos como ejemplo la ecuacién

0101000.

0101000 mod 101 = 000 que corresponde a f;
Ademas 0101000 div 101 = 1000, por lo que

1000 mod 11 = 10 que corresponde a ®;
y como 1000 div 11 =010 que corresponde a f;

se tendra finalmente que 0101000 — f; ®; f}.

¢) Cédigo basado en Godel

Siguiendo el mismo procedimiento que el utilizado en el apartado 5.2.1.

podemos poner para 5 funciones y 3 operaciones el siguiente c6digo

simbolo : ( X ) f] f2 f3 f4 f5 ®1 ®2
numero asociado: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

con lo que la codificacién de la ecuacion fr(x) ®,f3(x) serd

25-30.52. 73 1110136 171 192.9233 =
=7695413458218834053157947695200

&3
11

4.3.3. CODIFICACION DE LAS FUNCIONES TRANSFORMADAS

DE TERCER ORDEN.

En el apartado 3.3.3. del tema anterior definiamos las funciones

transformadas de tercer orden como las expresiones de la forma

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1999
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Pi®m(9;®ndi) 6 (0:®mb;) Ondi

es decir, T1®T, 6 To®T; donde T representa una funcion transformada de primer

orden y T una funcién transformada de segundo orden.

Por tanto, es légico pensar que la codificacién de las ecuaciones
transformadas de orden 3 puede realizarse a partir de los resultados obtenidos en

la codificacion de las transformadas de orden uno y dos.

a) Cédigo binario (CBT3).

Como hemos visto anteriormente, seguiremos llamando fi, £, ....., fn a las
m funciones de variable real utilizadas como funciones transformadas de primer

ordeny ®;, ®,, ...., ® a las k operaciones definidas entre las funciones anteriores.

Para la codificacién de las m funciones transformadas de primer orden
utilizaremos el nimero binario i-1 (expresado con n digitos, siendo 2" > m) para

representar la funcion fi y para las transformadas de segundo orden el cédigo
CBCT2.

Ademas como las operaciones que intervienen en las ecuaciones
transformadas de tercer orden no son, en general, conmutativas, necesitamos para
su decodificacién algo que nos indique si la ecuacién es de la forma T;®T, 6
To®T;. Esto lo podemos solucionar afiadiendo un bit (0 6 1) al comienzo de la

cadena codificada.

Veamos un ejemplo practico con las 5 funciones y 3 operaciones utilizadas

en el apartado anterior.
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Sea la ecuacién f(x) ®(f2(x) ®,fy(x)). Prescindiendo de los paréntesis y la

variable, pues no van a ser necesarias, como a:

1> le corresponde el c6digo 001
®; le corresponde 00
£,®,14 le corresponde 0010111

y empleando el digito 0 como primer digito de la cadena codificada para indicar

que la ecuacion es de la clase T®T, resulta que
H(x) ®1(f2(x) ®,fy(x)) — 0001000010111
Sea, ahora la cadena 1100011100001 su decodificacion es como sigue:
La cadena empieza con un 1, luego es de la clase T,®T) por lo que

1-1000111- 00 - 001

T

E— g LA S )

y por tanto

1100011100001 —> (s ®3 ) ®; £

b) Coédigo basado en Godel

Para este c6digo no es necesario afiadir ningtin concepto teérico nuevo a

los vistos anteriormente y bastara con un ejemplo.
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Observando la codificacion empleada en el apartado anterior, la

codificacién de fr(x) ®(f2(x) ®,f4(x)) serd

2°-31.52.73. 9% 111 135 171 - 197 2332919317 . 371 . 412 . 433 . 473

4.3.4. CODIFICACION DE LAS FUNCIONES TRANSFORMADAS
DE ORDEN N.

a) Codigo basado en CLCT1 v CBCT2.

Todas las funciones transformadas de orden n > 3 pueden codificarse a
partir de la codificacién de las transformadas de orden uno y dos con la adicion,
en los codigos, de los paréntesis necesarios debidos a los tipos de las operaciones
utilizadas en la construccién de las funciones transformadas de orden n y que

debera estudiarse para cada caso en particular.

Asi, por ejemplo si tuvieramos que codificar transformadas de orden 4

procederiamos de la siguiente manera:

Representemos por T; = {Til, Tiz, ....... tel conjunto de todas las
transformadas de orden i, i = 1,2,3,4 y por ® cualquier operacién utilizada. Cada
transformada de orden 4 puede descomponerse en transformadas de orden uno y
orden 2, como se indica en la figura 4.10, obteniendo asi, diferentes tipos de

transformadas.

En el conjunto de transformadas de orden 4, Ty, podemos establecer la

siguiente relacion:

Pégina 145

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1999



Sintaxis y codificacion en modelos de sistemas complejos. Francisco Vives Macia.

Codificacién de los lenguajes empleados en los sistemas complejos

Sean T4, T/ y T4 son funciones transformadas cualesquiera de Tj.
Diremos que “dos funciones T,, T, estan relacionadas si en su

descomposicion en transformadas de orden uno y dos son del mismo tipo”.

Representando por M la relacion “pertenecer al mismo tipo” puede verse

facilmente que M es una relaci6n de equivalencia, ya que verifica las propiedades

1) Reflexiva: T,' M T4i , Vi
2) Simétrica: Si T4' M T4 entonces T¢ M T4, Vij.
3) Transitiva: Si T4 M T y T4 M T4* entonces T/ M T4k , Vigj, k.

quedando el conjunto T4 dividido en clases de equivalencia. En la figura 5.10

pueden observarse 8 clases de equivalencia, aunque en los casos practicos alguna

(T1® T1)® T1® T] = T2® T1® T]
T1® (T1® T1)® T1 = T1® Tz@ T]
T1® T1® (T1® Tl) = T1® T1® T2

/ (T1® T1)® (T1® T]) = T2® Tz
TI® TiI® T\® T, P T1®(T;® T»)

T T®(T®Ti® T1) = T,® T;
Ti®(TL® T)

/ (Ti®T)® Ty
(T1® T1® T1)® T] = T3® T1

(T.®TH® T
figura 4.10

de ellas podria no existir dependiendo de las propiedades de las operaciones

utilizadas.
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Ejemplo préctico de codificacidn:
Sea el caso de 5 funciones fi, 5, f3, f3, f5 y 3 operaciones ®;, ®, , ®;.

Empleando los codigos de los apartados anteriores y afiadiendo al
principio de la cadena codificada un c6digo que indique la clase de transformada
se tendré:

Si los codigos del tipo de transformada son :

T®TI® T, =000
T®T®T, =001
T®Ti® T, =010
T,® T =011
Ti®&(Ti® Ty) = 100
T, ®(T,® T;) = 101
(Ti®T)®T; =110
(T,®TH® Ty =111

la codificacion de £(x)®;(f4(x)®,f1(x)) ®,f3(x) sera

9_01—901 —99_—0110010—01—010
T ]

®»
—p {41 &, f;
-+ ®

4» f2
—>p T1® T2® Tl
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b) Cédigo CBTn.

El proceso de codificacién utilizado en el apartado anterior puede no ser
demasiado Wtil para extenderlo a transformadas de orden elevado, ya que en su
descomposicion en transformadas de orden uno y dos el conjunto cociente que se

obtiene, Ty/M, posee demasiadas clases de equivalencia.

Por este motivo, y debido q que en una funcién transformada de cualquier
orden sélo aparecen transformadas de primer orden, operadores y paréntesis
(prescindimos de la variable) nos inclinamos por utilizar el método de Huffman
para la creacién de codigos binarios en la que consideraremos que todos los

simbolos del alfabeto fuente son equiprobables

Como ejemplo vamos a realizar la codificacién del caso de cinco

transformadas de primer orden, i, f,, f3, fs y f5 dos operadores ®; y ®.

Sim._prob. c¢od.
f; 1/9 001 2/9 000 2/9 11 2/9 10 2/9 01 3/9 00 49 1 59 0

f, 1/9 010 1/9 001 2/9 000 2/9 11 2/9 10 2/9 01 3/9 00 4/9 1
f; 1/9 011 1/9 010 1/9 001 2/9 000 2/9 11 2/9 10 2/9 01

f, 1/9 100 19 011 1/9 010 1/9 001 2/9 000 2/9 11

s 1/9 101 19 100 1/9 011 1/9 010 1/9 001

® 19 110 1/9 101 1/9 100 1/9 011

®1/9 111 1/9 110 1/9 101

(19 0000 1/9 111

) 1/9 0001

Asisifi=sen(x), = exp(x), fi=In(x), fH=x%5=1/x,®, =+, @, =0
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la codificacion de la funcién sen(x)+1/x+n(x%) seria, prescindiendo de la variable

sera

fi+f5+(f30f4) - 00111010111000000111111000001
y la decodificacion de 001111101110011 es

001-111-101-110-011 — fiofs+f; —> sen(1/x)+In(x)

4.4. CODIFICACION DE LAS ECUACIONES DE FLUJO.

En la seccién 3.5. definiamos una ecuacién de flujo como toda expresién

de la forma

P=A4, @, 41} O, A1} D, ...O A1)

donde
@ es una variable de flujo,
Ag Ay, ... , A4, son coeficientes reales,

Dy, Op s , ©, son operadores aritméticos y
th, 1, ..., 1" son funciones transformadas
y donde los superindices indican la variable independiente de cada transformada.
Suponiendo que ya tenemos codificados todos los operadores aritméticos y
todas las funciones transformadas mediante alguno de los procesos explicados en
los apartados anteriores, la codificacion de una ecuacién de flujo se reduce al

almacenamiento de los coeficientes, operadores y funciones transformadas en tres

arrays paralelos unidimensionales
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J
4, ®, i
J;
4, @ K, .
An ®k” l‘lln

Ejemplo.

Sea ¢ una variable de flujo que depende de 4 variables Xy, X, X3 ¥ X4.
Las funciones transformadas de orden uno utilizadas son
fi=sen(x) , f; = exp(x), f3 =In(x), f; =x’y f5 = 1/x

y los operadores son ®; =+ (suma) y ®; = * (producto).

La codificacién de la funcion
@ =3 +2:-1/x;'sen x; + 0,5%,> — In x3 + 43 e™ 1/x4

podria realizarse de la siguiente manera:
Codificacion de los operadores:

+=0, *=1
Codificacion de las variables:

X1=00, x0=01, x3=10 y x4=11

Codificacion de las transformadas: Para las transformadas de orden dos y

utilizando el codigo CBCT2 se tiene que

1/x-senx = fs ®, f; > 0101101
e 1/x=1 ®, fs > 0011101
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y para las transformadas de orden uno, utilizando el cédigo CBCT1 se

tiene que
x* = f4 — 000

lnx=f3—>11

resultando que ¢ se codifica mediante los arrays siguientes:

3
0 0101101
0
4=0,5 @ = | 00
1 0 11
0 0011101
43
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CAPITULO 5

APLICACION:

SUBMODELO REPRODUCTIVO DEL MODELO
MARIOLA

5.1. INTRODUCCION.

El estudio que vamos a realizar estd basado en un caso concreto de
modelizacion matematica publicado en la revista Ecological Modelling (ver 56,
Villacampa et al., 1999) y realizado por un grupo de investigadores entre los que

se encuentran el autor del presente proyecto y el director del mismo.

En este apartado exponemos de forma resumida los objetivos que se
persiguen con el estudio y modelizacién de un subsistema (subsistema
reproductivo) que forma parte del modelo MARIOLA que modeliza un

ecosistema terrestre concreto.

La erosion, y el proceso de desertizacién, una de sus obvias consecuencias,
es uno de los principales problemas medioambientales de los paises
mediterraneos. Grandes 4reas de antiguos bosques se han convertido en zonas de
arbustos, consideradas como la fase final de un proceso de degradacion.

Sin embargo, las tierras arbustivas mediterraneas juegan un papel

importante en la proteccién del suelo frente a los procesos de erosién hidrica,
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especialmente en dreas orogréficas caracterizadas por sus grandes pendientes,

muy dafiadas por precipitaciones irregulares muy intensas y localizadas.

Si fuésemos capaces de predecir el comportamiento de un ecosistema de
arbustos frente a variaciones climaticas, dispondriamos de una poderosa
herramienta para tomar medidas preventivas sobre la planificacién y proteccion

del suelo.

El modelo MARIOLA ((54)Usé-Domenech et al. 1995; (5§7)Villacampa et
al. 1997) aparecié como consecuencia de estas necesidades. Dicho modelo esta
basado en un ecosistema terrestre montafioso localizado en la Sierra de Mariola
(Alicante), y es una simulacién del comportamiento y evolucién de un tipico

ecosistema de arbustos de las zonas mediterraneas.

El modelo MARIOLA consiste en los siguientes submodelos:

1. Submodelo de crecimiento: crecimiento, defoliacion y destruccion de la

biomasa.

2. Submodelo de la descomposicién de la biomasa perdida.

3.Submodelo reproductivo :formacién de brotes, floracién y fructificacion.

Este modelo fue desarrollado para el arbusto mediterraneo Cistus Albidus
L. ((549)Us6-Domenech et al., 1997). Las interacciones entre arbustos

mediterraneos en el contexto del modelo MARIOLA también ha sido estudiado en
(52)(Mateu et al., 1997).
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El arbusto mediterraneo Cistus Albidus L. se encuentra abundantemente a
lo largo de toda la Comunidad Valenciana. El tipo biolégico corresponde a la
Nanofanerifita con un tamafio comprendido entre los 40 y los 120 cm. Su periodo
de floracién corresponde en su mayor parte al periodo comprendido entre Abril y
Junio aunque puede aparecer una primera floracién en Marzo y la altima a finales
de Julio. Los fenémenos reproductivos dependen de las caracteristicas climéticas
donde se localizan las especies vegetales, pero también dependen de determinados
factores como el nitrégeno y el magnesio aunque es muy dificil calcular valores

numeéricos para estas variables.

Para determinar el nimero de brotes, flores y frutos ha sido necesario un
proceso de conteo visual y que en el caso del Cistus Albidus L. el proceso es
relativamente facil ya que los brotes, flores y frutos, asi como las flores que se

marchitan y caen se detectan facilmente.

La zona experimental ha sido la Sierra de Mariola, en Agres, provincia de
Alicante, UTM = 30SYHI19, con una altitud de 850 m.con un seguimiento de las
caracteristicas climéticas basado en 16 semanas de observacién : temperatura
media anual de 14,1 °C con unos valores extremos de 6,5 °C en Enero y 23,1°C en
Agosto, una pluviometria anual de 600 mm. y una media de evapotranspiracién de
757 mm. El substrato geoldgico es de piedras calizas del periodo creticeo sobre
las cudles estan situadas plataformas calcareas con una reforestacién de Pinus

halepensis.
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5.2. HIPOTESIS INICIALES.

Para realizar el estudio del submodelo reproductivo comenzaremos fijando

los siguientes conceptos:

1. El conjunto de p-simbolos.

El conjunto de p-simbolos o atributos medibles que van a ser tenidos
en cuenta (formado por elementos climaticos y otros elementos referidos a la
planta) se exponen, junto con los simbolos que se utilizan para su representacion

en la tabla 5.1.

Tabla 5.1
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2. Conjunto de funciones transformadas de primer orden.

Las gramaticas generativas de las funciones transformadas que vamos a
desarrollar estin basadas en el siguiente conjunto de frunciones reales de variable

real, y que llamaremos conjunto de funciones transformadas de primer orden

{T'(x)} = {x?,exp(0,1x), exp(—0,1x), arctg(x), cos(x), ! ,\/;, In(x)} (5.1.)

x
3. Conjunto de variables de flujo.

El conjunto de variables de flujo, asi como los simbolos que

emplearemos para representarlas se exponen en la tabla 5.2,

Tabla 5.2
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Estas variables de flujo son funciones que dependen de ciertos atributos

medibles y que el criterio del modelizador ha definido de la siguiente forma:

CRGEM(t) = f(M, PLU/100, TB)
CRFLOR(t) = f(M, T, PLU/100, NHS, NGEM)
CRFRUT(t) = f(M, T, PLU/100, NHS, NFLOR)

DGEM(t) = fM, T, PLU/100, NGEM, WS) (5.2)
DFLOR(t) = f(M, T, PLU/100, WS, NFLOR)

DFRUT(t) = fM, T, PLU/100, WS, NFRUT)

GERM(t) = f(M, T, PLU/100, NFRUT, NHS)

4. Variables y ecuaciones de estado.

El sistema de ecuaciones diferenciales se ha elaborado siguiendo el primer

proceso de recognoscibilidad GRg, resultando ser

E’% — CRGEM(t)— DGEM(t)— CRFLOR()
J @ = CRFLOR(t) — DFLOR(t) - CRFRUT (¢) (5:3.)
WLIZJZ(Q = CRFRUT (1) — DFRUT (¢)— GERM (¢)

3. Vocabularios de primer y segundo orden.
Los vocabularios de primer orden, VPO, de los p-simbolos son:

T 1 i 1 1 1 i
V'm, Vi1, Vieru, Viws, V neruT, Vinas, Vincems V1B ¥ VI NFLOR (5.4.)
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Yy Unicamente estdn formados por las transformadas de orden cero y orden uno.

También se han utilizado vocabularios de segundo orden, VSO, formados

por el producto de dos p-simbolos

2 2 2 2
VoM, VMPLU, VIMWS, -oerereenen ,» VIBNFLOR (5.5.)
por lo que el t-1éxico que se genera es
t-L={V'y, V', V! \% \%&
{Vim, Vir, Vipy, oo »V'NFLOR, V M]T;

V\rLu, VM WS, coorees , VZTB,NFLOR } (5.6.)

5.3. GRAMATICA GENERATIVA DE LAS FUNCIONES
TRANSFORMADAS.

Con los atributos medibles tenidos en cuenta y las funciones reales
empleadas, definimos las gramdticas generativas de las funciones

transformadas de la siguiente manera:

1. Vocabulario principal: Es el conjunto formado por los siguientes

simbolos, donde x; representa un p-simbolo de la tabla 1.

Vy = {x,.,sqr,exp,arctg, cos, sqrt,In,(,),1,0.1,—,-,/ } (5.7)
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2. Vocabulario auxiliar: Es el conjunto formado por los siguientes

simbolos, donde S es el simbolo inicial:
V,={S,R,R,,R;,R,, Ry, R, R,, Ry, Ry, Ry, Ry, (5.8)

3. Conjunto de producciones o reglas de formacién: Es el conjunto de

reglas que se exponen a continuacion:

S —>x;,8 > f;R,S >expR,,S >1R,,S - x,R,,R, > (R,,
P=3R; > x;R,Rg —),R, > (R;,R, > ~Ry, R, = 0.1R), Ry — 0.1R,,¢ (5.9.)
Ry >R,,R, > /R, Ry > x;,R, >R,R, —>x,

donde f; representa una funcion de {T "(x) - {exp(0.1x), 1/x} yk>i.

4. Reconocedor finito de las gramaticas generativas de las funciones

transformadas.
Debido a que todas las leyes de formacién son de la forma
A—>aB 6 A—a
con A, B € Vaya e Vrlas gramaticas que hemos definido son regulares.

La expresion regular de las cadenas generadas por estas gramaticas viene

dada por la expresion
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a=x;+ f(x,)+exp([-0.1+ 0.1}x,) +1/x, + x,x, (5.10)

siendo su diagrama de Moore el correspondiente a la figura 5.1

figura 5.1
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5.4. GRAMATICAS GENERATIVA Y RECOGNOSCITIVA DE
LAS ECUACIONES DE FLUJO.

Con los lenguajes que se obtienen con las graméticas generativas de las
funciones transformadas disefiadas en el apartado anterior vamos a construir las

gramaticas de las ecuaciones de flujo.

En esta aplicacién necesitamos obtener expresiones matematicas para
modelizar siete variables de flujo: CRGEM, DGEM, CRFLOR, DFLOR,
CRFRUT, DFRUT y GERM, como hemos indicado anteriormente en la tabla 6.2.
Estas expresiones matematicas son las que conocemos con el nombre de

ecuaciones de flujo.

Para su construcciéon se ha decidido que cada ecuacién de flujo esté

formada por la suma de cinco funciones transformadas.
Nuestro objetivo es, pues, crear graméticas generativas en las que los

lenguajes generados por ellas contengan “palabras” (ecuaciones de flujo) sean de

la forma

W= A+ 41, (5.11)

donde por # representamos cualquier transformada obtenida en las graméticas

generativas del apartado anterior y los A;, i = 0..5 son coeficientes numéricos.
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Las gramaticas generativas de las ecuaciones de flujo tendran la siguiente

estructura:

1. Vocabulario principal:
Esta formado por los coeficientes reales, las funciones
transformadas y los operadores aritméticos que intervienen en las

ecuaciones.

V1= {A¢, A1, Az, Az, Ay, As, ty, b, t3, 1, ts 1,7} (5.12)

2. Vocabulario auxiliar:
Esta formado por el simbolo inicial S y todos los simbolos

necesarios para formar las reglas de produccion de las cadenas

VA = {SD R4i: R4i+l> R4i+2: R4i+37 1= 0917 2) 3> 4} (513)

3. Conjunto de producciones o reglas de formacién:

Vienen dadas por el siguiente conjunto

S - AO‘RO i R4i - +R4i+1 ’ R4i+1 —> 4 R4i+2 4

i+]

P=1Ry, >Ry, Ryis > 1 RyssRig —> +R;, (5.14)

i+l

R17 - AsRlsaRls _>'R19>R19 —> 15

coni=0,1,2,3.
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4. Reconocedor finito de las gramaticas generativas de las ecuaciones

de flujo

-
-

+ -
4 Al - . —. s
O — 924 |——o Qs f——r @
figura 5.2

5. Gramatica recognoscitiva de las ecuaciones de flujo.

A partir de los datos experimentales obtenidos a lo largo de 18 semanas de

observacion y aplicando el primer criterio de recognoscibilidad GRF; con Ia
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ayuda del programa REGRESSUS (6) se han obtenido las siguientes ecuaciones
de flujo:

2
CRGEM =1193782773 6.6333(%} +8887432236.478 l[jll_j +

+25968866013.6976 cos( }l)f)(()]] +8888766569.492 arctg M — (5.15)

—39931297044

2
DGEM = 12800952588.6678(%) +9529999838.4237(X14—j +

+27846458313.5398 cos( Iiﬁé]) —40.4298cos WS + (5.16)

+9531439387.3246 arctg(%) +42818396553.4922

2
CRFLOR = 24538061248.2749(%) +18268010624.3 174—1‘12 +

+0.0001exp(0. - NGEM )+ 53378691559.5850~cos( ]; gg) + (5.17)

+18270752691.6942-arctg M — 82078300505.1208
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PLU

2
DFLOR = -2885250093.03451 ——— | —2148000863.9357-
100 M

~6276407624.41 84'005( ]If)é]

+2.0595V NFLOR +9650983489.3318

PLU 1

2
CRFRUT = -1.8245| —— | —13582666169.5563{ —
100 M

—33.9305-exp(—0.1-NFLOR) — 39688258767.6687@05( 100

—13584716165.7817-arctg(M) + 61027064334.4555

PLU

DFRUT =0.005T-NFRUT + 0.0175-(W)-NFR UT —

~0.0161-WS-NFRUT - 0.0002-:NFRUT? +
+1.4215-exp(—0.1'NFRUT) —1.4132

GERM =-0.0133-T-NHS +21436656856828.5-NFRUT-NHS —

—0.144616-NHS? ~300113195995598.25- NFRUT —
~2.0866-arctg( NFRUT) + 45.4497

J—2148323388.5355-arctg(M) +

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

cuyos coeficientes de correlacion son los que se exponen en la tabla 5.3 que se

expone a continuacion:
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tabla 5.3

Finalmente, el proceso de recognoscibilidad RGg, es determinado
mediante el proceso de validacién , cuyos gréficos se exponen en las figuras 5.3,
5.4y 5.5. En estas figuras, el trazo negro corresponde a los datos reales y el rojo

al obtenido por integracion numérica de las ecuaciones de estado.

Terminaremos esta seccién obteniendo los coeficientes complejos de

determinacién de cada ecuacion de estado (Criterio de recognoscibilidad GRg3)

oy, = O.8141+0.73909+0.9916 — 0.8655 (522)
o = 0.9916 + 0.93238+ 0.9932 — 0.9695 (5.23)
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0.9932 +0. 0.9993
Bt 2+09§14+ 23 00913 (5.24)

figura 5.3. Validacién del nimero de
brotes
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figura 5.4. Validacién del nimero de
flores

flores

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

semanas
— datos reales — datos validados
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figura 5.5. Validacion del nimero de
frutos
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5.5. CODIFICACION DE LAS FUNCIONES TRANSFOR-
MADAS Y DE LAS ECUACIONES DE FLUJO.

En el apartado 5.4. vimos que la ecuaciones de flujo tienen una expresiéon

5
matematica de la forma W = 4, +ZA,. -t;donde las # son variables,

i=1
transformadas de primer orden de alguna de las variables representadas en la tabla
5.1., es decir, elementos de los vocabularios de primer orden de estas variables, o
estan formadas por el producto de dos cualesquiera de esas variables, o lo que es
lo mismo, elementos de los vocabularios de segundo orden. Nuestro objetivo es,
en primer lugar, codificar estas #;, Al tener nueve variables, ocho transformadas
de primer orden, y afiadiendo la funcién identidad fo(x) = x se podréan codificar,

como se indica en las tablas 6.4 y 6.5, de la siguiente manera:

1 NHS 0001
2 T 0010
3 PLU/100 0011
4 WS 0100
5 TB 0101
6 NGEM 0110
7 NFLOR 0111
8 NFRUT 1000
Tabla 5.4
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0

1 x* 0001
2 exp(0.1x) 0010
3 exp(-0.1x) 0011
4 arctg(x) 0100
5 cos(x) 0101
6 1/x 0110
7 Jx 0111
8 In(x) 1000

Tabla 5.5

Y como se pueden formar un total de 81 expresiones diferentes, fi(x;), se
podran codificar con los nimeros binarios comprendidos entre el 0 y el 80
expresados con siete digitos de manera que

Cédigo de fi(xj) = [91 + ]

Un resumen de la codificacion de las funciones transformadas, fi(x;), se

representa, a continuacion, en la tabla 5.6.
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Tabla 5.6

Las expresiones de la forma x;yx; se codifican también con siete digitos
binarios de forma que

Codigo de x;x; = [10i+j])

Un resumen de la codificacion de las funciones transformadas, fi(x;), se

representa, a continuacion, en la tabla 5.7.
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Tabla 5.7

Los c6digos que hemos establecido para la codificacién de las expresiones
fi(x) y xX; no son univocamente decodificables ya que las cadenas binarias
pueden tener una doble interpretacién. Asi, por ejemplo, con la cadena 0001011

se tiene que

0001100 mod 1001 = 0010 que corresponde ax, =T

0001100 div 1001 = 0011 que corresponde a f3(x) = exp(-0.1x)
por lo que la cadena 0001100 puede interpretarse como exp(-0.1T)

pero también

0001100 mod 1010 = 0001 que corresponde a x; = NHS
0001011 div 1010 = 0010 que corresponde a T
por lo que la cadena 0001011 puede interpretarse como NHS - T
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Este problema queda solucionado afiadiendo un octavo bit a la izquierda

de la cadena que indique la clase de funcién, pudiendo ser

0 para indicar a las funciones del tipo fi(x;) y

1 para indicar al tipo x;'X;
De esta manera, y volviendo al ejemplo, se tendra que

la cadena 00001100 corresponde a exp(-0.1-T) y
la cadena 10001100 corresponde a NHS - T

quedando asi terminada la codificacién de las funciones transformadas.

La codificacién de las ecuaciones de flujo se realiza facilmente a partir de
la codificacion de la codificacién de las transformadas y puede expresarse en

forma matricial ya que

e

™

5
W=dy+D 4,t,=(4, 4 4, 4, A, A4)

i=1

w

=~

e e T

w

En la gramética recognoscitiva del apartado 4 hemos obtenido siete

ecuaciones de flujo. Su codificacion es la siguiente:
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1. w, =CRGEM = (4, 4, A, 4, 4, A)

con Ag =-39931297044

Aplicacion: Submodelo reproductivo del modelo Mariola

1
00001100
00110110
00110000
00100100

0

A3=125968866013.6976 A,=8888766569.492 As=0

2.y, =DGEM = (4, 4 A, A, 4, A}

1
00001100
00110110
00110000
00110001
00100111

Ay =11937827736.6333 A, = 8887432236.4781

con Ag = 42818396553.4922 A, = 12800952588.6678 A, =9529999838.4237
As=42818396553.4922

A3z =27846458313.5398

3.y, =CRFLOR=(4, A A, 4, A4, A}

Ay =-40.4298

1
00001100
00110110
00110000
00100100

01000110
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con Ag =-82078300505.1208 A, =24538061248.2749 A, =12268010624.3174
Az =0.0001 Ay = 53378691559.585 As =18279752691.6942

1
00001100
00110110
00110000
00100100
01000110

4.y, =DFLOR=(4, 4 4, 4, A4, A)

con Ag = 9650983489.3318 A, =-2885250093.0345 A, =-2148000863.9357
A3 =-6276407624.4184 Ay = -2148323388.5355 As=2.0595

1
00001100
00110110
00100010
00110000
00100100

5. w,=CRFRUT =(4, 4 A4, A4, A, A)

con Ap = 61027064334.4555 A;=-1.8245 Ay =-13582666169.5563
Az =-33.9305 Ay= -39688258767.6687 As=13584716165.7817
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1
10011100
6. ws =DFRUT =(4, 4, A, A, A, A,) 10100110
W = =\ 1 2 3 4 57110110000
00010001
00100011
con Ap=-1.4132 A;=0.005 A, =0.0175
A3;=-0.0161 Ay= -0.0002 As5=1.4215
1
10001100
10010010
72, =GERM =4, A A, A, A4, A
v, ( 0 1 2 3 4 5) 00001010
00001000
00101100
con Ay =45.4497 A;=-0.0133 Ay =21436656856828.5
A3=-0.144616 A,s= -300113195995598.25 As=-2.0866

con lo que queda terminado el proceso de la codificacion.

Para la codificacién de estas ecuaciones hemos realizado un programa

cuyo listado en PASCAL se ofrece a continuacién:
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Programa para la codificacién de las ecuaciones de flujo

program codificar;
uses crt;

const A0 = 0;
BO ='1"';

type tipoA = array([0..5] of real;
tipeB = array([l..5] of integer;

tipoflujo =array(l..
var A:tipoA;

B:tipoB;

ecuacion:tipoflujo;

nomecuacion:string(7];

codigo:string{7];

digito:integer;

c,d,i,j,transformada,funcion,xl,xZ:integer;
(~k**************~k**************************)

5] of string[7];

procedure menu;

begin
writeln (' FUNCIONES VARIABLES ') ;
writeln (' ')
writeln;
writeln ("' 0 ——> f(x)=x 0 -—> M ") ;
writeln (' 1 ——> x"2 1 -~> NHS ");
writeln (' 2 --> exp(0.1x) 2 =—> T 'Y;:
writeln (' 3 ==> exp(-0.1x) 3 -=-> PLU/100 ");
writeln (' 4 --> arctg(x) 4 —-> WS ') ;
writeln (' 5 --> cos (x) 5 -->TB ");
writeln (' 6 ——> 1/x 6 —--> NGEM ') ;
writeln (' 7 —-=> sqgrt(x) 7 —=> NFLOR');
writeln (' 8 —-> In(x) 8 —-> NFRUT');
writeln (' 9 —-—> x*y ')

gotoxy(20,17);

writeln('Pulse INTRQ para continuar

readln;
end;

(****************‘k~k************************)

procedure datos;

begin

gotoxy (20,17);

writeln ('

gotoxy (10, 14) ;

writeln ('

gotoxy(20,15);
writeln('Introduccic¢n de datos');

writeln ('
write ('Nombre de la ecuaci¢n de flujo

')

readln (nomecuacion) ;

')
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write('coeficiente A0 = ');readln(A[0]);

for i:=1 to 5 do

begin
gotoxy(1l,18);
writeln ('

")

writeln ("' ")
)

)

I4

~.

writeln (' !
writeln (' !
gotoxy(1l,18);
write('coeficiente A',1, '= ');readln(A[i]);
write('funcien = ");readln(funcion);
if funcion=9 then
begin
codigo[0]:="1";
write ('primera wvariable '); readln(xl);
write ('segunda variable = '); readln(x2);
transformada:=10*x1+x2;
end
else
begin
codigo[0]:='0";
write('variable = ');readln(xl);
transformada:=9*funcion+xl;
end;
Bli]:=transformada;
for j:=1 to 7 do
codigo[j]:="'0";

o e

Iz

1l

c:=B[i];
Ji=7;
repeat
d:=c mod 2;

if d = 0 then codigo{j}:="0"' else codigo[jl:="1";
c:=c div 2;
J:=3-1;
until c<2;
if transformada = 0 then codigo[j]:='0" else codigo[j]:="1";
for j:=0 to 7 do
ecuacion[i] [j]:=codigo[j];
end;
end;
(******************************************)
begin
clrscr;
menu;
datos;
clrscr;
writeln('La ecuacié¢n de flujo ',nomecuacion,' tiene el siguiente
ce¢digo:');
writeln;
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Volver al indice/Tornar a l'index

Aplicacién: Submodelo reproductivo del modelo Mariola

writeln('matriz de coeficientes : ');
for i:=0 to 5 do
writeln (A[i]);
writeln;
writeln('matriz de transformadas : '");
writeln;
writeln(B0:5);
for i:=1 to 5 do
begin
for j:= 0 to 7 do
write(ecuacion(il[j]);
writeln;
end;
readln
end.
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CONCLUSIONES

Hemos elaborado un estudio sobre la modelizacién de sistemas complejos

desde el punto de vista de la lingiiistica matematica y la teoria de la codificacién.

Esto ha sido posible ya que “fodos los modelos tienen en comin que
encierran experiencia y siempre envuelven signos, sefiales, sintaxis, semdntica y

una habilidad para descifrar y obtener resultados”, (Patten 42).

En nuestra metodologia utilizamos, para modelizar procesos, un sistema de
ecuaciones diferenciales
Vi =8(x,%; o X,,) 1=12,....,n

llamadas ecuaciones de estado.

Sus variables, Xj15 Xy -s X, » lamadas variables de flujo, son, a su vez
funciones, Fj, llamadas funciones de flujo, que dependen de otras variables
X =Fj((01a¢2> """ 7¢m)
Estas variables, ¢,,0,,....,p,, rteciben el nombre de funciones

transformadas, que se obtienen a partir de unas funciones reales de variable real,
clegidas por el modelizador y aplicadas sobre unos determinados atributos

medibles del sistema.

Todas las ecuaciones y funciones que aparecen en el proceso de
modelizacion tiene que ser expresadas matematicamente disponiendo de datos

experimentales de los atributos medibles.
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Para la obtencion de las funciones transformadas hemos comenzado

definiendo los siguientes conceptos:

t-alfabeto de orden i, i = 1,.....,n de un p-simbolo
vocabulario de primer orden de un p-simbolo
vocabulario de orden n de n p-simbolos

t-léxico, d-1éxico y léxico de un Sistema Complejo.

Con estos conceptos, hemos sentado las bases para poder construir

Gramaticas Generativas de funciones transformadas. Las palabras de los lenguajes

generados por estas gramaticas son las funciones transformadas.

Hemos conseguido que las reglas de las graméticas cumplan las

condiciones necesarias y suficientes para que sean gramaticas regulares, ya que

asi se tiene garantizado que:

Los lenguajes pueden expresarse mediante una expresion regular.

Se dispone de un procedimiento que permite la obtencién de un
reconocedor finito del lenguaje.

Se dispone de un modelo de procedimiento para reconocimiento de
cadenas.

Pueden ser utilizados para especificar la construccién de analizadores
1éxicos.

Se pueden traducir de forma sencilla a un cé6digo en un lenguaje de

programacion.

Con las funciones transformadas y un conjunto de operadores aritméticos

hemos formado el vocabulario de las Gramaticas Generativas de las Ecuaciones
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de Flujo. Gramaticas que también son regulares y cuyos lenguajes generan las

ecuaciones de flujo.

Hemos construido Gramaticas Recognoscitivas de ecuaciones de flujo que
permiten seleccionar aquellas ecuaciones que el modelizador considera
importantes, de acuerdo con ciertos criterios preestablecidos que denominamos

criterios de recognoscibilidad.

Finalmente hemos construido Gramaticas Generativas y Recognoscitivas
de ecuaciones de estado que nos permiten obtener y seleccionar aquellas

ecuaciones de estado que mejor modelizan los procesos.

Como las ecuaciones obtenidas en los procesos de modelizacién suelen
tener expresiones analiticas complicadas, hemos ideado c6digos que simplifican la
escritura de las funciones transformadas y de las ecuaciones de flujo con objeto de

paliar en lo posible el problema de su almacenamiento y posterior manipulacion.

Los estudios realizados han sido aplicados a un caso concreto de

modelizacién matematica con las siguientes caracteristicas:

® Se han construido Gnicamente Graméticas Generativas de funciones
transformadas de primer orden.

* Se han utilizado vocabularios de primer y segundo orden.

e Las Gramaticas generativas de las ecuaciones de flujo crean
ecuaciones de flujo con cinco funciones transformadas y el unico
operador ® empleado es la suma.

* Se ha seguido el criterio de recognoscibilidad GRF; para la seleccién

de las ecuaciones de flujo.
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e Para la elaboracion de las ecuaciones de estado se han seguido los
criterios de recognoscibilidad GRS; y GRS,.

e Cada ecuacion de fluyjo se ha codificado en dos arrays
unidimensionales, uno para los coeficientes y el otro para las funciones
transformadas.

¢ Hemos utilizado cédigos binarios para las funciones transformadas.

Para futuras investigaciones serdn estudiadas nuevas graméticas
recognoscitivas que nos permitan el analisis de las ecuaciones que mejor estudian

los procesos frente a variaciones de los datos.
Seran aplicadas las diversas gramaticas estudiadas en esta memoria a casos
concretos de modelos de sistemas complejos, comparando los resultados

obtenidos.

Seran utilizados los c6digos para la manipulacién de ecuaciones obtenidas

a partir de pequefias variaciones de los datos experimentales
Los codigos utilizados abren las puertas a futuras investigaciones en un
intento de generalizar la codificacién a todo tipo de ecuaciones, ya que pueden

ser muy variadas debido a los criterios en los que se base el modelizador.

Asimismo se generalizard computacionalmente la codificacién de las

ecuaciones para cualquier gramatica considerada.
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