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Prdlogo

Con la aparicién de la computacién paralela, se ha logrado cubrir una ne-
cesidad producida por la gran demanda de computadores de gran velocidad
destinados a realizar grandes cdlculos tanto en el campo de la ciencia como en
el de la industria. Este tipo de computacién, tiene una de sus aplicaciones més
importantes en el contexto matematico, en particular, en el area del Algebra
Lineal Numérica. La introduccién del paralelismo en este area, ha hecho que
se disefiaran diversos métodos y algoritmos, como por ejemplo, algoritmos para
célculos matriciales bésicos, factorizaciones basicas del dlgebra lineal, métodos
de resolucién de ecuaciones lineales y algoritmos para el calculo de valores pro-
pios.

Centrando nuestra atencién en los métodos iterativos, parte de los avances
en la programacién paralela se producen en el diseno de algoritmos paralelos
para ejecutar los métodos secuenciales existentes. Para ello, se han utilizado
técnicas como la descomposicién por bloques, y también se han desarrollado

técnicas para la distribucién de datos y célculos entre los distintos procesadores

v
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vi Prélogo

que intervienen en su ejecucién (ver por ejemplo [81]). Ademés, motivados por
las ventajas de la computacién paralela, se han desarrollado nuevos algoritmos
disenados expresamente para su ejecucién en paralelo, como podemos ver, por
ejemplo, en [15], [18], [19] y [67].

En esta memoria, considerando las ventajas que supone la resolucién de sis-
temas de ecuaciones lineales en paralelo, estudiamos métodos no estacionarios
basados en la técnica de multiparticién y en la técnica de dos etapas en el
contexto de las matrices hermiticas y definidas positivas. Estos resultados nos
permitirdn, ademds, establecer la base necesaria para la construccién de pre-
condicionadores paralelos para el método del gradiente conjugado basados en la

técnica de dos etapas.

El Capitulo 1, Métodos iterativos secuenciales, estd compuesto de ocho sec-
ciones, donde se describen y citan distintos resultados que utilizaremos en el
desarrollo de esta memoria. Asi, después de una breve introduccién, en la Sec-
cién 1.2 se describen los conceptos relativos a normas vectoriales y matriciales;
en la Seccién 1.3, tenemos los conceptos de particién de una matriz y de esquema
iterativo; los métodos iterativos clasicos como el de Jacobi, Gauss-Seidel, SOR
v SSOR aparecen en la Seccién 1.4; por otro lado, el método iterativo en dos
etapas y los métodos del gradiente conjugado y gradiente conjugado precondi-
cionado, que seran bésicos en el desarrollo de esta memoria, se expondridn en
las Secciones 1.5, 1.6 y 1.7, respectivamente. Para terminar este capitulo, en la
Seccién 1.8 se describen dos precondicionadores secuenciales, los precondiciona-

dores polinomiales y los basados en la factorizacién incompleta de Choleski.

El Capitulo 2, Arquitecturas paralelas, contiene una pequefia introduccién a

los sistemas de computacién paralela, dando una descripcién de las méquinas y
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Prélogo vii

la programacién desde sus comienzos hasta llegar a nuestros dias con la intro-

duccién del paralelismo.

En el Capitulo 3, Métodos iterativos paralelos. Planteamiento y objetivos, se
revisan distintas técnicas de distribucién de incégnitas, para realizar la imple-
mentaciéon de métodos iterativos secuenciales, en paralelo. En particular, nos
centraremos en los métodos iterativos basados en la técnica de multiparticién,
(ver Secciones 3.2 y 3.3). La Seccién 3.4, se dedica a diversos precondiciona-
dores paralelos, entre ellos, los precondicionadores polinomiales aditivos y los
precondicionadores por bloques. Para terminar, en la Seccién 3.5 se plantean
los objetivos de esta memoria vistos desde la perspectiva del conocimiento de

los capitulos previos.

Los Capitulos 4, 5, 6 y 7, constituyen la parte principal de nuestra inves-
tigacién. Los Capitulos 4, 5 y 6 (Métodos de multiparticidn no estacionarios,
Métodos paralelos en dos etapas y Precondicionadores basados en los métodos
en dos etapas, respectivamente), son los que contienen los resultados teéricos
presentados en esta memoria. Los Capitulos 4 y 5 tienen basicamente la misma
estructura. En ellos se hace, en primer lugar, una introduccién en la que se
describe el método que es motivo de estudio en dicho capitulo, junto con los
resultados de convergencia existentes que han motivado el estudio del método
en cuestién. Después se analizan dichos métodos cuando la matriz del siste-
ma es hermitica y definida positiva, y por Gltimo, se escriben las conclusiones

obtenidas en cada uno de ellos.

El Capitulo 6 se centra en el estudio de precondicionadores paralelos, con-
cretamente y después de una breve motivacion, en la Seccién 6.2, se construye

un precondicionador basado en el método en dos etapas que sigue la idea del
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viii Prologo

precondicionamiento por series truncadas. Posteriormente, en la Seccién 6.3 se
obtiene un precondicionador basado en el de la Seccién 6.2, en el que la particién
interna se obtiene mediante la factorizacién incompleta de Choleski.

En el Capitulo 7, Fzperimentos numéricos, se hace un estudio experimental
de los métodos estudiados en los capitulos anteriores. La descripcién de los dos
multiprocesadores utilizados, concretamente un IBM RS 6000/SP y un cluster
de Pentiums, se puede ver en la Seccién 7.2.

Esta memoria se finaliza con dos apéndices. El primero estd dedicado a las
lineas futuras de trabajo y el segundo a las referencias bibliograficas utilizadas
para la elaboracién de esta memoria.

Debemos decir, que todos los conceptos y resultados en los que nos basa-
mos para realizar las demostraciones que se presentan en esta memoria, vienen

referenciados para la consulta de sus posibles demostraciones.
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Capitulo 1

Meétodos 1iterativos secuenciales.

1.1 Introduccion

Consideremos el sistema de ecuaciones lineales
Az =0, (1.1)

donde A es una matriz invertible de tamafo n x n y b un vector columna de ta-
mafio n. Para resolver el sistema de ecuaciones lineales (1.1) existen basicamente
dos familias de métodos, los métodos directos y los métodos iterativos.

Los métodos directos permiten obtener la solucién exacta del sistema (1.1),
salvo errores de redondeo, mediante un ndmero finito de operaciones. Si la
matriz es densa el ndmero de operaciones depende del tamaho de la matriz de
coeficientes, si por el contrario, la matriz es dispersa el niimero de operaciones

necesarias para resolver el sistema dependera del nimero de elementos no nulos
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2 1 Métodos iterativos secuenciales.

en la matriz de coeficientes y de la estructura del grafo asociado a dicha matriz.
En general, los métodos directos se basan en la realizacién de sucesivas trans-
formaciones algebraicas sobre la matriz inicial A, de forma que la resolucién del
sistema (1.1) se reduzca a resolver sistemas triangulares. Entre ellos destacamos
el método de Gauss y su variante de Gauss-Jordan, la descomposicién LU, que
consiste simplemente en una generalizacién del tratamiento matricial del método
de Gauss, y la factorizaciéon de Choleski, mas ventajosa que la descomposicién
LU y sélo aplicable al caso de sistemas cuya matriz sea hermitica y definida

positiva, (ver por ejemplo, [31]).

En los métodos iterativos no se obtiene la solucién exacta del sistema, sino
una aproximacion, pero la importancia de los errores de redondeo disminuye,
y aunque éste no es el factor decisivo para la eleccién de dichos métodos, sin
duda, influye en la decisién. Adema4s, cabe destacar, que en el caso de matrices
dispersas, en los métodos directos se origina un llenado de la matriz al realizar
la factorizacién, y por tanto el coste es mucho mayor que en los métodos ite-
rativos. Por otra parte, tenemos que decir, que en los métodos iterativos no se
conoce el nimero exacto de operaciones requeridas para obtener una solucién y
que el tiempo de ejecucién dependerd, a veces, de la eleccién de unos determina-
dos pardmetros. De entre todos los métodos iterativos, podemos citar, Jacobi,
Gauss-Seidel, SOR y SSOR, ... , (ver por ejemplo, [81] 6 [105]). El método
del gradiente conjugado (ver [81]), aunque es un método directo y generalmente
obtiene una buena aproximacién a la solucién del sistema en menos de n pasos,
debido a su estructura, al ndmero de operaciones que realiza para obtener la
solucién y a que los errores de redondeo le impiden en muchos casos alcanzar la

solucién exacta en un niimero finito de pasos, se trata como un método iterativo.
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1.1 Introduccion 3

Atendiendo al contenido de las secciones que aparecen en este capitulo, da-
mos una breve descripcién de cada una de ellas. En primer lugar, en la Sec-
cién 1.2, introducimos los conceptos de matriz simétrica, hermitica y definida
positiva. Ademds, también damos una breve descripcién de normas vectoriales
y matriciales y, para finalizar, el concepto de radio espectral que usaremos con
bastante frecuencia en esta memoria. En la Seccién 1.3, basandonos en el con-
cepto de particién de una matriz, planteamos los métodos iterativos en general
y damos resultados de convergencia teniendo en cuenta tanto los distintos tipos
de particiones de la matriz A, como las propiedades de dicha matriz de coefi-
cientes. En la Seccién 1.4 describimos los métodos iterativos clésicos: Jacobi,
Gauss-Seidel, SOR y SSOR, junto con algunos resultados de convergencia més
conocidos. En la Seccién 1.5 describimos un método iterativo para la resolu-
cién de sistemas de ecuaciones lineales, denominado método iterativo en dos
etapas (ver [76]). Luego, en la Seccién 1.6 describimos el método del gradiente
conjugado, cuya generalizacién mediante la introduccién de precondicionadores,
dara lugar al método del gradiente conjugado precondicionado que veremos en
la Seccién 1.7. Por dltimo, en la Seccién 1.8 describimos los precondicionadores

polinomiales y los precondicionadores basados en la factorizacién incompleta de

Choleski.
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4 1 Métodos iterativos secuenciales.

1.2 Conceptos y resultados basicos

En esta seccidén exponemos algunos conceptos y resultados del Algebra Lineal
que utilizaremos en esta memoria. Para ello, denotamos por K el cuerpo de los
ntmeros reales R o el de los complejos C. En primer lugar, introduciremos la
notacién relativa a vectores y la relativa a matrices, en particular describiremos
las matrices simétricas, hermiticas y las definidas positivas. Después daremos
resultados relativos a normas vectoriales y matriciales sobre el cuerpo K. Por
dltimo, y relacionado con el concepto de norma matricial, introduciremos la
definicién de radio espectral de una matriz y daremos algunos resultados que lo
relacionan con la norma matricial.

Para todo z € C”, denotamos por |z| el vector cuyas componentes son los
mddulos de las correspondientes componentes de z. Los vectores 7 y 2 indican
el traspuesto y el conjugado traspuesto del vector x, respectivamente. Un vector
x real es positivo (no negativo) y escribimos z > 0 (z > 0), si tiene todas sus
componentes estrictamente mayores que 0 (mayores o iguales que 0). Diremos
<y, siy—x>0. Andlogamente, z <y, siy —z > 0.

La notacién para matrices se define de forma similar. Sea A € C**", deno-
tamos por |A| la matriz cuyas componentes son los médulos de las correspon-
dientes componentes de A, y por AT y AH las matrices traspuesta y conjugada

traspuesta de A, respectivamente.

Definicién 1.1. Una matriz A € C™*" es simétrica si se verifica A = AT.

Definicién 1.2. Una matriz A € C™ "™ es hermitica si se verifica A = AH.
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1.2 Conceptos y resultados bdsicos 5

Hacemos notar que si A es real se verifica que AT = A¥, por tanto, una
matriz real simétrica es un caso especial de una matriz hermitica.
A continuacién enunciamos algunas propiedades para las matrices hermiticas

que podemos ver, por ejemplo, en [57].
1- Sea A € C™", entonces las matrices A+ A", AA® A A también lo son.

2.- Si A € C™" es una matriz hermitica, la matriz A* es hermftica, para todo

k=1,2,3,.... Si ademss A es no singular, entonces A~ es hermitica.

3.- Si A, B € C™™ son matrices hermiticas, la matriz aA + bB es hermitica,

para todo a,b € R.

4.- Si A € C™" es una matriz hermitica entonces, los elementos de la diagonal

principal de A son todos reales.
El siguiente teorema da propiedades sobre las matrices hermiticas.

Teorema 1.1. (Teorema 4.1.3, [57]). Sea A € C**™ una matriz hermitica,

entonces
1) Az es real, para todo z € C™.
2) Todos los valores propios de A son reales.
3) SEAS es una matriz hermitica para toda matriz S € C**™.

Relacionada con los conceptos de matriz simétrica y hermitica esta la pro-
piedad de que una matriz sea definida positiva. Las siguientes definiciones se

pueden consultar, por ejemplo, en Horn y Johnson [57] o en Ortega [81].
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Definicién 1.3. Una matriz A € C™ "™ es definida positiva si la parte real

de = Az es mayor que cero, para todo vector complejo z # 0.
Si la desigualdad anterior se debilita tenemos la siguiente definicién.

Definicién 1.4. Una matriz A € C™**" es semidefinida positiva si la parte

real de z* Az es no negativa, para todo vector complejo = # 0.

Como podemos observar, claramente si una matriz es definida positiva es
también semidefinida positiva.
Enunciamos algunas de las propiedades de las matrices complejas definidas

positivas.

1.- Cualquier submatriz principal de una matriz definida positiva es definida

positiva.

2.- La suma de dos matrices definidas positivas, es definida positiva. De
forma ma&s general, cualquier combinacién lineal no negativa de matrices

semidefinidas positivas es semidefinida positiva.

3.- Si A € C™*" es una matriz definida positiva, entonces las matrices AT, AH

y A7! son definidas positivas.

Como podemos observar en la Definicién 1.3, para demostrar que una matriz
hermitica es definida positiva, es suficiente demostrar que ¥ Az > 0, para todo
vector z # 0. Para referirnos a las matrices hermiticas y definidas positivas
(semidefinidas positivas), usaremos la notacién A = 0, (4 = 0). Ademéas dadas
dos matrices hermiticas B y C, escribiremos B > C, (B = C) si B — C es

definida positiva (semidefinida positiva) (ver, por ejemplo, [64] y [74]).
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Los dos teoremas que se dan a continuacién, dan condiciones necesarias y
suficientes para demostrar cudndo una matriz es definida o semidefinida positiva,

se pueden ver, por ejemplo, en Horn y Johnson [57].

Teorema 1.2. (Teorema 2.9, [57]). Una matriz A es definida positiva si, y

sélo si, la matriz hermitica A+ A es definida positiva.

Teorema 1.3. (Teorema 7.2.1, [57]). Sea A € C™*™ una matriz hermitica,
A es semidefinida positiva si, y sélo si, todos sus valores propios son no negati-

vos. A es definida positiva si, y sélo si, todos sus valores propios son positivos.

A continuacién se exponen conceptos relativos a normas vectoriales y normas
matriciales, definidos sobre el cuerpo K. Todos estos resultados se pueden ver,

por ejemplo, en [57].

Definicion 1.5. Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Diremos que
la funcion || - || : V¥ — R es una norma vectorial, si para todo z,y € V, se

verifican las siguientes propiedades:
1- Jjz|l > 0.
2.- |lz|| =0, si, y sélo si, z = 0.
3~ llzfl = lelllzl], VeekK.

4oz +yll < llzll + llyll

Damos a continuacién algunos ejemplos conocidos de normas vectoriales.
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e Las [,—normas, que para un vector z = (z1, s, ... ,Z,) € C® se definen

como
o\
fol = (Sle)", 21
i=1
Nétese que la ly—norma es la conocida norma euclidea.

e La norma infinito, definida para un vector z € C", de la siguiente forma
lolle = mx [zl (12)

e Sea A € C™™ una matriz hermitica y definida positiva, dados los vectores
z,y € C", la expresién (z,y) = (¥ Ay) define un producto interno sobre

Cm, por lo tanto, ||z||4 = (z¥ Az)? es una norma vectorial en C.

Todas estas normas tienen la propiedad de ser mondtonas, es decir, si vy w
son vectores de C™ tales que |v| < |w|, entonces ||v|| < |Jwl].

Designamos por M,, el espacio vectorial formado por todas las matrices
cuadradas de tamano n X n definidas sobre un cuerpo K. Definimos en dicho

espacio vectorial las normas matriciales.

Definicién 1.6. Diremos que la funcién || - || : M, — R es una norma
matricial si para todo par de matrices A, B € M, se verifican los siguientes

axiomas:
1.- ||A]| > 0.
2.- ||Al| =0, si, y sélo si, A= O.

3- |lcAll = ||| A, VeeK.
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4- [[A+ B[ <Al + Bl
5- |AB| < [|Allll Bl

Hacemos notar que una norma matricial es una norma vectorial que satisface
ademds el axioma (5) o propiedad submultiplicativa.

Para estudiar la convergencia de los métodos iterativos paralelos, que plan-
teamos en los Capitulos 4, 5 y 6, se han utilizado en ocasiones normas matriciales
que se deducen de las normas vectoriales utilizando la siguiente definicién, (ver,

por ejemplo, [57]).

Definicién 1.7. Sea || - || una norma vectorial sobre K”. Se llama norma
matricial inducida por dicha norma vectorial a la siguiente funcién definida sobre
M.,.

[A]l = max || Az

floll=1
La norma introducida en la Definicién 1.7 se puede calcular de las siguientes

formas equivalentes

| Az|
Iz

Toda norma matricial inducida por una norma vectorial es compatible, es

|A] = max ||Az| = max ||Az| = max
Jali=1 fali<1 o

decir, verifica la siguiente desigualdad
Azl < |Allll=l], =eK"

Ademds, si denotamos por I a la matriz identidad y ||-|| es una norma compatible,
entonces ||| = 1.
Como ejemplos de normas matriciales inducidas por normas vectoriales, da-

mos las que nos seran de utilidad en el desarrollo de esta memoria.
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e La norma matricial infinito, inducida por la norma vectorial infinito

n
[Alleo = max olagl), st A= lailicij<n.
sign \ &

e La norma matricial inducida por la norma vectorial ||.||4, donde A es una

matriz hermitica y definida positiva.

Otro concepto de gran importancia para el estudio de la convergencia de los

métodos iterativos, es el de radio espectral de una matriz.

Definicién 1.8. Sea A una matriz cuadrada de tamafio n x n, definimos el
radio espectral de A, y lo denotamos por p(A), como el méximo de los médulos

de los valores propios de A, es decir
p(A) = max{|\| : A; es valor propio de A}.

Los dos teoremas que se dan a continuacién se pueden ver, por ejemplo,
en Varga [98] y Young [105]. Estos teoremas relacionan el radio espectral de
una matriz con su norma. El siguiente teorema nos indica que cualquier norma,

matricial es una cota superior del radio espectral.

Teorema 1.4. (Teorema 8.4, [105]). Si || - || es una norma matricial y

A € M, entonces se satisface p(A) < ||A|.

El teorema que se enuncia a continuacién, asegura que para toda matriz se
puede encontrar una norma matricial de forma que dicha norma esté tan cerca

del radio espectral como queramos.

Teorema 1.5. (Teorema 8.5, [105]). Sea A € M,,. Para todo € > 0, eziste
al menos una norma matricial || - || tal que p(A) < ||A| < p(A) + €.
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Ademés (ver, por ejemplo, Horn y Johnson [57]), dada una norma matricial
|| lla existe siempre una norma matricial inducida || - ||, y por tanto compatible,

que verifica

1Alls < l|Alla

Por tanto, siempre se puede encontrar una norma matricial inducida satis-

faciendo el Teorema 1.5.

1.3 Planteamiento y convergencia

Una vez revisados los conceptos del Algebra Lineal que necesitaremos en el
desarrollo de esta memoria, vamos a pasar a estudiar los conceptos més generales
sobre los métodos iterativos secuenciales.

Los métodos iterativos para la resolucién de un sistema de ecuaciones lineales
Az = b, consisten en generar, a partir de un vector inicial z(®, una sucesién de
vectores {z(l)}lzl que converja a la solucién exacta £ = A™1b del mismo. Se dice

que dicho método es convergente si para todo vector inicial (%), se cumple que

limz® = ¢,
I—oo

El concepto de norma vectorial, dado en la Definicién 1.5 (Seccién 1.2), se
utiliza para el estudio de la convergencia de una sucesién de vectores de la

siguiente forma.

Definicién 1.9. Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K y sea || - || una

norma vectorial sobre V. Decimos que la sucesién de vectores {x(l)}lzl converge
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al vector € V con respecto a la norma || - ||, si, y sélo si, la sucesién de niimeros

reales {[|z¥) — z||};>1 tiende a 0 cuando ! tiende a infinito.

En los espacios de dimensién finita todas las normas son equivalentes, en
el sentido en que si una sucesién {z};>; converge al vector z respecto a una
norma, entonces converge al mismo vector con respecto a cualquier otra norma,
(ver, por ejemplo, Horn y Johnson [57]). Esto significa que la convergencia de
una sucesién de vectores puede ser estudiada con respecto a cualquier norma
vectorial.

Para resolver el sistema (1.1) por procedimientos iterativos, consideraremos
la matriz A expresada de la forma A = M — N, donde M y N son también

matrices cuadradas de orden n.

Definicion 1.10. Sea la matriz A € M, tal que
A=M—-N, M,NeM,. (1.3)

Si M es no singular, se dice que la expresién (1.3) es una particidn de la matriz

A.

Basandonos en la particién (1.3) de la matriz A, el sistema lineal Az = b se

puede escribir como
Mz = Nz +b. (1.4)

Para obtener la solucién de (1.1), podemos iterar la ecuacién (1.4) mediante

el esquema,

Mz®D =NV 4y 1=1,2,..., (1.5)
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o andlogamente
2® = M7 INzD M, 1=1,2,..., (1.6)

y estudiar bajo qué condiciones de las matrices A, M y N, la sucesién de vectores
{zW};51, generada por el esquema iterativo (1.6), converge a la solucién exacta
del sistema lineal (1.1). Se llama matriz de iteracidn a la matriz T = M~1N.
Claramente, segin se elija la particién (1.3) tendremos distintos esquemas
iterativos. Los més conocidos son los métodos de Jacobi, Gauss-Seidel, SOR
y SSOR. En principio, se estudiaron de forma independiente diversas condicio-
nes de convergencia para estos métodos, junto con sus versiones en bloques y
los métodos semi-iterativos, (ver, por ejemplo, Varga [98] o Young [105]). Sin
embargo, Varga [98] en 1962, introduce el concepto de particién regular de una
matriz que en determinados casos engloba a los métodos antes mencionados, e

intent6 dar condiciones de convergencia sobre este tipo de particiones.

Definicién 1.11. Se dice que la particién A = M — N es regularsi M~y

N son matrices no negativas, es decir,si M1 > Oy N > O.

Posteriormente al concepto de particién regular, se definié el concepto de

particién débilmente regular, ver por ejemplo, Ortega [79)].

Definicién 1.12. La particién A = M — N se dice que es débilmente reqular

siM1>0y M™N>0.

Como se deduce de las definiciones de ambos tipos de particiones, toda par-
ticién regular es débilmente regular ya que el producto de matrices no negativas

es otra matriz no negativa.
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En la versién original de la definicién de particién débilmente regular, dada
por Ortega y Rheinboldt [82], se inclufa la hipétesis adicional NM~* > O,
sin embargo, nosotros hemos elegido la Definicién 1.12 para referirnos a una
particién débilmente regular, tal y como hacen muchos autores como Amedjoe
[5], Beauwens [8], Berman y Plemmons [10], Elsner [40], Neumann y Plemmons
[75], Marek y Szyld [66] y O’Leary y White [77]. Otros autores (ver, por ejemplo,
[28], [103] y [104]) denominan a las particiones débilmente regulares, segin la
definicién original, particiones no negativas y segtin la Definicién 1.12 particiones
débiles no negativas del primer tipo.

Otro tipo de particién, que estd asociada al concepto de matriz definida
positiva, es el de particién P-regular que podemos ver, por ejemplo, en [10] y

81].

Definicién 1.13. Sea A € C™*", la particién A = M — N es P-regular si la
matriz M + N es definida positiva.

La convergencia del método (1.6) se puede estudiar analizando el error que se
comete en cada iteracién respecto de la solucién exacta £. Asf, sea e® =z — ¢
el vector error en la [-ésima iteracién. Teniendo en cuenta la expresién (1.4)

podemos escribir

E=TE+ M,

donde T'= M~'N, y si esta expresi6n se resta a la expresién (1.6), se obtiene
eW =TV =12 . . (1.7)
De donde se obtiene

eV =Tel1) =722 = ... =T =12 .. .
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Asi pues, la convergencia de la sucesién definida por la ecuacién (1.6) a & es
equivalente a que la sucesién de vectores error {e)};>; converja al vector cero.
Esto ocurre si, y sélo si, las potencias de la matriz T' convergen a la matriz nula,
es decir si lim7T" = O.

l—o0
El resultado tedrico bésico de convergencia del método iterativo (1.6) estd

determinado por el radio espectral de Ty su demostracién se basa en la forma

candnica de Jordan de esta matriz, tal y como puede verse en Young [105].

Teorema 1.6. (Teorema 5.1, [105]). Sea T una matriz cuadrada, entonces

{T"}1>1 converge a la matriz nula si, y sélo si, p(T) < 1.

También, para estudiar la convergencia del esquema iterativo (1.6), se uti-
liza el siguiente lema, que es la versién matricial del Lema de Neumann para
series convergentes. Su demostracién se puede ver, por ejemplo, en Berman y

Plemmons [10].

Lema 1.1. (Lema 2.1, [10]). La matriz T es convergente es decir, p(T) <
1, si, y s6lo si (I —T)! existe y en este caso (I —T)™* = X:TZ

Siguiendo el Teorema 1.6, el método iterativo (1.6) converge a la solucién del
sistema, lineal (1.1), para cualquier vector inicial (), si, y s6lo si, p(M~1N) < 1.

Sin embargo, cuando tenemos distintas matrices de iteracién, no es condicién
suficiente que su radio espectral sea menor que 1 para asegurar la convergencia
del método iterativo, ya que el producto de las distintas matrices de iteracién no
siempre tiende a cero, (ver Bru y Johnson [17], o Robert, Charnay y Musy [86]).
Para ver este resultado, damos un ejemplo que es similar al que presentan Bru

y Fuster en [16].
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Ejemplo 1.1. Consideramos la sucesién de matrices

0,5 0
TO = L], i=12,.. .
0 e
Claramente podemos observar que para cada I, p(T®) < 1. Sin embargo, si

calculamos el producto de las distintas matrices tenemos

7O o) — 0,5 0 0,50 . 0.5 0
0 eZ || 0 e@? 0 et
0,58 0
= Y 1 1)
0 e ('fg'i'm‘l‘ +
Entonces
lim 7O o p® — 00 )
=00 0 e—%

Como podemos ver, zllglo TOTEY @) =+ O, es decir, el producto de las dis-
tintas matrices no converge a cero y sin embargo, habiamos visto que p(T") < 1;
esto nos indica que cuando se tienen distintas matrices de iteracién no es con-
dicién suficiente que el radio espectral sea menor que uno para asegurar la

convergencia del método iterativo correspondiente.

Como consecuencia del resultado obtenido en el ejemplo anterior, deducimos
que son necesarias otras herramientas para demostrar la convergencia de un
método iterativo en el que para cada iteracién [ se obtiene una matriz de iteracién
distinta. Una condicién suficiente para la convergencia es la que se da en el

siguiente lema de Bru y Fuster, (ver [16]).
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Lema 1.2. (Lema 2, [16]). Sea TW, 1 =1,2,... , una sucesién de matrices

cuadradas complejas. Si eziste una norma matricial ||.|| tal que |[T®|| < 6 <
1,1=1,2,..., entonces, llim TOTED .70 = 0.
—00

Cuando la matriz A es mondtona, es decir, cuando su inversa es no negativa
(A7! > 0), existe un resultado de convergencia que se da en el siguiente teorema

que se puede ver, por ejemplo, en Berman y Plemmons [10] o Varga [98].

Teorema 1.7. (Teorema 3.2, [98] y Teorema 7, [10]). Sea A una matriz

no singular y A = M — N una particion regular o débilmente reqular, entonces,
p(M™IN) <1, si, ysélosi, At > 0.

Cuando la matriz A es hermitica, es decir A = A¥, existe un resultado de
convergencia que se da en el siguiente teorema que podemos ver, por ejemplo,

en Berman y Plemmons [10] o en Keller [61].

Teorema 1.8. (Corolario 7.5.44, [10] y Teorema 3, [61]). Sea A= M — N
una particién P-regular de una matriz hermitica A, entonces, p(M™N) < 1 si,

y sélo si, la matriz A es definida positiva.

En esta seccién hemos visto cémo construir un modelo iterativo basdndonos
en una particién; esta relacién no es casual, ya que es posible ver que todo
método iterativo de la forma z® = Tz@-V 4 ¢, [ =1,2,..., proviene de una
unica particién, como pone de manifiesto el siguiente lema cuya demostraciéon

aparece en Lanzkron, Rose y Szyld [63].

Lema 1.3. (Lema 2.3, [63]). Sea A una matriz no singular y T una matriz

de tal forma que existe (I — T)—l, entonces existe un dnico par de matrices P, Q
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tal que la matriz P es no singular, T = P7'Q y A= P — Q. Las matrices P y
Q tienen la forma P=A(I-T)' yQ =P — A.

El siguiente resultado estd basado en el lema anterior y fue demostrado por
Benzi y Szyld [9] para matrices simétricas y definidas positivas; aqui vamos a

enunciarlo en el contexto de las matrices hermiticas y definidas positivas.

Teorema 1.9. (Teorema 4.6, [9]). Sea A una matriz hermitica y definida
positiva. Si las particiones A = F — G = P — @) son P-regulares, entonces la
matriz T = P71QF G tiene el radio espectral menor que 1. Ademds, la dnica
particion A = B — C inducida por la matriz de iteracion T, tal que T = B~1C,

es también P-regular.

Un resultado que utilizaremos bastante en las demostraciones de algunos
de los teoremas que aparecen en esta memoria es el que se da en el siguiente

teorema que se puede encontrar, por ejemplo, en [80].

Teorema 1.10. (Teorema 6.2.8, [80]). Consideramos A, B € C™*™ matri-
ces hermiticas. Si cualquiera de ellas es definida positiva, entonces la matriz
AB tiene valores propios reales y es diagonizable. Si las matrices A y B son
definidas positivas, entonces los valores propios de la matriz AB son positivos.
Reciprocamente, si AB tienen wvalores propios positivos y la matriz A o B es

definida positiva, entonces ambas matrices son definidas positivas.

Definicién 1.14. Diremos que una matriz A = [a;j]1<; j<n € M, no singu-

lar es una M-matriz, si a;; <0 paraiz#jy A~ > O.
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El siguiente lema se puede encontrar en Berman y Plemmons [10]. Deno-
tamos por Z™*" el conjunto de todas las matrices reales de tamano n X n que

tienen los elementos fuera de la diagonal no positivos.

Lema 1.4. (Ejercicio 2.6, [10]). Sea A € Z™" una matriz simétrica, A es

una M-matriz si, y solo si, es definida positiva.

El radio espectral de la matriz de iteracién T' = M~1N se utiliza para dar
una medida de la rapidez de convergencia, ya que cuando menor sea el radio
espectral, més rapida sera la convergencia. Cuando un esquema iterativo posea
una matriz de iteracién con menor radio espectral, diremos que el esquema posee
un radio de convergencia superior.

El siguiente teorema compara el radio espectral de la matriz de iteracién de
un método iterativo clasico para diferentes particiones en el contexto de matrices

hermiticas y definidas positivas. Su demostracién se puede ver en Nabben [74].

Teorema 1.11. (Teorema 2.3, [7}]). Sean A = My — Ny = My — N dos
particiones de A, con A hermitica y definida positiva.

Si O = Ny X Ny, entonces

p(M7*Ny) < p(M5 ' N,) < 1. (1.8)
Si O = N1 < Ny, entonces

p(M7INy) < p(M;'Ny) < 1. (1.9)

Como podemos observar, bajo las hipétesis de este teorema se verifica que,
Ny = Ny & My < My < M7t = My*, (ver, por ejemplo, [57] y [74]).
Una vez vistos los conceptos basicos sobre los métodos iterativos, pasamos

a definir los métodos iterativos clasicos que usaremos en esta memoria.
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1.4 Métodos iterativos clasicos

Como hemos visto en la Seccién 1.3, cada particién A = M — N de la matriz
del sistema lineal Az = b, define un esquema iterativo como el que aparece en
la expresién (1.6). Las distintas elecciones de las matrices M y N, dan como
resultado los distintos métodos iterativos clasicos.

Supongamos que todos los elementos de la diagonal de A = [a;;]1<; j<n, SOR

no nulos y que la matriz A se expresa de la siguiente forma
A=D-L-U, (1.10)

donde D = diag(ai1, @92, .- ,ann), ¥y —L y —U son, respectivamente, la parte
estrictamente triangular inferior y superior de la matriz A.
Teniendo en cuenta la expresién (1.10), podemos escribir el sistema (1.1)

como
Dz =(L+U)x+b. (1.11)

Como los elementos diagonales a;, de A son no nulos, podemos establecer el

siguiente método iterativo derivado de la expresién (1.11)

aizd™ == Y ayaW +b, 1<i<n, 1=0,1,..., (1.12)
7=1,j#i
donde mgo), 1 < < n, son las componentes de un vector inicial z(®.

Claramente, la expresién (1.12) puede ser reescrita como

o= 3 P 1<i<n, 1=0,1,.... (1.13)
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La expresién matricial de (1.12) es
Dz = (L4+1U)zW +b, 1=0,1,...
y como D es una matriz no singular, la notacién matricial de (1.13) es
e = DYL+ D)W + D7, 1=0,1,....

Este método iterativo se denomina método de Jacobi. Claramente, las si-
guientes elecciones de M y N en la particién A = M — N, dan lugar a dicho

método

M=D y N=L+U. (1.14)
La matriz de iteracién asociada

B=M"'N=DYL+U),

se denomina usualmente matriz de Jacobi asociada a la matriz A.
Como se puede observar en el método de Jacobi, para el cilculo de la -
ésima. componente del vector 11 se utilizan los valores de las componentes

xgl), mgl), e ,mng, mﬁiﬁl, ..., zW. Pero en el momento de calcular dicha compo-

nente 7—ésima ya han sido calculadas las componentes mgl), a:g), e ,:131@1. Surge
entonces, de modo natural, la pregunta siguiente: ;Por qué no aprovechar la
informacién que se acaba de obtener sobre las primeras (i — 1) componentes del
vector 4D en el célculo de la componente i—ésima?.

Una primera ventaja de actuar asf serfa la de no tener que almacenar dos

vectores en el algoritmo de célculo, pues las componentes del vector zU+V se

almacenarian en el lugar ocupado por las correspondientes del vector z(® (ya que
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éstas no serfan necesarias en los sucesivos célculos). Ademds parece probable,
que al utilizar datos ma&s cercanos a la solucién exacta en el cdlculo de las
componentes de z(!+1 | la velocidad de convergencia mejore.

El método iterativo de Gauss-Seidel consiste precisamente en actuar de dicha

manera. Con ello, el esquema de célculo del método resulta ser:

7—1 [
ai; ai; b;
gt = S Z ) 5™ DL 3 <<, 1=0,1,. .
? L0 ) . ? [
j=1 7 j=i+1 7 Qi

Matricialmente este método se puede escribir como sigue
(D- L)z =uz® 45, 1=0,1,..., (1.15)

y como la matriz triangular inferior D — L es no singular, (1.15) puede ser escrito

equivalentemente como
2D = (D - D)uz® +(D-L), 1=0,1,....

Andlogamente al método de Jacobi, el metodo iterativo de Gauss-Seidel puede

obtenerse considerando una particién A = M — N, en este caso
M=D-L y N=U.

Con el fin de acelerar la convergencia, a todo método iterativo de la forma
(1.6) se le puede asociar un método extrapolado o relajado sustituyendo en cada

etapa I, el vector zU1), por el vector extrapolado
w4 (1 -w)z®, w+#£0, weR,

ya que ésto sélo requiere un pequeno esfuerzo computacional adicional. Esta

relajacién corresponde al siguiente esquema iterativo

2 = Hw)z® + wM™, 1=0,1,...,
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con la matriz de iteracién
Hw)=(1—-w)I+wM™N. (1.16)

A este método iterativo se le llama w-eztrapolacion del esquema (1.6) o también
w-relajacidn, siendo w el factor de relajacion. Lo denominaremos simplemente
método extrapolado o relajado cuando no exista ambigiiedad en la eleccién de

w.

Si en (1.16) utilizamos la particién de Jacobi, se obtiene el método de Jacobi

relajado (JOR). El esquema iterativo es
2 = [(1 - w) I +wD L+ V)| 2 +wD™, 1=0,1,...
o andlogamente

Qi b; .
e p—— > &xy)—l—(l—w)xy)—l—wa—, 1<i<n, 1=0,1,....
j=1g# Y u

El método de Gauss-Seidel puede ser sucesivamente w-extrapolado, de la

siguiente forma. Primero definimos el vector iterado auxiliar Z1) como

i—1 n
Qij aij b;
i = ——Z—Q:cg.“'l) - > —Z—me)-l——z, 1<i<n, 1=0,1,....
N a»» . A aI” a..
j=1 Yii j=i1 Y it

La componente mglﬂ) de este método iterativo se define como
x,(lﬂ) = wfglﬂ) + (1 - w):z;gl).

Combinando estas dos tltimas expresiones obtenemos

i—1 n .
I+1 Gij (1+1 Gij (1 ! b;
St NI of - RE I MY
=1 Wi Jj=i+1 “
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La expresion matricial de este método es
(D —wL)z®™Y = [(1—w)D+wU]zW +wb, 1=0,1,...,

y como la matriz D — wL es no singular para cualquier eleccién de w, entonces

obtenemos
) = (D —wL)? (1 - w)D + wU] 39 + w(D — wL)™b, 1=0,1,....

El método iterativo que acabamos de contruir recibe el nombre de método

de sobrerrelajaciones sucesivas (SOR). La matriz de iteracién se denota por
L,=(D—-wLl)™[(1—-w)D+wl].

Seleccionando w = 1, este método iterativo se reduce exactamente al método de
Gauss-Seidel.
Las siguientes elecciones de M y N en (1.6) dan lugar respectivamente a los

métodos extrapolados JOR y SOR.

Método JOR: M =w™D
Método SOR: M = w™Y(D — wl)

y N=w'[{1l-w)D+w(L+U).
y N=w{1-w)D+wlU],

donde w es el factor de relajacion.
Hadjidimos [55] en 1978, estudia un nuevo método de resolucién de sistemas
de ecuaciones lineales. Este método constituye una generalizacién del método

SOR con dos pardmetros y su formulacién es la siguiente
(D — uL)z™ = [(1 = w)D + (w — p)L + wU] 2@ + wb, (1.18)

1=0,1,...,
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donde los ntmeros reales p y w # 0, son dos pardmetros fijos. Este método se
denomina método de sobrerrelajacién acelerada, y se conoce como método AOR.
Claramente, este método incluye a los métodos clisicos definidos anteriormente.

Otra importante modificacién en el método iterativo SOR es el método
simétrico SOR (SSOR). Es un método de doble paso en donde se aplica un
paso del SOR seguido de otro paso del método SOR en orden inverso. Para
formalizar dicho método iterativo, consideramos primero el método de Gauss-
Seidel para obtener el método Gauss-Seidel simétrico (GSS). En la iteracién [,

el vector iterado en el método Gauss-Seidel se obtiene mediante la expresién
2¢+3) = (D = L)"'Uz® + (D = L), (1.19)

que como se puede apreciar hemos etiquetado mediante el iterado z(+3).
Ahora, para obtener el iterado (I + 1) usamos el iterado dado en (1.19) de la

siguiente forma

1 1
I§l+1) - (_ Zaiixg'l—*-l) _ Zaijx§l+z) € bi) , 7 = n,n— 1, cee, 1.

Qi §>i j<i

La expresién matricial viene dada por la expresién

Dz = Uz 4 pgt+3) 4p,

2™ = (D —U)'La™3) + (D — U) . (1.20)

Entonces, una iteracién del método iterativo simétrico de Gauss-Seidel es
una combinacién de las expresiones (1.19) y de (1.20), que viene expesada por

la ecuacién

WD = (D - U)'L(D - L)z + 4, (1.21)
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donde
d=(D-U)"'L(D- L)+ (D —-U)"e.

Para obtener el esquema iterativo del método SSOR se introduce un pardmetro
de relajacién w igual que se hace en el método Gauss-Seidel para obtener el
método SOR, en los dos pasos. La expresion matricial de la iteraciéon SSOR es

entonces
2D = (D ~ wU) (1 = w)D + wL](D — wL) 7Y [(1 — w)D + wU]z® + 4,
donde ahora
d=w(D—-wU)™ {1 ~w)D +wL)(D ~wL)™ + I}b.

A continuacién se recogen una serie de resultados de convergencia para estos
métodos iterativos clésicos que son bastantes conocidos, todos ellos se pueden
ver, por ejemplo, en Berman y Plemmons [10], Ortega [81], Varga [98] o en
Young [105].

Comenzamos con un teorema que se da en el contexto de las M-matrices no

singulares.

Teorema 1.12. (Teorema A.2.15, [81]). Sea A una matriz no singular.
Si A es una M-matriz, los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel convergen para

cualquier vector inicial z© .

También se establece la convergencia de estos métodos clésicos, para el caso

de matrices diagonal dominantes e irreducibles.
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Definicién 1.15. Para n > 2, una matriz A de tamafio n X n es reducible

si existe una matriz de permutacién P de tamaifio n X n tal que

All A12
O Ay

PAP' =

donde A;; es una submatriz de tamano r X r y Ayy es una submatriz de tamano
(n—r)x(n—r),conl < r < n. Sino existe tal matriz de permutacién, entonces

A se llama. irreducible.

Definicién 1.16. Sea A = [a;;]1<; j<» Una matriz real de tamano n x n. Se

dice que
(i) A es diagonal dominante si

las) > > layl, i=1,2,...,n. (1.22)
Jj=1,5#i

(i) A es estrictamente diagonal dominante si las n desigualdades (1.22) son

estrictas.

(iii) A es irreduciblemente diagonal dominante si A es una matriz irreducible

y diagonal dominante con al menos una desigualdad (1.22) estricta.

Si A es una matriz irreduciblemente diagonal dominante, entonces serd tam-

bién invertible con sus elementos diagonales no nulos.

Teorema 1.13. (Teorema 2.1, [105]). Sea A irreduciblemente diagonal do-
minante, entonces los métodos de Jacobi, Gauss—Seidel, JOR y SOR (estos dos

dltimos para 0 < w < 1) convergen.
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En el Teorema 1.13 se estudia la convergencia de los métodos relajados cuan-
do 0 < w < 1, sin embargo, para el método SOR resulta que el valor éptimo
de w suele ser mayor o igual que 1. Hay que tener en cuenta que este método
puede converger cuando el factor de relajacién cumple 0 < w < 2, pero nunca

en otro caso. Esto queda reflejado en el siguiente resultado (ver, por ejemplo,

Varga [98]).

Lema 1.5. (Lema de Kahan, [98]). El método iterativo SOR no puede con-

verger a menos que 0 < w < 2.

Muchos son los autores que han estudiado los métodos iterativos clésicos. En
particular, existen condiciones de convergencia para los métodos clasicos cuando
la matriz A es simétrica y definida positiva. Estos resultados se pueden ver, por

ejemplo, en Ortega [81] o en Varga [98].

Teorema 1.14. (Teorema 8.1.2, [81]). Sea A = M — N, la particién de
Jacobi dada en (1.14). Si A es simétrica y definida positiva, entonces el método
iterativo de Jacobi converge para cualquier (0, si, y sdlo si, M+ N es definida

positiva.

Teorema 1.15. (Teorema 3.2.8 Ostrowski-Reich, [81]). Si A es simétrica
y definida positiva y w €)0,2], entonces el método iterativo SOR converge para

cualquier (9.

Teorema 1.16. (Teorema 3.2.4, [81]). Si A es simétrica y definida positiva

y w €]0,2[, entonces el método iterativo SSOR converge para cualguier z(©).

En 1984, Albrecht y Klein [4] dan un teorema de convergencia para una

matriz arbitraria A; la condicién necesaria y suficiente que exigen a la matriz
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A, con un w apropiado, para que el metodo JOR converja es que todos sus
valores propios pertenezcan exclusivamente a C~ o C* (parte real negativa o
positiva respectivamente). Hacen notar ademés, que el método JOR. converge
especialmente si A es definida positiva o definida negativa.

En 1991, Dancis en [33] considera la convergencia del sistema de ecuaciones
lineales Az = b, cuando la teorfa usual del método SOR es aplicable tal y como

puede estudiarse en Young [105].

1.5 Meétodos iterativos en dos etapas

Los métodos iterativos para resolver sistemas de ecuaciones lineales requieren
de la resolucién, en cada etapa, de un sistema de ecuaciones mas simple. Cuando
este sistema se aproxima a su vez por un método iterativo, el método global se
llama método iterativo en dos etapas. A continuacién vamos a describir maés
detalladamente dicho método.

Consideramos el sistema lineal
Az =0 (1.23)

y la particion A = M — N. Asociado a dicha particiéon tenemos el esquema

iterativo
Mz&Y = NzO 1y 1=0,1,2,..., (1.24)

donde z(® es un vector inicial arbitrario.
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Los métodos en dos etapas, también llamados métodos “inner - outer”, con-
sisten en aproximar el sistema (1.24) de forma iterativa. Asi, si consideramos la
particion M = F' — G y suponemos que se realizan s iteraciones en el sistema

(1.24), que llamaremos internas, entonces el esquema que resulta es el siguiente

0D = (F1G)°z (l>+z F'GYFH(Nz® +b), 1=0,1,2,.... (1.25)
j=0

Podemos distinguir entre el método estacionario en dos etapas, en el que
el nimero de iteraciones internas s permanece fijo en cada una de las etapas
externag, y el método no estacionario, en el que el nimero de iteraciones internas
s(l) puede variar para cada etapa externa [. Hacemos notar que Lanzkron, Rose
y Szyld en [63] llaman a los métodos no estacionarios en dos etapas, métodos

dindmicos en dos etapas. En este caso el esquema iterativo es
s(l)-1
2 = (F1G) 020 4+ 3 (FQ)Y F Y (Nz® +b), 1=0,1,2,... . (1.26)
7=0

En un principio, los procesos iterativos en dos etapas se desarrollaron para la
resolucién de cierta clase de sistemas de ecuaciones lineales que surgian a partir
de la discretizacién de problemas de valores frontera elipticos. Estos métodos
se usan, en particular, para la resoluciéon de aproximaciones a ecuaciones en
diferencias parciales simultdneas (ver Smith [93]). Tales procedimientos son de
interés puesto que pueden ser frecuentemente extendidos a la resolucién de ecua-
ciones no lineales (Douglas [35], Dupont [38], D’Yakonov [39]). La convergencia
de estos procesos se probé para problemas especificos y se estimé el nimero de
operaciones necesarias para reducir la norma del error inicial en cada iteracién.

Posteriormente, en 1973, los métodos en dos etapas serian estudiados por
Nichols en [76], dando resultados de convergencia bajo condiciones bastante ge-

nerales. Concretamente, demuestra la convergencia del método no estacionario
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bajo las hipétesis de que el niimero de iteraciones internas s(l), para cada itera-
ci6én externa I, verifique que s(l) > S, para un cierto S, y las iteraciones interna
y externa sean ambas convergentes, es decir, cumplan las condiciones razonables
p(M™IN) <1y p(F'G) < 1.

En este trabajo, también se demuestra la convergencia, bajo condiciones mas
complejas, para el método estacionario en dos etapas, es decir cuando s(l) = s.
Las condiciones que Nichols plantea son las siguientes:

Los valores propios de C = M~IN, X;(C), y los de la matriz de iteracién del

proceso interno T}, A;(7}) verifican
—-1<X(C) <1, —-1<X)(T:) <L

El valor de s es elegido de forma que p(7}) < %’;(%. Y ademsés se ha de cumplir

una de las siguientes condiciones:

(i) Ts y C son matrices reales simétricas.
(i) Existe una matriz P tal que PCP~!y PT,P~* son ambas reales y simétricas.

(iii) Existe una matriz P tal que PCP~! es simétrica y T es simétrica y con-

muta con P.

Golub y Overton en [53] y [54], estudian la convergencia de los métodos
en dos etapas para el caso en el que la iteracién externa se resuelve por el
método de Richardson o Chebyshev. Para sistemas de ecuaciones no lineales,
han sido ampliamente estudiados los métodos con iteracién externa no lineal y
con iteracién interna lineal, ademés han sido aplicados a diferentes areas de la
ciencia e ingenieria; por ejemplo, véase Bank y Rose [7], Dembo, Fisenstat y

Steihaug [34].
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Lanzkron, Rose y Szyld en [63], dan condiciones sobre las particiones externas
e internas que aseguran la convergencia, para cualquier niimero de iteraciones
internas, del método en dos etapas, tanto estacionario como no estacionario.
Las condiciones dadas hacen referencia a particiones regulares y débilmente
regulares, y sus resultados son aplicables a matrices mondétonas, que como ya
se ha dicho en la Seccién 1.3, son matrices no singulares cuya inversa es no
negativa. En concreto, exigen que la particién externa sea regular y la particion
interna débilmente regular. Los conceptos de particién regular y débilmente
regular fueron introducidos en las Definiciones 1.11 y 1.12 respectivamente, de

la Seccién 1.3.

Teorema 1.17. Sea A= M — N una particién convergente y reqular, y sea

M = F' — G una particion convergente y débilmente regular, entonces

1.- el método en dos etapas estacionario, definido en la expresidén (1.25), con-

verge para s > 1.

2.- el método en dos etapas no estacionario,, definido en la expresion (1.26)

converge para s(1) > 1, 1=0,1,....

Bajo estas mismas condiciones, demuestran que el radio espectral de la ma-
triz de iteracién global decrece cuando el nimero de iteraciones internas crece,
es decir, dicho radio espectral es una funcién monétona decreciente de s, lo que
se puede interpretar, obviamente, como que al aumentar las iteraciones internas
mejora la correspondiente aproximacién externa. Este resultado es intuitivo,
pero sin embargo, si las condiciones del Teorema 1.17 no se satisfacen, el resul-
tado puede no cumplirse, como puede apreciarse en diversos ejemplos que fueron

objeto de estudio en [63].
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Frommer y Szyld en [47], demuestran que si las particiones interna y externa
son convergentes, el método no estacionario en dos etapas converge si

lim s(1) = oo. (1.27)

=0

En particular, comprueban la convergencia para cualquier sucesién {s(1)}52,
satisfaciendo (1.27) y analizan la convergencia en €l caso en que (1.27) no se cum-
ple pero s(l) es suficientemente grande. Ademds, dan demostraciones alternati-
vas a los resultados de convergencia vistos en [63], y usan estas demostraciones

para extender los resultados de convergencia a particiones de H—matrices.

Definicién 1.17. Sea A = [a;j]1<ij<n € M. Se define la matriz compara-
cion de Ay se denota por (A4), como
aij| =] .
<A>:[b”] : bij: I ]I ) ) 1SZ,]STL.
—lai;| 17
Definicién 1.18. Diremos que A = [a;;]1<ij<n € M, es una H-matriz, si

(A) es una M—matriz.

Para introducir los resultados de convergencia para el método en dos etapas,
demostrados por Frommer y Szyld en [47], damos previamente las siguientes

definiciones.

Definicién 1.19. Diremos que la particién A = M — N es H-particién si

(M) — | N| es una M-matriz.

Definicién 1.20. Diremos que la particién A = M — N es H—compatible si
(4) = (M) — [N}.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2000.



Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.

34 1 Métodos iterativos secuenciales.

Teorema 1.18. (Teorema 4.5 y 4.6, [{7]). Sea A = M — N una H-

particion, y sea M = F — G una particion H-compatible, entonces

1.- El método en dos etapas estacionario, definido en la expresion (1.25),

converge para s > 1.

2.- El método en dos etapas no estacionario, definido en la expresion (1.26),

converge para s(l) > 1, [ =0,1,....

Es conocido, (ver Frommer y Szyld [47]), que si la particién A = M — N es
una H-particién, entonces A y M son H-matrices, por tanto el Teorema 1.18
extiende los resultados de convergencia de los métodos en dos etapas, a una
clase de matrices no necesariamente mondétonas, a las H-matrices.

Este tipo de matrices forman una clase bastante importante, segiin se refleja

en el siguiente teorema, que puede verse en Frommer y Mayer [43].

Teorema 1.19. (Corolario 4.3, [43]). Supongamos que la matriz A cumple

una de las sigutentes condiciones:
1.- A es una M -matriz.
2.- A es estricta o irreduciblemente diagonal dominante.
3.- (A) es simétrica y definida positiva.

Entonces, A es una H-matriz.

Migallén y Penadés, estudian la convergencia de los métodos en dos etapas,
para matrices hermiticas y definidas positivas. En [71], demuestran la conver-

gencia del método en dos etapas estacionario para el caso en que se realiza
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cualquier ndmero de iteraciones internas s > 1. El siguiente teorema muestra

este resultado.

Teorema 1.20. (Teorema 2.1, [71]). Sea A una matriz hermitica y definida
positiva. Consideramos una particion A = M — N donde M es hermitica y N
es semidefinida positiva. Sea M = F — G una particion de M que es P-regular,
entonces, para cualquier niumero de iteraciones internas s > 1, el método itera-
tivo en dos etapas estacionario (1.25), converge a la solucidn del sistema lineal

(1.28), para cualquier vector inicial z(®.

Bajo las hipétesis de este teorema y basandose en los resultados del Lema
1.3 (Seccién 1.3), demuestran que la matriz de iteracién de un método en dos
etapas estacionario induce una dnica particién que es P-regular. Este resultado

se da a continuacién en el siguiente corolario.

Corolario 1.1. (Corolario 2.1, [71]). Sea A una matriz hermitica y definida
positiva. Consideramos una particion A = M — N donde M es hermitica y N
es semidefinida positiva. Sea M = F — G una particion de M que es P-regular,
entonces, la matriz de iteracion de un método en dos etapas estacionario, induce

una unica particion que es P-regular.

Por ultimo y bajo condiciones similares a las dadas para el caso estacionario,
dichos autores demuestran la convergencia del modelo no estacionario en dos

etapas, dando para ello el siguiente teorema.

Teorema 1.21. (Teorema 2.2, [71]). Sea A una matriz hermitica y definida

positiva. Consideramos una particion A = M — N donde M es hermitica y
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N es semidefinida positiva. Sea M = F — G una particion de M que es P-
regular. Suponemos ademds que la sucesion de iteraciones internas {s(l)},5,
estd acotada, entonces, el método iterativo en dos etapas no estacionario (1.26),

converge a la solucidn del sistema lineal (1.23), para cualquier vector inicial z(®.

Bajo condiciones similares a las dadas en [71], Migallén y Penadés en [72],
demuestran que el radio espectral de la matriz de iteracién del método estacio-
nario en dos etapas que resulta de realizar s iteraciones internas, es una funcién

mondtona decreciente de s.

Teorema 1.22. (Teorema 2.1, [72]). Sea la matriz A hermitica y definida
positiva. Consideramos las particiones A=M — N y M = F — G. Suponemos
que las matrices M y F son hermiticas, N es semidefinida positiva y G es
definida positiva. Sean s1 y Sy enteros positivos. Consideramos dos métodos
iterativos en dos etapas, que difieren sélo en el nimero de iteraciones internas
de cada blogue que se realizan para cada iteracion externa, donde s, es el nimero

de iteraciones internas de un método y s, del otro. Si sy > sy entonces p(T,) <

p(Ts,) < 1.

1.6 Método del gradiente conjugado

Dado el sistema de ecuaciones lineales

Az =, (1.28)
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donde A € R™" es una matriz simétrica y definida positiva, uno de los métodos
més eficientes que existen para resolver el sistema (1.28) cuando la matriz de
coeficientes es ademés grande y dispersa, es el método del gradiente conjugado.

Este procedimiento pertenece a una clase de métodos iterativos conocida
con el nombre de métodos de minimizacion, cuyo nombre se debe a que resol-
ver simultdneamente un conjunto de n ecuaciones es equivalente a encontrar el
minimo de una funcién error definida sobre un espacio n-dimensional. En cada
paso de un método de este tipo, se usa un conjunto de valores de variables para
generar un nuevo conjunto que proporcionan un valor menor en la funcién error.
Veamos de una manera més formal la descripcién de este método.

Consideremos la siguiente forma cuadrética

Qz) = % TAz — b7z (1.29)

Si la matriz A es simétrica y definida positiva, el inico z que minimiza la
forma cuadrética Q(z) es la solucién del sistema Az = b, que llamaremos z*.

La razén de esto es porque el gradiente de la forma cuadratica (1.29) es

§ § T
grad(Q(z)) = Sx—lQ(x), ... ,%Q(z) = Az —b. (1.30)

n

Por tanto, grad(Q(z*)) = Az*—b = 0. Por ser la matriz A definida positiva,
podemos asegurar que el punto critico de Q(z) es un minimo. Luego, para
resolver el sistema de ecuaciones (1.28) es suficiente encontrar un vector z* que
minimice la forma cuadrética Q(z).

Hay muchos métodos para minimizar la forma cuadritica Q(z), algunos de
ellos se basan en minimizaciones sucesivas sobre rectas. Una iteracién de un

método de este tipo viene dada por la expresién

g™ =20 _qp® 1=0,1,..., (1.31)
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donde p® es el vector director de la recta y a; es el escalar que indica la distancia
a la que se encuentra la nueva aproximacién de z®, en la direccién determinada.
por el vector p¥). Dependiendo de la eleccién de oy y de p®, tenemos distintos
métodos, pero quizd la forma més natural de elegir el valor del escalar o; es

tomarlo de tal forma que minimice la funcién Q(z) en la direccién p®), es decir,
Q(zY — ap®) = min Q(zY — ap®). (1.32)

Para () y pU fijos, la expresién (1.32) se corresponde con un problema de mi-
nimizacién en una dnica variable a.. Por tanto, puede resolverse explicitamente,
concluyendo (ver Ortega [81]), que como A es definida positiva, la forma cua-

dratica Q(z) en « alcanza el valor minimo cuando

(IONT( Ar(D) _ (T @)
o= POy (Az0—b) )0 (1.33)
(o) Ap0 (pOYTAp®

donde 7 = b — Az® es el vector residual o residuo que se obtiene después
de [ iteraciones. Este residuo no necesita calcularse explicitamente después de
cada iteracién ya que puede ser calculado conociendo el residuo de la iteracién
anterior. Es decir, en la iteracién (I + 1), el residuo 7¢+Y) puede ser calculado

de la siguiente forma
LD A0
= b— A=Y — a;pW)
= b— Az® + o Ap®
= 70 4 g, Ap0.

De esta forma, en cada iteracién sdlo se calcula el producto matriz-vector
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Ap® el cual ya se ha calculado anteriormente en el cilculo de o; de la expresién
(1.33).

Uno de estos métodos de minimizacién es el llamado método del descenso
mds rapido o método de Richardson, que se caracteriza porque para un vector
dado z®| el vector director p® se elige en la direccién opuesta a la del méximo
crecimiento de Q(z®), es decir, p = —grad(Q(z®)) = b — Az2® = 7O, Esta
eleccién natural de los vectores directores p*), proporciona el siguiente esquema

iterativo
e =20 — (b — Az®), 1=0,1,...,

donde o viene definida en (1.33).

Podemos observar, que si se normaliza la matriz A para que tenga elementos
diagonales igual a 1 y oy = 1, este método se reduce al método iterativo de
Jacobi.

Aunque moviéndonos en la direccién opuesta al gradiente se obtiene un de-
crecimiento maximo local en el valor de la funcién, el método de Richardson
generalmente converge muy lentamente porque los residuos oscilan.

Otra forma de elegir los vectores p, es tomar los ejes de coordenadas como
direcciones de bisqueda, es decir, los vectores directores pM se eligen de forma
ciclica como p@ = e;, PV = ey,..., p™ D = ¢, p™ = e, donde ¢; =
[0,...,1,...,0/7. En este caso, si o; se elige como en la expresién (1.33), el

vector z0*1) se puede calcular como

1 n
$(l+l) = $(l) — Qe; = iﬂ(l) — — <Zaijx§-l) — bz> €;. (134)
i\ j=1

Qs
Se puede comprobar (ver Ortega [81]), que n iteraciones del esquema (1.34)

son equivalentes a una iteracién del método de Gauss-Seidel en el sistema Axr =
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b. En este contexto, el método de Gauss-Seidel se conoce también como método
de relajacién univariante, ya que en cada iteracién del esquema (1.34) sélo se
cambia una de las variables.

Dentro de los métodos de minimizacion, cabe destacar los llamados métodos
de direcciones conjugadas, que aparecen cuando elegimos n vectores de direccién

no nulos p@, pM, . p(=1) que satisfacen la condicién
(P T ApY) = 0, siempre que i # j. (1.35)

Elstos vectores son ortogonales con respecto al producto escalar definido por
Ay se dice que son vectores A-ortogonales o conjugados con respecto a A.
Una de las propiedades bésicas que verifican los métodos de direcciones con-

jugadas viene dada por el siguiente teorema.

Teorema 1.23. (Teorema 3.3.1, [81]). Si A € R™™ es una matriz simétrica
y definida positiva y p?, ...  p® D son vectores no nulos A-conjugados, enton-
ces para algin (0 el vector iterado D = 20 — qp®, donde oy es elegido
como en (1.33), converge a la solucidn ezacta del sistema (1.28), en no mds de

n etapas.

Como podemos observar, este teorema asegura no sélo que el método conver-
ge, sino que en ausencia de errores de redondeo, converge en un nimero finito de
iteraciones menor o igual que n. Por ello y basdndonos en esta propiedad, po-
demos decir que los métodos de direcciones conjugadas son realmente métodos
directos. Pero a causa de los errores de redondeo, esta importante propiedad
no deja de ser una propiedad tedrica, ya que generalmente lo que se obtiene en
muchos menos de n pasos es una buena aproximacién. Por tanto, se pueden

tratar los métodos de direcciones conjugadas como métodos iterativos.
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En 1952, Hestenes y Stiefel [56] disefiaron un método de resolucién de sis-
temas de ecuaciones lineales Az = b, siendo A una matriz simétrica y definida
positiva, al que llamaron método del gradiente conjugado.

Este método, es un método de direcciones conjugadas donde las direcciones
de biisqueda se construyen haciendo A-ortogonales los vectores residuales 7.

El siguiente algoritmo describe este método. Notamos que aqui usamos el

producto interno (z,y) = zTy.

Algoritmo 1.1. Algoritmo del Gradiente Conjugado.
Dado un vector inicial z(?.

p® =70 .=p - Az©®

REPETIR

(@ B
= 0 4p0

2D = 20 _ p0
7D = 2O g, Ap®
Sl test de convergencia = VERDADERO

entonces FIN

B = — D)
l 0,70y

pt+D) = 704D _ g0

Como podemos observar en este algoritmo, las direcciones A-conjugadas se
van generando a la vez que avanzamos en el célculo de la solucién. Esto es una
de las ventajas de este método, ya que no se tienen que calcular de antemano
un conjunto de direcciones A-conjugadas.

El criterio de parada que sugiere Ortega en [81], consiste en asegurar que

la norma del vector residual 7 = b — Az, sea menor que una cota de error
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predeterminada. Si denotamos por e el error que se comete en la iteracién

[-ésima y z* es la solucién exacta del sistema Az = b, se tiene que
eV =20 — 2" = 414z —p) = A2 0.

Por tanto

e < A~

Entonces, si se tiene una cota para la norma de A™! exigiendo que ||7®|| < ¢,
podemos asegurar que se verifica ||e®|| < €[|A7.
Otros criterios de parada que implican otros tipo de cota para el error a

priori son:

LATO < el Allle®]| + [fo]).

2. 1701 < bl

=]
A=

41701 < dlr@).

3170 < e

Eixisten dos casos importantes en los cuales la solucién se alcanza, suponiendo
que se trabaja en aritmética exacta, en un ndmero de iteraciones m menor que

n. Kl siguiente teorema muestra estos dos casos.

Teorema 1.24. (Teorema 9.1.8, [52]). Los vectores iterados por el método
del gradiente conjugado convergen a la solucidn del sistema en no mds de m

iteraciones si se cumple cualquiera de las condiciones siguientes:

1.- pO = 7O es combinacion lineal de m vectores propios de A.
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2.- A tiene sélo m wvalores propios distintos.

Los siguientes teoremas estudian el error que se comete al usar el método del
gradiente conjugado. Asi, el teorema que enunciamos a continuacién muestra

que los errores son decrecientes de una iteracién a otra.

Teorema 1.25. (Teorema A.3.5, [81]). Los vectores iterados V) del método

del gradiente conjugado satisfacen
2" = 20; < flo* = o],
excepto cuando Y = g*,

Por ultimo, damos una cota del error en términos del niimero de condicién

de la matriz A, utilizando la A-norma y la norma euclidea.

Teorema 1.26. (Teorema A.3.4, [81]) El vector iterado ) del método del

gradiente conjugado satisface

lz* — 204 < 24 [la" — 2V,

lz* = 2Ol < 2v/ep'l|lz” — &,

donde ¢ = cond(A) y p = ‘/\/-:czﬁ

Teniendo en cuenta que A es una matriz simétrica y definida positiva, y
suponiendo que los valores propios de A ordenados en orden creciente son A, >

-o- > A1 > 0, el nimero de condicién de A puede escribirse
A

¢ = cond(4) = Al | A7 = 2
1
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Se observa que si ¢ = 1 entonces p = 0, y cuando c¢ tiende a +oo, p tiende a
1. De esta forma, cuanto més grande sea ¢, u se acerca més a 1 y por tanto, la

convergencia serad mas lenta.

1.7 Meétodo del gradiente conjugado precondi-

cionado

El razonamiento hecho al final de la Seccién 1.6 sugiere, que si transformamos
el sistema de forma que la matriz de coeficientes esté mejor condicionada, es
decir, su nimero de condicién sea menor, el método convergers con un nimero
menor de iteraciones. Esta es la idea bésica del método del gradiente conjugado
precondicionado.

Dado el sistema Az = b, buscamos una matriz no singular S tal que cond(A) <

cond(A), siendo A = SAST. Asi, el nuevo sistema a resolver es
Az =b,

donde £ = STz y b= Sb, sistema que al estar mejor condicionado convergers,
con mayor rapidez.

Aplicando el método del gradiente conjugado a este nuevo sistema se obtienen
los vectores iterados £, que premultiplicados por la matriz ST proporcionan

los vectores solucién &,
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Para | = 0 se tienen las siguientes relaciones entre los vectores de ambos

sistemas:
F0 = b A = 570,
PO = S_Tp(o),
60, 4p0) = (0, 4p0),
<7c(0)77c(0)> — <STS7-(0)77-(0)>_

Si se define s = STS7 entonces,

A (s© ()
T TR0, 4pO)

Las férmulas anteriores dan las bases para escribir el algoritmo del gradiente
conjugado precondicionado en términos de los datos originales del problema. Sin
embargo, hemos de calcular el vector auxiliar s(. Si se conoce la matriz S 6
STS, este célculo se reduce a una multiplicacién. Pero este no es generalmente
el caso. De hecho, se suele trabajar con una aproximacién de la matriz A de
forma que la matriz S estd definida sélo implicitamente. Se tiene entonces la

siguiente definicién.

Definicién 1.21. Se llama matriz precondicionante o precondicionador a la

matriz simétrica definida positiva M = (§T8)~1.

De este modo, el vector s% se obtiene resolviendo el sistema lineal Ms(©) =

),

Con todas estas consideraciones, el algoritmo para el método del gradiente

conjugado precondicionado es el siguiente.
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Algoritmo 1.2. Algoritmo del Gradiente Conjugado Precondicio-

nado.
Dado un vector inicial z(®

T(O) = b — Aa;(o)
Resolver Ms(® = +(©
ROJEING

REPETIR

o (s (1Y
RN ON FO)

20 = 20 _ p0)

D) = 70 — g ApY

Resolver Ms{t1l) — +(+1)

Sl test de convergencia = VERDADERO

entonces FIN

s(+1) £(4)

B =t GO Oy
P = 50D _ gy

La diferencia esencial entre el algoritmo del gradiente conjugado y el del
gradiente conjugado precondicionado reside en la resolucién del sistema auxiliar
Ms = 7, que se realiza en cada iteracién de algoritmo del gradiente conjugado
precondicionado. Concretamente, ver Ortega [81], el coste por iteracién del
gradiente conjugado precondicionado es igual al coste por iteracién del gradiente
conjugado més la resolucién del sistema auxiliar. Por tanto, gran parte del coste
computacional del método del gradiente conjugado precondicionado corresponde
a la resolucién de estos sistemas auxiliares, que puede oscilar de O(n) a O(n?),

en funcién de la estructura de la matriz M.
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Esto nos lleva a pensar, que serd conveniente encontrar una matriz precon-
dicionante M que haga que el sistema Ms = 7 sea facil de resolver. Como
precondicionador ideal se podria considerar aquel que consiga un equilibrio en-
tre el niimero de iteraciones necesarias para encontrar la solucién del sistema
original y el coste computacional de la resolucién del sistema auxiliar en cada
iteracién, ya que minimizaria el coste computacional del algoritmo.

Existen dos criterios generales para la eleccién de la matriz M. Uno de ellos
se basa en la segunda condicién del Teorema 1.24. Puesto que si A tiene sélo m
valores propios distintos, el método del gradiente conjugado converge en no maés
de m iteraciones, aunque éste no es generalmente el caso en problemas practicos,
eligiendo adecuadamente la matriz M, podriamos conseguir que algunos de
los valores propios de A estuvieran agrupados en torno a un valor, con lo que
mejoraria la velocidad de convergencia del algoritmo.

El segundo criterio es elegir M de forma que la matriz A tenga un ntmero

de condicién mucho menor que A. Se observa que la matriz A satisface
STAS™T = STSA = M4,

y por tanto, las matrices A y M™1A son semejantes y, de aqui,

Amax (M_lA)

cond(A) = N (M)

Puesto que el objetivo es reducir al méximo el nimero de condicién de A,
se elige M de forma que sea simétrica y definida positiva (como se exige en la
definicién) y tal que la razén entre el mayor y el menor de los valores propios
de M~'A sea lo més préxima a 1. En principio, se podria tomar M = A, con

~

lo que cond(A) = 1, pero esta eleccién no es nada practica ya que el sistema
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auxiliar a resolver en cada iteracién (en realidad sélo serfa una iteracién) seria
el sistema original.

Intuitivamente, precondicionar puede interpretarse como el intento de hacer
que la forma cuadrética Q(x) sea més esférica, de forma que los valores propios
se acerquen unos a otros (recordemos que una esfera es una forma cuadritica
en la que la matriz tiene todos los valores propios iguales). Tomando M= A
conseguiriamos que la forma cuadratica fuese una esfera, y llegariamos a la
solucién con una iteracion.

Claramente, los dos requerimientos exigidos a la matriz M (que sea una
buena aproximacién de A™! y que el sistema Ms = 7 sea facil de resolver)
son contradictorios, puesto que cuanto més se aproxime M a la matriz A, el
problema de resolver el sistema auxilar Ms = 7, se acerca cada vez més a la
dificultad de resolucién del problema original Az = b.

Existen diversas técnicas para elegir la matriz precondicionante M. Algunas

de ellas se estudiardn més a fondo en la siguiente seccién.

1.8 Precondicionadores secuenciales

Existen diversos procedimientos para calcular precondicionadores secuen-
ciales, que se han utilizado para resolver sistemas de ecuaciones lineales en
maquinas secuenciales o vectoriales. En esta seccién veremos los precondiciona-

dores polinomiales y los precondicionadores basados en la factorizacion incom-

pleta de Choleski.
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1.8.1 Precondicionadores polinomiales

Este tipo de precondicionadores fue introducido por Stiefel [94] para el
célculo de valores propios. Posteriormente, Rutishauser en [87], adapté el método
dado por Stiefel para sistemas lineales.

Dubois, Greenbaum y Rodrigue en [36], construyen un precondicionador
basado en aproximaciones por series truncadas de Neumann, usando el método
de Jacobi para resolver el sistema auxiliar Ms = 7.

Johnson, Micchelli y Paul en [59] basados en los resultados de Dubois, Green-
baum y Rodrigue [36], estudian también precondicionadores polinomiales usando
el método de Jacobi.

En [1] y [2], Adams extiende los resultados dados por Dubois, Greenbaum
y Rodrigue [36] y Johnson, Micchelli y Paul [59], respectivamente, estudiando
también precondicionadores mediante series truncadas pero considerando m pa-
sos de un método iterativo subsidiario, incluyendo, en particular, los métodos
de Jacobi y SSOR.

Para describir la técnica de los precondicionadores polinomiales, considera-
mos el siguiente teorema que proporciona una expresién para la matriz A7Y,
y que se conoce con el nombre de ezpansion de Neumann. Dicho teorema es

bésicamente el Lema 1.1.

Teorema 1.27. (Teorema 3.4.1, [81]). Sea A una matriz no singular y
A = M — N una particién de A tal que el radio espectral de M~N es menor

que 1. Entonces,

A7l = <§j Hl> M, (1.36)

=0
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siendo H = M~IN.

Baséndonos en la expresién de A™! en (1.36) podemos considerar, bajo cier-

tas condiciones de las matrices M y H, las matrices
m—1\"1
M=M(I+H+--+H"),
o bien
M =(T+H+-+H" )M, (1.37)

como aproximaciones de A y de A™1, respectivamente.
Entonces, la solucién del sistema auxiliar Ms = 7 que aparece en el algorit-

mo del gradiente conjugado precondicionado, viene dada por la expresién
s=MTr=(I+H+- - +H"")Mr,

donde H = M~N.

A la matriz M= M (I+H + ...+ H™ )" se le llama precondicionador
polinomial de m pasos.

Se pueden construir precondicionadores polinomiales més generales intro-
duciendo coeficientes oy, a1, @, . .. , Q-1 de tal forma, que la matriz M siga
siendo simétrica y definida positiva y ademds, que la razén entre el mayor y
el menor valor propio de M™'A sea minima. Entonces, el precondicionador

polinomial de m-pasos generalizado, viene dado por la expresién
m—1\"1
M:M(a0I+a1H+---+0zm_1H ) ,

donde H es la matriz de iteracién correspondiente a la particién A = M — N.
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Una de las propiedades mas interesantes de estos precondicionadores es que
no es necesario tener una expresién explicita de la matriz M, debido al si-
guiente hecho: si volvemos a considerar el algoritmo del gradiente conjugado
precondicionado, una vez obtenida M, tendremos que resolver el sistema auxi-
liar Ms = 7. Todo esto puede efectuarse de forma equivalente y sin necesidad

de calcular M, realizando sobre el sistema As = 7, m iteraciones del esquema

Ms® =Ns"D 47 1=1,2,...,m, (1.38)

empezando con s = 0, de forma que la solucién del sistema Ms = 7 vendrs
dada por el vector s™, siendo M el precondicionador polinomial dado en (1.37).
Por tanto, para resolver el sistema auxiliar, s6lo es necesario aplicar el esquema

iterativo asociado a la particion A = M — N que define el precondicionador M.

Podemos construir distintos precondicionadores polinomiales, estos resul-
taran de considerar distintos tipos de particiones para la matriz A. Por ejemplo,
como caso particular de precondicionador polinomial, se puede elegir M como
la diagonal de A, entonces el esquema iterativo (1.38) corresponde al método
iterativo de Jacobi y por tanto realizando un numero fijo m de iteraciones del
esquema (1.38) se obtiene el método PCG-Jacobi de m-pasos. Sin embargo, no
podemos usar los métodos iterativos de Gauss-Seidel o SOR, para resolver el
sistema auxiliar ya que el precondicionador obtenido con ellos, no siempre es
una matriz simétrica y definida positiva. Esta dificultad se soluciona utilizando
el método SSOR, que consiste basicamente en realizar un paso del método SOR

seguido de otro paso del SOR en orden inverso (ver Seccién 1.4).

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2000.



Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.

52 1 Métodos iterativos secuenciales.

1.8.2 Precondicionadores basados en la factorizacion in-

completa de Choleski

Otra técnica usual de precondicionamiento es la basada en la factorizacién
incompleta de Choleski. Veamos primero en qué consiste dicha factorizacién.
Si la matriz A es simétrica y definida positiva, existe una matriz triangular
inferior L no singular tal que A = LLT. Esta descomposicién se conoce como
factorizacion de Choleski. Pero cuando la matriz A es dispersa, es decir, el
numero de elementos no nulos de A es del orden del tamafio de la matriz, al
realizar la factorizacién de Choleski de A generalmente resulta una matriz L
mucho menos dispersa que la matriz A. Se produce entonces un llenado de la
matriz L, es decir, muchos elementos nulos de A son distintos de cero en L.
Una forma de suprimir este llenado o parte de él , es mediante la factorizacion
incompleta de Cholesk:.

Supongamos que A es una matriz n X n y consideremos el conjunto G,, de

todos los pares de indices de las entradas de la matriz A, es decir,
Gn={(,7):1<4,7<n}.
Sea GG un subconjunto de G,, que verifica:
a) (i,7) € G, 1<i<n.
b) Si (i,5) € G, entonces (j,1) € G, (1.39)

es decir, G contiene los indices de la diagonal de A y ademés es un conjun-
to simétrico. Al conjunto G asi formado se le llama conjunto no cero de la

factorizacién.
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Realizaremos la factorizacién incompleta de Choleski de acuerdo al siguiente

principio:
e Si (7,7) € G, calcular /;; mediante la factorizacién de Choleski.
e Si(i,7) ¢ G, hacer [;; = 0.
Entonces, se tiene que
A=M—N=LL" - N, (1.40)

es una particién de A (si M es no singular).

La descomposicién de A de la expresién (1.40) es la factoriacién incompleta
de Choleski de A. Se puede comprobar ademés que los elementos no nulos de
M coinciden con los correspondientes elementos de A (ver [65]).

El algoritmo para la factorizacién incompleta de Choleski de una matriz A

de tamano n x n, considerando el conjunto no cero G, es el siguiente.

Algoritmo 1.3. Algoritmo de la Factorizacién Incompleta de Cho-
leski.

Calcular i1 = a%f

Para ¢ = 2 hastan

Paraj =1 hasta:—1

Si (4,7) ¢ G entonces [;; =0

. 1 -
Si no, calcular I;; = " (aij -3 likljk>
N k=1

i1\ /2
Calcular l” = <aii hae Z lz2k> .
k=1
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Como ya hemos comentado anteriormente, realizar la factorizacién incom-
pleta de Choleski soluciona el problema de llenado que se puede producir al

hacer la factorizaciéon completa; para ilustrar esta situacién damos un ejemplo.

Ejemplo 1.2. Sea la matriz

4 11
A=11 40
1 0 4

Calculamos la matriz L que resulta de realizar la factorizacién completa de

Choleski a la matriz A

2 0 0
L=|0,5 1,93 0
0,5 —0,13 1,86

Como podemos observar, en la componente (3,2) de la matriz A que tenia valor
cero, se ha realizado un llenado al realizar la factorizacién, ya que en L pasa a
valer —0,13. Sin embargo, si realizamos la factorizacién incompleta de Choleski

a la matriz A, tomando como conjunto no cero G = {(3,1) : 1 <7 < 3}U{(3,1)},

tenemos
2 0 0
L= 0 2 0
0,5 0 1,93

Como podemos observar, el elemento (3,2) ahora no se ha llenado debido a que
no pertenece al conjunto de elementos no cero, y segiin el principio anterior no

se debe factorizar.
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Otro criterio para realizar la factorizacién incompleta, es el que da Ortega

en [81] que dice

Si a;; # 0, calcular /;; mediante la factorizacién de Choleski.

Sia;; =0, hacer [;; = 0.

Con este criterio, la matriz del ejemplo anterior tendra la factorizacién in-

completa de Choleski, dada por la siguiente matriz triangular inferior L.

2 0 0
L=10,5 1,93 0
0,5 0 1,93

Dentro de una eleccién aceptable del conjunto G, se puede permitir un cierto
nivel de llenado. Por ejemplo, si A es una matriz diagonalmente dispersa, se
pueden elegir h+k diagonales por debajo de la diagonal principal para realizar la
factorizacién. Es decir, ademds de la diagonal principal y la Gltima subdiagonal
distinta de cero, se factorizan h — 1 diagonales desde la diagonal principal, y
k — 1 diagonales desde la tdltima subdiagonal distinta de cero hacia la diagonal
principal.

Claramente, segtin el subconjunto G que se elija se tienen distintas fac-
torizaciones incompletas de una matriz. Desafortunadamente, a diferencia de
la factorizacién completa de Choleski, la factorizacién incompleta de Choleski
no siempre existe aunque la matriz a la que se le realice la factorizacién sea
simétrica y definida positiva. Esto es porque puede ocurrir que al realizar dicha

factorizacion, se necesite realizar una raiz cuadrada de un niimero negativo.
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Por ejemplo si consideramos la matriz A simétrica y definida positiva

- -

b

I}
N e e e e )
e =
e e
—_ N = = =
DN = e =

y como conjunto G = {(2,) : 1 <i <5} U{(,5): 1 < <5}U{(5,0):1<i<
5}, se puedé comprobar que al realizar la factorizacién incompleta de Choleski
de A, el algoritmo falla cuando se tiene que calcular el elemento (5,5) de la
matriz L, ya que seria necesario calcular la raiz cuadrada de —0, 5.

Podemos garantizar dicha factorizacién, si la matriz A es una M-matriz.
Esto queda reflejado en el siguiente teorema, que puede verse en [68]. También

en [97] se obtienen resultados similares.

Teorema 1.28. (Teorema 2.4, [68]). Si A es una M-matriz simétrica, en-
tonces, para cada eleccion del subconjunto G C G, con las propiedades (1.39),
existe una Unica matriz triangular inferior L tal que, l;; =0 si (i,7) &€ G y una

matriz no negativa N con n;; =0 si (i,7) € G, de manera que
A=M~N=LL* - N (1.41)
es una particion reqular de A.

A continuacién vamos a considerar el uso de factorizaciones incompletas de
Choleski como precondicionadores para el método del gradiente conjugado. Sea

A = LLT — N una factorizacién incompleta de Choleski de la matriz A, con L
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no singular. Entonces elegimos como matriz precondicionante M del algoritmo

del gradiente conjugado precondicionado la matriz
M=LL",

donde M es una matriz simétrica y definida positiva. Puesto que L es no
singular, la resolucién del sistema Ms = 7, se llevard a cabo resolviendo estos

dos sistemas triangulares
Lz=71, LTs=z.

Tenemos que hacer notar, que la factorizacién incompleta de Choleski se
realizard una sola vez al principio del proceso iterativo, y se debera guardar la
matriz L para resolver los sistemas triangulares en cada iteracién.

Esta eleccién de la matriz M, define la clase general de los métodos del
gradiente conjugado precondicionado basados en la factorizacién incompleta de
Choleski, denotados por ICCG. Segin el nimero de diagonales que se llenen al
hacer la factorizacién, se obtienen distintos métodos ICCG(k), donde & denota
el namero de diagonales elegidas para la factorizacién.

Se puede comprobar, que si A es una matriz en banda, es decir, una matriz tal
que a;; = 0,sii—j > [ o bien j—1i < §, para algin 8 llamado ancho de banda,
menor que el tamafno de A, entonces la factorizacién de Choleski de A proporcio-
na una matriz triangular inferior I que cumple esta misma propiedad. Es decir,
si A es una matriz en banda, la matriz L también es una matriz en banda con
el mismo ancho de banda (. Por tanto, al realizar la, factorizacién incompleta

de Choleski de la matriz, deberemos fijarnos en que el llenado se produce dentro

de la banda.
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Generalmente, si la matriz A es diagonalmente dispersa, es decir, si A tiene
pocas diagonales no nulas, la estrategia de llenado suele ser elegir G de forma que
la matriz L tenga como méximo alguna diagonal no nula més que A (contando
s6lo las diagonales no nulas de A por debajo de la diagonal principal, ya que L

es una matriz triangular inferior).
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Capitulo 2

Arquitecturas paralelas.

2.1 Introduccion

Desde que en 1940, Von Neumann presenté el primer computador secuencial
de propédsito general, con la idea de procesar datos en maquinas secuenciales,
el desarrollo tecnolégico ha hecho posible el logro de maquinas que son capaces
del tratamiento automatizado a gran velocidad.

Ya son seis décadas, en las que gracias a los avances de la tecnologia y de
la electrémica, se viene produciendo un considerable avance en la evolucién de
los computadores debido a la demanda que existe, tanto en el campo cientifico
como en el industrial y comercial.

Los avances en la arquitectura de los computadores se han realizado en sus
dos vertientes que son: las mejoras en la organizacién del hardware y los reque-

rimientos del software. En el campo del hardware, las mejoras se dan cuando

59
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aparecen nuevas arquitecturas de computadores con la meta de alcanzar mayor
rapidez en la ejecucién de las intrucciones, o en la realizacién de operaciones
de entrada/salida (en lo sucesivo E/S), conseguidas mediante la construccién
de dispositivos electrénicos més rédpidos. Las mejoras para el entorno del soft-
ware aparecen cuando se realizan nuevas modificaciones para los algoritmos ya
existentes, que hacen que éstos se ejecuten con mayor rapidez, también en la
construccién de compiladores y lenguajes de programacién adaptados a las nue-

vas maquinas.

La arquitectura de los computadores, en el contexto de la organizacién hard-
ware, ha avanzado bastante en el transcurso de seis décadas desde sus comienzos
con las maquinas secuenciales hasta los procesadores vectoriales y los computa-

dores paralelos.

Las primeras méquinas que se construyeron fueron las maquinas secuenciales
de Von Neumann para la ejecucién de datos escalares. Estas se denominaron
computadores de flujo de control, porque las instrucciones estdn controladas por
el contador de programas. Al ser la ejecucién de los programas secuenciales muy
lenta, se propusieron otros modelos de computadores. Aparecen entonces las
técnicas de “Lookahead” para operaciones I/E (instrucciones de decodificacién

y ejecucién) y para la introduccién del paralelismo funcional.

A partir de las construcciones “pipeline” aparecen los procesadores vectoria-
les, equipados con multiples vectores “pipelines” para ser usados concurrente-
mente bajo control hardware. Dentro de los procesadores vectoriales “pipelines”,
se construyen las arquitecturas memoria-a-memoria, que soportan el flujo “pipe-
line” de operaciones entre vectores, y la arquitectura registro-a-registro que usa

registros de vectores para hacer de interface entre la memoria y los conductos
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funcionales.

Después aparecen los computadores de flujo de datos. Su principal carac-
teristica es que no precisan contadores, ya que la ejecucién de una instruccién
obedece sélamente a las restricciones impuestas por la dependencia de los da-
tos de todos ellos. El mas utilizado es el computador con organizacién MIMD
(Multiple Instruction-Multiple Data). Dentro de las arquitecturas MIMD y aten-
diendo a la situacién fisica de la memoria y a la forma en que los procesadores
acceden a ella, aparecen los multiprocesadores de memoria compartida (shared
memory), los multiprocesadores de memoria distribuida (distributed memory),

y los multicomputadores.

El auge en la arquitectura de los computadores paralelos va desde 1975 hasta
nuestros dias, donde se produce un avance significativo debido al planteamiento
de nuevas tecnologias que surgen tanto en la industria como en el campo de la
investigacién. En la actualidad, estas méquinas se utilizan en 4mbitos donde se
aplica la supercomputacién, como aplicaciones cientificas, Ingenierfa (disefio de
aviones, simulacién de circuitos, sintesis 16gica, ... ), sistemas de bases de datos
(paralelizacién de bases de datos (queries), procesamiento de lenguaje natural,

), e Inteligencia Artificial (paralelizacién de procesos de légica simbdlica,

modelado conexionista, ... ).

En la siguiente figura, se muestra la evolucién de los distintos computadores

desde el secuencial hasta los computadores paralelos:
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2

vu.lomlu vu.lunulm

lmplmLLs t,\phu( 15
Memoria- Registro-
memoria / Te; glstm

SIMD

Procesador Procesador
asociativo matricial

En las siguientes secciones vamos a centrarnos en la computacién paralela.
En la Seccién 2.2, estudiaremos el concepto de paralelismo. En la Seccién 2.3,
describiremos diferentes arquitecturas paralelas poniendo especial atencién a
las arquitecturas de tipo MIM D, ya que es en este tipo de arquitectura donde
realizaremos los experimentos numéricos. En la Seccién 2.4, veremos distin-
tos modelos de programacién paralela vigentes hoy dia. En la Seccién 2.5 se
estudiaran las medidas de paralelismo que se utilizan para evaluar un algorit-
mo paralelo y para finalizar este capitulo, en la Seccién 2.6 daremos una breve

descripcién del paquete de software PVM (Parallel Virtual Machine).
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2.2 Concepto de paralelismo

El procesamiento paralelo es una técnica que permite incrementar la capa-
cidad computacional de los sistemas informaticos mediante la ejecucién concu-
rrente de distintas operaciones. La introduccién del paralelismo en los compu-
tadores hace que se aumente la capacidad computacional a costa, por lo general,

de aumentar las componentes hardware.

La necesidad de introducir el procesamiento paralelo en los computadores
viene justificada por la utilizacién de los mismos en grandes bases de datos,
aplicaciones para busquedas heuristicas, ..., incluso existen aplicaciones cuyo

requerimiento computacional es mucho mayor.

Son muchos los campos donde las arquitecturas paralelas se consideran apro-
piadas bien por el gran tamano de los problemas que se abordan o por la ne-
cesidad de trabajar con problemas en tiempo real. En particular, una de las
areas donde se investiga y se utiliza la programacién y por lo tanto, las arqui-
tecturas paralelas, es el Algebra Lineal Numérica. En ella, por ejemplo, se estan
desarrollando algoritmos para la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales
implementados para ser ejecutados en maquinas paralelas. Su justificacién ra-
dica en el uso de vectores y matrices, ya que su utilizacién implica de forma

implicita la utilizacién del paralelismo.

Por lo tanto, la aparicién de los computadores paralelos ha dado lugar no
sélo a que se adapten los algoritmos clésicos del Algebra Lineal para su im-
plementacién y ejecucién en dichos ordenadores, sino que también se diseiien

nuevos métodos que hacen que se obtenga un mejor rendimiento de la méquina,
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por ejemplo, cuando se hace un reparto adecuado de la carga de trabajo entre
los distintos procesadores.
Dentro de un sistema informético el procesamiento paralelo puede plantearse

a nivel de registro y a nivel de procesador.

A nivel de registro. En una maquina secuencial se procesa una palabra
cada vez, mientras que en una maquina paralela se procesan varias si-
multdneamente. Este tipo de paralelismo aparece en los procesadores
superescalares que ejecutan a la vez varias instrucciones, y en los com-
putadores matriciales que procesan la misma instruccidén sobre distintos

datos.

A nivel de procesador. Aqui la unidad de informacién es el programa. En
un sistema paralelo con varios procesadores se ejecutan varias unidades de
informacién en paralelo. Es un paralelismo que aparece en los sistemas

multiprocesadores.

2.3 Tipos de arquitecturas paralelas

Flynn [42] presenta una clasificacién de los computadores paralelos segtin se
procesen uno o mas flujos de instrucciones y/o datos. De forma resumida, esta

clasificacién queda reflejada en la siguiente figura:
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Clasificacién de Flynn.
C = Controlador. P = Procesador. R = Red de Interconexién. M = Memoria.

A continuacién describimos de forma maéas detallada esta clasificacién:

SISD (Single Instruction-Single Data). Un flujo simple de instrucciones opera
sobre un flujo simple de datos. Las instrucciones se ejecutan secuencial-

mente como en el modelo de Von Neumann, pero pueden estar solapadas
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en las etapas de ejecucién. Un computador SISD puede tener més de
una unidad funcional que estdn controladas por la unidad de control. Se

corresponde con la arquitectura Von Neumann.

SIMD (Single Instruction-Multiple Data). Un flujo simple de instrucciones
opera sobre multiples flujos de datos. Se corresponde con las arquitec-
turas matriciales, donde multiples unidades de proceso ejecutan concu-
rrentemente, de forma sincronizada, la misma instruccién sobre distintos
datos. Este tipo de arquitectura estd formada por varios procesadores pe-
ro con una unica unidad de control, donde se ejecutan las instrucciones
escalares y de control. Estas maquinas son apropiadas para problemas
caracteristicos donde haya un alto grado de regularidad, por ejemplo, pro-
cesamiento de imagenes y ciertos problemas de simulacién. Los algoritmos
que estan disenados para multicomputadores no pueden, en general, ser

ejecutados eficientemente en computadores SIMD.

MISD (Multiple Instruction-Single Data). Un flujo miltiple de instrucciones
opera sobre un flujo simple de datos. Cada vez que un dato es extraido
de la memoria se le procesa multiples veces (por diferentes instrucciones o
circuitos) antes de regresar a ella. Es similar a la del tipo SISD. Se corres-
ponde con las arquitecturas segmentadas o sistélicas. Es una arquitectura

poco practica y en la actualidad no se fabrica.

MIMD (Multiple Instruction-Multiple Data). Se ejecutan de forma asincrona
distintas instrucciones en sendas unidades de procesamiento. Todos los
procesadores comparten accesos a grupos comunes de médulos de memo-

ria, canales E/S y dispositivos periféricos. El sistema operativo controla
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todo el sistema, para facilitar las interacciones entre los procesos y sus
programas a diferentes niveles. Ademads de las memorias y dispositivos de
E/S compartidos, cada procesador dispone de su propia memoria local y
de dispositivos privados. Disponen de un gran nimero de procesadores
que pueden funcionar en paralelo con un coste relativamente bajo. Con
un funcionamiento sincrono, se consideran méquinas a las que tienden las
arquitecturas SIMD cuando los elementos de proceso tienden a la simplici-
dad maxima y la memoria local a desaparecer. Este tipo de arquitectura es
util en problemas cuya velocidad de ejecucién viene limitada por el célculo
y no por las E/S. Los sistemas que pertenecen a esta configuracién son los

sistemas multiprocesador y los sistemas multicomputador.

(i) Sistemas multiprocesador. Es un sistema integrado de computa-
dora que contiene dos 0 mas C'PU’s. Estas cooperan en la ejecucion
de los programas pudiendo realizar una ejecucién simultdnea entre
dos o mas porciones del mismo programa o de programas diferentes,
de forma sincrona o asincrona. Las CPU’s comparten una memoria
principal comtn y los subsistemas de E/S se comunican mediante pa-
so de mensajes. Un tnico sistema operativo lleva el control de todo
el proceso. Atendiendo a la topologia del sistema, los multiproce-
sadores se pueden clasificar en multiprocesadores con memoria

compartida y multiprocesadores con memoria distribuida.

e Multiprocesadores con memoria compartida. Todos los
elementos de proceso tienen acceso a una memoria comun, aun-

que de forma independiente, cada uno de ellos puede tener una
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pequefia memoria local (antememoria) donde almacena cédigos y
resultados intermedios. El mecanismo de comunicacién se reali-
za mediante variables compartidas o paso de mensajes simulado
mediante estructuras de datos en memoria compartida. Este ti-
po de sistema permite cierto grado de sincronizacién que hace
posible un retraso en la comunicacién por las interrupciones cru-
zadas entre procesadores. Contiene una red de interconexién que
permite acceder a cualquier médulo de memoria. El acceso a esta
red es de forma asincrona lo que hace que puedan plantearse con-
flictos y sean necesarios mecanismos de arbitraje. Existen tres
tipos de multiprocesadores de memoria compartida: el modelo
de acceso-uniforme-memoria (UMA), el modelo de acceso-no-
uniforme-memoria (NUMA) y el modelo de arquitectura-sélo-
memoria-caché (COMA). En el modelo UMA la memoria estd
fisicamente dividida entre todos los procesadores. Todos los pro-
cesadores pueden acceder a la memoria en la misma unidad de
tiempo. El acceso a la memoria en el modelo NUM A varia con la
posicién de la palabra de memoria. La memoria estd fisicamente
distribuida entre todos los procesadores, cada una de ellas, se
llama memoria local. La coleccién de todas ellas forma un es-
pacio de direccién global accesible por todos los procesadores,
por ejemplo, el multiprocesador CEDAR construido en la Uni-
versidad de Illinois, estd construido con esta estructura donde
cada cluster es un multiprocesador Alliant FX/80. EI modelo

COMA es un caso especial del modelo NUMA, en el cual la me-
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moria principal estd dividida en cachés. En este modelo no hay
jerarquias entre cada procesador. Todas las cachés forman un
espacio de direccién global. La caché remota estd asistida por

los directorios de las cachés distribuidas.

e Multiprocesadores con memoria distribuida. Cada ele-
mento de proceso tiene su propia memoria donde almacena sus
propios datos siendo ésta inaccesible a los demés procesadores.
Este tipo de multiprocesador se utiliza en sistemas que estan
débilmente acoplados donde no se necesita gran cantidad de co-
municacién. Esta se realiza entre los distintos procesadores me-
diante paso de mensajes, lo cual conlleva un retraso en la ejecu-
cién. Son conocidos también como maquinas de acceso a memo-

ria no remota (NORMA).

Una clase de sistema multiprocesador considerado altamente pa-

ralelo es el sistema multicomputador.

(ii) Sistema multicomputador.

Se organiza como un conjunto de nodos programables conecta-
dos mediante una red de paso de mensajes. La red de interconexién
puede ser de malla o hipercubo. Cada procesador tiene su propia
memoria local, no existiendo una direccién de memoria global sino
que cada nodo posee su propio espacio de direcciones. Son sistemas
de alto rendimiento en el procesamiento de programas concurrentes,
siendo su campo de aplicacién el de las operaciones matriciales, reso-

lucién de ecuaciones diferenciales, bisquedas heuristicas, analisis de
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elementos finitos, .... Algunos multicomputadores comerciales son:

Intel iPSC/2, Ametek series 2010, .. ..

2.3.1 Redes de conexién

En cada sistema multiprocesador como cada procesador comparte con los
demds, médulos de memoria y dispositivos E/S, se hace necesaria la existencia
de redes de conexién. La funcién de una red de interconexién en un sistema es
la de conectar el mayor niimero de nodos posibles, con pocos enlaces por nodo y
conseguir que haya pocos conflictos de acceso a la red. Existen diferentes tipos

de redes de interconexién, vemos algunos de ellos.

e Topologia de bus: Esencialmente es una coleccién de cables y conectores
que permiten la transaccién de datos, médulos de memoria y periféricos
conectados al bus. Generalmente se trata de una red de interconexién
pasiva, ya que el control del bus se realiza a través de los dispositivos
emisor-receptor o mediante un mecanismo de arbitraje independiente en-

cargado de resolver conflictos.
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e Redes multiestado: Son usadas en computadores SIMD y MIMD. Se
conectan N = 2" procesadores en n fases, cada una de ellas con N cone-
xiones. Este esquema puede utilizarse tanto para sistemas con memoria
distribuida, como para sistemas con memoria compartida, segin pongamos
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e Red “Crossbar”: Posee un camino de conexién directo entre cada pro-
cesador y cada mddulo de memoria. Esto se realiza a través de un bus
asociado a cada médulo de memoria. Las ventajas frente a la red bus es
que ahora sélo se plantean conflictos cuando se quiere acceder al mismo

modulo por dos procesadores.

Memoria 1 Memoria. 2 Memoria N

Procesador 1 S

Procesador 2 S —

S

e~ - = =

Procesador N

e Topologia de anillo: Cada elemento estd conectado a los vecinos més
préximos por un enlace unidireccional o bidireccional. Un elemento puede

leer de un vecino mientras escribe en el otro vecino.

Cpl—{ﬁ;]—'Pg—» : Pp>

Anillo unidireccional

CPlHP2HP3H <—>Pp<>

Anillo bidireccional
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e Topologia de malla: Cada nodo estd conectado a sus cuatro vecinos
mas proximos. Se dice de malla abierta, cuando ademaés los enlaces de la

periferia estan anulados.

—

e Topologia de hipercubo: Es una arquitectura binaria n-cubo, que pue-
de ser implementada en los sistemas nCUBE y CM — 2. En general,
una topologia n-cubo permite conectar un gran nimero de procesadores,
N = 2", con un didmetro pequefio n y con pocas conexiones. Maquinas
construidas con esta topologia son Intel iPSC/1, iPSC/2. Una de las ven-
tajas de esta topologia es que contiene otras estructuras, en particular la

de anillo.

P} P

[P] 1P PP

Y

P P P P

Hipercubo 3-dimensional Hipercubo 2-dimensional
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2.3.2 Modelos de supercomputadores paralelos

A continuacién damos una breve descripcién de los supercomputadores més
utilizados hoy dia en computacién paralela. Tenemos que destacar que el IBM
RS/6000 SP y el cluster de Pentiums son los dos multiprocesadores que se han
utilizado para obtener los resultados numéricos que se exponen en el Capitulo 7.

IBM RS/6000 SP (SP2)

Es un sistema paralelo escalable de propédsito general basado en una arqui-
tectura de memoria distribuida. Proporciona decenas de procesadores dedicados
a un Unico problema. Generalmente estd disponible en configuraciones desde 4
hasta 128 procesadores y en algunos casos 512. Las piezas bésicas son nodos
procesadores que consisten normalmente en un microprocesador POWER, PO-
WER2, POWER3, 6 multiprocesador simétrico POWERPC, Su memoria, su
disco y sus ranuras de expansién microcanal, para la E/S, la conectividad y el

adaptador. El IBM RS/6000 SP se caracteriza, entre otros aspectos, por:

e su escalabilidad: el sistema puede ampliarse en potencia incorporando

més nodos segun se necesiten.

e su compatibilidad: con todas las versiones existentes para AIX en sis-

temas inferiores de la familia RS/6000.

e soportar la computacién paralela: el sistema permite el desarrollo y

la ejecucioén de aplicaciones paralelas.
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En su estructura destacan:

e La estacion de control, desde la cual se instala, administra y monotoriza

todo el sistema.

e El Frame o armario que contiene los distintos elementos que componen
el sistema excepto, la estacién de control. Un frame puede contener hasta
16 nodos, pudiendo interconectarse con otros frames para crear sistemas

de hasta 128 nodos.

e Los nodos, cada uno de los cuales es un ordenador completo con su proce-
sador (POWER2 Super Chip, POWER3 0o POWERPC SMP), y su propia

memoria, slots de expansién Micro Canal y dispositivos E/S.

¢ El High Performance Switch, que interconecta los nodos de un frame
proporcionando un ancho de banda de hasta 110MB/sg entre cada par de

nodos.

e Una LAN Ethernet, que interconecta los nodos y la estacién de control

(en este caso con un ancho de banda menor que el proporcionado por el

HPS).

e Una linea serie RS-232, que conecta la estacién de control con cada uno
de los frames con el fin de gestionar el hardware. Existe una linea serie

por cada frame.

Uno de los lenguajes de datos paralelo que soporta el SP2 es el High Per-

formance FORTRAN. Los programas se escriben usando el lenguaje secuencial
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FORTRAN (versién FORTRAN 90) donde se especifica mediante grandes arrays
(o arreglos) c6mo se distribuyen los datos.

Cluster de Pentiums.

Es una red local de computadores heterogéneos que estdn conectados por
cualquier tipo de red (ficra 6ptica, Ethernet, ... ). Los resultados de los tiem-
pos obtenidos en este tipo de mdquinas frente al precio que supone un tipo de
arquitectura de este tipo pueden considerarse aceptables. El cluster del gru-
po de Computacién Paralela de la Universidad de Alicante, est4 formado por
7 PC's conectados mediante un switch con un ancho de banda de hasta 100
Megabytes/sg.

Otros tipos de arquitecturas actuales son:

Silicon Graphics POWER CHALLENGE.

Son multiprocesadores de memoria compartida que tienen procesadores RISC
superescalares R8000 y R10000. Generalmente estdn disponibles desde 2 a 8
nodos como el POWER CHALLENGE L de Silicon Graphics, hasta 288 proce-
sadores como el POWER CHALLENGE array.

CRAY T3E.

Son multiprocesadores de memoria compartida. Los microprocesadores son
DC Alpha EV5 con un rendimiento pico de 600 Mflops. Cada procesador tiene
su propia memoria local con una capacidad entre 64 Mbytes y 2Gbytes. Estdn
construidos sobre la primera generacién de méquinas de CRAY.

CONVEX Exemplar SPP1000.

Es un sistema que consta de un conjunto de hipernodos (de 1 a 16) cada uno
de los cuales contiene de 4 a 8 procesadores HP PA-RISC 7100 y una memoria

local de 256 Mbytes hasta 2Gbytes. Dentro de cada hipernodo las unidades
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funcionales acceden a memoria a través de una red “crossbar”, que permite la
conexién directa entre todos los nodos. La conexién entre hipernodos se realiza
mediante una coleccién de anillos. Los procesadores se organizan por pares en

bloques funcionales.

2.4 Modelos de programacién paralela

La construccién de una plataforma hardware para el procesamiento paralelo,
debe llevar de forma adicional la construccién de un procesamiento software que
soporte dicha arquitectura. Una gran nimero de sistemas software han sido
disefiados para la programacién de los computadores paralelos, tales como los
sistemas operativos y lenguajes de programacion.

Los modelos de programacién paralela estan especificamente disefiados pa-
ra sistemas multiprocesadores, multicomputadores o computadores vectoriales
SIMD y deben estar provistos de mecanismos de particién del problema princi-
pal en tareas separadas para adjudicarlas a cada procesador. Estos mecanismos
pueden provenir del paralelismo implicito, que divide el problema y adjudica
las tareas a cada procesador autométicamente, o del paralelismo explicito donde
el programador tiene que decidir qué partes deben ser ejecutadaé como tareas
paralelas independientes.

El paralelismo depende de céomo estd implementada la comunicacién entre
procesadores. Existen cinco modelos que explotan el paralelismo con diferentes

paradigmas de ejecucién que son: el modelo de wvariable compartida, paso de
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mensaje, data-parallel, programacién orientada a objetos y los modelos funcio-

nales y ldgicos. Exponemos brevemente cada uno de ellos.
e Modelos de variable compartida (shared).

La programacién de multiprocesadores esté basada en el uso de variables dividi-
das en una memoria comun para la comunicacién entre procesos. Las variables
exigen el uso de memoria compartida y exclusién mutua entre miltiples procesos
accediendo al mismo conjunto de variables. Las ventajas de usar este modelo
son: atomicidad en las operaciones de memoria, memoria consistente, acceso
protegido a las secciones, rapida sincronizacion, estructuras de datos comparti-

das y rapido movimiento de datos.
e Modelos de paso de mensajes.

Dos procesos que residen en diferentes procesadores pueden comunicarse entre
si mediante el paso de mensajes por una red directa. Los mensajes pueden ser
instrucciones, datos, sefiales, . ... Esta comunicacién tarda més que la de acceso
mediante variables compartidas en memoria comtn. El paso de mensajes se
puede hacer: de forma sincrona (sincroniza que los procesos se envien y reciban
en el mismo espacio de tiempo, por lo que no se necesitan buffers) y de forma

asincrona (no estan sincronizados en el tiempo, por eso necesitan buffers).
e Modelos data-parallel.

Son modelos que son faciles de escribir y de depurar porque el paralelismo es
tratado explicitamente por una sincronizacién en el hardware y por control de

flujo de datos. Es aplicado a problemas de grano fino usando mallas regulares,
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plantillas (matrices) y conjuntos de datos de sefial/imagen. Puede ser imple-
mentado en computadores SIMD. Las extensiones que se realizan para datos
arrays estan representadas por tipos de datos de alto-nivel. Ejemplos de lengua-
jes que procesan arrays son: el CFD para el Illiac IV; el DAP Fortran para el
AMT /Procesador de arrays distribuido; C* para el TMC/Connection machine
y el MPF para la familia de los computadores masivamente paralelos MasPar.

Los compiladores soportan las familias de Fortran-77, Fortran-90 y C.
e Modelos orientados a objetos.

Los objetos se crean dindamicamente. El proceso se realiza enviando y recibien-
do mensajes entre los objetos. El paralelismo se realiza mediante: concurrencia
pipeline que supone la enumeracién de soluciones sucesivas y testea concurren-
temente las soluciones que surgen de una evaluacién pipeline; divide-y-vencerds:
supone la evaluacién concurrente de diferentes subprogramas y la combinacién
de sus soluciones es la solucién final; resolucidén de un problema cooperativo: to-
dos los objetos interactiian entre si, los resultados intermedios se almacenan en

objetos y memoria compartida mediante paso de mensajes entre ellos.
e Modelos funcionales y légicos.

En los modelos funcionales no se producen efectos al margen de la ejecu-
cién. Enfatiza la programacién de grano-fino de los MIMD. La mayor parte de
los computadores paralelos disefiados para soportar el modelo funcional estdn
orientados al lenguaje Lisp. Los modelos de programacién logica estdn basa-
dos en la légica de predicados para procesamiento de conocimiento mediante

grandes bases de datos. Dos lenguajes de programacién logica paralela son el
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Prolog Concurrente disefiado por Shapiro [92], y el Parlog disefiado por Clark y
Gregory [27].

2.5 Evaluacién de las prestaciones de un algo-

ritmo paralelo

En esta seccién vamos a definir aquellos pardmetros que nos van a ser de
utilidad para evaluar las prestaciones de los algoritmos en paralelo. Estos son
el incremento de velocidad (speed-up) y la eficiencia. Si suponemos que dispo-

nemos de r procesadores definimos,

Definicién 2.1. Se llama incremento de velocidad (speed-up) de un algorit-

mo paralelo a

Tiempo de ejecucién en un sélo procesador

S, = (2.1)

Tiempo de ejecucién en r procesadores

Esta definicién compara el mismo algoritmo utilizando uno o r procesadores,
sin embargo, esto tiene un inconveniente, ya que dicho algoritmo paralelo no
tiene porqué ser mas eficiente que cuando se ejecuta en secuencial. Esto nos
lleva a la introducciéon de una nueva medida de paralelismo, que se da en la

definicién siguiente.

Definicién 2.2. El incremento de velocidad (speed-up) de un algoritmo pa-
ralelo respecto al mejor algoritmo secuencial es

g* Tiempo de ejecucién en un sélo procesador del algoritmo secuencial mds répido ( 9 2)
* = . .

Tiempo de ejecucién en r procesadores del algoritmo paralelo
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Hacemos notar, que no siempre se va a poder determinar el mejor algorit-
mo secuencial en términos absolutos. Por otro lado, aunque tedéricamente se
verifica S¥ < S, < r, en la préctica se pueden encontrar situaciones en las que
los incrementos de velocidad sean superiores al nimero de procesadores. Asi,
por ejemplo, podemos encontrarnos con esta situacién cuando utilicemos co-
mo algoritmo secuencial un algoritmo distinto al paralelo o cuando el algoritmo
secuencial necesite acceder méas veces a la memoria répida (caché), lo cual pro-
vocard un retraso en la ejecucién secuencial y consecuentemente un aumento del
speed-up.

Relacionadas con las medidas anteriores estan las de eficiencia, que miden el
grado de utilizacién de los procesadores del sistema al ejecutar en él un algorit-

mo. Para un sistema con r procesadores damos la siguiente definicion.

Definicién 2.3. Se llama eficiencia de un algoritmo paralelo respecto a sf
mismo a

T

?

siendo la eficiencia respeto al mejor algoritmo secuencial,

»

Hacemos notar, que para obtener los pardmetros definidos en esta seccién es
necesario realizar el experimento numérico, pues estamos hablando de tiempos
reales de ejecucién. Por otra parte, no siempre va a ser posible determinar el
mejor algoritmo secuencial en términos absolutos.

Concluimos esta seccién diciendo que para maximizar la eficiencia de un

algoritmo paralelo, hay que tener muy en cuenta el equilibrio de la carga, es
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decir, la distribucién de las tareas entre los distintos procesadores de forma que
todos ellos tengan una cantidad de trabajo similar, de hecho, debe procurarse
que este reparto equitativo se realice entre todos los puntos de sincronizacién a
fin de evitar que algunos procesadores se mantengan inactivos o perezosos. Esto
supone que el problema de asignacién de tareas a los distintos procesadores sea
clave a la hora de mejorar la eficiencia. Esta asignacién en los multiprocesadores
de memoria distribuida suele ser estética, es decir, que se ha de hacer antes
de comenzar con la ejecucion del algoritmo, sin embargo, en los de memoria
compartida suele ser dindmica, lo que permite que dependiendo de cémo vaya

desarrollandose la ejecucidn, se asignen las tareas a los distintos procesadores.

2.6 PVM

PVM (Parallel Virtual Machine) es un paquete de software que permite a una
coleccién de computadoras heterogéneas (secuenciales, vectoriales o paralelas)
conectarse sobre una red cualquiera (Ethernet, fibra éptica, ... ) para aparecer
como un Unico recurso computacional concurrente de memoria distribuida. La
libreria de rutinas estd compuesta de primitivas que pueden ser llamadas desde C
o desde Fortran. Estas permiten un funcionamiento completo entre las distintas
tareas de una aplicacion.

Las computadoras a las que va dirigido este recurso son los multiprocesadores
de memoria compartida o distribuida, las supercomputadoras vectoriales y las

estaciones de trabajo. En lo siguiente, usaremos los conceptos de mdquina virtual
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para designar el computador distribuido que obtenemos con PVM; Host es el
término que utilizaremos para denotar cualquiera de los computadores que son
usados para crear la maquina virtual, y tarea es un término definido como una
unidad computacional en PVM, andlogamente a un proceso UNIX.

PVM estd compuesto de un sistema que es la libreria de rutinas y de un
daemon, llamado pvmd3 (pvmd).

El daemon pvmnd3 reside en todas las computadoras que constituyen la
maquina virtual. Cuando un usuario desea comenzar una sesién de PVM, crea
primero una maquina virtual poniendo en marcha el PVM. La aplicacion PVM
puede empezarse entonces desde un promt Unix en cualquiera de los host. Varios
usuarios pueden configurar maquinas virtuales simultdneamente y cada usuario
puede ejecutar varias aplicaciones PVM simultdneamente.

PVM es especialmente 1til para aplicaciones compuestas de varias partes
relacionadas entre si y con grandes calculos cada una de ellas. PVM ha sido
usado para una gran niimero de aplicaciones tales como simulacién de dindmica,
molecular, estudios de superconductividad, algoritmos matriciales y también

como base para la ensenanza de la programacién concurrente o paralela.
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Capitulo 3

Métodos iterativos paralelos.

Planteamiento y objetivos.

3.1 Introduccién

Dado un sistema lineal de ecuaciones
Az =0, (3.1)

podemos realizar una particién A = F' — G, de tal foma que a partir de ella se

puede escribir el siguiente esquema. iterativo
WV = F1Ge® + F~%, 1=0,1,2,....

Como ya hemos visto en el Capitulo 1, para resolver el sistema (3.1) se

pueden utilizar métodos iterativos secuenciales. Pero debido al empuje de las

85
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nuevas tecnologias, la computacién paralela, hace posible que estos métodos se
puedan resolver e implementar, sin ninguna dificultad, en un multiprocesador
como podemos ver en Bertsekas y Tsitsiklis [11].

Para ello, se distribuye la carga de trabajo mediante la asignacién de incégni-
tas entre los distintos procesadores. Esta asignacién se puede realizar de cuatro
formas que son: la asignacion directa, la reordenacién de incdgnitas, descom-
posicion en bloques y mediante multiparticiones. Veamos brevemente en qué
consiste cada una de ellas.

La asignacién directa de incégnitas se puede realizar cuando el método ite-
rativo permite que los procesadores trabajen independientemente, como ocurre
por ejemplo, con el método de Jacobi que cuando se ejecuta en paralelo cada
procesador actualiza sus incégnitas y después, también en paralelo, envia las
variables necesarias a cada procesador. En este método el grado de paralelismo
es perfecto, por lo que si no se tuviese en cuenta el tiempo de comunicacién, se
alcanzaria un speed-up tedrico igual al nimero de procesadores.

La reordenacion de incégnitas permite distribuir la carga entre procesadores
de forma independiente. Sin embargo, la distribucién de un grupo de incégnitas
a cada procesador induce una idea més general, que consiste en dividir la matriz
A en bloques y asignar éstos a los distintos procesadores. Es decir, si la matriz

A esté dividida en bloques cuadrados, invertibles, de tamafio n; x n;, de la forma

All A12 e Alr
A= A.21 A.22 e 14.27' 7 (32)
| Arl A’r2 e Ar’r ]

se pueden construir los subsistemas siguientes que se asignan cada uno a un
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procesador diferente

Az = — Ay + b, =120, 1=1,2,..., 3.3
et

F=1,5#i

donde z; y b; son bloques de los vectores z y b respectivamente, y tienen un ta-
maho de acuerdo al tamano de los correspondientes bloques de A. La ecuacién
(3.3) corresponde al esquema iterativo que se conoce como método de Jacobi
por bloques (podemos ver un amplio estudio de métodos iterativos por bloques,
en Bertsekas y Tsitsiklis [11] o en Young [105]). Sucede que cuando la matriz
de coeficientes A es una M-matriz, los métodos por bloques son al menos tan
rapidos como los métodos por filas, por lo tanto, a la hora de realizar los sub-
sistemas (3.3) serd importante no sélo la eleccién del método utilizado, sino la
eleccién de los bloques de la matriz A.

Para ver un ejemplo en el que se realizan técnicas de reordenacién y des-
composicién en bloques, podemos dirigirnos a White [102], en el que se da un
ejemplo numérico basado en la ecuacién de Poisson discretizada mediante dife-
rencias finitas de segundo orden. Por ultimo, tenemos que decir, que la técnica
de descomposicién por bloques se puede ver como un caso particular de la técnica
de multiparticién dada por O’Leary y White [77], la cual se expone con mayor
detalle en la siguiente seccién.

Atendiendo al contenido de las secciones que aparecen en este capitulo, da-
mos una breve descripcién de cada una de ellas. En primer lugar, en la Sec-
cién 3.2 describiremos la técnica de multiparticién dada por O’Leary y White,
asi como algunos resultados de convergencia de dicho método. En la Seccién 3.3,
se describen los métodos de multiparticién no estacionarios, en los que veremos

que cada procesador puede actualizar mas de una vez su solucién en cada ite-
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racién global. En la Seccién 3.4, se plantean dos precondicionadores paralelos
diseniados para trabajar de forma eficiente en un multiprocesador en paralelo,
estos son los precondicionadores polinomiales aditivos y los precondicionadores
por bloques.

Por ultimo, en la Seccién 3.5 exponemos los motivos que nos han llevado
a desarrollar los resultados que aparecen en esta memoria, y describimos los

objetivos que se pretenden alcanzar en su desarrollo.

3.2 Meétodos iterativos de multiparticién

Como ya se ha visto en el Capitulo 1, si tenemos un sistema de ecuaciones
Az = b, al realizar una particién de la matriz de coeficientes, por ejemplo,

A =F — @G, el esquema iterativo que resulta de considerar esta particién es
eV = F1Ge® 4+ F~%, 1=0,1,2,....

Claramente, si se realizan distintas particiones de la matriz A, tendremos
distintos esquemas iterativos. Bajo estas condiciones, O’Leary y White [77],
en 1985, diseniaron la técnica de multiparticién creada para la resolucién de
sistemas de ecuaciones lineales sobre un multiprocesador en paralelo.

El método de multiparticién [77], consiste en considerar una coleccién de

particiones

A=Fj—G;, 1<j<r, det(F;)#0, (3.4)
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y unas matrices de peso F;,1 < j <r, diagonales no negativas cuya suma es la
identidad. A la coleccién {F;, G, E;}7_, la llamaremos multiparticién de A. A

partir de estas hipétesis, se considera el siguiente algoritmo.
Algoritmo 3.1. Algoritmo de multiparticién.

Dado un vector inicial z(®.

Desde I =0,1,2,..., hasta convergencia
Desde j =1 hasta r
ijj = Gj.’L'(l) + b (35)

T
+1) iy
z0H) = > _Ey;.
=1
La idea clave aqui, es que se supone que se dispone de r procesadores conec-
tados entre si de tal forma que cada uno de ellos puede ejecutar una sucesién

diferente de instrucciones sobre sus datos locales. En cada iteracién, el procesa-

dor j-ésimo calcula solamente las componentes del vector
“1 .0 -1
FGijz™ + Fb,

correspondientes a los elementos no nulos de E;. El procesador pondera estas

componentes para que sea capaz de distribuir el vector
E;F7'Gyz" + E;F;'b

a uno de los procesadores, que llamaremos central, donde se suman las soluciones
de cada uno de los esquemas iterativos asignados a los distintos procesadores,

para asi actualizar el vector x en la iteracién [, es decir para obtener el vector

2+
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Hay que observar que el procesador j-ésimo no actualiza una componente
que coincida con un elemento nulo en la diagonal de E;. Es decir, si las matrices
E; son tales que una de ellas tiene el i-ésimo elemento de la diagonal no nulo
y todas las demds Ejy, h # j, tienen su elemento diagonal i-ésimo nulo, se
puede asignar la fila i de A sélo al procesador j-ésimo. Si este razonamiento
se piensa con bloques de filas, sélo se asignaria el correspondiente bloque a un
unico procesador. De esta forma, con una inica particién se puede construir
una multiparticién y repartir el trabajo entre procesadores, mediante el cdlculo
de bloques de componentes del vector 2.

T
Si denotamos por T' = Y _E;F; G, entonces la sucesién de vectores generada

j=1
por el Algoritmo 3.1 se puede expresar de la siguiente forma

g =Tz + Y E;F, 1=0,1,2,..., (3.6)

=1
donde T’ es la matriz de iteracion.
O’Leary y White en [77], investigan también clases de matrices A y tipos de

multiparticiones que dan lugar a que el Algoritmo 3.1 converja, demostrando los

siguientes resultados.

Teorema 3.1. (Teorema l.a y 1.c, [77]).
a) Sea A una matriz mondtona y sea {Fy,G;, E;};_, una multiparticién de A,
tal que todas las particiones A = F; — G; son débilmente regulares, entonces el
esquema iterativo (8.6) es convergente.
b) Sea {F},G;, E;};_; una multiparticién de la matriz A. Si se cumple que
| F5Gjlleo < 1, para todo j =1,2,... ,r, entonces el esquema (3.6) es conver-

gente.
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En el mismo trabajo dan condiciones sobre las particiones (3.4) y sobre las
matrices de peso I; que aseguran la convergencia del Algoritmo 3.1 cuando la
matriz A del sistema es simétrica y definida positiva y las particiones son P-
regulares (ver Definicién 1.13, Seccién 1.3). Para ello, demuestran el siguiente

teorema, que nosotros redactamos en el contexto de las matrices hermiticas.

Teorema 3.2. (Teorema 1.b, [77]). Sean A= F; —G;, 1 < j <r, particio-

nes P-regulares de una matriz hermitica y definida positiva, y sean las matrices
(s

de peso E; de la forma B; = o1, 1 <j<r,cona; >0y Zaj =1, entonces

=1
el algoritmo de multiparticion (Algoritmo 3.1) es convergente.

A partir del Teorema 3.2 se siguen los siguientes corolarios, que pueden verse

por ejemplo, en [74].

Corolario 3.1. (Teorema 3.2, [14]). Sean A = F;—G;, 1 < j <, particio-
nes P-regulares de una matriz hermitica y definida positiva y sean las matrices

de péso E; dela forma E; = oI, 1 <j<r,cona; >0y > a;j=1. Sea F
=1

la matriz definida de la forma F =Y E;F; ' yT =Y E;F;'G;, entonces la
=1 j=1

particion A= F~1 — F7IT, 1 =0,1,2,..., es P-reqular.

Corolario 3.2. (Teorema 3.3, [74]). Sean A = F; — G;, 1 < j <r, par-
ticiones de una matriz hermitica y definida positiva donde las matrices G; son
definidas positivas, y sean las matrices de peso de la forma E; = a;I. Sean las

matrices T = Z Eij—lGj yF= Z Eij"l, entonces,

j=1 j=1

1.- La parte real de los valores propios de T es positiva.
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2.- Si las matrices G son hermiticas y definidas positivas, entonces las ma-
trices F~1 y F~'T son hermiticas y definidas positivas y todos los valores

propios de T' son reales y positivos.

Queremos puntualizar, que si las matrices de peso E; no son de la forma
E; =o;I,1<j<r, entonces el Algoritmo 3.1 puede no converger cuando la
matriz A es hermitica y definida positiva, incluso aunque las particiones de A
sean P-regulares. Para ilustrar esta situacién, damos un ejemplo diferente del
expuesto por O’Leary y White en [77]. M4s tarde, en la Seccién 4.2, usaremos

este ejemplo para el método de multiparticién no estacionario.

Ejemplo 3.1. Consideramos la matriz hermitica
0,75 0
0 0,75
Sean A = F} — Gy = F» — G4 particiones de A, donde

[ 10,3934 —2.0660 | —0,3566 —2,0660 |
Fl == ) Gl - )
2,0660  7,6244 2,0660  6,8744
[ 76244 2 0660 | [ 68744 2,0660 |
F2 - ) G2 = -
—2.0660 0,3934 —2.0660 —0,3566

Dichas particiones son P-regulares, pues las matrices

o 0,0368 0
0 14,498
y
. 14,498 0
F2 + G2 = ’
0 0, 0368
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son definidas positivas. Sean las matrices de peso

00 10
E, = , By =

01 100

Calculando la matriz de iteracion, obtenemos

0,9594 0,2132
0,2132 0,9594

T = B F{'Gy + EyFy 'Gy =

El radio espectral de T es igual a 1,1726, que es mayor que 1, por lo que
el Algoritmo 3.1 no es convergente. Notamos que las matrices de peso Fy y E,
no satisfacen el Teorema 3.2. Sin embargo, si se eligen otras matrices de peso
Ey y Es, que al igual que las anteriores tampoco satisfacen las condiciones del
mencionado teorema, puede ocurrir que el Algoritmo 3.1 converja. Por ejemplo,
si las matrices Fy y E5 son
10 00

E1: >E2 )
00 01

la matriz de iteracién seria

0,2132 -0,2132
-0,2132  0,2132

T = B\ F7 Gy + By Fy PGy =

cuyo radio espectral es 0,4264, que es menor que 1, por lo que el Algoritmo 3.1

seria convergente.
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La técnica de multiparticién descrita en esta seccién ha sido ampliamente
estudiada en los ultimos afios. Asf en 1987, White en [100], amplia los resulta-
dos obtenidos por O’Leary y él mismo en [77]. De este articulo cabe destacar
los resultados numéricos obtenidos de la implementacién de este método sobre
un multiprocesador de memoria compartida; la conclusién maés visible es que
disminuye el ntimero de iteraciones cuando aumenta el solapamiento pero sin
embargo, el tiempo no disminuye sensiblemente.

Por otro lado, en 1987, Neumann y Plemmons (ver [75]), estudian con detalle
la convergencia del método de multiparticién cuando la matriz del sistema es
monétona (A~ > O), dédndole especial atencién al caso en que las particiones
estdn basadas en las clésicas particiones de Jacobi y Gauss-Seidel. Suponen, sin

pérdida de generalidad, que la matriz de coeficientes A se puede escribir como
A=I1-L-T,

donde L y U son matrices estrictamente triangular inferior y superior respectiva-
mente. Entonces construyen las siguientes matrices de iteracién de los métodos

de
Jacobi J = L+U, y (3.7
Gauss-Seidel £ = (I -L)"'U. (3.8)
Sean L; y U,, matrices que satisfacen las condiciones
O<L;<L O<U;<U j=1,2,...,r

entonces se pueden construir las multiparticiones siguientes

Jacobi  {(I —L;),(L+U - Ly), E;}_,, (3.9)
Gauss-Seidel {(I — Lj — Uj), (L +U - Lj — Uj), Ej}§=1 . (310)
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Con estas multiparticiones concluyen, que si la matriz del sistema es una M-
matriz irreducible, los métodos construidos convergen mas rapido que el método
de Jacobi clésico.

Otros resultados de comparacién de radios de convergencia con multiparti-
ciones los dan Climent y Perea en [29], para lo que ellos llaman, multiparticiones
débilmente no negativas del primer tipo (M;' > Oy Mj_le >0,1<j<nr)y
débilmente no negativas del segundo tipo (Mj_1 >0y Nij_l >0,1<j5<r).
Para multiparticiones débilmente no negativas, extienden los resultados dados
por Elsner en [40] donde establece los limites superior e inferior del radio espec-
tral del método de multiparticién. Bajo esta idea, dan resultados de compara-
cién para multiparticiones no negativas del primer tipo y particiones débilmente
no negativas del segundo tipo. También dan resultados de comparacién para

multiparticiones P-regulares de matrices definidas positivas.

Nabben en [74], basdndose en los resultados dados por Neumann y Plem-
mons [75] y Elsner [40], da también teoremas de comparacién para multiparti-
ciones de matrices mondtonas, y simétricas y definidas positivas.

Por otra parte, es conocido que una forma de acelerar la convergencia de
un método iterativo es usar un factor de relajacién, como comentamos en la
Seccién 1.3. En [77], O’Leary y White construyen algunos ejemplos de mul-
tiparticiones de matrices convergentes, discutiendo su uso sobre computadores
paralelos, uno de estos ejemplos corresponde a un método de multiparticién re-
lajado en el que se utiliza el parametro de relajacién w, como en el método de

Jacobi relajado. Este método esta definido por la siguiente iteracién

D = wy E;F (ij(l) + b) +(1-w)®, 1=0,1,.... (3.11)

=1
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Claramente, el esquema iterativo (3.11) puede escribirse de la forma
D =120 4 ¢ 1=0,1,...,

con

T =wY E;F7Gi+ (1 —w)l, 1=0,1,....

j=1
Frommer y Mayer en [43], estudian la convergencia del método de multipar-

ticién relajado cuando A es una H-matriz y el pardmetro de relajacién w se
encuentra en un determinado intervalo.

White, en [101], da resultados de convergencia para diferentes modelos de
matrices de peso, en particular demuestra que los modelos de multiparticién
basados en matrices de peso llamadas “prewheighting” son en algunos casos
mejores que los basados en las tradicionales matrices de peso llamadas “post-
wheighting”; en [102], White, da resultados de convergencia, cuando la matriz A
del sistema es simétrica y definida positiva y los bloques de la matriz provienen

de una matriz que esta en forma de diseccién.

Definicién 3.1. Una matriz A estd en forma de diseccién si, y sélo si, es de

la siguiente forma

Ay
A= - , (3.12)
Ag
cT Ao

donde Ay son matrices de tamafio ny X g, para 1 < k < K, Ay es una matriz
de tamano m X m con ny 4+ --- +ni + m = n, y C es una matriz de tamafio
(n —m) x m. Si Ap tiene también forma de diseccién, entonces se dice que A

tiene forma de diseccién anidada.
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En [44], Frommer y Mayer estudian la convergencia de métodos iterativos
basados en la técnica de multiparticién, dando diferentes esquemas atendiendo
a las matrices de peso y cuando la matriz A del sistema es una M-matriz; en
particular muestran que para ciertas multiparticiones de Gauss-Seidel, el método
no puede converger mas rapidamente que el método iterativo clasico de Gauss-
Seidel.

En 1991, Deren [99] presenta una clase de algoritmos relajados basados en
la técnica de multiparticién y el método AOR. Este tipo de algoritmo es una
generalizacién del esquema iterativo (3.11). La convergencia se discute en el
contexto de H-matrices.

En 1992 Szyld y Jones [95] estudiaron la relacién existente entre los métodos
iterativos en dos etapas (ver Seccién 1.5) y los basados en la técnica de multi-

particién, analizando también los radios de convergencia.

3.3 Otros métodos iterativos basados en la téc-

nica de multiparticién

En las secciones anteriores de este capitulo se han introducido diferentes
esquemas iterativos para la resolucién de sistemas lineales en paralelo.

En general, los diferentes procesos iterativos estudiados resuelven sistemas
o subsistemas del sistema de ecuaciones lineales original en cada procesador,

actualizando en cada iteracién global el vector solucién. En estos casos, cada
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procesador obtiene solamente una solucién de su subsistema asociado.

Puesto que los diferentes procesadores de un multiprocesador MIMD son
independientes, se puede pensar de forma natural en producir un esquema, ite-
rativo tal que cada procesador pueda actualizar mas de una vez su solucién en
cada iteracién global. En este caso, se obtiene una sucesién de vectores diferente
de las obtenidas con los métodos de la Seccién 3.2 y por lo tanto, se debe realizar

el estudio tedrico de la convergencia de estas nuevas sucesiones.

Denominaremos a esta clase de esquemas, métodos no estacionarios, en el
sentido en que cada procesador actualiza su solucién un ndmero variable de
veces, dependiendo de la iteracion global que se estd realizando. La iteracién
global se construye a partir de los vectores de cada uno de los procesadores.
La idea de los modelos no estacionarios surge ante el problema de equilibrar la
carga de trabajo entre los distintos procesadores. Asi, si suponemos que se ha
de resolver un sistema en el que hay una gran diferencia entre los tamanos de
los distintos bloques de filas o entre la proporcién de elementos no nulos que
son asignados a distintos procesadores, podra ocurrir que en un cierto instante
algunos procesadores ya hayan actualizado su bloque de vector iterado, mientras
que otros contindan trabajando. Parece entonces 1égico, que para evitar esta
situacién los procesadores ociosos actualicen varias veces su bloque de vector.
Esto lograria un equilibrio de la carga de trabajo, ademés de esperar una mejora
en la velocidad de convergencia.

Dentro de los métodos no estacionarios distinguiremos dos posibles casos, los
métodos no estacionarios sincronosy los métodos no estacionarios asincronos.
En el primero, cada iteracién global se construye a partir de las soluciones de

todos los procesadores. Claramente, se necesita una sincronizacién entre todos

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2000.



Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.

3.3 Otros métodos iterativos basados en la técnica de multiparticion 99

los procesadores para construir el vector iterado en cada iteracién global. En
el caso asincrono, cada solucién global se construye a partir de la solucién de
alglin procesador, concretamente el que acaba de actualizar su solucién. En
este caso, existe una gran libertad entre los procesadores, ya que no tienen que
sincronizarse para construir la sucesién de vectores iterados.

En 1988, Bru, Elsner y Neumann, motivados por los trabajos de Ostrowski
[83] en 1961 y de Chanzan y Miranker [26] en 1969, estudian en [15] dos mo-
delos iterativos no estacionarios (uno sincrono y otro asincrono), en paralelo,
basados en la técnica de multiparticion, para la resolucién de grandes sistemas
no singulares de ecuaciones lineales. Estos autores utilizan el término “caético”,
para referenciar a los modelos no estacionarios, nosotros nos quedamos con este
ultimo término ya que, en la literatura cldsica, caético es sinénimo de asincrono,
como se puede ver en Chanzan y Miranker [26]. La convergencia de dichos mode-
los fue estudiada en [15] en el contexto de las matrices monétonas y particiones
débilmente regulares.

Posteriormente Mas, Migallén, Penadés y Szyld [67], estudiaron la conver-
gencia de dichos algoritmos para H-matrices. También Elsner, Koltracht y
Neumann en [41] estudian la convergencia de la versién asincrona cuando las
matrices de iteracién son paracontractivas, es decir, una matriz P € C**, es pa-
racontractiva cuando dada una norma vectorial ||.||, se verifica que Pz # z <=
[ Pz]| < [l].

Ademés de los trabajos mencionados, varios han sido los autores que ba-
sdndose en la técnica de multiparticién han introducido y estudiado nuevos
algoritmos paralelos, ver por ejemplo, [16], [18], [19], [22], [24], [43], [49] ¥ [50].

Entre otros, tenemos que destacar el trabajo que realizaron en , en 1994, Bru,
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Migallén Penadés y Szyld en [20] donde describieron un nuevo modelo iterativo
que atna la técnica de multiparticién y el método en dos etapas definido en la
Seccién 1.5. Este método, denominado de multiparticién en dos etapas, engloba,
a los métodos citados anteriormente, as{ como a los métodos en dos etapas (ver
[18], [19] v [48]). El estudio de la convergencia de estos métodos, al igual que
en el caso de los métodos no estacionarios de multiparticién, se realizé para
matrices mondtonas y H-matrices.

Una gran parte de esta memoria va a dedicarse a establecer nuevos resultados
de convergencia para los métodos citados en esta seccién. Por tanto, y con el
fin de facilitar la lectura, la descripcién detallada de cada método se realizard

en el capitulo correspondiente (ver Capitulos 4 y 5).

3.4 Precondicionadores paralelos

En esta seccién veremos precondicionadores que han sido disehados para que
puedan ser implementados, de forma eficiente, en un multiprocesador en para-
lelo. En particular, destacaremos los precondicionadores polinomiales aditivos.

En lineas generales, estos precondicionadores se obtienen al considerar dos
particiones de la matriz A, y promediando después los resultados obtenidos en
cada iteracion.

Para construir precondicionadores polinomiales aditivos de 1-paso, se consi-

deran dos particiones de la matriz A

A=F -G, A=F—G,
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Después, sobre el sistema As = 7 (ver Seccién 1.8.1) se realiza una iteracién

de los esquemas iterativos
FrsW =Gps" V47, k=12, 1=0,1,2..., (3.13)
partiendo de s(% = 0, obteniéndose
sV=F17 k=12
A continuacién se promedian los resultados obteniendo el valor de s
s =1 (s8 +s8) = L (F7' +F 1), (3.14)

2 2

y de aqui la matriz

Mt = (F 4 F7),

NSRS

serd el precondicionador polinomial aditivo de 1-paso. Para construir el pre-
condicionador aditivo de 2-pasos se realiza otra iteracién del esquema (3.13),
partiendo ahora de s®) y se promedian los resultados.

Si llamamos Ry, = F,'Gy, k = 1,2, se obtiene
s@ = Rris® 4 Fr
822) = stgl) + Fyir,
luego,
5@ = % 22: s@ = % [(R1+ Ro) s® + (F7t + F3) 7] (3.15)

Si denotamos por H = £ (R; + Ry) y sustituimos en (3.15) el valor obtenido
en (3.14) se tiene

1
s@ = 5 ([ +H) (Fr+ Fh) (3.16)
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de donde obtenemos la matriz

Mz' = S(+ B) (Fr 4 ),

que es el precondicionador polinomial aditivo de 2 pasos.

En general, para m-pasos se obtiene
1
st = 5 (I+H+H 4.+ H™) (F7 + FY)r, (3.17)

y por tanto, la matriz

M;IZ%(I+H+H2+---+H’”“1) (Ft+FY),

serd el precondicionador polinomial aditivo de m-pasos.

Si parametrizamos este polinomio queda

M,,_nl = % (Ol()I‘l‘ OélH + CY2H2 +-- 4+ Oém_]_Hm—l) (F{l + F2_1> . (318)

Adams y Ong en [3] dan condiciones que demuestran la validez del precon-
dicionador dado en (3.18), para cualquier valor de m. Consideran para esto dos
particiones de la matriz A, de la forma A = F, — Gy, k = 1,2, y demuestran
que si se veriﬁ(_;an las condiciones de que las matrices Fy, k = 1,2, sean defi-
nidas positivas, Fi = F{ y am 1 H™ ' + ap oH™ 2 + -+« + a1 H* + T tenga
valores propios positivos, entonces el precondicionador dado por la expresién
(3.18), es simétrico y definido positivo. Para el caso en que o; = 1 para todo 1,
la dltima condicién equivale a que p(H) < 1, cuando se realiza un nimero par
de iteraciones.

También dichas autoras, estudian precondicionadores aditivos construidos
mediante la particién SOR y su traspuesta, a este precondicionador lo denomi-
nan precondicionador SOR-aditivo. Tomando como problema modelo la ecua-

cién de Laplace sobre el cuadrado unidad con condiciones de frontera, llegan a la
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conclusion de que el SOR-aditivo es dos veces mas rapido que el método SSOR si
éstos se usan como métodos iterativos, mientras que la efectividad de ambos es
similar cuando se utilizan como precondicionadores. Estos son implementados
en un multiprocesador de memoria distribuida y en otro de memoria compartida
y las conclusiones que obtienen en ambas implementaciones son similares. Si se
utiliza el mismo nimero de procesadores para ambos métodos, el SSOR es prefe-
rible al SOR~aditivo. Sin embargo, el SOR-aditivo con 2r procesadores, donde r
procesadores estan trabajando con una particién y los otros r estdn trabajando
con la particién traspuesta, puede ser mas rapido que el SSOR, hasta el punto
en que el cilculo puede ser acelerado al menos en un factor de 2.

Siguiendo las ideas bésicas de Adams y Ong, Corral en [32] (ver también
[14]) construye un precondicionador aditivo para el método del gradiente con-
jugado usando, a diferencia del construido por Adams y Ong [3], no s6lo dos
particiones sino en general un nimero k de particiones arbitrarias de la matriz
A de coeficientes del sistema lineal. Es decir, estos precondicionadores estan
basados en la técnica de multiparticién. Corral en [32], también construye otro
precondicionador basado en el anterior y la factorizacién incompleta de Choles-
ki, estableciendo algunas comparaciones entre ellos. En [32] se dan condiciones
para que ambos precondicionadores sean simétricos y definidos positivos.

Otra técnica de precondicionamiento eficaz es la basada en precondicionado-

res por bloques, es decir, un precondicionador de la forma,
M= (L+ B)B™}B+70),

en el que L y U son matrices triangulares inferior y superior, respectivamen-

te, y B es una matriz diagonal por bloques, suponiendo que A es una matriz
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tridiagonal por bloques. Este tipo de precondicionadores fue introducido inde-
pendientemente por Concus, Golub y Meurant [30] y por Axelsson, Brinkkemper
y Il'n [6]. La mayoria de estos precondicionadores por bloques se diferencian en
la eleccién de la matriz B. Se trata de precondicionadores totalmente efectivos
en problemas bidimensionales donde la matriz A es tridiagonal por bloques, en
los que reducen significativamente el niimero de iteraciones. Sin embargo, en
problemas tridimensionales, la experiencia conduce a resultados menos favora-
bles (ver, por ejemplo, [62]).

Se han propuesto varias extensiones y técnicas relacionadas con ésta. Por
ejemplo, en [69] Meurant propone una variante del precondicionador por bloques
introducido en [30], aproximando las inversas de los bloques diagonales de B por
algunas matrices en banda apropiadas.

En [70], Meurant, motivado por la posibilidad de trabajar con multitareas en
las maquinas Cray, sugiere una alternativa que consiste en realizar la factoriza-
cién LU de A no sélo de arriba a abajo, sino también de abajo a arriba al mismo
tiempo. La descomposicién resultante es la llamada Factorizacion Incompleta

FEntrelazada.

Reordenando las incégnitas, por ejemplo, mediante reordenacién rojo —
negro (ver [81]), se puede obtener una estructura de la matriz de forma que
permita un paralelismo en los factores triangulares que representan la factori-
zacién incompleta. Esta ordenacién tiene la dificultad de que a menudo puede
conllevar un aumento en el ntimero de iteraciones con respecto al orden estan-
dar. Un estudio sobre el efecto que produce la reordenacién sobre el método del

gradiente conjugado puede verse en [37].

Si se escriben los factores triangulares de M, es decir, L, en forma bidiagonal
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por bloques

Lr,r—l Lr,r

en [91], Seager propone hacer cero algunos bloques no diagonales de L, y por lo
tanto, de forma simétrica también hacer cero algunos bloques no diagonales de
U, siempre que r no sea demasiado pequeno. Entonces, el proceso de sustitucién
regresiva se descompone en un conjunto de procesos de sustitucién regresiva
independientes. La principal desventaja de esta técnica es que el nimero de
iteraciones aumenta, sobre todo, cuando muchos de los bloques no diagonales

son descartados.

Por otro lado, los autores Radicati y Robert en [85], proponen dividir la
matriz en bloques a lo largo de la diagonal principal, que estédn solapados en
un numero pequeno de componentes, calculando en paralelo precondicionado-
res locales para cada uno de los bloques, es decir, haciendo una factorizacién
incompleta LU a cada bloque por separado, y promediando después los resulta-
dos correspondientes a los elementos solapados en procesadores “vecinos”. Decir
que, un elemento no nulo de A no estd necesariamente contenido en uno de es-
tos bloques. Sin embargo, los experimentos muestran que esta técnica ofrece
mejores resultados si los bloques cubren todos los elementos no nulos de A.

Una descripciéon detallada de distintas técnicas de precondicionamiento, pue-

de verse en [90].
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3.5 Motivacion y objetivos de la memoria

La aparicién de los multiprocesadores ha dado lugar no sélo a adaptar los
algoritmos clasicos de la computacién matricial para su implementacién y ejecu-
cién en dichos multiprocesadores, sino que ademaés sugiere y motiva la bisqueda
de nuevos métodos iterativos que obtengan un buen rendimiento de la miquina.

Suponemos que disponemos de un sistema de ecuaciones lineales
Az =b. (3.19)

Como ya se ha dicho en el Capitulo 1, para resolver este sistema se pueden
utilizar métodos iterativos secuenciales, pero apoyéndonos en la computacién
paralela, consideraremos la resolucién del sistema de ecuaciones lineales (3.19)
utilizando métodos iterativos disefiados para su ejecucién en paralelo.

En lineas generales, nuestra investigacién se ha centrado en dos grandes

conjuntos de métodos de resolucién de sistemas de ecuaciones lineales:

e Los métodos de multiparticién no estacionarios, introducidos por Bru, Els-
ner y Neumann en [15], y los métodos iterativos paralelos en dos etapas
(ver por ejemplo, {18], [19], [20], [48] y [60]). Una de las propiedades de
estos métodos, ademds de su perfecta adecuacién al procesamiento pa-
ralelo, es que permiten equilibrar la carga de trabajo entre los distintos

procesadores al mismo tiempo que mejoran la velocidad de convergencia.

e El uso de precondicionadores paralelos para el método del gradiente con-
jugado, los cuales estan disenados para la resolucién de sistemas de ecua-

ciones lineales donde la matriz del sistema es grande y dispersa, ademés
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de simétrica y definida positiva.

En el Capitulo 4, Métodos de multiparticién no estacionarios, motivados por
los estudios de convergencia realizados por un lado, por Bru, Elsner y Neumann
en [15], para el caso en que la matriz A del sistema es monétona y por otro,
por Mas, Migallén, Penadés y Szyld [67], que estudian la convergencia de este
método, junto con su versién relajada, cuando la matriz A es una H-matriz,
nos planteamos analizar la convergencia del método de multiparticién no esta-
cionario sincrono, junto con su versién relajada, cuando la matriz del sistema
es hermitica y definida positiva. Ademads, si queremos reducir el tiempo de co-
municacién y sincronizacién entre los distintos procesadores que cooperan en un
sistema multiprocesador, tenemos que definir un modelo asincrono, por lo tan-
to, también definimos y estudiamos la convergencia del método no estacionario
asincrono junto con su versién relajada, bajo hipétesis similares a las del modelo
sincrono.

Los métodos iterativos en dos etapas y el método de multiparticién en dos
etapas han sido ampliamente estudiados en el contexto de matrices monétonas
y H-matrices, podemos citar a Bru, Migallén Penadés y Szyld en [20]. Nosotros,
en el Capitulo 5, Métodos paralelos en dos etapas, centrandonos en los métodos
iterativos tipo Jacobi por bloques, estudiamos la convergencia del método por
bloques en dos etapas y la del método de multiparticién en dos etapas, para el
caso en que la matriz de coeficientes del sistema lineal es hermitica y definida
positiva. Ademas estudiaremos el caso en que el niimero de iteraciones internas
es bastante grande. Se sabe que un pardmetro de relajacién optimiza el método
haciendo que sea mas rapido, por ello para ambos métodos se ha considerado

también el estudio de la convergencia de su versién relajada, bajo hipdtesis si-

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2000.



Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.

108 3 Métodos iterativos paralelos. Planteamiento y objetivos.

milares a la versién anterior pero teniendo en cuenta que se cumplan ciertas
restricciones en los pardmetros de relajacién. Para finalizar este capitulo, se
estudian resultados de comparacién para el radio espectral de la matriz de ite-
racion que resulta de considerar diferentes particiones; para ello supondremos,
que el nimero de iteraciones internas que debe realizar cada bloque permanece

fijo para cada iteracién externa.

El método de gradiente conjugado es muy eficiente a la hora de resolver siste-
mas de ecuaciones lineales donde la matriz de coeficientes es grande y dispersa.
Se sabe, que para acelerar la convergencia de este método se buscan matrices
precondicionadoras que tengan la propiedad de ser simétricas y definidas po-
sitivas, utilizando para ello diversas técnicas (ver por ejemplo [13], [14], [23] y
[25]). Entre todas ellas podemos citar el precondicionamiento mediante series
truncadas de la matriz A y el de la factorizacién incompleta de Choleski de dicha

matriz de coeficientes.

Desde que Hestenes y Stiefel [56] introdujeron en 1952 precondicionadores
secuenciales para el método del gradiente conjugado se ha estudiado mucho
sobre ellos, pero no tanto para su aplicacién al paralelismo. Motivados por
esta necesidad, construimos en el Capitulo 6 Precondicionadores basados en los
métodos en dos etapas, precondicionadores paralelos mediante series truncadas
basados en el método en dos etapas y precondicionadores basados en los métodos
en dos etapas con particiones internas basadas en la descomposicién incompleta
de Choleski, para matrices de coeficientes del sistema divididas en bloques. En

ambos casos nos interesa estudiar la validez de dichos precondicionadores.

Los esquemas tedricos presentados en este trabajo han sido implementados

en paralelo para su ejecucién en dos sistemas de multicomputadores, el IBM
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RS/6000 SP y una red de Pentiums de la Universidad de Alicante.
En el Capitulo 7 Ezperimentos numéricos, estudiamos el comportamiento
de estos métodos no sélo investigando su eficiencia desde un punto de vista

experimental, sino comparindolos entre si.
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Capitulo 4

Métodos de multiparticion no

estacionarios.

4.1 Introduccion

En el Capitulo 3, se ha introducido la técnica de multiparticién para la

resolucién de sistemas de ecuaciones lineales
Az = b, (4.1)

donde A € C™" y z,b € C™.

Recordamos que dicha técnica consiste en considerar una coleccién de par-
ticiones A = F; — G;, 1 < j < r, con Fj invertibles y unas matrices de peso
O < E; <1, tal que i E; = 1. Con estas hipétesis se consideraba el siguiente

=1
algoritmo.

111

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2000.



Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.

112 4 Métodos de multiparticion no estacionarios.

Algoritmo 3.1. Algoritmo de multiparticion.

Dado un vector inicial z(®.

Desde [ = 0,1, 2, ..., hasta convergencia
Desde j =1 hasta r

20+ — ZEjyj-
=1

Como se puede apreciar, el Algoritmo 3.1 corresponde al siguiente esquema
iterativo
2 =" E; Pz, 1=0,1,2,..., (4.3)
j=1

donde los operadores P; : C* = C", 1 < j <r, se definen como
Pz = F Gz + F;7'b. (4.4)

Cuando un algoritmo de multiparticién se ejecuta en un sistema multipro-
cesador, cada operador P; definido en (4.4), suele representar la tarea asignada
a cada uno de los r procesadores para obtemer su aproximacién local y; en
(4.2). Cada aproximacién local, se actualiza exactamente una vez usando el
mismo vector z() iterado previamente. Sin embargo, es posible actualizar esta
aproximacién local més de una vez usando diferentes vectores locales iterados
anteriormente. Con ello, se conseguiria a priori, mejorar cada aproximacién lo-
cal, lo que supondria que disminuyera el niimero de iteraciones globales y por
tanto el tiempo de comunicacién. Ademés, como veremos més tarde, el ntimero

de veces que cada procesador actualiza su aproximacién local, podra variar de
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un procesador a otro. Este hecho ayudard a equilibrar la carga asignada a cada
procesador en el caso de que no lo estuviera. Esta forma de realizar las itera-
ciones es la que describe el método de multiparticién no estacionario. Podemos
decir entonces, que la principal idea de este método es que en la iteracién {, cada
procesador j, resuelve el sistema definido por sus operadores Pj, (I, j) veces,
actualizando cada vez el término independiente y usando para ello el nuevo vec-
tor local calculado. El siguiente algoritmo describe el método de multiparticién

no estacionario.

Algoritmo 4.1. Algoritmo de multiparticién no estacionario.

Dado un vector inicial (.

Desde I =0,1,2,..., hasta convergencia
En cada procesador j, j = 1 hasta r
yJ(O) et m(l)
Desde k = 1 hasta q(!, §)
Fl® =Gy + b (4.5)
2+ — ZEij(q(l,j))_ (4.6)
j=1
Este método fue introducido en 1988 por Bru, Elsner y Neumann (ver [15]),
los cuales, como ya hemos dicho en el Capitulo 3, Seccién 3.2, demostraron la
convergencia de este algoritmo cuando la matriz A es mondtona (A~ > O) y
las particiones A = F; — G; son débilmente regulares (F; ' > O y F;'G; > O).

En el Algoritmo 4.1, se puede introducir un pardmetro de relajacién w € R,

w # 0, sustituyendo el cdlculo del vector iterado z(+%) en la expresién (4.6) por
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la ecuacién z(+1) = wZEjy(q(l’j)) +(1-w)z®, 1=0,1,2,... . De esta forma
j=1
obtenemos el siguiente algoritmo.

Algoritmo 4.2. Algoritmo de multiparticién no estacionario rela-
jado.

Dado un vector inicial z©.

Desde I =0,1,2,..., hasta convergencia.

En cada procesador j, j = 1 hasta r

¥ = 20

Desde k = 1 hasta ¢(l, 7)

B =G4y ()
2+ — WZEij(.q(l’j)) + (1 —w)z®. (4.8)
=1

Claramente si w = 1, el Algoritmo 4.2 se reduce al Algoritmo 4.1.

La convergencia de los Algoritmos 4.1 y 4.2 ha sido estudiada por los autores
Mas, Migallén, Penadés y Szyld (ver [67]) cuando A es una H-matriz. Ademss,
en [67] dichos autores dan resultados computacionales de estos algoritmos en un
sistema multiprocesador de memoria compartida concluyendo que se consiguen
mejores resultados para los algoritmos no estacionarios que para el estacionario
correspondiente al Algoritmo 3.1.

En este capitulo, para el estudio de la convergencia de los Algoritmos 4.1 y
4.2, nos centraremos en el caso en que la matriz A del sistema sea hermitica y de-

finida positiva. En la Seccién 4.2 estudiaremos la convergencia del Algoritmo 4.1

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2000.



Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.

4.2 Estudio de la convergencia l 115

junto con su versién relajada, dada por el Algoritmo 4.2. En la Seccién 4.3 estu-
diaremos la versién asincrona de dichos algoritmos, donde las soluciones de los
sistemas (4.5) y (4.7), que proceden de cada procesador, no necesitan esperar a

las soluciones de los otros procesadores para completar el vector iterado.

4.2 Estudio de la convergencia

Dado un vector inicial (9, el Algoritmo 4.1 correspondiente al método de

multiparticién no estacionario produce la siguiente sucesién de vectores

2D = 3" g Pt 0, 1=0,1,2,..., (4.9)
j=1
donde los operadores P;, j=1,2,...,r, estdn definidos en (4.4). Para analizar

la convergencia del esquema iterativo (4.9), nos basamos en la forma en que se
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han definido los operadores P;, 1 < j <r, y escribimos para [ =0,1,2,.

PO o W Y OW0

j=1

= Y Epitt :Fj“lGjm(l) + Fj—lb]

Jj=1

= iEjpj?Uﬂ')—? FiG; (' Gie® + Fy ') + Fy ')

=1

= Y B P (F71G) e + (FGy)Fy b + Fy )

=1

= Y P (F;1Gy)*a" + (F7'Gy + DFf "b]

=1

q(t.)-1
= (ZE F1Gy) Q(l,1)> m(l)—|—ZE ( Z (Fr 1G,)

7j=1

) b

Luego de aqui se deduce que el esquema (4.9) se puede escribir como

gD = 7040 4 O 1=0,1,2,...,
donde
TO =Y By(F1G,)0®), 1=0,1,2,...,
j=1

son las matrices de iteracién, y

q(t,5)—1

(4.10)

(4.11)

(l)—ZE(Z 1@)) “1p, 1=0,1,2,....

i=0

Sea ¢ la solucién exacta del sistema lineal (4.1). Entonces,

teniendo en

cuenta las particiones A = F; — G;, 1 < j <, y la definicién de los operadores

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2000.



Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.

4.2 Estudio de la convergencia 117

P;, 1 <j <, en la expresién (4.4), se tiene que dicha solucién es un punto fijo
de los operadores P;, es decir, P;(§) =&, 1 < j < r. Por tanto, siguiendo un
razonamiento andlogo al realizado previamente para obtener (4.10), podemos
escribir & = TW¢ 4 ¢® y usando el andlisis del error se concluye que et =
gt — ¢ = TO(z0 — ¢) = TWe®, donde T® son las matrices de iteracién
definidas en (4.11).

Por tanto, el vector error eV se puede escribir en funcién del vector error

en la iteracién inicial, denotado por e, de la siguiente forma,
et = 700 = ... = PO ... 7(0)0), 1=0,1,2,....

A partir de esta expresion, es facil ver que la sucesién de vectores generada
por la iteracién (4.9) (o equivalente (4.10)), converge a la solucién del sistema
lineal (4.1) si, y s6lo si, ll_igloT(l)T(l_l) 7O =0,

El siguiente lema nos va a ser de gran utilidad para analizar las matrices de
iteracién T®), 1 =0,1,2, ..., definidas en (4.11) y obtener nuevos resultados de

convergencia para los métodos de multiparticién no estacionarios.

Lema 4.1. Sea A una matriz hermaitica y definida positiva. Consideremos
A = F — G una particién P-regular. Dado s > 1, eziste una idnica particion

A= M — N tal que (F*G)* = M~'N. Ademds dicha particién es P-regular.

Demostracion. Como A = F' — G es una particién P-regular y la matriz A
es hermitica y definida positiva, a partir del Teorema 1.8 (Seccién 1.3), se obtiene
p(F71G) < 1y por tanto, dado que s > 1, se tiene p((F*G)®) < 1. Utilizando
ahora el Lema 1.1 (Seccién 1.3), existe la inversa de la matriz I — (F~'G)®

y entonces el Lema 1.3 (Seccién 1.3), nos asegura que existen y ademds son
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Unicas, un par de matrices M y N tal que A = M — N, con M no singular y
(F7'G)* = MIN.

Para demostrar la P-regularidad de la particion A = M — N procederemos
por induccién sobre el entero positivo s. Claramente, para s = 1, el resultado
se sigue de la unicidad. Supongamos ahora que el resultado es cierto para
s — 1, es decir, suponemos que la unica particién A = P — Q que satisface
(F71G)*~t = P71Q es P-regular.

Entonces, como las particiones A = F — G = P — () son particiones P-
regulares de una matriz hermitica y definida positiva, por el Teorema 1.9 (Sec-
cién 1.3) se sigue que existe una particién P-regular A = M — N, tal que
(P1Q)(F'G) = M*Nycomo M~IN = (P71Q)(F1G) = (F'G)*Y(FG)

(F7'G)*, queda completada la demostracién del lema. [

Teorema 4.1. Sea A una matriz hermitica y definida positiva. Sean A =
F; — G;, 1 <j <r, particiones P-regulares y E; = a;1, 1< j <r, cona; >0
,

y Y a; =1, entonces, para cada l, eziste una dnica particion A = RY — 5O
=1

inducida por cada matriz de iteracion T =Y E;(F;'G;)e09), 1=0,1,2,..
=1
tal que T® = (RO)-180 . Ademds, dicha particién es P-regular.

2

Demostracion. Como A = F; —G;, 1 < j < r, son particiones P-regulares
de una matriz hermitica y definida positiva, entonces del Lema 4.1, se sigue que
para cada j y [ existe una Unica particiéon P-regular A = M}l) — Nj(l) tal que
(Fy' Gyt = (M) N,
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Entonces, las matrices de iteracién 7", [ = 0,1, ... , se pueden escribir como

TG = ZEJ,(Fj—lgj)q(l,j)
=1
Y B (MP)INY, 1=0,1,2,.... (4.12)

=1

Por tanto, para cada indice de iteracién fijo {, T® es la matriz de iteracién
correspondiente al esquema iterativo definido por el algoritmo de multiparticién

(Algoritmo 3.1) tomando como particiones A = MJ@ - Nj(l), 1<j<r.

Como estas particiones son P-regulares, el Teorema 3.2 (Seccién 3.2) asegura
que, p(T®) < 1. Ademsés, como A es definida positiva, podemos asegurar
que para cada [ y j, cada matriz M;l) es definida positiva, luego también lo

serd cada matriz (Mjgl))‘l. Por otro lado, EEj(M;l))_l = Zaj(MJ@)_l pues
Jj=1 g=1
E; = a;I, 1 <j <r,y como para cada j y [, la matriz (MJ@)‘1 es definida

positiva y los escalares a;, 1 < j < r son positivos, podemos asegurar que la

matriz Y F;(M J@)“1 es definida positiva y por lo tanto, no singular.
=1

Consideremos las matrices RY y S® definidas de la siguiente forma

~1
RO = (ZEj(My(l))—l) ,

=1

g0 — ROTO
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Entonces,
T -1 T -1 r
_ I)\— Dy—1 nr(l
RO-SY = | CEMT) - (ZEAMP) ) (ZEj(M§)) INJ“)
Jj=1 j=1 =1

-1 r
™ _ T _ I
= (YEMO) ) |1- (ZEJ.(M}”) 1N})>

- (Smor) [Sm- (M;w)—w;v)]

- (ZBe) |us (<M§”>—1<M§”—N§”>)}

= [ E; M) ZEj(M}l))—l) A.
=1
Por tanto,
A=RY 50 1=0,1,2,.... (4.13)

Ademds, por la propia definicién de S® claramente se tiene que 70 =
(RO)7150, 1 =0,1,2,.... Como p(T®W) < 1 del Lema 1.3 (Seccién 1.3), se
sigue que las particiones (4.13) son unicas; ademés, por el Corolario 3.1 (Sec-
cién 3.2), concluimos que dichas particiones son P-regulares, con lo cual queda

demostrado el teorema. u

Del teorema anterior se sigue la convergencia del Algoritmo 4.1, cuando el
nimero de veces ¢(l, j) que el procesador j-ésimo realiza su trabajo es fijo en

cada iteracién I, es decir, si ¢(1,5) = ¢(j), 1 =0,1,2,... ,1 <j <.

Teorema 4.2. Sea A una matriz hermitica y definida positiva. Sean A =

Fj — G particiones P-regulares y E; = oyI, 1< j<r,cono; >0y a; =
=1
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1. Suponemos que q(l,7) = q(j) > 1, 1 < j <r, 1 =0,1,2,..., entonces,
el algoritmo de multiparticion no estacionario (Algoritmo 4.1) converge a la

solucién del sistema lineal (4.1), para cualquier vector inicial (0.

Demostracién. Sig¢(l,j) =q(j) >1, 1<j<r 1=0,1,2,..., podemos
escribir las matrices de iteracién TW, definidas en (4.11) de la forma T® =

ZEJ-(Fj_lGj)q(l,j) - ZEJ-(Fj_lGj)Q(j), 1=0,1,2,.... Luego en este caso hay
j=1 j=1
una tnica matriz de iteracién T®) = T, y por el Teorema 4.1 tenemos que

p(T) < 1. Por tanto queda demostrada la convergencia. |

Sin embargo, como ya comentamos en la Seccién 1.3, el producto de matrices
convergentes puede no tender a cero (ver Bru y Johnson [17] o Robert, Charnay
y Musy [86]), y por lo tanto necesitamos de otras herramientas para demostrar
la convergencia del Algoritmo 4.1 para cualquier sucesién de enteros ¢(l, ) > 1.

Asi, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.3. Sea A una matriz hermitica y definida positiva. Sean A =
F;—Gj, particiones P-requlares y B; = a;1, 1< j <7, cona; >0y iaj =1
Suponemos que q(1,7) > 1, 1 < j <r, 1=0,1,2,..., entonces, eljzllgom'tmo
de multiparticion no estacionario (Algoritmo 4.1) converge a la solucién del

sistema lineal (4.1), para cualquier vector inicial z(©.

Demostracién. Claramente la matriz A—(F;'G;)? A(F;'G;) es hermitica.

Por otro lado, la matriz A — (F; 'G;)? A(F;*G;) puede ser reescrita de la si-
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guiente forma
A~ (FPG)MA(F'Gy) = A—(I—Fy AYTA(I - Fj'4)
= (F A AT AR A - (F AP AT A)
= (AN + F - AFA)
— (FMAYI(EF + Gy)(F} 1 A).

Por ser las particiones A = F; — G, P-regulares, se verifica que la matriz
FJH + G; es definida positiva y como Fj_lA es no singular, podemos asegurar
que la matriz (F; ' A)#(FH¥ + G;)(F;*A) es definida positiva. Por tanto, para
todo z # 0, zH(A— (F;'G;)* A(F;'G;))z > 0. Entonces, si tomamos la norma

vectorial || - || 4 tenemos
IF7 Gzl = (F7'Gia)TA(F; ' Gye)
= o(F'G)P A(F;'G))z < 2 Az = ||z||3, para todo z % 0.

Si ahora consideramos la norma matricial inducida por dicha norma vecto-

-1 .z
rial (ver Definicién 1.7, Seccién 1.2), obtenemos ||F; 'Gj|l4 = mﬁg%—”ﬁ <

mggc”i”ﬁ =1, 1 <j <r. De ahi se sigue “Fj_lGj”A <1, 1 <35 <r yentonces
&

existe una constante real 0 < 8 < 1, tal que ||Fj“1GjHA <0<1,1<j53<r Por

lo tanto, para todo I =0,1,2,..., tenemos

1TO)4 = S E; (Fj—1Gj)q(l,j)
=1

A

< z AN (oAl

(Fj_lGj)q(l,j)

<fh<1. (4.14)
A

r
7=1
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Entonces, por el Lema 1.2 (Seccién 1.3), se sigue que llimT(l)T(l‘fl) - TO) =
— o0

O, y la demostracion queda finalizada. [ |

El Teorema 4.3 generaliza el Teorema 3.2 (Seccién 3.2), para el caso no
estacionario y ademds es una prueba alternativa al resultado de convergencia
dado por O’Leary y White en [77] para el método de multiparticién.

Hacemos notar, que en el Teorema 4.3 hemos considerado las mismas restric-
ciones sobre las matrices de peso E; que en el Teorema 3.2 (Seccién 3.2). Este
tipo de restriccién desde el punto de vista practico no es deseable, ya que cada
procesador deberia actualizar en cada iteracién todo el vector. Cuando enuncia-
mos el Teorema 3.2, mostrdbamos un ejemplo, (ver Ejemplo 3.1, Seccién 3.2),
en el que se ponia de manifiesto la posibilidad de que no convergiera el Algo-
ritmo 3.1 si las matrices de peso E; no eran de la forma E; = o;1, 1 < j <.
Ahora vamos a usar dicho ejemplo para ilustrar lo que sucede con la conver-
gencia del algoritmo de multiparticién no estacionario (Algoritmo 4.1), si las

matrices de peso E; no cumplen las condiciones del Teorema 4.3.

Ejemplo 4.1. Consideramos la matriz hermitica

0,75 0
0 0,75

Sean A = F| — G1 = F; — G5 particiones P-regulares de A, donde

[ 0,3934 —2,0660 | [ _0.3566 —2,0660 |

Fl - ) Gl - )
| 2,0660 7,624 | | 2,060  6,8744 |
76244 2,0660 | [ 6,8744  2.0660 |

F2 = ) G2 == .
—2.0660 0,3934 —~2,0660 —0,3566 |
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Sean las matrices de peso

00 10
E, = , By =
01 00
Si calculamos las matrices de iteracién correspondientes al Algoritmo 4.1, con

q(1,1) = q(l,2) = 2, obtenemos para todo 1 =0,1,2,...",

0,87850 0,2500
0,2500 0,8750

T(l) - El(Fl_lGl)Q —I— Ez(F2_1G2)2 =

Esta matriz tiene un radio espectral igual a 1,1250, que es mayor que 1, por lo
que el Algoritmo 4.1 no es convergente. De nuevo calculamos las matrices de

iteracién para q(l,1) = q(1,2) = 3 y obtenemos para todo 1 =10,1,2, ...,

0,7862 0,2399
0,2399 0,7862

TO = By (F71GY)% + Eo(F i @,)% =

En este caso el radio espectral es 1,0261, que es mayor que 1, por lo que igual
que en el caso anterior se deduce que el Algoritmo 4.1 no es convergente. Sin
embargo, si se elige q(1,1) = ¢(1,2) =4, 1 =0,1,2,..., las matrices de iteracién
tienen la forma

0,7031 0,2187

0,2187 0,7031

TO = By (F71Gy)* + Ey(Fy'Gy)t =

cuyo radio espectral es 0,9218, que es menor que 1, por lo que el Algoritmo 4.1
es convergente. De la misma forma, dicho algoritmo es convergente si elegimos

como matrices de peso las siguientes

10 00
00 01
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y la matriz de iteracion es

—0,0625 —0,2187
T = Ey(FT'G)* + By (Fy1Gy)* = ,
—0,2187 —0,0625

cuyo radio espectral es 0,1562 que es menor que 1.

Consecuentemente, este ejemplo nos motiva el estudio de la convergencia del
Algoritmo 4.1 sin las hipétesis adicionales de E; = a1, 0 < a; < 1, y cuando

cada procesador realiza bastantes iteraciones locales (4.5).

Teorema 4.4. Sea A una matriz hermitica y definida positiva. Sean A =
F;—G;, 1 < j <r, particiones P-requlares. Suponemos ademds que ll_igloq(l,j) =
oo, 1 < j <, entonces, el algoritmo de multiparticion no estacionario (Algo-
ritmo 4.1), converge a la solucion del sistema lineal (4.1), para cualquier vector

inicial z(©.

Demostracién. Puesto que A = F; — G;, 1 < j < r, son particiones P-
regulares de una matriz hermitica y definida positiva, se tiene por el Teorema
1.8 (Seccién 1.3), que p(F;'G;) <1, 1 < j <r. Luego E&(P}—lGj)i =0,1<
j < r. Entonces, dado un ¢ > 0, existe un entero iy tal que dada una norma
matricial || - ||, se verifica ||(F; 'G;)¥|| < ¢, para todo ¢ > 4. En particular,
elegimos la norma infinito. Entonces, puesto que lgxglo q(l,7) = oo, podemos

afirmar que existe un [y tal que
I(F'Gy) 1|l <6, WIZdy, 1<G<T
De ahi, para [ > [,

¥ B(F Gy

=1

17O =

< max
1<j<r

(Fj—lgj)q(l,j)Hoo <e.

[e o]
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Si tomamos € < 1, por el Lema 1.2 (Seccién 1.3), se sigue la convergencia del

Algoritmo 4.1. [

Queremos hacer notar que, recientemente, los autores Migallén, Penadés y
Szyld han realizado un estudio en [73], probando resultados de convergencia
de método de multiparticién no estacionario sin la condicién E; = o;I. La
exigencia principal en [73] es que se realicen un nimero suficientemente grande,
pero finito, de iteraciones locales (ver Ejemplo 4.1).

En el Capitulo 1, ya se ha visto cudndo las particiones de Jacobi, Gauss-
Seidel y SOR de una matriz hermitica y definida positiva son P-regulares (ver
también, por ejemplo, [10] y [81]).

Otra clase de particiones P-regulares de una matrix hermitica y definida
positiva la podemos encontrar en la tinica particién inducida por la matriz de

iteracién de un método iterativo alternado de la forma

203 = MINZ® 4 M,

gD = prloptts) 4 prlp | = 0,1,2,...,

donde A = M — N = P — @) son particiones P-regulares (ver [9]).

Como ejemplo importante de este tipo de particiones podemos citar las del
método SSOR. Ademés de este método se pueden considerar, por ejemplo, las
iteraciones alternadas basadas en una particién de la forma A = A; + Ay, donde
A;, Ay son definidas positivas y A; = A, En este caso, tomando M = 3I +
A, N =8I —-Ay, P=BI+A y Q = BI— Ay, con 8 > 0, puesto que
M¥ + N = P? + Q = 2f1I, las particiones A = M — N = P — Q son claramente

P-regulares.
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Existen otros caminos para construir r particiones P-regulares de una matriz
hermitica y definida positiva, como podemos ver por ejemplo en [77], donde se
considera una matriz hermitica y definida positiva A, de tamafio n x n, dividida
de la forma, A = ET:AJ-, donde cada matriz A;, 1 < j < r es de menor rango.
También se Consiéezrlan matrices diagonales D;, 1 < j < r, de tal manera que
las matrices F; definidas de la forma F; = A; + D;, 1 < j < r, son matrices
no singulares. Consideramos las particiones A = F; — G;, 1 < j < r. Entonces
si las matrices 2(A; + D;) — A, 1 < j < r, son definidas positivas, entonces las
particiones A = F; —G;, 1 < j < r, son P-regulares y entonces se puede aplicar
el resultado de convergencia demostrado anteriormente.

Por otra parte, la demostracién del Teorema 4.4 muestra que || F; Gl <
1, 1 < j < r, es una condicién suficiente para la convergencia del Algoritmo 4.1
para cualquier matriz A, sin hipétesis adicionales sobre las matrices de peso,

como se pone de manifiesto en el siguiente corolario.

Corolario 4.1. Sean A = F; — G;, 1 < j < r, particiones de la matriz
A e C tal que [|[F;'Gjllo <1, 1< j<r. Sigl,j)>1,1<j<r I=
0,1,2,..., entonces, el algoritmo de multiparticion no estacionario (Algorit-
mo 4.1), converge a la solucidén del sistema lineal (4.1), para cualquier vector
inicial £(©.

Demostracién. Como ||F; 'Gjlle < 1, 1 < j < r, entonces existe una
constante 0 < 6 < 1, tal que ||F;'Gyllc <8 <1, 1 < j < r. Calculando la

norma infinito de la matriz de iteracién T®), definida en (4.11), obtenemos para.

1=0,1,2,...,

> B (F;Gy) )

Jj=1

ITO) o0 =

< max
1<j<r

(F71G) || <0<

e o]
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Por el Lema 1.2 (Seccién 1.3), se sigue la convergencia del Algoritmo 4.1. |

Hacemos notar que el Corolario 4.1 se puede demostrar de forma andloga si
la norma infinito se reemplaza por cualquier norma matricial que verifique que,
dadas las matrices arbitrarias T, T; y las matrices de peso E;, 1 < j < r, de
tal forma que T' = ;EjTj, entonces ||T| < 1n§1ja§>§m||7}||, (ver [16]).

Para finalizar esta seccién, analizaremos la convergencia de la versién rela-
jada del método de multiparticién no estacionario que corresponde al Algorit-
mo 4.2.

De forma andloga a como se hizo cuando estudiamos la convergencia del
método de multiparticién no estacionario, para el estudio de la convergencia de
su versién relajada, podemos escribir el esquema iterativo correspondiente al
Algoritmo 4.2 de la forma

D = wZEij(l’j)x(l) + (1 —w)zW, 1=0,1,2,..., (4.15)
j=1
donde los operadores P;, 1 < j < r, estdn definidos en (4.4). Razonando como

en el caso no relajado, se obtiene

¢ = FOz0 40 1=0,1,2,..., (4.16)
siendo

HY = oT® + (1 - w)I, 1=0,1,2,..., (4.17)
con T®W, 1 = 0,1,2,..., las matrices definidas en (4.11), es decir, 7® =

ZEj(F’J,_lGj)Q(lJ)’ l= 0, ]., 2, ...y Y
j=1

T q(l’j)—l i
’]"(l) :C‘)ZEJ ( Z (Ej—lGj)z) }Fj—lb, l - 0,1, 2, .
J=1 1=0
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Siendo ¢ la solucién del sistema lineal (4.1), podemos escribir £ = HO& 0.

Entonces, usando el anélisis de error, se puede escribir ahora
et = ) _ e = g0 4 2O (H(l)f + r(l)> = HOe®, (4.18)
donde H® son las matrices de iteracién definidas en (4.17). Entonces
et = OO = ... = gOFEY ... gO)O) 1=0,1,2,....

Por tanto, a partir de esta expresién la sucesién de vectores generada por la
iteracién (4.15) (o equivalente (4.16)) converge a la solucién del sistema lineal
(4.1) si, y sélo si, lim HOHED ... O = O,

>0

A continuacién, utilizando los resultados de convergencia obtenidos para el
método de multiparticién no estacionario, vamos a dar resultados de convergen-
cia para el método de multiparticién no estacionario relajado (Algoritmo 4.2).

Comenzamos con un teorema que asegura la convergencia del Algoritmo 4.2

bajo las mismas

para valores del factor de relajacién w entre 0y = ﬁF‘l AL
i<

hipdtesis que en el Teorema 4.3.

Teorema 4.5. Sea A una matriz hermitica y definida positiva. Sean A =
T

F; — G;, particiones P-requlares y E; = a;I, 1 < j<r, cona; >0y Zaj =
j=1

1. Suponemos que q(l,7) > 1, 1 < j <r, 1 =0,1,2,..., entonces, si 0 <

w <

2 . . s e . . .
T e | TG A el algoritmo de multiparticion no estacionario relajado
JST

(Algom'tn—w-42) converge a la solucion del sistema lineal (4.1), para cualquier

vector inicial z(© .

Demostracién. Por (4.17) se sabe que las matrices de iteracién del método

de multiparticién no estacionario relajado tienen la forma

HO =0uT® + (1 - w)I, 1=0,1,2,..., (4.19)
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donde TW, 1 =0,1,2,..., son las matrices de iteracién definidas en (4.11).

Por otra parte, en el Teorema 4.3 demostramos que existe una constante
real §, con 0 <6 <1, tal que [|[TU]|, <6 <1, 1 <j <r. Luego, para todo

[=0,1,2,..., tenemos

1HOa = [wT®+ (1~ w)I|la
< wTOa+ 1wl ]]la

= W[TOa+[1~wl.

Atendiendo al valor de w distinguimos dos casos:

a) 0 <w< 1

WITOa+ 1 —w|=w|[TO g +1—w<w+1-—w=w@-1)+1<1.

2
b)l<w< — )
L+ max || FjGjlla

Teniendo en cuenta la expresién (4.14) de la demostracién del Teorema 4.3

y ademds, que ||F;'Gylla < 6 < 1, para 1 < j < r, se obtienen las siguientes
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desigualdades
WTOa+ 11 =w] = WlTO,+w-1
— w|XE (F6)™ )| +w-1
=1 4
< wiaj H(Ej—lGj)q(l’j) ‘A +w-—1
j=1

VAN

a6, v

IN

—1 . ——
wmax | F;Gjlla +w~1

— o1+ max|FGla) ~ 1

)
-1
1+ gﬁ;llﬂ Gilla

(1+ el Gola) =1 =1

2
1+ Max [F1Ga’
1§j§r” 7 Gilla

Por lo tanto, por el Lema 1.2 (Seccién 1.3), para 0 < w <

se obtiene la convergencia del Algoritmo 4.2. n

La convergencia del Algoritmo 4.2 también se puede asegurar con las mismas
hipétesis que las que se dieron para el método de multiparticién no estacionario

en el Teorema 4.4, tomando w en un intervalo |0, wo[, con wy > 1.

Teorema 4.6. Sea A una matriz hermitica y definida positiva. Sean A =

F;—Gj, 1 < j < r, particiones P-regulares. Suponemos ademds que llimq(l, j)=
—00

2

00, 1 < j <r, entonces, si 0 < w < Tres

con 0 < e < 1, el algoritmo de mul-
tiparticion no estacionario relajado (Algoritmo 4.2), converge a la solucidn del

sistema lineal (4.1), para cualquier vector inicial z(©).
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Demostracién. Sean H®, | = 0,1,2,..., las matrices de iteracién del

método de multiparticién no estacionario relajado, dadas en (4.17). Entonces
1HO o0 = [wT® + (1 = w)] oo,

donde T® son las matrices de iteracién del esquema iterativo no estacionario,
definidas en (4.11). Sea 0 < € < 1, de la demostracién del Teorema 4.4, se sigue

que existe un entero [y, tal que para [ > [
ITO )| < e < 1.
Por tanto
IH oo = wlITO oo + 1 - o]
< we+ |1 —wl.

Como en el teorema anterior, distinguimos dos casos :

a)0<w< 1.
wet |l —w|l=we+l-w=wle—1)+1<1.

b)l<wc< ]
Jlsw 1+¢

2
wet|l—wl=wetw—-1=w(e+1)—-1< I

1 —1=1.
+e( +6)

Luego por el Lema 1.2 (Seccién 1.3), queda demostrada la convergencia del

Algoritmo 4.2. -

En el corolario siguiente, demostraremos la convergencia del método de mul-

tiparticién no estacionario relajado, bajo las mismas condiciones que en el Co-

rolario 4.1, tomando w en el intervalo |0, 1 ”2F_1 ais |-
1<G<r 7 T
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Corolario 4.2. Sean A = F; — G;, 1 < j < r, particiones de la matriz
A € CY™ tal que ||1?7’J-_1ij||<>o <1, 1 <j <r. Suponemos q(l,j) > 1, 1 <

<7 1 =012 ..., entonces, si 0 < w <

2 .

1+ MaX | F1G; o0 el algoritmo de
1<i<r Y

multiparticion no estacionario relajado (Algoritmo 4.2), converge a la solucidn

del sistema lineal (4.1), para cualgquier vector inicial (0.

Demostracién. ‘Sean H® [ = 0,1,2,..., las matrices de iteracién del
método de multiparticién no estacionario relajado dadas en (4.17), es decir,

HO = uT® 4 (1 —w)I, con T® definidas en (4.11).

Entonces

IHO oo < 0 Tloo + |1 — w].

En el Corolario 4.1, demostramos que existe una constante real 8 con 0 <
0 < 1, tal que ||[TW]| < 8 < 1. Luego, para todo I = 0,1,2,... , tenemos

a)0<w< 1.

WIT o+ 1 =] =0T+ 1 —w < wh+1-w=w@—-1)+1<1.

2

b)l1<w< — .
1+1Ig%xrlle Gjlleo

De la demostracién del Corolario 4.1, tenemos que, para 1 < j < r, se

satisface | F; G}l < 0 < 1; ademds, teniendo en cuenta la forma en que estdn
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definidas las matrices T en (4.11), obtenemos las siguientes desigualdades
W T + 1 —w|] = w|TY|lo+w—1

= w|YE; (Fj—laj)q(l’j) tw—1
j=1

< wyo |(FG) )| +w—1
=1

s I
j=1

< wmax||F Gylle +w — 1

< w (1 + max||Fj“1Gj||oo> —1

1<j<r
2

T~
1 +1§1§§IIE Gilloo

-1
(14 max B Gyl ) — 1= 1.

2

Luego por el Lema 1.2 (Seccién 1.3), para 0 < w < 1+1I£1Ja<XT||P}‘1Gj||oo’

se

obtiene la convergencia del Algoritmo 4.2. [

4.3 Version asincrona

En esta seccién vamos a estudiar la convergencia de las versiones asincronas
de los métodos iterativos de multiparticién no estacionarios descritos en la Sec-
cién 4.1.

El interés que nos lleva a definir un modelo asincrono, estd en reducir el

tiempo de comunicacién y sincronizacién entre los distintos procesadores que
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cooperan en un sistema multiprocesador. Estos modelos aplicados sobre proce-
dimientos iterativos de resoluciéon de sistemas de ecuaciones lineales, permiten
que cada procesador pueda actualizar o recuperar algunas componentes del vec-
tor aproximacién a la solucién, en cualquier instante. Por lo tanto, en teoria,
ningin procesador se mantiene 0cioso.

Para ilustrar esto, consideramos de nuevo el Algoritmo 4.1, que reproducimos

aqui.

Algoritmo 4.1. Algoritmo de multiparticiéon no estacionario.

Dado un vector inicial (.
Desde I =0,1,2, ..., hasta convergencia

En cada procesador j, 7 = 1 hasta r

y” =20
Desde k = 1 hasta ¢(i, 5)

Fy® = Gy +b (4.20)

J

20+ — ZEjy](-q(l’j))- (4.21)
j=1

La sincronizacién de este algoritmo radica en que en cada iteraciéon [, la etapa
(14 1) se realiza sélo después de que todos los procesadores hayan calculado sus
iterados locales yJ(-q(l’j)), 1<ji<r

Para construir la versién asincrona de dicho algoritmo, consideramos un
esquema donde todos los procesadores estan siempre trabajando sin necesidad

de esperar a que otros procesadores finalicen sus calculos.
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Cada iteracién global se construye a partir de la solucién de algin procesador,
precisamente el que acaba de actualizar su solucién.

Concretamente, vamos a considerar una implementacién paralela del método
de multiparticién no estacionario en la que cada parte del vector U+, es decir,
Ejyj('q(l’j )), pueda ser actualizada sin esperar a que las otras partes de z¢+% 1o
sean.

En la construccién de dicho modelo asincrono (ver [15]), necesitaremos una
sucesi6n de enteros positivos de la forma {7;}52,, 1 < j; <, donde j; representa
el procesador que actualiza la aproximacién de la solucién en la [-ésima iteracién.

También definimos un escalar r; — 1, que indica el ndmero de veces que se
ha actualizado el vector de la iteracién global por otros procesadores distintos
del procesador ji-ésimo durante el tiempo que éste ha necesitado para realizar
sus célculos. Esto implica que 7; es el menor entero positivo tal que, ji = jiir,-

Suponemos ademas, que existe un entero positivo K tal que 0 <7, —1 < K,
es decir, en el célculo del iterado [-ésimo, un proceso no puede utilizar ningin
valor de las componentes de un iterado j si j <[ — K.

Teniendo en cuenta lo descrito previamente, podemos plantear el método de
multiparticién no estacionario asincrono mediante el siguiente algoritmo.

Notemos que debido a los posibles retrasos limitados por el entero positivo
K, la definicién formal del esquema asincrono, exige considerar K + 1 vectores

iniciales £(-¥) = z(-K+1) — ... — 2(0)
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Algoritmo 4.3. Algoritmo de multiparticién no estacionario asincrono.

Dados los vectores iniciales z(~¥) = z(~K+1) = ... = £(0)
En cada procesador j;, { =0,1,2,... , hasta convergencia
0
O = z0

Para k = 1 haSta Q(Z;Jl)

k k—1
Rl = Gyl 41

s = (T — By )a®n=D 4 Fy et (4.22)

A continuacién pasamos a formalizar la versién relajada de este modelo
asincrono de la misma forma que se hizo en el caso sincrono. Es decir, va-
mos a introducir en el Algoritmo 4.3 un pardmetro de relajacién w € R, w # 0,
sustituyendo el vector iterado yj(.lq(l’jl)) en la ecuacién (4.22), por la expresién

wyj(-f(l’j D 4 (1 — w)z®. De esta forma el método de multiparticién no estaciona-

rio relajado asincrono, viene descrito por el siguiente algoritmo.
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Algoritmo 4.4. Algoritmo de multiparticién no estacionario rela-

jado asincrono.

Dados los vectores iniciales z(~K) = z(~&+1) — ... = z(0)
En cada procesador j;, [ =0,1,2, ..., hasta convergencia
0
Yy = 20

Para k =1 hasta ¢({, 5;)
k k—
F}zyg('l) = szy§l Y +b
2t = (I~ By ot 4 By (wyi ™ + (1 - w)I).

(4.23)

Hacemos notar que claramente si w = 1 el Algoritmo 4.4 se reduce al Algo-
ritmo 4.3.

A continuacién vamos a estudiar la convergencia de los Algoritmos 4.3 y 4.4.

Para tal propdsito, observamos en primer lugar, que el Algoritmo 4.3 co-
rrespondiente al método de multiparticién no estacionario asincrono produce la

siguiente sucesién de vectores

) = (T — B, )zttn=D 4 E; P ()

= ’

1=0,1,2,..., (4.24)

donde los operadores P;, 1 < j < r, estdn definidos en (4.4) y el escalar r; es
el menor entero positivo tal que j; = ji;r,. Para analizar la convergencia del
esquema asincrono (4.24), construiremos un procedimiento iterativo en C*¥,

donde K es el entero positivo que satisface 0 < r; — 1 < K.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2000.



Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.

4.3 Versién asincrona 139

Sea ¢ la tnica solucién del sistema lineal (4.1) y sea e = 2 — ¢ el vector
error en la iteracién l-ésima del esquema asincrono definido en (4.24). Definimos
el vector
X0

e(l—l)
e _ e CX. (4.25)

Il

p(—K+1)

Como K satisface, 0 < rn—1< K, | =0,1,2,...,r, podemos asegurar que
Il+m—-K<I<Il+r-11=0,1,2,.... Estas desigualdades nos permiten
asegurar que el vector e® de dimensién n, es un bloque del vector €;4,,—1 , nK-
dimensional , es decir,

e(l+T1—1)

_él—l—rl—l = e(l) . (426)

e(l-l—n—K)

Como podemos observar, el vector e ocupa la posicién r; en el vector anterior.

Denotamos por S;, I = 0,1,2,..., la matriz de tamano n x nK que esté
dividida en bloques de tamaiio n y que tiene un bloque identidad de tamafio
n en la posicién r; y el resto de los K — 1 bloques son cero. Luego, podemos

escribir
eV = Sigrp_1. (4.27)
Vamos a analizar seguidamente la expresién del error

gm) — gm) _ g
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Puesto que £ es un punto fijo de los operadores P; definidos en (4.4), la expresién

del error se puede escribir para [ =0,1,2,...,

e(l+7”z) — Cc(l-i-n) _é‘

= (I - E;)an ™ 4 B PAOW0 (1 - B;)¢ — B, PE¢

it 5, T n
= (I—E;)e" ™V 4 B (F1Gy,) e, (4.28)
Por tanto,
€4r, = Biyr@iir—1, (4.29)

donde la matriz By, € C**"K est4 definida como

((I-E;) O ... 0 0] [ Eu(F1G;)ws, |
I 0 ..00 9)
Biir, = _ _ R ' . (4.30)
o o..10] | o) _

A continuacién y basdndonos en este desarrollo, vamos a dar condiciones su-
ficientes de convergencia para el Algoritmo 4.3. El siguiente teorema demuestra
la convergencia de dicho algoritmo bajo hipétesis similares a las del Teorema 4.3

para el caso sincrono.

Teorema 4.7. Sea A una matriz hermitica y definida positiva. Sean A =
F; —G;, 1 < j <, particiones P-regulares y E; = a;I, 1 < j<r, con0 <
a; < 1. Suponemos que existe un entero positivo K, tal que, 0 <7, —1 < K. Si
q(l,j)> 1, 1<3<r 1=0,1,2,..., entonces, el algoritmo de multiparticién
no estacionario asincrono (Algoritmo 4.8), converge a la solucion del sistema

lineal (4.1), para cualquier vector inicial.
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Demostracién. Teniendo en cuenta la expresion (4.29), tenemos que €. g =

BZ+KBI+K-—1 s Bl+1€l; con ¢; definido en (425)

Sea p un vector arbitrario distinto de cero de dimensién nK, dividido como
en (4.25), es decir, p = (), € C*%, con ' € C*. Definimos la siguiente

norma vectorial en C*¥

lull = max {l]la,

y su norma matricial inducida en C***"K_ Para demostrar que llimél = 0,
—00
es suficiente demostrar que existe una constante real 0 < v < 1, tal que

|BisrgBipg—1--- Bl < v <1, 1=0,1,2,....

Para tal propésito, consideramos el vector v, definido por

[ vl ]
vy
U =B Biyy1- - Brap =\ |,
| ]
vbeC” i=1,2,... K, v>1, (4.31)
donde By, 1 =0,1,2,..., son las matrices definidas en (4.30).

Demostraremos que para todo vector u € C™ — {0}, existe una constante

real 0 <y < 1 tal que se verifica ||ug| < v||ul|-

Por la forma en que estdn definidas las matrices Byy,, en (4.30), la matriz S;
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en (4.27) y teniendo en cuenta que E; = a;I, 1 < j <r, podemos escribir

v = Biap
(T (1 — ajl)-[ O v O O | I O‘jl(FJ?l—lGjl)q(l’jl)Sl r L -
I O ... 0O o )
- +
| ) o ... 10| | 0 nra
(1 — ay)pt + oy, (F 1G4, 8,
—_— ’L[,l
L 'LLK—I |
(1 - ajl)/«"1 + @, (F}:lGjl)Q(l,jl)’ut U%
1 U2 |
— M =| Y|, 1<t<K (432
i =1 | _ oK _

Como podemos observar en la expresién anterior, la primera componente del

vector vy es vf = (1 — ay,)u* + oy, (F;'Gy, )0t 1 <t < K.

Por otro lado, como A = F; — G;, 1 < j < r, son particiones P-regulares
y la matriz A es hermitica y definida positiva, por el Teorema 4.3 sabemos
que existe una constante real 0 < 6 < 1 tal que ||F;'G;|la < 0, y entonces

I(F;'G;)%]la < 0 < 1, para todo s > 1, 1 < j < r. Teniendo en cuenta estos
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resultados podemos escribir
lvilla < (0= ag)lletlla + e ll(F  Ga) 9 Lallit] 4
< (L—a)lplla+ azfllella

< (L - ) max fl'lla + o8 max [lw'lla

= [T =) + ;8] lulla < Allel,

donde v = max (1—oy)+a;0) < 1.
También en la expresién (4.32) podemos observar que se verifica, v =
pl, v = p? 0 vE = pEL) es decir, vt = pi1i = 2,3,..., K. Tomando

la norma vectorial ||.|| 4, podemos asegurar

[villa = llu~Hla < 12;.85;{!1#”'”/4 =llpl, 1=2,3,... K. (4.33)

Luego, para v; se verifica

. =1
ot < 4 Il (4:34)
lull 2=2,..., K.

A continuacién demostraremos que

Mol i=1,2,...,v
lpll i=v+1,... K,

o lla < (4.35)

La prueba de (4.35) se hard por induccién sobre v. Para v = 1 el resultado
se cumple por (4.34). Supongamos que se cumple para el entero positivo v — 1,

es decir,

; Yel i=12,...,v—1
[v,—1lla < (4.36)
el i=v,v+1,... K.
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Teniendo en cuenta que para cualquier v > 1, se cumple

h = Bl—{-v'vu—l
(1 - ajz)I O O O Gy, (F;lsz)q(l’jl)Sl Ui—l
I 0 O O 0 v |
gl 0] o .. 1 0] | O 1)1 vE |
(1= ag vy + 0y (F} Gy ) 10 S,
- Uy
(1 - a’]’z)vi—l + Qy, (Fyilsz)q(lm)Uzt/—l ’Ui
Ui vy
= _ =| |, 1<t<K,
i v I
se obtiene la siguiente igualdad
vt=9 ,i=12,..., K1, (4.37)

y ademds, como por hipétesis de induccién se verifica que |[v}_4||4a < ||pll, i =

1,2,..., K, se tiene que
lvlla < (1= ap)llop_ylla + o ll(F5 Gy )10 allof_y |La
< (U= a)llplla + 0,0/l 4

= [(1=05) + ;0] |ulla < A[ull (4.38)
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Ahora, utilizando la hipétesis de induccién (4.36), la igualdad (4.37) y la des-
igualdad (4.38), obtenemos (4.35). De ahf que, ||vk|| = || Bi+g Birk—1 - - Biyil]
< v|lu|l, para todo vector no nulo, u € C*¥. Por lo tanto, por definicién de
norma matricial inducida, tenemos que ||BiigBiik—1-- Bl <y <1, 1=

0,1,2,... . Asf queda demostrada la convergencia del Algoritmo 4.3. ||

En el siguiente teorema, estudiamos la convergencia del Algoritmo 4.3 bajo
hipétesis similares a las del Teorema 4.4 correspondiente al modelo sincrono.
Ademds, como las matrices E; ya no seran de la forma o, necesitamos tener
la seguridad de que toda componente del vector iterado se actualiza con cierta
regularidad. Esto se cumple, exigiendo que la sucesién {7;}{°, sea regulada (ver

por ejemplo, [15]).

Definicién 4.1. Una sucesién de enteros positivos {7;}52,, 1 < ji <, con
r fijo, se llama regulada, si existe un entero positivo K, tal que cada uno de los
enteros 1,2, ... ,r, aparece por lo menos una vez cada K elementos consecutivos

de la sucesion.

Queremos hacer notar que, si la sucesién de enteros {7j;}32, estd regulada por el

entero positivo K, entonces los escalares r; verifican que 0 < r;_; < K.

Teorema 4.8. Sea A una matriz hermitica y definida positiva. Sean A =
F;—G;, 1 < j <r, particiones P-regulares. Suponemos ademds que lli)l’&q(l, j) =
oo, 1 < j <ryquela sucesion de enteros {51}y, 1 < 51 < r es requlada, enton-
ces, el algoritmo de multiparticion no estacionario asincrono (Algoritmo 4.3),

converge a la solucion del sistema lineal (4.1), para cualquier vector inicial.
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Demostraciéon. Sea v, el vector definido de la siguiente forma

T

TN

Uy, = lBl—i—UBl—l-I/—-l"'Bl—l—l[?: . 5 'Ufj G(Cn, 7= 1,2,... ,K, VZ 1

v

TR

yz=(2)7,(2)%,...,(2)")T ¢ R"%, donde z = (1,1,... ,1)T € R".
Por otro lado, por la expresién (4.29), claramente se verifica, €051 =
Biiok-1Bitak—2 - - - Biyi8. Luego, para demostrar la convergencia del Algorit-

mo 4.3, comprobaremos que existe una constante real 0 < v < 1, tal que
vox—1 = |Bipok-1Biiok—2 - Bi11]z < 77,
por lo que la norma infinito verificars
| Biyox—1Bir2x -2 Bryalloo <y < 1.

En el Teorema 4.4, comprobamos que dado un 6 > 0, existe un iy tal que
dada una norma matricial ||.||, se verifica que ||(F;'G;)!|| < 8, para todo i > .
Como llim q(l,7) = o0, 1 < j <, tomando la norma infinito, existe un l; y una

—00

constante real 4, tal que se verifica

I(F1G)™ ) || <6 <1, VI 1. (4.39)

Luego, por definicién de la norma infinito, si tomamos z = (1,1, ... ,1)%, obte-
nemos

(F1Gy) ) |2 < 0z, VI > . (4.40)
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De la definicién de B, en (4.30), de la forma de las matrices S; en (4.27),
teniendo en cuenta la desigualdad anterior y el vector Z definido anteriormente,

podemos escribir

(I - Ejl) O ... 0O Ejzl(F‘J;lsz)q(lm)'Sl z

I O ... O O O
|Bin |z < . : A :
o o .. 10| | 0 =

(I - Ejz)z + Ejz|(F;:1sz)q(l’jl)|Slz

z

z

(I — Ej)z + Ej|[(F;;1Gy,)0 |z

z

z

(I - Ejz)z + Ejlez _

z

VAN

Como 0 <0 < 1, se cumple (I — E;)) + E;,0 < (I — E;,) + Ej, = I, entonces
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tenemos o
z
z
B |z< | | =% 121, v>1
z
Como v, < |Biy||Bryw-1|---|Bip1|z, v > 1, claramente, v, < Z.

Puesto que v, < |Bi,|v,—1, al igual que se hizo en el teorema anterior,

analizamos cada componente del vector v,,
v, < (= Biuyy + B|(F;G) S, (4.41)

S (= By)op_y + B|(F,1G) |z

= (I- E;)v, , + B;|(F; G|z

< (I—-Ej)z+ E;b=z

= z+ (0 —-1)E;=. (4.42)

Dependiendo del valor que tienen los elementos diagonales en la matriz E;,
podemos asegurar para cada una de las componentes del vector v} las siguientes

acotaciones. Sea h € {1,2,... ,n}:

1.- Si el elemento que ocupa la posicién h de Ej; es nulo, entonces por la

expresion (4.41) obtenemos

2.- Si el elemento que ocupa la posicién h de E;, tiene un valor a, con 0 <

a < 1, entonces por la ecuacién (4.42) se sigue

(’Ui)h < zp+ (9 — l)azh = (1 + (9 - ].)Oz)Zh.
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Si tomamos v =1+ (f — 1)a < 1, entonces
(vi)n < Yzh.

Por otro lado, como la sucesién {j; }12, es regulada, entonces todos los enteros
1,2,...,r, aparecen en el subconjunto {5;+1,...,5+v}, v > K. Luego tenien-
do en cuenta los dos casos anteriores, y que las matrices E; son no negativas y
satisfacen iEj = I, paratodo h =1,2,...,n, obtenemos (v}), < vyzs, v > K,

j=1
es decir

v! <vz si v> K. (4.43)

Ademés, teniendo en cuenta que

S _ -
Uu-l-l *
2 1
,Ul/-‘r'l vy
Vpyp1 = . S |Bl+u+1|vu == . ,
K K—1
L Uyt1 | L Uy J
se tiene para todo v > 1, vlt <vf =12 ... K —1, de donde
y Yp+l v )& ’ 3
144 1 -
Vi1 S Vg1, t=1,2,... K -1 (4.44)

Como 2K —i—1> K, parai=1,2,... ,K — 1, por las ecuaciones (4.43) y
(4.44) obtenemos

v <vz, i=0,1,2,... , K —1.

Luego
vog—1 = |Birak—1Birox—2- - Biy1|Z < 77,

con lo que queda demostrada la convergencia del Algoritmo 4.3. [
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A continuacién demostraremos la convergencia del Algoritmo 4.3, bajo con-

diciones similares a las dadas para el caso sincrono en el Corolario 4.1.

Corolario 4.3. Sean A = F; — G;, 1 < j < r, particiones de la matriz
A € C" tal que ||(F7'Gy)llo < 1, 1< j < r. Suponemos q(1,7) >1, 1< j <
r, 1=0,1,2,..., y una sucesidn de enteros {ji}2,, 1< ji <r, requlada enton-
ces, el algoritmo de multiparticion no estacionario asincrono (Algoritmo 4.3),

converge a la solucién del sistema lineal (4.1), para cualquier vector inicial.

Demostracién. Como ||Fj'Gjllc < 1, 1 < j < r, entonces existe una
constante 0 < 6 < 1, tal que [|F; 'Gjllc <0 <1, 1< j <r, luego podemos
asegurar que ||(F; 'G;)"|lc < 6 < 1 para todo ¢ > 1. Entonces como se satis-
face la acotacién (4.39), la demostracién se sigue de la misma forma que en el

Teorema 4.8. ]

Queremos hacer notar que en el Corolario 4.3, la norma infinito puede sustituirse
por cualquier norma matricial que proporcione una desigualdad anéloga a la de
la expresién (4.40).

Para finalizar esta seccién, analizamos la convergencia de la versién relaja-
da del método de multiparticién no estacionario asincrono correspondiente al

Algoritmo 4.4. Dicho algoritmo, produce la siguiente sucesién de vectores
") = (1 — B,V + B, <wPJ%(l’jl) +(1 - w)I) 20, (4.45)

donde los operadores P; estan definidos en (4.4) y el escalar 7; es el menor entero
positivo tal que j; = ji,,. Para analizar la convergencia del esquema asincrono
relajado (4.45), construiremos de nuevo un procedimiento en C*¥ | donde K es

el entero positivo que satisface 0 <r;, — 1 < K.
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Puesto que £ es un punto fijo de los operadores P; definidos en (4.4), si e =
) — ¢ es el vector error en la iteracién I-ésima del esquema asincrono definido

en (4.45), entonces la expresién del error se puede escribir para [ =0,1,2, ...,
e = gtn) _ ¢
= (I- Ejl)w(l—i-rl—l) + E;, (wp;_i(l,jz) +(1- w)]) 20
— (I - E3)¢ — By, (P + (1 - w)I)¢
= (I = ;)™ + B, (w(F'Gy) % + (1 - w)I) e®. (4.46)
Por tanto
€i+r, = Brir@lir—1, (4.47)

donde la matriz B;,,, € C™*"X  est4 definida como

[(1-Ey) O ... 0 0] [ By (wFE? G, @ +(1-w)i)s |

‘ I 0 .. 00 0

Biyr, = . . .t . (4.48)
| o o .. 10] | 9) |

Comenzamos con un teorema que asegura la convergencia del Algorimo 4.4

usando las

para valores del factor de relajaciéon w entre 0 y A% ﬁF‘l AR
1<<r 40

mismas hipétesis que en el Teorema 4.7.

Teorema 4.9. Sea A una matriz hermitica y definida positiva. Sean A =
F; — Gy, 1 < 3 <r, particiones P-regulares y E; = a;I, 1 < j <r, con 0 <
a; < 1. Suponemos que eziste un entero positivo K, tal que, 0 <r;— 1 < K. Si

gl,iYy> 1, 1<5<r, 1=0,1,2,... ,y0<w<

2
T aX [FTGTa entonces, el
1<i<r
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algoritmo de multiparticion no estacionario relajado asincrono (Algoritmo 4.4),

converge a la solucidn del sistema lineal (4.1), para cualguier vector inicial.

Demostracion. Un analisis en la demostracién del Teorema 4.7 nos lleva
a la conclusién de que si demostramos que existe una constante real 6, con

0 <8 < 1, tal que se verifica
lw(F7'@Q)™) + (1 —w)Ia <6, 1<j<r, (4.49)

entonces la demostracién se sigue de forma totalmente andloga a la del Teore-

ma 4.7. Para 0 < w < , la acotacién (4.49) es cierta por el

2
=
1+ 1ax || £ G| 4

Teorema. 4.5, por lo que queda demostrada la convergencia del Algoritmo 4.4. m

La convergencia del Algoritmo 4.4 también se puede asegurar con las mismas
hipétesis que las que se dieron para el método de multiparticién no estacionario

asincrono, en el Teorema 4.8, tomando w en el intervalo 0, wy|, con wy > 1.

Teorema 4.10. Sea A una matriz hermitica y definida positiva. Sean A =
F;—G;, 1 < j < r, particiones P-regulares. Suponemos ademds que lli)lgq(l, j)=
0o, 1 <75 <7, que la sucesion de enteros {fi}i2y, 1 < 51 <r es requlada, y que
I<w< 1%6, con 0 < € < 1, entonces, el algoritmo de multiparticidn no esta-

cionario relajado asincrono (Algoritmo 4.4), converge a la solucién del sistema

lineal (4.1), para cualquier vector inicial.

Demostracién. Razonando de la misma forma que en el teorema anterior,
vemos que el Teorema 4.8 nos lleva a la conclusién de que si demostramos que

existe una constante real 8, con 0 < 4 < 1, tal que se verifica

(P Q)™ + (1 - w)lflw <8, 1<j<m, (4.50)
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entonces, la demostracién también se sigue de la misma forma que la del Teo-

2

rema 4.8. Ademads, para 0 < w < Tres

la acotacién (4.50) es cierta por el

Teorema 4.6, por lo que queda demostrada la convergencia del Algoritmo 4.4. m

Por tltimo, el siguiente corolario demuestra la convergencia del método de

multiparticién no estacionario relajado asincrono, bajo las mismas condiciones

que en el Corolario 4.3, tomando w en el intervalo |0, Tﬁ%—ﬁHFj_lGjHoo
1<yjsr
Corolario 4.4. Sean A = F; — G;, 1 < j < r, particiones de la matriz
A € C™™ tal que ||(F7'Gy)llo < 1, 1 < j <r. Suponemos q(l,7) >1, 1 <j <

r, 1=0,1,2,..., {5i}20, 1 <51 <1 es una sucesion de enteros regulada, y 0 <

w < entonces, el algoritmo de multiparticion no estacionario

2

1+ MAaX ||F; tGylleo’
1<5<r 9

relajado asincrono (Algoritmo 4.4), converge a la solucién del sistema lineal

(4.1), para cualquier vector inicial.

Demostracién. A partir de la demostracién del Corolario 4.3 llegamos a
la conclusién de que si existe una constante real 8, con 0 < 6 < 1, tal que se

verifica
||w(Fj“1Qj)‘1(l’j) + (1 - <8, 1<5i<T, (4.51)

entonces, la demostracién se sigue de forma totalmente andloga a la del Co-

rolario 4.3. Como 0 < w < entonces la acotacién (4.51) es

2

1+ Max |F Gyl
1<5<r !

cierta por el Corolario 4.2. De esta forma queda demostrada la convergencia del

Algoritmo 4.4. u
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4.4 Conclusiones

Hemos dedicado este capitulo al estudio de dos esquemas iterativos basados

en el método de multiparticién no estacionario.

El primero de dichos esquemas, dado por la expresién (4.9), corresponde
al método de multiparticién no estacionario sincrono, siendo el esquema (4.15)
el esquema iterativo de dicho método correspondiente a su versién relajada.
Para este modelo sincrono hemos estudiado su convergencia considerando que la

matriz de coeficientes A del sistema lineal (4.1) es hermitica y definida positiva.

Los principales resultados de convergencia para el modelo sincrono (4.9) pue-
den verse en los Teoremas 4.2, 4.3 y 4.4. En ellos se demuestra la convergencia
del método de multiparticién no estacionario sincrono considerando r particio-
nes P-regulares. Teniendo en cuenta unas determinadas condiciones para las
matrices de peso Ej, es decir, £} = a;I, 1 < j <r,con 0 < a; <1, en los
Teoremas 4.2 y 4.3 se considera que cada procesador pueda realizar un ndimero
variable de veces su trabajo en cada iteracién. Por tanto estos teoremas han de
verse mas como resultados teéricos que como una herramienta computacional.
Sin embargo, en el Teorema 4.4 no aparece dicha restriccién en las matrices de

peso exigiendo que cada procesador realice bastantes iteraciones internas.

Para el esquema (4.15), correspondiente al método de multiparticién no es-
tacionario sincrono relajado, los principales resultados de convergencia se dan
en los Teoremas 4.5 y 4.6. En ellos, se demuestra la convergencia bajo hipétesis
similares a las dadas en los teoremas para el estudio del esquema (4.9), pero te-

niendo en cuenta ademds un factor de relajacién w en determinados intervalos.
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El segundo esquema para el que hemos realizado estudios de convergencia
es el modelo de multiparticién no estacionario asincrono, dado por la expresion
(4.24), junto con su versién relajada dada por la expresién (4.45). Los principales
resultados de convergencia para el modelo de multiparticién no estacionario
asincrono, se pueden ver en los Teoremas 4.7, y 4.8, y para su versién relajada,
la convergencia se estudia en los Teoremas 4.9 y 4.10. En todos ellos se ha
demostrado la convergencia del método en cuestién, bajo hipétesis similares a
las de los correpondientes teoremas para la versién sincrona.

Para las versiones relajadas se ha probado la convergencia para factores de

relajacion entre 0 y wp, con wg > 1.
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Capitulo 5

Métodos paralelos en dos etapas.

5.1 Introduccion

En este capitulo nos centraremos en la resolucién en paralelo de sistemas de
ecuaciones lineales mediante métodos iterativos en dos etapas. Consideramos

un sistema lineal no singular de la forma
Az = b, (5.1)

donde la matriz A € C**™ y los vectores z, b € C™.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que la matriz A estd dividida en

T

r X r bloques, con los bloques diagonales cuadrados de tamafio nj, » n; = n.
=1

157
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De esta forma, el sistema (5.1) se puede escribir como

A A o A z1 by
Ay Agpp -+ Agy T2 _ b.z ’ (5_2)
B A'r‘l ATZ Ar'r 1L Ty ] L br R

donde z y b estédn divididos de acuerdo al tamafio de los bloques de A.

Para resolver el sistema (5.2), se pueden utilizar métodos iterativos por blo-
ques clésicos. Las ventajas de estos métodos frente a los métodos iterativos
puntuales consisten en que, generalmente, aceleran la convergencia y son de
facil adaptacidon para su procesamiento en paralelo. Podemos encontrar una
descripcién detalléda de estos métodos, por ejemplo, en Berman y Plemmons
[10], Ortega [80], [81] o Varga [98].

En particular, nos vamos a centrar en los métodos iterativos tipo Jacobi por
bloques. En estos métodos, se considera una particién de la matriz A, de la
forma A = M — N, donde M es una matriz no singular, diagonal por bloques,

denotada por
M = diag(M,... ,M;,... ,M,), (5.3)

y cada bloque M; es de orden n;, 1 < j < r. A partir de estas hipétesis se

considera el siguiente algoritmo.
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Algoritmo 5.1. Algoritmo tipo Jacobi por bloques.
T
Dado un vector inicial z(®) = ((mgo))T, .. ,(:cﬁo))T) .

Desde [ =0,1,2,..., hasta convergencia
Desde j = 1 hasta r
Mz = (Nz® + b);. (5.4)

Hacemos notar que en el método clésico de Jacobi por bloques (ver Sec-
cién 3.1), la matriz diagonal M definida en (5.3), estd formada por los bloques
diagonales de la matriz A dada en (5.2), o sea, M = diag(Asy, .-, A4, .- , Arr)-

En el Algoritmo 5.1, se puede ver que para cada iteracién I, [ =0,1,2,...,
se resuelven 7 sistemas lineales independientes de la forma (5.4). Por lo tanto,
cada sistema lineal puede ser resuelto por un procesador diferente. Sin embargo,
si el tamano de las matrices M;, 1 < j < r, es grande, es conveniente aproximar
la solucién del sistema mediante otro método iterativo. A estos métodos se les
denomina métodos iterativos por bloques en dos etapas.

Para describir dichos métodos, consideramos el sistema lineal (5.2) y la par-
ticion A = M — N, con M definida en (5.3). Asociado a dicha particién tenemos

el esquema iterativo
Mz®D = Ng® 1 p, [=0,1,2,..., (5.5)

donde z(® es un vector inicial arbitrario. Para cada matriz M, consideramos

una particién de la forma
My=F,—G;, 1<j<r (5.6)

Entonces, para aproximar la solucién de (5.4), en cada iteracién externa l se

realizan para cada j, 1 < j <, q(l, ) iteraciones internas del método iterativo
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definido por la particién (5.6). Es decir, este método produce una sucesién de

vectores
x§l+1) 1
MY
gD = | 72 : 1=0,1,2,..., (5.7)
204D
donde cada vector x§-l+1), 1 < 5 < r, es una aproximacién a la solucién del
sistema lineal
Miy; = (N2® +b);, 1=0,1,2,..., (5.8)

que se ha obtenido realizando ¢(l,j) etapas internas de un método iterativo

basado en las particiones dadas en (5.6).

(i+1)

Asi pues, el célculo de los vectores z; "/, 1 < j < r, en cada iteracién

externa [, se realiza ejecutando las siguientes ¢(l, j) etapas internas

5 = FFG ) ¢ A0 41 59

k=0,1,...,¢(1,5) — 1,

l
0 =)

Finalizadas estas q(l, j) etapas, se define el vector z; en la iteracién externa

{4+ 1 como

LD yj(q(l,j))_ (5.10)

2

Claramente, si se dispone de r procesadores, cada célculo de los vectores
a:§-l+1), 1 < j < r, de la expresién (5.10), puede asignarse a un procesador

realizdndose asi todos los célculos en paralelo.
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El modelo que se ha descrito corresponde a un esquema sincrono, ya que cada
procesador j, 7 = 1,2,...,r, realiza un nimero arbitrario de iteraciones locales
para calcular el vector x§-l+1), antes de que se forme la nueva aproximacion a la
solucién global. Dicho método se puede expresar mediante el algoritmo que se

da a continuacién.

Algoritmo 5.2. Algoritmo por bloques en dos etapas.

- - . T
- Dado un vector inicial z(® = ((:cSO))T, S :(fﬂgo))T) .

Desde I =0,1,2,..., hasta convergencia

Desde j =1 hasta r

0 I
y @ = 0

Desde k = 1 hasta q(l, j)
F) = G + (Na® + 1), (5.11)

L 3 AN
A = (GO, GO, )

Al igual que se hizo con los métodos en dos etapas secuenciales (ver Sec-
cién 1.5), podemos distinguir entre los métodos por bloques en dos etapas es-
tacionarios y los no estacionarios. En los métodos estacionarios, el nimero de
iteraciones internas ¢(l, j) es el mismo para cada j, 1 < j < r, y para cada una
de las etapas externas ; sin embargo, en los modelos no estacionarios el niimero
de iteraciones internas ¢(l, j), puede variar en cada bloque j y para cada etapa
externa [.

Como se ha dicho en la Seccién 3.3, los autores Bru, Migallén, Penadés
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y Szyld (ver [20]) han generalizado los métodos por bloques en dos etapas,

obteniendo los métodos de multiparticién en dos etapas, que como su nombre

indica adnan los métodos en dos etapas y la técnica de multiparticién.
Recordamos que la técnica de multiparticién (ver Seccién 3.1), se basa en

considerar una coleccién de particiones
A=P;—Q;, 1<j<r, det(P;)#0, (5.12)

y unas matrices de peso E;,1 < j < r, diagonales no negativas cuya suma es la
identidad. Entonces, se plantea el siguiente esquema iterativo
D) = iEij‘lem(l) + iEij—lb, =0,1,2,..., (5.13)
j=1 =1
donde z© es un vector inicial cualquiera.

Como podemos observar, el Algoritmo 5.1 se puede ver como un caso par-
ticular del esquema iterativo (5.13) cuando todas las particiones (5.12) son la
misma, es decir, tomando P; = M = diag(M,...,M,) y las matrices diago-
nales E; tienen unos en las entradas correspondientes al bloque diagonal M; y
cero en los demés casos.

Al igual que en los métodos tipo Jacobi por bloques, en cada iteracién [ del
esquema iterativo (5.13), se necesitan resolver r sistemas lineales independientes,
pero cuando estos sistemas lineales no se resuelven exactamente sino que se
obtienen aproximaciones de la solucién usando métodos iterativos, obtenemos

el método de multiparticién en dos etapas. Es decir, consideramos las particiones
Pj=B;-Cj 1<j<r (5.14)

Entonces, dado un vector inicial (%, construimos una sucesién de vectores

(+1)

{z(0}2  de la siguiente forma. Sea z; "’ una aproximacién a la solucién del
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sistema lineal
Py =Q;zV +b, 1=0,1,2,..., (5.15)

que se ha obtenido realizando ¢(l, j) iteraciones internas de un método iterativo

basado en la particion P; = B; — C;. Entonces, una vez calculados, a partir

del vector £, todos los vectores x(-lH), 1 < j <'r, el siguiente elemento de la
g J
sucesién se construye como
a I+1
D = Zij§-+ ), (5.16)
j=1
Luego el calculo de los vectores x§l+1), 73 = 1,2,...,7r, en cada iteracién

externa [, implica la realizacién de ¢(l, j) etapas internas de la forma
y " = BiCwy” + BN (Cia +by), (5.17)
k= 0717'-- >Q(Z7J) - 17

0) _ 40

Yj
Una vez finalizadas estas ¢(l,j) etapas internas, se define el vector mg-l“)
como
x§l+1) _ yJ(_q(l,j))_ (5.18)
(1)

En el cédlculo de las componentes de z , el procesador j, calcula sélo

J
aquellas en las que el correspondiente elemento de la diagonal de la matriz F;
es no nulo. Sélo estas componentes seran relevantes para el calculo del vector

2+ en (5.16).

En este modelo al igual que el anterior, cada procesador 7 puede realizar un

(1+1)

nimero arbitrario de iteraciones locales para calcular el vector x; antes de
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que se forme la nueva aproximacién a la solucién global (5.16), por lo tanto,
este es un esquema no estacionario sincrono, que viene descrito por el siguiente

algoritmo.

Algoritmo 5.3. Algoritmo de multiparticién en dos etapas.

Dado un vector inicial (.

Desde [ = 0,1, 2, ..., hasta convergencia

Desde j =1 hasta r

y” = a®

Desde k = 1 hasta ¢(I, 5)
By = Cpi"™ + (@2 +b) (5.19)

20+ — ZEij(q(l,j)) _

J=1

Podemos observar que el Algoritmo 5.2, se puede ver como un caso par-
ticular del Algoritmo 5.3, tomando P; = M, 1 < j < r, donde M es la ma-
triz diagonal por bloques definida en (5.3), es decir, M = diag(My, ..., M,),
B; = diag(Fy,...,F,), con Fj;, 1 < j <r, definidaen (56) y E;, 1 < j <,
son matrices por bloques divididas de acuerdo al tamafio de los bloques de A, y
que tienen el bloque diagonal j igual a la identidad y ceros el resto.

También podemos decir, que el Algoritmo 5.3 se reduce al método de mul-
tiparticién (5.13), cuando las particiones internas son de la forma P,=P -0
y el ndmero de iteraciones internas ¢(l,j) =1, 1<j<r 1=0,1,2,....

Por otra parte, el método de multiparticién no estacionario (Algoritmo 3.1,
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Seccién 3.2) es un caso especial del Algoritmo 5.3 cuando las particiones externas

(5.12) son todas de la forma A=A — O.

Al igual que en los métodos por bloques en dos etapas, para los métodos de
multiparticién en dos etapas tenemos los modelos no estacionarios y estaciona-
rios, segln si las iteraciones internas ¢(l, j), varfan o no, para cada j y/o para

cada iteracién externa .

Como ya se ha comentado en el Capitulo 3, el estudio realizado hasta el
momento sobre la convergencia de los Algoritmos 5.2 y 5.3 se ha centrado en
el contexto de las matrices monétonas y H-matrices. Para el Algoritmo 5.2,
podemos ver en [48] un an4lisis de la convergencia para el caso en que la matriz A
es monotona, la particién externa es regular y las particiones internas débilmente
regulares; también se estudia la convergencia para el caso en que A es una H-
matriz, la particién externa es una H-particién y las particiones internas son
H-compatibles. En [19], también se estudia la convergencia del Algoritmo 5.2,
incluyendo la versién relajada del mismo, para el caso en que la matriz A es
mondtona, y las particiones interna y externas satisfacen las mismas hipédtesis
que se dan en [48]. Es en este articulo donde se obtienen por primera vez
resultados numéricos sobre estos métodos. Dichos resultados se realizaron sobre

un multiprocesador de memoria compartida (ALLIANT FX/80).

En el estudio de la convergencia del Algoritmo 5.3, debemos citar a Bru,
Migallén, Penadés y Szyld, que en [20], platean y estudian la convergencia del
algoritmo para los casos en que la matriz A es monétona y H-matriz. Para el
caso en que la matriz A es mondtona, suponen las particiones externas regulares
v las particiones internas débilmente regulares y, para el caso en que la matriz

A es una H-matriz las particiones externas e internas son H-compatibles.
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En este capitulo, vamos a analizar la convergencia de los Algoritmos 5.2 y
5.3, cuando la matriz del sistema A es hermitica y definida positiva. Ademss,
estudiaremos el caso en que el niamero de iteraciones internas es suficientemente
grande. Concretamente, en la Seccién 5.2, estudiaremos la convergencia del
Algoritmo 5.2 junto con su generalizacién, o Algoritmo 5.3 y probaremos que
los resultados de convergencia del Algoritmo 5.2 no siempre se pueden extender
al Algoritmo 5.3. En la Seccién 5.3 daremos resultados de monotonicidad para.

dichos métodos.

5.2 Convergencia

Dado un vector inicial z(©, el Algoritmo 5.3 correspondiente al método de

multiparticién en dos etapas, produce la sucesién de vectores (ver, por ejemplo

[20] v [84)),
2+ = ZT:EjREIJ-(Z’j)x(l), 1=0,1,2,..., (5.20)
j=1
donde los operadores R; : C* — C”, sedefinenparal =0,1,2,... ,y1<j<r
como
Ryz = By 'Cyz+ B (Q29 +b). (5.21)

Para analizar la convergencia del esquema iterativo (5.20), nos basamos en

la forma en que estédn definidos los operadores Ry;, 1 =0,1,2,..., 1 <j<ry
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escribimos dicho esquema de la siguiente forma
2+
_ ZE Rq(la) )
= ZE RiGD B;Cjz® + B; ! (@2 +)]
= Y BRI [B7Cy (B Cie® + Bt (@2 +)) + Bt (Qs2® + b))
j=1
= ZE R (B0 + (B 1Cy + 1B} (Quz® + )]
- 1 Li) (0 L 1 !
= ZlEj (B;1C;) 1tz ZO (B71Cy)t | By Y@z + b)) . (5.22)
j= i=

Luego el Algoritmo 5.3 se puede escribir mediante el siguiente esquema. iterativo

) =700 4L O 1=0,1,2,...,

donde T® son las matrices de iteracién

q(l,5)—-1
(B;1Cy)e9) Z (B7'Cy)'B7'Q;

TO = ZE

J=1

?

0 equivalentemente

70 — S B [(Bj—lcj)q(l,j) + (I _ (Bj—lcj)q(la')) Pj—le] ,

=1

4 q([7j)—1

D =%"E; > (B7'C;)'B;'b.
j=1 i=0
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Sea ¢ la solucién exacta del sistema lineal (5.1). Es fdcil ver que dicha
solucién es un punto fijo del esquema. iterativo (5.23). Entonces ¢ = TW¢ 4 ¢®
donde T™ son las matrices de iteracién definidas en (5.24). Sea elt1) = g(+1) _¢
el vector error en la iteracién [+ 1. Entonces, el vector e%*1) se puede escribir en
funcién del vector error en la iteracién inicial, denotado por e, de la siguiente

forma
e+ — 70O — ... — 7O, -T(O)e(o), 1=0,1,2,....

A partir de esta expresién, se tiene que la sucesién de vectores generada por
la iteracién (5.20) ( o equivalente (5.23)) converge a la solucién del sistema lineal
(5.1) si, y sélo si lli)lgloT(l)T(l_l) ..T7O = 0.

Como ya mencionamos en la Seccién 1.3, el producto de matrices convergen-
tes no siempre es convergente, por lo tanto, para demostrar la convergencia del
Algoritmo 5.3 necesitamos de otras herramientas. En primer lugar, analizaremos
la convergencia del Algoritmo 5.3 exigiendo que tanto las particiones externas e
internas sean convergentes. Comenzamos con un teorema que demuestra dicha
convergencia en el caso particular en el que todas las particiones externas son
la misma. En este caso, es necesario exigir que se realicen suficientes iteraciones

internas.

Teorema 5.1. Consideramos el sistema lineal no singular (5.1). Supone-
mos que las particiones externas (5.12) son todas A = P—@Q, tal que p(P71Q) <
1. Sean P = B; — C}, 1 < j < r, particiones convergentes. Si lli}riloq(l,j) =
oo, 1 < j <r, entonces, el algoritmo de multiparticion en dos etapas (Algorit-
mo 5.8), converge a la solucidn del sistema lineal (5.1), para cualquier vector

inicial z©.
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Demostracién. Como A = P—() es una particiéon convergente, es decir, ve-
rifica p(P~'Q) < 1, por el Teorema 1.5 (Secciénl.2), existe una norma matricial
inducida || - ||, tal que p(P~1Q) < ||P71Q| < 1.

Como también las particiones P = B; — C;, 1 < j < r son convergentes, se
verifica p(B; 'C;) < 1, lo que implica por el Teorema 1.6 (Seccién 1.3), que
leIglo(Bj‘le)s =0,cons>1 1< j<r. Como por hipbtesis l&r&q(l,j) =

0o, claramente se obtiene lim(Bj' 1)) = 0, 1 < j < r. Por tanto,
hm ZE 10 at) = O,
Luego, dado un € > 0 existe un indice [y tal que ||> F;(B;*C;)%"?)

j=1
para todo [ > [y. Entonces para [ > [y, de (5.24) obtenemos

0] = [ e + (1~ @70re9) o]

j=1 j=1

-z Ey(BCy)™ ) + SE, ((7 - (B7'¢)") P~1Q) H

r

> Ei(B7 O | +
=1

IA

(I— iEj(Bj—lcj)q(l,j)) PQ

=1

T

ZEJ 10 q(l,5) 4

10 q(l.)

IA

) 1P Qll

< e+ (1+IP7Ql = ae.

1P Q]| tenemos

Si tomamos € < P’

ac = e(1+[P7Q[) + P Q|

< 1—|PQl+|PQll = 1.
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Luego, por el Lema 1.2 (Seccién 1.3), se sigue la convergencia del Algorit-

mo 5.3. [

Claramente el método en dos etapas clasico de Nichols [76], se puede ver
como un caso particular del Algoritmo 5.3 cuando en éste se considera una
tnica particién interna y una unica particién externa. Frommer y Szyld en
[47], estudian la convergencia del método en dos etapas clésico introducido por
Nichols demostrando en su Teorema 2.4, la convergencia del método cuando
tanto la particién externa como interna son convergentes y se realizan suficientes
iteraciones internas. Por tanto, el Teorema 5.1 se puede ver como una extensién
del Teorema 2.4 de [47].

Por otro lado, en el Teorema 1 de Bru, Migallén y Penadés [19], se estudia la
convergencia del Algoritmo 5.3 para el caso en que se considera una tinica parti-
cién externa A = P—Q, con P = diag(A4iy, ... , A.), que verifica || P71Q|| < 1
y las particiones internas son convergentes. También Bru, Migallén, Penadés y
Szyld en su Teorema 3.1 de [20], estudian la convergencia de dicho algoritmo pa-
ra el caso en que las particiones externas A = P;—Q;, satisfacen ||Pj‘1Qj llo <1,
y las particiones internas son convergentes; por lo tanto, cuando se considera
una unica particién externa, el Teorema 5.1 se puede considerar una generali-
zacion de los teoremas anteriores, en el sentido en que debilitamos la condicién
|P7'Qll < 1, dando otra més general, p(P71Q) < 1.

Hacemos notar, que cuando consideramos en el Algoritmo 5.3 que todas las
particiones externas sean la misma, incluimos en los resultados de convergencia
vistos anteriormente, no sélo a los métodos por bloques en dos etapas (Algorit-
mo 5.2), sino que también incluimos a los métodos solapados por bloques (ver,

por ejemplo, [21], [45], [46] y [60]).
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Como podemos observar en el Teorema 5.1, una de las condiciones que ase-
guraba, la convergencia del Algoritmo 5.3 era que todas las particiones externas
fueran la misma, sin embargo, de no ser asi, dicho algoritmo puede no converger

como se pone de manifiesto en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 5.1. Consideramos la matriz
2 -1
-1 2
Sean A = P, — ()1 = P, — (), particiones de A, donde

A=

2 1 0 2
Q

Pl— ’ 1= ’
-1 1 0 —1
1 -1 -1 0
PZ_ ’ 2 =
1 2 20

Dichas particiones son convergentes, pues las matrices

. 0 1 » 0 0
Pl Ql = ’ P2 QZ = )
0 0 10
tienen un radio espectral igual a 0.
Consideramos las particiones internas triviales P, =P, — Oy P, = P, — O,

y las matrices de peso

10 0 0
y 2=

00 01

El—:

Si calculamos las matrices de iteracién correspondientes al Algoritmo 5.3 para

cualquier nimero de iteraciones internas, todas ellas son
0

0) -1 -1 1
T :E1P1 Q1+E2P2 QQZ Iy l:0,1,2,....
10
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Esta matriz tiene un radio espectral igual a 1, por lo que el Algoritmo 5.3 no es

convergente.

Como podemos ver en [20], para asegurar la convergencia del Algoritmo 5.3
cuando se consideran diferentes particiones externas, se debe verificar ||Pj_1Q il <
1, donde ||.|| es cualquier norma ponderada asociada a un vector positivo, por
ejemplo, la norma infinito.

Como consecuencia inmediata del Teorema 5.1, se sigue la convergencia del
Algoritmo 5.3 y por lo tanto del Algoritmo 5.2, exigiendo la realizacién de bas-
tantes iteraciones internas, cuando la matriz A es hermitica y definida positiva
y cuando todas las particiones externas son la misma. Esto queda reflejado en

el siguiente corolario.

Corolario 5.1. Consideramos el sistema lineal (5.1), con A hermitica y
definida positiva. Sea A = P — @ una particidon P-regqular. Suponemos que la
matriz P es hermitica y que las particiones P = B; — C;, 1 < j <r, son P-
requlares. Si ll_lglo q(l,7) = o0, 1 < j <, entonces, el método de multiparticion
en dos etapas (Algoritmo 5.3), converge a la solucidn del sistema lineal (5.1),

para cualquier vector inicial z(9.

Demostracion. Por ser la particién A = P — @Q, P-regular y A hermitica
y definida positiva, por el Teorema 1.8 (Seccién 1.3), se verifica p(P71Q) <
1. Ademds P es hermitica y definida positiva, y como las particiones P =
B; — C;, 1 <3 < r, son P-regulares, se obtiene de nuevo por el Teorema 1.8
(Seccién 1.3), que p(Bj“le) <1, 1 <7 <r. Luego, por el Teorema 5.1 se sigue

la convergencia del Algoritmo 5.3. [
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A continuacién vamos a analizar la convergencia de los Algoritmos 5.2 y 5.3,
para cualquier nimero de iteraciones internas. Hacemos notar, que aunque las
particiones de A sean P-regulares y la matriz A sea hermitica y definida positiva,
puede no darse la convergencia de los Algoritmos 5.2 y 5.3. El siguiente ejemplo

muestra esta situacion.

Ejemplo 5.2. Consideramos la matriz hermitica y definida positiva

3 —1
-1 3

A=

Sea A = P — () una particién de A, donde

3 0 01
P: Q::

?

0 3 10

Dicha particién es P-regular pues la matriz

31
PY+Q= ,
13

es definida positiva. Se observa ademds que la matriz ) no es semidefinida

positiva. Sean P = B; — C; = By — (, particiones de P tal que

2 0 -1 0
B1=B2: ’ C'1202:
0 2 0 -1

Dichas particiones son P-regulares, ya que

10
B +Ci =B +Cy= ,
01
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es definida positiva.

Sean las matrices de peso

10 00
1= E 2 =
00 01
Si calculamos la matrices de iteracién correspondientes al Algoritmo 5.3 con
q(l,7) =1, todas son
TO = (BI'C)+ (I - (BI'G)PTQ

_[os o ] Je2 0 0 1/3
0 —05 0o 3/2||13 o
05 05|
— 1=0,1,2,... .
0.5 —0.5

Eista matriz tiene un radio espectral igual a 1, por lo que el Algoritmo 5.3 no es

convergente.

En el siguiente teorema damos un resultado de convergencia para el Algo-
ritmo 5.2 realizando un nimero acotado de iteraciones internas ¢(l,7). Esta
hipétesis es muy realista, ya que en la prictica siempre se realiza un niimero

méximo de iteraciones internas en cada bloque.

Teorema 5.2. Consideramos el sistema lineal (5.2), donde la matriz A es
hermitica y definida positiva. Sea A= M — N, donde M = diag(Mj, ..., M,) es
la matriz diagonal por blogues definida en (5.3). Suponemos que M es hermitica
y N semidefinida positiva. Sean M; = F; — G;, 1 < j < r, particiones P-

requlares. St la sucesion de iteraciones internas ¢(1,7), 1 =0,1,2,..., 1 <j <
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T, estd acotada, entonces, el método por blogues en dos etapas (Algoritmo 5.2),

converge a la solucion del sistema lineal (5.2), para cualquier vector inicial z(®.

Demostracién. Sea la matriz H® definida de la forma
HY = diag (F G, (F7'G)10)), 1=0,1,2,....  (5.25)

Como el Algoritmo 5.2 es un caso particular del Algoritmo 5.3, la matriz de
iteracién definida en (5.24) para el Algoritmo 5.3, se puede escribir ahora para

el Algoritmo 5.2 como
T = HO 4 (I - HO)M™'N. (5.26)

Por hipétesis, M; = F; — G;, 1 < j < r, es una particién P-regular de
la matriz hermitica y definida positiva M;. Entonces por el Teorema 1.8 (Sec-
ci6én 1.3), se verifica IO(E]'—IG]') <1, 1<j<r, yporel Lema 1.1 (Seccién 1.3),
para todo j y [, tal que, 1 <j<r, 1=0,1,2,..., la matriz I — (F; 'G;)?®9
es no singular.

Luego, como existe la matriz (I — (F; 'G;)?“))~1, por el Lema 1.3 (Sec-
cién 1.3), para cada j y [, existe un tnico par de matrices P-(l), Q§~l), que

J

son de la forma P = M;(I — (F7'G)e—t y Qg-l) = Pj(l) — M;, tal que

J
(F1Gy)1) = (PP)1QP. Ademss, por el Lema 4.1 (Seccién 4.2), la particién
M; = Pj(l) — Qg-l) es también P-regular.

Paracada l, [ =0,1,2,..., consideramos las matrices
PO =diag (P",... PV}, QU =diag(QY,..-,QY).

Claramente, la particién M = PO —Q® es P-regulary PO = M(I—HW)™1,
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Luego, la matriz de iteracién (5.26), se puede escribir
T = HO 4 M'N - HOMN
= I-T+HY + M 'N-HOMIN
= I—-(I-HI-M'N)
= I-(I-HOM*A=1-(PD) 1A, (5.27)
Claramente, la matriz A — (TW)7 AT es hermitica. Ademés

A— (TOYEATO

=A—(I—- (PO ATA(I - (PY)4)

= ((P<l>)—1A)H A+ APOY 1A - ((P(”)‘lA)H A((PY)714)

= ((PY) A>H [( POY 1 PO _ 4] ((PO) A)

== ((P<l>)—1A)H (P 4+ QU + N ((PW)14). (5.28)

Entonces como la particién M = P® — Q¥ es P-regular, se verifica que la

matriz (PO 4+ QU es definida positiva y como N es semidefinida positiva, de
(5.28) se sigue que la matriz hermitica A — (TW)#AT® es definida positiva.

Entonces, tomando la norma vectorial || - |4 tenemos, para todo z # 0y [ =

07 17 27 et
ITOz|% = (TO)FATYz) = T (TOFATOz < 25 Az = ||z||%.

Ahora consideramos la norma matricial inducida por dicha norma vecto-

rial (ver Definicién 1.7, Seccién 1.2) y obtenemos ||T®W|, = mjgc% <
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mggc% =1, 1 < j <r, de donde se sigue que |[TO||4 <1, 1 < j < r.

Por tanto, como las sucesiones {q({,7)}2,, 1 < j < r, estdn acotadas, hay un

numero finito de matrices de iteraciéon. Luego, para | =0,1,2, ..., existe una
constante real 0 < 6 < 1, tal que |[T®|[, <6 < 1,1=0,1,2,... . Entonces, por
el Lema 1.2 (Seccién 1.3), la demostracién queda finalizada. ]

Queremos hacer notar que las hip6tesis sobre la particién externa A = M~ N
en el Teorema 5.2, implican que esta particién es P-regular. Sin embargo, CcOmo
hemos visto en el Ejemplo 5.2, el hecho de que la particién sea P-regular, no ga-
rantiza la convergencia del método por bloques en dos etapas cuando la matriz
N no es semidefinida positiva. Ademds, la condicién sobre el nimero de iteracio-
nes internas que se realizan en cada bloque, puede ser debilitada suponiendo que
existe una subsucesién {l;}52, tal que las sucesiones {q(lk,7)}2,, 1 < 7 < r,
estan acotadas (ver por ejemplo, [16]).

Por otra parte, de la demostracién del Teorema 5.2, se sigue que cada matriz
de iteracién del Algoritmo 5.2, induce una inica particién que es P-regular.

Este resultado se demuestra en el siguiente corolario.

Corolario 5.2. Consideramos el sistema lineal (5.2), donde la matriz A es
hermitica y definida positiva. Sea A= M — N, donde M = diag(M, ..., M,) es
la matriz diagonal por bloques definida en (5.3). Suponemos que M es hermitica
y N es semidefinida positiva. Sean M; = F; — G;, 1 < j <'r, particiones P-
requlares, entonces, la dnica particién inducida por cada matriz de iteracidn
TO, 1=10,1,2,..., del método por bloques en dos etapas (Algoritmo 5.2), es

P-reqular.

Demostracién. De la demostracién del Teorema 5.2, tenemos p(TV) <
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1,1=0,1,2,..., donde T® es la matriz de iteracién definida en (5.26). En-
tonces, para cada [, de los Lemas 1.1 y 1.3 (Seccién 1.3), se sigue que existe un
tinico par de matrices B; y C, tal que T = B;'C}, donde B; = A(] — T®W)~?
y C; = B, — A.

En la demostracién del Teorema 5.2 hemos visto que T® = I—(PW)~1A, | =
0,1,2,...,con PO = M(I — HY)~' y H® definida en (5.25).

Entonces podemos escribir la matriz B; como
B =A(I-TY) = A(I - I+ (PY) 14t = PO,

Ahora, siguiendo la demostracién del Teorema 5.2, como B; = PW, se verifica
que la matriz Bff + C; = Bf + B, — A es definida positiva y por lo tanto la

particién A = B; — C} es P-regular, y la demostracién queda finalizada. [ |

Como podemos apreciar, los resultados de convergencia del Corolario 5.1
y del Teorema 5.2 estdn basados en particiones P-regulares de una matriz
hermitica. Sin embargo, en el Teorema 5.2 exigimos que ademés la particién
externa A = M — N, satisfaga que N sea semidefinida positiva.

Una forma sencilla de asegurar las hipétesis sobre la particién externa en el
Teorema 5.2, es la que damos a continuacién a partir de la particién de Jacobi
por bloques. Sea la particién A = M — N donde M = diag(Ai1,...,Am) y se
consideran matrices cuadradas diagonales no negativas D;, de tamaifio n;, 1 <
§ <, tal que la matriz N +diag(D;, ... , D,) es semidefinida positiva. Entonces

la particién externa
A=M-— N, (5.29)

donde la matriz M es
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con
M; = Aj; + Dy,
y la matriz N estd definida como

N = N+diag(D1, ..., D),

satisface las hipé6tesis del Teorema 5.2.

Otra forma de asegurar que N sea semidefinida positiva en el Teorema 5.2
es mediante el uso de un pardametro de relajacién w € R, w # 0, en la iteracién
externa. El uso de este pardmetro equivale a considerar la particién A = %M -
(PT“M +N). Sila particién A = M — N es P-regular, entonces para 0 < w < 0,5

la matriz 1=2M + N es semidefinida positiva.

Teorema 5.3. Consideramos el sistema lineal (5.1), donde la matriz A es
hermitica y definida positiva. Sean A = P; — Q;, 1 < j < r, particiones
de la matriz A, tal que P; es hermitica y Q; es semidefinida positiva. Sean

P; = B; — Cj, 1 < j < r, particiones P-regulares y E; = a;1, 1 < j < 'r,

con a; > 0, Y a; = 1. Suponemos ademds que la sucesion de miimeros de
i=1
iteraciones internas q(1,7), 1 =0,1,2,..., 1 < j < r, estd acotada, entonces,

el método de multiparticion en dos etapas (Algoritmo 5.8), converge a la solucidn

del sistema lineal (5.1), para cualquier vector inicial z(©.

Demostracién. Sean T las matrices de iteracién del esquema iterativo
correspondiente al método de multiparticién en dos etapas, definidas en (5.24).

Si consideramos las matrices Tj(l) definidas de la forma
Tj(z) = (B;1Cy)etd) + (] _ (Bj—lcj)q(l,j)> PlQ;, (5.30)

1=0,1,2,..., 1<j<r,
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entonces, las matrices de iteracién T®, con 1 =0,1,2, ..., pueden escribirse
70 =" BT, (5.31)
j=1

Para cada j y [, Tj(l) es la matriz de iteracién correspondiente a un método
iterativo en dos etapas, donde la particién externa es A = P; — @), la particién
interna es de la forma P; = B; —C}, y q(l, ) es el niimero de iteraciones internas

(ver Capitulo 1, Seccién 1.5).

Por el Corolario 1.1 (Seccién 1.5), sabemos que cada matriz de iteracién Tj(l)
induce una Unica particiéon A = Rj(-l) — SJ(-Z), que es P-regular. Luego, las matrices

de iteracién T® de (5.31), se pueden escribir

TO =3 BT =3 B(RY)7S), 1=012....

=1 j=1

Para cada [, I = 0,1,2,..., la matriz T® se puede ver como la matriz de
iteracion de un método de multiparticién, en el que se han considerado para cada
7, 1 <7 <7, la particién P-regular, A = R](-l) — SJ(-Z) y las matrices de peso E;.
Por el Teorema 4.1 (Seccién 4.2), sabemos que si las matrices de peso E; son de
la forma F; = a;, entonces la tnica particién A = U® —V® inducida por cada
matriz de iteracién TW, es P-regular y entonces por el Lema 1.8 (Seccién 1.3),

se verifica p(TW) <1, 1=10,1,2,... .

Como TW = (UD)=1V® = (UD)L(UDO-4) = [-UD)4, 1=0,1,2, ...,
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podemos escribir
A— (TO)YHATO
=A—(I—UNTAHFAT - UD)A)
= (U®)4)" A+ AU A- (UO)4)" A (UP)4)
= (UO)4)" [0 +UO - A] (UO)4)
= (W)™ A)H ()7 + VO] (U®)~4).

Al ser las particiones A = U®D — VO P-regulares, se verifica que la matriz
(U + vV es definida positiva y como (U®)~1A es no singular, podemos
afirmar que las matrices A — (TW)¥ AT® son definidas positivas, es decir, para
todo ¢ # 0, 7 (A — (TO)TATV) 5 > 0.

Por lo tanto, para todo z £ 0, se verifica
1Tz 4 < ||z a-

Si consideramos la norma matricial inducida por dicha norma vectorial (ver

Definicién 1.7, Seccién 1.2), obtenemos |T®||, = maxi% < maxldla —
a0 lella z£0 l1zlla

1, 1 <j <7 Dedonde [TO|4 <1, 1 < j < r, y como el niimero de

iteraciones internas ¢(I,5), { = 0,1,2,..., 1 < j < r, estd acotado, entonces

podemos asegurar que hay un nimero finito de matrices de iteracién T®. Luego,

existe una constante real 0 < 6 < 1, tal que ||[TW|la <0 <1, 1=0,1,2,....

Entonces, por el Lema 1.2 (Seccién 1.3), la demostracién queda finalizada. =

Del teorema anterior se deduce, que cada matriz de iteracién del Algorit-
mo 5.3 estd inducida por una tnica particién que es P-regular. Este resultado

se demuestra en el siguiente corolario.
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Corolario 5.3. Consideramos el sistema lineal (5.1), donde la matriz A es
hermitica y definida positiva. Sean A = P; — Q;, 1 < j < r, particiones
de la matriz A, tal que P; es hermitica y Q; es semidefinida positiva. Sean
P; = B; - C;, 1 < j < r, particiones P-requlares y E; = o;I, 1 < j <7,
con o > 0, iaj = 1. Suponemos ademds que la sucesion de nidmeros de
iteraciones int]ej";bas ql,7), 1=0,1,2,..., 1 < j<r, estd acotada, entonces,
la Winica particidn inducida por cada matriz de iteracion T®, 1 =0,1,2, ..., del

método de multiparticion en dos etapas (Algoritmo 5.3), es P-regular.

Demostracién. De la demostracién del Teorema 5.3, tenemos que p(T®) <
1, 1 =0,1,2,..., donde T® es la matriz de iteracién del esquema iterativo
correspondiente al método de multiparticién en dos etapas, definida en (5.24).
Entonces, para cada [, de los Lemas 1.1 y 1.3 (Seccién 1.3), se sigue que existe
un tnico par de matrices FO y GO, tal que T = (F®)"1GO, donde F® =
AT -TNH1y GO = FO _ A

Como por hipétesis F; = «;I, 1 < j < r, de la demostracién del Teo-
rema 5.3, se sigue que FO = U® y GO = VO, y como se demuestra en el
Teorema 4.1 (Seccién 4.2), dicha particién es P-regular, con lo que queda com-

pletada la demostracién. [ |

Aunque las hipStesis sobre las matrices de peso, en el Teorema 5.3 y en
el Corolario 5.3 son muy restrictivas en la préctica, a continuacién damos un
ejernplo en el que mostramos que si las matrices de peso E; no son de la forma
F; =a;I, 1 < j <r, entonces el Algoritmo 5.3 puede no converger aunque las

particiones P; = B; — C;, 1 < j < r, sean P-regulares.
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Ejemplo 5.3. Consideramos la matriz simétrica y definida positiva

0,5 0,25
0,25 0,5

A=

Sean A = P — Q1 = P, — @, particiones de A, tal que

Po=P=P Q1=0Q:=0Q,
donde
0,75 0 0 0,256 —0,25
0 0,75 | —0,25 0,25
Notamos que la matriz P es hermitica y la matriz @) es semidefinida positiva.

Sean P, = By — Cy y P, = By — Oy, particiones de P, y P» respectivamente, tal

que
41 3,95 1
B1: ) CYln—_— 3
~1 0,5 ~1  -0,25
0,5 —1 0,25 —1
B2: 5 02:
1 4 1 3,25

Dichas particiones son P-regulares, pues las matrices

7,25 0 " 0,25 0O
5 B2 +02:

Bfl + Cl = ’
0 0,25 0 7,25

son definidas positivas.
Sean las matrices de peso

10 00

00 01
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Notamos que las matrices E;, j = 1,2, no satisfacen el Teorema 5.3. Para
todo! =0,1,2,..., si calculamos las matrices de iteracién correspondientes al

Algoritmo 5.3, para ¢(I,1) = ¢(I,2) = 1, todas son

1 0,125

2
TO = J}Zjl E;|B;'C;+ (I - Bj'C;) P7'Q| = 0125 1

Esta matriz tiene un radio espectral igual a 1,125 que es mayor que 1, por lo

que el Algoritmo 5.3 no es convergente.

Este ejemplo nos ha mostrado por tanto, que las hipétesis sobre las matrices
de peso en el Teorema 5.3 no se pueden aligerar como se hizo en el Teorema 5.2
para el Algoritmo 5.2.

Para finalizar esta seccién, analizaremos la convergencia de la versién rela-
jada de los Algoritmos 5.2 y 5.3.

Para obtener la versién relajada del Algoritmo 5.2, se introduce un pardmetro
de relajacién w # 0 de tal forma que la computacién del vector yj(-k) en (5.11)

viene dada ahora por la ecuacién (ver por ejemplo, [18]).
Fiy = w (G ™ + (N2® +0);) + (1 - w) Ff .

Con esta notacién, el método por bloques en dos etapas relajado, viene

expresado por el siguiente algoritmo.
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Algoritmo 5.4. Algoritmo por bloques en dos etapas relajado.
T
Dado un vector inicial z(® = ((xg()))T, . ,(xff)))T> :
Desde I =0,1,2,..., hasta convergencia
Desde 7 =1 hasta r
yj(_o) _ xy)
Desde k =1 hasta ¢(l, j)
Fiyf? =w (G ™ + (N2 + b);) + (1 — w) Fys
(5.32)

I3 l r T
L) ((ygqt INT (o aGNT (e >>)T) _

Claramente, el Algoritmo 5.4, puede considerarse un caso especial del Algo-

ritmo 5.2 en el que se han sustituido las particiones internas M; = F; — G, por

las siguientes

1—
Mj: Fj—<—7c‘d—Fj+Gj>, ].ij’/’, w;éO

1
w

Por tanto, si denotamos por H; = (1 —w)I + wF;'G;, 1 < j <, de (5.25)

y (5.26) se sigue que la matriz de iteracién para el esquema iterativo producido

por el Algoritmo 5.4 se puede escribir como
7O =FY ¢+ 1 -F"YMN, 1=0,1,2,...,
con

7Y — diag ( gD Hg(l,r)) _
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La versién relajada del Algoritmo 5.3, también se obtiene introduciendo un
pardmetro de relajacién w # 0, de tal forma que la computacién del vector yj(.k)

en (5.19) viene dada ahora por la expresién
By = uw (ijg(-’““” +Qz" +0) + (1 - w)Byf*Y.
Teniendo en cuenta esta notacién, el siguiente algoritmo describe el método

de multiparticién en dos etapas relajado.

Algoritmo 5.5. Algoritmo de multiparticién en dos etapas relaja-
do.

Dado un vector inicial z(©.

Desde | =0,1,2,..., hasta convergencia

Desde j =1 hasta r

yg('o) = g
Desde k = 1 hasta ¢(I, j)

By = w (Cul ™ + Q20 +b) + (1 - w) By

J
(5.35)
2+ = 3 B2,
j=1
A partir de (5.24) y siguiendo un razonamiento anilogo al que se ha realizado
para el Algoritmo 5.4, obtenemos que las matrices de iteracién para el esquema

iterativo definido por el Algoritmo 5.5 estdn definidas por la expresién

TO =3 B [R“) + (1 - R“)PQ;], 1=0,1,2,..., (5.36)

=1

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2000.



Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.

5.2 Convergencia 187

donde
Rij=(1-w)l+wB;'C;, j=12,...,r (5.37)

Es decir, el Algoritmo 5.5 puede verse como un caso especial del Algoritmo 5.3,

en el que las particiones internas son de la forma

P = iBj - (1"7‘”33- n q-) .
A continuacién damos resultados de convergencia para los Algoritmos 5.4 y
5.5.
Comenzamos con un teorema, que bajo las mismas hipétesis que el Teore-

ma 5.1, asegura la convergencia del Algoritmo 5.5 para valores del factor de

=, p= max(B;'C;) .

relajacién entre ( < w <
y = I+p? 1<5<r

Teorema 5.4. Consideramos el sistema lineal no singular (5.1). Supone-
mos que las particiones externas (5.12) son todas A = P—Q), tal que p(P~'Q) <
1. Sean P = B; — C;, 1 < j < r, particiones convergentes. Si llimq(l,j) =

—00
. 2 _ —1v ;
0, 1 <ji<ryd<wc< T con p = %?ép(Bj C;), entonces, el algoritmo

de multiparticion en dos etapas relajado (Algoritmo 5.5), converge a la solucidn

del sistema lineal ( 5.1 ), para cualquier vector inicial ©.

Demostraciéon. Siguiendo la demostracion del Teorema 5.1 y teniendo en
cuenta la expresién (5.36), para probar la convergencia del Algoritmo 5.5 serd

suficiente ver que las matrices R; definidas en (5.37) como
R; = (1 —w)I +wB;'C;,

satisfacen que su radio espectral es menor que 1.
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Por las propiedades del radio espectral, podemos asegurar que
_ -1
P (RJ) = p ((1 - w)I -+ UJBj CJ)
< |1~ w|+wp(B;'C)
-1
< 1-wl+wmaxp(B;C;).

Ademsds, como las particiones P = B; — C; son convergentes, entonces se
. _1 -

verifica 1Igjasxr,o(Bj C;)=p<L.
Luego, para 1 < j <r,1=0,1,2,..., y segin el valor del factor w, distin-

guimos dos casos:

a) 0 <w< 1.
p(R) < [1-w|+wp
= l—w+wp
< 1
2
b))l <w< ——.
) L+p
p(R) < [1—w|+wp
= w—14+wp
= w(l+p)—1
< 1+p)—1
= 1.
Luego asi queda demostrada la convergencia del Algoritmo 5.5. [
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Como consecuencia de este teorema se sigue la convergencia del Algorit-

mo 5.5 bajo las mismas hipétesis que el Corolario 5.1, para valores del factor de

-2

relajaciéon w, 0 < w < Tip?

con p = ﬁlgép(Bj‘lC’j).

Corolario 5.4. Consideramos el sistema lineal (5.1), donde la matriz A es
hermitica y definida positiva. Sea A = P — @Q una particién P-reqular. Supone-
mos que la matriz P es hermitica y que las particiones P = B; —C;, 1< j <,
son P-regulares. Si Jim gll,j) = 00, 1 < i <ryld < w < ﬁ, con
p = max p(Bj*le), entonces, el método de multiparticion en dos etapas relajado

XIST

(Algoritmo 5.5), converge a la solucidn del sistema lineal (5.1), para cualquier

vector inicial z(©.

Demostracién. Consideramos para cada j, las matrices R; = (1 — w)I +
wB; 1C;. En el Corolario 5.1 ya vimos que por ser las particiones P = B;—-C;, P-
regulares, se verificaba que p(B} 1C;) < 1. Por tanto, siguiendo la demostracién
del Teorema 5.4, si 0 < w < 1—42-—5 se tiene que p (R;) < 1. Asf la demostracién

queda finalizada. [ |

El siguiente teorema, bajo las mismas hipétesis que el Teorema 5.2, asegura
la convergencia del Algoritmo 5.4 para valores del factor de relajacién entre

O<w<1.

Teorema 5.5. Consideramos el sistema lineal (5.2), donde la matriz A es
hermitica y definida positiva. Sea A= M — N, donde M = diag(M, ... ,M,) es
la matriz diagonal por bloques definida en (5.3). Suponemos que M es hermitica
y N es semidefinida positiva. Sean M; = F; — G;, 1 < j < r, particiones P-

requlares. Suponemos que las sucesiones de iteraciones internas q(l,7), 1 =
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0,1,2,..., 1 < j < r, estdin acotadas y que 0 < w < 1, entonces, el método
por blogques en dos etapas relajado (Algoritmo 5.4), converge a la solucién del

sistema lineal (5.2), para cualquier vector inicial z©.

Demostracién. Como se ha indicado anteriormente el Algoritmo 5.4, puede
considerarse como un caso particular del Algoritmo 5.2, en el que las particiones
internas son de la forma

1 1-—-
M,-:~F]-—<—ij+Gj>, 1<j<r (5.38)

w w
Para demostrar la convergencia del Algoritmo 5.4, serd suficiente comprobar

que la matriz

1 1—w
LE) 4 (A2YE, G) 1<j< .
(GB)+ (5om+a), 1sisn (59
es definida positiva.

La expresién (5.39) se puede escribir como

1 1—w 1 1—w
ZF. R N = (D4 T\ F )
L+ (19 10) = (L4195 4q,

: 2—-w
- (ZH)mre
2 -2
w

(Z—Zw

w

VB +(F+Gyp), 1<j<r

Por hipétesis, al ser la particiéon M; = F; — G;, P-regular, tenemos que la
matriz F; 4 G; es definida positiva. Por otro lado, si 0 < w < 1, se verifica que
£2v > (), entonces, podemos asegurar que la matriz (%) F;+ (F; + Gj), es
definida positiva y, por lo tanto las particiones (5.38) son P-regulares. A partir

de aqui, por el Teorema 5.2 la demostracién queda finalizada. [
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Al igual que vimos para el Teorema 5.2, un corolario en el que demostrabamos
que cada matriz de iteracién del Algoritmo 5.2 estaba inducida por una tnica
particién P-regular, ahora para la versién relajada, damos también un corolario

que demuestra este resultado cuando 0 < w < 1.

Corolario 5.5. Consideramos el sistema lineal (5.2), donde la matriz A es
hermitica y definida positiva. Sea A= M — N, donde M = diag(M, ..., M,) es
la matriz diagonal por bloques definida en (5.3). Suponemos que M es hermitica
y N es semidefinida positiva. Sean M; = F; — G5, 1 < j <'r, particiones P-
requlares y sea w tal que 0 < w < 1, entonces, la unica particion inducida por
cada matriz de iteracion TW, | = 0,1,2,..., del método por blogques en dos

etapas relajado (Algoritmo 5.4), es P-regular.

Demostraciéon. De la demostracién del Teorema 5.5, tenemos que para
todo [ =0,1,2,..., se verifica p(T®) < 1, donde T® es la matriz de iteracién
de un método por bloques en dos etapas relajado, definida por la expresién
(5.33). A partir de aqui, la demostracién se sigue de forma anéloga a como se

hizo en el Corolario 5.2, y la prueba queda finalizada. [

A continuacién damos resultados de convergencia para el Algoritmo 5.5.
Comenzamos con un teorema que asegura la convergencia de dicho algoritmo
para valores del factor de relajacién w en el intervalo ]0, 1], usando las mismas

hipétesis que en el Teorema 5.3.

Teorema 5.6. Consideramos el sistema lineal (5.1), donde la matriz A es
hermitica y definida positiva. Sean A = P; — Q;, 1 < j < r, particiones de

la matriz A, tal que P; es hermitica y Q); es semidefinida positiva. Sean P; =
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B; — Cj;, 1 < j <, particiones P-requlares y E; = a;1, 1 < j <r, con o >

0, Zaj = 1. Suponemos ademds, que la sucesion de ndmeros de iteraciones
j=1
internas q(l,7), | = 0,1,2,..., 1 < j < r, estd acotada y que 0 < w < 1,

entonces, el método de multiparticion en dos etapas relajado (Algoritmo 5.5),

converge a la solucidn del sistema lineal (5.1), para cualquier vector inicial z(© .

., . . ! ) }
Demostracién. Consideramos las matrices Tj() definidas mediante la ex-

presién
Tj(l) — R;z(l,j) +(I— Rg(l’j))Pj_l i) (5.40)
[=0,1,2,..., 1<j<m,
donde las matrices R;, estan definidas como

1<j<r

’

R;=(1—-wlI+wB;'C;, 1=0,1,2,...

Entonces, teniendo en cuenta (5.36), las matrices de iteracién correspon-
dientes al método de multiparticién en dos etapas relajado se pueden escribir

como

7O = Y E;TY. (5.41)
=1

Para cada j y I, Tj(l) es la matriz de iteracién de un método en dos etapas

relajado, en el que la particién externa es A = P; — );, la particién interna es
1 1—-w
5:5@—(77&+q» (5.42)

y q(1, 7) es el niimero de iteraciones internas.
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Para comprobar la convergencia del Algoritmo 5.5, serd suficiente demostrar
que las particiones internas (5.42) son P-regulares.

Como 0 <w <1y P;=B;—C;, 1 <j<r son particiones P-regulares, al
igual que en la demostracién del Teorema 5.5, podemos asegurar que la matriz
<2—"w23) B; + (B; + Cj), es definida positiva y, por lo tanto las particiones (5.42)
son P-regulares. A partir de aqui, por el Teorema 5.3 la demostracién queda

finalizada. ]

Del teorema anterior se deduce que cada matriz de iteracién del Algorit-
mo 5.5 estd inducida por una tnica particién que es P-regular. Este resultado

se demuestra en el siguiente corolario.

Corolario 5.6. Consideramos el sistema lineal (5.1), donde la matriz A es
hermitica y definida positiva. Sean A = P; — Q;, 1 < j < r, particiones
de la matriz A, tal que P; es hermitica y Q; es semidefinida positiva. Sean
P; = B; — Cj’rl < 7 < r, particiones P-regulares y F; = o1, 1 < 7 <7,

con a; > 0, Zaj = 1. Suponemos ademds que la sucesion de nimeros de

j=1
iteraciones internas q(1,7), 1 =0,1,2,..., 1 < j <r, estd acotada, entonces,
la tinica particién inducida por cada matriz de iteracion T®, 1 =0,1,2, ..., del

método de multiparticion en dos etapas relajado (Algoritmo 5.5), es P-regular.

Demostracion. De la demostracién del Teorema 5.6 tenemos que para todo
1=0,1,2..., se verifica p(T®W) < 1, donde T® es la matriz de iteracién de un
método de multiparticién en dos etapas relajado definida por la expresién (5.41).
A partir de aqui la demostracion se sigue de forma similar a la del Corolario 5.3

y asi la demostracion queda finalizada. [ |
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5.3 Monotonicidad

Como ya se ha comentado anteriormente, para comparar la velocidad de
convergencia de un método iterativo, es usual comparar el radio espectral de la
matriz de iteracién para diferentes particiones.

A continuacién damos un teorema de comparacién para las matrices de ite-
racién del Algoritmo 5.2 cuando el nidmero de iteraciones de cada bloque per-

manece fijo en cada iteracién externa.

Teorema 5.7. Sea A una matriz hermitica y definida positiva. Conside-
ramos la particion A = M — N, donde M = diag(M,... ,M,) es la matriz
diagonal por blogues definida en (5.3). Suponemos que M es hermitica y N es
semidefinida positiva. Sean M; = F; —G;, 1 < j <r, tal que F; es hermitica y
G; es definida positiva. Sean ¢1(j), ¢2(4), 1 < j < r enteros positivos. Conside-
ramos dos métodos en dos etapas que difieren sélo en el nimero de iteraciones
internas de cada blogue, fijo para cada iteracion externa, ¢1(j), 1 < j <7, en
un caso y ¢2(j), 1 < j <r, en el otro. Sean Ty, Ty las matrices de iteracion del
Algoritmo 5.2 con ¢1(7) y ¢2(j), 1 < j < r, iteraciones internas respectivamente.

Siqi(j) > ¢2(4), 1 <j <r, entonces p(Th) < p(Ty) < 1.
Demostraciéon. Para k = 1,2, consideramos la matriz 7}, definida como
Ty =Hy+ (I — H)M™'N, (5.43)
donde la matriz H;, estd definida como

Hy = diag ((F;'Gy)*®, ., (F71G)=0). (5.44)
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Claramente, la matriz T} es la matriz de iteracién de un método iterativo
en dos etapas, definido por el Algoritmo 5.2, en el que el nimero de iteraciones
internas en cada bloque 7, 1 < j <r, es qx(j).

Por el Corolario 5.2 (Seccién 5.2), podemos asegurar que cada matriz de
iteracién T} induce una Unica particién A = My, — Nr,, con My, = M(I—H)™
y Np, = Mp, — M que ademds es P-regular. Como ademaés A es definida positiva
podemos asegurar para cada j y ! que la matriz My, es definida positiva, luego
también lo serd cada matriz My, L

Teniendo en cuenta la definicién de Hy, en (5.44), y que

oo
M = (I~ Fj—1Gj)—1Fj—1 _ Z(Fj—lGj)iFj—17

2
=0

podemos escribir la matriz Mz! como
M7t = (I- H)M™
= (I-disg (F7'G)™D, ... (F71G)=0)) M~

= (I—diag (F7'G)™,... ,(F7'G,)®")) diag(M, ..., MY

r

qr(1)—1 ) ge(r)—1 .
= diag Z (F7IGY)'FTL, . Z (F7'G.)E1] . (5.45)
=0 =0
Como para cada j, 1 < j < r, M; y F; son matrices hermiticas, también
ae()—-1 ]
la matriz G; = F; — M; es hermitica. Luego, la matriz Y (F;'G;)'F;* es
i=0

hermitica y por la forma en que estdn definidas las matrices Mr, ! en (5.45),
podemos decir que la matriz Mfkl es hermitica. Por lo tanto, también son
hermiticas las matrices Mr, y Np, = My, — A.

Por la forma en que estdn definidas las matrices Ty en (5.43) y My, =
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M(I — Hy)™!, podemos escribir la matriz hermitica N, de la forma

Nr, = MpTx

%
= MTk(Hk—I-(I—Hk)M—lN)
= Mg Hy + MTk(I — Hk)M—lN
= MTka + MTkMrEklN

= MTka + N. (5.46)

Como las matrices N y N, son hermiticas, de (5.46) se sigue que Mr, Hj, es
hermitica. Por otro lado, para cada j, como F; y G, son hermiticas y definidas
positivas, entonces por el Teorema 1.10 (Seccién 1.3), la matriz F;'G; tiene
valores propios positivos y por lo tanto también son positivos los valores propios
de la matriz Hj, & = 1,2. Como ademés My, es hermitica y definida positiva,
y Hy = Mg (Mg, Hy), de nuevo por el Teorema 1.10 (Seccién 1.3), la matriz
My, Hj, es definida positiva. Por tanto, teniendo en cuenta que N es semidefinida,

positiva, de (5.46) podemos asegurar que la matriz N, es definida positiva.

Para cada j, consideramos dos enteros positivos ¢1(j), ¢2(j), tal que ¢;(5) >
¢2(7) v la matriz Mz' — Mz, que claramente es hermitica. Teniendo en cuenta
el Teorema 1.11 (Seccién 1.3), para completar la demostracién serd suficiente
ver que la matriz M:Fll - Mle es definida positiva, ya que como se explicé en la

Seccién 1.3 esto es equivalente a decir que, Ny, < Np,.
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A partir de (5.45), podemos escribir

q1(1)—1 . q1(r)—1 .
Mgz = Mg = diag| Y (F{'GO)'FTY.., Y (FT'GH)E
i=0 =0
22(1)-1 _ g2(r)—1 '
~ disg| > (FUGOFL., Y (UG
i=0 =0
a(1)-1 . a1 (r)—1 _
= diag | > (Fy'Gy)'FY. .., Y (E7'G,)F
i=g2(1) i=qa(r)
q1(j)~1 ]
Puesto que Fj es hermitica y definida positiva, y > (F;'G;),, 1<j<r
i=g2(j)

tiene valores propios positivos, entonces del Teorema 1.10 (Seccién 1.3), se sigue
que la matriz diagonal por bloques My' — My" es definida positiva, y asf la

demostracién queda finalizada. [

El resultado obtenido en el Teorema 5.7 parece intuitivo, pero como ilustra-
mos a continuacién, si las condiciones impuestas en el mismo no se satisfacen,

dicho teorema puede no ser cierto.

Ejemplo 5.4. Consideramos la matriz simétrica y definida positiva

2 0
0 2
Sea A = M — N una particién de la matriz A, donde

A=

3 0 10
M: N:

?

0 3 01
Como se puede observar, la matriz M es hermitica y la matriz N es semidefinida
positiva. Sea M = F — G, una particién de M, tal que

20 -1 0
F: G:

7

0 2 0 -1
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Dicha particién es P-regular, pues la matriz

10
FE LG = :
01
es definida positiva. Segin el Teorema 2.1 de [71], el método en dos etapas
converge para estas particiones. Sin embargo, si tomamos ¢ =2 y g = 1, se

observa que calculando las matrices de iteracién correspondientes, tenemos

0,5 0
T,=F1'G)*+ I - (F'G))M™'N =
0 0,5
y
-1 1 -1 1 -1 00
Tp=(F ') +(I—(F'G)YM™'N =
00

Si calculamos el radio espectral de cada una de las matrices de iteracién tenemos

p(Ty,) = 0,5y p(Ty,) = 0, que son menores que 1, pero sin embargo,

P(qu) < P(qu)a

siendo g2 < ¢;. Esto es debido a que la matriz G no es definida positiva, como

exigia el Teorema, 5.7.
A continuacién se da un teorema de comparacién para el Algoritmo 5.3.

Teorema 5.8. Sea A una matriz hermitica y definida positiva. Considera-
mos las particiones A = P; — Q;, 1 < j < r, tal que P; es hermitica y Q; es
semidefinida positiva. Sean P; = B; — C;, 1 < j < r, tal que la matriz B;
es hermz’tjca y C; definida positiva. Consideramos E; = a;I, 1 < 5 < r, con

a; >0, Y a; = 1. Consideramos ademds, dos métodos de multiparticién en dos
i=1
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etapas que difieren sélo en el numero de iteraciones internas que se realizan para
cada particion externa fija, con ¢1(j), 1 < j <1 ndmero de iteraciones internas
en un caso y q2(j), 1 < j < r, en el otro. Sean Ty, Ty las matrices de itera-
cién correspondientes al Algoritmo 5.3 con ¢1(§) v q¢2(3), 1 < j < r el numero
de iteraciones internas que realiza cada método. Si 1(j) > ¢2(j), 1 < j <r,

entonces p(T1) < p(Tz) < 1.

Demostraciéon. Para k = 1,2 y para cada 7, 1 < j < r, definimos la matriz

T}, ; como
Ty ; = (Bj—lcj)%(j) + (I _ (Bj—lcfj)%(j)> Pj_le, 1<ji<r

La matriz T} ; es la matriz de iteracién correspondiente a un método en
dos etapas donde las particiones externas son A = P; — @), las particiones
internas son P; = B; — Cj, y qi(j) es el nimero de iteraciones internas. Por
el Corolario 5.2 (Seccién 5.2), se deduce que la tnica particién A = Ry ; — Sk
inducida por cada matriz de iteracién T} ; es P-regular.

Entonces, para k = 1,2, cada matriz de iteracién T} del Algoritmo 5.3 se

puede escribir como

Th=73 ETh;, con Ty;=R;;Sk; (5.47)

=1

Adem3s, la matriz Ry ; se puede escribir como

Ry;=P;(I- (B.—lc‘j)qk(j))—l, k=12, 1<j<r

J
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Luego
Ryj = (I-(B;'C)=W) P!

= (I-(B;'C))=D)(I-B;'Cy) B}
ax(7)—1 ) -
= Y (B;'C;)'B;t. (5.48)

1=0

Como P; y B; son hermiticas entonces la matriz C; = P; — B; es hermitica,
luego la matriz qk% I(Bj" 'C;)'B;* es hermitica y por la forma en que estin
definidas las matxf;:(:es jo en (5.48), podemos asegurar que también dichas
matrices son hermiticas. Claramente, también son hermiticas las matrices Ry ;
Y Skj = Rij — A

Por otro lado, para cada j, 1 < j <r, la matriz Sy ; se puede escribir para
k=1,2, como

Skj = Rin;Th; = Rij(B7'C;)*0) + Q.

Como Sy,; v Q; son matrices hermiticas entonces la matriz Ry ;(B;'C;)%()
es hermitica. Por otro lado, como B; y C; son hermiticas y definidas positi-
vas, entonces por el Teorema 1.10 (Seccién 1.3), la matriz Bj 1C; tiene valores
propios positivos y por lo tanto también son positivos los valores propios de
(By le)q’c(j). Como ademds Ry ; es hermitica y definida positiva entonces, por

el mismo teorema, la matriz Ry ;(B;*

~1C;)%0) es definida positiva y como Q; es

semidefinida positiva, S ; es definida positiva.
Si ahora suponemos que ¢;(j) > ¢2(j) para cada j = 1,2... ,7, entonces de

forma andloga a como se hizo en el Teorema 5.7 , podemos escribir la matriz
a1(j)-1
-1 —1 _ 1 yip—1 o
Ri; — Ry; = > (B;'C;)'B;j' que claramente es hermitica. Como B; es
i=q2(j)
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q(9)~1 '

hermitica y definida positiva y Z (BJ— 1(3’3-)Z tiene valores propios positivos,
i=g2(7)

entonces del Teorema 1.10 (Seccién 1.3), se sigue que Rl_ﬂl- — Ry 31 es definida
positiva, y de aqui S1; < Sa ;.

Por otro lado, de (5.47) cada matriz T} se puede ver como la matriz de
iteracién de un método de multiparticién correspondiente a las particiones P-
regulares A = Ry ; — Sij, kK = 1,2, 1 < j < r, y las matrices de peso E; =
o, 1<5<r.

Del Teorema 4.1 (Seccién 4.2) si E; = o1, para k = 1,2, la tnica particién
A = U, — V} inducida por cada matriz de iteracién Ty es de la forma Uy 1 =
i EjR,;} y Vi = Uy, — A. Por ser R,:} hermitica, la matriz U; ! es hermitica,
ilzulego también lo son Uy y Vi. También, por la forma en que se definié la matriz
U, podemos asegurar, que es definida positiva.

Ademss como Ry;' > Ry}, entonces iEjRi s iEjRi >y por lo tanto
Ut = Ust. Entonces, O < V; <V, y é;l’éonces por mjeIlTeorema 1.11 (Seccién

1.3) p(T1) < p(T3) < 1, y asi la demostracién queda finalizada. =

5.4 Conclusiones

En este capitulo nos hemos centrado en el estudio de la convergencia de los
métodos iterativos en dos etapas, para el caso en que la matriz de coeficientes
A es hermitica y definida positiva.

Considerando los métodos iterativos tipo Jacobi por bloques, se describe el
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método iterativo por bloques en dos etapas, dado por el Algoritmo 5.2.
Después, considerando la técnica de multiparticién y los métodos en dos

etapas, se describe el método de multiparticién en dos etapas, que viene dado

por el Algoritmo 5.3. Este algoritmo se puede ver como un caso especial del

Algoritmo 5.2.

En primer lugar se ha analizado la convergencia del Algoritmo 5.3 cuando
tanto las particiones externas como las internas son convergentes y se realizan
bastantes iteraciones internas. En este caso los principales resultados vienen
dados por el Teorema 5.1 y su Corolario 5.1. Los resultados de convergencia
se basan en considerar todas las particiones externas iguales. Como se pone de

manifiesto en este capitulo, si eso no es asi, el Algoritmo 5.3 puede no converger.

A continuacién se analiza la convergencia de los Algoritmos 5.2 y 5.3 para
cualquier nimero de iteraciones internas cuando la matriz A es hermitica y de-
finida positiva. Los principales resultados vienen dados en los Teoremas 5.2 y
5.3 y sus respectivos corolarios. El Teorema 5.2 demuestra la convergencia del
Algoritmo 5.2 suponiendo que las particiones internas son P-regulares. El Teo-
rema 5.3 demuestra la convergencia del Algoritmo 5.3 bajo condiciones similares
a las del Teorema 5.2 pero exigiendo ademas que las matrices de peso sean de la
forma E; = a;I. Esto, desde el punto de vista de la paralelizacién del método
no es bueno, pero como se pone de manifiesto en este capitulo, si no es asi, el
Algoritmo 5.3 puede no converger. Por tanto, este resultado ha de verse més

como un resultado teérico que como un resultado para su uso experimental.

Para las versiones relajadas se ha probado la convergencia para factores de
relajacién entre 0 y wy, con wy > 1, bajo condiciones similares a las dadas en el

caso no relajado. Los resultados obtenidos se pueden ver en los Teoremas 5.4,
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5.5 y 5.6 y sus respectivos corolarios.

Por ultimo, en los Teoremas 5.7 y 5.8, damos resultados de comparacién para
el radio espectral de la matriz de iteracién que resulta de considerar diferentes
particiones, correspondientes a los Algoritmo 5.2 y Algoritmo 5.3 respectiva-
mente. Para ello, suponemos que el nimero de iteraciones internas que realiza

cada bloque permanece fijo para cada iteracién externa.
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Capitulo 6 :

Precondicionadores basados en

los métodos en dos etapas.

6.1 Introduccion

Dado un sistema de ecuaciones lineales
Az =b, (6.1)

donde A € R™" es una matriz simétrica y definida positiva y z y b son vectores
de tamaifio n, uno de los métodos més eficientes para resolverlo es el método
del gradiente conjugado precondicionado. Como ya vimos en la Seccién 1.7, la
idea del método del gradiente conjugado precondicionado consiste en aplicar el

método del gradiente conjugado a un sistema lineal
Az =,

205
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donde A = SAST, & = (S~1)Tz y b = Sb. Este sistema est4 mejor condicionado
que el sistema (6.1).

El método del gradiente conjugado se puede aplicar sin calcular explicitamente
A, sino resolviendo el sistema auxiliar Ms = 7 en cada iteracién, donde M =
STS y 7 =b— Az es el residuo en la iteracién correspondiente.

Como ya vimos en la Seccién 1.7, dicho método viene dado por el signiente

algoritmo.

Algoritmo 1.2. Algoritmo del Gradiente Conjugado Precondicionado.

Dado un vector inicial z(©.

70 = b — Az
Resolver Ms(©® = 70
ROBERNG)

REPETIR

L (s 7By
T T B0, 40

D) = 2O — qp®

70 = 7O — g Ap®

Resolver M st = 7(+1)

Sl test de convergencia = VERDADERO

entonces FIN
(D) ,U+1)y

/8 T (s(”,r(l))
pHD S0+ _ g0

Hacemos notar que las distintas técnicas de precondicionamiento permiten
evitar el calculo explicito de la matriz M.
Una de esas técnicas, es la basada en las series truncadas de la matriz A.

Esta técnica, como ya vimos en la Seccién 1.8.1, consiste en considerar una
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particién de la matriz A, A = P — @), de tal forma que para resolver el sistema
As = 7T, se realizan m-iteraciones del procedimiento iterativo definido por la
particién anterior, empezando por s = 0. Entonces, la solucién del sistema

Ms = 7 viene dada por la expresién
s={I+R+R*+---+R"YHYP 7,
donde R = P71, y la matriz precondicionante viene dada por la expresién

Mp=P(I+R+R+---+R™ )7L

Como vimos en el Capitulo 1, son muchos los autores que han estudiado
distintos precondicionadores para ell método del gradiente conjugado, desde que
fue introducido por Hestenes y Stiefel [56] en 1952. Sin embargo, la mayoria de
ellos se han dedicado al estudio de precondicionadores secuenciales, o bien, a la

vectorizacién de dichos precondicionadores.

Este capitulo se centra en la parte menos estudiada de este 4rea, los precon-
dicionadores en paralelo. Concretamente, en la Seccién 6.2, siguiendo la idea
bésica del precondicionamiento por series truncadas, construiremos un precon-
dicionador basado en los métodos por bloques en dos etapas. En la Seccién 6.3,
se construye un precondicionador uniendo la técnica de precondicionamiento ba-
sada en la factorizacién incompleta de Choleski y los precondicionadores vistos
en la Seccidén 6.2. En ambas secciones, se presentan condiciones suficientes para

que dichos precondicionadores sean simétricos y definidos positivos.
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6.2 Construccion del precondicionador

Sea A una matriz simétrica y definida positiva, consideramos una particién

de dicha matriz de la forma
A=P—-Q, (6.2)
donde P es una matriz diagonal por bloques de la forma

P = diag(P, . .. ,PT), (6.3)
y cada P;, 1 < j < r, es una matriz no singular, de tamafo n;, inj =n.
Como podemos observar, realizar m pasos del procedimiento i%zll'ativo defini-
do por esta particién para aproximar la solucién del sistema As = 7, corresponde
a ejecutar m pasos del método tipo Jacobi por blogues.
Esto es, en cada iteracién [, I = 1,2,... ,m, se necesitan resolver r sistemas

linealmente independientes de la forma

Pjsg-l) = (Qs"V47);, 1<j<r, (6.4)
(0)

empezando con el vector s;” = 0. Claramente, cada sistema lineal (6.4) puede
ser resuelto por un procesador diferente.

Cuando el tamafio de los bloques diagonales P;, 1 < j < r, es grande,
parece légico aproximar la solucién de los sistemas (6.4), mediante otro método
iterativo, entonces estamos en presencia de un meétodo iterativo en dos etapas
(ver Secci6n 1.5).

Teniendo en cuenta la descripcién tedrica de este método, consideramos para.

cada bloque P; una particién de la forma

P;=B;j—-Cj;, 1<j<rm, (6.5)
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de tal forma que en cada iteracién [, para cada 7, 1 < j < r, realizamos ¢(j)
iteraciones, que llamaremos internas, del procedimiento iterativo definido por
esta particién, para aproximar la solucién del sistema lineal (6.4).

Luego (ver Capitulo 5), precondicionar mediante la técnica de dos etapas

equivale a realizar m-pasos del esquema iterativo
sO=Ts0Y L w-lr 1=1,2,...,m, (6.6)
eligiendo s = 0, donde
T = H+(I-H)P'Q, (6.7)
W = PI-H), (6.8)
donde P es la matriz diagonal por bloques definida en (6.3) y
H = diag((B7*C)™, ... (B*C,)*). (6.9)
Por tanto, a partir de (6.6) podemos escribir

™)

s = st L wis
= T(Ts(m_z) + WD+ Wwir
= T L I+ T)W s

= T8 4 I+ T+THWir

= IO L T+T+T?+- -+ T HWr.

Luego después de m pasos, eligiendo s = 0, el vector aproximacién a la

solucién de As = 7 viene dado por la expresién

s™ = (I4+T+T2 4+ + T HWir,
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y entonces el precondicionador que se obtiene usando esta técnica viene dado

por la expresién
My =WI+T+T* +---+T™HY (6.10)

con T'y W matrices definidas en (6.7) y (6.8) respectivamente.

A continuacién estudiamos la validez del precondicionador (6.10), dando
unas determinadas condiciones a la particién externa (6.2) y a las particiones
internas (6.5), para que la matriz M,,, definida en (6.10), sea simétrica y defi-

nida positiva.

Teorema 6.1. Sea A una matriz simétrica y definida positiva. Sea A =
P —Q una particion de A, donde P = diag(Py, ... , P,) es la matriz diagonal por
blogues definida en (6.8). Supongamos que P es simétrica y Q es semidefinida
positiva. Sean P; = B; — C;, 1 < j < r, particiones P-regulares tal que las
matrices B; son simétricas, entonces la matriz precondicionadora M., definida

en (6.10), es simétrica.

Demostracién. En (6.8) se definfa la matriz W mediante la expresién W =
P(I — H)™', donde la matriz H se definfa en (6.9), y la matriz P, definida en
(6.3), era de la forma P = diag(Py, Ps, ..., P,). Teniendo en cuenta la forma en

que estin definidas las matrices H y P, podemos escribir la matriz W~ como
W—l
=(I-H)P!
= (I — diag((BT*C)™, ..., (B7'C,)*)) P~

= diag (I - (Br*'Cy* ™) P, .., (1 - (BF'C)f P (6.11)
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Ahora bien, las matrices B;, 1 < j < r son no singulares. Adem4s, puesto
que las matrices P; son simétricas y definidas positivas y las particiones P; =
B; - Cj, 1 <7 <r, son P-regulares por el Teorema 1.7 (Seccién 1.3) se cumple
que p(Bj“lC’j) < 1, y del Lema 1.1 (Seccién 1.3), se sigue que la matriz (I —
Bj_le)7 1 < j < r, es nosingular. Luego podemos escribir Pj‘1 = (B;—C;) 1 =
(B;(I — B;'Cy))™ = (I — B;'Cy)™'B;!, 1 < j < r. Por tanto, a partir de la
expresién (6.11) obtenemos

W—l

il

diag ((I — (B0 I (I — ByYCy) T BLY, ... (I — (BI1G) ™Y (I — B;lc,)-lB;l)

It

diag ((I — (By'Cy)*M) i(Bflol)iB;% o (= (BF1C)TM) f}(B:IOMB:l)

=0 1==0
q(1)—1 ‘ q(r)—1 _
=diag | Y (B{'Cy)'BrY,..., > (BS'C)'B.
=0 =0
Por comodidad escribimos
W= diag (R, ..., R.),

donde

a(j)—1

Rij= > (By'C;)'B;', 1<j<r
=0

Por hipdtesis, las matrices P; y B;, 1 < j < r, son simétricas, luego podemos
asegurar que la matriz C; = B; — P; es también simétrica. Entonces para
1 < 7 <r, cada matriz (Bj‘le)"Bj"l, i =0,1,...,q(j) — 1, es simétrica, por
tanto lo serdn las matrices R;. Luego por la forma en que estd definida la matriz
W1, podemos asegurar que también es simétrica.

Por otro lado, la matriz T' correspondiente a la matriz de iteracién de un
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método por bloques en dos etapas, definida en (6.7), se puede escribir como
T = H+({I-H)P'Q
= H+(I-H)(I-P14)
= H+(I—-P1'A) - H(I - P4

= I—(I- H)PA.

Teniendo en cuenta la forma en que estd definida la matriz W en (6.8)

obtenemos
T=1-WTA. (6.12)

Luego teniendo en cuenta la expresién (6.10) y sustituyendo T por su expre-

sién en (6.12) obtenemos

M3 = (I4+T+T* -+ T Hw?

= (I+(I—W_lA)+(I_W_lA)2—|—"'+(I—W_IA)m_1>W—1

[y

= (I —-WwltA)wL
0

i=

Como podemos observar, la matriz M.} es una combinacién lineal de térmi-
nos de la forma (W=1A)W™t, i=0,1,... ,m — 1, que son matrices simétricas.
Luego la matriz M} y por tanto, la matriz M,,, son simétricas y la demostracién

queda finalizada. -

El siguiente teorema demuestra que el precondicionador M,,, definido en

(6.10), es definido positivo.
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Teorema 6.2. Sea A una matriz simétrica y definida positiva. Sea A =
P —@Q una particion de A, donde P = diag(P, ... , P.) es la matriz diagonal por
blogues definida en (6.3). Supongamos que P es siméltrica y Q es semidefinida
positiva. Sean P; = B; — C;, 1 < j < r, particiones P-requlares tal que B;
es simétrica, entonces la matriz precondicionadora M,,, definida en (6.10), es

definida positiva.

Demostracion. Puesto que P;, 1 < j < r es simétrica y las particiones
P; = B; — C;, 1 <j <r son P-regulares, de la demostracién del Corolario 5.2
se sigue que la matriz W = P(I — H)™! es definida positiva, donde la matriz
H esté definida por H = diag((By*C1)?, ... ,(B1C,)4"). Por otro lado, de
(6.10) se sigue

MW = (I+T+T2+- -+ T™Y), (6.13)

conT=1-W1A

Puesto que Ay W™! son simétricas y definidas positivas, por el Teorema 1.10
(Seccién 1.3), los valores propios de WA son positivos y por lo tanto los de
T son reales. Si se denota por A un valor propio cualquiera de T, entonces los

valores propios de M 'W son de la forma
1—-Am
1 e AT = : 6.14
FA4 A — (6.14)

Del Teorema 5.2 (Seccién 5.2) y con las hipitesis de este teorema, se sigue

que p(T') < 1, luego claramente la expresién (6.14) es positiva, y esto nos indica
que los valores propios de M_'W son positivos. Entonces por el Teorema 1.10
(Seccién 1.3), como W es definida positiva podemos asegurar que la matriz
simétrica M} y por lo tanto, la matriz simétrica M,,, son definidas positivas

v de esta forma la demostracién queda finalizada. [ ]
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6.3 Un precondicionador en dos etapas usando

la FIC

Consideramos, sin pérdida de generalidad, que la matriz A estd dividida en

.
7 X r bloques con los bloques diagonales de tamano n;, Z n; = n, de tal forma

que el sistema (6.1) puede ser escrito de la forma j=1
(A Ay o AL T2 ] o]

A'21 A'm A-% U= b.2 ) (6.15)
R N A N

donde z y b son vectores que estan divididos de acuerdo al tamaifio de los bloques
de A. Esta forma de la matriz A puede ser que se obtenga de forma natural,
debido a la estructura del problema, o se puede obtener usando algiin algoritmo
de particién en bloques como MARCA, TPABLO,..., (ver [78]).

Teniendo en cuenta la particién A = P — @, definida en (6.2), consideramos
ahora el caso particular en el que la matriz P, estd formada por los bloques
diagonales de la matriz A dada en (6.15), es decir, P = diag(Ai, ..., An).
Esta particién es conocida como particion de Jacobi por blogues.

Para construir el precondicionador de esta seccién, consideramos para cada
bloque A;; una particién basada en la factorizacién incompleta de Choleski de
una matriz simétrica y definida positiva.

Es decir, las particiones internas definidas en (6.5), se definen ahora como

Ajj = Bj — Cj con Bj = LJL? y Cj 7é O, (616)
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donde L; es una matriz triangular inferior.

Sucede que no a todas las matrices simétricas y definidas positivas se les
puede realizar la factorizacion incompleta de Choleski, por ello, para asegurar
su existencia trabajaremos con unas determinadas matrices.

Sea Z™*™ el conjunto de todas las matrices reales de tamafio n X n que
tienen los elementos fuera de la diagonal no positivos. Teniendo en cuenta estas
consideraciones, el siguiente teorema da condiciones suficientes que aseguran la
existencia de las particiones obtenidas mediante la factorizacién incompleta de
Choleski y ademds asegura que estas particiones sean regulares. Su demostracién

se puede ver en [68] (Teorema 2.4).

Teorema 6.3. Si A € Z™"™ es una matriz simétrica y definida positiva,
existe para cada subconjunto G de G, = {(i,7) : 1 < 4,5 < n} que tiene la
propiedad de que si (4,7) € G implica que (j,i) € G, una dnica matriz triangular
inferior L = (l;;) y una matriz simétrica no negativa N = (n;;), con l;; = 0 si

(4,7) € G yny; =0 51 (4,7) € G, tal que la particién A= LLT — N es regular.

Queremos hacer notar que el método iterativo en dos etapas que resulta
de tomar como particién externa A = P — @ con P = diag(A,...,Amw) ¥
P = B; — C}, obtenida como se indica en el Teorema 6.3, converge a la solucién
del sistema (6.15) (ver por ejemplo [19], [47] y [67]).

A continuacién vamos a estudiar la validez del precondicionador en dos eta-

pas basado en la factorizacién incompleta de Choleski.

Teorema 6.4. Sea A € Z™*™ una matriz simétrica y definida positiva. Sea
A = P — Q una particion de A, donde P = diag(A11, Ass, ..., Ar). Consi-

deramos para cada matriz A;; la factorizacién incompleta de Choleski Aj; =
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B; —Cj;, 1 <j <r, obtenida como se indica en el Teorema 6.5, entonces, la

matriz precondicionadora M., definida en (6.10) es simétrica.

Demostracién. Como la matriz A es simétrica, claramente la matriz P =
diag(Ai1, ..., A.), también es simétrica.

Como A es definida positiva, también cada bloque diagonal A;;,7 =1,2,... ,r
es definido positivo, luego por el Lema 1.4 (Seccién 1.3), las matrices A;; son
M-matrices no singulares, y entonces Aj_j“L > O, es decir, son mondétonas.

Por otro lado, el Teorema 6.3 indica que las particiones A;; = B; — C;, 1 <
j < r, son regulares y como A;jl > 0, 1 <j<r, entonces por el Teorema 1.7
(Seccién 1.3), se verifica que p(B; 'Cj) <1, 1 < j <.

De esta forma, para todo j tal que, 1 < j < r, podemos escribir
-1 _ —1\-1p-1

Entonces, si H = diag((B7*Cy)W, ..., (B1C,)4"), escribimos

Wt=(I-H)P*

= diag((I — (B "C1)* M)A, ..., (I = (B7'Cr)A™) ALY

— diag ((I — (B0 ™Y (I — B{10y) BT, ... (I — (BI1C)IM) (I — B,TIC’T)“IBT‘l)
a()-1 ' a(r)-1 |
=diag { Y (BT'CY'BTY,..., Y (BS'C'B.
=0 =0

Al igual que hicimos en el Teorema. 6.1, escribimos la matriz W1 de la forma

Wl =diag(Ry,... ,R,),

a(j)-1 _
R;= Y (Bi'C;)’B;', 1<j<r.
=0

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2000.



Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.

6.4 Conclusiones 217

Por la forma en que se ha construido la particién A;; = B; — Cj, segin el
Teorema 6.3, podemos asegurar que las matrices B; y C; son simétricas, luego
la matriz W' es simétrica.

De la misma forma que se hizo en el Teorema 6.1, la matriz M_! y por lo

tanto M,, son simétricas y asi la demostracién queda finalizada. [

Teorema 6.5. Sea A € Z™*™ una matriz simétrica y definida positiva. Sea
A = P — Q una particion de A, donde P = diag(A11, As, ..., A.). Consi-
deramos la factorizacion incompleta de Choleski que resulta de considerar las
particiones A;; = B; — C;, 1 < j <, obtenidas como en el Teorema 6.3, en-

tonces la matriz precondicionadora M., definida en (6.10), es definida positiva.

Demostracién. Las matrices A;; y B; son simétricas y definidas positivas.
Por el Teorema 6.3, sabemos que las particiones 4;; = B; —C;, 1 < j <'r,
son regulares. Ademds, podemos asegurar por el Lema 1.4 y el Teorema 1.7 que
p(B; 1C;) < 1y por tanto BJT +C;, 1 <j <r, es definida positiva.

Por tanto, razonando de forma similar a la demostracién del Teorema 6.2, se

obtiene que M., es definida positiva y asi la demostracién queda finalizada. =

6.4 Conclusiones

En este capitulo hemos construido y demostrado la validez de dos precon-

dicionadores paralelos basados en el método en dos etapas para el método del
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gradiente conjugado. Dichos precondicionadores siguen la idea del precondicio-
namiento por series truncadas.

Para construir el primer precondicionador, baséndonos en el método en dos
etapas, consideramos un particién externa de tipo Jacobi por bloques y exigimos
que se realicen ¢(j) iteraciones internas en cada bloque j, 1 < j < r, entonces el
precondicionador resultante viene dado por la expresién (6.10). Para demostrar
su validez se debe demostrar que dicho precondicionador es simétrico y definido
positivo. La prueba de que es simétrico se da en el Teorema 6.1 y la propiedad de
ser definido positivo se da en el Teorema 6.2. En ambos teoremas se consideran
que las particiones internas son P-regulares.

Para el segundo precondicionador, nos basamos también en la técnica en dos
etapas. Para ello se considera la matriz de coeficientes A dividida en bloques y
una particién externa Jacobi por bloques. Para obtener las particiones internas,
cada procesador realiza la factorizacién incompleta de Choleski a su bloque
diagonal correspondiente. Para asegurarnos la existencia de dicha factorizacién,
trabajamos s6lo con matrices de tamafio n X n que tienen los elementos fuera
de la diagonal no positivos. En los Teoremas 6.4 y 6.5, se demuestra que el

precondicionador asi construido es simétrico y definido positivo.
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Capitulo 7

Experimentos numeéricos.

7.1 Introduccion

En los Capitulos 4, 5 y 6, se han estudiado desde el punto de vista tedrico,
distintos métodos iterativos para la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales
en paralelo. En este capitulo, nos planteamos el estudio experimental de dichos
métodos para su ejecuciéon en multiprocesadores, dando resultados numéricos
que muestren su comportamiento.

Dicho estudio se va a centrar en los métodos expuestos en los Capitulos 5y
6. Mas concretamente, presentaremos resultados para los métodos por bloques
en dos etapas y analizaremos el uso de éstos como precondicionadores para el
método del gradiente conjugado. Hacemos notar, que en el contexto de las
matrices hermiticas y definidas positivas, los métodos vistos en el Capitulo 4

tienen més interés tedrico que practico, debido a las condiciones que se exigen a

219
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las matrices de peso. Es por esto que desde el punto de vista experimental nos

centramos en los métodos de los Capitulos 5 y 6.

Previamente a la presentacién de los resultados, en la Seccién 7.2 daremos
una breve descripcién de las dos plataformas de multiprocesadores que utili-
zaremos para la obtencién de los resultados experimentales e indicaremos las
librerias y el paquete de software para el paso de mensajes que utilizamos en
la ejecucién. En la Seccién 7.3 se presentan las distintas matrices con las que
vamos a obtener los resultados numéricos. Utilizaremos principalmente una de
las més conocidas matrices por banda: la matriz de Laplace. También dare-
mos resultados usando las matrices, que hemos denominado Biarmoénicas, que
provienen de la discretizacién de una ecuacién diferencial parcial eliptica que
relaciona el operador Biarménico con una funcién determinada y que verifica
determinadas condiciones de contorno (ver, por ejemplo [88]). Todas ellas son
matrices simétricas y definidas positivas. En la Seccién 7.4 se realizars el estu-
dio experimental de los métodos iterativos por bloques en dos etapas paralelos,
correspondientes al Capitulo 5. En la Seccién 7.5, se analizardn experimen-
talmente los precondicionadores paralelos desarrollados en el Capitulo 6. En
primer lugar, se realizard un estudio experimental de los precondicionadores por
bloques basados en la técnica en dos etapas (Subseccién 7.5.2) y después se
presentaran resultados para los precondicionadores por bloques en dos etapas
que se basan en la factorizacion incompleta de Choleski para la obtencién de la
particién interna (Subseccién 7.5.3). Por tltimo, en la Seccién 7.6 comparare-
mos los distintos métodos que han sido motivo de estudio experimental en esta

memoria, y daremos conclusiones sobre su comportamiento en general.
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7.2 Multiprocesadores utilizados.

Todos los resultados experimentales que se exponen en este capitulo, se han
obtenido, bisicamente, en un multiprocesador de memoria distribuida: el IBM
RS/6000 SP de la Universidad de Alicante. También daremos algunos resul-
tados sobre un Cluster de Pentiums, que pertenece al grupo de Computacién
Paralela del Departamento de Ciencia de la Computacién e Inteligencia Artificial
de la Universidad de Alicante.

Las carateristicas generales de cada una de las plataformas son:

El IBM RS/6000 SP estd formado por 8 nodos thin, conectados mediante
un switch con un ancho de banda de 30-35 Mgbytes/seg., con la configuracién

siguiente:

e Procesador: POWER2 Super Chip 120 MHz.

L1 cache: 128 Kilobytes instrucciones.

RAM: 256 Mgbytes.

Anchura del bus de memoria: 256 bits.

Tiempo de latencia: 40 microseg.

Velocidad del bus: 160 Mgbytes/seg.

Sistema operativo: AIX 4.1.5.

El Cluster estd formado por 6 PC’s conectados mediante un switch con un

rendimiento pico de 100 Mgbytes/seg., con la configuracién siguiente:
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Procesador: Pentium 120 MHz.

RAM: 64 Mgbytes.

Ancho de banda: 6.5 Mgbytes/seg.

Sistema operativo: LINUX 2.2.5.

Como lenguaje de programacién se ha utilizado el Fortran. En el IBM
RS/6000 SP el XL Fortran para el sistema operativo AIX y en el cluster, el
GNU Fortran.

Utilizaremos como paquete de software para paso de mensajes el PVM (ver
[51] y [58]). Este paquete de software permite a una coleccién de ordenado-
res heterogéneos (secuenciales, vectoriales o paralelos) conectarse sobre una red
cualquiera, para aparecer como un inico recurso computacional concurrente de
memoria distribuida. Podemos ver su descripcién en el Capitulo 2 (Seccién 2.6).
Las librerias que utilizaremos para trabajar con vectores, seran las de la coleccién

BLAS [12], mientras que para el manejo de matrices dispersas se han utilizado

distintas rutinas de la libreria SPARSKIT [89].

7.3 Problema modelo

En esta seccién se presentardn las matrices de coeficientes A, con las que

vamos a trabajar para la obtencién de los resultados numéricos.
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Tomaremos como problemas modelos dos tipos de matrices, la matriz que
proviene de la discretizacion de la ecuacién de Laplace y la matriz que proviene
de la discretizacién de la ecuacién Biarmoénica. Todas estas matrices aparecen

en multitud de problemas fisicos y técnicos.

La ecuacién de Laplace relaciona las parciales de segundo orden de una

funcién de dos variables u(z,y) de la forma

VU = Ugy + Uy = 0. (7.1)

A continuacién se busca una solucién en la regién o dominio 2 = [0, a] x [0, b]
satisfaciendo las condiciones de contorno de Dirichlet, correspondientes a los
valores que toma la funcién u en la frontera de 2, éstas vienen dadas por las

expresiones

u(s,0) = u(0,t) =u(s,b) =0,

u(a,t) = 100, 0<s<a 0<Lt<hbh. (7.2)

Para obtener una aproximacién a la ecuacién (7.1) se puede utilizar el método
de diferencias finitas. En este método se discretiza el rectdngulo §2 con una malla

de puntos separados a la misma distancia A de la forma
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b

un T UK

Uz s } Uk

h
. V.

U1 T U1K

0 a

Reemplazando las derivadas por cocientes de diferencias en cada nodo (;, y;)

en que se divide la regién, se obtiene

UWZiv1, Y;) — 2ul(z;, y;) + w(xi1, vy
V2u(mi,yi) _ (Tir1,95) (h2 Ys) (Zi-1,9)

(s, Yir1) — 2u(@s, y5) + w(@s, yj-1)

+ %

) (7.3)
Si lamamos u(z;,y;) = u;; obtenemos
9 1
Voul@s, yi) = S5 [Uisng + Uimrg + o+ s — dug] = 0.
Entonces se obtiene el sistema lineal de ecuaciones

Ax = b,

donde

T = (Ull,--- yUTK, U215 - - - s U2K, - -+ ,UJL, - - - ,UJK) .
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A es una matriz tridiagonal por bloques que tiene J x J bloques de tamaifio

K x K, es decir, A tiene la estructura

I

B -I
-I B

-1

, (7.4)
~I
-1 B

con los bloques identidad I de tamafio K x K, y la matriz tridiagonal B de

tamano K x K viene dada de la forma

r

L

4 -1
-1 4

-1

(7.5)
-1
-1 4

Como podemos observar, claramente la matriz A es hermitica. Ademis A

es definida positiva.

El vector b contiene los valores conocidos de la funcién u en la frontera del

rectangulo 2.

Para el problema de la matriz de Laplace, elegimos matrices A definidas en

(7.4) y B (bloques diagonales de A, definidos en (7.5)) de distintos tamafios.

En la Tabla 1, se pueden ver los distintos tamafios de la matriz A, el orden de

las matrices diagonales B, el niimero de bloques B, el nimero de procesadores

con el que resolveremos el problema en cuestién y el ndmero de filas con las que

trabaja cada procesador, es decir, el tamaifio de cada matriz A4;;, j =1,2,...,r,
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donde r es el niimero de procesadores. Notemos que, en esta tabla, realmente
estamos indicando tres matrices distintas de tamaiio 4096, en funcién del orden y

nuimero de bloques B. Para distinguir a estas matrices utilizaremos la siguiente

notacién:
Notacién | Orden  Numero
B bloques B
4096-N 64 64
4096-S 32 128
4096-B 128 32

Notemos que la matriz 4096-S tiene un ancho de banda pequefio cuando se
compara con la matriz 4096-N, mientras que la matriz 4096-B podriamos decir
que posee un ancho de banda mayor.

En la Tabla 1, en la columna Filas/procesador, las expresiones que aparecen
de tipo exponencial, indican en el exponente el niimero de procesadores que
trabajan con el niimero de filas que se da en la base; por ejemplo, 13442 ex-
presa que dos procesadores trabajan con 1344 filas cada uno. Utilizaremos una
notacién similar en el resto de este capitulo.

El siguiente problema modelo utilizado, puede ser relacionado con el célculo
de la desviacién o deformacién u(z,y), de una placa cuadrada, sujetada por
sus cuatro lados, cuando se le ejerce una presién p(z,y) en cada punto (z,y).
Esta desviacién puede ser modelada mediante una ecuacién diferencial parcial
eliptica que relaciona el operador Biarmdnico
o o a*

4
_ 5
V= oui F 2amma T ogn
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con la funcién que determina la presién p, satisfaciendo condiciones de contorno

de Dirichlet y de Neumann. Més concretamente la desviacién u(z,y) verifica:

Viu = p, en el interior,

ou (7.6)
u=0, — =0, en la frontera.

0v

Notemos que ¥ usualmente hace referencia a un vector unitario perpendicular a
la frontera del dominio y dirigido hacia el exterior. Recordemos que la derivada

) ) i
direccional — se define como:

ov

ou . u(z + ht) — u(z)
—(z) = lim i
ov h—0 h

Para obtener una solucién aproximada de la ecuacién (7.6) usaremos, como
en el caso de la ecuaciéon de Laplace, el método de diferencias finitas. En este
caso, para explotar las condiciones de contorno, se construye una malla de ma-

nera que la frontera del cuadrado no coincide con ninguna linea de la malla sino

que las bisecta, tal y como se puede ver en la siguiente figura:

pnl

A

A NN N Y '
Uy

&
o
¥

Uy

cwsewhew
ISR ER]
TR EEERE

s A e e ——
Upy|  Ugg "ty

hd &
Uy Uy """"'“1;(?
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Si consideramos R y S dos puntos genéricos de la malla, vecinos de la frontera
del cuadrado, es ficil ver que la condicién de contorno u = 0 en la frontera,
implica u(R) + u(S) = 0; ademas la condicién de Neumann 8_11; = 0 nos lleva a
la conclusién de que u(R) — u(S) = 0. Por tanto, u(R) = u(S) = 0, es decir,
la funcién © toma valor nulo en todos los puntos de la malla més préximos a
la frontera del dominio. Por tanto, obtenemos J x J puntos (z;,y;) en donde
debemos aplicar la ecuacién diferencial (7.6) para obtener los valores u;; =
w(zy, xj), 4,7=1,2,...,J.

Si aplicamos dos veces la aproximacién utilizada para el operador de Laplace

en (7.3), obtenemos que
RV, = wuigj
+ 2Uiq -1 — SUi—1,; + 2Ui—1 541
+ w0 — Buy i1 + 200 5 — 8u, i1 4 Ui g0
+ 2uip1,5-1 — BUit1,; + 2Uiy1 541
+ ﬂi+2,j
= h'py (7.7)

donde p;; corresponde al valor de p en los puntos (z;,y;).
Las ecuaciones (7.7) dan lugar a un sistema de J x J ecuaciones lineales
Az =0,
donde
= ( T
T = \U11, U12, ... , ULg, U21, U22, - .- , U2J) ... , UJ1,Uj2, - - - 7uJJ) )
)T

b= h’4(p117p12>"' »D1J,P21,022,--- , D27, --- s PJ1, PI2,--- ,PJJ

)
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y A es una matriz pentadiagonal por bloques de la forma

Q
~ O QU
O Q O ~

~

con [ la matriz identidad y C, D matrices de tamafno J x J definidas como

20
-8
1

-8

20

-8
1

~

1

-8 1
20 -8
-8 20

—~

1
-8

1

1

-8 20

-8

1 -8 20
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-8 2
2 -8 2
2 -8 2
2 -8 2
D=
2 -8 2
2 -8

En la Tabla 2, se presentan las caracteristicas de las matrices Biarménicas
que usaremos en la exposicién de los distintos resultados numéricos, es decir,
los distintos tamanos de la matriz A, el orden de las matrices diagonales C, el
ndimero de procesadores utilizado y el nimero de filas con las que trabaja cada

procesador.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2000.



Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.

7.3 Problema modelo

231

Orden | Orden Nimero Nimero Filas/
A B bloques B | procesad. procesador
1024 32 32 2 5122
4 2564
4096 64 64 2 20482
32 128 3 13442, 1408
128 32 4 10244
10000 100 100 2 50002
3 33002, 3400
4 25004
5 2000°
16384 128 128 2 81922
3 53762, 5632
4 40964
4 6400, 33283
5 3584, 32004
40000 200 200 2 200002
3 132002, 13600
4 100004
5 8000°
50000 500 100 2 250002
4 125004
262144 | 512 512 2 1310722
3 870402, 88064

Tabla 1: Matrices de prueba de Laplace.
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Orden | Orden | Numero Nimero Filas/
A C, D | bloques C | procesad. | procesador

1024 32 32 2 5122
4 2564

4096 64 64 2 20482
4 10244

10000 100 100 2 50002
4 25004

16384 128 128 2 81922
4 40964

40000 200 200 2 200002

Tabla 2: Matrices de prueba de la ecuacién Biarménica.
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7.4 Implementaciéon de los métodos iterativos

paralelos en dos etapas

7.4.1 Introduccion

En esta seccién vamos a describir el algoritmo paralelo con el que obtendre-
mos resultados numéricos que nos muestren el comportamiento del método por
bloques en dos etapas visto en el Capitulo 5.

Para describir las particiones que utilizaremos, consideramos que la matriz
T

A estd dividida en bloques, con los bloques diagonales de tamaifio n;, Z n; =n,
j=1
tal que el sistema Ax = b se puede escribir como

A11 A12 Al'r Ty b ]
Agy Agy - Ay, x b
21 22 2 2 _ '2 7 (7.8)
L A’I"l AT2 o -A'rr 1L Ty ] L b’l‘ |

donde z y b son vectores que estén divididos de acuerdo al tamano de los bloques
de A.

En el Teorema 5.2 se supone que en la particion A = M — N, la matriz N
es semidefinida positiva. Para asegurar esta condicién en la préctica, podemos

elegir la siguiente particién de A:

e Sea A = M — N la particién de Jacobi por bloques de la matriz A, es

decir, M es de la forma

M = diag(All, . ;Arr)- (79)
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e Consideramos una matriz cuadrada diagonal no negativa D, de tamaio n,

definida de la forma

n n
D:dlag Z |’17L1j|,... s Z I’anjI
j=1,j£1 J=Lj#n

e Construimos la particién A = M — N, donde

= diag(Au,...,Aw) + D =diag(My,... ,M,), (7.10)

N = N+D. (7.11)

La particién asi construida satisface las hipétesis del Teorema 5.2 (Sec-

cién 5.2), pues la matriz M es hermitica y la matriz N es semidefinida positiva.

A continuacion se define el algoritmo sincrono para la ejecucién en paralelo

del método por bloques en dos etapas.

Algoritmo 7.1. Algoritmo paralelo sincrono del método

por bloques en dos etapas.

Matriz de coeficientes: A.
Término independiente: b.
Factores no estacionarios gl,7), 1<i<r, 1=0,1,2....

Etapa 1 ~» Elegir el vector inicial (9 y [ = 0.
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Etapa 2 ~~ Etapa interna:

Para cada j =1,2,...,r hacer

zj = (Nz® +b);.
Tomar y](.o) = mgl).
Realizar ¢(l, j) etapas de un método iterativo (ver Nota-1) para obtener
una solucién aproximada del sistema

M;y; = 2.

Etapa 3 ~~ Etapa externa:
x§l+1) _ yj(_Q(l,j))‘

gD = (gD )y,

Etapa 4 ~~ Criterio de convergencia:
2 — 20 <

o Si test de convergencia = VERDADERO, entonces FIN.
e Si test de convergencia = FALSO, entonces
l+—1+1

Volver a la etapa 2.

Nota-1: En el célculo de las iteraciones internas, es decir, para obtener la
aproximacién a la solucién del sistema M;y; = z; utilizaremos distintos métodos
iterativos: Gauss-Seidel, SOR y SSOR.

La parte principal del algoritmo la constituye la Etapa 2, que la denomina-
remos etapa no estacionaria, donde se realizan ¢(l,7), 1 < j < r, etapas de un

método iterativo para aproximar la solucién del sistema Mj;y; = z;, para obtener
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el vector x§l+1). Una vez que todos los procesadores han terminado sus célculos,
se combinan en un mismo instante (fase sincrona), para formar el nuevo vector
iterado global z{(+1),

Los factores ¢(1,7), 1 <j<r 1=0,1,2..., indican el nimero de iteracio-
nes internas mediante las que el bloque j-ésimo de vector iterado, es actualizado
en una iteracién externa [. Generalmente, ejecutaremos para cada bloque un
ntmero fijo de iteraciones internas, es decir, ¢(l,5) = ¢, j = 1,2,...,r, | =
0,1,2..., aunque también mostraremos resultados teniendo en cuenta otras
consideraciones en los factores no estacionarios.

Enumeramos a continuacién, las matrices con las que trabajaremos en el
resto de esta seccién, el vector inicial (9, el término independiente considerado

y el criterio de parada usado:

Matriz de coeficientes A:

Laplace : tamafios 4096, 10000, 16384, 40000 y 50000 (ver Tabla 1).

Biarmoénica: tamafios 4096 y 10000 (ver Tabla 2).

Vector inicial:

Laplace: (@ = (0,...,0)T.

Biarménica: (¥ = (0,...,0)7.

Término independiente:
Laplace: b= (b7,6%,...,05)7, b, € RE, b; = (0,...,100)7.

Biarménica: b= (1,...,1)%.

Criterio de parada:
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Laplace: ||z0+Y) — z0||; <€, e =1077,107%,102.

Biarménica: ||zt — 20|, <€, € = 1072,

En el resto de esta seccidn realizaremos un andlisis exhaustivo de los métodos
por bloques en dos etapas, centrdndonos en los resultados obtenidos para las
matrices de Laplace. Finalizaremos dando algunos resultados para las matri-
ces Biarménicas. En estos ultimos resultados se observard que los tiempos de
ejecuciéon y numero de iteraciones necesarios para alcanzar convergencia son
comparativamente elevados, motivo por el cual no se realiza un estudio exhaus-
tivo del comportamiento de estas matrices sobre los métodos por bloques en dos
etapas. Por el contrario, cuando estudiemos el uso de los métodos en dos etapas
como precondicionadores paralelos, si mostraremos resultados para las matrices
Biarmoénicas, ya que, como veremos, en este caso, el comportamiento es més

eficiente.

7.4.2 Comportamiento de los métodos usando iteracio-

nes internas tipo (Gauss-Seidel

A continuacién, presentaremos los resultados numéricos obtenidos en el IBM
RS/6000 SP, del método por bloques en dos etapas para matrices de Laplace.
En concreto, para las tres matrices de tamano 4096, para la matriz de tamafio
10000 y para la matriz de tamaifio 16384. La estructura de dichas matrices se

ha explicado en la Seccién 7.3.
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En esta subseccién se ha utilizado para aproximar los sistemas internos el

método iterativo de Gauss-Seidel, es decir, el método SOR con w = 1.

Concretamente, en la Tabla 3, se presentan resultados del Algoritmo 7.1 para
las matrices de tamanos 10000 y 16384, y para la matriz 4096-N, tomando como
cota de parada € = 1072, y usando r = 2, 3 y 4 procesadores. Recordamos que
esta dltima matriz de tamafnio 4096 tiene 64 bloques B de tamafio 64. En las
Figuras 1(a), 1(b) y 2 se comparan los tiempos paralelos obtenidos al aplicar el
método a las tres matrices de Laplace de tamaiio 4096, con distintos anchos de
banda. La Figura 1(a) muestra los resultados numéricos para la matriz 4096-N,
la Figura 1(b) muestra los resultados para la matriz 4096-B (32 bloques B de
tamafio 128) y la Figura 2 corresponde a la matriz 4096-S (que tiene 128 bloques
B de tamaifio 32). Para cada una de las matrices se han obtenido los resultados
para 2, 3 y 4 procesadores y la cota de parada elegida en este caso ha sido
e=10"".

Como se puede observar en la Tabla 3, el método tiene un comportamiento
similar para las distintas matrices, en el sentido de que el nimero de iteraciones
globales decrece conforme aumentamos las iteraciones internas en cada bloque.
Por tanto, siempre que esta reduccién de iteraciones globales compense la reali-
zacién de mds iteraciones internas en cada bloque, se observard un menor tiempo
de ejecucién. Este hecho es independiente del niimero de procesadores usados.
Asf vemos, en la Tabla 3, que los tiempos se reducen al aumentar el nimero
de iteraciones internas g, pero sélo hasta un cierto valor, en el cual los tiempos
comienzan a subir. Es a partir de este valor critico en donde la reduccién en
el nimero de iteraciones globales no compensa la realizacién de més iteraciones

internas. En esta tabla, se observa también, un ligero aumento del valor del ¢
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25 S o - S _ S =
20 —_— — —— e e - —
t (seg.) 15 1 - — = — — —
10 e - 1
5 S o
0 1 -
1 2 3 | 4 9
04 procs. 24.07 1523 12.41 11.69 12.22
O3 procs. | 20.13 | 1343 11.35 B _ 1056 10.64
|02 procs. | 18.66 1352 12,09 | 1156 1238
Numero de iteraciones internas
(a) 64 bloques B de tamafio 64 (4096-N).
14
12 — - e
10 f—  foosamer i — e e e
3 — — -
t (seg) — —
6 = —
4§ L
2 . -
0
1 2 3 4 9
4 procs. 12,01 8.02 691 | 551 | 7.1
O3 procs. | 997 | 6.89 | 6.09 591 | 6.75
|02 procs. | 8.88 6,69 | 6.16 i 611 | 733

Namero de iteraciones internas

(b) 32 bloques B de tamafio 128 (4096-B).

Figura 1: Tiempos experimentales del método por bloques en dos etapas con iteraciones

internas Gauss-Seidel. Matrices de Laplace 4096, usando 2, 3 y 4 procesadores. IBM RS/6000
SP. Cota de parada ||z(+Y — 20|, <1077,
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12 4 I B

t (seg.)

1 2 3 4 °
[O4 procs. | 11,64 705 | sea | 498 441
O3pmocs. | w04 | eea | s36 | ae1 | 469
D2oroes.| 936 | ess | 585 | sm_ | sss |

Numero de iteraciones internas

Figura 2: Tiempos experimentales del método por bloques en dos etapas con iteraciones
internas Gauss-Seidel. Matriz de Laplace 4096-S (128 bloques B de tamario 32), usando 2, 3
y 4 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada |2V — 20 ||; <1077,

éptimo conforme aumenta el nimero de procesadores. Podemos pensar, que esto
es debido a que generalmente, cuando aumentamos el niimero de procesadores,
los bloques que se asignan a cada procesador son més pequefios y por tanto cada
iteracién interna requiere de menos célculo, lo que compensars, la realizacién de

maés iteraciones internas y disminuird el nimero de comunicaciones.

Si ahora nos fijamos en los resultados obtenidos para la matriz 4096-N en la
Tabla 3, y en la Figura 1(a), en la cual se ha exigido una cota de parada més
fuerte, observamos que la disminucién de los tiempos al reducir la exigencia del
criterio de parada es considerable. Ademds con ambas cotas de parada, cuando
q > 1, los tiempos disminuyen generalmente de considerar 2 a 3 procesadores
para estas matrices, sin embargo los tiempos empiezan a aumentar cuando con-

sideramos 4 procesadores. Esto es debido a que podemos considerar las matrices
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de Laplace de tamafio 4096 pequeiias frente a un uso de 4 procesadores. En este
caso, el tiempo de comunicacién predomina comparado con el tiempo de calculo.
Debemos sin embargo observar, como ilustran las Figuras 1(b) y 2, que para ma-
trices relativamente pequefias, este hecho, en determinados casos, se invierte a
medida que aumentamos el nimero de iteraciones internas, consiguiendo que
el mejor tiempo se obtenga usando 4 procesadores. Asi, por ejemplo, para la
matriz 4096-S el mejor tiempo, 4,41 segundos, se consigue al considerar 4 pro-
cesadores con ¢ = 9, frente a los 4,69 segundos al usar 3 procesadores y 5,89
segundos al usar 2 procesadores. Para la matriz 4096-B el mejor tiempo, 5,51
segundos, se consigue al considerar 4 procesadores con q¢ = 4. Por el contrario, si
g = 1, el tiempo aumenta con el nimero de procesadores utilizados al considerar
matrices de este tamano.

Por otro lado, atendiendo al ancho de banda de las matrices, si comparamos
los tiempos obtenidos para cada una de las matrices de tamano 4096 elegidas,
los mejores tiempos se consiguen cuando se toman 128 bloques de tamano 32,
es decir, cuando tenemos muchos bloques B pequenos. En este caso los bloques
M definidos en (7.10) poseen més informacién que cuando el ancho de banda
es mayor. Asi, es de esperar que las aproximaciones a las soluciones de los
sistemas M;y; = z; aporten més informacién y, por lo tanto, se obtengan mejores
resultados al aumentar el niimero de iteraciones internas. Esto queda reflejado,
de forma clara, en la Figura 3.

En el resto de apartados de esta seccién, realizaremos un estudio més exhaus-
tivo de los métodos por bloques en dos etapas, atendiendo a los distintos factores
que afectan al problema, pero antes de esto realizaremos ciertas consideraciones

sobre la eleccién de la cota de parada en el resto de resultados numéricos.
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20
18
16
14
12
t (seg.) 10
8
6
o
s e ————————————
0
1 2 3 4 9
—— 409 6-N 18.66 13,52 12.09 11.56 | 123
W= 4096-B 388 ) 6.69 6.16 611 733
_ 4096-S | 936 L 665 | 585 5,71 5.89
Numero de iteraciones internas
(a) 2 procesadores.
25 1
|
20
¥5 S
t (seg.)
10 -
5 = A
0
1 2 3 4 9
—m— 409 6-N \ 20.13 | 13.43 | 11,35 | 10.56 10.64
il 40 96-57;7777 :)7.917 - | 689 | 6.09 | 591 6.75
4096-S | 10,04 6.64 536 491 i 4.69

Numero de iteraciones internas

(b) 3 procesadores.

Figura 3: Método por blogues en dos etapas con iteraciones internas Gauss-Seidel. Relacidn
de tiempos entre matrices de Laplace 4096, con distintos anchos de banda, usando 2 y 3

procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada ||z*1) — z®]|; <107,
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Matriz de Laplace Matriz de Laplace Matriz de Laplace
4096-N 10000 16384
r|q Iter. T.Par. Tter. T.Par. Iter. T.Par.
2 | 1 || 4337 8,52 10309 39,96 16714 99,88
2 || 2412 6,39 5658 31,78 9126 80,56
3 || 1741 5,81 4027 29,65 6457 75,33
4 || 1400 5,62 3190 29,05 5085 73,8
5 || 1194 5,63 2680 29,03 4246 73,67
6 || 1056 5,72 2338 29,39 3681 74,17
9 828 6,16 1762 31,31 2727 78,21
3| 1 || 4428 9,13 10449 38,26 16894 89,88
2 || 2506 6,31 5803 27,84 9312 67,11
3 || 1840 5,43 4179 24,86 6654 60,9
4 || 1503 5,13 3350 23,83 5291 58,1
5 || 1300 5,01 2846 23,55 4461 57,52
6 || 1164 5,01 2508 23,63 3902 57,59
9 941 5,27 1941 25,03 2960 60,54
4| 1| 4513 10,75 10581 40,82 17062 92,39
2 || 2593 7,01 5939 28,02 9485 64,21
3 || 1932 5,85 4324 24,11 6837 56,21
4 || 1599 5,41 3501 22,53 5484 52,58
5 || 1399 5,14 3003 21,87 4661 51,39
6 || 1266 5,07 2670 21,72 4108 51,08
9 1048 5,25 2113 22,83 3180 53,16

Tabla 3: Método por blogues en dos etapas con iteraciones internas Gauss-Seidel. Resulta-

dos para distintas matrices de Laplace usando 2, 3 y 4 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota

de parada ||z(+D — 20|, <
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7.4.3 Sobre la eleccién de la cota de parada

En todos los experimentos presentados hasta el momento en la ejecucion del
Algoritmo 7.1, se ha utilizado como criterios de parada ||z — D], < ¢, con
e =102y e = 10~7. Como comentamos en la Subseccién 7.4.2, al debilitar la
cota de parada se produce una reduccién importante en el tiempo de ejecucion.
Nos interesa entonces, estudiar cémo se comporta el residuo conforme se debilita
dicha cota. La Tabla 4 ilustra dicho comportamiento para la matriz 4096-S
usando 3 procesadores. En esta tabla se comparan los tiempos con diferentes
cotas de parada en el IBM RS/6000 SP y se calcula en cada caso la norma
euclidea del residuo 7 = Az — b, en la iteracién de parada. Como se puede
apreciar, los tiempos se reducen de considerar la cota € = 10~7 a considerar la
cota € = 104 en un 24, 12% de media, y en un 50, 24% de media, si consideramos

la cota € = 1072, y los errores pueden seguir considerdndose aceptables.

e=10"" e=10"* e=10~% % Dif. % Dif.
q T.Par. | ||7||2 || T.Par. | [|7|l2 || T.Par. | [|7]|2 10-7/10~% | 10~7/1072
1 10,04 4E-9 8,42 3E-6 4,97 3E-4 16,13% 50,49%
2 664 | 2E-0 || 520 | 2B-6 || 3,28 | 2B-4 20,33% 50,6%
3 5,36 1E-9 4,31 1E-6 2,74 1E-3 19,58% 48,88%
9 4,69 1E-9 3,58 1E-6 2,45 1E-4 23,66% 47,76%
10 6,21 1E-9 3,67 1E-6 2,89 1E-4 40,91% 53,46%

Tabla 4: Método por blogues en dos etapas con iteraciones internas Gauss-Seidel. Compa-

rando distintas cotas de parada para una matriz de Laplace 4096-S, usando 3 procesadores.

Como uno de nuestros objetivos es comparar este método con el método
del gradiente conjugado precondicionado, hacemos la siguiente reflexion: en el

método del gradiente conjugado precondicionado, vamos a utilizar como criterio
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€e=10"7 || e=10"% || e=10"2
q Error Error Error
1 2E-8 1E-6 1E-4
2 3E-9 3E-7 7E-5
3 9E-9 4E-7 5E-5
9 5E-9 2E-7 4E-5
10 6E-9 3E-7 5B-5

Tabla 5: Comparacion de distintas cotas de parada atendiendo al residuo para el método
por bloques en dos etapas con iteraciones internas Gauss-Seidel. Matriz de Laplace 16384,

usando 2 procesadores.

de parada 777 < ¢, con € = 1077, donde T = Az — b, corresponde al residuo que
se produce en la iteracién de parada. Por otro lado, como puede observarse en
las Tablas 4 y 5, si € = 1077, se produce un residuo 7 tal que 777, es del orden
de 107!, independientemente del tamafio de la matriz. Para poder realizar la
comparacién de los dos métodos tendremos que debilitar, por tanto, la cota de
parada actual hasta conseguir 777 < 10~". Esto se consigue tomando como cota

de parada en el método por bloques en dos etapas € = 1072.

7.4.4 Evolucion de los tiempos atendiendo al nimero de

procesadores y al tamano de la matriz

En la Subseccién 7.4.2 se ha visto que para matrices de tamafnos pequenos
(digamos, por ejemplo, de tamafio 4096), generalmente, no se consigue acelerar
demasiado el método de usar 2, a 3 6 4 procesadores. Nuestro objetivo en este

apartado es ver como evolucionan los tiempos, para una matriz de un determina-
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t (seg) .
30 =" ——— =
22 = T a— TE—
—
20 —— e e s errr—— —
15
1 2 3 4 5 6 9
——2 proces 3996 | 31,78 | 2965 2905 | 2903 | 2939 3131 |
—#—3 proces. | 38,26 | 27,84 | 24,86 | 23,83 | 23,55 23,63 | 25,03 |
— —4proces. | 4082 | 2802 | 2411 | 2253 | 2187 | 2172 | 2283
5proces. | 44,17 | 2907 | 2439 22,43 | 2147 | 2101 | 21,6

Numero de iteraciones internas

Figura 4: Tiempos experimentales del método por blogues en dos etapas con iteraciones
internas Gauss-Seidel. Matriz de Laplace 10000, usando 2, 3, 4 y 5 procesadores. IBM
RS/6000 SP. Cota de parada ||z — z®|; < 1072,

do tamafo, atendiendo al nimero de procesadores. Para esto, en las Figuras 4,
5(a) y 5(b) presentamos los tiempos de convergencia obtenidos para distintos
nimeros de iteraciones internas, para las matrices de tamano 10000, 16384 y

40000, respectivamente, atendiendo al nimero de procesadores utilizado.

Como se puede observar, si ¢ = 1, el mejor tiempo se obtiene utilizando 3
procesadores para las matrices de tamano 10000 y 16384, y para la matriz 40000
usando 5 procesadores. Conforme aumenta el nimero de iteraciones internas,
el tamano de la matriz influye en la elecciéon del nimero de procesadores a
utilizar. Asi, para las matrices de tamano 10000 y 16384, los mejores tiempos
son 21,11 segundos y 50,71 segundos respectivamente, que se obtienen con 5
procesadores y ¢ = 6, pero la reduccién de tiempo frente al uso de 4 procesadores

es practicamente inapreciable (0,8%). La reduccién en tiempo frente al uso de
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120
100 ——— R
80— 2 — 2 ram—— B
t (seg.) 60 I S T S—— - g
40 |- S .
55 R S
0
1 2 3 A4 o ‘v,___,s_,____‘_ 6 | 9
—e—zproces. | 9988 | s0se | 7533 | 738 | 7367 | 7417 | 7821
—=—3proces. | 89.88 67a1 | eoo | ssa | 5752 |
" aproces. | 9239 | 6421 | 5621 | 5258 | 5139
5 proces. 98,11 67,12 | 57,56 | 5285 51,98

Numero de iteraciones internas

(a) Tamafio de la matriz: 16384.

\\‘\ N N e
t (seg.) i ey
\\A,_ ——— — = e e
; w— - . .
300 — 3 e - 3
L A
250 4—— — A A A A
200
1 2 3 4 5 |
—e—2proces. | 547.23 | 44814 | 42204 | 41375 | 41001 | }
—@— 3 proces. i 460,67 73 570,371 | 318.7 305.49 | 303,15 |
—&—4 proces. | 43249 | 31387 | 27997 | 26125 | 25547 | |
5 proccs. 432,32 305,57 262,49 244 46 | 237,19 i

Numero de iteraciones internas

(b) Tamaifio de la matriz: 40000.

Figura 5: Tiempos experimentales del método por bloques en dos etapas con iteraciones
internas Gauss-Seidel. Matrices de Laplace 16384 y 40000, usando 2, 3, 4 y 5 procesadores.
IBM RS/6000 SP. Cota de parada ||z — 2®]; <1072,
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2 procesadores estd en torno al 27% para la matriz de tamafo 10000 y al 30%
para la matriz de tamafio 16384. Sin embargo, para la matriz de tamano 40000
el mejor tiempo, 229,53 segundos obtenido también con 5 procesadores y g = 6,
consigue rebajar el tiempo en un 10% respecto al uso de 4 procesadores y en un
45% respecto al uso de 2 procesadores. Ademads se observa que a medida que
el nimero de iteraciones internas crece, se hace mas significativa la reduccién
en tiempo a medida que aumentamos el nimero de procesadores utilizados; la
razon es obvia, un incremento en el nimero de iteraciones internas hace que el
tiempo de calculo crezca frente al de comunicacién, que disminuye.

De las figuras anteriores también se deduce que conforme aumentamos el
tamano de la matriz el método iterativo se hace mas lento. La Figura 6 ilustra en
qué medida los tiempos crecen al aumentar el tamano de la matriz manteniendo

el mismo nimero de procesadores.

450

4100

350

300

250 1

t (seg.)
200
150 4
100
50 -
0 -
10000 | 16384 | 40000
| —e—2 proces. | 2039 | 74,17 | 411,59
—®—4proces. | 21,72 5108 253,47

T amarfios de matrices de Laplace

Figura 6: Tiempos experimentales del método por bloques en dos etapas con iteraciones
internas Gauss-Seidel. Matrices de Laplace 10000, 16384 y 40000, usando 2 y 4 procesadores
y ¢ =6. IBM RS/6000 SP. Cota de parada ||z(*+V) — z0||; < 10-2.
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7.4.5 Comparacion de los métodos en dos etapas con el

método de Jacobi por bloques

A continuacién, vamos a comparar los resultados del método por bloques
en dos etapas con el método de Jacobi por bloques, que en principio posee un
buen paralelismo inherente. En este caso, los subsistemas diagonales se resuel-
ven (no se aproximan) utilizando la factorizacién completa de Choleski (FCC).
Para ello, presentamos en la Figura 7 los tiempos obtenidos con el método de
Jacobi por bloques, para las matrices de tamano 10000 y 16384, usando 2 y 4
procesadores. En dicha figura presentamos también el tiempo que se ha necesi-
tado para calcular la factorizacién, y en la grafica, se da el porcentaje que este
tiempo representa frente a la resolucién completa del problema. Si comparamos
estos datos con los obtenidos con el método por bloques en dos etapas usando
iteraciones internas Gauss-Seidel que se expusieron en la Tabla 3, se observa
claramente que este método es mas rapido que el método de Jacobi por blo-
ques, incluso descontando el tiempo de la factorizacién. La Figura 8 resume los
tiempos obtenidos para distintos métodos por bloques en dos etapas de la Tabla
3 y los compara con los obtenidos con el método de Jacobi por bloques, para
2 y 4 procesadores y para las matrices de Laplace de tamanos 10000 y 16384.
Notemos que ademads se presenta en esta figura, el tiempo correspondiente al
método de Jacobi por bloques sin considerar el tiempo necesario para obtener

la factorizacién completa de Choleski (Bl/Jacobi — FCC).
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Matriz de Laplace Matriz de Laplace
10000 16384

Procs. Iter. | T. Par. | T. FCC Iter. | T. Par. | T. FCC
2 378 237,82 108,07 495 805,03 374,01

H 4 ” 580’ 72,02 \ 26,24 ” 754 l 235,5 l 91,58 ”

(a)

50 45,11 - 46,45

388

35,44

Porcentaje
1]
b
T
|
\
i

20 I ——

10000 16384

02 proces. [J4 proces.

(b)

Figura 7: Resultados del método Jacobi por blogues. Matrices de Laplace 10000 y 16384
usando 2 y 4 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada ||zt+Y) — 2®|; < 1072,
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250
200 S ——
156 o S
t (seg)
100 | —
SO e - -
Nl e e
q=1 | q=2 1 q=5 Bl/Jacobi | BlJacobi-FCC |
D2proc. | 3996 \ 31,78 | 2903 237.82 “ 129,75 ‘
@4 proc. | 40382 | 28,02 1 21,87 7202 4578 |
(a) Matriz Laplace: 10000.
200 SR -
800 S —
04— S
600 + SR S
500 +
|
t (Seg') T 0 S S S
300 — i
200 P 4;‘
100 +— - S— |
|
SR e e . |
q=1 | q=2 q=> Bl/Jacobi Bl/Jacobi-FCC |
|2 proc. | 199.88 | 8056 | 7367 | 80503 431,02 y
{H4 proc. 9239 64,21 5139 2355 14392

(b) Matriz Laplace: 16384.

Figura 8: Tiempos experimentales del método por bloques en dos etapas con iteraciones

internas Gauss-Seidel y del método de Jacobi por blogues. Matrices de Laplace 10000 y 16384,
usando 2 y 4 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada ||z — 2®]; <1072,
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7.4.6 Influencia del parametro de relajacion

En las secciones anteriores, hemos estudiado el comportamiento de los mé-
todos por bloques en dos etapas usando para la aproximacién de los sistemas
internos el método iterativo Gauss-Seidel, es decir, usando el método SOR para
el caso particular en que w = 1. En esta seccién vamos a estudiar el compor-
tamiento del Algoritmo 7.1 con iteraciones internas SOR para distintos valores
del pardmetro de relajacion w. Las Tablas 6 y 7 muestran los tiempos de ejecu-
cién de dicho algoritmo para las matrices de Laplace de tamano 10000 y 16384,
usando 3 y 4 procesadores, respectivamente. Como se puede apreciar, para cada
factor de relajacién w, las conclusiones son similares a las obtenidas cuando se
utilizan iteraciones internas Gauss-Seidel (w = 1). En particular, el nimero
de iteraciones globales decrece conforme aumentamos el nimero de iteraciones
internas. Este decrecimiento en el nimero de iteraciones globales produce un
menor tiempo de ejecucién cuando compensa el hecho de realizar un nimero de
iteraciones internas determinado en cada bloque. Sin embargo, cabe mencionar
que para valores del parametro de relajacion préximos a 2, la realizacion de méas
iteraciones internas no consigue reducir el tiempo de ejecucién.

Las Figuras 9, 10, 11, 12, 13 y 14, ilustran cémo influye la eleccién del
pardmetro de relajacién w en los tiempos de ejecucion de los métodos por bloques
en dos etapas usando iteraciones internas SOR. En las Figuras 9 y 10 hemos
considerado, para la matriz de Laplace de tamafio 10000, varios métodos por
bloques en dos etapas que difieren en el nimero de iteraciones internas reali-
zadas en cada bloque. Para cada uno de ellas se ha calculado el tiempo de

ejecucién para distintos valores de w. La Figura 9 presenta los resultados para
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t (seg.)

20

sl I — gy

® oo i 1.2 13 | 14 | 1.5 16 | 17 18 | 19
—o—q-1| 4136 | 3996 | 2968 | 2839 | 2084 | 1935 | 1415 | 1221 | 887 635 | 3.69
= —q-2 | 3754 | 3178 | 2623 | 2276 | 1882 | 1595 | 1301 | 1077 | 888 | 682 | 526

=6 | 3365 | 2039 | 2109 | 2221 | 1988 | 1703 | 1476 1343 | 1106 | 10.56 | 9.51

Factores de relajacion

Figura 9: Tiempos experimentales del método por blogues en dos etapas con iteraciones
internas SOR. Matriz de Laplace 10000, usando 2 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de
parada ||z — 20| < 1072

2 procesadores y la Figura 10, para 4 procesadores. De forma andloga, las
Figuras 11 y 12 muestran los resultados obtenidos para la matriz de Laplace de
tamano 16384 para 2 y 4 procesadores, respectivamente, y las Figuras 13 y 14

para la matriz de Laplace de tamafnio 40000 para 2 y 5 procesadores.

De estas figuras se deduce que para las matrices de menor tamano los tiem-
pos bajan a medida que se aumenta el nimero de iteraciones internas g, para
cualquier factor de relajacion hasta cierto valor critico. A partir de este valor
la situacién empieza a invertirse hasta llegar a valores del factor de relajacién
muy proximos a 1,9, donde se obtiene el mejor tiempo de ejecucion del método
con g = 1. Es decir, el mejor tiempo se obtiene, independientemente del niimero
de procesadores para w en torno a 1,9 y ¢ = 1. Sin embargo, queremos hacer

notar, que se aprecia un aumento de dicho valor critico atendiendo al niimero
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t(seg.)
09 |1 oLl 1,2 1,3 1.4 1,5 | 1.6 | 1,7 18 19
— SIS TS W— - L CONEPINEL: FNSC SR 2 0 SS— ! E——— =8 —— m- + -
—e—qg =1 | 47,55 | 40,82 | 33,57 | 2889 | 2357 | 1994 | 1589 | 1291 | 967 | 7,09 | 456
g = | il | ’ r ] Soee ] i | =07 | < s o
m—q =2 | 3229 | 2802 | 2332 | 2033 | 16,98 | 1479 | 1223 | 1058 872 | 747 | 638
a-6| 2420 | 21,72 | 189 | 17,59 | 15.14 | 1397 | 1244 | 1157 | 1044 | 983 | 817 |

Factores de relajacion

Figura 10: Tiempos experimentales del método por bloques en dos etapas con iteraciones
internas SOR. Matriz de Laplace 10000, usando 4 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de
parada ||z+Y) — 2O, <1072

de procesadores usado, que se hace més patente cuando aumenta el tamano de
la matriz. Asi, de las Figuras 13 y 14 se deduce que, para la matriz de tamafio
40000, el mejor tiempo, 29,09 segundos, se ha obtenido con 5 procesadores, para
w = 1,9 y ¢ = 6, consiguiendo una reduccién en el tiempo frente al uso de 2

procesadores de un 33%.
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140

t (seg.)
— \_
55 o R e .
—g
0 T
09 | 1 13 | 1.4 1.5 | 16 | 1.7 18 19
—e—q =1 | 11815 | 9988 |

& | 6423 4783 | 3787 | 30,08 22,05 1535 8.72
57.24 43,12 | 38,12 | 32,04 | 2634 | 1834 | 1583

—m—q=2| 9465 | 856 | 7732 | 3 | 1162
___a=6| 854 | 7417 | 6509 | 5522 | 4933 | 41,28 | 3598 | 3198 | 2634 & 234 | 2052

Factores de relajacion

Figura 11: Tiempos ezperimentales del método por blogues en dos etapas con iteraciones

internas SOR. Matriz de Laplace 16384, usando 2 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de
parada ||z — 20 ||; < 1072,

t (seg.)
<
09 | 1 1.1 | 12 | 13 | 14 1,5 | 1.6 | 1,7 18 19 |
—e—q =1 {11083 | 9239 | 7585 | 6438 | 5291 | 4446 | 3538 | 2838 | 2124 1844 | 939 |
|——q =2 74,99 6421 | 53,71 | 4628 | 3861 | 33,07 | 2734 | 23,11 | 1872 | 1541 | 1227 |
== = O B W | 2 ! 1 | I O O O O O
a=6 | 57,73 | 51,08 | 44,05 | 3957 | 3449 | 3126 | 27,61 | 251 | 2227 | 2046 | 18,67 |

Factores de relajacion

Figura 12: Tiempos experimentales del método por bloques en dos etapas con iteraciones

internas SOR. Matriz de Laplace 16384, usando 4 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de
parada ||z — 2V, < 1072,
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Matriz de Laplace || Matriz de Laplace
10000 16384

q w Iter. T.Par. Iter. T Par:
1 10449 38,26 16894 89,88
2 5803 27,84 9312 67,11
5 4179 23,55 6654 57,52
9 3350 25,03 5291 60,54
1| 22 7360 26,96 11865 63,12
2 4172 20,09 6645 47,79
5 2167 17,96 3337 43,05
9 1835 19,32 2329 49,92
1|14 5053 18,51 8108 43,21
2 2981 14,35 4688 33,78
5 1681 13,93 2526 32,53
9 1143 15,21 1881 38,44
1| 1,6 || 3237 11,84 5150 27,41
2 2081 10,02 3195 22,9

5 1321 10,95 1918 24,79
9 980 11,26 1552 31,68
11,8 1740 6,54 2709 14,41
2 1395 6,73 2037 14,64
5 1051 8,79 1457 18,78
9 829 8,99 1310 26,71
1119 1069 3,91 1613 8,55

2 1130 5,55 1567 11,28
5 945 7,87 1272 16,34
9 773 9,43 1216 24,86

Tabla 6: Comparando el método por blogues en dos etapas con iteraciones internas SOR,
para distintas matrices de Laplace, usando 3 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada
|2+ — 20, <1072 .
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Matriz de Laplace

Matriz de Laplace

10000 16384

q w Tter. T.Par. Iter. T.Par.
1 10581 40,82 17062 92,39
2 5939 28,02 9485 64,21
5 3003 21,87 4661 51,39
9 2113 22,83 3180 53,16
L 1,2 7483 28,89 12021 64,38
2 4314 20,33 6825 46,28
5 2334 16,99 3551 39,04
9 2113 22,67 3180 52,92
1] 14 5170 19,94 8256 44,46
2 3133 14,79 4881 33,07
5 1857 13,51 2751 30,36
9 1484 15,94 2119 35,40
1116 3351 12,91 5294 28,38
2 2248 10,58 3408 23,11
5 1504 10,97 2154 23,76
9 1296 13,86 1796 29,98
11718 1854 7,19 2854 18,44
2 1584 7,47 2277 15,41
5 1239 9,02 1701 18,72
9 1160 12,41 1558 26,03
1119 1186 4,56 1761 9,39

2 1351 6,38 1819 12,27
5 1123 8,15 1522 16,92
9 1108 11,91 1468 24,46

Tabla 7: Comparando el método por bloques en dos etapas con iteraciones internas SOR,

para distintas matrices de Laplace, usando 4 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada

z0+D — 2O, <1072 .
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t (seg.)
0
0.9 : | 12 | 1 14 | 1,5 | 16 | 17 | 18 | 19
—e—q =1 | 653,67 | 5 | | 260,54 | 206,98 | 160,48 | 119,74 | 80,15 | 43387
—m—q =2 | 534,79 | 448,14 | 376,03 | 31437 77 | 215,58 | 174,04 | 138,48 | 106,28 | 7733 | 51,68 |
 q=6 488,09 411,59 | 349,77 | 29995 | 253,04 | 214,53 | 180,56 | 151,36 | 127,47 | 103,62 | 89.09

Factores de relajacion

Figura 13: Tiempos experimentales del método por blogues en dos etapas con iteraciones

internas SOR. Matriz de Laplace 40000, usando 2 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de
parada ||z — 20|); < 1072

400
t (seg.) 300

200

09 | 1 | 1. i2 | 13

1.6 17 | 18 19 |

| 134,27 101,1 | 70,99 | 4235 |
|—s——q =2 | 362,23 | 305,57 | 258,11 218,23 | 183,93 | 154,06 | 128,06 | 105,06 8494 | 6681 5091
| I |

1
q=2
I a=6 26601 22939 18932 | 12399 | 101,01 | 9387 | 76,77 | 6554 | 54,09 | 3243 | 29,09 |

—— = 5226 | 432,32 | 368,1 | 308,08 | 256,69

Factores de relajacion

Figura 14: Tiempos experimentales del método por bloques en dos etapas con iteraciones

internas SOR. Matriz de Laplace 40000, usando 5 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de
parada ||z — 2O, <1072
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7.4.7 Comparacién de los métodos usando iteraciones in-

ternas SOR y SSOR

En esta seccién presentamos resultados ilustrativos del método por bloques
en dos etapas utilizando para la aproximacién del sistema interno el método
SSOR y comparamos dichos resultados con los obtenidos utilizando como apro-
ximacién de dicho sistema la obtenida por el método SOR.

Estudiaremos el comportamiento considerando las matrices de Laplace de
tamafios 10000, 16384 y 40000. En las Tablas 8 y 9 podemos observar los resul-
tados numéricos, atendiendo al factor de relajacién, al utilizar 2 procesadores
y en las Tablas 10 y 11 cuando utilizamos 4 procesadores. Como se puede ob-
servar, en dichas tablas, conforme se aumenta el factor de relajacién, el nimero
de iteraciones internas 6ptimas disminuye. Por otro lado, para cualquier g, los
tiempos bajan al aumentar el factor de relajacién w, hasta un w éptimo en el
que los tiempos comienzan a subir. Este w éptimo ha resultado en nuestros ex-
perimentos en torno a 1,7 y 1,8, algo més bajos que utilizando el método SOR
en las iteraciones internas. Esto es independiente del tamano de la matriz y del
numero de procesadores elegido. Esto queda reflejado, de forma maés clara, en
las Figuras 15, 16 y 17. Sin embargo, el nimero de iteraciones internas 6ptimo
parece aumentar con el nimero de procesadores utilizados, para un tamano de
matriz fija. Esto es debido a que conforme aumenta el nimero de procesadores,
los tamafos de los bloques asignados a estos son més pequenos, y por tanto
la realizacién de més iteraciones internas se compensa con la reduccién en el
nimero de iteraciones globales. Asi por ejemplo, para la matriz de tamano

16384 usando 2 procesadores, se obtiene el mejor tiempo (20,13 segundos) con
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g =1y con 4 procesadores (20,99) para ¢ = 2.

Por otra parte, aunque generalmente el tiempo de ejecucién baja al aumen-
tar, de forma racional, el nimero de procesadores, se ha observado que esto se
invierte en determinados casos cuando trabajamos con el factor de relajacion
6ptimo.

Para finalizar esta seccién, comparamos los resultado de este método con el
que resulta de aplicar el método SOR para el cdlculo de las iteraciones internas.
En las Figuras 18 y 19 comparamos ambos métodos para la matriz de Laplace de
tamaifio 16384, para distintas elecciones del factor de relajaciéon w. En las Figuras
20 y 21 aparecen los resultados para la matriz de Laplace de tamano 40000.
Como podemos observar, para valores pequenos de w préoximos a 1 se obtienen
mejores resultados con el método SSOR, pero conforme nos vamos acercando
al w éptimo usando iteraciones internas SSOR, esto se invierte y resulta ser
mejor el método SOR. Tengamos en cuenta que aunque para w = 1, se consigue
la resolucién del método por bloques en dos etapas con iteraciones internas
SOR, con m4s iteraciones de las necesarias cuando se utiliza el método SSOR,
a medida que aumentamos el factor de relajacién w se va igualando el nimero
de iteraciones, llegando incluso a invertirse la situacién (ver Figuras 22 y 23).
Si tenemos en cuenta que el factor de relajacién éptimo suele ser relativamente
grande y que cada iteracién del método SSOR corresponde a dos iteraciones
SOR, es facil deducir, como se refleja en las figuras y tablas anteriores que el
mejor algoritmo paralelo se obtiene con el método SOR, para cualquier tamano

de matriz.
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t (seg.)
A o
O,
~ R ——— A
T —— - &
Ty S S— ey \%_,
5
09 | 1 1.1 | 1,2 | 1.3 1.4 1,5 1,6 | 157 | 1.8 | 1.9 |
36,33 | 3068 | 2587 | 21.84 1846 1551 | 13,03 | 1096 | 1061 | 9,03 7711.66 |
| 2746 | 2348 20,14 1732 | 1492 | 13,09 1126 | 10,23 967 | 1181
2985 | 2649 | 23,7 | 2133 | 1938 | 17,89 | 1645 | 1532 | 1487 | 1638

Factores de relajacion

(a) 2 procesadores.

t (seg.) 20

09 1 11 | 12 | 13 | 14 15 | 16 17 | 18 1.9
3347 | 2843 | 2432 | 209 | 1832 | 1332 | 1132 | 1078 | 1098 | 1531
2564 | 2219 | 1939 | 1692 | 1766 | 1572 | 1179 | 1073 | 1004 | 1027 | 129 |
2439 | 2198 | 1839 | 1832 | 1828 | 1603 | 1483 | 1401 | 1081 | 1326 | 149 |

Factores de relajacion

(b) 4 procesadores.

Figura 15: Tiempos ezperimentales del método por blogues en dos etapas con iteraciones

internas SSOR. Matriz de Laplace 10000, usando 2 y 4 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota
de parada ||z — 2 ||; <1072,
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95
85
75
65 |
t (seg.) 55
15
35
25
b3 09 | 1 1.1 | 1,2 | 1,3 1.4 | 1;5 | 1,6 1.7 1.8 { 1,9
9261 '7"777,787 1 6561 _;-5-5,; 46,31* 38,69 ‘ 3432 | 25,5.:‘"-‘v_24.54—_j7v.';(;.|73 1 2451
2 | 8358 | 7272 | 59.83 | 5103 | 4345 | 3702 | 3234 | 2703 | 2543 | 2154 | 2523
—a—q=5 8688 | 7531 | 66,01 | 5883 | 5183 | 4626 | 4176 | 3769 | 3521 | 3268 | 3535

Factores de relajacion

(a) 2 procesadores.

75 - =
65
55
t (seg.) A
35
25
15
0.9 1 L,V | 12 | 13 14 | 15 16 | 1,7 1.8 1,9
66,02 | 56,08 | 47,73 | 40,81 34,66 | 2961 25,56 | 22,779 22,32 | 2941 |
N | 2805 | 2220 J el b CERE | BT
52,5 | 4532 | 3938 | 34,33 | 32,84 | 26,44 | 235 21,43 | 2099 | 2591 |
51,94 | 46,65 | 423 | 3866 | 3548 | 3284 | 30,64 2888 28,06 | 30,09

Factores de relajacion

(b) 4 procesadores.

Figura 16: Tiempos ezperimentales del método por blogques en dos etapas con iteraciones

internas SSOR. Matriz de Laplace 16384, usando 2 y 4 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota
de parada |2+ — 2O ||, < 1072,
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t (seg.)
0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1,5 1.6 1.7 1.8 1:9:
—e—q =1 | 389.87 | 32587 | 275,06 | 232,16 | 195.19 | 164,07 | 136.78 | 114,26 | 96,66 99,14 | 10433
—m—q =2 | 310,78 | 264,61 | 226,02 | 193,15 | 165,29 | 141,43 | 121,03 | 103,84 | 904 832 955
—a—q=5 | 29924 | 261,8 | 227,64 | 201,81 | 179,42 | 160,75 | 144,54 | 131,08 [ 119,36 | 112,05 | 119,19

Factores de relajacion

Figura 17: Tiempos experimentales del método por bloques en dos etapas con iteraciones
internas SSOR. Matriz de Laplace 40000, usando 4 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de
parada |z — 2| < 1072,
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Matriz de Laplace || Matriz de Laplace || Matriz de Laplace
10000 16384 40000
q w Iter. T.Par. Iter. T:Par. Iter. T.Par.
1109 || 6721 36,33 10860 92,61 26045 513,02
2 3749 32,28 6002 83,58 14219 466,35
3 2717 32,03 4308 82,49 10073 461,97
4 2193 32,9 3442 84,22 7943 467,84
5 1876 34,02 2017 86,88 6644 477,66
6 1665 35,57 2565 90 5767 490,22
9 1316 40,59 1978 100,77 4291 534,39
1 1 5661 30,68 9128 77,87 21833 430,33
2 3190 27,46 5085 72,72 11976 392,70
3 2337 27,54 3680 70,39 8529 390,81
4 1906 28,56 2966 72,39 6763 397,95
5 1646 29,85 2534 75,31 5688 409,17
6 1474 31,45 2245 78,68 4965 421,86
9 1191 36,8 1767 89,84 3751 465,56
1 | 1,2 4037 21,84 6469 55,39 15347 302,54
2 2341 20,14 3685 51,03 8535 279,75
3 1763 20,82 2728 52,27 6170 282,85
4 1475 22,11 2247 54,98 4967 293,20
5 1304 23,7 1958 58,83 4239 311,27
6 1191 25,42 1768 62,06 3752 321,16
9 1009 31,15 1455 74,16 2943 365,00
1114 2862 15,51 3332 38,69 10576 208,50
2 1732 14,92 2671 37,02 6017 197,23
3 1357 16,02 2046 39,23 4454 204,07
4 1174 17,6 1736 42,47 3669 216,47
5 1067 19,38 1554 46,26 3199 230,34
6 997 21,27 1435 50,35 2888 247,09
9 876 23,09 1242 63,26 2378 294,84

Tabla 8: Comparacion de tiempos del método por bloques en dos etapas con iteraciones
internas SSOR, para distintas matrices de Laplace, usando 2 procesadores. IBM RS/6000
SP. Cota de parada ||zt — 2(|; < 1072,
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Matriz de Laplace

Matriz de Laplace

Matriz de Laplace

10000 16384 40000

q | w Tter. T.Par. Tter. T.Par. Iter. T.Par.
1| 1,6 || 2024 10,96 3112 26,54 6979 137,55
2 1303 11,26 1937 27,03 4131 135,43
3 1071 12,71 1554 29,75 3176 145,60
4 962 14,93 1371 33,5 2709 159,51
5 901 16,45 1266 37,69 2435 175,21
6 862 18,53 1199 42,03 2258 191,71
1| 1,8 || 1659 9,03 2356 20,13 4636 91,37
2 1120 9,67 1556 21,54 2930 95,98
3 944 11,15 1294 24,78 2365 108,44
4 861 12,92 1169 28,59 2092 123,22
5 815 14,87 1099 32,68 1937 139,20
6 787 16,89 1056 37,05 1839 156,21
9 747 23,32 994 50,65 1692 209,85
1| 1,9 || 2146 11,66 2870 24,51 4967 97,9

2 1369 11,81 1822 25,23 3113 102,47
3 1105 13,11 1466 28,06 2483 113,75
4 975 14,7 1290 31,71 2169 127,7
5 898 16,38 1186 35,35 1985 142,95
6 849 18,18 1119 39,24 1865 158,34
9 773 24,01 1016 51,78 1679 210,35

Tabla 9: Comparacion de tiempos del método por blogues en dos etapas con iteraciones

internas SSOR, para distintas matrices de Laplace, usando 2 procesadores. IBM RS/6000
SP. Cota de parada ||z(+1) — 20|, <1072
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Matriz de Laplace || Matriz de Laplace || Matriz de Laplace
10000 16384 40000
q w Iter. T.Par. Iter. T.Par. Iter. T.Par.
1109 7010 33,47 11229 78,12 26619 386,87
2 4056 25,64 6395 61,11 14833 310,75
3 3042 23,9 4725 57,47 10726 294,43
4 2531 23,83 3878 57,52 8628 292,3
5 2224 24,39 3366 58,43 7353 299,24
6 2020 25,46 3024 60,38 6495 303,6
9 1682 28,82 2455 68,2 5055 334,04
1 1 5953 28,43 9502 66,28 22415 325,87
2 3507 22,19 5490 60,13 12610 264,61
3 2672 21,04 4111 49,94 9206 253,2
4 2253 21,25 3414 50,36 7470 253,56
5 2002 21,98 2994 64,81 6418 261,8
6 1756 22,32 2714 54,15 5433 267,54
9 1561 26,78 2250 73,5 4529 299,55
1 | 12 4348 20,73 6847 47,73 15968 232,16
2 2678 16,92 4117 39,38 9216 193,15
3 2116 16,65 3184 40,13 6892 189,67
4 1837 17,3 2716 42,3 5715 193,82
5 1671 18,32 2437 44,53 5005 201,81
6 1562 19,55 2251 44,95 4530 214,99
9 1561 23,79 2022 53,9 3741 247,27
11 1,4 | 3213 18,32 4981 34,66 11282 164,07
2 2092 15,72 3137 30,06 6755 141,43
3 1982 18,54 2524 30,73 5220 145,76
4 1655 18,11 2222 32,84 4452 150,55
5 1441 16,03 2044 35,48 3992 160,75
6 1323 19,09 1926 38,48 3688 172,27
9 1262 19,99 1735 48,14 3185 210,26

Tabla 10: Comparacion de tiempos del método por bloques en dos etapas con iteraciones
internas SSOR, para distintas matrices de Laplace, usando 4 procesadores. IBM RS/6000 SP.
Cota de parada ||z — 2|, < 1072
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Matriz de Laplace

Matriz de Laplace

Matriz de Laplace

10000 16384 40000

q w Iter. T.Par. Iter. T.Par. Iter. T.Par.
1] 1,5 || 2786 13,32 4255 29,61 9426 136,78
2 1870 11,79 2758 26,44 5778 121,03
3 1574 12,43 2267 27,56 4555 124,64
4 1433 13,48 2029 29,99 3950 133,74
5 1352 14,83 1891 32,84 3591 144,54
6 1299 16,27 1800 35,98 3354 156,67
9 1215 20,85 1654 46,02 2967 195,88
1| 1,6 || 2456 11,32 3672 25,56 7868 114,26
2 1696 10,73 2451 23,5 4956 103,84
3 1454 11,44 2056 25,04 3991 109,25
4 1342 12,66 1869 27,6 3521 119,13
5 1278 14,01 1762 30,64 3247 131,08
6 1238 15,5 1693 33,84 3068 143,33
9 1176 20,16 1585 44,06 2779 183,5
1| 1,8 || 2306 10,98 3205 22,32 6023 99,14
2 1603 10,27 2191 20,99 3971 83,2

3 1375 10,82 1859 22,66 3292 90,17
4 1268 11,95 1702 25,16 2966 100,76
5 1209 13,26 1615 28,06 2781 112,05
6 1173 14,72 1562 31,24 2665 127,48
9 1126 19,32 1488 41,4 2496 165,08
1| 1,9 || 3177 15,31 3345 29,41 7185 104,33
2 2045 12,9 2001 25,91 4557 95,50
3 1660 13,06 2191 26,69 3663 100,39
4 1470 13,86 1768 29,87 3220 108,94
5 1358 14,9 1532 30,09 2958 119,19
6 1287 16,12 1344 43,54 2789 130,27
9 1177 20,58 1244 50,31 2528 167,02

Tabla 11: Comparacion de tiempos del método por bloques en dos etapas con iteraciones
internas SSOR, para distintas matrices de Laplace, usando 4 procesadores. IBM RS/6000 SP.
Cota de parada |20+ — 20| < 1072
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90 +— , P SRS EE— — E—— e

t (seg.) 70 4 e — — e S

|—e—SSOR | 6602 | 525 | 4994 | 5036 ]
—#—SOR 9239 | 6421 5621 | 5258 5139 | 51,08 5316 |

Numero de iteraciones internas

45

40
t (seg.)
35

30

—&—SSOR | 3466 30,06 30,73 32,84 | 35,48

—®—SOR | 4446 | 3307 | 3043 | 2982 3036 3126 354 |

Numero de iteraciones internas

Figura 18: Tiempos experimentales del método por bloques en dos etapas con iteraciones
internas SOR y SSOR. Matriz de Laplace 16384, usando 4 procesadores. IBM RS/6000 SP.
Cota de parada ||z(+Y) — zW||; < 1072
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45 7

35 4

t (seg.)

—&—SSOR 25,56 23,5 2504 | 27.6 { 30,64 3384

—=—SOR | 2838 | 23,11 | 22,03 2263 23,76 251 2998

Numero de iteraciones internas

(a) w=1,6

t (seg.)

| 25,16

22,66 | 28,06

—m—SOR | 1844 | 1541 | 1565 1722 | 1872 . 2046 | 2603

Nuamero de iteraciones internas

(b) w=128

Figura 19: Tiempos ezperimentales del método por blogues en dos etapas con iteraciones
internas SOR y SSOR. Matriz de Laplace 16384, usando 4 procesadores. IBM RS/6000 SP.
Cota de parada ||z+Y) — zW|; <1072
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450 T
400 | N e —— e ——
350 e AN —— T S S—

t (seg.)

300

250

1 2 3 | 4 5 L 6 9 |
325,87 | 26461 ' 2532 | 253,56 | 261,8 | 26754 | 29955 |
43249 | 31387 | 27997 | 26125 | 25547 | 25347 | 259,63

Numero de iteraciones internas

250 7

200 |

150 |-
t (seg.)
100 4— e S S—
50 e— e SRR SOPE— B B
0
1 | 2 3 4 5 6 9

—e—SSOR | 164,07 141,43 | 14576 | 150,55 | 160,75 | 17227 210,26
—#—SOR | 20887 156,85 143,63 140,05 141,18 | 143,67 | 158,3

Numero de iteraciones internas

Figura 20: Tiempos ezperimentales del método por blogques en dos etapas con iteraciones
internas SOR y SSOR. Matriz de Laplace 40000, usando 4 procesadores. IBM RS/6000 SP.
Cota de parada ||z — 2|, <1072
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t (seg.)

t (seg.)

200

180 1

160 I

140 +——=

120

100

80 i S - S *

60 l —

so0 | —

20 1 —————— = ———— = — ——

0 :
1 2 3 4 5 6 7
E—O—iﬁmrssorz‘ 11426 10384 | 10925 T l1eas | 13108 14333 1835
;m‘;-sovg 13427 | 105,06 _-_9'5.95A 9837 | 101,49 ~ 10s.98 111,45
Numero de iteraciones internas
(a) w=1,6

180 T—

160 4——

140

120

100

80

60 i ———— s

40 — ————— =

20 =

0

1 2 3 4 5 6 )

7—4—7M§50R | 9914 | 832 9017 100,76 11205 ‘ 127,48 16508
—w—son | soas | 71en YT el | e | isiae |

Numero de iteraciones internas

(b) w=18

Figura 21: Tiempos experimentales del método por bloques en dos etapas con iteraciones

internas SOR y SSOR. Matriz de Laplace 40000, usando 4 procesadores. IBM RS/6000 SP.
Cota de parada |20+ — 2z ||; < 1072
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18000

16000

14000

12000

10000

8000

Iteraciones

6000

4000 -

2000 —

0

Q000

8000

7000

6000

5000

4000

Tteraciones

3000 |

2000

1000

0 -

1 2 3 4 5 6 9

Numero de iteraciones internas

'CISSOR W SOR |

(b) w=1,4

Figura 22: Iteraciones del método por blogues en dos etapas con iteraciones internas SOR
y SSOR. Matriz de Laplace 16384, usando 4 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada
2+ — 2O < 1072
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6000

5000 -

4000

3000

ITteraciones

2000 1

1000

B

Numero de iteraciones internas

| SSOR E SOR |

(a) w=1,6

3500

3000

2500 {—

2000

1500

Iteraciones

1000

500

1 2 3 4 5 6 9

Numero de iteraciones internas

/D SSOR @ SOR |

(b) w=1,8

Figura 23: Iteraciones del método por bloques en dos etapas con iteraciones internas SOR

y SSOR. Matriz de Laplace 16384, usando 4 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada
[2¢+D) — 2@, < 1072
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7.4.8 Variando las iteraciones internas

Uno de los problemas que se plantea, cuando se estudia un método en dos
etapas, es la eleccién del nimero de iteraciones internas. Hasta ahora en la
eleccién hecha del nimero de procesadores y del nimero de filas con las que
trabaja cada procesador, hay un equilibrio que hace que todos los procesadores
tengan aproximadamente la misma carga, es decir, todos aproximan sistemas de
ecuaciones con un numero de elementos similar. Es por esto, por lo que en los
experimentos mostrados hasta el momento, se ha mantenido fijo el nimero de

iteraciones internas para cada bloque.

Nos interesa por tanto estudiar qué ocurre, cuando se produce un desequili-
brio en la carga asignada a cada uno de los procesadores. La Tabla 12 ilustra
esta situacién comparando distintos métodos por bloques en dos etapas aten-
diendo a la eleccién del niimero de iteraciones internas Gauss-Seidel realizadas
por cada procesador. En ellas se ha considerado la matriz de Laplace de tamano
10000 y se han utilizado 2 procesadores. Se han distinguido dos casos. En el
primer caso se ha asignado a cada uno de los procesadores 5000 filas y en el
segundo, un procesador trabaja con 2500 filas y el otro con 7500. Dicha tabla
refleja que si la carga asignada a cada procesador es parecida, lo mds 16gico
parece elegir los factores no estacionarios algo mayores que 1, e iguales para
todos los bloques. Por el contrario, si hay un desequilibrio en la carga entre los
procesadores, se puede elegir el nimero de iteraciones internas realizadas, para
cada bloque, diferente con el fin de conseguir un equilibrio de carga a priori,

resolviendo el problema en menor tiempo.

Siguiendo con el estudio de la eleccién del nimero de iteraciones internas,
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Filas/Bl: 50002 Filas/BI: 2500,7500

q Iter. T.Par. ITter. T.Par.

1 10309 39,96 10184 55,99

5 2680 29,03 2531 39,4

6 2338 29,39 2185 39,5
4,2 4587 39,66 5303 42,68
8,4 2622 40,29 2917 38,09
12,4 2469 54,52 2469 54,52

Tabla 12: Comparacién de tiempos para el método por bloques en dos etapas con iteraciones
internas Gauss-Seidel. Matriz de Laplace 10000, usando 2 procesadores con carga de trabajo
compensada y descompensada entre ellos. IBM RS/6000 SP. Cota de parada ||z —zW]; <
1072

nos planteamos variar éstas cada cierto nimero de iteraciones externas. Los dos

criterios elegidos para el estudio del comportamiento del método han sido:

q(niter) = max(1, q — [niter/k]) k < (250, 500},

q(niter) = q + [niter/k]
En estas expresiones, niter indica el valor actual de la iteraciéon externa y
[] denota la parte entera de un nimero real. Notemos que la eleccién de
q(niter) = max(1, ¢ — [niter/k]) indica que el niimero de iteraciones internas
se inicia con el valor de ¢ y se reduce en una unidad cada k iteraciones externas
hasta llegar a un minimo de 1, en el que permanece constante; es obvio que si
q = 1, entonces q(niter) = max(1,1 — [niter/k]) = 1. Por otro lado, la eleccién
de g(niter) = g + [niter/k], indica que el nimero de iteraciones internas va au-
mentando en una unidad cada k iteraciones externas a partir de un valor inicial
q. Los resultados obtenidos con estas elecciones para el ntimero de iteraciones

internas, los comparamos con el criterio usual que hemos considerado hasta el

momento, es decir, que cada procesador realice un nimero fijo ¢ de iteraciones
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internas en su ejecucion.

Para comparar estos criterios, presentamos en las Figuras 24 y 25 resultados
del método por bloques en dos etapas con iteraciones internas SOR para la
matriz de Laplace de tamafio 16384 usando 2 procesadores. Para w = 1, el
mejor resultado lo obtenemos para el criterio usual de mantener el nimero de
iteraciones internas fijo, siendo el criterio g(niter) = g+[niter/500], el que ofrece
resultados més préximos. Por el contrario, conforme aumenta el pardmetro de
relajacién, la situacién se invierte hasta llegar a obtener mejores resultados con
el criterio q(niter) = max(1, g — [niter/250]).

En la Tabla 13 comparamos estos dos criterios en la eleccién de las iteraciones
internas con la eleccién de factores no estacionarios fijos, cuando resolvemos un
problema mayor con més procesadores. La matriz utilizada, en este caso, ha
sido la matriz de Laplace de tamafio 40000 usando 4 procesadores. Observamos
una sitacién similar a la comentada anteriormente.

De todo lo expuesto en relacién a los criterios de eleccién de la iteraciones
internas, pensamos que es muy dificil el poder asegurar a priori que la eleccién
de uno de estos criterios redundard en un beneficio frente a la eleccién de un
ndmero fijo de iteraciones internas. Ademsds, el beneficio que se obtendria podria

ser, en ocasiones, casi inapreciable.
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110
105 1 e e e s D
100
95
t (seg.) 90
85
80 A
75
707 1 2 3 4 5 6
[—_— @iy | o9ss " sose | 7533 | 738 | 7367 ]
g —q+inter250] | 8162 | 8122 | s1as | 815 | 8201 B
q:;{::r[r:x:cr/so()] 7 T? 78.84 | 7774 ; T 7715 76};177! 77,62 |
%m_n—_q ;max(lyq_[mw,}zsm) TYY | 9s26 \ 96,79 | 9475 | 9231 |
=—s “—'murx(;.;x-i[;i;;r/éool)i:799,7;23‘ | 97,64 | oag2 | 9098 | 8596 )
Numero de iteraciones internas
(a) w=1
75 7 —
70 1
&
65 1
t (seg.) 4
60
[
ss i
50
1 6
’—‘—'q (fijo) | 7043 5522
;——V?-’jrq 7:q7+[niw(7/275L7”7 i 6()’.{5"7# vﬁ21178
g =g *[niter/500] | 57.17 | 5632 | 5637 ) 5732 | 58,04
—W— q =max(l,q - [niter/250]) | 70.43 68,59 | 67,28 65,5 63,32 6095
—— = mmux(1.q - [niter/500T) | 7043 ] 6797 | 6545 | 6228 | s7.68 | 5295

Figura 24: Comparacién de tiempos entre los diferentes criterios de eleccidn del nimero de
iteraciones internas. Método en dos etapas con iteraciones internas SOR. Matriz de Laplace

16384, usando 2 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada ||z'+") — z!|| < 1072,
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49 3 — - S 5 e s = ST
47 4 —
as -
t (seg.) 43 I~
a1
39
7D T R S
8 1 1 2 3 |
i:;q (Fijo) | a7s3 3858 | i
—m—q =q +[niter/250] | 43,71 4405 | |
- q=q +[ni‘lcr/500i” | 41,13 40,48 _i_ |
——q ~max(l,0 - [niter/250]) | 4783 4547 |
= qi;muxﬁﬂ - [niter/5007 | 47,83 i 43,73 1 41, - :
Numero de iteraciones internas
(a) w=1,4
29
27 B
25
23
t (seg.) 21 +—
)
17
15
2 1 | 2 -] | 4 5 6
—e—g (fijo) 77: 1535 | 1583 16 AJ 1896 | 2107 | 234
—@—q=q+niter/250] | 1929 | 2006 | 2127 | 2318 | 2518 | 2734
+ [niter/500] | 1es2 | 1725 | 186 | 2046 22,53 2466 |
—— ax(l.q - [niter/2507]) | 15,35 15,01 | 15,09 | 15.56 i 1655 17,78 }
 a—mex(la-farerS00N | 1535 | 1502 | 1524 1672 | 1883 21,17 |

Numero de iteraciones internas

(b) w=18

Figura 25: Comparacién de tiempos entre los diferentes criterios de eleccién del nimero de
iteraciones internas. Método en dos etapas con iteraciones internas SOR. Matriz de Laplace

16384, usando 2 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada ||z — 2| < 10~2.
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Iter. internas

Iter. internas

Iter. internas

max(1,q — [niter/250]) || g+ [niter/250] q fijo

w | g Iter. "T.Par. Iter. | T.Par. Tter. T.Par.

1 1 40769 432,43 6144 310,7 40769 | 432,43

2 40558 432,28 5912 309,53 22391 | 313,87

6 || 37512 408,98 5156 | 313,96 9203 | 253,47

14 |1 19487 208,87 4564 182,15 19487 | 208,87
2 19271 204,34 4348 181,94 11131 | 156,85

6 16790 190,24 3734 191,47 5204 143,67

18 |1 6387 80,15 3156 95,85 6387 80,15
2 6262 78,18 2995 97,78 4573 77,33

6 5159 78,94 2677 118,17 2957 103,62

Tabla 13: Comparacidn de tiempos entre los diferentes criterios de eleccion del nimero de

iteraciones internas. Método en dos etapas con iteraciones internas SOR. Matriz de Laplace

40000, usando 4 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada ||z — 2t|| < 1072,
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7.4.9 Comportamiento del método atendiendo al multi-

procesador usado

Las Tablas 14 y 15 ilustran cémo se comportan estos métodos atendiendo al
multiprocesador usado. Los resultados de la Tabla 14 corresponden al método
en dos etapas por bloques con iteraciones internas Gauss-Seidel y los de la Ta-
bla 15 con iteraciones internas SSOR. En ambas tablas se ha usado la matriz
de Laplace 4096-N. Como podemos observar, aunque las conclusiones que se
obtienen en lo que se refiere al comportamiento de dichos métodos son simila-
res en el IBM RS/6000 SP y en el Cluster de Pentiums, los tiempos aumentan
considerablemente de utilizar una u otra plataforma. Obviamente, la velocidad
de comunicacién y CPU del Cluster es mucho menor que la del IBM RS/6000
SP. No obstante, cabe mencionar que mientras en el IBM RS/6000 SP no conse-
guimos, en ocasiones, disminuir el tiempo al aumentar el niimero de iteraciones
internas, ocurre justamente lo contrario en el Cluster (ver por ejemplo, los tiem-
pos para ¢ = 1, 2 y w = 1,4 en la Tabla 15). La explicacién la encontramos
en que en el IBM RS/6000 SP la reduccién en el nimero de iteraciones globales
puede no compensar el hecho de realizar més iteraciones internas, debido a que
las comunicaciones son muy rapidas; en el Cluster, al ser las comunicaciones
més lentas, la misma reduccién en el nimero de iteraciones globales si puede
afectar, positivamente, en el tiempo total.

Asi, para ilustrar la diferencia de tiempos en el Cluster, en las Figuras 26,
27, 28 v 29 se compara el tiempo de CPU y el tiempo REAL de convergencia
obtenidos en el Cluster de Pentiums para estos métodos por bloques en dos

etapas al incrementar el nimero de iteraciones internas Gauss-Seidel. En las
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Figuras 26 y 27, se presentan los resultados para la matriz 4096-N usando 2 y
4 procesadores, respectivamente. Las Figuras 28 y 29 ilustran el mismo tipo de
resultados para la matriz de Laplace de tamafio 50000, que recordemos tiene 100
bloques B de tamafio 500. Observamos que la gran diferencia existente entre
ambos tiempos se reduce considerablemente conforme aumentamos el niimero de
iteraciones internas. Esto es 1égico ya que se reduce el niimero de comunicaciones
entre procesadores.

En estas figuras también se presenta el porcentaje que representa el tiempo
que no es de CPU (diferencia entre el REAL y el de CPU) frente al tiempo
REAL de ejecucién. Obviamente este porcentaje crece para una matriz da-
da, al aumentar el nimero de procesadores ya que cuantos mas procesadores
intervengan en la resolucién del problema se disminuye el tamafio de los blo-
ques asignados a cada procesador y por tanto, se reduce el tiempo de CPU,
pero aumenta el nimero de comunicaciones. Por otra parte, si fijamos ahora el
nimero de procesadores (comparar Figura 26 con Figura 28, y las Figuras 27 y
29) observamos que conforme aumenta el tamafio de la matriz este porcentaje

disminuye, es decir, el tiempo de célculo aumenta més que el de comunicacion.
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160 T
140 +— —— = — — s — — —
120 = —— = S s ——
oo |-— D —
t (seg.) 80 |- e — = = — [P —
60 —— — - = =
40 +—— a o | e
20 — — — - — — s -
0
1 3 3 4
DTiempo CPU | 53,86 447 4243 | 4045
OTiempo Real | 90,94 64,19 - 56,54 51,87
Numero de iteraciones internas
5
! 10,77
40 = = = - = e - -
35 o S — — - — —
30,36
30 f— - =
o 25,48
g 25 — — — 22;01 5
g 20 — — ——
15 f—— . — = =
1o ——— - —
5 - - = e -
0
1 2 3 4

Numero de iteraciones internas

Figura 26: Comparacién de los tiempos REALES y de CPU para el método por blogues

en dos etapas con iteraciones internas Gauss-Seidel. Matriz de Laplace 4096-N usando 2

procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada ||z(+Y — zW |, < 1077.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2000.



Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.

7.4 Implementacién de los métodos iterativos paralelos en dos etapas 283

160 71

140

120 — — — — - —

100

t (seg.) 80 + — = T S . el

1 2 3 4
W Ticmpo CPU | 43,55 i 31,58 29.18 i 29,12
DO Ticmpo Real | 108,43 | 62,2 5591 50,73

Numero de iteraciones internas

70
59,83
60 |- - B
49,2
50 i S 47,8 o - -
42,59

)
g 40 - e e (— | S
=}
8
E 30 A= B . e

20— —  — — — e

10 . — . B

0

1 2 3 4

Numero de iteraciones internas

Figura 27: Comparacién de los tiempos REALES y de CPU para el método por blogues
en dos etapas con iteraciones internas Gauss-Seidel. Matriz de Laplace 4096-N usando 4

procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada ||z — z |y <1077,
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5.000 e
4.000 e — —
3.000 = — — o =
t (seg.)
2.000 - - e e
1.000 - e e St
B 1 I 2 1 3
E“ﬂo CPU | 1882}172 1799,23 i ]6()1_._7‘_)____77
OTimepo Real | _2687,96 ~ 2346,12 L 1913,67
Numero de iteraciones internas
35
29,8
30 4 e ——— e ———
25 s —— 23,24 —e -
£
20 e —_ — —_— e
% 16,29
é 15 —] I e —
10 — — s ===
54— . S — -
0
1 2 3

Nuamero de iteraciones internas

Figura 28: Comparacidn de los tiempos REALES y de CPU para el método por blogues en
dos etapas con iteraciones internas Gauss-Seidel. Matriz de Laplace 50000 usando 2 procesa-
dores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada ||z — 2W||; < 1074,
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Figura 29: Comparacidn de los tiempos REALES y de CPU para el método por blogues en
dos etapas con iteraciones internas Gauss-Seidel. Matriz de Laplace 50000 usando 4 procesa-

dores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada ||+ — zV||; < 107
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Ntmero Proc. | g | Iter. || 1BM RS/6000 SP || CLUSTER
r=2 1| 4337 8,52 41,92
2| 2412 6,39 30,49
3| 1741 5,81 26,95
5| 1194 5,62 26,06
r=3 1| 4428 9,13 44,19
2 | 2506 6,31 29,52
3 | 1804 5,43 25,25
5 | 1300 5,01 23,20

Tabla 14: Método por bloques en dos etapas con iteraciones internas Gauss-Seidel. Matriz

de Laplace 4096-N, usando 2 y 3 procesadores. Cota de parada ||z+Y) — 2(V||; < 1072,
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q | w Iter. || 1BM RS/6000 SP || CLUSTER
I: 1 2512 5,5 30,02
2 1505 5,43 24,1
3 1165 5,34 23,29
5 897 5,89 25,16
1] 1,4 | 1393 3,55 16,75
2 935 3,6 14,75
3 789 3,71 15,64
5 679 4,39 18,98
1| 1,6 | 1104 2,9 13,15
2 786 2,98 12,41
3 688 3,25 13,64
5 619 4,01 17,03
1] 1,8 | 1113 2,91 13,27
2 784 2,96 12,39
3 678 3,21 13,41
5 602 3,87 16,83
1] 1,9 | 1603 3,79 19,13
2 1033 4,59 16,33
3 837 3,36 16,03
5 686 4,39 19,36

Tabla 15: Método por bloques en dos etapas con iteracions internas SSOR. Matriz de

Laplace 4096-N, usando 8 procesadores. Cota de parada |2+ —zW|; <1072
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7.4.10 Speed-up y eficiencia

A continuacién estudiamos el rendimiento de estos métodos en relacién con
su algoritmo secuencial. La Figura 30 ilustra el comportamiento del algoritmo
paralelo, usando iteraciones internas Gauss-Seidel, frente a su correspondiente
secuencial, para la matriz 4096-N usando 3 procesadores. Se observa que para
g > 1, se obtienen mejores tiempos en la resolucién del algoritmo en paralelo que
en secuencial, siendo las diferencias maés significativas conforme aumentamos el
numero de iteraciones internas ya que en este caso, el nimero de comunicacio-
nes entre procesadores decrece consiguiendo speed-up’s en torno a 2,25, que se
corresponden con una eficiencia del 75%. Sin embargo, para ¢ = 1, el tiempo

paralelo y secuencial son pricticamente iguales.

Conforme aumenta el tamano de la matriz el tiempo paralelo siempre es me-
nor que el secuencial para cualquier g, como puede apreciarse en las Figuras 31 y
32, en las que se comparan los tiempos paralelos y secuenciales para la matriz de
tamano 16384, usando 2 y 4 procesadores, respectivamente. Notemos, en dichas
figuras, que la eficiencia decrece notablemente cuando el nimero de procesa-
dores aumenta, haciendose mas patente este decrecimiento cuanto menor es el
orden de la matriz. Esto se debe a que el coste de las operaciones ejecutadas en
paralelo puede ser menor que el coste de las comunicaciones. Estas conclusiones
también pueden ser observadas prestando atencién a la Tabla 16 que presenta
resultados para matrices de Laplace de tamafios 4096, 10000 y 16384, usando 2,

3 y 4 procesadores.

Las Figuras 33 y 34, ilustran el comportamiento del método, utilizando ite-

raciones internas SOR con w = 1,9 para la matriz de Laplace de tamaino 16384.
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Hacemos notar que se han elegido como factores de relajacion los optimos en
cada caso. Como se puede observar las conclusiones son andlogas a las obtenidas
para iteraciones internas Gauss-Seidel. Estas conclusiones son también extensi-
bles al caso en que no utilicemos un factor de relajacién éptimo, tal y como se
muestra en las Tablas 17 y 18 para distintas matrices de Laplace, usando 3 y 4

procesadores, respectivamente.

q | Speep-up
1 1

2 1,34

3 1,59

4 1,75

5 2,23

13,43 | 11,35 10,56 | 10,64

OT.Par. 20.13
ETSec. | 20,16 17,99 | 18,02 | 1849 | 2376

Figura 30: Método por bloques en dos etapas con iteraciones internas Gauss-Seidel. Re-
lacién entre los tiempos paralelos y secuenciales de una matriz de Laplace 4096-N, usando 3

procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada ||z — 20|y < 1077,
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Eficiencia
0,73
0,81
0,85
0,87
0,89
0,90

0,93 OTPar | 99388 80,56 | 7533 738 | 7367 | 7417 | 71821

BTSce. | 14538 13001 | 12786 | 12901 | 13118 | 134,18 | 14479 |

© O O s W N R

Numero de iteraciones internas

Figura 31: Método por blogues en dos etapas con iteraciones internas Gauss-Seidel. Re-
lacion entre los tiempos paralelos y secuenciales de una matriz de Laplace 16384, usando 2

procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada ||z(+1) — z(®||; < 1072

160
g | Eficiencia 140
1 0,37 120
100
2 0,51
t (seg.) 80
3 0,54
60
4 0,64 40
5 0,68 20
0
6 0,70 3 ] 4 | 5 | ‘
== SRS S = i T IRl i i
9 0,70 ’nT_Par_ 9239 6421 5621 | 52,58 } 51,39 | 51,08 53,16
ET.Scc. 137,98 129,87 121,29 | 13493 | 13893 | 144,02 149,68

Numero de iteraciones internas

Figura 32: Método por blogues en dos etapas con iteraciones internas Gauss-Seidel. Re-
lacion entre los tiempos paralelos y secuenciales de una matriz de Laplace 16384, usando 4

procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada ||z(*Y) — 20|, <1072
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Matriz de Laplace Matriz de Laplace Matriz de Laplace
4096-N 10000 16384
r | q Iter. | T.Par. | T.Sec. | Efic. Iter. T.Par. | T.Sec. | Efic. Iter. T.Par. | T.Sec. | Efic.
2 | 1| 4337 8,52 8,8 0,52 10309 | 39,96 54,3 0,68 16714 | 99,88 145,38 | 0,73
2 || 2412 6,39 8,16 0,64 5658 31,78 49,09 0,77 9126 80,56 130,01 | 0,81
3 || 1741 5,81 8,25 0,71 4027 29,65 48,62 0,82 6457 75,33 127,86 | 0,85
4 || 1400 5,62 8,54 0,76 3190 29,05 49,37 0,85 5085 73,8 129,01 | 0,87
5 || 1194 5,63 8,91 0,79 2680 29,03 50,57 | 0,87 4246 73,67 131,18 | 0,89
6 || 1056 5,72 9,31 0,81 2338 29,39 50,09 0,85 3681 74,17 | 134,18 | 0,90
9 828 6,16 10,7 0,87 1762 31,31 57,26 0,91 2727 78,21 144,79 | 0,93
3| 1 || 4428 9,13 9,03 0,33 10449 | 38,26 54,92 0,48 16894 | 89,88 146,78 | 0,54
2 || 2506 6,31 8,4 0,44 5803 27,84 50,37 0,60 9312 67,11 132,47 | 0,66
3 || 1840 5,43 8,57 0,53 4179 24,86 50,43 0,68 6654 60,9 131,53 | 0,72
4 || 1503 5,13 8,97 0,58 3350 23,83 51,84 0,73 5201 58,1 133,87 | 0,77
5 || 1300 5,01 9,47 0,63 2846 23,55 53,77 | 0,76 4461 57,52 137,7 0,80
6 || 1164 5,01 9,97 0,66 2508 23,63 55,89 0,79 3902 57,59 141,99 | 0,82
9 941 5,27 11,77 | 0,74 1941 25,03 63,13 0,84 2960 60,54 157,02 | 0,86
4 | 1] 4513 10,75 9,23 0,21 10581 | 40,82 55,74 0,34 17062 | 92,39 137,98 | 0,37
2 || 2593 7,01 8,76 0,31 5939 28,02 51,44 0,46 9485 64,21 129,87 | 0,51
3 || 1932 5,85 8,98 0,38 4324 24,11 53,23 0,55 6837 56,21 121,29 | 0,54
4 || 1599 5,41 9,12 0,42 3501 22,53 55,12 0,61 5484 52,58 134,93 | 0,64
5 || 1399 5,14 9,57 0,47 3003 21,87 56,58 0,65 4661 51,39 138,93 | 0,68
6 || 1266 5,07 10,02 0,49 2670 21,72 61,01 0,70 4108 51,08 144,02 | 0,70
9 || 1048 5,25 13,22 | 0,63 2113 22,83 68,48 0,75 3180 53,16 149,68 | 0,70

Tabla 16: Método por blogues en dos etapas con iteraciones internas Gauss-Seidel. Re-

sultados para distintas matrices de Laplace usando 2, 3 y 4 procesadores. IBM RS/6000 SP.
Cota de parada |2+ — 2V, <1072 .
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Eficiencia

0,48
0,59
0,66
0,7
0,75
0,71
0,68

© o U A W N R

15

t (seg.) 10

| 5o+ | 692 | 787 | 841 | 9a3

1172 | 1467 | 1782 | 1803 | 19.03

Numero de iteraciones internas

Figura 33: Método por blogues en dos etapas con iteraciones internas SOR. Relacidn entre

los tiempos paralelos y secuenciales para una matriz de Laplace 10000, usando 3 procesadores
yw=1,9. IBM RS/6000 SP. Cota de parada ||z — zW||; < 1072,

Eficiencia

0,38
0,49
0,6

0,66
0,72
0,73
0,72

© O Ot s W N R

t (seg.)

1227 12,92

2422 | 3125 | 3954

149

I
) |

1692 | 1867 | 2446 i
1

N L A
‘L
|

4843 | sa74 | 7011

Numero de iteraciones internas

Figura 34: Método por bloques en dos etapas con iteraciones internas SOR. Relacidn entre

los tiempos paralelos y secuenciales para una matriz de Laplace 16384, usando 4 procesadores

yw=1,9. IBM RS/6000 SP. Cota de parada |Jz(*+?) —z®W||; < 10~2.
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Matriz de Laplace

Matriz de Laplace

Matriz de Laplace

4096-N 10000 16384
q w Tter. | T.Sec. | T.Par. | Efic. Tter. T.Sec. | T.Par. | Efic. Iter. T.Sec. | T.Par. | Efic.
1 1 4428 9,03 9,13 0,33 10449 54,92 38,26 0,48 16894 | 146,78 89,88 0,54
2 2506 8,4 6,31 0,44 5803 50,37 27,84 | 0,60 9312 | 132,47 | 67,11 0,66
5 1300 8,57 5,01 0,57 4179 50,43 23,55 0,71 6654 | 131,53 | 57,52 0,76
9 941 11,78 5,27 0,74 3350 51,84 25,03 | 0,69 5291 | 133,87 | 58,10 | 0,74
1] 1,2 3142 6,41 6,64 0,32 7360 38,67 26,96 0,48 11865 | 101,11 63,12 0,53
2 1835 6,15 4,62 0,44 4172 36,14 20,09 0,60 6645 94,62 47,79 0,66
5 1029 7,48 3,98 0,63 2167 40,9 17,96 | 0,76 3337 | 102,95 | 43,05 0,80
9 795 9,94 4,51 0,73 1835 42,81 19,32 0,74 2329 123,31 49,92 0,82
11|14 2182 4,45 4,57 0,32 5053 26,56 18,51 0,48 8108 70,45 43,21 0,54
2 1351 4,53 3,41 0,44 2981 25,81 14,35 0,60 4688 66,67 33,78 0,66
5 839 6,11 3,23 0,63 1681 31,72 13,93 0,76 2526 77,91 32,53 0,80
9 695 8,71 3,92 0,74 1143 33,11 15,21 0,73 1881 99,69 38,44 | 0,86
1|16 1427 2,91 2,98 0,33 3237 17,01 11,84 0,48 5150 44,71 27,41 0,54
2 994 3,34 2,52 0,44 2081 18,02 10,02 0,60 3195 45,42 22,9 0,66
5 702 5,12 2,71 0,63 1321 24,93 10,95 0,76 1918 59,13 24,79 0,80
9 624 7,81 3,48 0,75 980 26,11 11,26 0,77 1552 82,23 31,68 0,87
1] 1,8 806 1,63 1,71 0,32 1740 9,12 6,54 0,46 2709 23,49 14,41 0,54
2 736 2,45 1,85 0,44 1395 12,06 6,73 0,60 2037 28,94 14,64 | 0,66
5 603 4,39 2,31 0,63 1051 19,82 8,79 0,75 1457 44,91 18,78 | 0,80
9 528 7,19 1,1 2,16 829 21,01 8,99 0,78 1310 69,44 26,71 0,87
1119 528 1,06 e 1l 0,32 1069 5,59 3,91 0,48 1613 13,95 8,55 0,54
2 652 2,12 1,65 0,43 1130 9,76 5,55 0,59 1567 22,24 11,28 0,66
5 567 4,13 2,13 0,65 945 17,82 7,87 0,75 1272 39,21 16,34 0,80
9 432 7,01 3,22 0,73 773 19,03 9,43 0,69 1216 64,41 24,86 0,86

Tabla 17: Comparando el método por blogues en dos etapas con iteraciones internas SOR,

para distintas matrices de Laplace, usando 8 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada
[z¢H+D — 20|, <1072 .
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Matriz de Laplace

Matriz de Laplace

Matriz de Laplace

4096-N 10000 16384
q w Iter. | T.Sec. | T.Par. | Efic. Iter. T.Sec. | T.Par. | Efic. Iter. T.Sec. | T.Par. | Efic.
1 1. 4513 9,28 10,75 0,21 10581 | 55,74 40,82 0,34 17062 | 99,89 92,39 0,27
2 2593 8,66 7,01 0,30 5939 51,46 28,02 0,46 9485 87,43 64,21 0,34
5 1399 | 10,10 5,14 0,49 3003 56,58 21,87 0,65 4661 89,34 51,39 0,44
9 1048 | 12,95 5,25 0,62 2113 68,48 22,83 0,75 3180 | 102,21 53,16 0,48
1] 1,2 || 3220 6,62 7,65 0,22 7483 39,47 28,89 0,34 12021 | 74,54 64,38 0,29
2 1925 6,43 5,19 0,31 4314 27,37 20,33 0,34 6825 52,32 46,28 0,28
5 1134 8,17 4,18 0,49 2334 43,95 16,99 0,65 3551 48,23 39,04 0,31
9 905 12,95 4,53 0,71 2113 68,5 22,67 0,76 3180 55,65 52,92 0,26
11,4 | 2256 4,63 5,34 0,22 5170 27,2 19,94 0,34 8256 53,43 44,46 0,30
2 1447 4,85 3,89 0,31 3133 27,13 14,79 0,46 4881 66,32 33,07 0,50
5 948 6,83 3,49 0,49 1857 34,97 13,51 0,65 2751 79,99 30,36 0,65
9 808 9,98 4,03 0,62 1484 48,08 15,94 0,75 2119 99,12 35,40 0,70
1| 1,6 || 1500 3,09 3,58 0,22 3351 17,63 12,9% 0,34 5294 34,45 28,38 0,30
2 1099 3,67 2,97 0,31 2248 19,46 10,58 0,46 3408 22,21 23,11 0,24
5 815 5,86 2,99 0,49 1504 28,31 10,97 0,65 2154 39,11 23,76 0,41
9 740 9,14 3,69 0,62 1296 42,01 13,86 0,76 1796 48,21 29,98 0,40
1|18 878 1,80 2,08 0,22 1854 9,73 7,19 0,34 2854 24,56 18,44 0,33
2 849 2,83 2,27 0,31 1584 13,68 7,47 0,46 2277 29,21 15,41 0,47
5 721 5,19 2,66 0,49 1239 23,32 9,02 0,65 1701 37,21 18,72 0,50
9 554 8,56 3,21 0,67 1160 37,58 12,41 0,76 1558 59,01 26,03 0,57
1119 601 1,22 1,41 0,22 1186 6,21 4,56 0,34 1761 14,32 9,39 0,38
2 751 2,52 2,03 0,31 1351 11,68 6,38 0,46 1819 24,22 12,27 0,47
5 689 4,95 2,54 0,49 1123 21,15 8,15 0,65 1522 48,43 16,92 0,72
9 445 8,32 2,98 0,70 1108 35,92 11,91 0,75 1468 70,11 24,46 0,72

Tabla 18: Comparando el método por blogues en dos etapas con iteraciones internas SOR,

para distintas matrices de Laplace, usando 4 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada
|2+ — 20|, <1072 .
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7.4.11 Sobre la matriz del operador biarmoénico

En la Seccién 7.3 hemos planteado dos problemas modelo, correspondientes a
la matriz de Laplace y a la matriz que hemos denominado Biarménica. Todos los
resultados obtenidos hasta el momento se han dedicado al primer problema. A
continuacién, en la Tabla 19 ilustramos el comportamiento de estos métodos para
matrices Biarménicas de tamaifio 4096 y 10000 sobre el IBM RS/6000 SP. Como
puede apreciarse, para conseguir convergencia mediante los métodos por bloques
en dos etapas para estas matrices es necesario realizar demasiadas iteraciones,
lo que produce tiempos de ejecucién excesivamente altos. Es por esto que no
nos vamos a extender més en la exposicién de resultados para estas matrices en
esta seccién. Volveremos a ellas en la Seccién 7.5, donde cabe esperar que, al

utilizar precondicionadores paralelos, los resultados sean satisfactorios.

we=1l1,2 wis= Lod w=16

q Iter. T.Par. Iter. T.Par. Iter. 1 Par:
4096 | 2 451488 2222,18 368562 1812,82 313507 1543,73

3 373215 2497,43 318090 2125,96 279363 1869,03

4 334473 2829,03 293481 2482,21 263936 2231,12

6 296216 3556,91 269384 3234,95 249737 2997,69
10000 | 2 || 3916601 | 26942,73 || 1878772 | 21525,19 || 1499680 | 17189,03

3 || 2417216 | 26792,23 || 1550807 | 24834,74 || 1288571 | 20630,13

Tabla 19: Método por blogues en dos etapas con iteraciones internas SSOR. Resultados
para distintas matrices Biarmdnicas, usando 2 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de

parada ||z — @), <1072

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2000.



Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.

296 7 Experimentos numéricos.

7.5 Implementacién de los precondicionadores

paralelos

7.5.1 Introduccién

En esta secciéon vamos a exponer los resultados obtenidos para el método del
gradiente conjugado precondicionado, calculando el precondicionador de las dos
formas vistas en el Capitulo 6.

Para construir dichos precondicionadores, consideramos que la matriz A estd
dividida en 7 x r bloques con los bloques diagonales de tamafno n;, inj =11,

j=1
de tal forma que el sistema Az = b puede ser escrito de la forma

A A - Ay I by
Asy As -+ Asp @ b
21 22 2 2 _ .2 ’ (7-12)
_Arl Ar2 Arr ] _:1/'7" ] _br ]

donde z y b son vectores que estan divididos de acuerdo al tamaiio de los bloques
de A.

Precondicionador basado en la técnica en dos etapas

Los resultados de convergencia para este precondicionador, se basan en par-
ticiones P-regulares de una matriz simétrica. En los Teoremas 6.1 y 6.2 se
supone que en la particién A = M — N, la matriz N es semidefinida positiva.

Para asegurar esta condicién en la practica, podemos elegir la siguiente particién

de A:
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e Sea A = M — N la particién de Jacobi por bloques de la matriz A, es

decir, M es de la forma

M = diag(A1q, ... , A (7.13)

e Consideramos una matriz cuadrada diagonal no negativa D, de tamano n,

definida de la forma

n n
D = diag Z [T FEr Z ||
Jj=1,j=1 j=Ll,j=n

e Construimos la particién A = M — N, donde

M = diag(Au, e ,ATT) + D= diag(Ml, - ,MT), (714)

N = N+D. (7.15)

La particién asi construida satisface las hipétesis de los Teorema 6.1 y 6.2
(Seccién 6.2), pues la matriz M es hermitica y la matriz N es semidefinida
positiva.

Para la eleccién de la particién que utilizaremos para aproximar los sistemas
internos tenemos que hacer una serie de consideraciones previas segin resolva-
mos el problema de Laplace o el de la ecuacién Biarmoénica. Sabemos que la
particién que induce el método SSOR es P-regular siempre que se obtenga sobre
una matriz simétrica y definida positiva. Por otro lado, la particién de Jacobi,
en general, no tiene por que ser P-regular, aunque se obtenga de una matriz
simétrica y definida positiva. Como las matrices de Laplace son ademds irredu-
ciblemente diagonal dominantes, por los Teoremas 1.13 y 1.14, la particién de

Jacobi sf es en este caso P-regular. Sin embargo, para la matriz Biarménica la
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particién de Jacobi resultante no es P-regular, hecho que hemos contrastado,
experimentalmente, con diversos ejemplos. Por tanto, las particiones de Jacobi
y SSOR verificardn los Teoremas 6.1 y 6.2 para la matriz de Laplace, mien-
tras que para la matriz Biarmdénica, sélo los verificard la particién obtenida con
el método SSOR. Asi, en los resultados que presentaremos, para la aproxima-
cién del sistema interno, utilizaremos el método de Jacobi y el método SSOR
cuando utilicemos las matrices de Laplace y el método SSOR para las matrices
Biarménicas.

Precondicionador basado en la técnica de dos etapas con factori-
zacion incompleta de Choleski como particién interna.

Para el calculo de este precondicionador se utiliza la técnica en dos etapas
tomando, en primer lugar, como particién externa la particiéon de Jacobi, es

decir,
A =M — N, donde M = diag(Ai1,.-. ,Am). (7.16)

Despusés se eligen subconjuntos no ceros G de indices definidos en el Teorema 6.3
(Seccién 6.2). Estos subconjuntos consistirdn en variar el nimero de diagonales
no cero de las matrices L; de la descomposicién incompleta de Choleski. En el
algoritmo que daremos a continuacion, estos subconjuntos vienen referenciados
por los parametros N1 y N2, donde N1 serd el nimero de diagonales que se
factorizaran a partir de la diagonal principal y N2 serd el nimero de subdia-
gonales que se factorizaran desde la 1dltima subdiagonal distinta de cero hasta
la diagonal principal. Para cada bloque A;; se considera una particién basada
en la factorizaciéon incompleta de Choleski de una matriz simétrica y definida

positiva, teniendo en cuenta la eleccién del conjunto G de la factorizacién, es
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decir, las particiones internas se definen ahora como
Ajj = Bj — Cj, con Bj = LJL? y Cj = O, (717)

donde L; es una matriz triangular inferior. La particién asi elegida satisface las
hipétesis de los Teoremas 6.4 y 6.5.
Puesto que L; es no singular, la resolucién del sistema Ms = 7, se llevara a

cabo resolviendo estos dos sistemas triangulares

Lj$§l) = s\

5 L?sgl)zT(l) 1<ji<r

La factorizacién incompleta puede calcularse independientemente por cada
procesador, es decir, cada procesador calcula una matriz triangular inferior L,
tal que LjLJT = B;. Como los elementos de B; cuyos indices estdn en el conjunto
no cero G coinciden con los correspondientes elementos de Aj; y Aj; = B; —Cj,
calcularemos sélo aquellos elementos de la matriz C; cuyos indices no pertenez-
can al conjunto G.

Los resultados que presentaremos para contrastar el uso de este precondio-
nador hacen referencia al problema de la ecuacién de Laplace. Hacemos notar
que la matriz de la ecuacién Biarménica no es una matriz de Z"*" y por tanto
no tiene porqué cumplir los Teoremas 6.4 y 6.5. De hecho, se ha comprobado
con diversos ejemplos que la particién obtenida con la descomposicién incom-
pleta de Choleski no es regular (ver Teorema 6.3) y que el precondicionador no

es valido.

A continuacién definimos el algoritmo para la ejecucién en paralelo del

método del gradiente conjugado precondicionado, donde tendremos que tener
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en cuenta el método utilizado para el célculo de la matriz precondicionadora

M, a la hora de resolver el sistema Ms = T.

Algoritmo 7.2. Algoritmo paralelo para el método del

gradiente conjugado precondicionado

Etapa 0 ~» Declaracién de datos:

Matriz de coeficientes: A.
Término independiente: b.
Nimero de subdiagonales: N1.
Nimero de subdiagonales: N2.
Factor de relajacidn: w.

Etapa 1 ~ Elegir los vectores iniciales: z(9, s(® y I =0.

Asignar nj, 1 < j < r filas de la matriz A a cada procesador de manera que

cada uno dispone de las filas representadas por A; = [Aj1,4j2,..., Ajr).

Cada procesador j, identifica su bloque diagonal A;; para considerar una parti-

cién de la forma dada en (7.14) y (7.15), o en (7.16).

En paralelo calcular:

. . 0
e el primer residuo 7)) = b; — Ajm§ ),

resolver el sistema Ms(® = 79 segiin método (ver Nota-1).

la primera direccién conjugada p(® = s(©),

el producto 795-” = <S§l),7']<l)> y comunicar.

o _

Etapa 2 ~» En paralelo calcular: v;’ =

(pgl), A;p®M) y comunicar.
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—~ o)
193'
Calcular a® = =22

>

=1

y comunicar.

Calcular nueva solucién (1 =z — o®z®,
En paralelo calcular:

e nuevo residuo T;H_l) = 7-](” — a(l)Ajp(l)_

o resolver el sistema Ms(t1) = 7U+D segiin método (ver Nota-2).

o 30 = (s, 7%

J 2°d

e Comunicar ﬂ;lﬂ) y T;l+1).

Etapa 3 ~» Realizar el test de convergencia:

T
Si Zﬁglﬂ) < € entonces

=1

Calcular £0+D = (7(HD) 70+1)),

Si ¢+ < € entonces FIN.

T

Zﬁ§l+l)

—
Calcular g = —L——.

P

=1

Calcular nueva direccién conjugada p(t+1) = s(+1) — gp®) y comunicar.

[+—1+1.

Ir a la Etapa 2.
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Nota-2: La resolucién del sistema Ms = 7, del Algoritmo 7.2, se llevard a
cabo segin la forma en que elijamos el cdlculo del precondicionador.

Practicamente todos los resultados presentados se han obtenido en el IBM
RS /6000 SP (ver descripcién en Seccién 7.2) para diferentes tamanos de matrices
de Laplace y matrices Biarménicas.

Enumeramos a continuacién, las matrices con las que trabajaremos en el
resto de esta seccién, el vector inicial z(?), el término independiente considerado

y el criterio de parada usado:

e Matriz de coeficientes A:

Laplace: tamaiios 1024, 4096, 10000, 16384, 40000 y 262144 (ver
Tabla 1).

Biarménica: tamainios 1024, 10000, 16384 y 40000 (ver Tabla 2).

e Vector inicial:
Laplace: z(® = (0,... ,0)7.
Biarménica: (¥ = (0,...,0)7.
e Término independiente:
Laplace: b= (b7,b%,... ,b5)T, b, € RX, b, = (0,0,...,100)7.

Biarmoénica: b= (1,...,1)%.

e Criterio de parada: (7,7) <€, € = 107,107, donde T es el residuo que

se comete en cada iteracién (7 = Az — b).
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A continuacién pasamos a presentar los resultados numéricos mas represen-
tativos, del método del gradiente conjugado precondicionado, utilizando las dos

técnicas descritas anteriormente.

7.5.2 Resultados del método GCP basado en la técnica

en dos etapas

En esta seccién presentamos los resultados numéricos del método del gradien-
te conjugado precondicionado (GCP), cuyo precondicionador se calcula aplican-
do el método en dos etapas utilizando como particiones internas las obtenidas a
partir de los métodos de Jacobi y SSOR. Denotaremos a estos métodos GCP /2E-
Jacobi y GCP/2E-SSOR, respectivamente.

75921 Sobre el nimero de condicién

Uno de los criterios generales para la eleccién de la matriz precondicionadora
M, en el método del gradiente conjugado precondicionado, es elegirla de forma
que la matriz A = SAST tenga niimero de condicién mucho menor que A. Se
observa que la matriz A satisface STAST = STSA = M™A, y por tanto,
las matrices A y M~'A son semejantes. De aqui que cond(fl) — ’;%‘::—((Aj\j—:l%.

Puesto que el objetivo del precondicionador es conseguir que la matriz A tenga

menor nimero de condicién que A, se debe elegir M de forma que sea simétrica
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y definida positiva y tal que la razén entre el mayor y el menor valor propio de
M1 A sea lo més préximo a 1.

En la Seccién 6.2 hemos demostrado que el precondicionador que nos ocupa
es simétrico y definido positivo. Nos interesa, por tanto, ver cudl es su compor-
tamiento respecto al nimero de condicién. Para ello, damos a continuacién una

serie de ejemplos ilustrativos.

En las Tablas 20 y 21 se han considerado dichos precondicionadores, uti-
lizando iteraciones internas Jacobi y Gauss-Seidel simétrico, respectivamente,
y siendo A la matriz de Laplace de tamano 1024. Dichas tablas presentan el
nimero de condicién de la matriz del sistema precondicionado A. El ntimero de
condicién se ha calculado atendiendo al ntimero de iteraciones internas q realiza-
das y al ntimero de pasos del precondicionador, para r = 2 y 4 procesadores. En
ambos casos se ha supuesto que el nimero de filas asignadas a cada procesador
es el mismo. De forma ansloga, en la Tabla 22 se ilustra el comportamiento de
estos precondicionadores para la matriz Biarmoénica de tamano 1024, utilizando
iteraciones internas Gauss-Seidel simétrico.

Estos resultados se han calculado utilizando el programa de célculo matricial
MATLAB. El nimero de condicién obtenido para la matriz de Laplace ha sido
440,68 y para la matriz Biarménica, 65549,09.

Como puede apreciarse en la Tabla 20, cuando se usa el precondicionador
con iteraciones internas Jacobi, el niimero de condicién de A es menor que el
numero de condicién de A salvo cuando se realiza un tdnico paso y una unica
iteracién interna. Por otro lado, se puede observar, en esta misma tabla, que
para un numero de pasos par fijo, el nimero de condicién decrece conforme

aumentamos el nimero de iteraciones internas, mientras que para un numero
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2 PROCESADORES 4 PROCESADORES 4“
Nimero de Ntmero de || Numero de 'Nimero de
pasos (m) | g | Condicién pasos (m) | g | Condicién

1 i 452,64 1 1 460,55
2 118,57 2 126,52
3 162,49 3 172,78
4 64,90 4 73,87
5 105,85 5 63,69
2 il 114,05 2 1 117,54
2 59,53 2 63,50
3 41,56 3 45,84
4 32,70 4 37,18
5 27,46 5 32,09
3 il 149,85 3 1 148,71
2 39,85 2 42,51
3 53,05 3 52,74
4 21,97 4 24,96
5 34,06 21,56
4 1 57,27 4 1 59,02
2 30,02 2 32,01
3 21,03 3 23,17
4 16,60 4 18,84
5 13,98 5 16,30
5 1 89,30 5 1 86,56
2 24,11 2 25,71
3 31,20 3 29,33
4 13,38 4 15,18
5 19,74 5 13,14
6 1 38,35 6 1 39,51
2 20,18 2 21,51
3 14,19- 3 15,62
4 11,24 4 12,73
5 9,49 5 11,04

Tabla 20: Nimero de condicién de la matriz A, usando iteraciones internas Jacobi. Matriz

de Laplace 1024, cond(A)=440,68.
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Hﬁ 2 PROCESADORES 4 PROCESADORES H
Nimero de Numero de || Nimero de Ndmero de
pasos (m) | ¢ | Condicién pasos (m) | ¢ | Condicién

1 1 66,67 1 1 76,89
2 39,84 2 50,03
3 31,53 3 41,80
4 27,66 4 37,96
5 25,47 5 35,79
2 1 35,59 2 1 38,69
2 20,17 2 25,26
3 16,02 3 21,15
4 14,08 4 19,23
5 12,99 5 18,14
3 1 22,56 3 1 25,96
2 13,62 2 17,01
3 10,85 3 14,27
4 9,56 4 12,99
5 8,83 5 12,26
4 i 17,04 4 1 19,60
2 10,34 2 12,88
3 8,26 3 10,83
4 7,30 4 9,87
5 6,75 5 9,33
5 1 13,74 5 1 15,78
2 8,37 2 10,41
3 6,72 3 8,77
4 5,94 4 8
5 5,51 5 7,56
6 1 11,53 6 i 13,23
2 7,07 2 8,76
3 5,68 3 7,39
4 5,04 4 6,75
5 4,68 5 6,39

Tabla 21: Nimero de condicién de la matriz A, usando

simétrico. Matriz de Laplace 1024, cond(A)=440,68.

iteraciones internas Gauss-Seidel
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r 2 PROCESADORES H 4 PROCESADORES
Ntimero de Ntdmero de Ntumero de Ndmero de
pasos (m) | ¢ | Condicién pasos (m) | ¢ | Condicién

1 1 7227,35 1 1 8669,72
2 4686,32 2 6116,39
3 3904,07 3 5359,72
4 3532,66 4 5008,51
5 3317,80 5 4808,51
2 1 3613,92 2 1 4335,11
2 2343,41 2 3058,44
3 1952,28 3 2680,11
4 1766,58 4 2504,50
5 1659,15 5 2404,50
3 1 2409,45 3 1 2890,24
2 1562,44 2 2039,13
3 1301,69 3 1786,90
4 1177,88 4 1669,83
5 1106,26 5 1603,17
4 1 1807,21 4 i 2167,80
2 1171,95 2 1592,47
3 976,39 3 1340,30
4 883,54 4 1252,50
5 829,82 5 1202,50
5 1 1445,87 5 1 1734,34
2 937,66 2 1223,67
3 781,21 3 1072,34
4 706,93 4 1002,10
5 663,96 5 962,10
6 1 1204,97 6 i 1445,37
2 781,47 2 1019,81
3 651,09 3 893,70
4 589,19 4 835,16
5 553,38 5 801,83

Tabla 22: Niémero de condicidn de la matriz A, usando

simétrico. Matriz Biarmdnica 1024, cond(A)=65549,09.

iteraciones internas Gauss-Seidel
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de pasos impar el niimero de condicién va disminuyendo o aumentando segin
sea el niimero de iteraciones internas par o impar, respectivamente. Ademss,
el nimero de condicién de /1, utilizando un precondicionador con un nimero
impar de pasos, cuando realizamos también un ndimero impar de iteraciones
internas, es en todos los casos mayor que el nimero de condicién de A para
el precondicionador previo con un ndmero par de pasos y el mismo nimero de
iteraciones internas.

Por otro lado, como se observa en las Tablas 21 y 22, cuando se usa el
precondicionador con iteraciones internas Gauss-Seidel simétrico, el nimero de
condicién de A es siempre menor que el nimero de condicién de A. En este
caso, el nimero de condicién decrece conforme aumentamos el nimero de itera-
ciones internas independientemente de que el nimero de pasos sea par o impar.
Esto es légico que ocurra a la vista de lo que hemos observado para el caso de
iteraciones internas Jacobi, ya que efectuar iteraciones Gauss-Seidel simétrico
supone realizar dos iteraciones (un nimero par) del tipo Gauss-Seidel. Ademds,
el niimero de condicién también decrece al aumentar el nimero de pasos.

Cabe destacar, adem4s, que al aumentar el nimero de procesadores (es decir,
el nimero de bloques diagonales en la particién tipo Jacobi), también aumenta

el ntimero de condicién del precondicionador correspondiente.
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7.5.2.2 Comportamiento del método GCP con iteraciones internas

Jacobi

En esta seccién estudiamos el comportamiento del método del gradiente con-
jugado precondicionado (GCP), cuyo precondicionador se calcula aplicando el
método por bloques en dos etapas, usando para las etapas inter