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Prólogo

Con la aparición de la computación paralela, se ha logrado cubrir una ne-

cesidad producida por Ia gran demanda de computadores de gran velocidad

destinados a realizar grandes cálculos tanto en el campo de Ia ciencia como en

el de la industria. Este tipo de computación, tiene una de sus aplicaciones más

importantes en el contexto matemático, en particular, en el área del Álgebra

Lineal Numérica. La introducción del paralelismo en este área, ha hecho que

se diseñaran diversos métodos y algoritmos, como por ejemplo, algoritmos para

cálculos matriciales básicos, factorizaciones básicas del álgebra lineal, métodos

de resolución de ecuaciones lineales y algoritmos para eI cálculo de valores pro-

pios.

Centrando nuestra atención en los métodos iterativos, parte de los avances

en la programación paralela se producen en eI diseño de algoritmos paralelos

para ejecutar los métodos secuenciales existentes. Para ello, se han utilizado

técnicas como la descomposición por bloques, y también se han desarrollado

técnicas para la distribución de datos y cálculos entre los distintos procesadores
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v t Próloso

que intervienen en su ejecución (ver por ejemplo [81]). Además, motivados por

las ventajas de la computación paralela, se han desarrollado nuevos algoritmos

diseñados expresamente para su ejecución en paralelo, como podemos ver, por

ejemplo, en [15], 1181, [19] y 167l

En esta memoria, considerando ias ventajas que supone la resolución de sis-

temas de ecuaciones lineales en paraielo, estudiamos métodos no estacionarios

basados en la técnica de multipartición y en la técnica de dos etapas en el

contexto de las matrices hermíticas y definidas positivas. Estos resultados nos

permitirán, además, establecer Ia base necesaria para la construcción de pre-

condicionadores paralelos para el método del gradiente conjugado basados en Ia

técnica de dos etapas.

El Capítulo I, Métodos i,terati,uos secuenc'iales, está compuesto de ocho sec-

ciones, donde se describen y citan distintos resultados que utilizaremos en el

desarrollo de esta memoria. Así, después de una breve introducción, en 1a Sec-

ción I.2 se describen los conceptos relativos a normas vectoriales y matriciales;

en la Sección 1.3, tenemos los conceptos de partición de una matriz y de esquema

iterativo; los métodos iterativos clásicos como el de Jacobi, Gauss-Seidel, SOR

y SSOR aparecen en la Sección 1.4; por otro lado, eI método iterativo en dos

etapas y los métodos del gradiente conjugado y gradiente conjugado precondi-

cionado, que serán básicos en ei desarrollo de esta memoria, se expondrán en

las Secciones 1.5, I.6 y I.7, respectivamente. Para terminar este capítulo, en la

Sección 1.8 se describen dos precondicionadores secuenciales, Ios precondiciona-

dores polinomiales y los basados en ia factorización incompieta de Choleski.

El Capítulo 2, Arqu'itecturas paralelas, contiene ura pequeña introducción a

los sistemas de computación paralela, dando una descripción de las máquinas y
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Prólogo v11

la programación desde sus comienzos hasta llegar a nuestros días con la intro-

ducción del paralelismo.

En el Capítulo 3, Métodos 'iteratiuos paralelos. Planteam'iento g objeti,uos, se

revisan distintas técnicas de distribución de incógnitas, para realizar la impie-

mentación de métodos iterativos secuenciales, en paralelo. En particular, nos

centraremos en los métodos iterativos basados en la técnica de muitipartición,

(ver Secciones 3.2 y 3.3). La Sección 3.4, se dedica a diversos precondiciona-

dores paralelos, entre ellos, los precondicionadores polinomiales aditivos y los

precondicionadores por bloques. Para terminar, en la Sección 3.5 se plantean

los objetivos de esta memoria vistos desde la perspectiva del conocimiento de

los capítulos previos.

Los Capítulos 4, 5, 6 y 7, constituyen ia parte principal de nuestra inves-

tigación. Los Capítulos 4, 5 y 6 (Métodos de multi,parti,ci,ón no estac'ionarios,

Métodos paralelos en dos etapas y Precondi,c'ionadores basados en los métodos

en dos etapas, respectivamente), son los que contienen los resultados teóricos

presentados en esta memoria. Los Capítulos 4 y 5 tienen básicamente la misma

estructura. En ellos se hace, en primer lugar, una introducción en Ia que se

describe el método que es motivo de estudio en dicho capítulo, junto con los

resultados de convergencia existentes que han motivado el estudio del método

en cuestión. Después se analizan dichos métodos cuando la matriz del siste-

ma es hermítica y defi.nida positiva, y por último, se escriben las conclusiones

obtenidas en cada uno de ellos.

El Capítulo 6 se centra en el estudio de precondicionadores paralelos, con-

cretamente y después de una breve motivación, en Ia Sección 6.2, se construye

un precondicionador basado en eI método en dos etapas que sigue la idea dei
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precondicionamiento por series truncadas. Posteriormente, en Ia Sección 6.3 se

obtiene un precondicionador basado en el de la Sección 6.2, en el que la partición

interna se obtiene mediante la factorización incompleta de Choieski.

En el Capítulo 7, Erperi,mentos numéri,cos, se hace un estudio experimental

de los métodos estudiados en los capítulos anteriores. La descripción de los dos

multiprocesadores utilizados, concretamente un IBM RS 6000/SP y un cluster

de Pentiums, se puede ver en la Sección 7.2.

Esta memoria se flnaliza con dos apéndices. El primero está dedicado a las

líneas futuras de trabajo y el segundo a las referencias bibliográficas utilizadas

para la elaboración de esta memoria.

Debemos decir, que todos los conceptos y resultados en los que nos basa-

mos para rcalizar las demostraciones que se presentan en esta memoria, vienen

referenciados para la consulta de sus posibles demostraciones.
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Capítulo 1

Métodos iterativos secuenciales.

1.1 Introducción

Consideremos el sistema de ecuaciones lineales

Ar :b , (1 .1 )

donde A es una matriz invertible de tamaño n x n y ó un vector columna de ta-

maño n. Pararesolver el sistema de ecuaciones lineales (1.1) existen básicamente

dos famiiias de métodos, los métodos di,rectos y los métodos i,terati,uos.

Los métodos directos permiten obtener la solución exacta dei sistema (1.1),

salvo errores de redondeo, mediante un número finito de operaciones. Si la

matriz es densa el número de operaciones depende del tamaño de Ia matriz de

coeficientes, si por el contrario, la matriz es dispersa el número de operaciones

necesarias para resolver el sistema dependerá del número de elementos no nulos
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7 Métodos iterativos secuenciales.

en la matriz de coeficientes y de la estructura del grafo asociado a dicha rnatriz.

En general, los métodos directos se basan en la realizacíón de sucesivas trans-

formaciones algebraicas sobre la matriz inicial A, de forma que la resolución del

sistema (1.1) se reduzca a resolver sistemas triangulares. Entre ellos destacamos

el método de Gauss y su variante de Gauss-Jordan, la descomposición LU, que

consiste simplemente en una generalización del tratamiento matricial del método

de Gauss, y la factorización de Choleski, más ventajosa que Ia descomposición

LU y sólo aplicable al caso de sistemas cuya matriz sea hermítica y definida

positiva, (ver por ejemplo, 131]).

En los métodos iterativos no se obtiene la solución exacta del sistema, sino

una aproximación, pero la importancia de los errores de redondeo disminuye,

y aunque éste no es el factor decisivo para ia elección de dichos métodos, sin

duda, influye en Ia decisión. Además, cabe destacar, que en el caso de matrices

dispersas, en los métodos directos se origina un llenado de Ia matriz aI realizar

la f.actorización, y por tanto el coste es mucho mayor que en los métodos ite-

rativos. Por otra parte, tenemos que decir, que en los métodos iterativos no se

conoce el número exacto de operaciones requeridas para obtener una solución y

que el tiempo de ejecución dependerá, a veces, de la elección de unos determina-

dos parámetros. De entre todos los métodos iterativos, podemos citar, Jacobi,

Gauss-Seidel, SOR y SSOR, . .. , (ver por ejemplo, [81] ó [105]). El método

del gradiente conjugado (ver [81]), aunque es un método directo y generalmente

obtiene una buena aproximación a ia solución del sistema en menos de n pasos,

debido a su estructura, al número de operaciones que realíza para obtener Ia

solución y a que los errores de redondeo le impiden en muchos casos alcanzar la

solución exacta en un número finito de pasos, se trata como un método iterativo.
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7.7 Introducción 3

Atendiendo al contenido de las secciones que aparecen en este capítulo, da-

mos una breve descripción de cada una de ellas. En primer lugar, en la Sec-

ción 7.2, introducimos los conceptos de matriz simétrica, hermítica y definida

positiva. Además, también damos una breve descripción de normas vectoriales

y matriciales y, para finalizar, el concepto de radio espectral que usaremos con

bastante frecuencia en esta memoria. En la Sección 1.3, basándonos en el con-

cepto de partición de una matriz, planteamos los métodos iterativos en generai

y damos resultados de convergencia teniendo en cuenta tanto Ios distintos tipos

de particiones de la matriz A, como las propiedades de dicha matriz de coefi-

cientes. En la Sección 1.4 describimos los métodos iterativos clásicos: Jacobi,

Gauss-Seidel, SOR y SSOR, junto con algunos resultados de convergencia más

conocidos. En la Sección 1.5 describimos un método iterativo para la resolu-

ción de sistemas de ecuaciones lineaies, denominado método iterativo en dos

etapas (ver [76]). Luego, en la Sección 1.6 describimos el método del gradiente

conjugado, cuya generalización mediante Ia introducción de precondicionadores,

dará lugar aI método del gradiente conjugado precondicionado que veremos en

Ia Sección 1.7. Por último, en la Sección 1.8 describimos los precondicionadores

polinomiales y los precondicionadores basados en la factoúzación incompleta de

Choleski.
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4 7 Métodos iterativos secuenciales.

L.2 Conceptos y resultados básicos

En esta sección exponemos algunos conceptos y resultados del Algebra Lineal

que utilizaremos en esta memoria. Para ello, denotamos por K el cuerpo de los

números reales IR o el de ios complejos C. En primer lugar, introduciremos la

notación relativa a vectores y la relativa a matrices, en particular describiremos

las matrices simétricas, hermíticas y las definidas positivas. Después daremos

resultados relativos a normas vectoriales y matriciales sobre el cuerpo K. Por

último, y relacionado con el concepto de norma matricial, introduciremos Ia

definición de radio espectral de una matríz y daremos algunos resultados que Io

relacionan con la norma matricial.

Para todo r e Cn, denotamos por lrl el vector cuyas componentes son los

módulos de las correspondientes componentes de r. Los vectores rr y ztr indican

eL traspuesto y eI conjugado traspuesto del vector r, respectivamente. Un vector

r real es posi,ti.uo (no negati,ao) y escribimos r > 0 (r ) 0), si tiene todas sus

componentes estrictamente mayores que 0 (mayores o iguales que 0). Diremos

r 1 A.,si g - r 20. Análogamente, r ( E, si A - r > 0.

La notación para matrices se define de forma similar. Sea .4. e Cn*n, deno-

tamos por lAl la matriz cuyas componentes son los módulos de las correspon*

dientes componentes de A, y por A' y A' las matrices traspuesta y conjugada

traspuesta de A, respectivamente.

Definición 1.1. Una matriz A e C'"' es si,métri,ca si se verifica A: AT.

Definición L.2. Una matriz A e C'x' es hermítica si se verifi.ca A: AH .
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1.2 Conceptos y resultados basicos

Hacemos notar que si A es real se verifica que AT : AH, por tanto, una

matriz real simétrica es un caso especial de una matriz hermítica.

A continuación enunciamos algunas propiedades para las matrices hermíticas

que podemos ver, por ejemplo, en [57].

1.- Sea A € Cn'n, entonces las matrices A+ AH , AAH , AH A tarnbién Io son.

2.- Si A e Cn*" es una matriz hermítica, la matriz Ak es hermítica, para todo

k :1,2,3, . .. . Si además ,4 es no singular, entonces A-1 es hermítica.

3.- Si A, B e C'*' son matrices hermíticas , Ia matriz aA * bB es hermítica,

para todo a, b € JR..

4.- Si A e. Cnx" es una matriz hermítica entonces, los elementos de Ia diagonal

principal de A son todos reales.

El siguiente teorema da propiedades sobre las matrices hermíticas.

Teorema 1.L. (Teorema 4.1.3, [57]) Sea A e Cnxn una matriz hermíti,ca,

entonces

1) rH Ar es real, para todo r € Cn.

2) Todos los ualores propi,os de A son reales.

3) SH AS es una matri,z hermít'ica para toda matri,z S € C"'.

Relacionada con los conceptos de matriz simétrica y hermítica está Ia pro-

pieda,d de que una matriz sea defi.nida positiva. Las siguientes defi.niciones se

pueden consultar, por ejemplo, en Horn y Johnson [57] o en Ortega [81].
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6 7 Métodos iterativos secuenciales.

Definición I-.3. Una matriz A e C"' es defini,da pos'it'iua si Ia parte real

de rH Ar es mayor que cero, para rodo vector complejo r + 0.

Si Ia desigualdad anterior se debilita tenemos la siguiente definición.

Definición L.4. Una matriz A e C'*' es sem'idefini,da posi,ti,ua si la parte

real de rH Ar es no negativa, para todo vector complejo r + 0.

Como podemos observar, claramente si una matriz es definida positiva es

también semidefinida positiva.

Enunciamos algunas de las propiedades de las matrices complejas definidas

positivas.

1.- Cualquier submatriz principal de una matriz definida positiva es definida

positiva.

2.- La suma de dos matrices definidas positivas, es definida positiva. De

forma más general, cualquier combinación lineal no negativa de matrices

semidefinidas positivas es semidefinida positiva.

3.- Si A € Cn*n es una matriz definida positiva, entonces las matrices Ar, AH

y A-1 son definidas positivas.

Como podemos observar en la Definición 1.3, para demostrar que una matriz

hermítica es definida positiva, es suficiente demostrar que rH Ar > 0, para todo

vector r + 0. Para referirnos a las matrices hermíticas y definidas positivas

(semidefinidas positivas), usaremos la notación A > 0, (-4 t 0) Además dadas

dos matrices hermíticas B y C, escribiremos B > C, (B > C) si B - C es

definida positiva (semidefinida positiva) (ver, por ejempio, [64] y 174)).
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7.2 Conceptos y resultados basicos 7

Los dos teoremas que se dan a continuación, dan condiciones necesarias y

suficientes para demostrar cuándo una matriz es definida o semidefinida positiva,

se pueden ver, por ejemplo, en Horn y Johnson [57].

Teorema t.2. (Teorema 2.9, [57]) Una matri.z A es defi,ni.da pos'it'iua s'i, y

sólo si,, la matriz hermíti,ca A + AH es defini,da pos'it'iua.

Teorema L.3. (Teorema 7.2.1, [57]). Sea A e Cnxn una matriz hermíti,ca,

A es semi,defini,da posi,ti,ua si,, y s6lo s'i, todos sus ualores prop'ios son no negati,-

uos. A es defini,da posi,ti,ua si,, y sólo si,, todos sus ualores propi,os son posit'iuos.

A continuación se exponen conceptos reiativos a norrnos uectorialesy normas

matri,c'iale.s, definidos sobre el cuerpo K. Todos estos resultados se pueden ver,

por ejemplo, en [57].

Definición 1.5. Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Diremos que

la funcion ll . ll , V ---+ IR es una norrna uectori,al, si para todo a,y e V, se

verifi,can las siguientes propiedades:

t -  l lz l l  2o'

2-  l l * l l :0 ,  s i ,  y  só lo  s i ,  r :0 .

l l ' l l  :  l . l l l r l l ,  vc € K.

l l r+ul l  < l l " l l  + l ls l l

J . -

4.-

Damos a continuación algunos ejemplos conocidos de normas vectoriales.
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o Las lo-normas, que para un vector fr : (rt,iÍ2,. . . ,r,.)T € C' se definen

como I
/  n  \ t

l l - l l  -  f  \ - l  ' h l
l l r l lp : \Lw, | "1 ,  P>r '

Nótese que la l2-norm& es la conocida norma euclídea.

o La norma infinito, definida para un vector r e Cn, de la siguiente forma

l l r l l* :  ,pOx lrnl. (L 2)

o Sea A € Cx" una matriz hermítica y definida positiva, dados los vectores

r,a e C', la expresión (r,A): @'AA) define un producto interno sobre

C', por Io tanto, ll"ll, : (rH,+r¡i es Lrna norma vectorial en C'.

Todas estas normas tienen la propiedad de ser monótonas) es decir, si u y w

son vectores de C'tales que lrl I lrl, entonces llull < Ilrl l
Designamos por Mn eI espacio vectorial formado por todas las matrices

cuadradas de tamaño n x n definidas sobre un cuerpo K. Definimos en dicho

espacio vectorial las normas matriciales.

Definición 1.6. Diremos que la función ll . ll ' Mn ---+ lR. es una norrna

matricial si para todo par de matrices A, B € Mn, se verifican los siguientes

axiomas:

1- l lÁl l  > 0.

l lAl l  :  0, si ,  Y sólo si ,  A: O.

l l",all : l . l l l¿ll, Vc € K.

2.-

?
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4.- l lA + Bl l  < l l¿l l  + l ls l l .

5- l lABl l  < l lÁl l l lBl l

Hacemos notar que una norma matricial es una norma vectorial que satisface

además el axioma (5) o propiedad submulti,pl'icati,ua.

Para estudiar Ia convergencia de los métodos iterativos paralelos, que plan-

teamos en los Capítulos 4,5 y 6, se han utilizado en ocasiones normas matriciales

que se deducen de las normas vectoriales utilizando la siguiente definición, (ver,

por ejemplo, [5fl).

DefiniciónL.7. Sea ll .ll una norma vectorial sobre K'. Se llama nornLü

matri,ci,al'induci,dapor dicha norma vectorial a Ia siguiente función definida sobre

Mn.

l lAll : 
¡¡gi l lazll

La norma introducida en la Defi.nición 1.7 se puede calcular de ias siguientes

formas equivalentes

ll¿ll : 
,6p,1 llazll : 

ñtÉ llA,ll:Tgr #
Toda norma matricial inducida por una norma vectorial es compati,ble, es

decir, verifica la siguiente desiguaidad

l lA" l l  < l l¿l l l l r l l ,  r  €K'.

Además, si denotamos por,I a la matriz identidad V ll.ll es una norma compatible,

entonces ll/l l : 1.

Como ejemplos de normas matriciales inducidas por normas vectoriales, da-

mos las que nos serán de utilidad en el desarrollo de esta memoria.

I
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70 7 Métodos iterativos secuenciales.

o La norma matrici,al infinito, inducida por ia norma vectorial infinito

si A: lo,,jlt<n,j<*

o La norma matricial inducida por Ia norma vectoriai ll.lla, donde A es una

matriz hermítica y definida positiva.

Otro concepto de gran importancia para el estudio de la convergencia de los

métodos iterativos. es el de rad'io esnectral de una matriz.

Definición 1.8. Sea A una matriz cuadrada de tamaño n x n j definimos el

radi,o espectral de A, y Io denotamos por p(A), como el máximo de los módulos

de los valores propios de A, es decir

p(A): max{l)¿l : .\¿ es valor propio de A}-
1,

Los dos teoremas que se dan a continuación se pueden ver, por ejemplo,

en Varga [98] v Young [105]. Estos teoremas relacionan ei radio espectral de

una matriz coír su norma. El siguiente teorema nos indica que cualquier norma

matricial es una cota superior del radio espectral.

Teorema L.4. (Teorema 3.f, [105]). Si ll . ll es una norn'La matric,ial g

A e Mn, entonces se sati,sface p(A) < llAll.

EI teorema que se enuncia a continuación, asegura que para toda matriz se

puede encontrar una norma matricial de forma que dicha norma esté tan cerca

del radio espectral como queramos.

Teorema1.5.  (Teorema35,  [105J) .  SeaAe Mn.  Paratodo e]0,  er is te

aI menos una nonnl, matri,ci,al ll.ll tal que p(A) < llÁll 3 p(A) + e .

i lAlt*: €,,4 (É,,,,') ,
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Además (ver, por ejemplo, Horn y Johnson [57]), dada una norma matricial

ll . ll" existe siempre una norma matriciai inducida ll 'llB, V por tanto compatible,

que verifica

l l¿l lB < l lAl l .-

Por tanto, siempre se puede encontrar una norma matricial inducida satis-

faciendo el Teorema 1.5.

1.3 Planteamiento y convergencia

Una vez revisados ios conceptos del Algebra Lineal que necesitaremos en el

desarrollo de esta memoria, vamos a pasar a estudiar los conceptos más generales

sobre los métodos iterativos secuenciales.

Los métodos iterativos para la resolución de un sistema de ecuaciones iineales

Ar: b, consisten en generar, a partir de un vector inicial ¡(0), una sucesión de

vectores 17(¿))z¿r que converja a la solución exacta €: A-Lb del mismo. Se dice

que dicho método es conaergentesi para todo vector inicial 
"(0), 

se cumple que

,[mr(¿) 
: 6.

EI concepto de norma vectorial, dado en la Definición 1.5 (Sección 1.2),

utiliza para el estudio de la convergencia de una sucesión de vectores de

siguiente forma.

Definición 1.9. Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K y sea ll ' ll una

norma vectorial sobre V. Decimos que la sucesión de vectores {r(¿)}l2r conaerge

11

SE

la
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72 7 Métodos iterativos secuenciales.

al vector r e V con respecto a la norma ll . ll, ri, y sólo si, la sucesión de números

reales {ll"0l - rll}¿>t tiende a 0 cuando I tiende a infinito.

En los espacios de dimensión finita todas las normas son equ'iualentes, en

el sentido en que si una sucesión {r(¿)}r2r converge al vector r respecto a una

norma, entonces converge al mismo vector con respecto a cualquier otra norma

(ver, por ejemplo, Horn y Johnson [57]). Esto significa que la convergencia de

una sucesión de vectores puede ser estudiada con respecto a cualquier norma

vectorial.

Para resolver el sistema (1.1) por procedimientos iterativos, consideraremos

Ia mafuiz A expresada de la forma A : AI - l/, donde M y ly' son también

matrices cuadradas de orden n.

Definición 1.10. Sea la matriz A € Mn, tal que

A:  M -  N ,  M,N e  Mn. (1 3)

Sí M es no singular, se dice que Ia expresión (1.3) es una parti,ci,ón de la matriz

A.

Basándonos en la partición (1.3) de Ia matriz,4, ei sistema lineal Ar : b se

puede escribir como

Mr :N r *b . (1 .4 )

Para obtener la solución de (1.1), podemos iterar Ia ecuación (1.4) mediante

el esquema

Mr ( I )  :  1 ¡ y ( t - r )  ¡ 6 ,  I  : I , 2 , . . . , (1  5 )
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7.3 Planteamiento y convergencia 13

o análogamente

r ( I )  :  y ¡ - t ¡ ¡ * ( t - t )  +  M-Lb ,  I  :  I , 2 ,  _ . . , (1  6 )

y estudiar bajo qué condiciones de las matrices A, M y //, la sucesión de vectores

{r(I)}¿t,, generada por el esquema iterativo (1.6), converge a la solución exacta

del sistema lineal (1 1) Se llama matri,z d,e i,teraci,ón ala matríz T : M-TIV.

Claramente, según se elija Ia partición (1.3) tendremos distintos esquemas

iterativos. Los más conocidos son los métodos de Jacobi,, Gauss-Sei,del, SOR

y SSOR. En principio, se estudiaron de forma independiente diversas condicio-

nes de convergencia para estos métodos, junto con sus versiones en bloques y

los métodos semi-iterativos, (ver, por ejemplo, Varga [98] o Young [105]). Sin

embargo, Varga [98] en 1962, introduce el concepto de partición regular de una

matriz que en determinados casos engloba a los métodos antes mencionados, e

intentó dar condiciones de convergencia sobre este tipo de particiones.

Definición 1.1-1. Se dice que la partición A: M - ll es regular sí M-r y

N son matrices no negativas, es decir, si M-I > O y N > O.

Posteriormente ai concepto de partición regular, se definió el concepto de

partición débilmente regular, ver por ejemplo, Ortega 179].

Definición L.L2. La partición A: M - N se dice que es débi,lmente regular

s í lV I - t >OyM- rN>O.

Como se deduce de las definiciones de ambos tipos de particiones, toda par-

tición regular es débilmente regular ya que el producto de matrices no negativas

es otra matriz no negativa.
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74 7 Métodos iterativos secuenciales.

En Ia versión original de la definición de partición débilmente regular, dada

por Ortega y Rheinboldt [82], se incluía la hipótesis adicional NA,t-\ > O,

sin embargo, nosotros hemos elegido Ia Definición l.l2 para referirnos a una

partición débilmente regular, tal y como hacen muchos autores como Amedjoe

[5], Beauwens [8], Berman y Plemmons [10], Elsner [40], Neumann y Plemmons

[75], Marek y Szyld [66] V O'Leary y White [77]. Otros autores (ver, por ejemplo,

128], 1103] y ftOa]) denominan a las particiones débilmente regulares, según la

definición original, particiones no negativas y según la Definiciónl.I2 particiones

débiles no negativas del primer tipo.

Otro tipo de partición, que está asociada al concepto de matriz definida

positiva, es el de partición P-regular que podemos ver, por ejemplo, en [tO] V

lBll

Definición 1.13. SeaA €Cn*n,lapart ición A: M -N es P-regul¿rsi Ia

matriz AIH + lri es defi.nida positiva.

La convergencia del método (1.6) se puede estudiar analizando el error que se

comete en cada iteración respecto de la solución exacta (. Así, sea e(¿) : 2(l) - 4

el vector error en la l-ésima iteración. Teniendo en cuenta Ia expresión (1.a)

podemos escribir

€ :T€+M- rb ,

donde T: A,[-rN, y si esta expresión se resta a la expresión (1.6), se obtiene

e ( t )  : 7 " ( r - t ) ,  I  :  I , 2 , . . . (L 7)

De donde se obtiene

e ( I )  -  y " ( t - t )  : T 2 e ( I - 2 )  :  . . .  :  T r e Q ) ,  I  :  L , 2 , . . .
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Así pues, la convergencia de Ia sucesión definida por la ecuación (1.6) a ( es

equivalente a que Ia sucesión de vectores error {e(¿)}l¿r converja al vector cero.

Esto ocurre si, y sólo si, las potencias de Ia matriz 7 convergen a Ia matriz nula,

es decir si l im?¿: O.
l-+oo

El resultado teórico básico de convergencia del método iterativo (1.6) está

determinado por eI radi,o espectral de T y su demostración se basa en la forma

canónica de Jordan de esta matriz, tal y como puede verse en Young [105].

Teorema L.6. (Teorema 5.1, F05l). SeaT una matriz cuadrada, entonces

{7'},>t conuerge a la matri,z nula si,, y sóIo si,, p(T) <L.

También, para estudiar la convergencia del esquema iterativo (1.6), se uti-

líza eI siguiente lema, que es la versión matricial del Lema de Neumann para

series convergentes. Su demostración se puede ver, por ejemplo, en Berman y

Plemmons [10].

Lema L.L. (Lema 2.1, [10]) La matri,z T es conuerOentg es deci,r, pg) <

l, si, ,  y sólo si,Q -f¡-r er ' istey en este caso (I -T)-t:DTo.
i':0

Siguiendo eI Teorema 1.6, el método iterativo (1.6) converge a Ia solución del

sistema lineal (1.1), para cualquier vector inicial r(0), si, y sólo si, p(M-lN) < 1.

Sin embargo, cuando tenemos distintas matrices de iteración, no es condición

suficiente que su radio espectral sea menor que 1 para asegurar la convergencia

del método iterativo, ya que el producto de las distintas matrices de iteración no

siempre tiende a cero, (ver Bru y Johnson [17], o Robert, Charnay y Musy [86]).

Para ver este resultado, damos un ejemplo que es similar al que presentan Bru

y Fuster en [16].

15
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Ejernplo 1.L. Consideramos la sucesión de matrices

f o,r o I
T\ ' ) : l  _1  l ,  l : I , 2 , . . .

L0 "7 )

Claramente podemos observar que para cada l, p(T(t\ < I. Sin embargo, si

calculamos eI producto de las distintas matrices tenemos

7 ( t ) 7 ( t - t )  . . . y @  :
0,5  0

- 1

g ¿Q-ú

0,5

0 ll:'
-l

I:-lI 0
- 1

c r

0,5 '  0

0e
- (#*¿y* *')

Entonces

¡r r ,  7(z)7(r -1)  . . . t , t ,  -  |  
O

r-+oo 
I o e

Como podemos ver, 
,\g 

7(t)7(t-t) . . . 7(t) f O, es decir, el producto de las dis-

tintas matrices no converge a cero y sin embargo, habíamos visto que p(f{t)) < 1;

esto nos indica que cuando se tienen distintas matrices de iteración no es con-

dición suficiente que el radio espectral sea menor que uno para asegurar la

convergencia del método iterativo correspondiente.

Como consecuencia del resultado obtenido en el ejemplo anterior, deducimos

que son necesarias otras herramientas para demostrar la convergencia de un

método iterativo en el que para cada iteración I se obtiene una matriz de iteración

distinta. Una condición suficiente para la convergencia es la que se da en el

siguiente lema de Bru y Fuster, (ver [16]).

ol-+l
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Lema L.2. (Lerna 2, [16]). SeaT(I), I  :  1,2,.. . ,  unl, suces' ión de rnatr¿ces

cuadradas complejas. Si, eri,ste una norrna, matri,ci,al ll.ll tol quellT(I) ll S e <

I ,  l :  L ,2 , . . .  ,  en tonce t ,  
AT  

7 ( t )7 ( t - t )  . . .TQ)  :  O .

Cuando Ia matriz A es monótona, es decir, cuando su inversa es no negativa

(A-t > O), existe un resultado de convergencia que se da en el siguiente teorema

que se puede ver, por ejempio, en Berman y Plemmons [10] o Varga [98].

Teorema 1.7. (Teorema 3 2, [98] y Teorema 7, [10]) Sea A una matriz

no si,ngular A A - ll,[ - N una parti,ci,ón regular o débi,lmente regular, entonces,

p(M-rN) <L, si, ,  y sólo si, ,  A-L > O.

Cuando Ia matriz A es hermítica, es decir A - A' , existe un resultado de

convergencia que se da en el siguiente teorema que podemos ver: por ejemplo,

en Berman y Plemmons [10] o en Keller [61].

Teorerna 1.8. (Corolari.o 7.5.44, [10] A Teorema 3, [61J). Sea A: M - N

una parti,ci,ón P-regular de una matriz hermíti,ca A, entonces, p(M-LN) < I si,,

y sólo si,, la matri,z A es defi,ni,da pos'it'iua.

En esta sección hemos visto cómo construir un modelo iterativo basándonos

en una partición; esta relación no es casual, ya que es posible ver que todo

método iterativo de Ia forma r(t) : 7r(t-t) * c, I : L,2,.. . , proviene de una

única partición, como pone de manifiesto el siguiente lema cuya demostración

aparece en Lanzkron, Rose y Szyld [63].

Lerna 1.3. (Lema 2.3, [63J). Sea A una matriz no si,ngular A T una matriz

d,e tal forma que eri,ste (I - T)-' , entonces eri,ste un ú,ni,co par d,e matri,ces P, Q

17
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ta l  quelamatr iz  P es no s ' ingular ,T:  P- tQ y A:  P -Q.  Las matr i ,ces P y

Q t'ienen la forma P : A(I - 7)-t A Q : P - A.

EI siguiente resultado está basado en el lema anterior y fue demostrado por

Benzi y Szyld 19] para matrices simétricas y definidas positivas; aquí vamos a

enunciarlo en el contexto de las matrices hermíticas y definidas positivas.

Teorema 1.9. (Teorema /r.6, [9]) Sea A una matriz hermíti,ca y defini,da

posi , t i ,ua.  S i ,  Iaspar t ' ic i ,onesA:  F-G -  P-Q sonP-regulares,  entoncesIa

matri,z T : P-TQF-TG ti,ene el rad'io espectral menor que 1. Adem6,s, la tinica

parti.ci.ón A: B -C i,nducida por la matriz de iteraci,ónT, tal queT : B-rC,

es tambi,én P-regular.

Un resultado que utilizaremos bastante en las demostraciones de algunos

de los teoremas que aparecen en esta memoria es el que se da en el siguiente

teorema que se puede encontrar, por ejemplo, en [80].

Teorema 1.10. (Teorema 6.2.3, [B?D Consi,deramos A, B e Cn*n matri,-

ces hermíti,cas. S'i cualqui,era de ellas es defini,da positi,ua, entonces la matriz

AB ti,ene ualores propi,os reales y es di,agoni,zable. Si, Ias matri,ces A y B son

defini,das pos'it'iuas, entonces los ualores propi,os de la matri,z AB son pos,iti,uos.

Recíprocamente, s'i AB t'ienen ualores propi,os posi,ti,uos y la matriz A o B es

defi,ni,da positiua, entonces ambas matri,ces son defini,das pos,it'iuas.

Definición L.L4. Diremos que una matriz A: lol,¡)r<i,j<n € Jvln no singu-

lar es ulaa M*matriz, si a¿¡ 10 para i * j V A-r > O.
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EI siguiente lema se puede encontrar en Berman y Plemmons [10]. Deno-

tamos por Zn*n el conjunto de todas las matrices reales de tamaño n x n qve

tienen los elementos fuera de la diagonal no positivos.

Lema 1.4. (Ejercici,o 2.6, [10]) Sea A € Znxn una matriz si,métri.ca, A es

una M-matriz si,, y sólo s'i, es defini,da posi,ti,ua.

El radio espectral de la matriz de iteración T : M-r N se utiliza para dar

una medida de la rapidez de convergencia, ya que cuando menor sea el radio

espectral, más rápida será la convergencia. Cuando un esquema iterativo posea

una matriz de iteración con menor radio espectral, diremos que el esquema posee

un radi,o de conuergenc'ia superior.

El siguiente teorema compara el radio espectral de la matriz de iteración de

un método iterativo clásico para diferentes particiones en el contexto de matrices

hermíticas y definidas positivas. Su demostración se puede ver en Nabben [7a].

Teorema 1.11. (Teorema 2 3, f t41) Sean A: h[t - N1 : Mz- N2 d,os

parti,ci,ones rle A, con A hermíti.ca y defi,ni,da posúti,aa.

SiO < ¡ñ 3 N2, entonces

p(Ml 'Nr )Sp(M; 'Nr )  <1 .

SiO 3 Nl < N2, entonces

(1 B)

p(Mr rN)<p(M; 'Nr )  <1 . (1 e)

Como podemos observar, bajo las hipótesis de este teorema se verifica que,

¡ü < ¡ú2 # Mt I Mz e Ml' > M;t., (ver, por ejemplo, lsfl v lf +)).

Una vez vistos los conceptos básicos sobre los métodos iterativos, pasamos

a definir los métodos iterativos clásicos que usaremos en esta memoria.

19
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20 7 Métodos iterativos secuenciales.

L.4 Métodos iterativos clásicos

Como hemos visto en la Sección 1.3, cada partición A: M -,¡ú de la matriz

del sistema lineal Ar : b, define un esquema iterativo como el que aparece en

la expresión (1.6). Las distintas elecciones de las matrices M y 11y', dan como

resultado los distintos métodos iterativos clásicos.

Supongamos que todos los elementos de la diagonai de A - la¿¡lt<¿,¡ln son

no nulos y que la mafuiz A se expresa de la siguiente forma

A:D-L-U, (1 .10)

donde, : diag(a!r,a22,...  ,arn), y -L y -U son, respectivamente, la parte

estrictamente triangular inferior y superior de la matriz ,4.

Teniendo en cuenta la expresión (1.10), podemos escribir el sistema (1.1)

como

Dr: (L+U)r+b. (1  11)

Como los elementos diagonales a¿¿, de A son no nulos, podemos establecer el

siguiente método iterativo derivado de la expresión (1.11)

a¿oa l l+ \ ) - -  É  au¡ r l t )+bo ,  r1 , i1n ,  l : 0 , r , . . . ,  (1 .12)
j : t , i*¿

donde 
"[o), 

L < ¿ < r¿, son las componentes de un vector inicial r(0).

Claramente, la expresión (1.12) puede ser reescrita como

(¿+1)
r¿  ' : -

j

TL

\-
.1r

A;; /¡ \  bt" " r \ ' '  + - - - ,  t1 i ,  1n ,  I :0 ,1 , . . .
+; a¿ó " aii

(1  13)
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La expresión matricial de (1.12) es

pr ( t+ t ) :  (L+ry ) r (L )  +b ,  I :0 ,  I , . . .  ,

y como D es una matúz no singular, la notación matricial de (1.13) es

n ( I+ t ) :  D - r (L+U) r ( t )  +  D - tb ,  l - _0 ,1 , . . .

Este método iterativo se denomina método de Jacobi. Claramente, las si-

guientes elecciones de M y /ú en Ia partición A: M - N, dan lugar a dicho

método

M:D y  N :L*U.

La matriz de iteración asociada

(1 .14)

B:M- rN :D -L (L+U) ,

se denomina usualmerfte matri,z de Jacobi asociada aIa matriz A.

Como se puede observar en el método de Jacobi, para el cálculo de Ia e-

ésima componente del vectot r(I+r), se utilizan los valores de las componentes

*f),rt), .  .  .  ,rÍ !r,*fJr,. . .  ,"9). Pero en el momento de calcular dicha compo-

nente i-ésima ya han sido calculadas las componentut ,l') ,*g),. .. ,rÍ2r. Surge

entonces, de modo natural, la pregunta siguiente: ¿Por qué no aprovechar Ia

información que se acaba de obtener sobre las primeras (z - 1) componentes dei

vector n(I+r) en el cálculo de Ia componente i-ésima?.

Una primera ventaja de actuar así sería la de no tener que almacenar dos

vectores en el algoritmo de cáIcuio, pues las componentes del vector u(¿+1) se

almacenarían en el lugar ocupado por las correspondientes del vector lr(l) (ya que
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éstas no serían necesarias en los sucesivos cálculos). Además parece probable,

que al utilizar datos más cercanos a la solución exacta en el cálculo de las

componentes de r(¿+1), la velocidad de convergencia mejore.

EI método i,terat'iao de Gauss-Se'idel consiste precisamente en actuar de dicha

manera. Con ello, el esquema de cálculo del método resulta ser:

i - ! -  r r  -  7

, Í ,* r ) :  - f r9 i t*1t+t)  -  i  
gar? +bo ,  r1, isn,  t :0,1, . . .' - a¿¿ " ^--r-., di¿ " aii

j : \  
r - e ,  L

l\{atricialmente este método se puede escribir como sigue

@ -  r ¡ r {¿+1) :  ur ( t )  +b,  l :0 ,L , . . . , (  1 .15)

y como la matriz trianguiar inferior D - L es no singular, (1.15) puede ser escrito

equivalentemente como

r ( I+1 ) : (D_  L ) - t ¡ ¡ r ( t )  + (n  _  L ) - r b ,  l : 0 , 1 , . . .

Análogamente al método de Jacobi, el metodo iterativo de Gauss-Seidel puede

obtenerse considerando una partición A: M - ly', en este caso

M:D-L  v  N :U .

Con el fin de acelerar la convergencia, a todo método iterativo de la forma

(1.6) se le puede asociar w método ertrapolado o relajado sustituyendo en cada

etapa l, el vector r(t+I), por el vector extrapolado

ar ( t+ r )  + (1  _u ) r ( I ) ,  a+0 ,  a . r€1R. ,

ya que ésto sólo requiere un pequeño esfuerzo computacional adicional. Esta

relajación corresponde al siguiente esquema iterativo

r ( I +1 )  :  H (a ) r ( t )  + rM- ' b ,  I  : 0 , 1 , . . . ,
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con la matriz de iteración

H(r) :  (1 -  u) I  *  aIvI- 'N. (1 .16 )

A este método iterativo se le llama a-ertrapolaci,ón del esquema (1.6) o también

u-relajaci,ón, siendo w eI factor de relajaci,ón. Lo denominaremos simplemente

método extrapolado o relajado cuando no exista ambigüedad en la elección de

w .

Si en (1.16) utilizamos la partición de Jacobi, se obtiene eI método de Jacob'i

relajado (JOR). El esquema iterativo es

n ( I+ r ) :  l ( t  
_  , , ) I +aD- ' ( L+¿D]  r ( I )  +aD- ,b ,  I : 0 , 1 , , . . ,

o análogamente

t t  '  1 \  a  a ; ;  1 r \  / r \  b ,
, r ' * " : - (L )  I  : : ! r \ t ' )  + (1  - r ) * | ' )  +a2 ,  L1 i ,  1n ,  l :0 ,1 , . . .

. .1-, a¡.¡. r \ a¿¿'
J - L r J T !

El método de Gauss-Seidel puede ser suces'iuamente ar-extrapolado, de la

siguiente forma. Primero definimos el vector iterado auxiliar 7(¿+1) como

Í ( r+r) :  - i  %rl* ' t  -  É Utr \ , ,  ++, L1, i1n,  l :0,1, . . .
.-. &ii t 

,j-, a¿¿ t ai¡

La componente 
"\t+t) 

de este método iterativo se define como

, t t * t ) : aT ( I+ l )  + (1  -  r ) * [ ' ) .

Combinando estas dos últimas expresiones obtenemos

r \ I+1) : -LL) f lg t " \ , * ' )  - ,  i  
a , ¡ r \ I )+(1 -  4* f )+rL (1.17)

i1-, a¿¿ " ,"r--, a¿¿ a¿¿
. ' - L J - v | L
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24 7 Métodos iterativos secuenciales.

La expresión matricial de este método es

(D -  uL) r (¿+1)  :  le  -  u )D *  au l r ( t )  +  ab,  I  :  0 ,  ! , . . . ,

y como la matriz D - uL es no singular para cualquier elección de r,.,,, entonces

obtenemos

r ( t+ I ) : (D -  rL) - ' f ( t_  ' , )D t -uu l r ( ' )  +  a(D -  uL) - rb ,  t :0 ,1 , . . .

Ei método iterativo que acabamos de contruir recibe ei nombre de método

de sobrerrelajaci,ones suces'iuas (SOR). Lamatriz de iteración se denota por

L , :  (D  -  uL ) - ' [ ( 1  -  w )D  +  wU l .

Seleccionando ¿u : 1, este método iterativo se reduce exactamente al método de

Gauss-Seidel.

Las siguientes elecciones de A'[ y N en (1.6) dan lugar respectivamente a los

métodos extrapolados JOR y SOR.

Método JOR: IVI : w-tD y ly' : c,.r-l [(t - u)D + u(L + t/)] .

l\{étodo SOR: M : a-r(D - wL) y .|y' : r,.r-1 f(t - u)D -t u;tJl,

donde ¿..' es el factor de relajación.

Hadjidimos [55] en 1978, estudia un nuevo método de resolución de sistemas

de ecuaciones lineales. Este método constituye una generalizacíón del método

SOR con dos parámetros y su formulación es la siguiente

(D -  p ,L ) r (¿+ l )  -  
lQ- " , )D+( ,  -  p )L+wul r ( I )  *wb,  (1 .18)

l : 0 , L , . . . ,

Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2000.
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donde los números reales p y a f 0, son dos parámetros fijos. Este método se

denomina método de sobrerreiajación acelerada, y se conoce como método AOR.

Claramente, este método incluye a los métodos clásicos definidos anteriormente.

Otra importante modificación en el método iterativo SOR es el método

si,métri,co SOR (SSOft). Es un método de doble paso en donde se aplica un

paso del SOR seguido de otro paso del método SOR en orden inverso. Para

formalizar dicho método iterativo, consideramos primero el método de Gauss-

Seidel para obtener el método Gauss-Seidel simétrico (GSS). Er la iteración l,

el vector iterado en ei método Gauss-Seidel se obtiene mediante Ia expresión

n(I+á) : (D - L)-[Ur(') + (n - L)-tb,

que como se puede apreciar hemos etiquetado med,iante el iterado ,lt+|1.

Ahora, para obtener el iterado (l + 1) usamos el iterado dado en (1.19) de Ia

siguiente forma

(¿+r) I ( \- (¿+1) \- 
\

r i  '  :  ^  l -Doo , rS ' * ' l  
- ¡  a i j x ) \ t + i l  aau ) ,  i : T r , f r _  r , . . . , 1 .

ouo 
\ j>i j<i /

La expresión matricial viene dada por la expresión

p*(t+r)  :Ur( t+l)  + Lr( t+i l  +b,

x)(t+L) : (D * U)-rLy(t+|) ¡ (D -U)-Lb.

(1.1e)

(1.20)

Entonces, una iteración del método iterativo simétrico de Gauss-Seidel es

una combinación de las expresiones (1.19) y de (1.20), eue viene expesada por

Ia ecuación

r ( I+L) :  (D -  u)-L L(D -  L)- tur( t )  + d, , (1 .21)
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donde

d,:  (D -  U)-1L(D -  L)-rU + (D _ U)-rb.

Para obtener el esquema iterativo del método SSOfi se introduce un parámetro

de relajación w igual que se hace en el método Gauss-Seidel para obtener el

método SOR, en los dos pasos. La expresión matricial de la iteración ,SSOIi es

entonces

r(I+r) : (D - ru)-' l(t - u)D -t uLl(D - wL)-'[(1 - w)D ]- uulr(I) +á,

donde ahora

d,: w(D - ,U)- '{ l (r  -  u)D * wL)(D - wL)-L + t}u.

A continuación se recogen una serie de resuitados de convergencia para estos

métodos iterativos clásicos que son bastantes conocidos, todos ellos se pueden

ver, por ejemplo, en Berman y Plemmons [10], Ortega [81], Varga [98] o en

Young [105].

Comenzamos con un teorema que se da en el contexto de las L[-matrices no

singulares.

Teorema L.L2. (Teorema A.2.15, [51]). Sea A una matriz no s,ingular.

S'i A es una M-matri,z, Ios métodos de Jacobi, y Gauss-Sei,del conuergen po,ra

cualqu'ier u ect orini,ci,al r@) .

También se establece Ia convergencia de estos métodos clásicos, para el caso

de matrices diagonal dominantes e irreducibles.
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Definición 1.15. Para n ) 2, una matriz A de tamaño n x n es reduc'ible

si existe una matriz de permutación P de tamaio n x n tal que

pApt: [  
, , ,  o,,f  

,
lo trr l

donde .411 es una submatriz de tama,ño r x r y 422 es una submatriz de tamaño

(n-r) x (n-r), con 1 1 r { n. Si no existe tal matriz de permutación, entonces

A se llama,'irceduci,ble.

Definición 1-.16. Sea A : [a¿jft<¿,jlrz üno, matriz real de tamaño n x n. Se

dice que

(i) A es di,agonal domi,nante si

louu l>  i  lou¡ | , ' i : ! ,2 , . . . , tu .  (1 .22)
j :1, i*¿

(ii) ,4 es estrictam,ente di.agonal domi.nante si las rz desigualdades (1.22) son

estrictas.

(iii) A es i,rreduci,blemente d,i,agonal dom'inante si ,4. es una matriz irreducible

y diagonal dominante con al menos una desigualdad (I.22) estricta.

Si A es una matriz irreduciblemente diagonal dominante, entonces será tam-

bién invertible con sus elementos diagonales no nulos.

Teorerna 1.L3. (Teorema 2.1, [105]). Sea A i,rreduc'iblemente d'iagonal do-

m'inante, entonces los métodos de Jacobi, Gauss-Setd,el, JOR A SOR (estos dos

últ i ,mos para 0 1w 1L) conuergen.
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En el Teorema 1.13 se estudia la convergencia de los métodos relajados cuan-

do 0 < w 1 L, sin embargo, para el método SOR resulta que el valor óptimo

de c,,' suele ser mayor o igual que 1. Hay que tener en cuenta que este método

puede converger cuando el factor de relajación cumple 0 < rr.¡ ( 2, pero nunca

en otro caso. Esto queda reflejado en ei siguiente resultado (ver, por ejemplo,

Varga [98]).

Lema 1.5. (Lema d,e Kahan, [98]) El método i,terat'iuo SOR no puede con-

uerger a n'Lenos que A 1u 12.

Muchos son los autores que han estudiado los métodos iterativos clásicos. En

particular, existen condiciones de convergencia para los métodos clásicos cuando

ia matriz A es simétrica y definida positiva. Estos resuitados se pueden ver, por

ejemplo, en Ortega [81] o en Varga [98].

Teorerna 1.L4. (Teorema 3.1.2, [81]). Sea A - M - N, la parti,c'ión de

Jacobi, dada en (1.1/r) Si, A es si,métri,ca y defi,ni,da posi,ti,ua, entonces el método

i,teratiuo de Jacobi, conuergepara cualqu'¿err(0), s'i, g sólo si,, M *N es d,efini,d,a

positi,ua.

Teorerna 1.15. (Teorema 3.2.3 Ostrowski,-Rei,ch, [51]). Si, A es si,métri,ca

y defini,da posi,ti,ua y u e)0,21, entonces el método i,terati,uo SOR conaerge 'pura

cualqu'ier r(o).

Teorema 1.L6. (Teorema 3.2.4, [81]). Si, A es si,métri,ca y defini,da pos,iti,ua

y w el0,2l, entonces el método i,terat'iuo SSOR conaerge para cualquier rQ).

En 1984, Albrecht y Klein [a] dan un teorema de convergencia para una

matríz arbitraria A; la condición necesaria y suficiente que exigen a Ia matriz
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A, con un u apropiado, para que el metodo JOR converja es que todos sus

valores propios pertenezcan exclusivamente a C- o C+ (parte real negativa o

positiva respectivamente). Hacen notar además, que el método JOR converge

especialmente si A es definida positiva o definida negativa.

En 1991, Dancis en [33] considera Ia convergencia del sistema de ecuaciones

lineales Ar: b, cuando Ia teoría usual del método SOR es aplicable tal y como

puede estudiarse en Young [105].

1.5 Métodos iterativos en dos etapas

Los métodos iterativos para resolver sistemas de ecuaciones lineales requieren

de la resolución, en cada etapa, de un sistema de ecuaciones más simple. Cuando

este sistema se aproxima a su vez por un método iterativo, eI método global se

Ilama método i,terati,uo en dos etapas. A continuación vamos a describir más

detalladamente dicho método.

Consideramos el sistema lineal

A r :  b  ( 1 .23 )

y Ia partici1n A : M - N. Asociado a dicha partición tenemos el esquema

iterativo

29

¡14* ( t+L )  :  l { a ( t )  ¡6 ,  I  : 0 ,  1 ,2 , . . .  ,

donde r(0) es un vector inicial arbitrario.

(r.24)
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Los métodos en dos etapas, también llamados métodos ",inner - outer", con-

sisten en aproximar el sistema (I.2\ de forma iterativa. Así, si consideramos la

part ición M: F -Gy suponemos queserealizan s i teraciones eneisistema

(I.24), que llamaremos 'internas, entonces el esquema que resulta es el siguiente
s - 1

* ( I+ t ¡ :  ( l7 -1G)" r ( r )  + t ( l7 - tc ) ip - rq1yr ( t )  +b) ,  l :0 ,  I ,2 , . . .  (1 .2b)
j :0

Podemos distinguir entre el método estac,ionari,o en dos etapas, en el que

el número de iteraciones internas s permanece fijo en cada una de las etapas

erternas, y el método no estac'ionario,, en el que el número de iteraciones internas

s(l) puede variar para cada etapa externa L Hacemos notar que Lanzkron, Rose

y Szyld en [63] Ilaman a los métodos no estacionarios en dos etapas, métodos

d'inámi,cos en dos etapas. En este caso el esquema iterativo es
s( l )  -1

r ( I+1)  :  ( ¡ ' - l c ) " ( ¡ ) r (¿)  +  
I  { f - tC) i  F - r (wr (¿)  +  b ) ,  I :0 ,L ,2 , .  . .  .  (1 .26)
J : U

En un principio, los procesos iterativos en dos etapas se desarrollaron para 1a

resolución de cierta clase de sistemas de ecuaciones lineales que surgían a partir

de la discretización de problemas de valores frontera elípticos. Estos métodos

se usan, en. particular, para la resolución de aproximaciones a ecuaciones en

diferencias parciales simultáneas (ver Smith [93]). Tales procedimientos son de

interés puesto que pueden ser frecuentemente extendidos a Ia resolución de ecua-

ciones no lineales (Douglas [35], Dupont [38], D'Yakonov [39]). La convergencia

de estos procesos se probó para probiemas específicos y se estimó el número de

operaciones necesarias para reducir Ia norma del error inicial en cada iteración.

Posteriormente, en 1973, Ios métodos en dos etapas serían estudiados por

Nichols en [76], dando resultados de convergencia bajo condiciones bastante ge-

nerales. Concretamente, demuestra Ia convergencia del método no estacionario
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bajo las hipótesis de que el número de iteraciones internas s(l), para cada itera-

ción externa l, verifique que s(¿) > ,S, para un cierto ^9, y las iteraciones interna

y externa sean ambas convergentes, es decir, cumplan las condiciones razonables

p (M- tN )  <1y  p (F -LG)< r .

En este trabajo, también se demuestra la convergencia, bajo condiciones más

complejas, para el método estacionario en dos etapas, es decir cuando s(l) : s.

Las condiciones que Nichols plantea son las siguientes:

Los valores propios de C: M-tN, \o(C), y los de la matriz de iteración del

proceso interno 7"., ̂ i(7") verifican

-1 < ) i (C) < 1,  -1 < )¿(7")  < 1.

EI valor de s es elegido de forma que p(?i) a Wo Y además se ha de cumplir

una de ias siguientes condiciones:

(i) 7i y C son matrices reales simétricas.

(ii) Existe una matriz P tai que PC P-r y PT"P-L son ambas reales y simétricas.

(iii) Existe una matriz P tal que PCP-I es simétrica y T, es simétrica y con-

muta con P.

Golub y Overton en [53] y [54], estudian Ia convergencia de los métodos

en dos etapas para el caso en el que Ia iteración externa se resuelve por el

método de Richardson o Chebyshev. Para sistemas de ecuaciones no lineales,

han sido ampliamente estudiados los métodos con iteración externa no lineal y

con iteración interna lineal, además han sido aplicados a diferentes áreas de la

ciencia e ingeniería; por ejemplo, véase Bank y Rose [7], Dembo, Eisenstat y

Steihaug [34].

31
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Lanzkron, Rose y Szyld en [63], dan condiciones sobre las particiones externas

e internas que aseguran Ia convergencia, para cualquier número de iteraciones

internas, dei método en dos etapas, tanto estacionario como no estacionario.

Las condiciones dadas hacen referencia a particiones regulares y débilmente

regulares, y sus resultados son aplicables a matrices monótonas, que como ya

se ha dicho en ia Sección 1.3, son matrices no singuiares cuya inversa es no

negativa. En concreto, exigen que la partición externa sea regular y la partición

interna débilmente regular. Los conceptos de partición regular y débilmente

regular fueron introducidos en las Definiciones 1.11 y I.I2 respectivamente, de

la Sección 1.3.

Teorerna 1.17. Sea A- M - N una parti,ción conuergente g regular, y sea

M : F - G una parti,ci,ón conuergente y débi,Imente regular, entonces

1.- elmétodo en d,os etapas estac'ionari,o, defi,ni,do enla erpresi,ón (1.25)) con-

ue rgepa ras lL .

2.- el método en d,os etapas no estac'ion0,r'io,, defini,d,o en Ia erpresi,ón (1.26)

conuerge para s(l) > l ,  l :  0, 1, .  .  .

Bajo estas mismas condiciones, demuestran que el radio espectral de la ma-

triz de iteración global decrece cuando el número de iteraciones internas crece,

es decir, dicho radio espectral es una función monótona decreciente de s, lo que

se puede interpretar, obviamente, como que al aumentar las iteraciones internas

mejora ia correspondiente aproximación externa. Este resuitado es intuitivo,

pero sin embargo, si las condiciones del Teorema L.I7 no se satisfacen, el resul-

tado puede no cumplirse, como puede apreciarse en diversos ejemplos que fueron

objeto de estudio en [63].
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1.5 Métodos iterativos en dos etaoas

Frommer y Szyld en 147),, demuestran que si las particiones interna y externa

son convergentes, eI método no estacionario en dos etapas converge si

33

,[t t(¿) : oo. (t .27)

En particular, comprueban Ia convergencia para cualquier sucesión {s(l)}f ,

satisfaciendo (L.27) y analízan ia convergencia en ei caso en que (L.27) no se cum-

ple pero s(l) es suficientemente grande. Además, dan demostraciones alternati-

vas a los resultados de convergencia vistos en [63], y usan estas demostraciones

para extender los resultados de convergencia a particiones de fl-matrices.

Definición L.L7. Sea A : [a¿j]r¿,j<n € M* Se define \a matri,z con'Lparl,-

ci,ón de A y se denota por (A), como

( bo,l i' : 'i

\A) : lbu¡ l  ' .  b¿ j  {  
- '  L<¿, i3n.

t  - l"u¡l  i '+ i

Definición 1.18. Diremos que A : la¿jft.¿,j<n e Mn es una H-matriz, si

(A) es uta M-matriz.

Para introducir los resultados de convergencia para el método en dos etapas,

demostrados por Frommer y Szyld en 1471,, damos previamente las siguientes

definiciones.

Definición 1.19. Diremos que la partición A: M - N es -F/-partición si

(M) - l,nül es wa M-matríz'

Definición 1.20. Diremos que la partición A: IW - l/ es I/-compatible si

(A)  : (M) - l ¡ / l
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34 7 Métodos iterativos secuenciales.

Teorerna 1.18. (Teorema .4.5 A /r 6, [/r7J). Sea A - M - N una H-

parti,ci,ón, y sea 1l[ - F - G una parti,ción H-compati,ble, entonces

1.- EI método en dos etapas estac'ionario, defini,do en la erpresi,ón (1.25),

conue rgepa ras lL .

2.- El método en dos etapas no estac'ionario, defini,do en Ia erpresi,ón (1.26),

conaerge para s(l) > I,  l :  0, 1, .  .  .

Es conocido, (ver Frommer y Szyld [47]), que si la partictón A: M - N es

una H-partición, entonces A y IVI son .F/*matrices, por tanto el Teorema 1.18

extiende los resultados de convergencia de los métodos en dos etapas, a una

clase de matrices no necesariamente monótonas, a las -If-matrices.

Este tipo de matrices forman una clase bastante importante, según se refleja

en el siguiente teorema? que puede verse en Frommer y Mayer [43].

Teorerna 1.1-9. (Corolari.o /r.3, [/r3]). Supongamos que la matriz A cumple

una de las si,gui,entes cond'ici,ones:

1.- A es una M-matriz.

2.- A es estricta o i,rreduci,blemente d'iaqonal dom,inante.

3 - (A) es s'imétri,ca y defi,ni,da posi,ti,ua.

Entonces, A es una H-matriz.

Migallón y Penadés, estudian Ia convergencia de ios métodos en dos etapas,

para matrices hermíticas y definidas positivas. En [71], demuestran la conver*

gencia del método en dos etapas estacionario para el caso en que se realiza
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1.5 Métodos iterativos en dos etapas

cualquier número de iteraciones internas s ) 1. Et siguiente teorema muestra

este resultado.

Teorema 1.2O. (Teorema 2.1, ftl1). Sea A una matri,z hermíti,ca y defi,ni,da

pos'iti,ua. Consi,deramos una parti,ci,ón A: M - N donde M es hermít'ica g N

es semi,defi,ni,da pos'it'iua. Sea M : F - G una parti,ci,ón de M que es P-regular,

entonces, para cualqui,er número de i,terac'iones intemas s ) 1, el método i,tera-

t'iuo en dos etapas estacionari.o (1.25), conuerge a la soluci,ón del si,stema l'ineal

(1.23), para cualqu'ier uector ini,ci,al r(0).

Bajo las hipótesis de este teorema y basándose en los resultados del Lema

1.3 (Sección 1.3), demuestran que Ia matriz de iteración de un método en dos

etapas estacionario induce una única partición que es P-regular. Este resultado

se da a continuación en el siguiente corolario.

Corolario 1.1-. (Corolari,o 2.1, [71]). Sea A una matriz hermíti,ca y defi,ni,da

posi,ti,ua. Consi,deramos Lrna parti,ci,ón A: M - N donde M es hermíti,ca y N

es semi,defini,da posit'iua. Sea M : F - G una parti,ci,ón de M que es P-regular,

entonces, la matri,z de i,teraci,ón de un método en dos etapas estaci,onari,o, i,nduce

una úni,ca parti,ci,ón que es P-regular.

Por último y bajo condiciones similares a las dadas para el caso estacionario,

dichos autores demuestran Ia convergencia del modelo no estacionario en dos

etapas, dando para ello el siguiente teorema.

Teorema !.2L. (Teorema 2.2, ftl1). Sea A una matri,z hermíti,ca y defini.da

posi,t'i,aa. Cons'ideramos una, parti,ci,ón A : M - N donde M es herrníti,ca y
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36 7 Métodos iterativos secuenciales.

ly' es semi,defini,da posi,ti,ua. Sea M - F - G una part'ici,ón de M que es P-

regular. Suponernos además que la sucesi,ón de iteraci,ones ,internas 
{s(l)},ro

estó acotada, entonces, elmétodo i,terati,uo en dos etapas no estac,ionario (1.26),

conuerge a la soluci,ón del si,stema li,neal (1.23), para cualqu'ier uector i,ni,ci,al r(0) .

Bajo condiciones similares a las dadas en [71], Migallón y Penadés en 172],

demuestran que el radio espectral de la matriz de iteración del método estacio-

nario en dos etapas que resulta de realizar s iteraciones internas, es una función

monótona decreciente de s.

Teorema L.22. (Teorema 2.1, [72]). Sea la matri,z A hermíti,ca y defini,da

posi,ti,ua. Consi,deramos las part'ici,ones A: M - N y M: F - G. Suponemos

que las matri,ces M A F son hermít'icas, N es semi,defini,da posi,ti,ua y G es

defini,da pos'iti,ua. Sean s1 A s2 enteros pos'it'iuos. Consi,derl,mos dos métodos

i,terati,uos en dos etapas, que di,fi"eren sólo en el n{tmero de'iteraci,ones i,nternas

de cada bloque que se reali,zan para cada i,teraci,ón erterna, donde s1 es el número

de i,teraci,ones 'internas de un método y s2 d,el otro. Si, s1 ) s2 entonces p(T"r) <

P(7",) < I '

1.6 Método del gradiente conjugado

Dado el sistema de ecuaciones lineales

Ar :b , (1 .28)
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1.6 Método del gradiente conjugado

donde A € IR"' es una matriz simétrica y definida positiva, uno de los métodos

más eficientes que existen para resolver el sistema (1.28) cuando la matriz de

coeficientes es además grande y dispersa, es el método del gradi,ente conjugado.

Este procedimiento pertenece a una clase de métodos iterativos conocida

con el nombre de métodos de mi,n'im'izac'ión, cuyo nombre se debe a que resol-

ver simuitáneamente un conjunto de n ecuaciones es equivalente a encontrar el

mínimo de una función error definida sobre un espacio n-dimensional. En cada

paso de un método de este tipo, se usa un conjunto de valores de variables para

generar un nuevo conjunto que proporcionan un valor menor en la función error.

Veamos de una manera más formal la descripción de este método.

Consideremos Ia siguiente forma cuadrática

J I

Q(*) : | r 'a '  -b r r . (r.2e)

Si la matrtz A es simétrica y definida positiva, el único r que minimiza la

forma cuadrática Q(z) es la solución del sistema Ar: b, que llamaremos r*.

Larazón de esto es porque el gradiente de Ia forma cuadrática (1.29) es

srad,(Q@),:  
[*n 

@), ,*no)] ' :  Ar -b (1.30)

Por tanto, grad(Q(r.)) : Ar. -b - 0. Por ser Ia matriz,4. definida positiva,

podemos asegurar que el punto crítico de Q(z) es un mínimo. Luego, para

resolver el sistema de ecuaciones (1.28) es suficiente encontrar un vector r* que

minimice la forma cuadrática Q@).

Hay muchos métodos para minimizar la forma cuadrática Q@), algunos de

ellos se basan en minimizaciones sucesivas sobre rectas. Una iteración de un

método de este tipo viene dada por la expresión

(1 .31)n ( t+ t )  _  r ( I )  _a¿p ( t ) ,  l : 0 , L , . . . ,
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38 7 Métodos iterativos secuenciales.

donde p(¿) es el vector director de la recta 1i o¿ es el escalar que indica la distancia

a la que se encuentra la nueva aproximación de r(l), en la dirección determinada

por el vector p(¿). Dependiendo de la elección de a¿ y de p(l), tenemos distintos

métodos, pero quizá la forma más natural de elegir el valor del escalar a¿ es

tomarlo de tal forma que minimice la función Q@) en la dirección p(I), es decir,

e@ttl - a¡p\t)¡: q' e@fq - ap(t)¡. (1 32)

Para r(¿) y p(¿) fijos, Ia expresión (1.32) se corresponde con un problema de mi-

nimización en una única variable a. Por tanto, puede resolverse explícitamente,

concluyendo (ver Ortega [81]), que como ,-4 es definida positiva, la forma cua-

drática Q@) en a alcanza el valor mínimo cuando

@0)r(Ar(r) _ b)
(1 .33)d I :

(ptJ))r A'pa)

donde r(t) : 6 - ¿r(t) es el vector residual o residuo que se obtiene después

de / iteraciones. Este residuo no necesita calcularse explícitamente después de

cada iteración ya que puede ser calculado conociendo el residuo de la iteración

anterior. Es decir, en Ia iteración (l * 1), el residuo r(I+1) puede ser calculado

de Ia siguiente forma

,( r+t ¡  :  6_¡r ( t+t )

b -A@( t ) -ap ( t ) ¡

b -A r (¿ ) ta lAp ( t )

,(,) + alA,p(t).

(,p(D)r.r(D
(p(r)YAñ,

De esta forma, en cada iteración sóio se calcula el producto matriz-vector
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1.6 Método del eradiente coniugado

Ap('), el cual ya se ha calculado anteriormente en el cálculo de a¿ de la expresión

(1  33 ) .

Uno de estos métodos de minimización es el llamado método del descenso

mós ró,pi,do o método de Ri,chardson, que se caracteriza porque para un vector

dado r(¿), el vector director p(¿) se elige en la dirección opuesta a la del máximo

crecimiento deQ@(t)), es decir,p(I) :  -grad,(Q(r(¿))) :  6- ¿*(t) :a(t). Esta

elección natural de los vectores directores p(u ), proporciona el siguiente esquema

iterativo

r (¿+1 )  _  r ( r )  _  * , ( b  _  A r ( r ) ) ,  I  : 0 , 1 , . . . ,

donde 0¿ viene definida en (1.33).

Podemos observar, que si se normaliza la matríz Apara que tenga elementos

diagonales igual a t y at : 1, este método se reduce al método iterativo de

Jacobi.

Aunque moviéndonos en la dirección opuesta al gradiente se obtiene un de-

crecimiento máximo local en el valor de la función, el método de Richardson

generalmente converge muy lentamente porque los residuos oscilan.

Otra forma de elegir los vectores p(r), es tomar los ejes de coordenadas como

direcciones de búsqueda, es decir, Ios vectores directores p(¿) t. eligen de forma

cíclica como p(0) : e1, p(1) : a2t... , p(n-t¡ - €nt p(n) : e1, donde e¿ :

[ 0 , . . . , 1 , . . . , 0 ] " .  En  es te  caso ,  s i  a¿  se  e l i ge  como en  Ia  exp res ión  (1 .33 ) ,  e l

vector n(I+I) se nuede calcular como

39

rl+l) : rQ) - dr€¿ : aQ) 
* (no,*|D 

- b,) 
",.

(1.34)

Se puede comprobar (ver Ortega [81]), que z¿ iteraciones del esquema (1.34)

son equivalentes a una iteración del método de Gauss-Seidel en el sistema Ar :

Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2000.



40 7 Métodos iterativos secuenciales.

b. En este contexto, el método de Gauss-Seidel se conoce también como método

de relajaci,ón uniuariante, ya que en cada iteración del esquema (1.34) sóio se

cambia una de las variables.

Dentro de los métodos de minimización, cabe destacar los llamados métodos

de direcciones conjugadas, que aparecen cuando elegimos n vectores de dirección

no nulos p(0),p(1), . .. ,p(n-,) que satisfacen Ia condición

qO{ü¡r ¿O{i¡ - 0, siempre qte i, I j. (1.35)

Estos vectores son ortogonales con respectcl al producto escalar definido por

A y se dice que son vectores , -ortogonales o conjugados con respecto a A.

Una de las propiedades básicas que verifican los métodos de direcciones con-

jugadas viene dada por el siguiente teorema.

Teorerna 1.23. (Teorema3.3.1, [81]) SiAe lRr¿xn' es unamatrizsi,métrica

y defi,ni,da posi'tiua A p(0),. .. ,p(n-') son uectores no nulos A-conjugad,os, enton-

ces para algún r(o) el uector iterado 'r(I+1) : ¡(I) - a¡p(t), d,ond,e a¿ €s elegi,d,o

corno en (1.33), conaerge a la soluci,ón eracta del si,stema (1.28), en no mds de

n etapas.

Como podemos observar, este teorema asegura no sólo que el método conver-

ge, sino que en ausencia de errores de redondeo, converge en un número finito de

iteraciones menor o igual que n. Por ello y basándonos en esta propiedad, pt-r-

demos decir que los métodos de direcciones conjugadas son realmente métodos

directos. Pero a causa de los errores de redondeo, esta importante propiedad

no deja de ser una propiedad teórica, ya que generalmente lo que se obtiene en

muchos menos de rz pasos es una buena aproximación. Por tanto, se pueden

tratar los métodos de direcciones conjugadas como métodos iterativos.
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1.6 Método del gradiente conjugado

En 1952, Hestenes y Stiefel [56] diseñaron un método de resolución de sis-

temas de ecuaciones lineales An : b, siendo A una matriz simétrica y definida

positiva, al que llamaron método del gradiente conjugado.

Este método, es un método de direcciones conjugadas donde las direcciones

de búsqueda se construyen haciendo A-ortogonales los vectores residuales r(¿).

El siguiente algoritmo describe este método. Notamos que aquí usamos el

producto interno (t.,A) : *'A.

Algoritmo 1.L. Algoritmo del Gradiente Conjugado.

Dado un vector inicial z(o).

p(o) :  ?- (o)  . -  6-  ¡ * (o)

REPETIR

r(¿+1) 1: a(I) _ arp(I)

T(¿+1) .- r(I) _ a¿Ap(I)

Sl test de convergencia : VERDADERO

O(r+r¡ 
.- T(¿+1) _ 1tp(r).

Como podemos observar en este algoritmo, Ias direcciones A-conjugadas se

van generando a Ia vez que avanzamos en el cálculo de la solución. Esto es una

de las ventajas de este método, ya que no se tienen que calcular de antemano

un conjunto de direcciones ,4.-conjugadas"

Ei criterio de parada que sugiere Ortega en [81], consiste en asegurar que

la, norma del vector residual r : b - Ar, sea menor que una cota de error

41

entonces FIN

0rt:-f f i
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42 7 Métodos iterativos secuenciales.

predeterminada. Si denotamos por e(¿) el error que se comete en la iteración

l*ésima y r* es la solución exacta del sistema Ar : b, se tiene que

e(t) : r(t) - r* : A*r(¿*(t) - b) : A-17(t) .

Por tanto

l le{zr¡¡ .  l lA- ' l l  l l r{ ' r11

Entonces, si se tiene una cota para la norma de A-1 exigiendo Oue ll7(z) ll < .,

podemos asegurar que se verifica lle0l¡¡ a .11,4-tll.

Otros criterios de parada que implican otros tipo de cota para el error a

priori son:

1. l l r {¿)1¡ < .0Al l l lz{ ' ) ¡¡  + l ló l l )

2.  l l r { ' ) ¡¡  .  . l ló l l

3 l lrtrr¡¡ . . l l1"l l l- l l-4-' l l

a. l l r { ' ) ¡ ¡  < e l l r {o)¡¡ .

Existen dos casos importantes en los cuales la solución se alcanza, suponiendo

que se trabaja en aritmética exacta, en un número de iteraciones m menor que

n. EI siguiente teorema muestra estos dos casos.

Teorema 7.24. (Teorema 9.1.3, [52]) Los uectores i,terados por eI método

del gradi,ente conjugado conuergen a la soluci,ón del si,stema en no mó,s de rn

'iterac'iones s'i se cumple cualquiera de las condi,ci,ones s,igu,ientes:

1.- 'p(0) : T(0) es combi,naci,ón li,neal d,e m uectores propi,os d,e A.
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1.6 Método del gradiente conjugado

2.- A ti,ene sólo m ualores propi,os di,sti,ntos.

Los siguientes teoremas estudian el error que se comete al usar el método del

gradiente conjugado. Así, el teorema que enunciamos a continuación muestra

que los errores son decrecientes de una iteración a otra.

Teorema L.25. (Teorema A.3.5, Pll) Los uectores'iterados r(t) del método

del gradi,ente conjugado sati,sfacen

l l r .- *( ') l l t< l l".  -*(t-L)l lz,

ercepto cuando r(I-1) : a*.

Por último, damos una cota del error en términos del número de condición

de la matriz A., ttllizando la A-norma y la norma euclídea.

Teorema 1.26. (Teorema A.3.4, [51]) El uector i,terado r(I) del método del

gradi,ente conjugado sati.sface

l l"- - r( ') l lo S2p,,t l lr .  - r(o)l lr,

a

llr. - r(t) ll, < 2t/ép'llr. - r(o) llr,

d"ond,e c: cond,(A) y p: #

Teniendo en cuenta que A es una matriz simétrica y definida positiva, y

suponiendo que Ios valores propios de A ordenados en orden creciente son .\, )

... 2 )r ) 0, el número de condición de A puede escribirse

c: cond,(A) :  l lÁl l r l lA-t l l r :  +i l  i l 4 i l  

) ,
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Se observa que si c:I entonces k:0, y cuando c tiende a *oo, ¡; tiende a

1. De esta forma, cuanto más grande sea c) p, se acerca más a 1 y por tanto, ia

convergencia será más lenta.

L.7 Método del gradiente conjugado precondi-

cionado

El razonamiento hecho aI final de la Sección 1.6 sugiere, que si transformamos

el sistema de forma que la matriz de coeficientes esté mejor condicionada, es

decir, su número de condición sea menorT el método convergerá con un número

menor de iteraciones. Esta es la idea básica del método del gradiente conjugado

precondicionado.

Dado ei sistema Ar : b, buscamos una mahízno singuiar .9 tal que cond(A) <

cond,(A), siendo A: SAST. Así, el nuevo sistema a resolver es

Añ:6,

donde ft : S-r r y E :,9b, sistema que al estar mejor condicionado convergerá

con mayor rapidez

Aplicando el método del gradiente conjugado a este nuevo sistema se obtienen

Ios vectores iterados ¿(l), que premultiplicados por la mahiz .97 proporcionan

los vectores solución r(j).
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1.7 Método del gradiente conjugado precondicionado

Para I : 0 se tienen las siguientes relaciones entre los vectores de ambos

sistemas:

45

;(o)

o(o)

qp{o) , ¿olo)¡

(e(o),. i (o)¡

6-Añ(o) :Sr r (o) ,

,_r O(o) ,

qO(o) , ¡O(o)¡,

(S"^9r(o), 
"(o)¡.

Si se define s(o) : S"Sr(o) entonces,

0 6 :
(s(o), r(o))

(,p(o), Ap(o)) '

Las fórmulas anteriores dan las bases para escribir el algoritmo del gradiente

conjugado precondicionado en términos de los datos originaies del problema. Sin

embargo, hemos de calcular el vector auxiliar s(0). Si se conoce la matriz S ó

,9",S, este cálculo se reduce a una multiplicación. Pero este no es generalmente

el caso. De hecho, se suele trabajar con una aproximación de la matriz A de

forma que la matriz,S está definida sólo implícitamente. Se tiene entonces la

siguiente definición.

Definición L.2L. Se llama matr'iz precondi,ci,onante o precondi,ci,onador aIa

matriz simétrica defi.nida positiva M : (S"S)-1.

De este modo, el vector s(0) se obtiene resolviendo el sistema lineal ¡4tQ) :

7(o ) .

Con todas estas consideraciones, el algoritmo para el método del gradiente

conjugado precondicionado es ei siguiente.
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Algoritmo t.2. Algoritmo del Gradiente Conjugado Precondicio-

nado.

Dado un vector inicial r(o)

r (o) . -  6-  ¿r(o)

Resolver Ms(o) :7(o)

p(o) .: s(o)

REPETIR

r(t+I) ._ r(r) _ ap(r)

r(r+L) ._ r(r) _ aAp(t)

Resolver Ms(t+I) - .r(I+r)

Sl test de convergencia : VERDADERO

entonces FIN

p(t+I) .- s(¿+1) _ zp(r)

La diferencia esencial entre el algoritmo del gradiente conjugado y el del

gradiente conjugado precondicionado reside en Ia resolución del sistema auxiliar

Ms : rr, que se realiza en cada iteración de algoritmo del gradiente conjugado

precondicionado. Concretamente, ver Ortega [81], el coste por iteración del

gradiente conjugado precondicionado es igual al coste por iteración dei gradiente

conjugado m¿ís la resolución del sistema auxiliar. Por tanto, gran parte del coste

computacional del método del gradiente conjugado precondicionado corresponde

a la resolución de estos sistemas auxiliares, que puede oscilar de O(n) a O(n3),

en función de la estructura de la matriz M.
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Esto nos lleva a pensar, que será conveniente encontrar una matrtz precon-

dicionante M que haga que ei sistema Ms : r sea fácil de resolver. Como

precondicionador ideal se podría considerar aquel que consiga un equilibrio en-

tre e1 número de iteraciones necesarias para encontrar Ia solución del sistema

original y eI coste computacional de la resolución del sistema auxiliar en cada

iteración, ya que minimizaría el coste computacional del algoritmo.

Existen dos criterios generaies para la elección de Ia matríz M. Uno de elios

se basa en la segunda condición del Teorema 1.24. Puesto que si A tiene sólo m

valores propios distintos, el método del gradiente conjugado converge en no más

de rn iteraciones, aunque éste no es generalmente el caso en problemas prácticos,

eligiendo adecuadamente Ia matriz M, podríamos conseguir que algunos de

Ios vaiores propios de Á estuvieran agrupados en torno a un valor, con Io que

mejoraría la velocidad de convergencia del algoritmo.

EI segundo criterio es elegir M de forma que la matriz Á tenga un número

de condición mucho menor que A. Se observa que la matriz Á satisface

Sr ÁS_r : Sr SA : M_r A,

y por tanto, las matrices Á y M-|A son semejantes y, de aquí,

cond(A):
^^^*(M-r A)
^^, , (M-1A) '

Puesto que el objetivo es reducir al máximo el número de condición de Á,

se elige M de forma que sea simétrica y definida positiva (como se exige en Ia

definición) y tal que Ia razón entre el mayor y el menor de los valores propios

de M-rA sea lo más próxima a 1. En principio, se podría tomar M: A, con

lo que cond,(A) : 1, pero esta elección no es nada práctica ya que el sistema
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auxiliar a resolver en cada iteración (en realidad sólo sería una iteración) sería

el sistema original.

Intuitivamente, precondicionar puede interpretarse como el intento de hacer

que Ia forma cuadrática Q(r) sea más esférica, de forma que los valores propios

se acerquen unos a otros (recordemos que una esfera es una forma cuadrática

en la que la mafuíz tiene todos los valores propios iguales). Tomando M: A

conseguiríamos que la forma cuadrática fuese una esfera, y llegaríamos a la

solución con una iteración.

Claramente, los dos requerimientos exigidos a Ia matriz M (que sea una

buena aproximación de A-r y que el sistema Ms : T sea fácit de resolver)

son contradictorios, puesto que cuanto más se aproxime M a Ia matriz A, eI

problema de resolver el sistema auxilar Ms : r, se acerca cada vez más a la

dificultad de resolución del problema original Ar : b.

Existen diversas técnicas para elegir lamatríz precondicionante ,AZ. Algunas

de eilas se estudiarán más a fondo en Ia siguiente sección.

1.8 Precondicionadores secuenciales

Existen diversos procedimientos para calcuiar precondicionadores secuen,

ciales, que se han utilizado para resolver sistemas de ecuaciones lineales en

máquinas secuenciales o vectoriales. En esta sección veremos los precond,íc,iona-

dores poli,nom'iales y los precond,i,c'ionadores basados en la .factori,zac'ión i,ncom-

pleta de Choleski,.
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1.8.1 Precondicionadores polinomiales

Este tipo de precondicionadores fue introducido por Stiefel [94] para el

cálculo de valores propios. Posteriormente, Rutishauser en [87], adaptó el método

dado por Stiefel para sistemas lineales.

Dubois, Greenbaum y Rodrigue en [36], construyen un precondicionador

basado en aproximaciones por series truncadas de Neumann, usando el método

de Jacobi para resolver el sistema auxiliar Ms : r.

Johnson, Micchelli y Paul en [59] basados en los resultados de Dubois, Green-

baum y Rodrigue [36], estudian también precondicionadores polinomiales usando

el método de Jacobi.

En [1] y l2l, Adams extiende los resultados dados por Dubois, Greenbaum

y Rodrigue [36] y Johnson, Micchelli y Paul [59], respectivamente, estudiando

también precondicionadores mediante series truncadas pero considerando rn pa-

sos de un método iterativo subsidiario, incluyendo, en particular, los métodos

de Jacobi y SSOR.

Para describir la técnica de los precondicionadores polinomiales, considera-

mos el siguiente teorema que proporciona una expresión para la matriz A-1,

y que se conoce con el nombre de erpansi,ón de Neumann. Dicho teorema es

básicamente el Lema 1.1.

Teorema t.27. (Teorema 3.4.1, [81]). Sea A una matriz no s'ingular y

A: M - N una parti,ci,ón de A tal que el rad'io espectral de M-rN es n'Lenor

que 1. Entonces,

/ a  \

lDn'l m-',
\ ¿ :0  /

A - I : (  1.36)
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si,endo H : M-tN.

Basándonos en la expresión de A-1 en (1.36) podemos considerar, bajo cier-

tas condiciones de las matrices M y,Iy', Ias matrices

M :  M  ( I  +  H  + . . .  +  H 'n - ' ) - ' ,

o bien

M-r: ( t+n+. . .+ H,- ' )M- ' ,  (1 .32)

como aproximaciones de,4 y de A-1, respectivamente.

Entonces, la solución del sistema auxiliar Ms: r que aparece en el algorit-

mo del gradiente conjugado precondicionado, viene dada por la expresión

s :  M-r r  :  ( ¡  *  H +. . .  +  H," - r )  M-r r ,

donde H : M-IN.

A Ia matriz M: M (I + H + ... + H^-1)-1 se le llama precond,i,ci,onad,or

poli.nomi,al de m po,sos.

Se pueden construir precondicionadores polinomiales más generales intro-

duciendo coeficientes o6,o1, e2.¡...tern-r de tal forma, que Ia matriz M siga

siendo simétrica y definida positiva y además, que Ia razón entre el mayor y

el menor valor propio de M-rA sea mínima. Entonces, el precondicionador

polinomial de m-pasos general,izado, viene dado por la expresión

M: M (ao I  *  a1H +  . .  .+  a^aH*- ' ) - '  ,

donde f/ es la matriz de iteración correspondiente a Ia partición A: LI - N.
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Una de las propiedades más interesantes de estos precondicionadores es que

no es necesario tener una expresión explícita de Ia matriz "AZ, debido al si-

guiente hecho: si volvemos a considerar el algoritmo del gradiente conjugado

precondicionado, una vez obtenida M, tendremos que resolver el sistema auxi-

Iíar Ms: r. Todo esto puede efectuarse de forma equivalente y sin necesidad

de ca,lcuiar M, realizando sobre el sistema As : r, m iteraciones del esquema

14r ( t )  :  ¡¿ r ( l - r )  a " ,  I  :  L ,2 , . . . , rn , (1.38)

empezando con s(0) : 0, de forma que Ia solución del sistema Ms: r vendrá

dada por eI vector 
"(-), 

siendo M elprecondicionador polinomial dado en (1.37).

Por tanto, para resolver el sistema auxiliar, sólo es necesario aplicar el esquema

iterativo asociado a Ia partición A - AI - I/ que define el precondicionador ,AZ.

Podemos construir distintos precondicionadores polinomiales, estos resul-

tarán de considerar distintos tipos de particiones para Ia matriz A. Por ejemplo,

como caso particular de precondicionador polinomial, se puede elegir M como

la diagonal de ,4., entonces el esquema iterativo (1.38) corresponde al método

iterativo de Jacobi y por tanto realizando un numero frjo m de iteraciones del

esquema (1.38) se obtiene el método PCG-Jacobi, de m-pasos. Sin embargo, no

podemos usar los métodos iterativos de Gauss-Seidel o SOR, para resolver el

sistema auxiliar ya que el precondicionador obtenido con ellos, no siempre es

una matriz simétrica y definida positiva. Esta dificultad se soluciona utilizando

el método SSOR, que consiste básicamente en realizar un paso dei método SOR

seguido de otro paso del SOR en orden inverso (ver Sección 1.4).
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1-.8.2 Precondicionadores basados en la factorización in-

completa de Choleski

Otra técnica usual de precondicionamiento es Ia basada en ia factoúzación

incompleta de Choleski. Veamos primero en qué consiste dicha f.actorizacíón.

Si la matriz A es simétrica y definida positiva, existe una matriz triangular

inferior -L no singular tal que A : LLT. Esta descomposición se conoce como

factori,zaci,ón de Choleski,. Pero cuando la matriz A es dispersa, es decir, el

número de elementos no nulos de A es del orden del tamaño de la matriz, aI

realizar la factorización de Choleski de ,4 generalmente resulta una matriz L

mucho menos dispersa que ia matriz A. Se produce entonces un llenado de la

malriz -L, es decir, muchos elementos nulos de A son distintos de cero en L.

Una forma de suprimir este llenado o parte de él , es mediantela factorización

i,ncompleta de Choleski,.

Supongamos que A es una matriz n x n y consideremos el conjunto Gn de

todos los pares de índices de 1as entradas de la matriz A, es decir,

Gn :  { ( i , ,  j )  :  I  1 , i ,  j  <  
" } .

Sea G un subconjunto de G,, que verifica:

a )  ( i , , , i , )  e  G ,  |  1 i ,  1n .

b) Si ( i ,  j)  e G, entonces (j , i)  e G, (1.39)

es decir, G contiene los índices de Ia diagonal de ,4 y además es un conjun-

to simétrico. Al conjunto G así formado se Ie llama conjunto no cero de la

factorización.
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Realizaremos la factoúzación incompleta de Choleski de acuerdo al siguiente

principio:

r Si (2, j) e G, calcular l¿7 mediante la factorización de Choleski.

o Si (2, j)  # G, hacer I¿j :0.

Entonces, se tiene que

A :M- ¡ l - LL r -N ,  ( 1 .40 )

es una partición de ,4 (si M es no singular).

La descomposición de A de Ia expresión (1.40) es Ia factoriación incompleta

de Choleski de A. Se puede comprobar además que los elementos no nulos de

M coinciden con los correspondientes elementos de A (ver [65]).

El algoritmo para Ia factorización incompleta de Choleski de una matríz A

de tamaño n x nj considerando el conjunto no cero G, es el siguiente.

Algoritmo 1-.3. Algoritmo de la Factorización Incompleta de Cho-

leski.

Calcu lar  l r r :  o l ( '

Para i :  2  hasta n

Pa ra j : l has ta i - 1

Si (¿, j) f G entonces l¿, : g

Si no, calcular ,,,: 
*(",, 

- 
fit*r*)

Calcular ,ou:  (ooo 
:  

,?r)
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Como ya hemos comentado anteriormente, realizar la factorización incom-

pleta de Choleski soluciona el problema de llenado que se puede producir al

hacer la factorización completa; para ilustrar esta situación damos un ejemplo.

Ejernplo L.2. Sea la matriz

A -

Calculamos la matriz L que res

Choleski a Ia matriz A

la factorización completa de

f-,,1
l '4 

ol
L1 0 4l

ulta de realizar

l, o o I
t l

t r :  I  o,b 1,93 o I
t t
L  0,5 -0,  13 1,86 l

Como podemos observar, en Ia componente (3,2) de la matriz A que tenía valor

cero, se ha realizado un llenado al realizar la factorización, ya que en L pasa a

valer -0,13. Sln embargo, si realizamos la factoúzación incompleta de Choleski

ala matriz A, tomando como conjunto no cero G : {(i,i,) : L <, < 3}U{(3, 1)},

tenemos

lz o o l
I I

L: l0 2 0 I

Lo,r o 1,e3l
Como podemos observar, el elemento (3,2) ahora no se ha llenado debido a que

no peúenece aI conjunto de elementos no cero, y según el principio anterior no

se debe factorizar.
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Otro criterio para realizar la factorización incompleta, es el que da Ortega

en [81] que dice

Si a¿¡ f 0, calcular I¿¡ mediante la factorización de Choleski.

Si a¿¡: 0, hacer l¿i :0'

Con este criterio, Ia matriz del ejemplo anterior tendrá Ia factorización in-

completa de Choleski, dada por la siguiente matriz triangular inferior ,L.

r. -
0

1 ,93

01 ,

Dentro de una elección aceptable del conjunto G, se puede permitir un cierto

nivel de llenado. Por ejempio, si A es una matriz diagonalmente dispersa, se

pueden elegir h*k diagonales por debajo de la diagonal principal para realizar la

f.actorización. Es decir, además de Ia diagonal principal y la última subdiagonal

distinta de cero, se factorizan h - 1 diagonales desde la diagonal principal, y

k - l diagonales desde la última subdiagonal distinta de cero hacia la diagonal

principal.

Claramente, según el subconjunto G que se elija se tienen distintas fac-

torizaciones incompletas de una matriz. Desafortunadamente, a diferencia de

la factorización completa de Choleski, la factorizacíón incompleta de Choleski

no siempre existe aunque la matriz a la que se le realice la factorización sea

simétrica y definida positiva. Esto es porque puede ocurrir que al realízar dicha

factorización, se necesite realizar una raiz cuadrada de un número negativo.

)

0,5

0,5

0l
ol
e3 l
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Por ejemplo si consideramos la matriz A simétrica y definida positiva

A _n -

y como conjunto G :  { ( i ,a)  :  1  < i ,  <  5}U { ( i ,5)  :  1  <,  < 5}  U { (5,  i , )  :  7  < i ,  <

5), se puede comprobar que al realizar la factorización incompleta de Choleski

de 4., el algoritmo faila cuando se tiene que calcular el elemento (5,5) de la

matríz L, ya que sería necesario calcular la raiz cuadrada de -0, 5.

Podemos garantizar dicha factorización, si la matriz A es una M-matriz.

Esto queda reflejado en el siguiente teorema, que puede verse en [68]. También

en 197] se obtienen resultados similares.

Teorema 1.28. (Teorema 2.4, [68]). Si, A es una M-matriz si,rnétri,ca, en-

tonces, para cada elecci,ón del subconjunto G C Gn conlas propi,edades (1.39),

eri,ste una ún'ica matr'iz triangular inferi,or L tal que, l¿j :0 si, (i, j) /. G g una

matriz no negat'iua N con nij : 0 si, (i,, j) € G, de manera que

A:M- ¡ f -LLr -N

es una parti,ci,ón regular de A.

(1 ./,1 )

A continuación vamos a considerar el uso de factorizaciones incompletas de

Choleski como precondicionadores para el método del gradiente conjugado. Sea

A: LLr - ly' una factorización incompleta de Choleski de la matríz A, con L

2t  111

r2111

1121 1

11721

11112
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no singular. Entonces elegimos como matriz precondicionante M del algoritmo

del gradiente conjugado precondicionado Ia matriz

M :  LL r ,

donde M es una matriz simétrica y definida positiva. Puesto que ¿ es no

singuiar, Ia resolución del sistema Ms : r, se llevará a cabo resolviendo estos

dos sistemas triangulares

Lz :7 ,  LTs : z -

Tenemos que hacer notar, que la factorización incompleta de Choleski se

realizará una sola vez aI principio del proceso iterativo, y s€ deberá guardar Ia

maLriz tr para resolver los sistemas triangulares en cada iteración.

Esta elección de la matriz M, defrne la clase general de los métodos del

gradiente conjugado precondicionado basados en la factorización incompleta de

Choleski, denotados por ICCG. Según el número de diagonales que se llenen al

hacer Ia factorización, se obtienen distintos métodos ICCG(k), donde k denota

el número de diagonales elegidas para la factorización.

Se puede comprobar, que si A es una matriz en banda, es decir, una matriz tal

Ql ¡ea¿¡ :0,s i  i -  j  >  B o b ien j - i  <  B,para a lgúnBl lamado anchodebanda,

menor que el tamaño de A, entonces Ia factorización de Choleski de A proporcio-

na una matriz triangular inferior tr que cumple esta misma propiedad. Es decir,

si A es una matriz en banda, la matriz -L también es una matriz en banda con

el mismo ancho de banda p. Por ta,nto, al realizar la factorización incompleta

de Choleski de la matriz, deberemos fijarnos en que el llenado se produce dentro

de la banda.
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Generalmente, si la matriz A es diagonalmente dispersa, es decir, si A tiene

pocas diagonales no nulas, Ia estrategia de llenado suele ser elegir G de forma que

La matriz -L tenga como máximo alguna diagonal no nula más que A (contando

sólo las diagonales no nulas de A por debajo de la diagonal principal, ya que ,L

es una matriz triangular inferior).
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Capítulo 2

Arquitecturas paralelas.

2.L Introducción

Desde que en 1940, Von Neumann presentó el primer computador secuencial

de propósito general, con la idea de procesar datos en máquinas secuenciales,

el desarrollo tecnológico ha hecho posible el logro de máquinas que son capaces

del tratamiento automatizado a gran veiocidad.

Ya son seis décadas, en las que gracias a los avances de la tecnología y de

la electrónica, se viene produciendo un considerable avance en la evolución de

los computadores debido a la demanda que existe, tanto en el campo científico

como en eI industrial y comercial.

Los avances en Ia arquitectura de los computadores se han realizado en sus

dos vertientes que son: las mejoras en Ia organización del hardware y los reque-

rimientos del software. En el campo del hardware, las mejoras se dan cuando
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aparecen nuevas arquitecturas de computadores con la meta de alcanzar mayor

rapidez en la ejecución de las intrucciones, o en la realización de operaciones

de entrada/salida (en 1o sucesivo E/S), conseguidas mediante Ia construcción

de dispositivos electrónicos más rápidos. Las mejoras para el entorno del soft-

ware aparecen cuando se realizan nuevas modificaciones para los algoritmos ya

existentes, que hacen que éstos se ejecuten con mayor rapidez, también en ia

construcción de compiladores y lenguajes de programación adaptados a las nue-

vas máquinas.

La arquitectura de los computadores, en el contexto de la organízación hard-

ware, ha avanzado bastante en el transcurso de seis décadas desde sus comienzos

con las máquinas secuenciales hasta los procesadores vectoriales y los computa-

dores paralelos.

Las primeras máquinas que se construyeron fueron las máquinas secuenciales

de Von Neumann para la ejecución de datos escalares. Éstas se denominaron

computadores de fl,ujo de control, porque las instrucciones están controladas por

el contador de programas. Al ser Ia ejecución de los programas secuenciales muy

Ienta, se propusieron otros modelos de computadores. Aparecen entonces las

técnicas de "Lookahead" para operaciones I/E (instrucciones de decodificación

y ejecución) y para la introducción del paralelismo funcional.

A partir de las construcciones "pipeline" aparecen los procesadores vectoria-

les, equipados con múltiples vectores "pipelines" para ser usados concurrente-

mente bajo control hardware. Dentro de los procesadores vectoriales "pipelines",

se construyen las arquitecturas memoria-a-memori¿, que soportan el flujo "pipe-

line" de operaciones entre vectores, y la arquitectura regi,stro-a-regasúro que usa

registros de vectores para hacer de interface entre la memoria y los conductos
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funcionales.

Después aparecen los computadores de flujo de datos. Su principal carac-

terística es que no precisan contadores, ya que la ejecución de una instrucción

obedece sólamente a las restricciones impuestas por la dependencia de los da-

tos de todos ellos. El m¿ís utilizado es el computador con organización MIAID

(Multiple Instruction-Multiple Data). Dentro de las arquitecturas MIMD y aten-

diendo a la situación física de la memoria y a la forma en que los procesadores

acceden a e1la, aparecen los multi,procesadores de memori,a comparteda (shared

memory), Ios multi,procesadores de memori,a di,stri,buida (distributed memory),

y los multicomputadores.

El auge en la arquitectura de los computadores paralelos va desde 1975 hasta

nuestros días, donde se produce un avance significativo debido al planteamiento

de nuevas tecnologías que surgen tanto en Ia industria como en el campo de la

investigación. En la actualidad, estas máquinas se utiiizan en ámbitos donde se

apiica Ia supercomputación, como aplicaciones científicas, Ingeniería (diseño de

aviones, simulación de circuitos, síntesis lógica, . . . ), sistemas de bases de datos

(paralelización de bases de datos (queries), procesamiento de lenguaje natural,

), e Inteligencía Artificial (paralelización de procesos de lógica simbólica,

modelado conexionista, . .. ).

En la siguiente figura, se muestra Ia evolución de los distintos computadores

desde el secuencial hasta los computadores paralelos:
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En las siguientes secciones vamos a centrarnos en la computación paralela.

En la Sección 2.2, estudiaremos el concepto de paralelismo. En la Sección 2.3,

describiremos diferentes arquitecturas paralelas poniendo especial atención a

Ias arquitecturas de tipo M I M D, ya que es en este tipo de arquitectura donde

realizaremos los experimentos numéricos. En la Sección 2.4, veremos distin-

tos modelos de programación pa,ralela vigentes hoy día. En la Sección 2.5 se

estudiarán las medidas de paralelismo que se utilizan para evaluar un aigorit-

mo paralelo y para finalizar este capítulo, en Ia Sección 2.6 daremos una breve

descripción del paquete de software PVM (Parallel Virtual Machine).
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2.2 Concepto de paralelismo

EI procesamiento paralelo es una técnica que permite incrementar la capa-

cidad computacionai de los sistemas informáticos mediante ia ejecución concu-

rrente de distintas operaciones. La introducción del paralelismo en los compu-

tadores hace que se aumente la capacidad computacional a costa, por 1o general,

de aumentar las componentes hardware.

La necesidad de introducir eI procesamiento paralelo en los computadores

viene justificada por ia utilización de los mismos en grandes bases de datos,

aplicaciones para búsquedas heurísticas, .. . , incluso existen aplicaciones cuyo

requerimiento computacional es mucho mayor.

Son muchos los campos donde las arquitecturas paralelas se consideran apro-

piadas bien por el gran tamaño de los problemas gue se abordan o por la ne-

cesidad de trabajar con problemas en tiempo real. En particular, una de ias

áreas donde se investiga y se utiliza Ia programación y por Io tanto, las arqui-

tecturas paralelas, es el Álgebra Lineal Numérica. En ella, por ejemplo, se están

desarrollando algoritmos para la resolución de sistemas de ecuaciones lineales

implementados para ser ejecutados en máquinas paralelas. Su justificación ra-

dica en el uso de vectores y matrices, ya que su utilización implica de forma

implícita la utilización del paralelismo.

Por lo tanto, la aparición de los computadores paralelos ha dado lugar no

sólo a que se adapten los algoritmos clásicos del Álgebra Lineal para su im-

plementación y ejecución en dichos ordenadores, sino que también se diseñen

nuevos métodos que hacen que se obtenga un mejor rendimiento de la máquina,
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por ejemplo, cuando se hace un reparto adecuado de la carga de trabajo entre

los distintos procesadores.

Dentro de un sistema informático el procesamiento paraielo puede plantearse

a ni,uel de regi,stro y a ni,uel de procesador.

A nivel de registro. En una máquina secuencial se procesa una palabra

cada vez, mientras que en una máquina paralela se procesan varias si-

multáneamente. Este tipo de paralelismo aparece en los procesadores

superescalares que ejecutan a la vez varias instrucciones, y en los com-

putadores matriciales que procesan la misma instrucción sobre distintos

datos.

A nivel de procesador. Aquí Ia unidad de información es el programa. En

un sistema paralelo con varios procesadores se ejecutan varias unidades de

información en paralelo. Es uri paralelismo que aparece en los sistemas

multiprocesadores.

2.3 Tipos de arquitecturas paralelas

Flynn [42] presenta una clasificación de los computadores paralelos según se

procesen uno o más flujos de instrucciones y/o datos. De forma resumida, esta

clasificación queda reflejada en la siguiente fi.gura:
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SIMD SIMD

MISD MIMD

Clasificación de Flynn.

C : Controlador. P : Procesador. R: Red de Interconexión. M : Memoria.

A continuación describimos de forma más detallada esta clasificación:

SISD (Single Instruction-Single Data). Un flujo simple de instrucciones opera

sobre un flujo simple de datos. Las instrucciones se ejecutan secuencial-

mente como en eI modelo de Von Neumann, pero pueden estar solapadas
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en las etapas de ejecución. Un computador SISD puede tener más

una unidad funcional que están controladas por la unidad de control.

corresponde con la arquitectura Von Neumann.

SIMD (Single Instruction-Multiple Data). Un flujo simple de instrucciones

opera sobre múltiples flujos de datos. Se corresponde con las arquitec-

turas matriciales, donde múltiples unidades de proceso ejecutan concu-

rrentemente, de forma sincronizada, la misma instrucción sobre distintos

datos. Este bipo de arquitectura está formada por varios procesadores pe-

ro con una única unidad de control, donde se ejecutan las instrucciones

escalares y de control. Estas máquinas son apropiadas para problemas

característicos donde haya un alto grado de regularidad, por ejemplo, pro-

cesamiento de imágenes y ciertos problemas de simulación. Los algoritmos

que están diseñados para multicomputadores no pueden, en general, ser

ejecutados eficientemente en computadores SIMD.

MISD (Multiple Instruction-Single Data). Un flujo múltiple de instrucciones

opera sobre un flujo simple de datos. Cada vez que un dato es extraído

de la memoria se Ie procesa múltiples veces (por diferentes instrucciones o

circuitos) antes de regresar a ella. Es similar a la del tipo SISD. Se corres-

ponde con las arquitecturas segmentadas o sistólicas. Es una arquitectura

poco práctica y en la actualidad no se fabrica.

MIMD (Multiple Instruction-Multiple Data). Se ejecutan de forma asíncrona

distintas instrucciones en sendas unidades de procesamiento. Todos 1os

procesadores compaften accesos a grupos comunes de módulos de memo-

ria, canales E/S y dispositivos periféricos. El sistema operativo controla

de

Se
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todo el sistema, para facilitar las interacciones entre los procesos y sus

programas a diferentes niveles. Además de las memorias y dispositivos de

E/S compartidos, cada procesador dispone de su propia memoria local y

de dispositivos privados. Disponen de un gran número de procesadores

que pueden funcionar en paralelo con un coste relativamente bajo. Con

un funcionamiento síncrono, se consideran máquinas a las que tienden las

arquitecturas SIMD cuando los elementos de proceso tienden a la simplici-

dad mrÍrima y Ia memoria local a desaparecer. Este tipo de arquitectura es

útil en problemas cuya velocidad de ejecución viene limitada por el cálculo

y no por las E/S. Los sistemas que pertenecen a esta configuración son los

sistemas multiprocesador y los sistemas rnulticomputador.

(i) Sistemas multiprocesador. Es un sistema integrado de computa-

dora que contiene dos o más C PU's. Estas cooperan en la ejecución

de los programas pudiendo realizar una ejecución simultánea entre

dos o más porciones del mismo programa o de programas diferentes,

de forma síncrona o asíncrona. Las C PU's comparten una memoria

principal común y los subsistemas de E/S se comunican mediante pa-

so de mensajes. Un único sistema operativo lleva el control de todo

el proceso. Atendiendo a la topología del sistema, los multiproce-

sadores se pueden clasificar en multiprocesadores con rnemoria

compartida y multiprocesadores con memoria distribuida.

o Multiprocesadores con memoria compartida. Todos los

elementos de proceso tienen acceso a una memoria común, aun-

que de forma independiente, cada uno de ellos puede tener una

67
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pequeña memoria local (antememoria) donde almacena códigos y

resultados intermedios. El mecanismo de comunicación se reali-

za mediante variables compartidas o paso de mensajes simulado

mediante estructuras de datos en memoria compartida. Este ti-

po de sistema permite cierto grado de sincronización que hace

posible un retraso en la comunicación por las interrupciones cru-

zadas entre procesadores. Contiene una red de interconexión que

permite acceder a cualquier módulo de memoria. El acceso a esta

red es de forma asíncrona Io que hace que puedan plantearse con-

flictos y sean necesarios mecanismos de arbitraje. Existen tres

tipos de multiprocesadores de memoria compartida: el modelo

de acceso-uni,forme-memoria (UMA), el modelo de acceso-no-

uni,forme-memoria (NUMA) y el modelo de arqu,itectura-sólo-

memoria-caché (COMA). En el modelo UMA la memoria está

físicamente dividida entre todos Ios procesadores. Todos los pro-

cesadores pueden acceder a la memoria en Ia misma unidad de

tiempo. El acceso a Ia memoria en el modelo NUMAvaría con la

posición de la palabra de memoria. La memoria está físicamente

distribuida entre todos los procesadores, cada una de e1las, se

llama memoria local. La colección de todas ellas forma un es*

pacio de dirección global accesible por todos los procesadores,

por ejemplo, el multiprocesador CEDAR construido en la Uni-

versidad de Illinois, está construido con esta estructura donde

cada cluster es un multiprocesador Alliant FX/80. EI modelo

COMA es un caso especial del modelo NUMA, en el cual Ia me-
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(ii)

moria principai está dividida en cachés. En este modelo no hay

jerarquías entre cada procesador. Todas las cachés forman un

espacio de dirección global. La caché remota está asistida por

los directorios de las cachés distribuidas.

o Multiprocesadores con memoria distribuida. Cada ele'

mento de proceso tiene su propia memoria donde almacena sus

propios datos siendo ésta inaccesible a los demás procesadores.

Este tipo de multiprocesador se utiliza en sistemas que están

débilmente acoplados donde no se necesita gran cantidad de co-

municación. Esta se realiza entre los distintos procesadores me-

diante paso de mensajes, lo cual conlleva un retraso en Ia ejecu-

ción. Son conocidos también como máquinas de acceso a n'LenLo-

ria no remota (NORMA).

Una clase de sistema multiprocesador considerado altamente pa-

ralelo es eI si,stema mult'icomputador.

Sisterna rnulticornputador.

Se organiza como un conjunto de nodos programables conecta-

dos mediante una red de paso de mensajes. La red de interconexión

puede ser de malla o hipercubo. Cada procesador tiene su propia

memoria local, no existiendo una dirección de memoria global sino

que cada nodo posee su propio espacio de direcciones. Son sistemas

de alto rendimiento en el procesamiento de programas concurrentes,

siendo su campo de aplicación el de las operaciones matriciales, reso-

lución de ecuaciones diferenciales, búsquedas heurísticas, análisis de
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eiementos finitos, ... . Algunos multicomputadores comerciales son:

Intel iPSC f 2, Ametek series 2010, . . ..

2.3.L Redes de conexión

En cada sistema multiprocesador como cada procesador comparte con los

demás, módulos de memoria y dispositivos E/S, se hace necesaria Ia existencia

de redes de conexión. La función de una red de interconexión en un sistema es

la de conectar el mayor número de nodos posibles, con pocos enlaces por nodo y

conseguir que haya pocos conflictos de acceso a la red. Existen diferentes tipos

de redes de interconexión, vemos algunos de ellos.

o Topología de bus: Esencialmente es una coiección de cabies y conectores

que permiten Ia transacción de datos, módulos de memoria y periféricos

conectados al bus. Generalmente se trata de una red de interconexión

pasiva, ya que el control del bus se realiza a través de los dispositivos

emisor-receptor o mediante un mecanismo de arbitraje independiente en-

cargado de resolver conflictos.
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o Redes multiestado: Son usadas en computadores SIMD y MI}\{D. Se

conectan N :2n procesadores en n fases, cada una de ellas con ly' cone-

xiones. Este esquema puede utilizarse tanto para sistemas con memoria

distribuida, como para sistemas con memoria compartida, según pongamos

a la derecha procesadores o memorias.

M
M

P
P

P
P

P
P

P
P

M
M

M
M

M
M
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o Red ttCrossbart': Posee un camino de conexión directo entre cada pro-

cesador y cada módulo de mernoria. Esto se realiza a través de un bus

asociado a cada módulo de memoria. Las ventajas frente a la red bus es

que ahora sólo se plantean conflictos cuando se quiere acceder al mismo

módulo por dos procesadores.

Topología de anillo: Cada elemento está conectado a los vecinos más

próximos por un enlace unidireccional o bidireccional. Un elemento puede

leer de un vecino mientras escribe en el otro vecino.

Anillo unidireccional

Anillo bidireccional
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o Topología de malla: Cada nodo está conectado a sus cuatro vecinos

más próximos. Se dice de malla abierta, cuando además los enlaces de la

periferia están anulados.

Topología de hipercubo: Es una arquitectura binaria n-cubo, que pue-

de ser implementada en los sistemas uCUBE y CM -2. En general,

una topología n-cubo permite conectar un gran número de procesadores,

N : 2n, con un diámetro pequeño n y con pocas conexiones. Máquinas

construidas con esta topología son Intel iPSC lt,IPSC12. Una de las ven-

tajas de esta topología es que contiene otras estructuras, en particular la

de anillo.

ry9
t ¿

Hipercubo 3-dimensional Hipercubo 2-dimensional
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2.3.2 Modelos de supercomputadores paralelos

A continuación damos una breve descripción de los supercomputadores más

utilizados hoy día en computación paralela. Tenemos que destacar que el IBl\{

RS/6000 SP y el cluster de Pentiums son los dos multiprocesadores que se han

utilizado para obtener los resultados numéricos que se exponen en el Capítulo 7.

rBM Rs/6ooo SP (SP2)

Es un sistema paralelo escalable de propósito general basado en una arqui-

tectura de memoria distribuida. Proporciona decenas de procesadores dedicados

a un único problema. Generalmente está disponible en configuraciones desde 4

hasta 128 procesadores y en algunos casos 512. Las piezas básicas son nodos

procesadores que consisten normalmente en un microprocesador POWER, PO-

WER2, POWERS, ó multiprocesador simétrico POWERPC, su memoria, su

disco y sus ranuras de expansión microcanal, para ia E/S, Ia conectividad y el

adaptador. El IBM RS/6000 SP se caracteriz4 entre otros aspectos, por:

. su escalabilidad: el sistema puede ampliarse en potencia incorporando

más nodos según se necesiten.

o su compatibilidad: con todas las versiones existentes para AIX en sis-

temas inferiores de la familia RS/6000.

o soportar la computación paralela: el sistema permite el desarrollo y

la ejecución de aplicaciones paralelas.
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En su estructura destacan:

o La estación de control, desde la cual se instala, administra y monotoriza

todo el sistema.

o El Fbarne o armario que contiene los distintos elementos que componen

el sistema excepto, Ia estación de controi. Un frame puede contener hasta

16 nodos, pudiendo interconectarse con otros frames para crear sistemas

de hasta 128 nodos.

r Los nodos, cada uno de los cuales es un ordenador completo con su proce-

sador (POWER2 Super Chip, POWER3 o POWERPC SMP), y su propia

memoria, slots de expansión Micro Canal y dispositivos E/S.

o El High Performance Switch, que interconecta los nodos de un frame

proporcionando un ancho de banda de hasta 1lOMB/sg entre cada par de

nodos.

r Una LAN Ethernet, que interconecta los nodos y la estación de control

(en este caso con un ancho de banda menor que el proporcionado por el

HPS).

o Una línea serie RS-232, que conecta la estación de control con cada uno

de los frames con el fin de gestionar el hardware. Existe una línea serie

por cada frame.

Uno de los lenguajes de datos paralelo que soporta el SP2 es el Hi,gh Per-

formance FORTRAN. Los programas se escriben usando el lenguaje secuencial

75
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FORTRAN (versión FORTRAN 90) donde se especifica mediante grandes arrays

(o arreglos) cómo se distribuyen los datos.

Cluster de Pentiums.

Es una red local de computadores heterogéneos que están conectados por

cualquier tipo de red (ficra óptica, Ethernet, ) Los resultados de los tiem-

pos obtenidos en este tipo de máquinas frente al precio que supone un tipo de

arquitectura de este tipo pueden considerarse aceptables. EL cluster del gru-

po de Computación Paralela de Ia Universidad de Alicante, está formado por

7 PC's conectados mediante un switch con un ancho de banda de hasta 100

iVlegabytes/sg.

Otros tipos de arquitecturas actuales son:

Silicon Graphics POWER CHALLENGE.

Son multiprocesadores de memoria compartida que tienen procesadores RISC

superescalares R8000 y R10000. Generalmente están disponibles desde 2 a B

nodos como el POWER CHALLENGE L de Silicon Graphics, hasta 288 proce-

sadores como el POWER CHALLENGE arrav.

CRAY T3E.

Son multiprocesadores de memoria compartida. Los microprocesadores son

DC Alpha EV5 con un rendimiento pico de 600 Mflops. Cada procesador tiene

su propia memoria local con una capacidad entre 64 Mbytes y 2Gbytes. Están

construidos sobre la primera generación de máquinas de CRAY.

CONVEX Exemplar SPP1O00.

Es un sistema que consta de un conjunto de hipernodos (de 1 a 16) cada uno

de los cuales contiene de 4 a 8 procesadores HP PA-RISC 7100 y una memoria

local de 256 Mbytes hasta 2Gbytes. Dentro de cada hipernodo las unidades
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funcionales acceden a memoria a través de una red "crossbar", que permite la

conexión directa entre todos los nodos. La conexión entre hipernodos se realiza

mediante una colección de anillos. Los procesadores se organizan por pares en

bloques funcionales.

2.4 Modelos de programación paralela

La construcción de una plataforma hardware para el procesamiento paralelo,

debe llevar de forma adicionalla construcción de un procesamiento software que

soporte dicha arquitectura. Una gran número de sistemas software han sido

diseñados para la programación de los computadores paralelos, tales como los

sistemas operativos y lenguajes de programación.

Los modelos de programación paraiela están específicamente diseñados pa-

ra sistemas multiprocesadores, multicomputadores o computadores vectoriales

SIMD y deben estar provistos de mecanismos de partición del problema princi-

pal en tareas separadas para adjudicarlas a cada procesador. Estos mecanismos

pueden provenir del paraleli,smo 'implícito, que divide el problema y adjudica

las tareas a cada procesador automáticamente, o deI paraleli,smo erplíci.to donde

el programador tiene que decidir qué partes deben ser ejecutadas como tareas

paralelas independientes.

EI paralelismo depende de cómo está implementada la comunicación entre

procesadores. Existen cinco modelos que explotan el paralelismo con diferentes

paradigmas de ejecución que son: el modelo de uari,able compartida, paso de

Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2000.



78 2 Arquitecturas paralelas.

mensaje, data-parallel, programaci,ón ori,entada a objetos y los modelos funci,o-

nales g lógi,cos. Exponemos brevemente cada uno de ellos.

o Modelos de variable compartida (shared).

La programación de muitiprocesadores está basada en el uso de variables dividi-

das en una memoria común para la comunicación entre procesos. Las variables

exigen el uso de memoria compartida y exclusión mutua entre múltiples procesos

accediendo al mismo conjunto de variables. Las ventajas de usar este modelo

son: atomicidad en las operaciones de memoria, memoria consistente, acceso

protegido a las secciones, rápida sincronización, estructuras de datos comparti-

das y rápido movimiento de datos.

o Modelos de paso de mensajes.

Dos procesos que residen en diferentes procesadores pueden comunicarse entre

sí mediante el paso de mensajes por una red directa. Los mensajes pueden ser

instrucciones, datos, señales, . . . . Esta comunicación tarda más que la de acceso

mediante variables compartidas en memoria común. El paso de mensajes se

puede hacer: de forma síncrona (sincroniza que los procesos se envíen y reciban

en el mismo espacio de tiempo, por io que no se necesitan buffers) y de forma

asíncrona (no están sincronizados en el tiempo, por eso necesitan buffers).

o Modelos data-parallel.

Son modelos que son fáciles de escribir y de depurar porque el paralelismo es

tratado explícitamente por una sincronización en el hardware y por control de

flujo de datos. Es aplicado a problemas de grano fino usando mallas regulares,
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plantillas (matrices) y conjuntos de datos de señal/imagen. Puede ser imple-

mentado en computadores SIMD. Las extensiones que se realizan para datos

arrays están representadas por tipos de datos de alto-nivel. Ejemplos de lengua-

jes que procesan arrays son: el CFD para el Illiac IV; el DAP Fortran para eI

AMT/Procesador de arrays distribuido; C* para el TMC/Connection machine

y el MPF para Ia familia de los computadores masivamente paralelos MasPar.

Los compiladores soportan las familias de Fortran-77, Fortran-90 y C.

o Modelos orientados a objetos.

Los objetos se crearr dinámicamente. EI proceso se realiza enviando y recibien-

do mensajes entre los objetos. EI paraleiismo se realiza mediante: concurrenc'ia

pi,pel'i,ne que supone Ia enumeración de soluciones sucesivas y testea concuren-

temente las soluciones que surgen de una evaluación pipeline; di,ui,de-y-uencerás:

supone Ia evaluación concurrente de diferentes subprogramas y la combinación

de sus soluciones es la solución fi.nal; resoluci,ón de un problema cooperati,uo: to-

dos los objetos interactúan entre sí, los resultados intermedios se almacenan en

objetos y memoria compartida mediante paso de mensajes entre ellos.

o Modelos funcionales y lógicos.

En los modelos funcionales no se producen efectos al margen de la ejecu-

ción. Enfatizala programacién de grano-fi.no de los MIMD. La mayor parte de

los computadores paralelos diseñados para soportar el modelo funcional están

orientados al lenguaje .Lisp. Los modelos de programación lógica están basa-

dos en Ia lógica de predicados para procesamiento de conocimiento mediante

grandes bases de datos. Dos lenguajes de programación lógica paralela son el
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Prolog Concurrenúe diseñado por Shapiro 1921, y eI Parlog diseñado por Clark y

Gregory [27].

2.5 Evaluación de las prestaciones de un algo-

ritmo paralelo

En esta sección vamos a definir aquellos parámetros que nos van a ser de

utilidad para evaluar las prestaciones de los algoritmos en paralelo. Estos son

eI 'incremento de aeloc'idad (speed-up) y Ia efi,ci,enci,a. Si suponemos que dispo-

nemos de r procesadores definimos,

Definición 2.1. Se llama 'incremento de ueloci,dad (speed-up) de un algorit-

mo paralelo a

q -
v r -

Tiempo de ejecución en un sólo procesador
(2.r)

Tiempo de ejecución en r procesadores

Esta definición compara el mismo algoritmo utilizando uno o r procesadores,

sin embargo, esto tiene un inconveniente, ya que dicho algoritmo paralelo no

tiene porqué ser más eficiente que cuando se ejecuta en secuencial. Esto nos

lleva a Ia introducción de una nueva medida de paralelismo. que se da en la

definición siguiente.

Definición 2.2. EI'incremento de ueloci,dad (speed-up) de un algoritmo pa-

ralelo respecto al mejor algoritmo secuencial es

Tiempo de ejecución en un sólo procesador dei algoritmo secuencial más rápido

Tiempo de ejecución en r procesadores del aigoritmo paraielo
(2 .2)
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Hacemos notar, que no siempre se va a poder determinar el mejor algorit-

mo secuencial en términos absoiutos. Por otro iado, aunque teóricamente se

verifica S; < S, ( r, en Ia práctica se pueden encontrar situaciones en las que

los incrementos de velocidad sean superiores al número de procesadores. Así,

por ejemplo, podemos encontrarnos con esta situación cuando utilicemos co-

mo algoritmo secuencial un algoritmo distinto al paralelo o cuando el algoritmo

secuencial necesite acceder más veces a Ia memoria rápida (caché), lo cual pro-

vocará un retraso en Ia ejecución secuencial y consecuentemente un aumento del

speed-up.

Relacionadas con las medidas anteriores están las de eficiencia, que miden el

grado de utilización de los procesadores del sistema ai ejecutar en él un algorit-

mo. Para un sistema con r procesadores damos Ia siguiente definición.

Definición2.3. Se llama efici,enci,a de un algoritmo paralelo respecto a sí

mismo a

Er:  &,
r

siendo la eficiencia respeto al mejor algoritmo secuencial,

t . -SJ
T'

Hacemos notar, que para obtener los parámetros definidos en esta sección es

necesario realizar eI experimento numérico, pues estamos hablando de tiempos

reales de ejecución. Por otra parte, no siempre va a ser posible determinar el

mejor algoritmo secuencial en términos absolutos.

Concluimos esta sección diciendo que para maximizar la efi.ciencia de un

aigoritmo paralelo, hay que tener muy en cuenta eI equilibri,o de la cargo,, es

B1
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decir, Ia distribución de las tareas entre los distintos procesadores de forma que

todos ellos tengan una cantidad de trabajo similar, de hecho, debe procurarse

que este reparto equitativo se realice entre todos los puntos de sincronización a

fin de evitar que algunos procesadores se mantengan inactivos o perezosos. Esto

supone que el problema de asignación de tareas a los distintos procesadores sea

clave a Ia hora de mejorar la eficiencia. Esta asignación en los multiprocesadores

de memoria distribuida suele ser estática, es decir, eü€ se ha de hacer antes

de comenzar con la ejecución dei algoritmo, sin embargo, en los de memoria

compartida suele ser dinámica, lo que permite que dependiendo de cómo vaya

desarrollándose Ia ejecución, se asignen las tareas a los distintos procesadores.

2.6 PVM

PVM (Parallel Virtuai Machine) es un paquete de software que permite a una

colección de computadoras heterogéneas (secuenciales, vectoriales o paralelas)

conectarse sobre una red cualquiera (Ethernet, fibra óptica) ...) para aparecer

como un único recurso computacional concurrente de memoria distribuida. La

librería de rutinas está compuesta de primitivas que pueden ser llamadas desde C

o desde Fortran. Estas permiten un funcionamiento completo entre las distintas

tareas de una aplicación.

Las computadoras a las que va dirigido este recurso son los multiprocesadores

de memoria compartida o distribuida, ias supercomputadoras vectoriales y las

estaciones de trabajo. En Io siguiente, usaremos los conceptos de mó,qui,na ui,rtual
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2.6 PVM

para designar el computador distribuido que obtenemos con PVM; "Ilosf es el

término que utilizaremos para denotar cualquiera de los computadores que son

usados para crear la maquina virtual, y tarea es un término definido como una

unidad computacional en PVM, análogamente a un proceso UNIX.

PVM está compuesto de un sistema que es Ia li,brería de rutinas y de un

daemon, llamado pvmd3 (pvmd).

EI daemon pvmd3 reside en todas las computadoras que constituyen la

máquina virtual. Cuando un usuario desea comenzar una sesión de PVM, crea

primero una máquina virtual poniendo en marcha el PVM. La aplicación PVM

puede empezarse entonces desde w promt Unix en cualquiera de los hosú. Varios

usuarios pueden configurar máquinas virtuales simultáneamente y cada usuario

puede ejecutar varias aplicaciones PVM simultáneamente.

PVM es especialmente útil para aplicaciones compuestas de varias partes

relacionadas entre sí y con grandes cálculos cada una de ellas. PVM ha sido

usado para una gran número de aplicaciones taies como simulación de dinámica

molecular, estudios de superconductividad, algoritmos matriciales y también

como base para la enseñanza de la programación concurrente o paralela.
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Capítulo 3

Métodos iterativos paralelos.

Planteamiento y objetivos.

3.1 Introducción

Dado un sistema lineal de ecuaciones

Ar :b ,  ( 3  1 )

podemos realizar una partición A - F - G, de tal foma que a partir de ella se

puede escribir el siguiente esquema iterativo

: r ( r+r)  :  F- tGr( t )  +  F- tb,  I  :  0 ,1,2,  .  .  .  .

Como ya hemos visto en el Capítulo 1, para resolver el sistema (3.1) se

pueden utilizar métodos iterativos secuenciales. Pero debido al empuje de las
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nuevas tecnologías, la computación paralela, hace posibie que estos métodos se

puedan resolver e implementar, sin ninguna dificultad, en un multiprocesador

como podemos ver en Bertsekas y Tsitsiklis [11].

Para ello, se distribuye la carga de trabajo mediante la asignación de incógni-

tas entre los distintos procesadores. Esta asignación se puede realizar de cuatro

formas que son: la as'ignaci,ón di,recta, la reordenaci,ón de'incógni,tas, descom-

posi,ci,ón en bloques y med'iante multi,parti,ciones. Veamos brevemente en qué

consiste cada una de ellas.

La as'ignac'ión di,recta de incógnitas se puede realizar cuando el método ite-

rativo permite que los procesadores trabajen independientemente, como ocurre

por ejemplo, con el método de Jacobi que cuando se ejecuta en paralelo cada

procesador actualiza sus incógnitas y después, también en paralelo, envía las

variables necesarias a cada procesador. En este método el grado de paralelismo

es perfecto, por Io que si no se tuviese en cuenta ei tiempo de comunicación, se

alcanzaría un speed-up teórico igual al número de procesadores.

La reordenaci,ón de i,ncógni,úas permite distribuir la carga entre procesaciores

de forma independiente. Sin embargo, ia distribución de un grupo de incógnitas

a cada procesador induce una idea más general, que consiste en dividir Ia matriz

A en bloques y asignar éstos a los distintos procesadores. Es decir, si la matriz

A está dividida en bloques cuadrados, invertibles, de tamafo n¿xn¿, de la forma

A -

An Atz

Azt Azz

Art 4,2

Av

Az,

4,,

(3 2)

se pueden construir los subsistemas siguientes que se asignan cada uno a un
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3.7 Introducción 87

procesador diferente

Auor[¿) : -  i  Au¡* ! ' - ' )  +bo,  , i : r ,2 , . . . , r ,  l : r ,2 , . . . ,
j : t, i#¿

(3 3)

donde r¿ y b¿ son bloques de los vectores r y ó respectivamente, y tienen un ta-

maño de acuerdo al tamaño de los correspondientes bloques de A. La ecuación

(3.3) corresponde al esquema iterativo que se conoce como método de Jacobi

por bloques (podemos ver un ampiio estudio de métodos iterativos por bloques,

en Bertsekas y Tsitsiklis [11] o en Young [t0S]). Sucede que cuando ia matriz

de coeficientes A es una M-matriz,los métodos por bloques son al menos tan

rápidos como los métodos por filas, por lo tanto, a la hora de realizar los sub-

sistemas (3.3) será importante no sólo Ia elección del método utilizado, sino Ia

elección de los bloques de la matriz A.

Para ver un ejemplo en el que se realizan técnicas de reordenación y des-

composición en bloques, podemos dirigirnos a White [102], en el que se da un

ejemplo numérico basado en la ecuación de Poisson discretizada mediante dife-

rencias finitas de segundo orden. Por último, tenemos que decir, que la técnica

de descomposición por bloques se puede ver como un caso particular de la técnica

de multipartición dada por O'Leary y White 177), Ia cual se expone con mayor

detaile en Ia siguiente sección.

Atendiendo aI contenido de las secciones que aparecen en este capítulo, da-

mos una breve descripción de cada una de ellas. En primer lugar, en la Sec-

ción 3.2 describiremos Ia técnica de multipartición dada por O'Leary y White,

así como aigunos resultados de convergencia de dicho método. En Ia Sección 3.3,

se describen los métodos de multipartición no estacionarios, en los que veremos

que cada procesador puede actualizar más de una vez su solución en cada ite-
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ración global. En Ia Sección 3.4, se plantean dos precondicionadores paralelos

diseñados para trabajar de forma eficiente en un muitiprocesador en paralelo,

estos son los precondicionadores polinomiales aditivos y los precondicionadores

por bioques.

Por último, en la Sección 3.5 exponemos los motivos que nos han llevado

a desarrollar los resultados que aparecen en esta memoria, y describimos los

objetivos que se pretenden alcanzar en su desarrollo.

3.2 Métodos iterativos de multipartición

Como ya se ha visto en el Capítulo 1, si tenemos un sistema de ecuaciones

Ar : b, al realizar :una partición de la matriz de coeficientes, por ejemplo,

A: F - G, el esquema iterativo que resulta de considerar esta partición es

r ( I + r )  :  F - r c r ( t )  +  F - rb ,  I  : 0 , I , 2 , . . .  .

Claramente, si se realizan distintas particiones de la matriz A, tendremos

distintos esquemas iterativos. Bajo estas condiciones, O'Leary y White [77],

en 1985, diseñaron Ia técnica de multipartición creada para la resolución de

sistemas de ecuaciones lineaies sobre un multiprocesador en paralelo.

El método de multipartición [77], consiste en considerar una colección de

particiones

A :  F ¡ -G j ,  I 1  j  1 r ,  de t (F ¡ )10 , (3.4)
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y unas matrices de peso E¡,I 1j 3r, diagonales no negativas cuya suma es

identidad. A Ia colección {F¡,G¡,, E¡}i:r la llamaremos multipartición de A.

partir de estas hipótesis, se considera el siguiente algoritmo.

Algoritmo 3.L. Algoritmo de mult ipart ición.

Dado un vector inicial r(o).

Desde I  :  0 ,  L ,2, . . .  ,  hasta convergencra

Desde  j : l  has ta  r

nh'jU¡ : G¡r\') -f b

¡¿tr1\ aa -
t r \ - , - /  :  ) , b ¡U ¡ .

j : r

(3 5)

La idea clave aquí, es que se supone que se dispone de r procesadores conec-

tados entre sí de tal forma que cada uno de ellos puede ejecutar una sucesión

diferente de instrucciones sobre sus datos locales. En cada iteración, el procesa-

dor j-ésimo calcula solamente las componentes del vector

FllGjr(D + F;Lb,

correspondientes a los elementos no nulos de E¡. EI procesador pondera estas

componentes para que sea capaz de distribuir el vector

E,F;rG¡r(D + E¡F;tb

a uno de los procesadores, que llamaremos central, donde se suman las soluciones

de cada uno de los esquemas iterativos asignados a los distintos procesadores,

para así actualizar el vector r en Ia iteración l, es decir para obtener el vector

r(t+I) .

89
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Hay que observar que el procesador j-ésimo no actualiza rlrra componente

que coincida con un elemento nulo en la diagonal de E¡. Es decir, si las matrices

-E¡ son tales que una de ellas tiene el i-ésimo elemento de la diagonal no nulo

y todas las demás En, h f j, tienen su elemento diagonal ¿-ésimo nulo, se

puede asignar la fila i, de A sólo al procesador j-ésimo. Si este razonamiento

se piensa con bloques de filas, sólo se asignaría el correspondiente bloque a un

único procesador. De esta forma, con una única partición se puede construir

una multipartición y repartir ei trabajo entre procesadores, mediante el cálculo

de bloques de componentes del vector z(i).

Si denotamos por , : 
DtrFltGr, 

entonces Ia sucesión de vectores generada
J : L

por el Algoritmo 3.1 se puede expresar de la siguiente forma

r ( t+ , )  :  Tr ( I )  + lnrF] ; .b ,  I  :0 ,L ,2 , . .  .  ,
j : r

(3 6)

donde T es la maftiz de iteración.

O'Leary y White enl77l, investigan también clases de matrices Ay tipos de

multiparticiones que dan lugar a que el Algoritmo 3.1 converja, demostrando los

siguientes resultados.

Teorema 3.1. (Teorema l.a U 1.c, [77])

a) Sea A una matri,z monótona y sea {F¡,G¡,8¡}i:, una multi,parti,ci,ón de A,

tal que todas las parti,c'iones A - Fi - G¡ son débi,Imente regulares, entonces el

esquerna'iterati,uo (3. 6) es conuergente.

b) Sea {F¡,G¡,U¡}|:, una mult'dparti.c'ión de la matri,z A. Si, se cumple que

llF¡'G¡11." < L, para tod,o j  :  I ,2,. .  .  ,r,  entonces el esquema (3.6) es conuer-

gente.
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3.2 Métodos iterativos de multipartición 97

En el mismo trabajo dan condiciones sobre las particiones (3.a) V sobre las

matrices de peso E¡ que aseguran 1a convergencia del Algoritmo 3.1 cuando la

matriz A dei sistema es simétrica y definida positiva y las particiones son P-

regulares (ver Definición 1.13, Sección 1.3). Para ello, demuestran el siguiente

teorema, que nosotros redactamos en el contexto de las matrices hermíticas.

Teorema 3.2. (Teorema 1.b, [77]). Sean A: Fi - G¡, I < j < r, parti,ci,o-

nes P-regulares de una matriz hermíti,ca y defini,da pos'iti,ua, A seo,n las matri,ces

de  peso  E ¡  de la fo rma  E ¡ :a ¡ l , 1<  j  1 r ,  cona ¡ )0  r2 * t : 1 ,  en tonces

eI algori,tmo de multi.parti,ci,ón (Algoritmo 3.1) es conuergente.

A partir del Teorema 3.2 se siguen los siguientes corolarios, que pueden verse

por ejemplo, en [74].

Corolario 3.1. (Teorema 3.2, ft41). SeanA-- F¡-G¡, I < j 1r, parti,c'io-

nes P-regulares de una matriz hermíti,ca y defini,da posi,ti,ua A sean las matrices
T

depeso  E ¡  de la fo rmaE j : d . ¡ I , l <  j  < r ,  cona ¡ )0  U \a ¡ : 1 .  SeaF

r r j : ,

la matriz defini,da de la forma F :D_ntf;t A T : 
DAtf;LCt, 

entonces la
j :r j :7

par t i ,c i ,ón A:  F-r  -  F* tT,  l :0 ,  L ,2, . . .  ,  es P-regular .

Corolario 3.2. (Teorema 3.3, ft4tl). Sean A: Fi - G¡,I < j < r, par-

ti,ci,ones de una matri,z hermíti,ca y defini,da posi,ti,ua donde las matri,ces G¡ son

defini,das pos'it'iuas, A sel,n las matrices de peso de la forma Ei : a¡1. Sean las
T T

rnatricesf : I  EjFj LGj 
A F :LUrpr t,  entonces,

; - 1 ; - 1

1.- La parte real de los ualores propi,os deT es positiaa.

Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2000.



92 3 Métodos iterativos paralelos. Planteamiento y ob.ietivos.

2.- Si las matri,ces G¡ son hermíti,cas g defi,ni,das pos'itiuas, entonces las ma-

tri,ces F-I y F-\T son hermít'icas y def,ni.das posi,ti,uas y todos los ualores

propi,os de T son reales y pos'it'iuos.

Queremos puntualizar, eüe si las matrices de peso E¡ no son de la forma

E¡: a¡l, | < j ( r , entonces el Algoritmo 3.1 puede no converger cuando la

matriz A es hermíLica y definida positiva, incluso aunque las particiones de A

sean P-regulares. Para ilustrar esta situación, damos un ejemplo diferente del

expuesto por O'Leary y White en 1771. Más tarde, en la Sección 4.2, usaremos

este ejempio para el método de multipartición no estacionario.

Ejemplo 3.1. Consideramos la matriz hermítica

fo.zs o lA:1. I
L 0 0,75 l

Sean A - Ft - Gt : Fz - Gz particiones de A, donde

I  o. ggs¿ -2,0660 I t -0.3566 -2.0660 I
Ft : l  l ,  Gr : l  I ,

L 2,0660 7,6244 I t 2,0660 6,8744 l

I  r .az++ 2.0660 1 |  6.8744 2.0660 l
Fz: l  l ,  Gz: l  I

L 
-2,0660 0,3934 j L 

-2,0660 -0,3566 j

Dichas particiones son P-regulares, pues las matrices

.f

p{+Gt:i o'oaes t 
l

L 0 14,498 )

fr+.+gs o l
F{ +Gz:  I  l ,

L 0 0,0368 I
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son defr.nidas positivas. Sean las matrices de peso

[o ol f r ol
Et: l  l ,Er : l  I

Lo 1l L0 0l

Calculando Ia matriz de iteración, obtenemos

T : EtF{,G, + E2F;tG2- [ 
o' ssoa 0'2:ts21 

.
10,2132 0,9594 I

El radio espectral de T es igual a L,L726, que es mayor que 7, por lo que

eI Algoritmo 3.7 no es convergente. Notamos que las matrices de peso E7 y E2

no satisfacen eI Teorema 3.2. Sin embargo, si se eligen otras matrices de peso

Et y Ez, que aI igual que las anteriores tampoco satisfacen las condiciones del

mencionado teorema, puede ocurrir que el Algoritmo 3.7 converja. Por ejemplo,

sj Jas matrices E1 ! E2 son

Ia matriz de iteracton serÍa

T : EtFlrG, + ErF;rGr:l 
0'2L32 _"0'2iB21 

,
L 

-o,ztz2 0,282 ) '

cuyo radio espectral es 0,4264, que es menor que 7, por 1o que eI Algoritmo 3.7

sería convergente.

E, : [ ; : ] , " : [ : : ]
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La técnica de multipartición descrita en esta sección ha sido ampliamente

estudiada en los últimos años. Así en 1987, White en 1100], amplía los resulta-

dos obtenidos por O'Leary y él mismo en [77]. De este artículo cabe destacar

los resultados numéricos obtenidos de la implementación de este método sobre

un multiprocesador de memoria compartida; Ia conclusión más visible es que

disminuye el número de iteraciones cuando aumenta el solapamiento pero sin

embargo, el tiempo no disminuye sensiblemente.

Por otro lado, en 1987, Neumann y Plemmons (ver [75]), estudian con detalle

la convergencia del método de multipartición cuando Ia matriz del sistema es

monótona (A*' > O), dándole especial atención al caso en que las particiones

están basadas en las clásicas particiones de Jacobi y Gauss-Seidel. Suponen, sin

pérdida de generalidad, que la matriz de coeficientes A se puede escribir como

A: I - L -U ,

donde L y U son matrices estrictamente triangular inferior y superior respectiva-

mente. Entonces construyen las siguientes matrices de iteración de los métodos

de

Jacobi  I  :  L+U, y

Gauss-Seidel L : (I - L\-TU.

Sean ,L7 y U¡, mafuices que satisfacen las condiciones

o < L j  <  L ,  O <Uj  <U,  j  :  r ,2 , . . .  , r ,

entonces se pueden construir las multiparticiones siguientes

Jacobi {(1 - L¡),(L +U - L¡), E¡}I:,.,

Gauss-Seidel {(1 - L¡ - U¡),(L + U * Lj - U¡),8¡}I:,

(3.7)

(3 B)

(3 e)

(3 10)
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3.2 Métodos iterativos de multipartición

Con estas multiparticiones concluyen, que si la matriz del sistema es wa M-

maftíz irreducible, los métodos construidos convergen más rápido que el método

de Jacobi clásico.

Otros resultados de comparación de radios de convergencia con multiparti-

ciones Ios dan Climent y Perea en [29], para io que ellos llaman, multiparticiones

débilmente no negativas del primer tipo (M;' > O y M;t Nt > O, L < i < r) y

débilmente no negativas del segundo tipo (Mj' > O y N¡Ml' > O, | 3 j < r).

Para multiparticiones débilmente no negativas, extienden los resultados dados

por Elsner en [a0] donde establece los límites superior e inferior del radio espec-

tral del método de multipartición. Bajo esta idea, dan resultados de compara-

ción para multiparticiones no negativas dei primer tipo y particiones débilmente

no negativas del segundo tipo. También dan resultados de comparación para

multiparticiones P-regulares de matrices definidas positivas.

Nabben en 1741, basándose en los resultados dados por Neumann y Plem-

mons [75] V Elsner 140], da también teoremas de comparación para multiparti-

ciones de matrices monótonas, y simétricas y definidas positivas.

Por otra parte, es conocido que una forma de acelerar Ia convergencia de

un método iterativo es usar un factor de relajación, como comentamos en Ia

Sección 1.3. En [77], O'Leary y White construyen algunos ejemplos de mul-

tiparticiones de matrices convergentes, discutiendo su uso sobre computadores

paraielos, uno de estos ejemplos corresponde a un método de multipartición re-

lajado en el que se utiliza el parámetro de relajación ür, como en el método de

Jacobi relajado. Este método está definido por la siguiente iteración

95

r
- , . ' \ ' n . F - 1-  w  /  , D ? L ;

; - 1

(3  11)r( t+1) (Gt"o  +  a)  +  ( t  -  u ¡ r rn ,  I :0 ,1 , .  . .
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con

Claramente, el esquema iterativo (3.11) puede escribirse de Ia forma

r ( t+7 )  -  T r ( I )  +  c ,  I  : 0 , ! , .  . .  ,

r

T : aD,E¡F; 'G, -t  (r  -  u)1, I  :  0,1,. . .  .
J : r

Frommer y Mayer en [43], estudian la convergencia del método de multipar-

tición relajado cuando A es una H-matríz y el parámetro de relajación r,,, se

encuentra en un determinado intervaio.

White, en [101], da resultados de convergencia para diferentes modelos de

matrices de peso, en particular demuestra que los modelos de multipartición

basados en matrices de peso llamadas "prewheighting" son en algunos casos

mejores que los basados en las tradicionales matrices de peso llamadas "post-

wheighting" ; en [102], White, da resultados de convergencia, cuando Ia matriz A

del sistema es simétrica y definida positiva y los bloques de la maftiz provienen

de una matriz que está en forma de disección.

Definición 3.1. Una matriz A está en forma de disección si. v sólo si. es de

Ia siguiente forma

A - (3 .12)
Ala

gr

donde A¿ son matrices de tamaño rL¡"XTL¡", para 1 < k < K, Ao es una mahíz

de tamaño n'L x n'L con ?.11 + .'. + nn I m : fr, y C es una matriz de tamaño

(n - *) x m. Si A6 tiene también forma de disección, entonces se dice que A

tiene forma de disección anidada.

A1

C

As
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En 1441, Frommer y Mayer estudian Ia convergencia de métodos iterativos

basados en la técnica de multipartición, dando diferentes esquemas atendiendo

a las matrices de peso y cuando Ia matríz A del sistema es una M-matriz en

particular muestran que para ciertas multiparticiones de Gauss-Seidel, el método

no puede converger más rápidamente que el método iterativo clásico de Gauss-

Seidel.

En 1991, Deren [99] presenta una clase de algoritmos relajados basados en

la técnica de multipartición y el método AOR. Este tipo de algoritmo es una

generalización del esquema iterativo (3.11). La convergencia se discute en el

contexto de -Il-matrices.

En L992 Szyld y Jones [95] estudiaron Ia relación existente entre los métodos

iterativos en dos etapas (ver Sección 1.5) y los basados en la técnica de multi-

partición, analizando también los radios de convergencia.

3.3 Otros métodos iterativos basados en la téc-

nica de multipartición

En las secciones anteriores de este capítulo se han introducido diferentes

esquemas iterativos para la resolución de sistemas lineales en paralelo.

En general, los diferentes procesos iterativos estudiados resuelven sistemas

o subsistemas del sistema de ecuaciones lineales original en cada procesador,

actualizando en cada iteración global el vector solución. En estos casos, cada
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procesador obtiene solamente una solución de su subsistema asociado.

Puesto que los diferentes procesadores de un multiprocesador MIMD son

independientes, se puede pensar de forma natural en producir un esquema ite-

rativo tal que cada procesador pueda acttalízar más de una vez su solución en

cada iteración global. En este caso, se obtiene una sucesión de vectores diferente

de ias obtenidas con los métodos de la Sección3.2 y por Io tanto, se debe realizar

el estudio teórico de la convergencia de estas nuevas sucesiones.

Denominaremos a esta clase de esquemas, métodos no estac'ionarios, en eI

sentido en que cada procesador actualiza su solución un número variable de

veces, dependiendo de la iteración global que se está realizando. La iteración

global se construye a partir de los vectores de cada uno de ios procesadores.

La idea de los modelos no estacionarios surge ante el problema de equilibrar la

carga de trabajo entre los distintos procesadores. Así, si suponemos que se ha

de resolver un sistema en el que hay una gran diferencia entre los tamaños de

los distintos bloques de filas o entre la proporción de elementos no nulos que

son asignados a distintos procesadores, podrá ocurrir que en un cierto instante

algunos procesadores ya hayan actualizado su bloque de vector iterado, mientras

que otros continúan trabajando. Parece entonces lógico, que para evitar esta

situación los procesadores ociosos actualicen varias veces su bloque de vector.

Esto lograría un equilibrio de Ia carga de trabajo, además de esperar una mejora

en la velocidad de convergencia.

Dentro de los métodos no estacionarios distinguiremos dos posibles casos, los

métodos no estac'ionarios síncronos y los métodos no estaci,onarios asíncronos.

En el primero, cada iteración global se construye a partir de las soluciones de

todos los procesadores. Claramente, se necesita una s'incroni,zaci,ón entre todos
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Ios procesadores para construir el vector iterado en cada iteración global. En

el caso asíncrono, cada solución global se construye a partir de la solución de

algún procesador, concretamente el que acaba de actualizar su solución. En

este caso, existe una gran libertad entre los procesadores, ya que no tienen que

sincronizarse para construir Ia sucesión de vectores iterados.

En 1988, Bru, Elsner y Neumann, motivados por los trabajos de Ostrowski

[83] en 1961 y de Chanzan y Miranker [26] en 1969, estudian en [15] dos mo-

delos iterativos no estacionarios (uno síncrono y otro asíncrono), en paralelo,

basados en la técnica de multipartición, para la resolución de grandes sistemas

no singulares de ecuaciones lineales. Estos autores utilizan el término "caótíco" ,

para referenciar a los modelos no estacionarios, nosotros nos quedamos con este

último término ya que, en la literatura clásica, caótico es sinónimo de asíncrono,

como se puede ver en Chanzan y Miranker 126). La convergencia de dichos mode-

los fue estudiada en [15] en el contexto de las matrices monótonas y particiones

débilmente regulares.

Posteriormente Mas, Migallón, Penadés y Szyld [67], estudiaron la conver-

gencia de dichos algoritmos para -Il-matrices. También Elsner, Koltracht y

Neumann en [a1] estudian la convergencia de la versión asíncrona cuando las

matrices de iteración son paracontractivas, es decir, una matriz P € Ck'k, es pa-

racontractiva cuando dada una norma vectorial ll.ll, r" verifica q:ue Pr I r :

l lP"l l  < l l" l l
Además de los trabajos mencionados, varios han sido los autores que ba-

sándose en la técnica de multipartición han introducido y estudiado nuevos

algoritmos paralelos, ver por ejemplo, [16], [1S], ÍLg),122),124],1431, [49] y [f0].

Entre otros, tenemos que destacar el trabajo que realizaron en , en 1994, Bru,
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l\{igallón Penadés y Szyld en [20] donde describieron un nuevo modelo iterativo

que aúna la técnica de multipartición y el método en dos etapas definido en la

Sección 1.5. Este método, denominado de multipartición en dos etapas, engloba

a los métodos citados anteriormente, así como a los métodos en dos etapas (ver

[18], [19] y 148]). El estudio de la convergencia de estos métodos, al igual que

en eI caso de los métodos no estacionarios de multipartición, se realizó para

matrices monótonas y -Il-matrices.

Una gran parte de esta memoria va a dedicarse a establecer nuevos resultados

de convergencia para los métodos citados en esta sección. Por tanto, y con el

fin de facilitar la lectura, la descripción detallada de cada método se rcalizará

en el capítulo correspondiente (ver Capítulos 4 y 5).

3.4 Precondicionad.ores paralelos

En esta sección veremos precondicionadores que han sido diseñados para que

puedan ser implementados, de forma eficiente, en un multiprocesador en para-

lelo. En particular, destacaremos los precondi.c'ionadores poli,nomi,ales aditi,uos.

En líneas generales, estos precondicionadores se obtienen al considerar dos

particiones de la matriz A, y promediando después los resultados obtenidos en

cada iteración.

Para construir precondicionadores polinomiales aditivos de l-paso, se consi-

deran dos particiones de Ia matriz A

A :  F t  -  G t ,  A :  Fz  -  Gz .
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Después, sobre el sistema As : r (ver Sección 1.8.1) se realiza una iteración

de ios esquemas iterativos

F¡ ,s ( I ) :Qr l ( t - r )  ¡ r ,  k :L ,2 ,  l : 0 , I ,2 . . .  ,  (3 .13)

partiendo de s(o) :0, obteniéndose

t [ t ) :  F ; t r ,  k : r ,2 .

A continuación se promedian los resultados obteniendo el valor de s(1)

s (1 ) -1 l . ( t , - r " (1 ) \  
1  '  -  - \

" ' :  t ( " i ' a  
t i - ' ) : ,  ( r ¡ '+F ; r ) ' r ,  (3 .14)

y de aquí la matriz

"  1 ,M,' : i(r; ' ¡ Fr') ,
será el precondicionador polinomial aditivo de 1-paso. Para construir el pre-

condicionador aditivo de 2-pasos se realiza otra iteración del esquema (3.13),

partiendo ahora de s(1) y se promedian los resultados.

Si llamamos R¡. : FllGt, k: I,2, se obtiene

"[ ') 
:  Rr"Ít) lFlrr,

t , ) :  RtL t )+F; ' r ,

Iuego,

s(2) -  l  i r f ,  :  *  f (r ,  ¡  Rz)r(,)+ ("; '*  r ; ' ) ,1. (3.15)-  
2  2  L ' - - '

Si denotamos por l{ : * (Er + R) y sustituimos en (3.tS) el valor obtenido

en (3.14) se t iene

. 1

sQ) - iQ * ¡¡) (r¡' + Fll)r (3 16)
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de donde obtenemos la matriz

- 1
M;' : ift * n) (Fi' + F;') ,

que es eI precondi,c'ionador pol'inomial adi,t'iuo de 2 pasos.

En general, para rn-pasos se obtiene

, ( - )  -  
iQ * H + H2 +.. .+ H",-r)  ( r ¡ ' *  F; ' ) r , (3.17)

y por tanto, la matriz

M-,,j  :1 0 * H + H2 + . .  .  + F/--t) ( p; '  +¡; ') ,2 \ -  / \ ^ r  ) '

será el precondi,ci,onador pol'inomi,al ad,i,ti,uo de m-pasos.

Si parametrizamos este polinomio queda

1
M, , )  :  

A@t t  t  a1H t  a2H2  + . . .+  e ,n - rH* -L )  ( " ¡ t  ¡  $ t ) .  ( 3 .18 )

Adams , áos en [3] dan condiciones que demuestran Ia validez del precon-

dicionador dado en (3.18), para cualquier valor de m. Consideran para esto dos

particiones de la matriz A, de la forma A: Fn - Gn, k : 1,2, y demuestran

que si se verifican las condiciones de que las matrices F¿, k : 1,2, sean defi-

n idas posi t ivas,  Ft :  F{  V d,n- tH^-r  la*-2H*-2 +. . . *a1Hr * /  tenga

valores propios positivos, entonces el precondicionador dado por la expresión

(3.18), es simétrico y definido positivo. Para el caso en eue o¿ : 1 para todo i,

la última condición equivale a que p(H) < 1, cuando se realiza un número par

de iteraciones.

También dichas autoras, estudian precondicionadores aditivos construidos

mediante la partición SOR y su traspuesta, a este precondicionador 1o denomi-

nan precondicionador SOR-aditi,uo. Tomando como problema modelo la ecua-

ción de Laplace sobre el cuadrado unidad con condiciones de frontera, llegan a Ia
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conclusión de que ei SOR-aditivo es dos veces más rápido que el método SSOR si

éstos se usan como métodos iterativos, mientras que Ia efectividad de ambos es

similar cuando se utilizan como precondicionadores. Estos son implementados

en un multiprocesador de memoria distribuida y en otro de memoria compartida

y las conclusiones que obtienen en ambas implementaciones son similares. Si se

utiliza el mismo número de procesadores para ambos métodos, el SSOR es prefe-

rible al SOR-aditivo. Sin embargo, el SOR-aditivo con 2r procesadores, donde r

procesadores están trabajando con una partición y los otros r están trabajando

con la partición traspuesta, puede ser más rápido que el SSOR, hasta el punto

en que el cálculo puede ser acelerado al menos en un factor de 2.

Siguiendo las ideas básicas de Adams y Ong, Corral en [32] (ver también

[14]) construye un precondicionador aditivo para el método del gradiente con-

jugado usando, a diferencia del construido por Adams y Ong [3], no sólo dos

particiones sino en general un número k de particiones arbitrarias de la matriz

A de coeficientes del sistema lineal. Es decir, estos precondicionadores están

basados en Ia técnica de multipartición. Corral en [32], también construye otro

precondicionador basado en el anterior y Ia factorización incompleta de Choles-

ki, estableciendo algunas comparaciones entre ellos. En [32] se dan condiciones

para que ambos precondicionadores sean simétricos y definidos positivos.

Otra técnica de precondicionamiento efrcaz es la basada en precondicionado-

res por bloques, es decir, un precondicionador de Ia forma

M:(L+B)B-L1g+r , r ) ,

el que L y U son matrices triangulares inferior y superior, respectivamen-

y B es una matriz diagonal por bloques, suponiendo que A es una matrtz

en

te,

Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2000.



704 3 Métodos iterativos paralelos. Planteamiento y objetivos.

tridiagonal por bloques. Este tipo de precondicionadores fue introducido inde-

pendientemente por Concus, Golub y Meurant 130] V por Axelsson, Brinkkemper

y III'n [6]. La mayoría de estos precondicionadores por bioques se diferencian en

la elección de la matriz B. Se trata de precondicionadores totalmente efectivos

en problemas bidimensionales donde la matriz A es tridiagonal por bloques, en

los que reducen significativamente el número de iteraciones. Sin embargo, en

problemas tridimensionales, Ia experiencia conduce a resultados menos favora-

bles (ver, por ejempto, [62]).

Se han propuesto varias extensiones y técnicas relacionadas con ésta. Por

ejemplo, en [69] l\{eurant propone una variante del precondicionador por bloques

introducido en 130], aproximando las inversas de los bloques diagonales de B por

algunas matrices en banda apropiadas.

En [70], Meurant, motivado por la posibilidad de trabajar con multitareas en

Ias máquinas Cray, sugiere una alternativa que consiste en realizar Ia factoriza-

ción LU de A no sólo de arriba a abajo, sino también de abajo a arriba al mismo

tiempo. La descomposición resuitante es la llamada Factori,zaci,ón Incompleta

Entrelazada.

Reordenando las incógnitas, por ejemplo, mediante reordenación rojo

negro (ver [81]), se puede obtener una estructura de Ia matriz de forma que

permita un paralelismo en los factores triangulares que representan Ia factori-

zación incompleta. Esta ordenación tiene la dificultad de que a menudo puede

conllevar un aumento en el número de iteraciones con respecto al orden estan-

dar. Un estudio sobre el efecto que produce la reordenación sobre el método del

gradiente conjugado puede verse en [37].

Si se escriben los factores triangulares de M, es decir, L, en forma bidiagonal
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por bloques

r. -

L t t

L r .  L ,

r TD3,2 L3,3

L-*- ,  L--

en [91], Seager propone hacer cero algunos bloques no diagonales de tr, y por 1o

tanto, de forma simétrica también hacer cero algunos bloques no diagonales de

U, siempre que r no sea demasiado pequeño. Entonces, el proceso de sustitución

regresiva se descompone en un conjunto de procesos de sustitución regresiva

independientes. La principal desventaja de esta técnica es que el número de

iteraciones aumenta, sobre todo, cuando muchos de los bloques no diagonales

son descartados.

Por otro lado, los autores Radicati y Robert en [85], proponen dividir Ia

maLriz en bloques a lo largo de la diagonal principal, que están solapados en

un número pequeño de componentes, calculando en paralelo precondicionado-

res loca,les para cada uno de los bloques, es decir, haciendo una factorización

incompleta LU a cada bloque por separado, y promediando después los resulta-

dos correspondientes a los elementos solapados en procesadores "vecinos". Decir

que, un elemento no nulo de A no está necesariamente contenido en uno de es-

tos bloques. Sin embargo, los experimentos muestran que esta técnica ofrece

mejores resultados si los bloques cubren todos los elementos no nulos de A.

Una descripción detallada de distintas técnicas de precondicionamiento, pue-

de verse en [90].
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3.5 Motivación y objetivos de Ia memoria

La aparición de los multiprocesadores ha dado lugar no sólo a adaptar los

algoritmos clásicos de la computación matricial para su implementación y ejecu-

ción en dichos multiprocesadores, sino que además sugiere y motiva la búsqueda

de nuevos métodos iterativos que obtengan un buen rendimiento de la máquina.

Suponemos que disponemos de un sistema de ecuaciones lineales

Ar :  b . (3.1e)

Como ya se ha dicho en el Capítulo 1, para resolver este sistema se pueden

utilizar métodos iterativos secuenciales, pero apoyándonos en Ia computación

paralela, consideraremos Ia resolución del sistema de ecuaciones lineales (3.19)

utilizando métodos iterativos diseñados para su ejecución en paralelo.

En líneas generales, nuestra investigación se ha centrado en dos grandes

conjuntos de métodos de resolución de sistemas de ecuaciones lineales:

o Los métodos de multipartición no estacionarios, introducidos por Bru, EIs-

ner y Neumann en [15], y los métodos iterativos paralelos en dos etapas

(ver por ejemplo, [18], 1191, [20], [48] y 160l). Una de las propiedades de

estos métodos, además de su perfecta adecuación al procesamiento pa-

ralelo, es que permiten equilibrar Ia carga de trabajo entre los distintos

procesadores al mismo tiempo que mejoran la velocidad de convergencia.

o EI uso de precondicionadores paralelos para el método del gradiente con-

jugado, los cuaies están diseñados para Ia resolución de sistemas de ecua-

ciones lineales donde la matriz del sistema es grande y dispersa, además
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de simétrica y definida positiva.

En el Capítulo 4, Métodos de multi,parti,ci,ón no estac'ionarios, motivados por

los estudios de convergencia realizados por un lado, por Bru, Elsner y Neumann

en [15], para el caso en que Ia matríz A del sistema es monótona y por otro,

por Mas, Migallón, Penadés y Szyld [67], que estudian Ia convergencia de este

método, junto con su versión relajada, cuando la matriz,4 es una H-matriz,

nos planteamos analizar la convergencia del método de muitipartición no esta-

cionario síncrono, junto con su versión relajada, cuando la matriz del sistema

es hermítica y definida positiva. Además, si queremos reducir el tiempo de co-

municación y sincronización entre los distintos procesadores que cooperan en un

sistema multiprocesador, tenemos que definir un modelo asíncrono, por lo tan-

to, también definimos y estudiamos Ia convergencia del método no estacionario

asíncrono junto con su versión relajada, bajo hipótesis similares a las del modelo

síncrono.

Los métodos iterativos en dos etapas y el método de multipartición en dos

etapas han sido ampiiamente estudiados en el contexto de matrices monótonas

y I/-matrices, podemos citar a Bru, Migallón Penadés y Szyld en 1201. Nosotros,

en el Capítulo 5, Métodos paralelos en dos etapas, centrándonos en los métodos

iterativos tipo Jacobi por bloques, estudiamos la convergencia del método por

bloques en dos etapas y la del método de multipartición en dos etapas, para el

caso en que la rnatriz de coeficientes del sistema lineal es hermítica y definida

positiva. Además estudiaremos el caso en que el número de iteraciones internas

es bastante grande. Se sabe que un parámetro de relajación optimiza el método

haciendo que sea más rápido, por ello para ambos métodos se ha considerado

también el estudio de la convergencia de su versión relajada, bajo hipótesis si-
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milares a la versión anterior pero teniendo en cuenta que se cumplan ciertas

restricciones en los parámetros de relajación. Para finalizar este capítulo, se

estudian resultados de comparación para el radio espectral de ia matriz de ite_

ración que resulta de considerar diferentes particiones; para ello supondremos,

que el número de iteraciones internas que debe realizar cada bloque permanece

fijo para cada iteración externa.

El método de gradiente conjugado es muy eficiente a ia hora de resolver siste-

mas de ecuaciones lineales donde la matriz de coeficientes es grande y dispersa.

Se sabe, que para acelerar Ia convergencia de este método se buscan matrices

precondicionadoras que tengan la propiedad de ser simétricas y definidas po-

sitivas, utilizando para ello diversas técnicas (ver por ejemplo [13], [14], [23] y

[25]) Entre todas ellas podemos citar el precondicionamiento mediante series

truncadas de Ia matriz Ay el de la factorización incompleta de Choleski de dicha

matriz de coeficientes.

Desde que Hestenes y Stiefel [56] introdujeron en 1952 precondicionadores

secuenciales para el método del gradiente conjugado se ha estudiado mucho

sobre ellos, pero no tanto para su aplicación al paralelismo. Motivados por

esta necesidad, construimos en el CapítuIo 6 Precondi,c'ionadores basados en los

métodos en dos etapas, precondicionadores paralelos mediante series truncadas

basados en el método en dos etapas y precondicionadores basados en los métodos

en dos etapas con particiones internas basadas en la descomposición incompleta

de Choieski, para matrices de coeficientes del sistema divididas en bloques. En

ambos casos nos interesa estudiar la validez de dichos precondicionadores.

Los esquemas teóricos presentados en este trabajo han sido implementados

en paralelo para su ejecución en dos sistemas de multicomputadores, el IBM
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RS/6000 SP y una red de Pentiums de la Universidad de Alicante.

En el Capítulo 7 Erperimentos numér'icos, estudiarnos el comportamiento

de estos métodos no sólo investigando su eficiencia desde un punto de vista

experimental, sino comparándolos entre si.
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Capítulo 4

Métodos de multipartición no

estacionarlos.

4.L Introducción

En ei Capítulo 3, se ha introducido la técnica de multipartición para la

resoiución de sistemas de ecuaciones lineales

Ar :b ,

donde  Ae  Cn*ny f r , b  €C ' .

Recordamos que dicha técnica consiste en considerar una colección de par-

ticiones A: F¡ - Qj,rl < j ( r, con.{ invertibles y unas matrices de peso

O 3 E¡ { 1, tal que 
E 

E¡ : I. Con estas hipótesis se consideraba el siguiente
? : I

algoritmo.

(4.1)

111

Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2000.



112 4 Métodos de multipartición no estacionarios.

Algoritmo 3.1. Algoritmo de mult ipart ición.

Dado un vector inicial r(o).

Desde I  :0 ,1r2,  .  . .  ,  hasta convergencia

Desde  j : L  has ta  r

/ r \F¡a¡ :G¡ r \¿ )  lb
r

- (¿+1)  -  \ - r ¡ . , , .ú  - . / - " J Y J '

J : L

r ( t+ r ) :  t  E ¡P¡ r ( t ) ,  J :0 ,  I ,2 , . . . ,
j :7

donde los operadores P7 : C'-+ Cn,I < j < r, se definen como

P¡r : F;rG¡r + Fj lb.

(4 2)

Como se puede apreciar, ei Algoritmo 3.1 corresponde al siguiente esquema

iterativo

(4 3)

(4  4 \

Cuando un algoritmo de multipartición se ejecuta en un sistema multipro-

cesador, cada operador P¡ definido en (4.4), suele representar la tarea asignada

a cada uno de los r procesadores para obtener su aproximación local Aj err

(4.2). Cada aproximación local, se actualiza exactamente una vez usando el

mismo vector r(¿) iterado previamente. Sin embargo, es posible actualizar esta

aproximación local más de una vez usando diferentes vectores locales iterados

anteriormente. Con ello, se conseguiría a priori, mejorar cada aproximación lo-

cal, lo que supondría que disminuyera el número de iteraciones globales y por

tanto eI tiempo de comunicación. Además, como veremos más tarde, el número

de veces que cada procesador actualiza su aproximación iocal, podrá variar de
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un procesador a otro. Este hecho ayudará a equilibrar la carga asignada a cada

procesador en el caso de que no Io estuviera. Esta forrna de realizar las itera-

ciones es la que describe el método de multipartición no estacionario. Podemos

decir entonces, que la principal idea de este método es que en la iteración l, cada

procesador j, resuelve el sistema definido por sus operadores P¡, q(1, j) veces,

actualizando cada vez el término independiente y usando para ello el nuevo vec-

tor local calculado. Ei siguiente algoritmo describe el método de multipartición

no estacionario.

Algoritmo 4.L. Algoritmo de mult ipart ición no estacionario.

Dado un vector inicial r(o).

Desde  l : 0 ,L ,2 , . . .  ,  has ta  conve rgenc ia

En cada procesador j ,  j  :1 hasta r

a@) - rQ)

Desde  k :Lhas ta  q (1 , i )

F¡af) : G¡af-') +b
r

r(I+r) : \E ,@(t,i)) .
j :7

(4 5)

(4 6)

Este método fue introducido en 19BB por Bru, Elsner y Neumann (ver 115]),

los cuales, como ya hemos dicho en el Capítulo 3, Sección 3.2, demostraron la

convergencia de este algoritmo cuando la matriz A es monótona (A-t > O) y

Iaspar t ic iones,4.  -  F i -G¡  sondébi lmenteregulares (F j t  >O y F; rGj>O).

En el Algoritmo 4.1, se puede introducir un parámetro de relajación c,,r € IR.,

a + 0, sustituyendo el cálculo del vector iterado :x(I+I) en la expresión (4.6) por
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Ia ecuación x:(r+r) :  , f  U,u(q(¿,j)) + (t - wj*(t l ,  I  :  0,I,2,.. .  .  De esta forma-  *Á " t o  |  !

obtenemos el siguiente algoritmo.

Algoritmo 4.2. Algoritmo de multipartición no estacionario rela-

jado.

Dado un vector inicial z(o).

Desde  I  :  0 ,7 ,2 ,  - . . ,  has ta  conve rgenc ia .

En cada procesador j ,  j  :1 hasta r

Y[o) : '1t¡

Desde  k :L  has ta  q ( l , i )

F¡af) : G¡ajr*t) +b
r

r(r+r) : rL,E¡alq(I,i)) + e _ a¡rru .
j : r

(4 7)

(4 8)

Claramente si a.': 1, el Algoritmo 4.2 se reduce al Algoritmo 4.I.

La convergencia de los Algoritmos 4.1 y 4.2ha sido estudiada por los autores

Mas, Migallón, Penadés y Szyld (ver [67]) cuando -4. es una H-matriz. Además,

en [67] dichos autores dan resultados computacionales de estos algoritmos en un

sistema multiprocesador de memoria compartida concluyendo que se consiguen

mejores resultados para los algoritmos no estacionarios que para el estacionario

correspondiente al Algoritmo 3.1.

En este capítulo, para el estudio de la convergencia de los Algoritmos 4.1 y

4.2, nos centraremos en el caso en que la matriz,A del sistema sea hermítica y de-

finida positiva. En Ia Sección 4.2 estudiaremos la convergencia del Algoritmo 4.1
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junto con su versión relajada, dada por el Algoritmo 4.2. En Ia Sección 4.3 estu-

diaremos Ia versión asíncrona de dichos algoritmos, donde las soluciones de los

sistemas (¿ 5) V @.7),, que proceden de cada procesador, no necesitan esperar a

las soluciones de los otros procesadores para completar el vector iterado.

4.2 Estudio de Ia convergencia

Dado un vector inicial 
"(0), 

el Aigoritmo 4.1 correspondiente al método de

multipartición no estacionario produce la siguiente sucesión de vectores

r(¿+1) : Dn¡ pf(t,i) r(I), I : 0 , 1 , , 2 r . . . , (4 e)

donde los operadores P¡, j : L,2,. .. ,r, están definidos en (4.4). Para analizar

la, convergencia del esquema iterativo (4.9), nos basamos en la forma en que se
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han def in ido los operadores P¡ ,  L< j  1r ,y  escr ib imos para l :0 ,1,2, . . . ,

r
r (¿+1)  \ -  n .  p .s ( t , j )  - ( I )& 

./t"Jt J n

j : r

r
: Da,pÍ(',t)-Ilr;Ici"(¿) + F;rb)

j : r

T

: Da,pf(''t)-2 lr;lGi (r;'c,"a) + F;.b) + Fj tbl
¡ J  

L J

T

: D,E,r;rt,i)-'zl1r;rci¡zr(¿) + (r¡lc)r;ra + r;'uf
j : 1

:  f  n.  PqQ,i)-2l f  n_tc t2-( t)  r  I  m-rr :  '  1)F-.  ib l
Z - " i t ,  L t Í j  

v j )  *  - r \ r ' J  l J i - r  ,  r  I

: 
t.:.

: (>",e;,c-)nr,,,r),Q) + >,r,("É,',O'",,,) Fi,b.

Luego de aquí se deduce que el esquema (4.9) se puede escribir como

r ( I+1 )  :  y ( t ) r ( t )  +  
" ( t ) ,  

I  :  0 ,  1 , ,2 , . . .  ,

donde

7( t ) :> ,ur ( r ; tc i )s ( I ' i ) ,  I :0 ,1 ,2 , . . . ,  (4 .11)
j :r

son las matrices de iteración, y

r  /  q ( t , j ) - t  \
cQ) : l )8,(  

I  @; 'G¡)ol  r , 'u,  t  :0,1,2,
J : L  \  2 : U  /

Sea { la solución exacta dei sistema lineal (4.1). Entonces, teniendo en

cuenta las particiones A : Fi - G¡, r < j S r, y Iadefinición de los operadores

(4.10)
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P¡., I < j < r, en la expresión (4.4), se tiene que dicha solución es un punto fijo

de los operadores P¡, es decir, P¡(0: €, 1 < j 3 r. Por tanto, siguiendo un

razonamiento análogo al realizado previamente para obtener (4.10), podemos

escribir € : T'Q€ + c(t) y usando el análisis del error se concluye que e(l+l) :

r(¿+r) - € : 7(t)(*(t) - €) : 7(t)¿(t), donde ?(¿) son ras matrices de iteración

definidas en (4.11).

Por tanto, el vector error e(¿+1) se puede escribir en función del vector error

en la iteración inicial, denotado por 
"(0), 

de Ia siguiente forma

e(¿+1)  -  y( t ) " ( t )  :  .  .  .  :  7( t )7( t - r ) .  .  .  7(o)" (o) ,  I  :  0 , ! ,2 , .  .  .

A partir de esta expresión, es fácil ver que Ia sucesión de vectores generada

por la iteración (4.9) (o equivalente (a.10)), converge a ia solución del sistema

lineal (4.1) si,  y sóIo si,  
, l fm?0)7(t-t) 

.--TQ) : O.

El siguiente lema nos va a ser de gran utilidad para anaLizar las matrices de

iteración 7(t) , I: 0, 1, 2, . . . , definidas en (4.11) y obtener nuevos resultados de

convergencia para los métodos de multipartición no estacionarios.

Lerna 4.L. Sea A una matri,z hermíti,ca g defini,da pos'it'iua. Consi,deremos

A : F - G una partición P-regular. Dado s ) 1, eriste una úni,ca part'ici,ón

A: M - N tal que (F-lG)" : M-rN. Además dicha parfi,ci,ón es P-regular.

Demostración. Como A : F - G es una partición P-regular y Ia matriz A

es hermítica y definida positiva, a partir dei Teorema 1.8 (Sección 1.3), se obtiene

p(F-tG) < 1 y por tanto, dado que s ) 1, se tiene p((F-tG)") < 1. Utilizando

ahora el Lema 1.1 (Sección 1.3), existe Ia inversa de la matríz I - (F-LG)"

y entonces el Lema 1.3 (Sección 1.3), nos asegura que existen y además son
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únicas, un par de matrices M y l/ tal que A - ll.[ - l/, con M no singuiar y

(¡ '-1G)' :  M-rN.

Para demostrar Ia P-regularidad de 1a partición A: M - N procederemos

por inducción sobre el entero positivo s. Claramente, para s : 1, el resultado

se sigue de 1a unicidad. Supongamos ahora que el resultado es cierto para

s - 1, es decir, suponemos que la única partición A : P - Q que satisface

(.F-t6l¡"-t : P-rQ es P-regular.

Entonces, como las particiones A - F - G : P - Q son particiones P-

regulares de una matríz hermítica y definida positiva, por el Teorema 1.9 (Sec-

ción 1.3) se sigue que existe una partición P-regular A - M - ¡y', tal que

(P- 'Q)@-IG) :  M-rN ycomo M-rN :  (P- 'Q)(F-1G):  (F-1c)"-1(F- lc)  :

(tr-tc)", queda completada la demostración del lema.

Teorerna 4.t. Sea A una matri,z hermíti,ca g defi,nida posi,t'iua. Sean A:

,t 
; 

rt, I < i 1 r, parti,ci,ones P-regulares A E¡ : diI, L < i 1 r, con a¡ ) 0

A Do¡ : 7, entonces, para cada l, eri,ste una tini,ca parti,ci,ón / : p(t) - S(I) ,
; - l
J - L  

r '

i ,nduc ' id ,apor  cadamat r i , z  de i , te rac i ,ón7( t ) :Ln t@,rG. ¡n{ t , i ) ,1 :0 ,L ,2 , . . . ,
J : L

tal que 7(I) : (E(¿))-lS(¿). Además, di,cha parti,ci,ón es P-regular.

Demostración. Como A: F¡ - G j, L < j { r, son particiones P-regulares

de una matriz hermítica y definida positiva, entonces del Lema 4.1, se sigue que

para cada 7 y I existe una única partición P-regular A: MI') - ¡4(¿) tal que

(F;1 c,¡ea,il : 1M(D;-i¡¡r(r).
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T(¿) : Dn,@;rG)s(I,i)

r

r'= 1

Por tanto, para cada índice de iteración fijo l, T@ es b matriz de iteración

correspondiente al esquema iterativo definido por el algoritmo de multipartición

(Algoritmo 3.1) tomando como particiones ¿: Mlt) - ¡/j(¿), 1 ( j < r.

Como estas particiones son P-regulares, el Teorema 3.2 (Sección 3.2) asegura

oue, p(7(¿)) < 1. Además, como A es definida positiva, podemos asegurar

que para cada I y j., cada matriz Ml') 
", 

definida positiva, luego también lo

será cada matriz (ultl¡-t. por otro iado, !E¡(ulll¡-t :tt,(uf)¡-r pues

Ej : o¡1, L < j <r, y como para cada j y l,la matriz (Ulll¡-t es definida

positiva y los escala,r€s o¡, L < j ( r son positivos, podemos asegurar que la
r

matriz DntQWl" )-t .r definida positiva y por lo tanto, no singular.
j : t

Consideremos las matrices R(¿) y ^9(¿) definidas de Ia siguiente forma

1194.2 Estudio de Ia convergencia

Entonces, las matrices de iteraciónT(I), I :0,!,. . . , se pueden escribir como

(4.r2)

/  ^  1 - ]

(>,nttu|¿))-') ,
\ j : i  /

p(t)y(t).
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Entonces,

6(z) - g(r) :

Por tanto,

A :  R ( t )  _  g ( l ) ,  l : 0 , L ,2 , . . .

(f,t,t*:")-') 
-' 

- 
F,=u,wyr')-' Ér,, 

twj't¡'wj't)

(ru,*,',)-') 
-' 
l' 
- (iu,r*:',¡-'4',) l

(>",r*;,,)-') 
-' 

lf', Q - 1u;,,t¡-,ooj,,)]

(f,-u,r*,")-')-'l1u,({tw}'))-'tM:')-''"1)l

(>",r*:")-') 
-' 

(F,",,rf'r') o

(4.13)

Además, por la propia definición de ,S(¿) claramente se tiene que 1(¿) :

(R(¿) ) -1S '0 ) ,1 :0 ,L ,2 , . . . .  Como oQa¡  <  l  de l  Lema 1 .3  (Secc ión  1 .3 ) ,  se

sigue que las particiones (4.13) son únicas; además, por el Corolario 3.1 (Sec-

ción 3.2), concluimos que dichas particiones son P-regulares, con lo cual queda

demostrado el teorema.

Del teorema anterior se sigue la convergencia del Algoritmo 4.1, cuando el

número de veces q(1, j) que el procesador j-ésimo realiza su trabajo es fijo en

cada  i t e rac ión I ,  es  dec i r ,  s i  q (1 ,  j ) :  q ( j ) ,  l : 0 ,  1 ,2 , . . .  , 1  (  j  <  r .

Teorema 4.2. Sea A una matri,z hermít'ica y definida pos,itiua. Sean A:

F¡ -G¡ part ' ic ' iones P-regulares y E¡: ejI ,  L < j  1r, cond¡ ) 0 rD,tr:
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I .  Suponen 'Los  que  q ( l , j ) :  q ( j )  >  1 ,  I 1  j  1 r ,  l : 0 , L ,2 , . . . ,  en tonces ,

eI algori,tmo de multi,parti.ci,ón no estaci,onario (Algoritmo 1.1) conuerge a la

solución del sistema lineal (4.1), para cualqui,er uector i,ni,ci,al r(0).

Demos t rac i ón .  S iq (1 ,  j ) : q ( j )  )  1 ,  1<  j  < r ,  I : 0 , L ,2 , . . . ,  podemos

escribir las matrices d,e iteración 7(r), definidas en (4.11) de la forma 7(t) -

Y,nr@, 
tG j)s(t, i) : Dn,@, 

tG,¡n{i), I : 0,!,2,.. . . Luego en este caso hay
j=7  j :7

una única matriz de iteración T(t) - T, y por el Teorema 4.1 tenemos que

p(T) < 1. Por tanto queda demostrada la convergencia. I

Sin embargo, como ya comentamos en la Sección 1.3, el producto de matrices

convergentes puede no tender a cero (ver Bru y Johnson [17] o Robert, Charnay

y Musy [86]), V por lo tanto necesitamos de otras herramientas para demostrar

la convergencia del Algoritmo 4.1 para cualquier sucesión de enteros q(1, j) > 1.

Así, tenemos el siguiente resultado.

Teorerna 4.3. Sea A una matriz hermít'ica y defini,da posi,ti,ua. Sean A:

F¡-G¡, parti,ci,ones P-regulares y E¡ : djl, I < i 1r, con a¡ ) 0 Al)-a¡ : L.
] : L

Suponemos  que  q ( l , j )  >  1 ,  L  <  j  1 r ,  I : 0 ,1 ,2 , . . . ,  en tonces ,  e l  a lgo r i , tmo

de multi,parti,ci,ón no estaci,onari,o (Algori,tmo 1.1) conuerge a Ia soluci,ón del

si,stema li,neal (/r.1), para cualqu'ier aector i,ni,ci,al r(0) .

Demostración. Claramente la matriz A- @ 11 G )H,A,(f;L C.¡ ) es hermítica.

Por otro lado, Ia matriz A - (FllG j)H A(FILG¡) puede ser reescrita de Ia si-
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guiente forma

A- (F; |G)HA(Fj rc j )  :  A-  ( I  -  F, ' ,q)uA(I  -  F; ' ,+)

: (F;r A)H A + AFj L A - (Fj 'A)' A(F;\ A)

: @;r A)H @j + Ff - A)@j 1A)

: @i 
1/.)H 

@f + G;@i 1A)

Por ser las particiones A : Fj - G¡, P-regtlares, se verifica que la matriz

ef'+G¡ es definida pbsitiva y como Fj'A es no singular, podemos asegurar

que la matriz (Fjr{H@f +G¡)(F;|A) es definida positiva. Por tanto, para

todo r 10, rH (A- (F¡'G¡)H A(F;\G j)), > 0. Entonces, si tomamos la norma

vectorial ll . ll, tenemos

llc;Tc¡rlllo : (r;lc¡r)H A(F;IG jr)

: rH qtr;tc¡H A@j rc)r < rH An : ll*llr¿, para todo r 10.

Si ahora consideramos la norma matricial inducida por dicha norma vecto-

rial (ver Definición 1.7, SecciónL.2),obtenemos llF¡'G¡llo: Tgf#llu .

m?x|*k :  1, 1 < j  <r.  De ahíse sigue l lF; lG¡l lo <1, 1 < j  1 r,y entonces
Í+o  l ln l lA

existe una constante real 0 < e < 1, tal que ll-FilG¡ll,q < e < I, 1 < j ( r. Por

lo  tan to ,  para  todo l :0 ,1 ,2 , . . .  ,  tenemos

l l  r  /  .  r o l l . r ' ) l lr(r)ll¿ : llI¿, (Fi'cr),,"",11
l l j :1 l l t

T

; - 1

: i*,, l l lr 'c,)n(' ' ') l l  < o < L.
; =  " l l \ ,  l l ¿ -

(4.r4)
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Entonces, por el Lema 1.2 (Sección 1.3), se sigue que lim?(t)7(t-t). . .7(0) :

O, y la demostración queda finalizada. r

El Teorema 4.3 generaliza el Teorema 3.2 (Sección 3.2), para el caso no

estacionario y además es una prueba alternativa al resultado de convergencia

dado por O'Leary y White en l77l para el método de multipartición.

Hacemos notar, que en el Teorema 4.3 hemos considerado las mismas restric-

ciones sobre las matrices de peso E¡ q:ue en el Teorema 3.2 (Sección 3.2). Este

tipo de restricción desde el punto de vista práctico no es deseable, ya que cada

procesador debería actualizar en cada iteración todo el vector. Cuando enuncia-

mos el Teorema 3.2, mostrábamos un ejemplo, (ver Ejemplo 3.1, Sección 3.2),

en el que se ponía de manifiesto Ia posibilidad de que no convergiera el AIgo-

ritmo 3.1 si las matrices de peso E¡ no eran de la forma E¡: a¡l, I < j < r.

Ahora vamos a usar dicho ejemplo para ilustrar lo que sucede con la conver-

gencia del algoritmo de multipartición no estacionario (Algoritmo 4.1), si las

matrices de peso E¡ no cumplen las condiciones del Teorema 4.3.

Ejernplo 4.L. Consideramos Ia matriz hermítica

fo,zs o l
A:  |  |

L 0 0,75 I
Sean A - Ft - Gt : Fz - Gz patticiones P-tegulares de A, donde

| -0. ssoo
Gt: I

L  2 ,0660

6,8744

-2,0660

I o.:g¡¿ -2.0660 I
t r : - l  I' r - r  

T f f i , L l 'L 2,0660 '. 
, __ .1

I r,aza+ 2,0660 I .
| -2, oooo 0,3934 I 

'

-2,0660 
'l 

,
6,8744 )

2,0660 
I-0,3566 
I

E ^ -r z - \-r2 -
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Sean las matrices de peso

to ol [r o]
Er : l  l .E r : l  l .

Lo 1l' lo ol
Si calculamos Jas matrices de iteración correspondientes al Algoritmo 4.7, con

q ( I , I )  :  q ( l , 2 )  : 2 ,  ob tenemos  pa ra  todo  I  : 0 , I , 2 , .  .  .  ,

,rG2),: [:XT l,]il]
Esta matriz tiene un radio espectral igual a 1,1250, que es mayor que 7, por 1o

que eI Algoritmo 4.7 no es convergente. De nuevo calculamos las matrices de

i te rac iónpara  q ( I , L ) :  q (1 ,2 ) :3  y  ob tenemos  pa ra todo l :0 ,1 ,2 , . . .  ,

r(r) : ElFlrGl)3 + a'1r;tcz)s: 
| :;;il; l, ilil ]

En este caso el radio espectral es 1,026L, que es mayor que 7, por 1o que igual

que en el caso anterior se deduce que el Algoritmo 4.7 no es convergente. Sin

embargo, si se el ige q(I, l)  :  q(1,2) : 4, I  :0,I,2,. . .  ,  Ias matrices de iteración

tienen la forma

/  r \

T(D : E{F.tG1)4 + nr@;rGr)n- | 
o' zoer 0'2187 

f ,
L0,2187 0,7031 I

cuyo radio espectral es 0, 9218, que es menor que 7, por 1o que el Algoritmo 4.7

es convergente. De la misma forma, dicho algoritmo es convergente si elegimos

como matrices de peso las siguientes

f r ol f o ol
Et : l  l .  E r : l  l .

to ol' lo 1l'
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y Ia matriz de iteración es

T : Er(FltGt)n + E2(F;lGz)n :
-0,0625

-0,2L87

cuyo radio espectral es 0, 1562 que es menor que 7.

Consecuentemente, este ejemplo nos motiva el estudio de la convergencia del

Algoritmo 4.1 sin las hipótesis adicionales de E¡: a¡l, 01a¡ ( 1, y cuando

cada procesador realiza bastantes iteraciones locales (4.5)

Teorema 4.4. Sea A una matriz hermít'ica g defi,ni,da posi,ti,ua. Sean A:

F¡-G¡, I < i 1 r, particiones P-regulares. Suponemos además We ]ygl(I, 
j) :

ñ, 1 < j < r, entonces, el algori,tmo de multi,parti,ci,ón no estaci,onario (Algo-

ri,tmo 1.1), conuerge a la soluci,ón del si,stema li,neal (4.1), para cualqu'ier uector

'in'ici,al r(o) .

Demostración. Puesto que A - Fi - G¡, I < j < r, sorl particiones P-

regulares de una matríz hermítica y definida positiva, se tiene por el Teorema

1 .8  (Secc ión  1 .3 ) ,  quep( .F ; IG¡ )  <  1 ,  1<  j  í > r .  Luego ,Bg( ry tC¡ ) i :O ,L<

j < r. Entonces, dado un € ) 0, existe un entero zs tal que dada una norma

matricial ll .ll, ru verifica ll(Fj'Gj)ull I ., para todo i ) io. En particular,

elegimos la norma infinito. Entonces, puesto que limq(l, j) -- oo, podemos

afirmar que existe un ls tal que

l l (p¡ tc¡ )n(¿ ' r ) l loo < €,  v l  > Io ,  L  < j  <  r .

De ahí, para I ) 16,

-0,2187 
I ,-0 ,0625 j

l l  r

llr.r¡,"" : llI atlr;rctlxt'nll < ,-%?; ll{r;'ct¡'{'';)11"" < e.
r r ; - r  l l  - -

l l r - -  l l m
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Si tomamos e ( 1, por ei Lema 1.2 (Sección 1.3), se sigue Ia convergencia del

Algoritmo 4.1. r

Queremos hacer notar que, recientemente, los autores Migallón, Penadés y

Szyld han reaiizado un estudio en [73], probando resultados de convergencia

de método de multipartición no estacionario sin ia condición E¡ - qt[. La

exigencia principal en [73] es que se realicen un número suficientemente grande,

pero finito, de iteraciones locales (ver Ejemplo 4.1).

En el Capítulo 1, ya se ha visto cuándo las particiones de Jacobi, Gauss-

Seidel y SOR de una matriz hermítica y definida positiva son P-regulares (ver

también, por ejemplo, [10] y [81]).

Otra clase de particiones P-regulares de una matrix hermítica y definida

positiva Ia podemos encontrar en la única partición inducida por ia matriz de

iteración de un método iterativo alternado de la forma

"{t+}) 
: 14-t 1¡r(t) + M-tb,

f r ( t + \ )  :  p - t g r ( t + i l +p - t b ,  l : 0 ,  I , 2 , . . . ,

donde A: M - ¡\r - P - Q son particiones P-regulares (ver [9]).

Como ejemplo importante de este tipo de particiones podemos citar las del

método SSOR. Además de este método se pueden considerar, por ejemplo, las

iteraciones alternadas basadas en una partición de la forma A: At* Az, donde

At, Az son definidas positivas y Az : Af . En este caso, tomando M : BI +

At, N : 0I - Az, P : 0I I Azy Q : 0I - At, con p ) 0, puesto que

MH +N : PH tQ:2BI,las particiones A: M -¡/ - P -Q son claramente

P-regulares.
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Existen otros caminos para construir r particiones P-regulares de una matriz

hermítica y definida positiva, como podemos ver por ejemplo en 177), donde se

considera una matriz hermítica y definida positiva A, de tamaño n x rL, dividida

de Ia formá,, A:DOr, donde cada matríz A¡, L < i ( r es de menor rango.

También ," 
"or,rid*un 

matrices diagonales Dr, I < j < r, de tal manera que

Ias matrices ,Q definidas de Ia forma F¡ : A¡ * Dr, I < j { r, son matrices

no singulares. Consideramos las particiones A : Fi - G¡, 1 < j <r. Entonces

si las matrices 2(A¡ + D¡) - A, I S j < r, son definidas positivas, entonces las

particiones A: F¡ - G¡, L < j ( r, son P-regulares y entonces se puede aplicar

el resultado de convergencia demostrado anteriormente.

Por otra parte, la demostración del Teorema 4.4 muestra que llfl¡'G¡11." <

1, 1 ( j 1 r, es una condición suficiente para la convergencia del Algoritmo 4.1

para cualquier matriz A, sin hipótesis adicionales sobre las matrices de peso,

como se pone de manifiesto en el siguiente corolario.

Corolario 4.1. Sean A: F¡ - Gt, 1 < j 1r, parti,ci,ones de la matri.z

A€ .Cn 'n  t a l  que l l F ¡ 'G ¡ | | . "  <  1 ,  L<  j  < r .  S i . q ( l , j ) >  t , t <  j  1 r ,  I :

0,1,2,. . . , entonces, el algori,tmo de mult'iparti,ci,ón no estac,ionario (Algori,t-

nno .4,.1), conuerge a la soluci,ón del si,stema li,neal (/r.1), para cualqu,ier uector
. . . 7 f n l
Lnxcxa[ r \" / .

Demostración. Como llF¡'G¡||." < t, L < j ( r, entonces existe una

constante 0 < 0 < 1, tal que ll{lG¡ll- < g 1 !, 1 < j < r. Calculando Ia

no ma infinito de Ia matriz de iteración 7(¿), definida en (4.11), obtenemos para

I  :0 ,1 ,2 , . . .  ,
l l  r

llD ailr;1cr¡nt''l ¡¡
l l J : ]  l l o o

l l7(¿)11"": (  max l l ¡p - t6-10{2 , ; l l l  <0  <r .-  
7 1 j 1 y  l l '  L  l l o o  

-
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Por el Lema 1.2 (Sección 1.3), se sigue la convergencia del Algoritmo 4.1.

Hacemos notar que el Corolario 4.1 se puede demostrar de forma análoga si

la norma infinito se reemplaza por cualquier norma matriciai que verifique que,

dadas las matrices arbitrarias ?, T¡ ylas matrices de peso E¡, I1j 1r, de

tal forma que ?: I E¡T¡, entonces ll"l l f pi¿.ll4ll, (ver [16]).
J : I

Para finalizar esta sección, analizaremos la convergencia de la versión rela-

jada del método de multipartición no estacionario que corresponde al Algorit-

mo 4.2.

De forma análoga a como se hizo cuando estudiamos Ia convergencia del

método de multipartición no estacionario, para el estudio de la convergencia de

su versión relajada, podemos escribir el esquema iterativo correspondiente al

Algoritmo 4.2 de Ia forma

r(I+r) :  rf1,e;Q,i l  r(t)+ (1 - u)r(t),
l - L

donde los operadores P3., L < j ( r, están definidos en @.\. Razonando como

en el caso no relajado, se obtiene

r ( I+ r )  :  g ( t ) r ( t )  + r ( I ) ,  l : 0 , L ,2 , . . . ,

siendo

H(L )  :  rT ( t )  +  ( I  _  w )1 ,  I  :  0 , I , 2 , . . . ,

co:n T(t), I  :  0,!,2,. .  .  ,  las matrices definidas en (4.11),

D,n¡@; 'G.)s( t , i ) ,  I  :  0 , r ,2 ,  .  .  . ,  y
; - 1

I  :0 ,L ,2 , .  . .  , (4 . i 5 )

(4.16)

(4.r7)

es decir, 7(¿) :

r  /  q ( I , j ) - \  \

rQ)  :  rDE¡  |  f  @j 'G j )o  | , , ' 0 ,j :r \ i :0 /

I  :  0 ,  L ,2 , . . .

Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2000.



4.2 Estudio de la convergencia 129

Siendo { Ia solución del sistema lineal (4.1), podemos escribir E: ¡7(t)¿¡r(I).

Entonces, usando el análisis de error, se puede escribir ahora

e( I+L)  -  r ( I+r )  - { :  ¡1( t ) * ( t )  i r (¿)  -  (a0 l*+"( , ) )  :  ¡ [ ( t ) " ( t ) ,  (4 .1g)

donde 11(¿) son las matrices de iteración definidas en (4.tT). Entonces

e0+1 )  -  g ( t ) " ( t )  : . . .  :  g ( t ) ¡ ¡ ( t - t ) . . . ¡ ¡ ( o ) " ( o ) ,  l : 0 , 1 ,  2 , . . .

Por tanto, a partir de esta expresión la sucesión de vectores generada por la

iteración (4.15) (o equivaiente (4.16)) converge a la solución del sistema lineal

(4.1) si,  y sólo si,  l imfl(¿) H(t-L) ." H(0) : O.

A continuación, utilizando ios resultados de convergencia obtenidos para el

método de multipartición no estacionario, vamos a dar resultados de convergen-

cia para el método de multipartición no estacionario relajado (Algoritmo 4.2).

Comenzamos con un teorema que asegura la convergencia del Algoritmo 4.2

para valores del factor de relajación o entre 0 v == *==**r^ - , bajo las mismas'  t+mp,] l l {  -Gj¡¿. '

hipótesis que en el Teorema 4.3.

Teorema 4.6. Sea A una matriz hermíti,ca y defini,da pos,iti,ua. Sean A:

F¡  -G¡ ,  par t ' ic i ,ones P-regulares y  E¡ :a j l ,  l<  j  1r ,  cona¡)  0  UL_o¡ :
J : t

t .  Suponemos  que  q ( l , j )  >  7 ,  L  I  j  1 r ,  l : 0 , L ,2 , . . . ,  en tonces ,  s ' d  0  <

, . npi¿.fo-e¡i;, el algoritmo de multi.parti,ci,6n no estaci,onari,o relajado

(Atoori,tmo-1.2) conuerge 0, la soluci,ón d,el si,stema lineal (/r.1), para cualquier

uector in'ic'ia| r(o) .

Dernostración. Por (4.17) se sabe que las matrices de iteración del método

de multipartición no estacionario relajado tienen la forma

¡y ( t )  :  aT ( I )  +  ( L  -  u )1 ,  I  :  0 ,  L ,2 , . . . , (4 .1e)
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donde 7(t), l :0,1,2,.. .  ,  son las matrices de iteración definidas en (4.11).

Por otra parte, en el Teorema 4.3 demostramos que existe una constante

real d, con 0 < 0 ( 1, tal oue l l f(r) l lo < e < 1, 1 < j  <r. Luego, para todo

I  :  0 ,  L ,2 , .  . .  ,  t enemos

l la0r¡ ' ,  :  l laT(t)+(1 -a)r l l ; -

:  wl l r{ t )  l la + l t  -  a,¡-

Atendiendo al valor de r¡ distinguimos dos casos:

a )0<w<7 .

al l r { t )  l la  +  l t  -  w l :  a l l r { t ) l l¿  +  t  -  w 1w0 + 1-  (L)  :  a@ -  1)  +  1  <  1 .

b)1<r.4.- ' t  -  - *  -  
1+  max l lF ' - 'G ; l l ¡ '

I < i < r "  J  ¿  " - '

Teniendo en cuenta la expresión (a.La) de Ia demostración del Teorema 4.3

yademás,  que l l f i lG¡ l la<0 <I ,  para 1 < j  <  r ,  seobt ienenlass iguientes
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desigualdades

, , , l l T ( t )  l l  ,  - r  l 1  -  t , ,* l | . ¡ | á | | - * | - al lT( t ) l l¿+u- t

l l  r  .  - ( ¿ . r ) l l
,llDni(r;'cr;"""'¡¡ t a - r

l l j : l  l l¿

, io, l l(r-lc-)s(¿,i)l l  t w - r
u  ¿ l l \  r  l l A

ó,,llrE 'c,ll l o* w - I

ürmax llE;rcoll¡ * r¡ - 1
l1 j1r"  r  ¿ ""

/ \
w ( I  - f  max l lF , - 'Gr l l¿  I  -  1

\  r < i < t "  '  " " - /

ffi1'.
71 j1 r "  r  ¿  " "

'?ff'11¡i'cill')
-  1  :  1 .

Por lo tanto, por el Lema 1.2 (Sección 1.3), para 0 < a <

se obtiene la convergencia del Aigoritmo 4.2.

1+ max ll¡"-
71 j1 r

G¡ l la '

T

La convergencia del Algoritmo 4.2 también se puede asegurar con las mismas

hipótesis que las que se dieron para el método de multipartición no estacionario

en el Teorema 4.4, tomando c, en un intervalo ]0,r0[, con üJ6 ] 1.

Teorema 4.6. Sea A una matri,z hermíti,ca y d,efini,da pos'it'iua. Sean A:

F¡-G¡,7 < j  1r, part i ,c ' iones P-regulares. Suponemos además quelimq(I, j) :

@, 1 < j < r, entonces, sz 0 < a < fr¿,ron0 < e < l, el algori,tmo d,e mul-

ti,parti,ci,ón no estac'ionario relajado (Algori,tmo 1.2), conuerge a la soluci,ón del

s'istema li,neal (4.1), para cualqu'ier uector ini,ci,al r(0) .
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Demostración. Sean ff(¿), I : 0,L,2,... , las matrices de iteración del

método de multipartición no estacionario relajado, dadas en @.77). Entonces

l lat ' l  ¡¡* : l luT(I) + (1 - r)r l l_,

donde ?(¿) son las matrices de iteración del esquema iterativo no estacionario,

definidas en (4.11). Sea 0 < € < 1, de la demostración del Teorema 4.4, se sigue

que existe un entero ls, tal que para t ) Io

l lT( , ) l l_(e(1.

Por tanto

l lat , l ¡ ¡-  :  wl l r{r)  l l -  + l r  -  r¡

Como en el teorema anterior, distinguimos dos casos :

a )  0  <  a  1 t .

we *  lL  -  r l  :  a€  t  L  -  a  :  a (e -  1 )  +  1  <  1 .

b )1<r . '
1 *e

2
<  '  - (1  ' l e ) -  1 :1 .

r - r c

demostrada Ia convergencia de1

En el corolario siguiente, demostraremos ia convergencia del método de mul-

tipartición no estacionario relajado, bajo las mismas condiciones que en el Co-

rolario 4.1, tomando o en el intervalo In ' 
I .

l" ' 
t*,?¡¿1lr;1cr¡¡- 

,

we - f  l L  -  r l  :  a€  - f  a  -  I  :  a (e+  1 )  -  1

Luego por el Lema 1.2 (Sección 1.3), queda

Algoritmo 4.2.
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4.2 Estudio de la convergencia 133

Corolario 4.2. Sean A: F¡ - Gj, L < j /-r, parti,ciones de N,a matri,z

AeCn*n  t a l que l lF ¡ 'G ¡ | | " "  <  1 ,  r<  j  < r .  Suponemosq ( l , j ) >L ,  1<

j 1 r, I : 0, 1,2, . . ., entonces, si, 0 < a < 1+ErFTiF;r-;, el algoritmo de
7< j< ,  J

mult'iparti,ci,ón no estac'ionari,o relajado (Algori,tmo 1.2), conuerge a la soluc,ión

del si,stema li,neal (/,.1), para cualqui,er uector i,ni,ci,al r(0).

Demostración. Sean f1(¿), I : 0, 1,2,... , las matrices de iteración del

método de multipartición no estacionario relajado dadas en (4.L7), es decir,

¡7(L) : wT(I) + (I - w)1, con ?(¿) defi.nidas en ( .11).

Entonces

l larzl ¡¡." s wllr{t)l l_ + l1 _ r,.,1.

En el Corolario 4.1, demostramos que existe una constante real 0 con 0 <

01 I ,  ta lque  l l f t z l ¡ ¡ -  <0  <  1 .  Luego ,  para tod ,o  l :0 , ! ,2 , . . .  ,  tenemos

a)0<a1 I -

al lT( t ) l l *  +  ¡ t  -  a l  :  u l l r { t ) | | . "  +  r  -  a  I  w0 * l  -  u)  :  a(0 -1)  +  1 < 1.

b)  1<r , . '<
1  *  ma4 l l ,F t tGo l l * '

7 1 j 1 r "  J  t " - '

De la demostración del Corolario 4.1, tenemos que, para 1 1 j 1 r, se

satisface llil¡ 
tG¡11." < B < 1; además, teniendo en cuenta la forma en que están
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definidas las matrices ?(¿) en (4.11), obtenemos las siguientes desigualdades

ullf t t) I l"" + 11 - o¡ - ul l f{t) l l ." +, - t

l l  r  . o l t . i ) l l:  r l l fEo (F; tGo)" ' " ' ' l l  I  u  -  r
"  \  J  l l

l l j : \  l l""

4  r l l \  r  l l m
J - !

; - 1

71j1r"  r

/  . _ . .  \

\  t < i < t "  '  "  " - -  /

2/

'  
I1 . i1r"

Luego por el Lema 1.2 (Sección 1.3), para 0 < a < 1+max#:rc,i l_,se
11j17 "  "

obtiene la convergencia del Algoritmo 4.2. I

134 4 Métodos de multipartición no estacionarios.

4.3 Versión aslncrona

En esta sección vamos a estudiar la convergencia de las versiones asíncronas

de los métodos iterativos de multipartición no estacionarios descritos en la Sec-

ción 4.7.

El interés que nos lleva a defi.nir un modelo asíncrono, está en reducir el

tiempo de comunicación y sincronizacíón entre los distintos procesadores que
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4.3 Versión asíncrona 735

cooperan en un sistema multiprocesador. Estos modelos aplicados sobre proce-

dimientos iterativos de resolución de sistemas de ecuaciones lineales, permiten

que cada procesador pueda actualizar o recuperar algunas componentes del vec-

tor aproximación a la solución, en cualquier instante. Por 1o tanto, en teoría,

ningún procesador se mantiene ocioso.

Para ilustrar esto, consideramos de nuevo ei Algoritmo 4.L, que reproducimos

aouí.

Algoritmo 4.L. Algoritmo de mult ipart ición no estacionario.

Dado un vector inicial r(o).

Desde  I  : 0 ,L ,2 , .  . .  ,  has ta  conve rgenc ia

En cada procesador j, j : t hasta

l0) r, \
A) '  

-  r ' " '

Desde  k : I  has ta  q (1 ,7 )

F¡ajr) : G¡af-t) +b

r(¿+1) -  
\E.OlotL, i l l  .
; - 1

(4.20)

(4 2L)

La sincronización de este algoritmo radica en que en cada iteración l, Ia etapa

(l + f) se realiza sólo después de que todos los procesadores hayan calculado sus

iterados locales r@(I'i)), | < j < r.

Para construir la versión asíncrona de dicho algoritmo, consideramos un

esquema donde todos los procesadores están siempre trabajando sin necesidad

de esperar a que otros procesadores finalicen sus cálculos.
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736 4 Métodos de multipartición no estacionarios.

Cada iteración global se construye a partir de la solución de algún procesador,

precisamente el que acaba de actualizar su solución.

Concretamente, vamos a considerar una implementación paralela dei método

de multipartición no estacionario en la que cada parte del vector r(I+t)., es decir,
n  l q l¿ . t ) )  lE'yruv'Ltt, pueda ser actualizada sin esperar a que las otras partes de /(¿+1) 10

sean.

En la construcción de dicho modelo asíncrono (ver [15]), necesitaremos una

sucesión de enteros positivos de Ia forma {j¿}Eo, I a j, ( r, donde j¿ representa

el procesador que actraliza la aproximación de la solución en la l-ésima iteración.

También definimos un escalar rt - L, que indica el número de veces que se

ha actualizado el vector de la iteración global por otros procesadores distintos

del procesador j¿-ésimo durante el tiempo que éste ha necesitado para realizar

sus cálculos. Esto implica eue r¿ es el menor entero positivo tal que, jt: j+,,.

Suponemos además, que existe un entero positivo K tal que 0 1 rt - | 1 K,

es decir, en el cálcuio del iterado l*ésimo, un proceso no puede utilizar ningún

valor de las componentes de un iterado j si j < I - K.

Teniendo en cuenta Io descrito previamente, podemos plantear el método de

multipartición no estacionario asíncrono mediante el siguiente algoritmo.

Notemos que debido a los posibles retrasos limitados por el entero positivo

K, Ia definición formal del esquema asíncrono, exige considerar K + L vectores

iniciales req : r?K+I) - . . . - r(o).
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4.3 Versión asíncrona 137

Dados los vectores iniciales reK) - fr(-K+r) - . . .  - rr(0).

En cada procesador h, I  
- 0,L,2,. .  .  ,  hasta convergencia

ail) : "a¡
Para k: t hasta q(l, i)

F¡,al?:G¡,al!-') +u

r(I+r): (/  - E¡,)rQ+,,-t) ¡ p ,r@(t, i)).  @.22)

A continuación pasamos a formalizar la versión relajada de este modelo

asíncrono de la misma forma que se hizo en el caso síncrono. Es decir, va-

mos a introducir en ei Algoritmo 4.3 un parámetro de relajaciín a e JR, u.r f 0,

sustituyendo el vector iterado ,@(t'il) en la ecuación (4.22), por la expresión

wr\e(t'i)) + (1 - a)r(t). De esta forma el método de multipartición no estaciona-

rio relajado asíncrono, viene descrito por el siguiente algoritmo.
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Algoritmo 4.4. Algoritmo de multipartición no estacionario rela-

jado asíncrono.

Dados los vectores iniciales reK) : yeK+7) - . . .  - r(0).

En cada procesador  j t ,  I  :0 ,1,2, .  .  .  ,  hasta convergencia

a[l : 'r'o

Para k :  t  hasta q( I , i t )

F¡,al?:G¡,uI!-') +u

,(t+r): (1- E¡,)rQ+n-t) + E¡, (uy\a{t, i ' l l  + (1 - dI)

(4.23)

Hacemos notar que claramente si u : L el Algoritmo 4.4 se reduce al AIgo-

ritmo 4.3.

A continuación vamos a estudiar la convergencia de los Algoritmos 4.3 y 4.4.

Para tal propósito, observamos en primer lugar, que el Algoritmo 4.3 co-

rrespondiente al método de multipartición no estacionario asíncrono produce la

siguiente sucesión de vectores

, ( r* r t )  :  e  _ E¡ , ) r ( r+, , - t )  +  nr , f ; ! t , i t ) r ( r ) ,  l :0 ,1,2, . . .  ,  (4 .24)

donde los operadores P¡, | < j ( r, están definidos en (4.4) y ei escalar r¿ €s

el menor entero positivo tal que jt : j+r¡. Para analizar la convergencia del

esquema asíncrono (4.24), construiremos un procedimiento iterativo en C'K

donde K es el entero positivo que satisface 0 ( r¡ - I < K.
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Sea { la única solución del sistema lineal (a.1) V sea e(¿) : a(I) - € el vector

error en la iteración l-ésima del esquema asíncrono definido en (4.2a). Definimos

el vector

Como I f  sa t i s face ,  0  (  r t -L  {  K ,  l : 0 , I , 2 , . . . , r ,  podemos  asegura r  que

I * rt  - K < I < I + rt - t ,  I  :  0, I ,2,.. .  .  Estas desigualdades nos permiten

asegurar que el vector e(¿) de dimensión r¿, es un bloque del vector ét+,¿-r ,, nK-

dimensional , es decir,

P t :

€ t L - . - t  :

eQ)

e(t-L)

"t 
-"*r)

r (-nK (4.25)

(4.26)

"( l1rrI)

e(t)

" ( I+n-K)

Como podemos observar, el vector e(¿) ocupa la posición r¿ en €l vector anterior.

Denotamos por St, I : 0,1,2,.. . , Ia matriz de tamaño n x nK que está

dividida en bloques de tamaño n y que tiene un bloque identidad de tamaño

n en 7a posición r¡ ! eI resto de ios K - 1 bloques son cero. Luego, podemos

escribir

(1 \
€\ " )  :  D I€ I+r t_ I .

Vamos a analizar seguidamente Ia expresión del error

(4.27)

t ( l + " t )  _ - ( I + r t )  _ t
s  - &  \ '
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Puesto que € es un punto fijo de los operadores P¡ definidos en (4.4), la expresión

del error se puede escribir para I : 0, 1, 2,. . . ,

o( l+r¿) *( l - l " t )  _ f\

: (I - E¡,)r(I+r¿-r) * E¡,pf,(t,it) *(t) - (I - E¡,)€ - E ,pa,(I,i'),

: (I - E¡,)e(trr¡-l) + E¡,(F;tGj)s(t,it)e(I) (4.28)

Por tanto,

é¿+rt :  B¿+rrét+rr -7,

donde Ia matriz B+,, e gnKxnK , está definida como

(4.2e)

(4.30)Bt+ , , :

(r-E¡,) o o o
r o oo
: : : :

o o ro

Ei,(F;rGj,)e(t,it) 5,

o

o
A continuación y basándonos en este desarrollo, vamos a dar condiciones su-

ficientes de convergencia para el Algoritmo 4.3. El siguiente teorema demuestra

la convergencia de dicho algoritmo bajo hipótesis similares a las del Teorema 4.3

para el caso síncrono.

Teorerna 4.7. Sea A una matriz hermíti,ca y defi,ni,da positiua. Sean A:

F j -G j ,  l <  j  1 r ,  pa r t i , c ' i onesP- regu la resyE¡ :e j f ,  L<  j  1 r ,  con01

a¡ 11. Suponemos que eri,ste un entero posi,ti,uo K, tal que,01r¿ L < K. Si

q ( l , j )>  1 ,  1<  j  1 r ,  l : 0 ,L ,2 , . . . ,  en tonces ,  e l  a lgo r i , t r no  demu l t i pa r t i , c i , ón

no estaci,onario asíncrono (Algori,trno 1.3), conuerge a Ia soluci,ón del si,stema

li,neal (/r.1), para cualqu'ier uector i,nici,al.
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Demostración. Teniendo en cuenta la expresión (4.29), tenemos qlree¿+K :

Bt+NB+x-1 "' B+tét, coÍr et definido en @.25).

Sea p un vector arbitrario distinto de cero de dimensiót nK, dividido como

en (4.25), es decir, p : }-f)L, € CnK, con ¡.ti € C'. Definimos Ia siguiente

norma vectorial en C'K

l lpll :,q1% llt"l la,

y su norma matricial inducida 
"n 

gnKxnK. Para demostrar que limE¿ : Q,

es suficiente demostrar que existe una constante real 0 ( ? < 1, tal que

l lB+NB+x -1  ' . . 8¿+ r l l  11  1 I ,  I  : 0 ,  I , 2 , . . .

Para tal propósito, consideramos el vector u, definido por

u,  :  B¿¡ rBt *u- t ' ' '  B¿¡1¡ t  : :

u ' r € C " r ' i : L r 2 r . . . r K ,

)

1 ,

. , I- u

1 t -
" U

:

, ,K

u) (4.31)

donde Br+,, I : 0, L,2,. .. , son las matrices definidas en (4.30).

Demostraremos que para todo vector p, € CnK - {0}, existe una constante

real 0 1 1 < 1 tal que se verifica llr"ll I rllpll

Por la forma en que están definidas las matrices Bt+,t en (4.30), la matriz &
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en (4.27) y teniendo en cuenta qtrc E¡: djf , I < j ( r, podemos escribir

'u1 : Bt+tF

a¡,(F;1G¡,)e(t,it) 5,( I -a ¡ , ) I  O  O O

r o oo
: :

o o ro

(I - o¡,)p' + a¡,(F;LG¡,)a(t,iL) 5,¡1

pI

pK^

(l - ,¡)tt ' + a¡,(F;rG¡,)e(I,iL) ¡L,t

p,I

pK-t

p,I

p2

PK

, 1 ( t < K. (4.32)

o

o

'I

u 7

t
U 1

I

:

O ' K

Como podemos observar en la expresión anterior, la primera componente del

vector u1 €s of  :  (1 -  a j , )L l r  +a¡,(F;1Gt,)e(I , i t ) ¡ t t ,  I<t< K.

Por otro lado, como A: F¡ - G j, r < j ( r, son particiones P-regulares

y Ia matriz A es hermítica y definida positiva, por el Teorema 4.3 sabemos

que existe una constante real 0 < e < l tal que llfr'. 
lG¡llo < g, y entonces

ll(F¡ 
tG¡)"llo < e < 1, para todo s > 1, 1 < j < r. Teniendo en cuenta estos
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resultados podemos escribir

l l , i  l l ,

: [(1 - r-r,) t a¡,01Il¡rll¿ f tllt-'l l,

donde 1 : p?i,[(l - *¡) * a¡0] < L.

También en Ia expresión (4.32) podemos observar que se verifica, uf :

t ,  u? :  p ' , . . . ,u {  :  FK- | ,  es  dec i r ,  , l :  l "o - ' , i : 2 ,3 , . . . , y '1 .  Tomando

la norma vectorial ll.ll¿, podemos asegruar

l l r i l l r : l l t "o- ' l la  I ,ma* l l t " i l l " :  l l r r l l  ,  , i :2 ,3, . . . ,K.  (4.33)

Luego, para u1 se verifica

(4.34)

A continuación demostraremos que

(  , ,
|  . y l l p l l  , i :  I , 2 , .  .  .  ,u

llu'"lle < 1 (4.35)
I  l | t - l l l  ' i :u*1," ' ,K '

La prueba de (4.35) se hará por inducción sobre u. Para u:1el resultado

se cumple por (4.34). Supongamos que se cumple para el entero positivo u - t,

es decir,

(  , ,  r r

l l r l - , l lo  < I  
t l l t t l l  ' i :  L '2 '  " '  'u  -  L

I  l l t ' l l  i :u ,u lL," ' ,K '
(4.36)
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Teniendo en cuenta que para cualquier u ) I, se cumple

'uu : BI+rur-L

I
I

( I -a ¡ , ) I  O  O O

r o oo
: :

o o Io

(r - a¡,)u)*t I aj,(F;IGr,¡ao'i,) Sú.t,-t

u!,-,
:

" ,K -Tuu-t

(r - a¡,)u)_t I aj,(F;'G¡,)n(I'it)1¡t _,

o r ]uu-I

i

" ,K-7vu-1,

at,(F;rGt,¡e(L,it) 3,

o

o

1
" u

ul, 
l ,  1

N ' Ivu- l

uu -1

:

" , Kuu-7

<t 1K ,

O'K- v

se obtiene la siguiente igualdad

, )+u :u ' r - t r d : I r 2 , , . . . rK  -  1 ,  ( 4 .37 )

y además, como por hipótesis de inducción se verifi.ca que [,ui_rll¿ I llfrll, i:

7 , 2 , . - . ,K r se  t i eneque

llul,'ll"

= [(1 - *") -t a¡,0] Ilpllo < tllpll (4.38)
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Ahora, utilizando la hipótesis de inducción (4.36), la igualdad (4.37) y la des-

igualdad (4.38), obtenemos (4.35). De ahí que, l lu¡¡ l l  :  l lB+xBr+K-t---B+t4l l

< ryll¡rll, para todo vector no nulo, p,€ CnK. Por 1o tanto, por definición de

norma matricial inducida, tenemos que llB¿a¡¡B+x-t...Bt+tll < Z < t, I -

0,L,2,... . Así queda demostrada la convergencia del Algoritmo 4.3. r

En el siguiente teorema, estudiamos la convergencia del Algoritmo 4.3 bajo

hipótesis similares a las del Teorema 4.4 correspondiente al modelo síncrono.

Además, como las matrices E¡ ya no serán de la forma a¡1, necesitamos tener

Ia seguridad de que toda componente del vector iterado se actualiza con cierta

regularidad. Esto se cumple, exigiendo que Ia sucesión {jr}70 sea regulada (ver

por ejemplo, [15]).

Definición 4.L. Una sucesión de enteros positivos {jt}p.0, I a j, ( r, con

r fijo, se llama regulada, si existe un entero positivo K, tal que cada uno de los

enteros I,2,. . . )r) aparece por lo menos una vez cada K elementos consecutivos

de la sucesión.

Queremos hacer notar que, si la sucesión de enteros {j,}Eo está regulada por el

entero positivo K, entonces los escalares r¿ verifican que 0 1 r¿_1 1 K.

Teorema 4.8. Sea A una matri,z hermíti,ca g defini,da posi,ti,ua. Sean A:

F¡-G¡, 1 < i 1r, parti,ci,ones P-regulares. Suponemos además quelimq(l,i) :

oo,  1(  j  <r  A quelasucesi ,óndeenteros U¿)Eo,  la  j r l r  esregulada,  enton-

ces, el algori,tmo de multi,parti,c'ión no estac'ionario asíncrono (Algori,tmo /.3),

conuerge a la soluci,ón del si,stema li,neal (/n.1), para cualqu'ier aector i,ni,ci,al.
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Demostración. Sea u, el vector definido de la siguiente forma

1

u, :  lB+,8¿+r-r  -  . .  B¿alz :
' ' t '  

l ,  u ' ,€C' ,  i : ! ,2 , . . . ,K,  u)  L,

" , Kuy

yz :  ( ( " ) ' , ( r ) ' , . . .  , ( " ) ' ) ' €R 'K ,  d .onde  , :  ( I , L , . . .  , 1 ) z  e  IR . ' .

Por otro iado, por Ia expresión (4.29), claramente se verifica, ér+2K_t :

Bt+zN-tBt+2K*2. . . B+t/. Luego, para demostrar la convergencia del Algorit-

mo 4.3, comprobaremos que existe una constante real 0 < 7 ( 1, tal que

azK-t :  lB+zx-tB+zx-2. . .  B+tlZ < lZ,

por 1o que la norma infinito verificará

l lB¿+zt<-tBr+2K-2. . . B+|l- I f < 1.

En el Teorema 4.4, comprobamos que dado un d > 0, existe un i6 tal que

dada una norma matricial ll.ll, r. verifica que ll(F¡ 
tG¡)ull 1 0, para todo z ) zo.

Como,Hq(¿, i) : *, L < i ( r, tomando la norma infinito, existe un ¿0 y una

constante real 0, ta1 que se verifica

ll(F;tG¡)n(¿'i) ll- < 0 < !, vt > to. (4.39)

Luego, por definición de la norma infinito, si tomamos Z : (1,1, . . . ,I)r, obte-

nemos

l(tr,-t6o¡ntt, i)12 < 02, V¿ > ¿0.
" J

(4.40)
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De Ia definición de B, en (4.30), de Ia forma de las matrices^9¿ en (4.27),

teniendo en cuenta la desigualdad anterior y el vector Z definido anteriormente,

podemos escribir

lB,+"lz

(r-E¡,) o o o
r o oo

: :

o o ro

(I - E¡,) z I E¡,|(f ; t  G ¡,)nu,it) lS¿Z

7

:

z

(I - E¡,)z * E¡,|(F-rG )s(I, i) lz
a

/

( I -E ¡ , ) z lE ¡ , 02

L

7

,  v¿>¿0.

E i , l (F ;L G i , ¡o(t , i  
t )  

|  S t

o

o

7

7

:

7

Como 0 < e ( 1, se cumpie (I - E¡,) * E¡,0 < (1 - E¡,) + Ej, :1, entonces
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tenemos

z

7

lBt+"lz < : 2 ,  l l l o ,  u l L .

Como u, l  lB¿¡, l lBr+"-r l  . . .18,*t lz, ,  > 1, claramente, u, 17.

Puesto qrte uv 1 lB¿*,1u,-r, &l igual que se hizo en el teorema anterior,

analizamos cada componente del vector u,,

u)

: (I - E¡,)u): * E¡,1(F;1G,,70(I,j) p

:  z+ (0 -L )E ¡ ,2 .  (4 .42 )

Dependiendo del valor que tienen los elementos diagonales en Ia matriz E¡,

podemos asegurar para cada una de las componentes del vector ur,Ias siguientes

aco tac iones .  Sea  he  { I , 2 , . . . , n } :

1.- Si el elemento que ocupa la posición h de E¡, es nulo, entonces por Ia

expresión (4.4L) obtenemos

(ú)n < (u)-,)n.

2.- Si el elemento que ocupa ia posición h de E¡, tiene un valor o, con 0 <

a 1 L, entonces por Ia ecuación (4.42) se sigue

(rl,)n < zn -r (0 - r)az¡: (1 + (0 - I)a)z¡.
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Si tomamos T : I + (e - Da < 1, entonces

(u!,)n 3 t"n'

Por otro lado, como la sucesión {j¿}Eo es regulada, entonces todos los enteros

I,2,. . .  ? r, aparecen en el subconjunto { j¿+1, . .  . ,  i t lu}, u } K. Luego tenien-

do en cuenta los dos casos anteriores, y que las matrices E¡ son no negativas y
T

sat isfacen D,E¡ :  I ,  paratodo h :  l ,2, . . . , f r ,obtenemos (r ' " )n < Jz¡,  u )  K,
j : r

es decir

u ' , l l z  s i  u )  K .  (4 .43)

Además, teniendo en cuenta que

" , Luu*I

,
vu*1-

se  t iene  para todo  u )  I ,  u ' "+ i<uL ,  , i : 1 ,2 , . . . ,K  -  L ,  de  donde

,LF_r3ulx_o_r, , i : r ,2 , . . . ,K-r .  (4.44)

Como 2K - i , - I>  K ,para i :1 ,2 , . . .  ,K  -L ,  por  las  ecuac iones  @.a3)  y

(4.44) obtenemos

u l { l - ,  1  j z , ' i  :  0 , I ,2 , . . . ,K  -  L .

Luego

uzK-t : lB+zx-tB+zN-z - . - B+tlZ 3 lZ,

con io que queda demostrada la convergencia del Algoritmo 4.3.

|  , , r
/  l ñ  |  |  u<  l b t + r + t l u " :  I

K
" u + L

I
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A continuación demostraremos la convergencia del Algoritmo 4.3, bajo con-

diciones similares a las dadas Dara el caso síncrono en el Corolario 4.1.

Corolario 4.3. Sean A: F¡ - Gj, 1 < j  1r, part ic' iones de la matriz

A€Cn 'n  t a l que l l ( p ¡ t c ¡ ) l l -  <  t ,  r <  j  < r .  Suponemosq ( l , j ) >L , t<  j  <

r ,  I :0 , I ,2 , . . .  ,  U una suces ' ión de enteros { i r }70,  la  j r1r ,  regulada enton-

ces, el algoritmo de multiparti,ci,ón no estaci,onario asíncrono (Algoritmo 1.3),

conuerge a la soluci,ón del s'istema I'ineal (/,.1), para cualqui,er uector i,ni,ci,al.

Demostración. Como llF¡ 
tG¡ll- < 1, 1 < j ( r, entonces existe una

cons tan te  0<e  (  1 ,  t a lque  l l { -1G j l l -  <  0  <L ,  L<  j  ( r ,  l uegopodemos

asegurar que ll (F¡'C¡)oll* < e < 1 para todo i ) 1. Entonces como se satis-

face la acotación (4.39), Ia demostración se sigue de la misma forma que en el

Teorema 4.8. r

Queremos hacer notar que en el Corolario 4.3,1a norma infinito puede sustituirse

por cualquier norma matricial que proporcione una desigualdad anáioga a la de

Ia expresión (a.40).

Para finalizar esta sección, analizamos la convergencia de la versión relaja-

da del método de multipartición no estacionario asíncrono correspondiente al

Algoritmo 4.4. Dicho algoritmo, produce Ia siguiente sucesión de vectores

,(t+r) : (J - E¡,)r(I+,,-t) * Er, (apT,(t,il + (1 - u)I) r@, (4 45)

donde los operadores P¡ están definidos en @.\ y el escalar r¿ €s el menor entero

positivo tal que jt: j+r¡. Para analizar 1a convergencia del esquema asíncrono

relajado (4.45), construiremos de nuevo un procedimiento ertCnK, donde y'f es

el entero positivo que satisface 0 ( rt - L 1 K.
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Puesto que { es un punto fijo de ios operadores P¡ definidos en (4.4), ri 
"(z) 

-

fr(¿) - { es el vector error en la iteración l-ésima del esquema asíncrono definido

en (4.45), entonces la expresión del error se puede escribir para I : 0, 1, 2, - - . ,

e ( I + r r ) :  , ( I + r t ) _ ¿

: (I - E¡,)r(I-rr¿-L) * E¡, (wpT,(t,il + (1 - et) ral

(I - E¡,)€ - E¡, (wPf,(t'¡') + 1r - c,.')r) €

: (I - E¡,)et*n-7 ¡ E¡, (u(F;IG.,!n{t ' i ') + (1 - u)t) e0. e.46)

Por tanto

eI+ \ :  b l+ ry€ I+r r1

donde Ia mafuíz B+,, € gnKxnK , está definida como

(4.47)

Br+ , , :

n¡, (u(r;\G¡,yaU'il + (1 - w)I) St

o

o

(.4.48)

Comenzamos con un teorema que asegura la convergencia del Algorimo 4.4

para valores del factor de relajación a entre 0 t *pl+,fo=am, usando las

mismas hipótesis que en el Teorema 4.7.

Teorema 4.9. Sea A una matri,z hermíti,ca y defi,ni,da posi,ti,ua. Sean A:

F ¡ -G¡ ,  L1  j  1 r ,  pa r t ' i c i , onesP- regu la resyE¡ :e j l ,  I <  j  1 r ,  con0<

a¡ 11. Suponemos que eri,ste un entero posi,t i ,uo K, tal que,01r¿ L < K. Si

q( I , j )>_ 1 ,  1< j  1 r ,  l :0 ,L ,2 , . . . ,A0<a < *** fu .d ; ; ,  en tonces,  e l
Líi<r
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algori,tmo de multipart'ici,ón no estac'ionari,o relajado asíncrono (Algoritmo l.fl,

conaerge a la soluci,ón del si,stema I'ineal (/r.1), para cualqu'ier uector i,nicial.

Dernostración. Un análisis en la demostración del Teorema 4.7 nos lleva

a la conclusión de que si demostramos que existe una constante real 0, con

0 < 0 ( 1, tal que se verifica

l lu(F,|Q)q(t' i) i  $ - u)Il l¡ < 0, L 1 i 1 r, (4.4e)

entonces la demostración se sigue de forma totalmente análoga a la del Teore-

ma 4.7. Para 0 < a < - _^=t+=t---, la acotación (a. \ es cierta por el
t+rpg} l l¡ i  

-G¡l l t '

Teorema 4.5, por 1o que queda demostrada Ia convergencia del Algoritmo 4.4. t

La convergencia del Algoritmo 4.4 también se puede asegurar con las mismas

hipótesis que las que se dieron para el método de multipartición no estacionario

asíncrono, en el Teorema 4.8, tomando r¡ en el intervalo ]0,r0[, con e]6 ] 1.

Teorema A.LO. Sea A una matriz hermíti,ca y defini.da posi.tiua. Sean A:

F¡-G¡, L < j 1r, parti,c'iones P-regulares. Suponemos adernás Ouelyyl(l, j):

m, 1 < j  <r, que Ia suces' ión de enteros { jr}Eo, 7< jr lr  es regulada, A que

0 < ¿...r a +, con 0 < € < L, entonces, el algori,tmo d,e multi,partici,ón no esta-

ci,onari,o relajado asíncrono (Algori,tmo l.l), conuerge a Ia soluci,ón del sistema

li,neal (/,.1), para cualqu'ier uector i,ni,ci,al.

Dernostración. Razonando de la misma forma que en el teorema anterior,

vemos que ei Teorema 4.8 nos ileva a la conclusión de que si demostramos que

existe una constante real 0, con0 < 0 { 1, tal que se verifica

l lw (F t 'Q i ¡ t ( t ' i )  ¡Q-u ) I l l *<g ,  r I  j  1 r , (4,50)
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entonces, la demostración también se sigue de la misma forma que la del Teo-

rema 4.8. Además, para 0 < a < h, lu acotación (4.50) es cierta por el

Teorema 4.6, por lo que queda demostrada la convergencia del Algoritmo 4.4. t

Por último, el siguiente corolario demuestra la convergencia del método de

multipartición no estacionario relajado asíncrono, bajo las mismas condiciones
l f

que en el Coroiario 4.3, tomando w en eI intervalo 10, ,*+E^ IIF¡ 
tc¡ll*l .

|  1 < i < r  I
J  

_ '  -  
L

Corolario 4.4. Sean A: F¡ - Gj, L < j 1r, parti,c'iones de la matri,z

Ae  Cn*n  t a l  que l l@; 'G ¡ )11 . "  <  t ,  r <  j  1 r .  Suponemosq (1 ,  j ) > t , r<  j  <

r ,  I  :  0 ,L,2, . . . ,  { j t }Eo,  1  (  j t  1  r  es una sucesi ,ón de enteros regulada,  y  0 <

o < ;*ur¡ft¡r¿r¡_ , entonces, el algori.tmo de multi,parti,ci,ón no estaci,onari,o

relajad,o áiínrrono (Atgori,tmo l.l), conuerge 0, la soluci,ón d,el s,istema l,ineal

Ur.1), para cualqui,er uector i,ni.ci.al.

Dernostración. A partir de la demostración del Corolario 4.3 llegamos a

Ia conclusión de que si existe una constante real 0, con} < 0 < 1, tal que se

verifi.ca

l lu(F¡LQ)q(4i) * $ - a)Ill* < 0, | 1 i 1 r, (4.51)

entonces, la demostración

rolario 4.3. Como 0 < cu

cierta por el Corolario 4.2.

Algoritmo 4.4.

se sigue de forma totalmente análoga a la del Co-

< 1+mililfu=c,.il-, entonces la acotación (4'51) es

De estlforma queda demostrada la convergencia del

I
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4.4 Conclusrones

Hemos dedicado este capítulo al estudio de dos esquemas iterativos basados

en el método de multipartición no estacionario.

El primero de dichos esquemas, dado por la expresión (4.9), corresponde

al método de multipartición no estacionario síncrono, siendo el esquema (4.15)

el esquema iterativo de dicho método correspondiente a su versión relajada.

Para este modelo síncrono hemos estudiado su convergencia considerando que la

matriz de coeficientes A del sistema lineal (4.1) es hermítica y definida positiva.

Los principales resultados de convergencia para el modelo síncrono (a.9) pu+.

den verse en los Teoremas 4.2, 4.3 y 4.4. En ellos se demuestra la convergencia

del método de multipartición no estacionario síncrono considerando r particio-

nes P-regulares. Teniendo en cuenta unas determinadas condiciones para las

matr ices de peso E¡ , ,  es dec i r ,  E j :  a¡ l ,  1< j  <  r )  con 01*¡  (  1 ,  en los

Teoremas 4.2 y 4.3 se considera que cada procesador pueda realizar un número

variable de veces su trabajo en cada iteración. Por tanto estos teoremas han de

verse más como resultados teóricos que como una herramienta computacional.

Sin embargo, en el Teorema 4.4 no aparece dicha restricción en las matrices de

peso exigiendo que cada procesador realice bastantes iteraciones internas.

Para el esquema (4.15), correspondiente al método de multipartición no es-

tacionario síncrono relajado, los principales resultados de convergencia se dan

en los Teoremas 4.5 y 4,6. En ellos, se demuestra la convergencia bajo hipótesis

similares a las dadas en los teoremas para el estudio del esquema (4.9), pero te-

niendo en cuenta además un factor de relajación rr,' en determinados intervalos.
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El segundo esquema para el que hemos realizado estudios de convergencia

es el modelo de multipartición no estacionario asíncrono, dado por la expresión

(4.24),junto con su versión relajada dada por la expresión (a.a1). Los principales

resultados de convergencia para el modelo de multipartición no estacionario

asíncrono, se pueden ver en los Teoremas 4.7, y 4.8,, y para su versión relajada,

ia convergencia se estudia en los Teoremas 4.9 y 4.L0. En todos ellos se ha

demostrado Ia convergencia del método en cuestión, bajo hipótesis similares a

las de los correpondientes teoremas para la versión síncrona.

Para las versiones relajadas se ha probado Ia convergencia para factores de

reiajación entre 0 y uro, con tl,r6 ) 1.
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Capítulo 5

Métodos paralelos en dos etapas.

5.1 Introducción

En este capítulo nos centraremos en la resolución en paralelo de sistemas de

ecuaciones lineales mediante métodos iterativos en dos etapas. Consideramos

un sistema lineal no singular de la forma

Ar :  b , (5  1 )

donde la matriz A € C'" y los vectores tr, b e C.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que Ia matriz A está dividida en

r x r bloques, con los bloques diagonales cuadrados de tamaño ,¡, DrLj : rL.
j=r

r c t
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De esta forma, el sistema (5.1) se puede escribir como

(5 2)

donde r y b están divididos de acuerdo al tamaño de los bloques de A.

Para resolver el sistema (5.2), se pueden utilizar métodos iterativos por blo-

ques clásicos. Las ventajas de estos métodos frente a ios métodos iterativos

puntuales consisten en que, generalmente, aceleran Ia convergencia y son de

fácil adaptación para su procesamiento en paralelo. Podemos encontrar una

descripción detallada de estos métodos, por ejemplo, en Berman y Plemmons

[10], Ortega [80], [81] o Varga [98].

En particular, nos vamos a centrar en los métodos iterativos tipo Jacobi por

bloques. En estos métodos, se considera una partición de la matriz A, de la

forma A: M - l/, donde M es una matriz no singular, diagonal por bloques,

denotada por

M : diag(Mt., . . . , M j, . . . , M,), (5 3)

y cada bloque M¡ es de orden zz¡, | < j <. r. A partir de estas hipótesis se

considera el siguiente algoritmo.

At Atz

Azt Azz

A,t A,z

ü I

fr2

b1

bz

b,
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Algoritmo 5.1. Algoritmo tipo Jacobi por bloques.

Dado un vector inicial r(0) : (@\o)),, .  .  .  ,  (rÍo))t)t .

Desde l : 0,I,2, . .., hasta convergencia

Desde i : l has ta r

M,r\I+t) : (l,Ir(¿) + b)¡.

Hacemos notar que en el método clásico de Jacobi por bloques (ver Sec-

ción 3.1), la matriz diagonal M definida en (5.3), está formada por los bloques

diagonales de Iamatr iz  Adadaen (5.2) ,  o  sea,  M:  d iag(An, . . .  ,A j j , . . .  ,A, , ) .

En el Algoritmo 5.1, se puede ver que para cada iteración l,  I  :0,t,2,. ".  ,

se resuelven r sistemas lineales independientes de la forma (5.4). Por lo tanto,

cada sistema lineal puede ser resuelto por un procesador diferente. Sin embargo,

si el tamaño de las matrices M¡, L < j < r, es grande, es conveniente aproximar

la solución del sistema mediante otro método iterativo. A estos métodos se les

denomina métodos i,terati,uos por bloques en dos etapas.

Para describir dichos métodos, consideramos el sistema lineal (5.2) V la par-

tición A : M - N, con M definida en (5.3). Asociado a dicha partición tenemos

el esquema iterativo

¡¡r(t+t) :  f¡I¿(¿) -¡ 6, I  :  0, I ,2,. .  .  , (5.5)

(5 4)

donde z(0) es un vector inicial arbitrario. Para cada matríz M; consideramos

una partición de la forma

Mj:  F¡  -  G¡ , L< j< r . (5 6)

Entonces, para aproximar la solución de (5.4), en cada iteración erterna I se

realizan para cada j, I < j 1 r , q(1, j) iteraciones i,nternas del método iterativo
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sistema lineal

160 5 Métodos paralelos en dos etapas.

definido por ia partición (5.6). Es decir, este método produce una sucesión de

vectores

*(I+r) _

-(¿+1)& I

-0+1)& 2

:

-(¿+1)

L< j

,  l :  0 ,1 ,2 , .  .  -  , (5.7)

( r, es una aproximación a la solución dei

M¡Uj :  ( ¡ , ¡ r f¿ l  i b ) ¡ ,  l : 0 ,  1 ,2 , , . . .  , (5.8)

que se ha obtenido realizando q(l,j) etapas internas de un método iterativo

basado en las particiones dadas en (5.6).

Así pues, ei cálculo de los vectores ,t'*'), I < j 1r, en cada iteración

externa L, se realíza ejecutando las siguientes q(1,j) etapas internas

a(k+r) : F, 'G,al*) + 4-t(lr r(t) + b)¡, (5 9)

k :0 , I , . . .  ,q (1 ,  j )  -  l ,

ajo) : ,5't.

Finalizadas estas q(1, j) etapas, se defi.ne el vector r¡ en ia iteración externa

l+ l como

rQ+\) : o@(r, i)) (5.10)

Claramente, si se dispone de r procesadores, cada cálculo de los vectores
1 r r 1 \

,)"-", L < i ( r, de la expresión (5.10), puede asignarse a un procesador

realizándose así todos los cálculos en paralelo.
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5.1 Introúrcción

El modelo que se ha descrito corresponde a un esquema síncrono, ya que cada

procesador i, i : I,2,. . . ,r, realiza un número arbitrario de iteraciones locales

para calcular el vector ,\t+t), antes de que se forme la nueva aproximación a la

soiución global. Dicho método se puede expresar mediante eI algoritmo que se

da a continuación.

161

Algoritmo 5.2. Algoritmo por bloques en dos etapas

Dado un vector inicial r(0) - ((rÍo))t, . .  .  ,  (rÍo))r)t.

Desde I : 0, 1,2,. .. , hasta convergencia

Desde  i :L  has ta r

(0)  (¿)
u j  ' : r j '

Desde k: t  hasta q( l , i )

F,al^) : G,al^-') + (,n/r(¿) + a), (5.11)

r(t+\ : ((y{s0,1));r, 7r@(t,z)))r, . . .

Al igual que se hizo con los métodos en dos etapas secuenciales (ver Sec-

ción 1.5), podemos distinguir entre los métodos por bloques en dos etapas es-

tacionarios y los no estacionarios. En los métodos estacionarios, el número de

iteraciones internas q(1, j) es el mismo para cada j, t < j 1 r, y para cada una

de las etapas externas /; sin embargo, en los modelos no estacionarios el número

de iteraciones internas q(1, j), puede variar en cada bloque j y para cada etapa

externa L

Como se ha dicho en la Sección 3.3, los autores Bru, Migallón, Penadés

,1yQQ,ü¡r)r
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y Szyld (ver [20]) han generalizado 1os métodos por bloques en dos etapas,

obteniendo los métodos de multipartición en dos etapas, que como su nombre

indica aúnan los métodos en dos etapas y la técnica de multipartición.

Recordamos que la técnica de multipartición (ver Sección 3.1), se basa en

considerar una colección de particiones

A:  P¡ -Q¡ ,  L1  j  1 r ,  de t (P¡ )  10 , (5  12)

y unas matrices de peso E¡,\< j 1r, diagonales no negativas cuya sumá es la

identidad. Entonces, se plantea el siguiente esquema iterativo

r ( I+ r ) :  É  E¡P¡  LQ¡r (¿)  +  t  E jP l rb ,  I  :0 , ! ,2 , . . .  ,
t -  l

(5.13)

(5 .14)

donde r(0) es un vector inicial cualquiera.

Como podemos observar, el Algoritmo 5.1 se puede ver como un caso par-

ticular del esquema iterativo (5.13) cuando todas las particiones (5.12) son la

misma, es decir, tomando P¡ : AI : diag(Mr ,. . . , M,) y las matrices diago-

nales E7 tienen unos en las entradas correspondientes al bloque diagonal M¡ y

cero en los demás casos.

AI igual que en los métodos tipo Jacobi por bloques, en cada iteración I del

esquema iterativo (5.13), se necesitan resolver r sistemas lineales independientes,

pero cuando estos sistemas lineales no se resuelven exactamente sino que se

obtienen aproximaciones de ia solución usando métodos iterativos, obtenemos

el método de multipartición en dos etapas. Es decir, consideramos las particiones

P¡ :B¡ -C j ,  r< j< r -

Entonces, dado un vector inicial ¿(0), construimos una sucesión de vectores

{r(')}Eo, d.e la siguiente forma. Sea r(.'+t) una aproximación a la solución del
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sistema lineal

P¡A:gr r (¿)  +b,  I :0 ,  1 ,2 , . . . , (5 .15)

que se ha obtenido realizando q(l,j) iteraciones internas de un método iterativo

basado en la partición P¡ : B¡ - Cj Entonces, una vez calculados, a partir

del vector 7(t), todos los vectore, *\'*'), L < j ( r, el siguiente elemento de la

sucesión se construve como

r
T ( ¿ + 1 )  _  ¡ - p . - ( l + 1 )- 

'¿¿"J*j
j :7

Luego el cálculo de los vectores *Y*') , j : 1,2,. .. , r) en cada iteración

externa l, implica Ia realización de q(1, j) etapas internas de la forma

a(k+,) : B/c¡alk) + B;t(cir(t) +b¡),

(5 .16)

(5 17)

k :0 ,L , . . . , ,q ( l , i ) -L ,

l0) ( t \
u) '  :  a ' ' '  '

Una vez finalizadas estas q(/,j) etapas internas, se define el vectoruy*t)

como

*5'*') : o\eQ'i)) . (5.18)

En el cálculo de las componentes de ,y*'), el procesador 7, calcula sóIo

aquellas en las que el correspondiente elemento de la diagonal de la maftiz E¡

es no nulo. Sólo estas componentes serán relevantes para el cálculo del vector

r ( I+ \  en (5.16) .

En este modeio al igual que el anterior, cada procesador 7 puede realizar un

número arbitrario de iteraciones locales para calcular el vector ,\'*tl antes de
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que se forme la nueva aproximación a la solución global (5.16), por lo tanto,

este es un esquema no estacionario síncrono, que viene descrito por el siguiente

algoritmo.

Algoritmo 5.3. Algoritmo de multipartición en dos etapas.

Dado un vector inicial r(o).

Desde I  :0, I ,2, . . .  ,  hasta convergencia

Desde i :L  has tar

Yjo) : '1'¡

Desde k :L  has ta  q ( l , i )

B¡af) : c,a|^-'', + (e¡r{I) + u) (5.19)
T

x)(I+r) : \E O(e(r ' i)) .
j : r

Podemos observar que el Aigoritmo 5.2, se puede ver como un caso par-

ticular del Algoritmo 5.3, tomando Pj : IVI, L < j ( r, donde A,[ es la ma-

triz diagonai por bloques definida en (5.3), es decir, A,[ - díag(M1,...,M,),

B j  :d iag(Fr ,  . . . ,F , ) ,  con F¡ ,  t  <  j  (  r ,  def in ida en (5 6)  y  E¡ ,  |  1  j  1  r ,

son matrices por bloques divididas de acuerdo al tamaño de los bloques de A, y

que tienen el bloque diagonal j igual a la identidad y ceros el resto.

También podemos decir, que el Algoritmo 5.3 se reduce al método de mul-

tipartición (5.13), cuando las particiones internas son de la forma P¡ : P¡ - O

y e l  número de i terac iones in ternas q(1,  j ) :  1 ,  1  < j  <  r ,  I :0 ,7,2, . . .

Por otra parte, el método de multipartición no estacionario (Algoritmo 3.1,
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Sección 3.2) es un caso especial del Algoritmo 5.3 cuando las particiones externas

(5.12) son todas de la forma A: A - O.

Al igual que en los métodos por bloques en dos etapas, para los métodos de

multipartición en dos etapas tenemos los modelos no estacionarios y estaciona-

rios, según si las iteraciones internas q(1, j), varían o no, para cada j yf opara

cada iteración externa L

Como ya se ha comentado en el Capítulo 3, el estudio realizado hasta el

momento sobre Ia convergencia de los Algoritmos 5.2 y 5.3 se ha centrado en

el contexto de las matrices monótonas y //-matrices. Para el Algoritmo 5.2,

podemos ver en [aB] un análisis de la convergencia para el caso en que Ia matriz A

es monótona, la partición externa es regular y las particiones internas débilmente

regulares; también se estudia la convergencia para el caso en que A es una H-

matriz, la partición externa es una fl-partición y las particiones internas son

l/-compatibles. En [19], también se estudia la convergencia del Algoritmo 5.2,

incluyendo la versión relajada del mismo, para el caso en que la matriz A es

monótona, y las particiones interna y externas satisfacen ias mismas hipótesis

que se dan en [48]. Es en este artículo donde se obtienen por primera vez

resultados numéricos sobre estos métodos. Dichos resultados se realizaron sobre

un multiprocesador de memoria compartida (ALLIANT FX/80).

En el estudio de la convergencia del Algoritmo 5.3, debemos citar a Bru,

Migallón, Penadés y Szyld, que en [20], platean y estudian la convergencia del

algoritmo para los casos en que ia matriz A es monótona y H-matriz. Para ei

ca,so en que la matriz A es monótona, suponen las particiones externas regulares

y las particiones internas débilmente regulares y, para el caso en que la matriz

A es una H-matriz las particiones externas e internas son fy'-comoatibies.
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En este capítulo, vamos a analizar la convergencia de los Algoritmos 5.2 y

5.3, cuando la matriz del sistema A es hermítica y definida positiva. Además,

estudiaremos el caso en que el número de iteraciones internas es suficientemente

grande. Concretamente, en la Sección 5.2, estudiaremos la convergencia del

Algoritmo 5.2 junto con su generalización, o Algoritmo 5.3 y probaremos que

los resultados de convergencia del Algoritmo 5.2 to siempre se pueden extender

al Algoritmo 5.3. En Ia Sección 5.3 daremos resultados de monotonicidad para

dichos métodos.

5.2 Convergencia

Dado un vector inicial ,(0), el Algoritmo 5.3 correspondiente al método de

multipartición en dos etapas, produce la sucesión de vectores (ver, por ejemplo

[20] y [Ba]),

r ( t+r )  :D,arn\ I t , i )  r ( t )  1  I  :  0 ' ! '2 ' . .  . ' (5.20)
i :1

dondelos operadores -R¿¡ :  C '  -+ C' ,  sedef inen pata l :  0 ,  1 ,  2 , . . . ,y  1  < j  <  r

como

Rtjf : (5.2r)

Para analizar la convergencia del esquema iterativo (5.20), nos basamos en

la forma en que están definidos los operadores R¿¡, I  :  0, L,2,.. . ,  1 ( j  1 r, y

B;|C¡r + B;' (Q¡ro + b)
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escribimos dicho esquema de la siguiente forma

*(I+t¡

T  , ,  . ,

: La,n\)r,r)rQ)
; - 1

:Du,^¡¿,il-r lB;tc,r(,) + n;, (eir(,1 + o)]
j :7

T  , . . ,:L,n,n?jt,i)-z ln;rc, (n;'c,"$t + B;, (e¡"<,) * ó)) + B;, (ei"(q +u)l
j : r

: L,n,n?jt,n-2 l1n;rc)2r(I) + (B;rc j + r)B;r (eir(,) + a)]
J - L

' f / o ( t , i ) - 1  \ l:DE¡ l{n;'c)n(t' i)#) + l t (a;'c¡)o l t, '(et"ro + ¿)l . (5.22)
j : 7  L  \ i . : 0  /  l

Luego el Algoritmo 5.3 se puede escribir mediante el siguiente esquema iterativo

, r (¿+1 )  : 7 ( t ) r ( t )  +  
" ( r ) ,  

l : 0 , L ,2 , . .  .  , (5.23)

donde 7(¿) son ias matrices de iteración

, I s(¿,i)-r Iy(t) :Dn, l(a;rC,¡nrt,n * t (n;LC)t n;re,l ,
j=I L i:o l

o equivalentemente

T

7(t) :Ln,l{n;rC)4,'i) + (l - (B;rC¡)ort,i l) e;Lei), @.24)
; - 1

v
, q(t, i)-r

c(¿) : DE, t (n;'c)in;ru.
j :L n:o
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Sea { la solución exacta del sistema lineal (5 1) Es fácil ver que dicha

solución es un punto fijo del esquema iterativo (5.23). Entonces € : ?(¿)€ + c(t),

donde ?(¿) son las matrices de iteración definidas en (5.24). Sea e(¿+1) : *(I+t) -,

el vector error en la iteración l+ 1. Entonces, el vector e(¿+1) se puede escribir en

función del vector error en la iteración inicial, denotado por e(0), de la siguiente

forma

e ( r+L )  _  7 ( t ) " ( t ) :  . . .  :  7 ( t ) 7 ( t * r )  . . . 7e ) "@) ,  I  : 0 , L ,2 , . . .  .

A partir de esta expresión, se tiene que la sucesión de vectores generada por

la iteración (5.20) ( o equivalente (5.23)) converge a la solución del sistema lineal

(5.1) si, y sólo si ,Sr{¿)r(¿-1) 
.. .TQ) : O.

Como ya mencionamos en la Sección 1.3, el producto de matrices convergen-

tes no siempre es convergente, por lo tanto, para demostrar la convergencia del

Algoritmo 5.3 necesitamos de otras herramientas. En primer lugar, analizaremos

Ia convergencia del Algoritmo 5.3 exigiendo que tanto las particiones externas e

internas sean convergentes. Comenzamos con un teorema que demuestra dicha

convergencia en el caso particular en el que todas las particiones externas son

Ia misma. En este caso, es necesario exigir que se realicen suficientes iteraciones

internas.

Teorema 5.1-. Cons'iderarnos el s,istema I'ineal no si,ngular (S.t). Supone-

n'Los que las parti,ci,ones erternas (5.12) son todas A: P-Q, tal que p(P-tQ) <

1. Sean P: Bj -Cj, I  < j  1r, part ' ic ' iones conuergentes. ,Se,\ga(l, j)  :

@, 1 < j < r, entonces, eI algori,tmo de multiparti,c,ión en dos etapas (Algori,t-

mo 5.3), conaerge a la soluci,ón del si,stema li.neal (5.1), para cualqui,er uector

i,ni,c'ial r(o).
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Demostración. Como A: P-Q es una partición convergente, es decir, ve-

rifica p(P-lQ) { 1, por eI Teorema 1.5 (SecciónL.2), existe una norma matricial

inducida ll . l l, tat que p(P-lQ) < llP-tQll < 1.

Como también las particiones P - Bi - C¡, L < j <r son convergentesT se

verifica p(B;tcj)

"\g(B;tc¡)": 
o, con s ) 1, r < i < r. como por hipótesis 

/gga(l, j):
oo, claramente se obtiene 

)fi(n;'C,)nr',n 
: O, L < i

t imig,(A -rg 
1a(t,i l  : O.

I - -+au- J J /

J : !

Luego, dado un e > 0 existe un índice lo tal n* ll¡", (B;LC¡ea,i)ll < .,
l l ; : t  l l

para todo I ) lo. Entonces para I 2 ls, de (5.24) obtenemos

r  r  l l

lltt" ll : llI B, l{n;'c)úlil + (t - (B;'c¡)nr'''r) r-'Q] ll
l l ¡ : '  

' l l

l l  r  r
: llDatfa;ts ¡e(r'i) +DE¡ (ft - (B;tc,¡aa''r¡r-'o)ll

l l i : l  j :L  l l

r r r  l l  l l l  \  l l

l l i :1  l f  l f  \  i : r  /  l l

r r r  l l  /  l l  I I \

l l , : '  l l  \  l l ¡ :r l l /

Si tomamor . . l;ffi, tenemos

de :  . ( r+ l lP- '0 l l )  + l lP- 'Ol l
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Luego, por el Lema 1.2 (Sección 1.3), se sigue la convergencia del Algorit-

mo 5.3.  r

Claramente el método en dos etapas clásico de Nichols [76], se puede ver

como un caso particular del Algoritmo 5.3 cuando en éste se considera una

única partición interna y una única partición externa. Frommer y Szyld en

[4fl, estudian la convergencia del método en dos etapas clásico introducido por

Nichols demostrando en su Teorema 2.4, ia convergencia del método cuando

tanto la partición externa como interna son convergentes y se realizan suficientes

iteraciones internas. Por tanto, el Teorema 5.1 se puede ver como una extensión

del Teorema 2.a de 1471.

Por otro lado, en el Teorema 1 de Bru, Migallón y Penadés [19], se estudia la

convergencia del Algoritmo 5.3 para el caso en que se considera una única parti-

ción externa A : P - Q, con P : diag(Arr, .  .  . ,  A,,), que verif ica l lP*lQ l l"" < 1

y las particiones internas son convergentes. También Bru, Migallón, Penadés y

Szyld en su Teorema 3.1 de [20], estudian la convergencia de dicho aigoritmo pa-

ra el caso en que las particiones externas A : P¡-Q¡, satisfacen 1lP;rQill." < t,

y las particiones internas son convergentes; por Io tanto, cuando se considera

una úníca partición externa, el Teorema 5.1 se puede considerar una generali-

zación de ios teoremas anteriores, en eI sentido en que debilitamos ]a condición

llP-tQll- { 1, dando otra más general, p(P-lQ) < L.

Hacemos notar, que cuando consideramos en el Algoritmo 5.3 que todas las

particiones externas sean Ia misma, incluimos en los resultados de convergencia

vistos anteriormente, no sólo a los métodos por bloques en dos etapas (Algorit-

mo 5.2), sino que también incluimos a los métodos solapados por bloques (ver,

por ejemplo, [21], [45], [46] y [60]).
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Como podemos observar en el Teorema 5.1, una de las condiciones que ase-

guraba la convergencia del Algoritmo 5.3 era que todas las particiones externas

fueran Ia misma, sin embargo, de no ser así, dicho algoritmo puede no converger

como se pone de manifiesto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.1. Consideramos Ia matriz

I z -1 IA:l I
L-1 2l

Sean A - Pr - Qt : Pz - Qz particiones de A, donde

I  z 1l [o 21
&:l l ,Qt: l  l ,

L-1 1J L0 -1 J

fr  -1' l  [ -r  o. l
Pz: l  l ,  Qz:  |  |

Ll 2) L 2 0l
Dichas particiones son convergentes, pues las matrices

. toll tool
Pl 'Qt: l  l ,  P; 'Qz: l  l ,

L0 0j  L l  0 l
tienen un radio espectral igual a 0.

Consideramos las particiones internas triviales Pt: Pt - O y Pz: Pz - O,

y las matrices de peso

[r ol [o ol
Et : l  l ,  Ez : l  l -

Lo oj Lo 1l
Si calculamos las matrices de iteración correspondientes al Algoritmo 5.3 para

cuaiquier número de iteraciones internas, todas ellas son

7(t)  :  Efrret+E2p;rg,  :  I  
o t  

l ,  t :0,r ,2, . . .
Ir oJ
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Esta matriz tiene un radio espectral igual a 1, por lo que el Algoritmo 5.3 no es

convergente.

Como podemos ver en [20], para asegurar la convergencia del Algoritmo 5.3

cuando se consideran diferentes particiones externas, se debe verificar llP;LQill <

1, donde ll ll "r 
cualquier norma ponderada asociada a un vector positivo, por

ejemplo, la norma infinito.

Como consecuencia inmediata del Teorema 5.1, se sigue Ia convergencia del

Algoritmo 5.3 y por lo tanto del Algoritmo 5.2, exigiendo Iarealización de bas-

tantes iteraciones internas, cuando Ia matriz A es hermítica y definida positiva

y cuando todas las particiones externas son la misma. Esto queda reflejado en

el siguiente corolario.

Corolario 5.1. Consi,deramos el si,stema li,neal (5.1), con A hermíti,ca y

defini,da posi,ti,aa. Sea A - P - Q una part'ici,ón P-regular. Suponemos que la

matri,z P es hermíti,ca y que las parti,c'iones P : B¡ - C¡, L < j 1 r, son P-

regulares. S¿ 
,tlt 

q(1, i) : ñ, L < i I r, entonces, el método de multi,partici,ón

en dos etapas (Algori,tmo 5.3), conuerge a Ia soluci,ón del si,stema I'ineal (5.1),

para cualqu'ier uector i,ni,cial r(0).

Demostración. Por ser Ia partición A : P - Q, P-regular y A hermítica

y definida positiva, por el Teorema 1.8 (Sección 1.3), se verifica p(P*LQ) <

1. Además P es hermítica y definida positiva, y como las particiones P :

B¡ - C¡, I < j ( r, son P-regulares, se obtiene de nuevo por el Teorema 1.8

(Sección 1.3), que p@;|C) < 1, 1 < j  < r. Luego, porelTeoremab.l sesigue

la convergencia del Algoritmo 5.3.
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A continuación vamos a analizar la convergencia de los Algoritmos 5.2 y 5.3,

para cuaiquier número de iteraciones internas. Hacemos notar, que aunque las

particiones de A sean P-regulares y la matriz A sea hermítica y definida positiva,

puede no darse Ia convergencia de los Algoritmos 5.2 y 5.3. El siguiente ejemplo

muestra esta situación.

Ejemplo 5.2. Consideramos Ia matriz hermítica y definida positiva

I s -1 I
A:  |  |

L -1 3 l
Sea A - P - Q una partición de A, donde

[s ol f o 1l
P:l l ,  Q: l  l .

L0 3l  L1 0l

Dicha partición es P-regular pues La matríz

pH+o:f r r.l ,
L1 3J

es definida positiva. Se observa además que la matriz I no es semidefinida

positiva. Sean P - By - Ct : Bz - Cz, particiones de P tal que

lz ol [-r ol
81 :82 : l  l ,  C1 :C2 : l  I

to 2l t o -rl

Dichas particiones son P-regulares, ya que

n{+c,:B{*o:ft ol,
LO 1J
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es defi.nida positiva.

Sean las matrices de peso

f r ol f o ol
Et: l  l ,  Ez: l  I

L0 0l L0 1l

Si calculamos Ia matrices de iteración correspondientes al Algoritmo 5.3 con

q(1 , i ) : 1 ,  t odas  son

Esta matriz tiene un radio espectral igual a 1, por lo que el Algoritmo 5.3 no es

convergente.

En el siguiente teorema damos un resultado de convergencia para el Algo-

ritmo 5.2 realizando un número acotado de iteraciones internas q(1,¡). Esta

hipótesis es muy realista, ya que en la práctica siempre se realiza vn número

máximo de iteraciones internas en cada bloque.

Teorema 5.2. Cons,ideramos el s,isterna li,neal (5.2), donde la matriz A es

hermíti,ca y defini,da posi,t'iua. Sea A - 1,,[ - N, donde M : diag(Mt,. . ., MI,) es

Ia matri.z d'iagonal por bloques defi,ni,da en (5.3). Suponemos que M es hermítica

y N sem' idef in idapos ' i t iua.  SeanM¡:  F j -Gj ,  L< j  1r ,  par t i ,c i ,ones P-

regulares. Si la sucesión de' i terac,iones i,nternas q(1, j),  I  :0,7,2,.. .  ,  I  < j  <

7( r )  :  (Br tCr )  +  (1_  @rrC) )P- |Q

f -or o I Itt, o lf o 1/3 
-|

: 
I o -or]"1 o rt2j lt¡r o ]
| -o.s o.b I:  I  l ,  l :0 ,1, ,2, . . - .
L  05 -051
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r, estó, acotada, entonces, el método por bloques en dos etapas (Algori,tmo 5.2),

conaerge a la soluci,ón del si,stema li,neal (5.2), para cualquier uector i,nic,ial rQ).

Demostración. Sea la maf,riz,H(¿) definida de Ia forma

¡1( t )  :  a iag ( ( ¡ I1G1)s(¿,1) ,  . . .  , (F; 'G,¡a( t , " ) )  ,  I  :0 , ! ,2 , .  .  .  (b .25)

Como el Algoritmo 5.2 es un caso particular del Algoritmo 5.3, la matriz de

iteración definida en (5.24) para el Algoritmo 5.3, se puede escribir ahora para

ei Algoritmo 5.2 como

y(t) : H(I) + (t - n{I)\u-r ¡¡. (5.26)

Por hipótesis, M¡ : Fj - Gj, L < j ( r, es una partición P-regular de

la matriz hermttica y definida positiva M¡. Enhonces por el Teorema 1.8 (Sec-

ción 1.3), se verif ica p@jtG) < 1, 1 S j < r, y por el Lema 1.1 (Sección 1.3),

pa ra todo  j y t ,  t a l que ,  L<  j  1 r ,  I : 0 , 1 ,2 , . . . , l ama t r i z  I - (F ; |G . ¡e ( t , i )

es no singular.

Luego, como existe ia matriz Q - @jrcj)t(t,il¡-r, por el Lema 1.3 (Sec-

ción 1.3), para cada j y t, existe un único par de matrices Pr(¿), 8Í'), qou

son de la forma P;') : M¡(I - (F¡tG¡)q(t,i))-L y QtD : P;') - Mj, tal que

(F;LCr¡ta,il : 1P{I)¡-'Q|I. Además, por eI Lema 4.1 (Sección 4.2),la partición

Mj: P;') - Q!') u, también P-regular.

Para cada l,  I  :0,L,2,. .  .  ,  consideramos las matrices

p(t)  _ a iag (r {¿) , . . .  ,p, ( , ) )  ,  e(D: d ias (OÍ, , ,  . . .  ,Ag) .

Ciaramente, la particíón IVI : P(I) -g(t) es P-regular y P(I) : M(I - H(z)¡-t.
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Luego, la matriz de iteración (5.26), se puede escribir

7(t) : ¡7(t) ¡ M-tN - ¡¡(t) ¡4-t ¡y

: I  - I  + H(I) + M-tN - ¡7(t)¡14-r¡¡

:  r - ( r -H{¿)Q-M-rN)

:  I  - ( I -HQ)M- [A : I - ( e { t ) ¡ - tO .  @.27 )

Claramente, la matriz A - (TQ))H AT(¿) es hermítica. Además

A - (r{t)¡u AT(t)

-  A- (1- 1r{t l ; -1A¡H,a,g - (Ptt)¡- t4

: ({rt,r¡-'A) A+ zl1r{L))-r¿,- ({ror¡-ro) ,t ({rat)-';-)

: (irt 'r¡-'o) f{ror¡" + p@ - a] (1rt'r)*'¿)

: ({ror¡-'o) f{ror¡" + eo + ¡,r] ((,a(,))-'A) (b.28)

Entonces como Ia partición M : p(t) - 8(') 
"t 

P-regular, se verifica que la

matriz @fO¡n + Q(I) es definida positiva y como l/ es semidefinida positiva, de

(5.2S) se sigue que la mairiz hermítica A - QQ)u 47(t) es definida positiva.

Entonces, tomando Ia norma vectorial ll . llo tenemos, para todo r + 0 y I :

0,1 ,2 , .  .  -  ,

¡r{t) r¡2o : qT,(t) r¡n A(T(I) d : ¡n 17(t)¡n ¿y(t) y < rH Ar : ll"ll3o.

Ahora consideramos la norma matricial inducida por dicha norma vecto-

r ia1 (verDef in i c ión1 .7 ,Secc iónL .2 )yob tenemos | |? (z ) l l , :H r5#<
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m?r] ] * ] ]4 :1 ,  t<  j  (  r ,  dedondeses igueoue l l r ( t ) l l ,  <  1 ,  r  <  j  < r .
r+O l l : r l lA

Por tanto, como las sucesiones {q(l,f)}Eo, I < j ( r, están acotadas, hay un

número finito de matrices de iteración. Luego, pa,ra I -- 0,I,2,. .. , existe una

constante real 0 < 0 <1, tal que l l f fU¡o < 0 < 1, I  :  0,L,2,.. .  .  Entonces, por

el Lema 1.2 (Sección 1.3), la demostración queda finalizada. I

Queremos hacer notar que las hipótesis sobre la partición externa A : Il[ - N

en el Teorema 5.2, implican que esta partición es P-regular. Sin embargo, como

hemos visto en el Ejemplo 5.2, eI hecho de que la partición sea P-regular, no ga-

rantíza la convergencia del método por bloques en dos etapas cuando la matriz

l/ no es semidefinida positiva. Además, la condición sobre el número de iteracio-

nes internas que se realizan en cada bloque, puede ser debilitada suponiendo que

existe una subsucesión {¿¡,}Po tal que las sucesiones {q(/¿,f)}É0, L 1j 1r,

está,n acotadas (ver por ejemplo, [16]).

Por otra parte, de la demostración del Teorema 5.2, se sigue que cada matriz

de iteración del Algoritmo 5.2, induce una única, partición que es P-reguiar.

Este resuitado se demuestra en el siguiente corolario.

Corolario 5.2. Cons'ideramos el si,stema li.neal (5.2), donde la rnatri,z A es

hermíti,ca y defini,da pos'iti,aa. Sea A - M - N, donde M : diag(Mt,. . ., M,) es

la matr'iz di,agonal por bloques defi,ni,da en (5.3). Suponemos que M es hermíti,ca

y N es semi,defi,ni,da posi,ti.ua. Sean Mj: F¡ - G¡, I < j 1r, parti,c'iones P-

regulares, entonces, la ún'ica partici,ón'induci,da por cada matri,z de iteraci,ón

T(t), l :  0,1, 2,.. .  ,  d,el métod"o por bloques en d,os etapas (Algori, tmo 5.2), es

P-regular.

Demostración. De la demostración del Teorema 5.2, tenemos p(7(¿)) a
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178 5 Métodos pa,ralelos en dos etapas.

l ,  I :0 , I ,2 , . . . ,  donde 7(¿)  es lamatr íz  de i terac ión def in ida en (5.26) .  En-

tonces, para cada l, de los Lemas 1.1 y 1.3 (Sección 1.3), se sigue que existe un

único par de matrices Bt y Cu tai que 7(I) : B,'Cr, donde Bt : A(I - T(¿))-1

yC t :& -4 .

En la demostración del Teorema 5.2 hemos visto que 7(t) :1-(f(il¡-t A, I :

0,I,2,. . .  ,  con p(I) :  M(I _ F¡(r)¡-r y H(r) definida en (5.2b).

Entonces podemos escribir la matriz B¿ como

Bt :  A(I -  7(t)¡-r  :  AQ - I  +(rt t)¡- trr- t  :  p(t) .

Ahora, siguiendo la demostración delTeorema5.2, como B¿: p(I), se verifica

que la matriz Bf + Q : Bf * & - A es definida positiva y por 1o tanto la

partición A: Bt - C¿ es P-regular, y la demostración queda finalizada. r

Como podemos apreciar, Ios resultados de convergencia del Corolario 5.1

y del Teorema 5.2 están basados en particiones P-regulares de una matriz

hermítica. Sin embargo, en el Teorema 5.2 exigimos que además la partición

externa A: M - ly', satisfaga que ly' sea semidefinida positiva.

Una forma sencilla de asegurar ias hipótesis sobre la partición externa en el

Teorema 5.2, es Ia que damos a continuación a partir de la partición de Jacobi

por bloques. Seala part ición A: M - Ñ donde l l :dia1(An,...  ,A,,) y se

consideran matrices cuadradas diagonales no negativas D7, de tamaño n¡, L 1

j 1 r, tal que la matriz Ñ+diag(D1: .. . , D,") es semidefinida positiva. Entonces

la partición externa

A :  M  -  N , (5.2e)

donde la matriz M es

M:d iag (M t , . . . ,M , ) ,
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Mj: A¡¡ * D¡,

y la matriz Iú está definida como

-A /  :  ñ  *  d iag (D1 ,  . . . ,  D , ) ,

satisface las hipótesis del Teorema 5.2.

Otra forma de asegurar que lú sea semidefinida positiva en el Teorema 5.2

es mediante eI uso de un parámetro de relajación w e IR, , I 0, en Ia iteración

externa. El uso de este parámetro equivale a considerar la partición A: :M 
-

\+M+N). Silapart ición A: M-N esP-regular, entoncespara 0 <w ( 0,5

la, matriz +M * l/ es semidefinida positiva.

Teorema 5.3. Cons'ideramos el si,stema li,neo,l (5.1), dond,e la matri,z A es

hermít i ,cag def in i ,daposi , t i ,ua.  SeanA- Pj -Q¡ ,  I  <  j  1r ,  par t i ,c iones

de la matri,z A, tal que P¡ es hermíti,ca A Q¡ es semi,defi,ni,da posi,tiua. Sean

Pj : Bj - Cj.,,L < i 1 r, parti,c'iones P-regulares y E¡ : ejI, t 1 j 1 r,

con a¡ ) 0, D*t : 7. Suponen'¿os además que la sucesi,ón de ntimeros de
j : r

' i teraci,ones i,nternas q(1, j),  I  :0, L,2,.. .  ,  1 { j  1r, estd, acotada, entonces,

el método de muki,part'ici,ón en dos etapas (Algoritmo 5.3), conuerge a la solución

del si,stema li,neal (5.1), para cualqu,ier uector ini,ci,al r(0) .

Demostración. Sean ?(¿) las matrices de iteración del esquema iterativo

correspondiente ai método de multipartición en dos etapas, definidas en (5.2a).

Si consideramos las matrices 7,(') d.finidas de Ia forma

T;') : (B;LC,¡att,¡) + (t - (B;tc¡)t{t,i)) P;rQi,

179

l : 0 , I r 2 , . . . ,  L1 jS r ,

(5.30)
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entonces, las matrices de iteración 7(¿), con I : 0, 1, 2,. . . , pueden escribirse

T(I): ir,r j ' ,
j : r

(5 .31)

Para cada j y 1,4t" ur la matriz de iteración conespondiente a un método

iterativo en dos etapas, donde Ia partición externa es A : P¡ - Q¡,la partición

interna es de la forma P¡ : Bj-C¡, y q(1, j) es el número de iteraciones internas

(ver Capítulo 1, Sección 1.5).

Por el Corolario 1.1 (Sección 1.5), sabemos que cada mafuizde iteració"7;')

induce una única partición A: RID - S:') , que es P-regular. Luego, las matrices

de iteración7(t) de (5.31), se pueden escribir

T(r)  :Dn,r j , ,  :  t  E i (Rt t \ - l5 t ) ,  t :0 , ! ,2 , . . .
; - 1  ; -  I

Para cada l ,  I :0 , I ,2 , . . . , la  matr iz  ?(¿)  se puede ver  como la  matr iz  de

iteración de un método de multipartición, en ei que se han considerado para cada

j,I < j 1r,la partición P-regulat, A: R:D - SIt) U las matrices de peso -E¡.

Por el Teorema 4.1 (Sección 4.2), sabemos que si las matrices de peso -E¡ son de

Ia forma E¡ : a¡l, entonces la única partición 1: ¡¡(t) -y(t) inducida por cada

matriz de iteraciónT(t), es P-regular y entonces por el Lema 1.8 (Sección 1.3),

se verif ica pQQ) < I, l :  0, 1, 2, .  .  .  .

Como 7( t )  :  (U( t ) ) - |V( t )  :  lLr fL l ¡ - t1¡ ¡ { t )  -A)  :  I - (UQ¡- tA,  I :  0 ,  t ,  2 ,  .  .  .  ,
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podemos escribir

A - (r{t)¡u ¡7(t)

- A - (1 - lyttr ¡- ' .+¡H .t1t - (U{t)¡-t o,

:  ( iu{,)¡- ,o) A+ t lut t))- '¿ -  ({ut ,r ; -ro) a({utt¡-re)

:  ({uor¡- 'o) l tuot¡" +uQ -,+l(uo)-'A)

: ({uor¡-'t) f{uat¡" + vQ)l (tuat)-la) .

Al ser las particiones -4. : ¡¡(I) - V0, P-regulares, se verifica que la matriz

(UfO¡u +V(I) es definida positiva y como (U{O¡-LO es no singular, podemos

afirmar que las matrices A - gfO¡uAT(¿) son definidas positivas, es decir, para

todo r # 0, *' (e - ga¡u 47{D) r > o.

Por lo tanto, para todo r + 0, se verifica

11rt¿)r¡¡,  < l l" l l ,

Si consideramos la norma matricial inducida por dicha norma vectorial (ver

Definición 1.7, Sección I.2), obtenemos llft'l¡¡, Tp{trñy < *r*ffi :

I, 7 < j < r. De donde ll?(¿)lh < 1, 7 < j 1 r, y como el número de

i terac iones in ternas q( I , j ) ,  l :0 ,L,2, . . . ,  1  < j  1r ,  está acotado,  entonces

podemos asegurar que hay un número finito de matrices de iteración ?(¿). Luego,

ex i s teunacons tan te rea l  0<e  <  l , t a lOue  l l ? ( z ) l l ¿<g  <  1 ,  ¿ :0 ,1 ,2 , . . .

Entonces, por el Lema 1.2 (Sección 1.3), la demostración queda fi.nalizada. I

Del teorema anterior se deduce, que cada matríz de iteración del Algorit-

mo 5.3 está inducida por una única partición que es P-regular. Este resultado

se demuestra en el siguiente corolario.
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Corolario 5.3. Consi,deramos el si,stema li,neal (5.1), donde la matriz A es

hermíti,ca g defi,ni,da posi,ti,aa. Sean A: Pj - Qt, 1 < j I r, parti,ci,ones

de la matri,z A, tal que P¡ es hermíti,ca U Q¡ es semi,defini,da positi,ua. Sean

Pj : B¡ - C¡,,L < i 1 r, part'ic'iones P-regulares A E¡ : ejf , I { j 1 r,

con a¡ ) 0, Drt : L- Suponen'Los ademd,s que la suces'ión d,e nrimeros d,e
J - L

i , terac' iones i,nternas q(1, j),  I  :0,,L,2,.. .  ,  1 ( j  1r, está acotada, entonces,

la tini,ca part'ic'ión i,nduci,da por cada matri.z de i,teraci,órT(I), I : 0, I,2, . . . , d,el

método de mult'iparti,ci,ón en dos etapas (Algoritmo 5.3), es P-regular.

Demostración. De la demostración del Teorema 5.3, tenemos que p(T(I\ <

l, I : 0,L,2,. . . , donde ?(¿) es Ia matriz de iteración del esquema iterativo

correspondiente al método de multipartición en dos etapas, definida en (5.2a).

Entonces, para cada l, de los Lemas 1.1 y 1.3 (Sección 1.3), se sigue que existe

un único par de matrices F(t) y 6t(t), tal eue 7(¿) : (F(t)¡-t6l(r), dond. ¡(i) :

A( I  -?(¿)) -1 y  G(t )  :  p( t )  -  4 .

Como por hipótesis E¡ : djI, | < j ( r, de Ia demostración del Teo-

rema 5.3, se sigue que p(I) : U(t) y 6(t) : V(t), y como se demuestra en el

Teorema 4.1 (Sección 4.2), dicha partición es P-regular, con lo que queda com-

pletada la demostración.

Aunque las hipótesis sobre las matrices de peso, en el reorema b.3 y en

el Corolario 5.3 son muy restrictivas en la práctica, a continuación damos un

ejemplo en el que mostramos que si las matrices de peso E¡ no son de ia forma

E¡ : a¡l, | < j ( r, entonces el Algoritmo 5.3 puede no converger aunque las

particiones Pr: B¡ - C¡, I < j { r, sean P-regulares.
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Ejemplo 5.3. Consideramos Ia matriz simétrica y deflnida positiva

.  fo,t  o,2bl
A: l  l .

lo,zr o,b l
Sean A - Pr - Qt : Pz - Qz, particiones de A, tal que

P1 :  P ,  -  P ,  Q t :  Qz :  Q ,

donde

o:f o,tu o l. o:I o,z5 -0,2b]

I  o o,T5 I |  -0, zs o,zs ]
Notamos que la matriz P es hermítica y ia matriz Q es semidefinida positiva.

Sean P1 - 81 - Ct y Pz - 82 - C2, particiones de h. y Pz respectivamente, tal

que

B,:f 4 t l, ,,:1t," t j,
L -1 0,5 . l  L -1 -0,25 . l

,, : I o,t -t L ",:l 
-0,25 -1 

I
Ll 4) L1 s,zs)

Dichas particiones son P-regulares, pues las matrices

Bf +c,:l ' '" t 
l, By+c2:f o'zs o 

l,
L0 0,25J L0 7,25 1

son definidas positivas.

Sean las matrices de peso

u,:f t ol , Ez:f o tl
L0 0l L0 1l

Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2000.



184 5 Métodos paralelos en dos etapas.

Notamos que las matrices E¡, j : I,2, no satisfacen el Teorema 5.3. Para

todo I : 0, 1, 2,. . . , si calculamos las matrices de iteración coffespondientes al

Algor i tmo 5.3,  para q( l , I ) :  q( l ,2) : I ,  todas son

2

T(I) : )-E., ln;tco + (t - B:Icd\ p-tgl'  
L ¿ " -  L  r  r  1  J  

- r / -  - _ l
j : r

Esta matriz tiene un radio espectral igual a 1,125

que el Algoritmo 5.3 no es convergente.

lft: 
lo,

que es

0,125

r25 1

mayor que 1, por 1o

Este ejemplo nos ha mostrado por tanto, que las hipótesis sobre las matrices

de peso en el Teorema 5.3 no se pueden aligerar como se hizo en el Teorema 5.2

para el Algoritmo 5.2.

Para finalizar esta sección, analizaremos la convergencia de la versión rela-

jada de los Algoritmos 5.2 y 5.3.

Para obtener la versión relajada del Algoritmo 5.2, se introduce un parámetro

de relajación w t' 0 de tal fbrma que la computación del vector Uf) 
"n 

(b.11)

viene dada ahora por la ecuación (ver por ejempto, [18]).

F¡al*) :, (G,af-') + (¡r"(D ¡ qi)+ (1 - w)r,rln-t) .

Con esta notación, el método por bloques en dos etapas relajado, viene

expresado por el siguiente algoritmo.
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Algoritmo 5.4. Algoritmo por bloques en dos etapas relajado.

Dado un vector  in ic ia l  u(0)  :  ( ( r Ío) ) t ,  . . .  , ( * lo \ r ) '  .

Desde I :  0, L,2,. . .  ,  hasta convergencia

Desde f : l has ta r

l0) ( t)
a j '  :  r ) '

Desde k: t  hasta q(1. , i )

F,alr) :, (G,al*-') + (¡tr"(,r + b);) + (1 - a)Fja:k-I)

(5.32)

ru+I) : (1yfr,,rn¡r, 7r@&z)))r, . . ., lrkuñ¡r)r .

Claramente, el Algorit"mo 5.4, puede considerarse un caso especial del Algo-

ritmo 5.2 en el que se han sustituido las particiones internas M¡ - Fj - G¡ por

las siguientes

Mi: lF i - (?r t+c, )  ,  1(  i1r ,  a+0.
w \ u / /

Por tanto,  s i  denotamos por  Hj :  ( I - " ' ) I  +aF;TG¡,  1(  j  1r ,  de (5.25)

y (5.26) se sigue que la matriz de iteración para el esquema iterativo producido

por el Algoritmo 5.4 se puede escribir como

7o -E( ' )  +  1 t  -E( t ) ¡M- t \ ¡ ,  I  :  0 ,  L ,2 , . . .  ,  (5 .33)

con

(5.34)H(') : aiag(nl(¿'t),... , Hl{t, ')) .
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La versión relajada del Algoritmo 5.3, también se obtiene introduciendo un

parámetro de relajación u 10, de tal forma que Ia computación del uecto, y\k)

en (5.19) viene dada ahora por la expresión

B¡af) :, (c¡af-') + Q¡r(¿) + b) + (1 - u)B,o\n-tt -

Teniendo en cuenta esta notación, el siguiente algoritmo describe el método

de multipartición en dos etapas reiajado.

Algoritrno 5.5. Algoritmo de multipartición en dos etapas relaja-

do.

Dado un vector inicial r(o).

Desde I :0,I,2,. . .  ,  hasta convergencia

Desde  i : L  has ta r

ujo) : 'Q)

Desde  k :L  has ta  q ( l , i )

B,ajr) :, (c,yj*-r) ¡ e,r(¿) + b) + (1 - en,y[k-tt .

(5.35)

r(t+r) - fa ,Qa,nl .
J:T

A partir de (5.24) y siguiendo un razonamiento análogo al que se ha realizado

para el Algoritmo 5.4, obtenemos que las matrices de iteración para eI esquema

iterativo definido por el Algoritmo 5.5 están definidas por la expresión
T

7(I) :T,E¡lryu,t,  + (1- a7(' , i )¡r; 'ei f  ,  I  :  0, r,2,. . .  ,  (b.36)
j=1
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donde

r? ¡ :  (1  -u^ , ) I  *wB; 'C¡ ,  j : L ,2 , . . . , r . (5.37)

Es decir, el Algoritmo 5.5 puede verse como un caso especial del Algoritmo 5.3,

en el que las particiones internas son de la forma

1  t 1 - t , t  \P,: iB¡- l  
"  " ,+Ci)

A continuación damos resultados de convergencia para los Algoritmos 5.4 y

/ /
c . c .

Comenza,mos con un teorema, que bajo las mismas hipótesis que el Teore-

ma 5.1, asegura Ia convergencia del Algoritmo 5.5 para valores del factor de

relajación entre 0 < u, '  < h,p 
: 

L?j?(,(B,tC,) 
.

Teorerna 5.4. Consi,deramos el s'istema li,neal no s,ingular (5.1). Supone-

rnos que las parti,ci.ones erternas (5.12) son todas A - P -Q, tal que p(P-LQ) <

1. Sean P : Bj - Cj, 1< j 1r, part iciones conuergentes. Si. l inq(l,¡):

ñ,  L< i  1 r  A  0<cu  a# i , conp :^A I ;p (B j 'C¡ ) ,  en tonces ,  e la lgor i , tmo

de multiparti,ci,ón en dos etapas relajado (Algoritmo 5.5), conuerge a la soluci,ón

d,el si,stema li,neal (5.1), para cualqu'ier uector i,n'ici,al rQ).

Demostración. Siguiendo la demostración del Teorema 5.1 y teniendo en

cuenta la expresión (5.36), para probar la convergencia del Algoritmo 5.5 será

sufi.ciente ver que las matrices -R1 definidas en (5.37) como

Ri : (L - a)I + aBi LCj,

satisfacen que su radio espectral es menor que 1.
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Por las propiedades del radio espectral, podemos asegurar que

p(R¡) :  n ((r  -  u)I  + wB;tC¡)

Además, como Ias particiones P - Bi- C¡ son convergentes, entonces se

veriflca m?¿,p@;'C,) : p < l.

Luego,  para 1 < j  <  r , l :0 ,L,2, . . .  ,  y  según e l  va lor  de l  factor  o ,  d is t in-

guimos dos casos:

a )0<u1 I .

p (R¡)

:  L - w * w p

)
0)  r  <,  I+  p

p(R¡ )

:  u - I *wp

:  a , , (1+  p )_ I

2

\L+P)
:1 .

Luego así queda demostrada Ia convergencia del Algoritmo b.5. r
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Como consecuencia de este teorema se sigue la convergencia del Algorit-

mo 5.5 bajo las mismas hipótesis que el Corolario 5.1, para valores del factor de

relajación u, 0 (, < fr, con p : p?!,p(B;lcj)

Corolario 5.4. Cons,ideramos eI si,stema li,neal (5.1), donde Ia matriz A es

hermíti,ca y defi,ni,da posi.ti,ua. Sea A - P - Q una parti,ci,ón P-regular. Supone-

rnos que la matri,z P es hermíti,ca y que las parti,c'iones P : B¡ - C¡, 1 3 j 1 r,

son P-regulares. Si -lim q(l,j) : ñ, I < j 1 r A 0 < ¿..r

p: !4q\p(Bo'C¡), entonces, el método de multi,partici,ón en dos etapas relajad,o'  
l ( i ( r '  

'  J  ¿ /

(¿lgor¿t*o 5.5), conuerge a la soluci,ón d,el si,stema li,neal (5.1), para cualqur,er

uector i,ni,ci,al r@).

Demostración. Consideramos para cada j, las matrices -R¡ : (1 - a)I +

aB;LC¡. En el Corolario 5.1 ya vimos que por ser las particiones P : B¡-C¡, P-

regulares, se verificaba que p@;IC) ( 1. Por tanto, siguiendo la demostración

del Teorema5.4, si 0 < w < ft; se tÍene que p(R¡) < 1. Asíla demostración

queda finalizada. r

EI siguiente teorema, bajo las mismas hipótesis que el Teorema 5.2, asegura

ia convergencia del Algoritmo 5.4 para valores del factor de relajación entre

0<¿'S1.

Teorema 5.5. Cons'ideramos el sistema li,neal (5.2), donde la matriz A es

hermít'ica y def,nida positiua. Sea A - M - N, donde M : diag(Mt,. . ., M,) es

la matri,z diagonal por bloques defini,da en (5.3). Suponemos que M es hermíti,ca

y N es semi,defini,da posi,ti,ua. Sean Mj: F¡ - G¡, L < j 1r, part'ic'iones P-

regulares. Suponemos que las suces'iones de 'iteraci,ones i,nternas q(1, j), I --
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0 ,1 ,2 , . . . ,  L  <  j  1 r ,  es tán  aco tadas  A  que  0  <  ¿ ¡  1 I ,  en tonces ,  e l  mé todo

por bloques en dos etapas relajado (Algori,tmo 5.1), conuerge a la soluci,ón del

s'istema l'ineal (5.2), para cualqu'ier uectorini,ci,al r(0).

Dernostración. Como se ha indicado anteriormente el Algoritmo 5.4, puede

considerarse como un caso particular del Algoritmo 5.2, en el que las particiones

internas son de la forma

(5.38)

Para demostrar la convergencia del Aigoritmo 5.4, será suficiente comprobar

que Ia matríz

Mi:*r,-(7r,*",)  ,  1( i<r

/ 1_ \  / L -a_  - \

\ ; r , ) *  ( - -4 +c i ) ,  1(  i  1r , (5.3e)

es definida positiva.

La expresión (5.39) se puede escribir como

1 -  ( l - r , t  \  / 1  1 - ¡ , , \
- f ; t l  -F ; fG ; )  :  l :+  lFo+G'
u ) ' 1  

'  
\  c . ,  

- r '  - J /  
\ ¿ ¿  a  ) - t  

, " t

/ )  - , . ¡ \-  ( '  * ) r ,+G,
\ ( ' / "

t  )  -  2 ¡ , r \
:  (L+-  - " ] lF , rG

\ ^  a  ) - t ' " t

:  ( ' -+\F¡+(F¡tG¡),  r< j  <r
\ ¿ r J / "

Por hipótesis, al ser Ia partición Mj : F¡ - G¡, P-regular, tenemos que la

matriz Fj +Gj es definidapositiva. Por otro lado, si 0 <a < 1, se verifica que

+ ,0, entonces, podemos asegurar que la matriz (+) F¡ + (F, * G¡), es

definida positiva y, por lo tanto las particiones (5.38) son P*regulares. A partir

de aquí, por el Teorema 5.2la demostración queda finalizada. r
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Al igual que vimos para el Teorema 5.2, un corolario en el que demostrábamos

que cada matriz de iteración del Algoritmo 5.2 estaba inducida por una única

partición P-regular, ahora para la versión reiajada, damos también un corolario

que demuestra este resultado cuando 0 < ¿l { 1.

Corolario 5.5. Consi,deramos el si,stema li,neal (5.2), donde la matri,z A es

hermíti,ca y defini,da positi,ua. Sea A - M - N, donde M : diag(Mt,. . ., At[,) es

Ia matri,z diagonal por bloques defini.da en (5.3). Suponemos que M es hermíti,ca

E N es semi,defini,daposi,t i ,aa. Sean Mj: F¡-G¡, |  < j  1r, part i ,c ' iones P-

regulares y sea u tal que 0 1 a 1 I, entonces, la úni,ca parti,ci,ón i,nduci,da por

cada matri ,z de i, teraci,ón T(I), I  :  0,I,2,..  .  ,  del método por bloques en d,os

etapas relajado (Algori,tmo 5.1, es P-regular.

Demostración. De la demostración del Teorema 5.5, tenemos que para

todo I : 0, 1, 2,. . . , se verifica p(T(t)) < L, donde ?(¿) es Ia mahiz de iteración

de un método por bloques en dos etapas relajado, definida por la expresión

(5.33). A partir de aquí, la demostración se sigue de forma análoga a como se

hizo en el Corolario 5.2, y la prueba queda finalizada. r

A continuación damos resultados de convergencia para el Algoritmo 5.5.

Comenzamos con un teorema que asegura Ia convergencia de dicho algoritmo

para valores del factor de relajación a., en el intervalo ]0,1], usando las mismas

hipótesis que en el Teorema 5.3.

Teorema 5.6. Consi,deramos el s'istema li,neal (5.1), donde la matri,z A es

hermíti,ca y defini,da posi,ti,ua. Sean A: Pj - Qi, L < j 1r, parti,ci,ones de

la matriz A, tal que P¡ es hermít'ica U Q¡ es semi,defini,da posi,ti,ua. Sean P¡ :
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B¡ -,Cj, 7 < j 1 r, part'ic'iones P-regulares A E¡ : djl, L < j 1 r, con aj )

0, t aj : I. Suponemos además, que Ia sucesi,ón de números de 'iterac'iones

i ,n tárnas q( t ,  j ) ,  I  :  0 , ! ,2 , . . . ,  I  <  j  1  r ,  estó acotad,a A que 0 < cu {  t ,

entonces, el método de multi,parti,ci,ón en dos etapas relajado (Algori,tmo 5.5),

conaerge ala soluci,ón del si,stemali,neal (5.1), para cualqu'ier uector i,ni,ci,alrQ).

Demostración. Consideramos ias matrices ?j¿) definidas mediante Ia ex-

presión

T;q : pe(I,i) + (1- R|(I,i)¡f;rei,

l : 0 , 1 r 2 r . . - , l 1 j 1 r ,

donde las matrices R¡, están definidas como

(5.40)

R¡  :  ( L -  a ) I  +uB ; rC r ,  I  : 0 , L ,2 , . . . ,  |  <  j  <  r .

Entonces, teniendo en cuenta (5.36), las matrices de iteración correspon-

dientes al método de muitipartición en dos etapas relajado se pueden escribir

como

r
T@ : \- n.r(¿)

J J

j :7

Para cada j y I,,TlD 
"r 

la matriz de iteración de un método en dos etapas

relajado, en el que la partición externa es A: P¡ - Q¡,la partición interna es

,,: Iu,- (*",+ c,) ,
y q(1,7) es el número de iteraciones internas.

(5.41)

(5.42)
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Para comprobar la com¡ergencia del Algoritmo 5.5, será suficíente demostrar

que las particiones internas (5.42) son P-regulares.

Como 0 < a < 1 y P¡ : B¡ - Cj, L < j ( r son particiones P-regulares, al

iguai que en la demostración del Teorema 5.5, podemos asegurar que Ia matríz

(+) B¡ + (B¡ i C¡), es definida positiva y, por Io tanto las particiones (5.42)

son P-regulares. A partir de aquí, por el Teorema 5.3 la demostración queda

finalizada.

Del teorema anterior se deduce que cada matriz de iteración del Algorit-

mo 5.5 está inducida por una única partición que es P-regular. Este resultado

se demuestra en el siguiente corolario.

Corolario 5.6. Cons'ideramos el sistema li,neal (5.1), donde Ia matriz A es

hermít i ,cay def i ,n i ,dapos ' i t ' iua.  SeanA- Pi -Q¡ ,  L  < j  1r ,  par t i ,c , iones

de Ia matri,z A, tal que P¡ es hermítica A Q¡ es sem'idefinida positi,ua. Sean

Pj : B¡ - C¡,,1 < j I r, parti,c'iones P-regulares U E¡ : djf , L 1 j I r,

con o¡ ) 0, Dtt : L. Suponenlos ad,emás que la suces'ión d,e números d,e

i,teraci,ones i,niernas q(t, j) ,  I  :  0, I ,2,.. .  ,  1 < j  1r, está acotad,a, entonces,

la úni,ca parti,ci,ón i,nduci,da por cad,a matri,z de i,teraci,ónT(I), I : 0, L,2,. . . , d,el

métod,o de multi,parti,ci,ón en dos etapas relajado (Algori,tmo 5.5), es P-regular.

Demostración. De Ia demostración del Teorema 5.6 tenemos que para todo

I : 0, L,2. .. , se verifica p(TU)) < 1, donde 7(¿) es Ia matriz de iteración de un

método de multipartición en dos etapas relajado definida por la expresión (5.41).

A partir de aquí la demostración se sigue de forma similar a la del Corolario 5.3

y así la demostración queda finalizada. r
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5.3 Monotonicidad

Como ya se ha comentado anteriormente, para comparar la velocidad de

convergencia de un método iterativo, es usual comparar ei radio espectral de la

matriz de iteración para diferentes particiones.

A continuación damos un teorema de comparación para las matrices de ite-

ración del Algoritmo 5.2 cuando ei número de iteraciones de cada bloque per-

manece fi.jo en cada iteración externa

Teorema 5.7. Sea A una matri,z hermít'ica g defini,da posi,ti,ua. Consi,de,

ran'Los la part'ici,ón A : M - N, donde lt/I - diag(M1,. .. , M,) es la matri,z

d'iagonal por bloques defi,ni,da en (5.3). Suponernos que AI es hermíti,ca y N es

sem'idefi,n'ida posi,ti,ua. Sean Mj : F¡ - G¡, I < j 1r, tal que F¡ es hermíti,ca y

G¡ es d,efi,ni,d,a posi,ti,ua. Sean q1(j), qz(j), | < j 1r enteros posi,tiuos. Consi,de-

rarnos dos métodos en dos etapas que d'ifieren sólo en el número de ,iteraci,ones

'internas de cada bloque, fijo para cada i.teraci,ón erterna, qt(j), I < j /-r, er¿

un caso a qz(j), t < j 1r, en el otro. SeanT1,T2 las matri,ces de i,teraci,ón del

Algoritmo 5.2 con q(j) a qz(j), 1 < j I r, 'iteraci,ones ,internas respectiuamente.

Si, qy(j) > qz(j),  I  < j  1r, entonces p(T1) < p(Tz) <L.

Demostración. Para k : L,2, consideramos Ia matriz T¡" defrnida como

Tn: Hn + (1 - Hk)M-r N,

donde la matriz Hn está definida como

(5.43)

, . . . , (F ; 'G , )e " ( ' ) )  .H* : aiag ((r¡1G1 )s/"(1) (5.44)
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Claramente, la matriz T¡" es Ia matriz de iteración de un método iterativo

en dos etapas, definido por el Aigoritmo 5.2, en el que el número de iteraciones

internas en cada bloque j, L < j 1r, 
", 

qr(j).

Por el Corolario 5.2 (Sección 5.2), podemos asegurar que cada matriz de

iteración 7¿ induce una única partición O: Mq"- Nro, con M7r : M(I - Hn)-t

y Nr^ - Mrx- NI qtrc además es P-regular. Como además A es definida positiva

podemos asegurar para cada 7 y I que la matriz Myr es definida positiva, luego

también Io será cada matriz MlL.

Teniendo en cuenta la definición de H¡" en (5.44), y que

M¡ '  :  ( I  -  F j  1G j )_ 'p ; t :  i ( ¡ r - t c  j ) uF j  t ,

i=0

podemos escribir la matriz Ml| como

Mr:  :  Q-HüM-L

: (r  -  atug ({r f tct)nt(1), . .  .  , (F;1G)exe)))  u-r

:  ( r  -  a iug ({r ; tcr)nr(1), . .  .  , (F; 'G,)s-( ' ) ) )d iag(M;l ,  . . .  ,M; ' )

f  s*G)-t  qr(r)- t  \
:  d iagI  t  ( r ' , - tGr)uf i t , . . . ,  I  @;1c,¡¿r;1 l .  (b.4b)

\ ¿:0 i.:o /

Como para cada j, I < j 3 r, M¡ y -Fr. son matrices hermíticas, también
st"U)-L

la matriz Gj: F¡ - M¡ es hermítica. Luego, la matriz t (f;rGt)itr;L es
i':0

hermítica y por la forma en que están defi"nidas las matrices Mf) en (5.45),

podemos decir que la matriz M¡) es hermítica. Por lo tanto, también son

hermíticas las matrices My, y Nrr: Mr* - A.

Por la forma en que están definidas las matrices T/, en (5.43) y Mr* :
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h[(I - Hn)-', podemos escribir Iamatriz hermítica l/2i de la forma

Nr* : Mr*T,"

: Mr*(Hn + (1- Hk)M-rN)

: Mr,Hn ¡ Mr^(I - Hk)M-r N

: MrrHn + MTrMf) N

: MroHn t N- (5 46)

Como las matrices lrl y l/2i son hermíticas, de (5.46) se sigue qtrc M7*H7, es

hermítica. Por otro lado, para cada j, como F¡ y G¡ son hermíticas y definidas

positivas, entonces por el Teorema 1.10 (Sección 1.3), Ia matriz F;LG¡ tiene

valores propios positivos y por lo tanto también son positivos los valores propios

de la matriz Hp, k : 1,2. Como además M7* es hermítica y definida positiva,

y Hn : MF:(Mr*Hk), de nuevo por el Teorema 1.10 (Sección 1.3), Ia matriz

Mr*Hn es definida positiva. Por tanto, teniendo en cuenta que l/ es semidefinida

positiva, de (5.46) podemos asegurar que la matriz /ú7. €s definida positiva.

Para cada 7, consideramos dos enteros positivos q(j), qz(j),tal que h(j) >

qz(i) V Ia mafuiz Mnt - Mlt , que claramente es hermítica. Teniendo en cuenta

el Teorema 1.11 (Sección 1.3), para completar Ia demostración será suficiente

ver que la matriz Mrr' - MTrr es definida positiva, ya que como se explicó en Ia

Sección 1.3 esto es equivalente a decir que, Ny, I Ny".
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A partir de (5.45), podemos escribir

/a t ( r ) - t  o t ( r ) - t  \
MF,t -Mr, '  :  d iag(  t  ( r ;1ct ) i r ; t , . . . ,  t  @;Lc, ¡ r r ; ,  I

\ ¿:o i:o /

fez( t ) - t  ez(r ) - t  \
diagI t  ( r ¡ Ic) i r ; ' , . . . ,  t  1r ; Ic,¡ t r ;1 |

\ ¿:o i:o /

f atÍ)-t ar(r)-r \
:  d iagf  t  1r ; rc) t r ;u, . . . ,  t  ( r ; 'c , ¡ t r ; t l ." 

\uj,í ' l '  ¿:qir¿' /
s t ( j ) - I

Puestoque4 es hermíticaydefinidaposit iva, y t (pl 'G¡)u, L< j <r

tiene valores propios positivos, entonces del Teorem"'t1?3'lS*ción 1.3), se sigue

que Ia matriz diagonal por bloques Mnr - Mlt es definida positiva, y así la

demostración queda finalizada. r

El resultado obtenido en el Teorema 5.7 parece intuitivo, pero como ilustra*

mos a continuación, si las condiciones impuestas en el mismo no se satisfacen,

dicho teorema puede no ser cierto.

Ejemplo 5.4. Consideramos Ia matríz simétrica y definida positiva

A: f ' ol
L0 2)

Sea A - ll/[ - -lú una partición de Ia matriz A, donde

[¡ ol [r ol
M:l l , ¡ r r : l  I

L0 3j  L0 1l
Como se puede observar, la matriz M es hermítica y Ia matriz l/ es semidefinida

positiva. Sea M - F - G, una partición de M , tal que

lz ol f-r ol
F: l  l ,  G: l  I

Lo 2l L o -1 l
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Dicha partición es P-regular, pues Ia mafuiz

FH+c:lt ol,
[ .0 r ]

es definida positiva. Según el Teorema 2.1 de [71], el método en dos etapas

converge para estas particiones. Sin embargo, si tomamos et : 2 y q2 : L) se

observa que calculando las matrices de iteración coffespondientes, tenemos

l - -  -  I

Tn, :(F- 'G) '  + (1 -  (F-.G)2)M-'"  :  I  
o 'u o 

l ,
L 0 0,5. l

' r - r

Tn,:(F-tc) t+(/-  (F-1G)t)A[- t ¡ r :  |  
0 o 

I
L0 0 j

Si calculamos el radio espectral de cada una de las matrices de iteración tenemos

P(Tn): 0,5 y P(Ts): 0, que son menores que 1, pero sin embargo,

198 5 Métodos paralelos en dos etapas.

P(Tn) < P(Tn),

siendo Qz 1 Qt. Esto es debido a que Ia matriz G no es definida positiva, como

exigía el Teorema 5.7.

A continuación se da un teorema de comparación para el Algoritmo 5.3.

Teorerna 5.8. Sea A una matri,z hermíti,ca y defini,da positi,ua. Consi,dera-

mos las part i ,ci,ones A: P¡-Q¡, t  < j  1r, tal que P¡ es hermíti ,cay Q¡ es

semi,defini,da posi,t'iua. Sean Pj : B¡ - C¡, 1 < j I r, tal que la matri,z B¡

es herm'íüca y C¡ def,ni,da pos,itiua. Consi,deramos E¡: ajl, I < j 1r, con

a¡ 7 0, D"¡ : l. Cons'ideramos ad,emtis, d,os métod,os d,e multi,parti,ci,ón en d,os
i : I
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etapas que di,fieren sólo en el número d,e i,terac'iones i,nternas que se reali,zan para

cada part'ic'ión erterna frja, con q1(j), I < j 1r número de i,terac'iones ,internas

en un cl,so A qz(j), I < j { r, en el otro. SeanTl, T2 las matri,ces de i,tera-

c'ión correspondi.entes al Algori,tmo 5.3 con q(j) A qz(j), L < j I r el número

de'i teraciones' internl,s que reali ,za cada método. Si,qt( j) > qz(j),  71 j  1r,

entonces p(Tt) < p(Tz) < L.

Dernostración. Parak:I,2 ypara cadai, L< j ( r,  definimoslamatriz

T¡a.¡ CO]JfrO

Tk , j : (B ; |C ,1 t * ( i l  +  ( ¡  - (B ; r c ¡ )au r i ) )p ;Le i ,  r<  j  < r .

La matríz T¡,¡ es la matriz de iteración correspondiente a un método en

dos etapas donde las particiones externas son A : P¡ - Q¡, ias particiones

internas son P7 : Bj - Cj, V qu(j) es el número de iteraciones internas. Por

el Corolario 5.2 (Sección 5.2), se deduce que Ia única partición ¿ - Rr",i - Sn,j

inducida por cada matriz de iteració¡¡ Tn,j es P-regular.

Entonces, para k : I,2, cada matriz de iteracíón T¡" del Algoritmo 5.3 se

puede escribir como

r
r. - \- tLIr-- r c  -  

/ ¿ " J - K , J ¡
j : t

con Tk,j: Rl,iSr,¡. ( c . 4 / /

Además, Ia matriz R¡",¡ se puede escribir como

Rn, i  :  p , ( I  -  (B ; tc , ¡e r t , ) - "  k  :1 ,2 ,  I  <  j  <  r .
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200 5 Métodos paralelos en dos etapas.

Luego

R;,) : (t - 1a;,c,¡e-{il) P;I

: (t - 1n;'c,;ea{i)) (r - B;tC)-'a;,

Qt" \J  ) -  L

:  I  (B;rc) 'B jr  .
i-0

(5.48)

Como P¡ y B¡ son hermíticas entonces la matriz Ct : P¡ - B¡ es hermítica,
qnU)-r

luego Ia matriz 
f 

@;1C)tA;1 es hermítica y por la forma en que están

definidas las -atricl, R;,j en (5.48), podemos asegrrar que también dichas

matrices son hermíticas. Claramente, también son hermíticas las matrices ,R¿.;

Y Sn,¡ - Rn,¡ - A-

Por otro lado, para cada j, I < j 1 r, Ia mafuiz ,S¡,¡ se puede escribir para

k : I ,2, como

Sn,i : Rn,iTn,i : Rn,¡(B¡ tg 
¡e*(i) + Q¡.

Como Sn,j V 8¡ son matrices hermíticas entorrces la matriz Rn,¡(B;rCr¡a*Ul

es hermítica. Por otro lado, como B¡ y C¡ son hermíticas y definidas positi-

vas, entonces por el Teorema 1.10 (Sección 1.3), la matriz Bl'C¡ tiene valores

propios positivos y por lo tanto también son positivos los valores propios de

(B;rct¡e*fr). Como además R¡a,¡ es hermítica y definida positiva entonces, por

el mismo teorema, ia matriz R^¡(B;1ct)ek(r) ss definida positiva y como 8¡ es

semidefinida positiva, ,9¿,¡ es definida positiva.

Si ahora suponemos que q(j) > q2(j) pala cada j :  L,2...  ,r,  entonces de

forma análoga a como se hizo en el Teorema 5.7 , podemos escribir la matriz
qt ( i ) - t

Rl,j - R;,1 : I @;rcj)tBlt qo. claramente es hermítica. Como B, es
¿:qz(i)
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q t U ) - 1

hermítica y definida positiva y \- (BILC)i tiene valores propios positivos,
i , :qzU)

entonces del Teorema 1.10 (Sección 1.3), se sigue que Rr,l - R2,j es definida

positiva, y de aquí Sy¡ a, 52,¡.

Por otro lado, de (5.47) cada matriz T¡" se puede ver como la matriz de

iteración de un método de multipartición correspondiente a las particiones P-

regulares O : Rn,j - Sk,j, k : I,2, L < j 1 r, y las matrices de peso E, :

a ¡ I , L1 j1 r .

Del Teorema 4.1 (Sección a.2) si E j : a¡l, para k : I,2, la única partición

A: Un - I/¿ inducida por cada matriz de iteraciónTn es de ia forma (Et :
r

Lnrn;,j Y V*: U* - A. Por ser R*-,j hermítica, Ia matriz U;r es hermítica,
j :7

luego también lo son Un y Vn. También, por Ia forma en que se definió la matriz

[/¿ podemos asegurar, que es definida positiva.

Además como Rr; > fi21, enton.., ¡ E¡R'j t É E¡Ri,jy por io tanto
j :7  j :7

Ul'> t{1. Entonces, O lVt 4V2,y enlonces por el Teorema 1.11 (Sección

t 3) p(71) < p(Tz) < 1 , y así Ia demostración queda finalizada. I

5.4 Conclusiones

En este capítulo nos hemos centrado en ei estudio de Ia convergencia de los

métodos iterativos en dos etapas, para ei caso en que la matriz de coeficientes

A es hermítica y definida positiva.

Considerando ios métodos iterativos tipo Jacobi por bloques, se describe el
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202 5 Métodos paralelos en dos etapas.

método iterativo por bloques en dos etapas, dado por el Algoritmo 5.2.

Después, considerando la técnica de multipartición y los métodos en dos

etapas, se describe el método de multipartición en dos etapas, que viene dado

por el Algoritmo 5.3. Este algoritmo se puede ver como un caso especial del

Algoritmo 5.2.

En primer lugar se ha analizado Ia convergencia del Algoritmo 5.3 cuando

tanto las particiones externas como las internas son convergentes y se realizan

bastantes iteraciones internas. En este caso los principales resultados vienen

dados por el Teorema 5.1 y su Corolario 5.1. Los resultados de convergencia

se basan en considerar todas las particiones externas iguales. Como se pone de

manifiesto en este capítulo, si eso no es así, el Algoritmo 5.3 puede no converger.

A continuación se anaiiza la convergencia de los Algoritmos 5.2 y 5.3 para

cualquier número de iteraciones internas cuando la matriz A es hermítica y de-

finida positiva. Los princípales resuitados vienen dados en los Teoremas 5.2 y

5.3 y sus respectivos corolarios. EI Teorema 5.2 demuestra Ia convergencia del

Algoritmo 5.2 suponiendo que las particiones internas son P-regulares. El Teo-

rema 5.3 demuestra la convergencia del Algoritmo 5.3 bajo condiciones similares

a las del Teorema 5.2 pero exigiendo además que las matrices de peso sean de Ia

forma Ej : a¡I. Esto, desde el punto de vista de la paralelización del método

no es bueno, pero como se pone de manifiesto en este capítulo, si no es así, ei

Algoritmo 5.3 puede no converger. Por tanto, este resultado ha de verse más

como un resultado teórico que como un resultado para su uso experimental.

Para las versiones reiajadas se ha probado la convergencia para factores de

relajación entre 0 y oo, con r,re > 1, bajo condiciones similares a las dadas en el

caso no relajado. Los resultados obtenidos se pueden ver en los Teoremas 5.4,
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5.5 y 5.6 y sus respectivos corolarios.

Por último, en los Teoremas 5.7 y 5.8, damos resultados de comparación para

el radio espectral de la matriz de iteración que resulta de considerar diferentes

particiones, coffespondientes a los Algoritmo 5.2 y Algoritmo 5.3 respectiva-

mente. Para ello, suponemos que el número de iteraciones internas que realiza

cada bloque perrnanece fijo para cada iteración externa.
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Capítulo 6

Precondicionadores basados en

los métodos en dos etapas.

6.1 Introducción

Dado un sistema de ecuaciones lineales

Ar :b , (6 .1 )

donde '4 € lR'x' es una matriz simétrica y defi.nida positiva y r y ó son vectores

de tamaño n1 lrno de los métodos más eficientes para resolverlo es el método

del grad'iente conjugado precond'ic'ionado. Como ya vimos en la Sección 1.7, la

idea del método del gradiente conjugado precondicionado consiste en aplicar el

método del gradiente conjugado a un sistema lineal

Afr :6,

205
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206 6 Precondicionadores basados en los métodos en dos etapas.

donde A: SASr, ft : (S-r)r, y b: Sb. Este sistema está mejor condicionado

que el sistema (6.1).

El método del gradiente conjugado se puede aplicar sin calcular explícitamente

Á, sino resolviendo el sistema auxiliar Ms: r en cada iteración, donde M :

S'S y r : b - Ar es el residuo en la iteración correspondiente.

Como ya vimos en ia Sección 1.7, dicho método viene dado por el siguiente

algoritmo.

Algoritmo L.2. Algoritmo del Gradiente Conjugado Precondicionado.

Dado un vector inicial r(o).

r ( o ) . - 6 -4 * (o )

Resolver ¡4t(o) : T(o)

p(o) .:  s(o)

REPETIR
(s(¿) ,r(¡) )

w\,) lAFt\.t )

r(I+1) 1: a(I) - ap(t)

"(¿+1) 
1- 7(L) _ aA,p(t)

Resolver JtlsQ+t¡ - '-(¿+1)

Sl test de convergencia : VERDADERO

entonces FIN

6 . -  -  (s ( ¡+1) , r (¿+1) )
Y ' -  (s (¿) , r ( r ) )

,p(t+t) .- s(¿+1) _ 0p(,)

Hacemos notar que las distintas técnicas de precondicionamiento permiten

evitar el cálculo explícito de la matriz M.

Una de esas técnicas, es la basada en las series truncadas de la mafttz A.

Esta técnica, como ya vimos en la Sección 1.8.1, consiste en considerar una
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partición de la matriz A, A - P - Q, de tal forma que para resolver el sistema

As : r, se realizan m-iteraciones del procedimiento iterativo defi.nido por la

partición anterior, empezando por s(0) : 0. Entonces, la solución dei sistema

Ms : r viene dada por Ia expresión

s :  ( /  +  R+ R2 +. . .  +  H"- \P- ' " ,

donde R: P-rQ, y la matriz precondicionante viene dada por Ia expresión

M* :  P( I  +  R+ R2 +. . .  +  H"- ' ) - t

Como vimos en el Capítulo 1, son muchos los autores que han estudiado

distintos precondicionadores pu.u Jl método del gradiente conjugado, desd,e que

fue introducido por Hestenes y Stiefel [56] en 1952. Sin embargo, la mayoúa de

ellos se han dedicado al estudio de precondicionadores secuenciales, o bien, a Ia

vectorización de dichos precondicionadores.

Este capítulo se centra en la parte menos estudiada de este área, los precon-

dicionadores en paralelo. Concretamente, en la Sección 6.2, siguiendo la idea

básica del precondicionamiento por series truncadas, construiremos un precon-

dicionador basado en los métodos por bloques en dos etapas. En la Sección 6.3,

se construye un precondicionador uniendo la técnica de precondicionamiento ba-

sada en la factorización incompleta de Choieski y los precondicionadores vistos

en Ia Sección 6.2. En ambas secciones, se presentan condiciones suficientes para

que dichos precondicionadores sean simétricos y defi.nidos positivos.
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6.2 Construcción del precondicionador

Sea A una matriz simétrica y definida positiva, consideramos una partición

de dicha matriz de la forma

A:P-Q, rc2)

donde P es una matriz diagonal por bloques de la forma

P :d iag (P r , . . . ,P , ) ,  ( 6 .3 )

y cada P¡, L < i < r, es una matriz no singuiar, de tama fo n¡, f n, : n.

Como podemos observar, realízarm, pasos del procedimiento il:uiuti ro defini-

do por esta partición para aproximar Ia solución del sistema As : r, corresponde

a ejecutar rn pasos del método ti,po Jacobi, por bloques.

Esto es, en cada iteración I, I :1,2r...  lrn)se necesitan resolver r sistemas

Iinealmente independientes de la forma

p ¡ t5 ' ) : (Oso - l ) * r ) ¡ ,  L1 j1 r ,  ( 64 )

empezando con el vector sr!O) : 0. Claramente, cada sistema lineai (6.4) puede

ser resuelto por un procesador diferente.

Cuando el tamaño de los bioques diagonales P¡, | < j ( r, es grande,

parece lógico aproximar la solución de los sistemas (6.4), mediante otro método

iterativo, entonces estamos en presencia de un método 'iteratiuo en dos etapas

(ver Sección 1.5).

Teniendo en cuenta Ia descripción teórica de este método, consideramos para

cada bloque P7 una partición de ia forma

P¡ :B ¡ -C j ,  L1 j1 r ,  ( 65 )
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de tal forma que en cada iteraciónI, para cada j, | < j 1r, realizamos q(7)

iteraciones, que llamaremos 'internas, del procedimiento iterativo definido por

esta partición, para aproximar la solución del sistema lineal (6.4).

Luego (ver Capítulo 5), precondicionar mediante la técnica de dos etapas

equívale a realizar ?r¿-pasos del esquema iterativo

s (¿ ) : 7 r ( l - t )  *W- r r ,  l : I , 2 , . . . , r r - 1 ,  ( 6 .6 )

eligiendo s(o) - 0, donde

T  :  H+ ( I -H )P - 'Q , .  ( 6 .7 )

W :  P( I  -  H)- ' ,  (6  8)

donde P es Ia matriz diagonal por bloques definida en (6.3) y

F/ : diag((B¡1cr¡att), .  . .  ,  (B;|C,¡a(,)¡. (6.9)

Por tanto, a partir de (6.6) podemos escribir

s(@

: T(Ts(^-z l  *W- l r )  *W-| r

: 72t(m-2) + (/ + T)W-Lr

: 73"(na-3) + (1+ T +72)W-rr

:

:  Trnt (o)  + (1+ T +72 +. . .+  7, " - t ¡ ¡4 t -1r .

Luego después de m pasos, eligiendo s(0) - 0, el vector aproximación a la

solucÍón de As : r viene dado por Ia expresión

s(- )  :  Q +r  +72 + . . .  +T," - t )W-, r ,
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y entonces el precondicionador que se obtiene usando esta técnica viene dado

por la expresión

M,n : w(I + T +72 + . . . + Tm-r)-r,

con 7 y W matrices definidas en (6.7) V (6.8) respectivamente.

A continuación estudiamos la validez del precondicionador (6.10), dando

unas determinadas condiciones a la partición externa (6.2) V a las particiones

internas (6.5), para que Ia mahiz M,n, defrnida en (6.10), sea simétrica y defi-

nida positiva.

Teorema 6.1. Sea A una matri,z si,métri,ca g defi,ni,da posi,t'iua. Sea A :

P -Q una parti,ci,ón de A, dond,e P : diag(Pr ,. . . , P,) es la matri,z di,agonal por

bloques def,ni,da en (6.3). Supongamos que P es si,métri,ca y Q es serni,defini,da

positi,ua. Sean P¡ : Bj - Cj, I < j {-r, pari'ic'iones P-regulares tal que las

matri,ces B¡ son s'imétri,cas, entonces la matri,z precondi,ci,onadora M,,, defini,da

en (6.10), es s'imétri.ca.

Demostración. En (6.8) se definía Ia matriz W mediante la expresiónW :

P(I - H)-', donde la matriz fI se definía en (6.9), y ia matriz P, definida en

(6.3), era de Ia forma P : diag(Pr , P2,. . . , &). Teniendo en cuenta la forma en

que están definidas las matrices ,l/ y P, podemos escribir la matriz W*L como

w-r

: (r - H)e-t

:  ( r  -  d iag((B;1O1¡e( i ) , .  . .  , (B; tC,1e{ ' ) ¡ )  r - r

, . . .  , ( I  -  (B ; 'C , )e@¡r - t )

(6.10)

(6 .11): dias (g - (Btrc)s@ )pit
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Ahora bien, Ias matrices B¡,, t < j S r son no singulares. Además, puesto

que las matrices P¡ son simétricas y definidas positivas y las particiones P¡ :

B¡ - C¡, 1 < j ( r, son P-regulares por el Teorema 1.7 (Sección 1.3) se cumple

que p(B;IC¡) < 1, y del Lema 1.1 (Sección 1.3), se sigue que la matríz (I -

Br'Ct), L < j ( r, es no singular. Luego podemos escribir P;' -- (Bj-Cj)-r :

(B¡(I - Bl 'C,))- l  :  (/  - BltC¡)-tB, ' ,  I  < j  ( r.  Por tanto, a part ir de la

expresión (6.11) obtenemos

w-r

I a(¡)-t
: dias ( I t"f 'C,.)oBr,

\ ¿:o

Por comodidad escribimos

: dias (e - {n;rcr¡c{t))(1- B,-tCr)-t Brr,. . .  ,  (.r - (B;LC,¡aQ)¡g - a;rC,)-t¡; t)

/ * . m \-  d ias  (Q  - {a r t c l ) s (1 ) ) t (B r t c r ) tB r t , . . .  , ( , r  -  (B ; tC , ) r ( ' ) ) t ( r l , - l c ) tB ; ,  I
\ ¿:cr i:o /

s(a-r \
, . . . , I1a;1c,¡¿n;1 l .¿:0 /

W-t  : d i ag ( -R1 ,  . . . ,  R , ) ,

donde

q(i)-1

R¡ :  ) -  (g ,  t c . , \ u8 ,1 .  L  1  , i  1 r .
J '

Por hipótesis, las matrices P¡ y B¡, I < j ( r, son simétricas, luego podemos

asegurar que la matriz Cj : B¡ - P¡ es también simétrica. Entonces para

L < j  {  r ,  cada matr iz (Blrc i ) tBl ' ,  i :0,1, . .  .  ,q( j )  -  1,  es s imétr ica,  por

tanto lo serán las matrices -B¡. Luego por la forma en que está definida la matriz

W-T , podemos asegurar que también es simétrica.

Por otro lado, la matriz 7 correspondiente a la matriz de iteración de un
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método por bloques en dos etapas, definida en (6.7), se puede escribir como

T :  H+(I -Tr- tg

:  H+(I -H)( I -P*rA)

:  H + (I - P-lA) - H(I - P-IA)

:  I -Q -H)P - \A -

Teniendo en cuenta Ia forma en que está definida la matriz I4z en (6.8)

obtenemos

T:  I  -W- rA . (6.12)

Luego teniendo en cuenta la expresión (6.10) y sustituyendo 7 por su expre-

sión en (6.12) obtenemos

M;  :  Q  + r  +72  + - - -  tT* - t )W- t

:  ( r  + 1r  -w-IA) + (1-  w-1A)2 +. . .+ ( I  -  w-t ¡ ¡ - t )w-r
m.-I

:  I ( ¡  -w-tA) i 'w- | .
i :o

Como podemos observar, Iamatriz M] es una combinación lineal de térmi-

nos de la forma (W-rA)úW-t, , i :0,1,..  )rn- 1, que son matrices simétricas.

Luego lamatriz M-* V por tanto, la matriz M,nsonsimétricas y Ia demostración

queda finalizada. r

Ei siguiente teorema demuestra que el precondicionador M,n, definido en

(6.10), es definido positivo.
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Teorema 6.2. Sea A una matriz s'imétrí,ca y definid,a positi.ua. Sea A :

P - Q una parti,ci,ón de A, dondep : diag(Pr,. . ., P,) es la matri,z di,agonal por

bloques defini,da en (6.3). Supongamos que P es si,métri,ca y Q es semi,defini,da

positiua. Sean P¡ - Bi - C¡,, I S j 1r, parti,ciones P-regulares tal que B¡

es si,métri,ca, entonces Ia matri,z precond,i,ci,onadora M,n, def,ni,da en (6.10), es

defi,nida positiua.

Demostración. Puesto que P¡, 1 < j ( r es simétrica y las particiones

P¡ : B¡ - Cj, 1< j ( r son P-regulares, de la demostración del Corolario 5.2

se sigue que la matriz W : P(I - fl)-i es defi.nida positiva, donde la matriz

H está definida por H: diag((BftCt¡nti),  . . .  ,(B;tC,¡o{')).  Por otro lado, de

(6.10) se sigue

M;W : ( /  + T + T2 + . . .  + T*-t) ,

conT -  I  -W-rA.

Puesto que A y W-'son simétricas y definidas positivas, por el Teorema 1.10

(Sección 1.3), los valores propios deW-TA son positivos y por lo tanto los de

7 son reales. Si se denota por ) un valor propio cualquiera de T, entonces los

valores propios de MIW son de la forma

1+, \+ . . .+^ 'n- r -
L-^ ' , "

(6 .13)

1 - )
(6.14)

Del Teorema 5.2 (Sección 5.2) y con las hipótesis de este teorema, se sigue

que p(7) < 1, luego claramente la expresión (6.1a) es positiva, y esto nos indica

que los valores propios de M-jW son positivos. Entonces por eI Teorema 1.10

(Sección 1.3), como W es definida positiva podemos asegurar que Ia matrtz

simétrica M;] V por lo tanto, la matriz simétrica M,n, sort defi.nidas positivas

y de esta forma la demostración queda finalizada. I
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6.3 IJn precondicionador en dos etapas usando

Ia FIC

Consideramos, sin pérdida de generalidad, que Ia matriz A está dividida en

r x r bloques con los bloques diagonales de tamaño nr, 
Dtuj 

- n, de tal forma

que el sistema (6.1) puede ser escrito de la forma

(6 .15)

donde r y b son vectores que están divididos de acuerdo al tamaño de los bloques

de A. Esta forma de la maluiz A puede ser que se obtenga de forma natural,

debido a ia estructura del problema, o se puede obtener usando aigún algoritmo

de partición en bloques como MARCA, TPABLO, . . . , (ver [78]).

Teniendo en cuenta ia partición A : P - Q, definida en (6.2), consideramos

ahora el caso particular en el que la matriz P, está formada por los bloques

diagonales de la matriz A dada en (6.15), es decir, P: diag(Arr,.. . ,A,,).

Esta partición es conocida como parti,ci,ón de Jacobi, por bloques.

Para construir el precondicionador de esta sección, consideramos para cada

bloque A¡¡ nna partición basada en la factorízación incompleta de Choleski de

una matriz simétrica y definida positiva.

Es decir, las particiones internas definidas en (6.5), se definen ahora como

b1

Lu2

:

b,

r¿1

& 2

:

trr

An An

Azt Azz

An A,z

(6.16)Ajj: B¡ - C¡ con B¡: L¡LT y C¡ I O,
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donde L¡ es una matriz triangular inferior.

Sucede que no a todas las matrices simétricas y defrnidas positivas se les

puede realizar la factorización incompleta de Choleski, por ello, para asegurar

su existencia trabajaremos con unas determinadas matrices.

Sea Zn*n el conjunto de todas las matrices reales de tamaño n x n que

tienen ios elementos fuera de la diagonal no positivos. Teniendo en cuenta estas

consideraciones, el siguiente teorema da condiciones suficientes que aseguran la

existencia de las particiones obtenidas mediante la factorización incompleta de

Choleski y además asegura que estas particiones sean regulares. Su demostración

se puede ver en [68] (Teorema2.4).

Teorema 6.3. ,S? A € Znxn es una matri,z si,métri,ca y defini,da posi,tiua,

eriste para cada subconjunto G d,e Gn: {( i , j) :  1 ( i , j  < n) que t i ,ene la

propi,edad de que si, (i,, j) € G i,mpli,cl, que (j.,i,) e G, una úni,ca matri,z tri,angular

i ,n fer i ,or l , : ( l¿¡ )  Auno,matrzzs i ,métr i ,canonegat i ,ua ly ' :  (n¿¡) ,  conl¿¡ :0 s i

( i ' , i )  lG an¿¡ :0 s 'd  ( i ' , i )  eG,  ta l  quelapar t i ,c i 'ón A:  LLr  -  N es regular .

Queremos hacer notar que el método iterativo en dos etapas que resulta

de tomar como part ición externa A: P - Q con P : diag(Au.,.. . ,A,,) y

P : B¡ - Ct, obtenida como se indica en el Teorema 6.3, converge a la solución

del sistema (6.15) (ver por ejemplo [19], l47l y [67]).

A continuación vamos a estudiar Ia validez del precondicionador en dos eta-

pas basado en la factorización incompleta de Choleski.

Teorema 6.4. Sea A €. Z"xn una matri.z s'imétri,ca y defini,da pos'iti,ua. Sea

A:  P -  Q una par t i ,c ión de A,  donde P:  d iag(An,A22, . . . ,A, , ) .  Consi , -

deramos para cada matri,z A¡¡ la factori,zaci,ón i,ncompleta d,e Choleski, A¡¡ :
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B¡ - C¡, I < i 1r, obten'ida como se i,ndi,ca en el Teorema 6.3, entonces, la

matri,z precond'ici,onadora M,. defini,da en (6.10) es simétri,ca.

Demostración. Como la matriz A es simétrica, claramente Ia matriz P :

diag(411, .. .  ,A,,), también es simétrica.

Como,4 es definida positiva, también cada bloque diagonal A¡¡, j : I,2, . . . )r

es definido positivo, Iuego por el Lema 1.4 (Sección 1.3), las matrices A7¡ son

M-matrices no singulares, y entonces Al; > O, es decir, son monótonas.

Por otro lado, el Teorema 6.3 indica que las particiones Ajj : B¡ - C¡, | 1

j 1r, son regulares y como A;; > O,, ! < j 1r, entonces por el Teorema 1.7

(Sección 1.3), se verif ica que p(B;rC¡) < 1, 1( j  <r.

De esta forma, para todo j tal que, L < j ( r, podemos escribir

A;; : (I - B;rCi)-'B;'.

Entonces, si 1l:  diag((B¡1Cr¡o(t),.  . .  ,(B;tC,;a( ')),  escribimos

W-L_e_H)p - r

: diag((I _ (a¡rcr¡e(1))Ail ,  . . .  ,Q _ (B;1c,¡o(,\A;:)

: dias (e - ta;rcr¡a(t))(/ - BIC)-L Blr,. .  .  ,(r * (B;1c,¡a(,)¡(r - B;1C)*'8.- ')

/ q ( t ) - t  q ( , ) - L  \

:  d ias (  D i t f '  Cr)nBl ' ,  . ,  t  1n;1c,1 'n;L |  .
\  i :0 i :o 

/

Al igual que hicimos en el Teorema 6.1, escribimos la matríz W-T de la forma

W- r -d i ag ( .R1 , . . . ,R . ) ,

q \ J  ) -  l

Rj :  D@;rc¡ )oB; t ,  r {  j< r .
i,:0
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Por Ia forma en que se ha construido la particióL A¡¡ : Bj - C j, según el

Teorema 6.3, podemos asegurar que las matrices B¡ ! C¡ son simétricas, luego

la matriz W-r es simétrica.

De la misma forma que se hizo en el Teorema 6.1, la matriz M;] V por Io

tanto Mn son simétricas y así Ia demostración queda finalizada. r

Teorema 6.5. Sea A € Z"xn una matriz s,imétrica y d,efini,d,a posi,tiua. Sea

A:  P  -Q  una  pa r t i , c i , ón  de  A ,  donde  P :  d iag (A t ,A22 , . . . ,A , , ) .  Cons i , -

deramos Ia factori,zaci,ón i,ncompleta de Choleski, que resulta de consi,derar las

parti,ci,ones Ajj: B¡ - C¡, 7 < i 1r, obten'id,as como en el Teorema 6.3, en-

tonces Ia matriz precondi,cionadora M*, definida en (6.10), es defi,nida positiua.

Demostración. Las matrices A¡¡ y B¡ son simétricas y definidas positivas.

Por el Teorema 6.3, sabemos que las particiones A¡¡ - Bj - Cj, 1 I j 1 y,

son regulares. Ademiís, podemos asegurar por el Lema L.4y eI Teorema 1.7 que

p@;IC) < l  yportanto Bl +C¡, L< j < r, esdefinidaposit iva.

Por tanto, razonando de forma similar a la demostración del Teorema 6.2, se

obtiene que M,n es definida positiva y así la demostración queda finalizada. r

6.4 Conclusiones

En este capítulo hemos construido y demostrado la validez de dos precon-

diciona,dores paralelos basados en el método en dos etapas para ei método del
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gradiente conjugado. Dichos precondicionadores siguen la idea del precondicio-

namiento por series truncadas.

Para construir el primer precondicionador, basándonos en el método en dos

etapas, consideramos un partición externa de tipo Jacobi por bloques y exigimos

que se realicen q(j) iteraciones internas en cada bloque j, L < j < r, entonces e1

precondicionador resuitante viene dado por Ia expresión (6.10). Para demostrar

su validez se debe demostrar que dicho precorrdicionador es simétrico y definido

positivo. La prueba de que es simétrico se da en el Teorema 6.1 y Ia propiedad de

ser definido positivo se da en el Teorema 6.2. En ambos teoremas se consideran

que las particiones internas son P-regulares.

Para el segundo precondicionador, nos basamos también en Ia técnica en dos

etapas. Para ello se considera Ia matriz de coeficientes A dividida en bloques y

una partición externa Jacobi por bloques. Para obtener las particiones internas,

cada procesador realíza la factorización incompleta de Choleski a su bloque

diagonal correspondiente. Para asegurarnos la existencia de dicha factorización,

trabajamos sólo con matrices de tamaño n x n que tienen los elementos fuera

de la diagonal no positivos. En los Teoremas 6.4 y 6.5, se demuestra que el

precondicionador así construido es simétrico y definido positivo.
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Capítulo 7

Experimentos numéricos.

7.L fntroducción

En los Capítulos 4,5 y 6, se han estudiado desde el punto de vista teórico,

distintos métodos iterativos para Ia resolución de sistemas de ecuaciones lineales

en paraleio. En este capítulo, nos planteamos ei estudio experimental de dichos

métodos para su ejecución en multiprocesadores, dando resultados numéricos

que muestren su comportamiento.

Dicho estudio se va a centrar en los métodos expuestos en ios. Capítulos 5 y

6. Más concretamente, presentaremos resultados para los métodos por bloques

en dos etapas y analizaremos el uso de éstos como precondicionadores para el

método del gradiente conjugado. Hacemos notar, que en el contexto de las

matrices hermíticas y definidas positivas, los métodos vistos en el Capítulo 4

tienen más interés teórico que práctico, debido a las condiciones que se exigen a

2t9
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las matrices de peso. Es por esto que desde el punto de vista experimental nos

centramos en los métodos de los Capítulos 5 y 6.

Previamente a la presentación de los resultados, en Ia Sección 7.2 daremos

una breve descripción de las dos plataformas de multiprocesadores que utili-

zaremos para Ia obtención de los resultados experimentales e indicaremos las

Iibrerías y el paquete de software para el paso de mensajes que utilizamos en

Ia ejecución. En la Sección 7.3 se presentan las distintas matrices con las que

vamos a obtener los resultados numéricos. Utilizaremos principalmente una de

las más conocidas matrices por banda: la matriz de Laplace. También dare*

mos resultados usando las matrices, que hemos denominado Biarmónicas, que

provienen de la discretización de una ecuación diferencial parcial elíptica que

relaciona el operador Biarrnónico con una función determinada y que verifica

determinadas condiciones de contorno (ver, por ejemplo [88]). Todas ellas son

matrices simétricas y definidas positivas. En la Sección 7.4 se realizará el estu-

dio experimental de los métodos iterativos por bloques en dos etapas paralelos,

correspondientes al Capítulo 5. En la Sección 7.5, se analizarán experimen-

talmente los precondicionadores paralelos desarrollados en el Capítulo 6. En

primer lugar, se realizará un estudio experimental de los precondicionadores por

bloques basados en Ia técnica en dos etapas (Subsección 7.5.2) y después se

presentarán resultados para los precondicionadores por bloques en dos etapas

que se basan en la factorizacíón incompleta de Choleski para Ia obtención de la

partición interna (Subsección 7.5.3). Por último, en la Sección 7.6 comparare-

mos los distintos métodos que han sido motivo de estudio experimental en esta

memoria, y daremos conclusiones sobre su comportamiento en general.

Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2000.



7. 2 Multiprocesadores utilizados. 221

7.2 Multiprocesadores utilizados.

Todos los resultados experimentales que se exponen en este capítulo, se han

obtenido, básicamente, en un multiprocesador de memoria distribuida: el IBM

RS/6000 SP de Ia Universidad de Aiicante. También daremos algunos resul-

tados sobre un Cluster de Pentiums, que pertenece al grupo de Computación

Paralela del Departamento de Ciencia de Ia Computación e Inteligencia Artificial

de la Universidad de Alicante.

Las caraterísticas generales de cada una de Ias plataformas son:

EI IBM RS/6000 SP está formado por 8 nodos thi,n, conectados mediante

un switch con un ancho de banda de 30-35 Mgbytes/seg., con Ia confi.guración

siguiente:

o Procesador: POWER2 Super Chip 120 MHz.

o L1 cache: 128 Kilobytes instrucciones.

o RAM: 256 Mgbytes.

o Anchura del bus de memoria: 256 bits.

o Tiempo de latencia: 40 microseg.

o Velocidad del bus: 160 Mgbytes/seg.

r Sistema operativo: AIX 4.1.5.

El Cluster está formado por 6 PC's conectados mediante un switch con un

rendimiento pico de 100 Mgbytes/seg., con Ia configuración siguiente:
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o Procesador: Pentium 120 MHz.

o RAM: 64 Mgbytes.

o Ancho de banda: 6.5 Mgbytes/seg.

o Sistema operativo: LINUX 2.2.5.

Como lenguaje de programación se ha

RS/6000 SP el XL Fortran para ei sistema

utilizado el Fortran. En el IBM

operativo AIX y en el cluster, el

GNU Fortran.

Utilizaremos como paquete de software para paso de mensajes el PVM (ver

[St] y [SA]). Este paquete de software permite a una colección de ordenado-

res heterogéneos (secuenciales, vectoriales o paralelos) conectarse sobre una red

cualquiera, para aparecer como un único recurso computacional concurrente de

memoria distribuida. Podemos ver su descripción en el Capítulo 2 (Secctón2.6).

Las librerías que utilizaremos para trabajar con vectores, serán las de Ia colección

BLAS [12], mientras que para ei manejo de matrices dispersas se han utilizado

distintas rutinas de Ia librería SPARSKIT [S9].

7.3 Problema modelo

En esta sección se presentarán las matrices de coeficientes ,4., con las que

vamos a trabajar para la obtención de los resultados numéricos.
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Tomaremos como problemas modelos dos tipos de matrices, la matriz que

proviene de Ia discretización de la ecuación de Laplace y la matriz que proviene

de la discretización de la ecuación Biarmónica. Todas estas matrices aparecen

en multitud de problemas físicos y técnicos.

La ecuación de Laplace relaciona las parciales de segundo orden de una

función de dos variables u(r,A) de Ia forma

Y2u, :  u*"  I  usy :0 . (7 .1 )

A continuación se busca una solución en la región o dominio f) : [0, a] x [0, ó]

satisfaciendo las condiciones de contorno de Di,ri,chlet, correspondientes a los

valores que toma la función u en la frontera de f,), éstas vienen dadas por las

expresiones

u(s,0) :  u(0,  f )  :  u(s,  ó)  :  0,

u (a , t )  :  100, Q(s (a ,  0< t<b . (7.2)

Para obtener una aproximación a la ecuación (7.1) se puede utilizar eI método

de diferencias finitas. En este método se discretiza el rectángulo Í-l con una malla

de puntos separados a la misma distancia h de la forma
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Reemplazando las derivadas por cocientes de diferencias en cada nodo (*o,Au)

en que se divide la región, se obtiene

Y2u(r¿,y¿)  :
u(r¿+r, a ¡) - 2u(n¿, a ) + u(r¿q, A ¡)

h2

,  u(r¿,a¡+) -  2u(r¿,A¡)  + u(r¿,A¡_l)
n"

Si liamamos u(r¿,A¡) : u¿7 obtenemos

Y2u(r¿,a¿) : lúo*r,, I u¿-t,i I u¿,i-t * u¿¡+t - 4u¿¡l: g.

Entonces se obtiene el sistema lineal de ecuaciones

Ar :b ,

( v  a \
\  ¡  . . J /

donde

, 1 t r J l r . . . r U l N ) T ,
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A es una matriz tridiagonal por bloques que tiene J x J bloques de tamaño

K x K. es decir. A tiene la estructura

A- (7.4)

- I

con los bloques identidad f de tamalo K x K, y

tamaño K x K viene dada de la forma

la matriz tridiagonal B de

-1

4 -1

B-

B_I

- IB - I

A=

-1

_ I

B

(7 5)

-1

Como podemos observar, claramente la matriz A es hermítica. Además A

es definida positiva.

EI vector b contiene los vaiores conocidos de Ia función u en la frontera del

rectángulo f,).

Para el problema de la matriz de Laplace, elegimos matrices ,4 definidas en

Q.4 V B (bloques diagonales de .4, definidos en (7.5)) de distintos tamaños.

En la Tabla 1, se pueden ver ios distintos tamaños de la matriz A, eI orden de

Ias matrices diagonales B, el número de bloques B, eI número de procesadores

con el que resolveremos el problema en cuestión y el número de fi.las con las que

trabaja cada procesador, es decir, ei tamaño de cada matriz A¡¡, j : t,2,. . . ,r,

-1

A
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donde r es el número de procesadores. Notemos que, en esta tabla, realmente

estamos indicando tres matrices distintas de tamaño 4096, en función del orden y

número de bloques B. Para distinguir a estas matrices utilizaremos la siguiente

notación:

Notación Orden Número

B bloques B

4096-N

4096-S

4096-B

64

32

T2B

64

r28

32

Notemos que la matriz 4096-5 tiene un ancho de banda pequeño cuando se

compara con la matriz 4096-N, mientras que Ia mafuiz 4096-8 podríamos decir

que posee un ancho de banda mayor.

En la Tabla 1, en Ia columna Fi,Iasf procesador,las expresiones que aparecen

de tipo exponencial, indican en el exponente el número de procesadores que

trabajan con el número de filas que se da en la base; por ejemplo, 13442, ex-

presa que dos procesadores trabajan con 1344 filas cada uno. Utilizaremos una

notación similar en ei resto de este capítulo.

El siguiente problema modelo utilizado, puede ser relacionado con el cálculo

de la desviación o deformacíln u(r,A), de una placa cuadrada, sujetada por

sus cuatro lados, cuando se le ejerce una presión p(r,A) en cada punto (r,A).

Esta desviación puede ser modelada mediante una ecuación diferencial parcial

elíptica que relaciona el operador Biarmónico

¡7a _ on *). an , on
" 

- 
Arn 

-T 'A,2AA2 - 
6On,
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con la función que determina la presión p, satisfaciendo condiciones de contorno

de Di,ri,chlet y de Neumann. Más concretamente la desviación u(r,y) verifica:

Y4u :  p ,

u:0, #

en el interior,

- 0, en la frontera.
(7.6)

Notemos que d usualmente hace referencia a un vector unitario perpendicular a

la frontera del dominio y dirigido hacia el exterior. Recordemos que la derivada
r .  .  , 0udireccional 

- 
se define como:

#or:rsu( r *hú) -u ( r )

Para obtener una solución aproximada de Ia ecuación (7.6) usaremos, como

en el caso de la ecuación de Laplace, el método de diferencias finitas. En este

caso, para explotar las condiciones de contorno, se construye una malla de ma-

nera que la frontera del cuadrado no coincide con ninguna línea de la malla sino

que las bisecta, tal y como se puede ver en la siguiente figura:

lt

ü t . t¿J2 e | f

'uZJ

uri

R.

1\.2 t'lJ

I
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Si consideramos Ry S dos puntos genéricos de Ia malla, vecinos de la frontera

del cuadrado, es fácil ver que la condición de contorno 1) :^0 en la frontera,

implica u(R) +z(^9) :0; además la condición de Neum 
du

ann 
¿r- 

: U nos lleva a

la conclusión de que u(ft) - 
"(^9) 

: 0. Por tanto, u(R) : u(^9) : 0, es decir,

Ia función u toma valor nulo en todos los puntos de la malla más próximos a

la frontera del dominio. Por tanto, obtenemos J x J puntos (ru,A¡) en donde

debemos aplicar la ecuación diferencial (7.6) para obtener los vaiores u¿j

u ( r¿ , r ¡ ) , ' i ,  j  :  I , 2 , . . . ,  J .

Si aplicamos dos veces la aproximación utilizada para el operador de Laplace

en (7.3), obtenemos que

haVau¿¡ : u¿-2,j

+ 2u¿-t, j - t  -  8u¿_t, j  l2u¿-t , j+t

+ u¿, j-z -  8uu, j- ,  *  20u¿,¡ -  8uo, j+, *  u¿, j+z

+ 2u¿+t , j_ t  -  8u¿+t , j  l2u¿¡1 , ¡ * ,

+ It¿+z,j

t A
t t  p i j (7.7)

donde pij corresponde al valor de p en Ios puntos (ro,A¡).

Las ecuaciones (7.7) dan lugar a un sistema de J x J ecuaciones lineales

Ar :b ,

donde

f  :  (Unr 'LL \2¡  .  .  .  rL t r IJ  r '1 t r2 ! r1J22,  .  .  .

b  :  h a ( P : : ' , P r 2 , . ' -  , P L J , P z t , P 2 z , -  . .

, ' l t r 2 J r .  .  . , , ? l J I r ' U J 2 ,  .  .  .  r U l ¡ ) T ,

, P 2 J r  -  -  -  r P J r r P J z r . . .  r p l l ) r ,
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y ,4 es una matriz pentadiagonal por bloques de Ia forma

A _n -

CD I

DC D I

I  DC D I

IDCDI

I  DCD

I  DC

con -I la matriz identidad v C. D matrices de tamaño J x J definidas como

r1 _

20 -8 1

-8 2A -8 1

1 -8 20 -8 1

1-8  20  -8  1

1-820  -8

1-820
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-82

2  -82

2-82

D-

2-82

2-8

En la Tabla 2, se presentan las características de las matrices Biarmónicas

que usaremos en ia exposición de ios distintos resultados numéricos, es decir,

los distintos tamaños de Ia rnatríz A, el orden de ias matrices diagonales C, el

número de procesadores utilizado y el número de filas con las que trabaja cada

procesador.
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Tabla L: Matrices de prueba de Laplace.

Orden Orden

D

Número

bloques B

Número

procesad.

Filas/

procesador

r024 a t a o 2
A

b  1 2 "

2564

4096 o 4

ó z

128

64

128

¿z

2

A

20482

73442, I4Og

L0244

10000 100 100 2

r)

A

50002

33002,3400

25004

20005

16384 L28 L28

3

4

4

8L922

53762, 5632

40964

6400, 33283

3584, 32004

40000 200 200 2

A

(

200002

132002,13600

100004

80005

50000 500 100
Á

250002

t25004

262144 572 5L2

D

t3t0722

870402,88064
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Orden Orden

C , D

Número

bloques C

Número

procesad.

Filas/

procesador

1024 32 a o

^
5L22

2564

4096 o4 o4 z

A

20482

L0244

10000 100 100 2

A

50002

25004

16384 I28 128 2

A

8r922

40964

40000 200 200 z 200002

Tabla 2: Matrices de prueba d,e Ia ecuacién B'iarmóníca
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7.4 Implementación de los métodos iterativos

paralelos en dos etapas

7.4.L Introducción

En esta sección vamos a describir el algoritmo paralelo con el que obtendre-

mos resultados numéricos que nos muestren el comportamiento del método por

bloques en dos etapas visto en el Capítulo 5.

Para describir las particiones que utilizaremos, consideramos que Ia matyiz

A está dividida en bioques, con los bloques diagonales de tamaño n¡,Dfrj : TL,

tal que el sistema Ar:ó se puede escribir como 
'i:1

Att Atz

Azt Azz

4,,

Az,
: :

ry

b1

b2

b,An A,z 4,,

donde z y b son vectores que están divididos de acuerdo al tamaño de los bloques

de A.

En el Teorema 5.2 se supone que en la partición A: M - N,la matriz lú

es semidefinida positiva. Para asegurar esta condición en la práctica, podemos

elegir la siguiente partición de A:

e Sea A : M - Ñ ta partición de Jacobi por bloques de la matriz A, es

decir, l[ es de Ia forma

(7 8)

tW :  d iag(An,. . .  ,A, , ) . (7 e)
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o Consideramos una matriz cuadrada diagonai no negativa D, de tamaño n,

definida de la forma

o Construimos la partición A: M - l/, donde

M :  d i ag (411 ,  . . .  ,A , , ) *  D :d i ag (M1 , . . .  ,M , ) ,  ( 7 .10 )

¡ /  :  Ñ+n.  (7 .11)

La partición así construida satisface las hipótesis del Teorema 5.2 (Sec-

cí6n 5.2), pues la matriz M es hermítica y ia matriz lr/ es semidefinida positiva.

A continuación se define el algoritmo síncrono para Ia ejecución en paralelo

del método por bloques en dos etapas.

Algoritmo 7.L. Algoritmo paralelo síncrono del método

por bloques en dos etapas.

Matriz de coeficientes: A.

Término independiente: b.

Fac to res  no  es tac iona r i os  S (1 ,  j ) ,  L  <  j  <  r ,  I : 0 ,7 ,2 . . .  .

/ . ? ? \

D:dias{ I  lñr¡1, . . . ,  t  lñ" j l l  .
\ j : t , j l t  j : I , i#n /

Etapa 1 *' Elegir el vector inicial r(0) y l: 0.
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Etapa 2 --+ Etapa interna:

P a r a  c a d a  i : \ , 2 , . . . , r  h a c e r

z r :  (N r {o  +b ) ¡ .

- -_ - - '  .  ( 0 )  _ (¿ )lomar y j  '  -  t ;  j

Realizar q(1, j) etapas de un método iterativo (ver Nota-l-) para obtener

una solución aproximada del sistema

Mja j :  z j '

E t a p a 3 * E t a p a e x t e r n a :

- (¿+1)  " . (q ( t , i ) )*j vj

- (¿+1)  (  _ ( I+L)  - (¿+1) \
\ _ 1  1 . . . 1 ú T  I ,

Etapa 4 * Criterio de convergencia:

l l r ( i + t l _ " ( r ) l l r <e

o Si test de convergencia : VERDADERO, entonces FlN.

o Si test de convergencia : FALSO, entonces

I < - l + 7 .

Volver a la etaoa 2.

Nota-1: En el cálculo de ias iteraciones internas, es decir, para obtener la

aproximación a la solución del sistema M¡y¡ : z¡ utllizxemos distintos métodos

iterativos: Gauss-Seidel, SOR y SSOR.

La parte principal del algoritmo la constituye la Etapa 2, que la denomina-

remos etapo, no est0,c'ionar'¿q donde se realizan q(t, j), L < j ( r, etapas de un

método iterativo para aproximar la solución del sistema IVI¡A¡ : z¡t pard obtener
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el vector *t'*') .Una vez que todos los procesadores han terminado sus cálculos,

se combinan en un mismo instante (fase síncrona), para formar el nuevo vector

iterado global :x(I+I).

Los factores q(1, j),  L < j  1 r, I  :  0, I ,2... ,  indican el número de iteracio-

nes internas mediante las que el bloque j-ésimo de vector iterado, es actualizado

en una iteración externa l. Generalmente, ejecutaremos para cada bloque un

número f i jo  de i terac iones in ternas,  es deci r ,  q( l , j ) :  Q,  j :  I ,2 , . . . , r ,  I :

0,I,2. . ., aunque también mostraremos resultados teniendo en cuenta otras

consideraciones en los factores no estacionarios.

Enumeramos a continuación, las matrices con las que trabajaremos en el

resto de esta sección, el vector inicial ,(0), el término independiente considerado

y el criterio de parada usado:

o Matriz de coefi.cientes,4:

Laplace : tamaños 4096,10000, 16384, 40000 y 50000 (ver Tabla 1).

Biarmónica: tamaños 4096 v 10000 (ver Tabla 2).

Vector iniciai:

Lap lace :  r ( o )  :  ( 0 , . . . , 0 ) t .

B ia rmón ica ,  z (o )  :  ( 0 , . . . , 0 ) ,

Término independiente:

Laplace: b:  (bT,bT,.  .  .  ,bT) ' ,  ó¿ € 1RK, b¿: (0, .  .  .  ,  100)"

B ia rmón ica :  b  :  (1 , . . . ,  1 ) " .

o Criterio de parada:
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Laplace: l lr(t+t l  - r(I) l l r  < e, e: I0-7,1¡-a, 16*2.

Biarmónica: llz(z+t) - r(I) llt < u, e : 10-2.

En el resto de esta sección realizaremos un análisis exhaustivo de los métodos

por bloques en dos etapas, centrándonos en los resultados obtenidos para las

matrices de Laplace. Finalizaremos dando algunos resultados para las matri-

ces Biarmónicas. En estos últimos resultados se observará que los tiempos de

ejecución y número de iteraciones necesarios para alcanzar convergencia son

comparativamente elevados, motivo por el cual no se realiza un estudio exhaus-

tivo del comportamiento de estas matrices sobre los métodos por bloques en dos

etapas. Por el contrario, cuando estudiemos el uso de los métodos en dos etapas

como precondicionadores paralelos, sí mostraremos resultados para las matrices

Biarmónicas, ya que, como veremos, en este caso, el comportamiento es más

eficiente.

7.4.2 Comportamiento de los métodos usando iteracio-

nes internas tipo Gauss-Seidel

A continuación, presentaremos los resuitados numéricos obtenidos en el IBM

RS/6000 SP, del método por bloques en dos etapas para matrices de Laplace.

En concreto, para las tres matrices de tamaño 4096, para ia matriz de tamaño

10000 y para Ia matriz de tamaño 16384. La estructura de dichas matrices se

ha explicado en la Sección 7.3.
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En esta subsección se ha utilizado para aproximar los sistemas internos el

método iterativo de Gauss-Seidel, es decir, el método SOR con ut : L.

Concretamente, en la Tabla 3, se presentan resultados del Algoritmo 7.t para

las matrices de tamaños 10000 y 16384, y para Ia matriz 4096-N, tomando como

cota de parada e : I0-2, y usando r : 2, 3 y 4 procesadores. Recordamos que

esta última matriz de tamaño 4096 tiene 64 bloques B de tamafo 64. En las

Figuras 1(a), 1(b) y 2 se comparan los tiempos paralelos obtenidos al aplicar el

método a las tres matrices de Laplace de tamaño 4096, con distintos anchos de

banda. La Figura 1(a) muestra los resultados numéricos para la matriz 4096-N,

la Figura 1(b) muestra los resultados para la mahiz 4096-8 (32 bloques B de

tamaño 128) y ia Figura 2 corresponde a la matriz 4096-5 (que tiene 128 bloques

B de tamaño 32). Para cada una de las matrices se han obtenido los resuitados

para 2, 3 y 4 procesadores y Ia cota de parada elegida en este caso ha sido

e: l0-7 .

Como se puede observar en la Tabla 3, el método tiene un comportamiento

similar para las distintas matrices, en el sentido de que el número de iteraciones

giobales decrece conforme aumentamos las iteraciones internas en cada bloque.

Por tanto, siempre que esta reducción de iteraciones globales compense la reali-

zación de más iteraciones internas en cada bloque, se observará un menor tiempo

de ejecución. Este hecho es independiente del número de procesadores usados.

Así vemos, en la Tabla 3, que los tiempos se reducen al aumentar el número

de iteraciones internas q, pero sólo hasta un cierto valor, en el cual los tiempos

comienzan a subir. Es a partir de este valor crítico en donde Ia reducción en

el número de iteraciones globales no compensa la realización de más iteraciones

internas. En esta tabla, se observa también, un ligero aumento del valor del q
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2 5

2 0

t (seg) I s

l 0

5

0

(a) 64 bloques B de tamaño 64 (4096-N).

t (sg.)

(b) az Utoq""s B de tamaño 128 (4096-8).

Figura L: Ti,ernpos eryerimentales d,el métoilo por bloques en dos etapas con'iteraciones

'intemas Gauss-Seidel Matri,ces de Laplace 1096, usando 2, 3 y f procesadores. IBM RS/6000

SP. Cota de parada ll¿(t+tl - r(')llt < L0-7.

Número de iteraciones internas

Nunero de iteraciones intemd
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L 4

l 2

lo

8

6

2

o

lE2 precs. I e?_9-. | _ _j.8_5_ I

lmero & iteraciones internas

Figura 2: Tiernpos etperi,mentales ilel método por bloques en dos etapas con ,i,terac,iones

intemas Gauss-Seid,el. Matriz de Laplace /+096-S (128 bloques B ile tamaño 32), usando 2, 3

y I procesad,ores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada llz(r+tl - r(')llt < 10-7.

óptimo conforme aumenta el número de procesadores. Podemos pensar, que esto

es debido a que generalmente, cuando aumentarnos el número de procesadores,

los bloques que se asignan a cada procesador son más pequeños y por tanto cada

iteración interna requiere de menos cálculo, lo que compensaráIarealización de

m¿ís iteraciones internas y disminuirá el número de comunicaciones.

Si ahora nos fijamos en los resultados obtenidos para la matriz 4096-N en Ia

Tabla 3, y en la Figura 1(a), en la cual se ha exigido una cota de parada más

fuerte, observamos que la disminución de los tiempos al reducir la exigencia del

criterio de parada es considerable. Además con ambas cotas de parada, cuando

Q ) I,los tiempos disminuyen generalmente de considerar 2 a 3 procesadores

para estas matrices, sin embargo los tiempos empiezan a aumentar cuando con-

sideramos 4 procesadores. Esto es debido a que podemos considera,r las matrices
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de Laplace de tamaño 4096 pequeñas frente a un uso de 4 procesadores. En este

caso, el tiempo de comunicación predomina comparado con el tiempo de cálculo.

Debemos sin embargo observar, como ilustran las Figuras 1(b) V 2, que para ma-

trices relativamente pequeñas, este hecho, en determinados casos, se invierte a

medida que aumentamos el número de iteraciones internas, consiguiendo que

el mejor tiempo se obtenga usando 4 procesadores. Así, por ejemplo, para la

matriz 4096-5 el mejor tiempo, 4,41 segundos, se consigue al considerar 4 pro-

cesadores con g : 9, frente a los 4,69 segundos al usar 3 procesadores y 5,89

segundos al usar 2 procesadores. Para Ia matriz 409G8 el mejor tiempo, 5,51

segundos, se consigue al considerar 4 procesadores con e: 4. Por el contrario, si

e: !,, el tiempo aumenta con el número de procesadores utilizados al considerar

matrices de este tamaño.

Por otro lado, atendiendo al ancho de banda de las matrices, si comparamos

los tiempos obtenidos para cada una de las matrices de tamaño 4096 elegidas,

los mejores tiempos se consiguen cuando se toman 128 bloques de tamaio 32,

es decir, cuando tenemos muchos bloques B pequeños. En este caso los bloques

M, definidos en (7.10) poseen más información que cuando el ancho de banda

es mayor. Así, es de esperar que las aproximaciones a las soluciones de los

sistemas M¡A¡ : zj aporten más información y, por lo tanto, se obtengan mejores

resultados al aumentar el número de iteraciones internas. Esto queda reflejado,

de forma clara, en la Figrua 3.

En el resto de apartados de esta sección, realizaremos un estudio mrás exhaus-

tivo de los métodos por bloques en dos etapas, atendiendo a los distintos factores

que afectan al problema, pero antes de esto realizaremos ciertas consideraciones

sobre la elección de la cota de parada en el resto de resultados numéricos.
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t (seg.)

(a) 2 procesadores.

t (seg)

(b) 3 procesadores.

Figura 3: Método por bloques en dos etapas con'iteraci,ones ,intemas Gauss-Sei.d,et. Relaci,ón

d'e ti,empos entre matrices de Laplace 1096, con di,stintos anchos d,e banda, usand,o 2 y 3

procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota d,e paraila llo(t+tl - "(')llt 
< 10-7.

4 0 9 6 - N  i  l E , 6 ó

5 . 8 5  |  s J l

Número de iterrciones intemas

I  I , 3 5  t 0 , 5 6

Número de iteraciones intemas
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Matriz de Laplace

4096-N

Matriz de Laplace

10000

Matriz de Laplace

16384

r q Iter. T.Par. Iter. T.Par. Iter. T.Par.

2

2

3

4
tr

b

I

4337

24L2

t74L

1400

1194

1056

828

8,52

6,39

5,81

5,62

5,63

5,72

6,16

10309

DOO¿5

4027

3190

2680

2338

1762

39,96

31,78

29,65

29,O5

29ro3

29,39

31,31

L67t4

9L26

6457

5085

4246

3681

2727

99,88

80,56

75,33

73,8

73167

74,17

78,2L

3 1

2

3

4

J

o

o

4428

2506

1840

1503

1300

1164

94L

9,13

6,31

5,43

5,13

5rO1

5,01

5,27

L0449

5803

4L79

3350

2846

2508

1941

38,26

27,84

24,86

23,83

23,66

23,63

25,03

16894

93t2

6664

5291

446L

3902

2960

89,88

67,11

60,9

58,1

67,62

57,59

60,54

4 I

2

3
A

o

6

I

4513

2593

1932

1599

1399

t266

1048

10,75

7,OI

D,ó¿

5,4L

5,L4

Sro7

5,26

10581

5939

4324

3501

3003

2670

2TL3

40,82

28,O2

24,rL

22,53

2L,87

2Lr72

22,83

L7062

9485

6837

5484

4661

4108

3180

92,39

64,2L

56,21

52,58

51,39

5L,08

53,16

Tabla 3: Método por bloques en dos etapas con 'i,ter0,ciones internl,s Gauss-Seidel. Resulta-

dos para distintas matri,ces de Laplace usando 2, 3 U 4 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota

de parada lls(r+tl - r(¿)llr < 10-2 .
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7.4.9 Sobre la elección de la cota de parada

En todos los experimentos presentados hasta el momento en la ejecución del

Atgoritmo 7.1, se ha utilizado como criterios de parada llr(t+tl - rQ) ll, < e, con

e : l0-2 y e :10-7. Como comentamos en la subsección 7.4.2, al debilitar la

cota de parada se produce una reducción importante en el tiempo de ejecución.

Nos interesa entonces, estud.iar cómo se comporta el residuo conforme se debilita

dicha cota. La Tabla 4 ilustra dicho comportamiento para Ia matriz 4096-5

usando 3 procesadores. En esta tabla se comparan los tiempos con diferentes

cotas de parada en el IBM RS/6000 SP y se calcula en cada caso la norma

euclidea del residuo r : Ar - b, en la iteración de parada- Como se puede

apreciar, los tiempos se reducen de considera,r la cota e : 10-7 a considerar Ia

cota e : 10-a en un 24,l2To de media, y en un 50,2470 de media, si consideramos

la cota e: !0-2, y los errores pueden seguir considerándose aceptables.

e: l0-7 € : t u  - e :  10-2 %Dif..

7g-r lrc-+

% Dif.

rc-z l1g-zq T.Pa¡. I  l ' l  l z T.Par. l l " l l z T.Par. I  I ' l  l z

I

J

o

10

10,04

6,64

D , ó O

4,69

6,2L

4E-9

2F.9

1E-9

1E-9

1E-9

8,42

5,29

4,37

3,58

3,67

3E-6

2E-6

rt1-o

1E-6

1E-6

4,97

3,28

, 7 A

2,45

t F.o

3E-4

2E-4

1E-3
1 F  '

tE'-4

!6,t37a

20,33%

L9,5870

23,66%

40,9t7o

50,4970

50,6%

48,88%

47,7670

53,4670

Tabla 4: Métod,o por bloques en dos etapas con iteraciones 'intemas Gauss-Seid,el. Compa-

rand,o d,istintas cotas de parad,a [)ara una rnatriz d,e Laplace 4096-5, usando 3 procesad,ores.

Como uno de nuestros objetivos es comparar este método con eI método

del gradiente conjugado precondicionado, hacemos la siguiente reflexión: en el

método del gradiente conjugado precondicionado, vamos a utilizar como criterio
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e :  10-7 e :  L } - a e: L0-2

q Error Error Error

2

o

I

l0

28.8

3E-9

9E-9

5E-9

6E-9

1E-6

3E-7

4F-7

2E-7

3F-7

1E-4

7R..5

5E-5

4E-5

58.5

Tabla 5: Comparaci,ón d,e d,isti,ntas cotas ile pamda atend,iend,o aI resi,iluo para el métod,o

por bloques en dos etapas con iteraciones 'i,nterno,s Gauss-Seid,el. Matriz de Laplace 1638/+,

usando 2 procesadores.

de pa,rada rTr 1€, corr e : 10-7, donde r : Ar - b, corresponde al residuo que

se produce en la iteración de paxada. Por otro lado, como puede observa¡se en

las Tablas 4y 5, si e :10-7, se produce un residuo r tal que rTr, es del orden

de 10-17, independientemente del tamaño de la matriz. Para poder reaüzar la

compaxación de los dos métodos tendremos que debilitar, por tanto, la cota de

parada actual hasta conseguir rTr < 10-7. Esto se consigue tomando como cota

de parada en el método por bloques en dos etapas e : 10-2.

7.4.4 Evolución de los tiempos atendiendo al número de

procesadores y al tamaño de la rnatriz

En la Subsección 7.4.2 se ha visto que para matrices de tamaños pequeños

(digamos, por ejemplo, de tamaño 4096), generalmente, no se consigue acelerar

demasiado el método de usar 2, a 3 ó 4 procesadores. Nuestro objetivo en este

apartado es ver cómo evolucionan los tiempos, pa,ra una matriz de un determina-
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l- ' - ¡
--l

t (seg.)

Figura 4: Tiempos erperimentales del método por bloques en dos etapas con 'iterac'iones

'intemas Gauss-Sei.d,el. Matri,z de Laplace 10000, usando 2, 3, 4 y 5 procesadores. IBM

RS/6000 SP. Cota d,e parad,a llr(t+ti - r(')llr < 10-2.

do tamaño, atendiendo al número de procesadores. Para esto, en las Figuras 4,

5(u) V 5(b) presentamos los tiempos de convergencia obtenidos para distintos

números de iteraciones internas, para las matrices de tamaño 10000, 16384 y

40000, respectivamente, atendiendo al número de procesadores utiüzado.

Como se puede observar, si q : 1, el mejor tiempo se obtiene utilizando 3

procesadores para las matrices de tamaño 10000 y 16384, y para Ia matriz 40000

usando 5 procesadores. Conforme aumenta el número de iteraciones internas,

el tamaño de la matriz influye en la elección del número de procesadores a

utilizar. Así, para las matrices de tamaño 10000 y 16384, los mejores tiempos

son 21,11 segundos y 50,71 segundos respectivamente, que se obtienen con 5

procesadores y q : 6, pero la reducción de tiempo frente al uso de 4 procesadores

es prácticamente inapreciable (0,8%). La reducción en tiempo frente al uso de

Número de iteraciones internm
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t (ses)

(a) TamaAo de la matriz; 16384.

5 5 0

5 0 0

4 5 0

4 0 0

3  5 0

3 0 0

200

r \ -

2 1 3 1 5 i ó 1 9

+ 2
+ 3

-  
460,67

448,14  L__ 422,04  _J  413,71_

3 5 0 , 3 1  1 3 1 8 , 7  1 3 0 5 . 4 9
_l_! o.o r_f 1'_I'52 _ )_12:_f 2 _

3 o 3 , l s l 3 O O . 3 l 3 0 9 . 3 8

+4 ¡ roces 432,49 3  1 3  . 4 7 2 7 9 . 9 7 2 6 1 . 2 5 2 5 5 , 4 7 2 5 3 . 4 7 2 5 9 , 6 3

4 3 2 . 3 2 3 0 5 _ 5 7 244-46 2 9 7  . 1 9 2 2 9 . 5 3 232-49

Nrfnero de iteraciones intemas

t (seg)

(b) tamaAo de la matriz: 40000.

Figura 5: Ti,ernpos experimentales del métod,o por bloques en d,os etapas con iteraciones

'i,ntemas Gauss-Seidel. Matrices de Laplace 16384 y 40000, usando 2, 3, 4 y 5 procesad,ores.

IBM RS/6000 SP. Cota ile parada llr(r+tl - c(¿)llt < 10-2.

7 4 , 1 7  |  7 4 , 2 1

9 8 . 1  l  |  6 7 , 1 2

Nrfonqo de itsaciones int€rnas
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2 procesadores está en torno aI 27% para la matriz de tamaño 10000 y aI 30%

para la matriz de tamaño 16384. Sin embargo, para la matriz de tamaño 40000

el mejor tiempo, 229,53 segundos obtenido también con 5 procesadores y q: 6,

consigue rebajar el tiempo en un 10% respecto al uso de 4 procesadores y en un

45% respecto al uso de 2 procesadores. Además se observa que a medida que

el número de iteraciones internas crece, se hace más significativa la reducción

en tiempo a medida que aumentamos el número de procesadores utilizados; la

tazón es obvia, un incremento en el número de iteraciones internas hace que el

tiempo de cálculo crezca frente al de comunicación, que disminuye.

De las figuras anteriores también se deduce que conforme aumentamos el

tamaño de la matriz el método iterativo se hace m¿ís lento. La Figura 6 ilustra en

qué medida los tiempos crecen al aumentar el tamaño de la matriz manteniendo

el mismo número de procesadores.

t (reg.)

+ 5 0

4 0 0

3 5 0

3 0 0

2 5 0

2 0 0

l 5 o

I O O

5 0

l+4  proccs .  i  _ . ._ - - - ] .U2

Figura 6: Ti,empos erperi,mentales d,et método por bloques en d,os etapas con'iterac'iones
'internas Gauss-Sei,d,el. Matri,ces de Laplace 10000, 16384 y 40000, usando 2 y I procesadores

a e:6. IBM RS/6000 SP. Cota de parada ll¿(r+tl - r(')llt < 10-2.
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7.4.5 Comparación de los métodos en dos etapas con el

método de Jacobi por bloques

A continuación, vamos a comparar los resultados del método por bloques

en dos etapas con ei método de Jacobi por bloques, que en principio posee un

buen paralelismo inherente. En este caso, los subsistemas diagonales se resuel-

ven (no se aproximan) utilizando Ia factorización completa de Choleski (FCC).

Para ello, presentamos en Ia Figura 7 los tiempos obtenidos con el método de

Jacobi por bloques, para las matrices de tamaño 10000 y 16384, usando 2 y 4

procesadores. En dicha figura presentamos también el tiempo que se ha necesi-

tado para calcular la factorización, y en Ia gráfi.ca, se da el porcentaje que este

tiempo representa frente a la resolución completa del problema. Si comparamos

estos datos con los obtenidos con el método por bloques en dos etapas usando

iteraciones internas Gauss-Seidel que se expusieron en Ia Tabla 3, se observa

claramente que este método es más rápido que el método de Jacobi por blo-

ques, incluso descontando el tiempo de la factorización. La Figura 8 resume los

tiempos obtenidos para distintos métodos por bloques en dos etapas de la Tabla

3 y los compara con los obtenidos con el método de Jacobi por bloques, para

2 y 4 procesadores y para las matrices de Laplace de tamaños 10000 y 16384.

Notemos que además se presenta en esta figura, el tiempo correspondiente al

método de Jacobi por bloques sin considerar el tiempo necesario para obtener

la factorización completa de Choleski (Bl/Jacobi - FCC).
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Matriz de Laplace

10000

Matriz de Laplace

16384

Procs. Iter. T. Par. T. FCC Iter. T. Pa¡. T. FCC

, 378 237,82 108,07 495 805,03 374,OL

4 580 72,02 26,24 754 235,5 91,58

(a)

45,11

-
35,44

l2 proces. [4 proes.

(b)

Figura 7: Resultailos d,el métoilo Jacobi por bloques. Matrices d,e Laplace 10000'9 16381

usand,o 2 y I procesailores. IBM RS/6000 SP. Cota ile parada llr(t+tl - r(')llt < L0-2.

5 0

4 5

4 0

.9 ¡o
6 2 5
I
x 2 0

l 5

l o

0
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t (seg.)

250

200

1 5 0

1 0 0

5 0

0

(a) tr,tattiu Laplace: 1,oooo.

t (seC.)

(b) trrt"t"iu Laplace: 16384.

Figura 8: Ti,empos erperi,mentales del método por bloques en d,os etapas con itemc'i;ones

intemas Gauss-Seidel E ilel método de Jacobi por bloques. Matrices de Laplace 10000 y 16384,

usando 2g lprocesad,ores. IBM RS/6000 SP. Cota d,eytarad,a ll¡(t+tl -r(¿)llt < 10-2.

800

700

600

s 0 0

400

3 0 0

200

1 0 0

0

I

I

il il Etu
q 1 BVJacob i  I  BVJacob i -  FCC

g2 proc 99,8 8 80,56  |  7357 805,03 431,02

a4 o ,  1 0 64,21 <  I  ? O 14392

BVJacob i  I  B l /Jacob i -FCC

3 1 , 7 8  |  2 9 , 0 3 237 ,82 | 129 ,7 5
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7.4.6 Influencia del parámetro de relajación

En las secciones anteriores, hemos estudiado el comportamiento de los mé-

todos por bloques en dos etapas usando para ia aproximación de los sistemas

internos el método iterativo Gauss-Seidel, es decir, usando el método SOR para

el caso particular en que u : I. En esta sección vamos a estudiar el compor-

tamiento del Algoritmo 7.1 con iteraciones internas SOR para distintos valores

del parámetro de relajación o. Las Tablas 6 y 7 muestran los tiempos de ejecu-

ción de dicho algoritmo para las matrices de Laplace de tamaño 10000 y 16384,

usando 3 y 4 procesadores, respectivamente. Como se puede apreciar, para cada

factor de relajaciónu,las conclusiones son similares a las obtenidas cuando se

utilizan iteraciones internas Gauss-Seidel (c,,' : 1). En particular, el número

de iteraciones globales decrece conforme aumentamos el número de iteraciones

internas. Este decrecimiento en el número de iteraciones globales produce un

menor tiempo de ejecución cuando compensa el hecho de realizar un número de

iteraciones internas determinado en cada bloque. Sin embargo, cabe mencionar

que para valores del parámetro de relajación próximos a2,la reaiización de más

iteraciones internas no consigue reducir el tiempo de ejecución.

Las Figuras 9, 10, LI, 12, 13 y 74, ilustran cómo influye la elección del

parámetro de relajación a.r en los tiempos de ejecución de los métodos por bloques

en dos etapas usando iteraciones internas SOR. En las Figuras 9 y 10 hemos

considerado? para la matriz de Laplace de tamaño 10000, varios métodos por

bloques en dos etapas que difieren en el número de iteraciones internas reali-

zadas en cada bioque. Pa.ra cada uno de ellas se ha calculado el tiempo de

ejecución para distintos valores de a.'. La Figura 9 presenta los resultados para
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t (seg.)

Figura 9: Ti,empos erperimentales del método por bloques en dos etapas con itemc'iones

intemas SOR. Matriz de Laplace 10000, usando 2 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de

parad,a lla(r+tl - z(¿)llr < 10-2.

2 procesadores y la Figura 10, para 4 procesadores. De forma análoga, las

Figuras 11 y 12 muestran los resultados obtenidos para Ia matriz de Laplace de

tamaño 16384 para 2 y 4 procesadores, respectivamente, y las Figuras 13 y 14

para la matriz de Laplace de tamaño 40000 para 2 y 5 procesadores.

De estas figuras se deduce que para las matrices de menor tamaño los tiem-

pos bajan a medida que se aumenta el número de iteraciones internas q? para

cualquier factor de relajación hasta cierto valor crítico. A partir de este valor

Ia situación empieza a invertirse hasta liegar a valores dei factor de reiajación

muy próximos a 1,9, donde se obtiene el mejor tiempo de ejecución del método

con q : 1. Es decir, el mejor tiempo se obtiene, independientemente dei número

de procesadores para au en torno a 1,9 y Q : L. Sin embargo, queremos hacer

notar, que se aprecia un aumento de dicho valor crítico atendiendo aI número

Factores de relajación
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5 0

1 5

4 0

3 0

2 5

2 0

l 5

l o

5

0

Factores de relajación

9 , 6 7  |  7  , t 9

2 A . O 2  |  2 3  . 3  2

t 2 . 4 4  |  I 1 . 5 7

t (seg.)

Figura 1.O: Tiempos erperi,mentales d,el método por bloques en dos etapas con'iterac'i,ones

intemas SOR. Matri,z de Laplace 10000, usando /¡ procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de

parada llr(t+t) - "(') llt 
< 10-2.

de procesadores usado, que se hace más patente cuando aumenta el tamaño de

Ia matriz. Así, de las Figuras t3 y 14 se deduce que, para Ia matriz de tamaño

40000, el mejor tiempo, 29,09 segundos, se ha obtenido con 5 procesadores, para

u : L,9 y q: 6, consiguiendo una reducción en el tiempo frente al uso de 2

procesadores de un 33%.
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t (s€g)

l +

l-- ;n;

Figura tL: Tiempos erperi,mentales ilel método por bloques en dos etapas con iterac'iones

'i,ntemas SOR. Matri,z de Laplace 16384, usando 2 procesad,ores. IBM RS/6000 SP. Cota de

parada llr(t+tl - z(¿)llr < 10-2.

t (sg.)

Figura L2 Ti,empos erperimentales del método por bloques en dos etapas con'iterac'iones

'intemas SOR. Matri,z de Laplace 16384, usando f procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de

parada lln(¿+1) - r(¿) llt < 10-2.

t 4 0

t 2 0

1 0 0

8 0

6 0

4 0

2 0

0

I ()O

8 0

ó o

4 0

2 0

0

r.r I r.2 _,1.__ r.3 I _t-1___l__1.5 _i __1:9, 1 L?___ijr
7 0 . 4 3  |  6 4 . 2 3  |  4 7 . a 3  3 7 . 8 7  1 3 0 . O 8  |  2 2 , 0 5  |  1 5 , 3 5

5 7 2 4  |  4 3 . r 2  1 3 8 . 1 2  1 3 2 , o 4  |  2 6 , 3 4  i  r A 3 4

3 s . 9 8 i 3 1 . 9 8  1 2 6 . 3 4
__1,s ,83_ l  11 ,62

Factores de relajación

s z , 9 l  |  4 4 , 4 6 3 5 , 3 8  I  2 8 , 3 8

2 7  . 3 4  2 3 . t  I

Factores de relajación
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Matriz de Laplace

10000

Matriz de Laplace

16384

q u) Iter. T.Par. Iter. T.Pa¡.

1

2

tr

o

10,149

5803

4L79

3350

38,26

27,84

23,55

25,O3

16894

9312

ooo4

5291

89,88

67,LL

57,52

60,54

I

2

o

t ,2 7360

4L72

2167

1835

26,96

20,09

L7,96

L9,32

1 1865

6645

3337

2329

63,12

47,79

43,05

49,92

1

2

o

o

L14 5053

2981

L681

L143

18,51

14,35

13,93

t5,2L

8108

4688

2526

r-881

43,2L

33,78

32,53

38,44
I

2

5

I

1r6 3237

2081

L32L

980

1 1,84

10,02

10,95

11,26

5150

3195

1918

L662

27,47

22,9

24,79

31,68

1

2

I

118 t740

1395

1051

829

6,54

6,73

8,79

8,99

2709

2037

r 4 0 I

r.310

L4,41

14,64

18,78

26,7L

I

2

I

1,9 1069

1 130

945

773

3,91

5,55

7,87

9,43

1613

1567

L272

L2L6

8,55

Ll,28

16,34

24,86

Tabla 6: Comparando eI métod,o por bloques en dos etapas con ¿terac'i,ones 'intemas SOR,

paro, di,stí,ntas nxatrices de Laplace, usando 3 procesad,ores. IBM RS/6000 SP. Cota de parad,a

l l r( t+t l  -  r(¿) l l r  < 10-2 .
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Matriz de Laplace

10000

Matriz de Laplace

16384

q u Iter T.Par. lter. T.Pa¡.

I

2

K

v

L r0581

5939

3003

2LL3

40,82

28,02

2!,87

22,83

L7062

9485

4661

3180

92,39

64,2L

51,39

53,16

I

2

o

1 , 2 7483

43t4

2334

2Lt3

' R  R O

20,33

16,99

22,67

12021

6825

3180

64,38

46,28

39,04

52,92

I

t

D

o

L'4 6L70

3133

1857

L484

t9,94

L4,79

13,51

l-5,94

8256

4881

275t

2LtS

44,46

33,07

30,36

35,40

2

D

q

1,6 3351

2248

1 504

L296

L2,9r

10,58

10,97

13,86

5294

3408

, 1  < A

1796

28,38

23,11

23,76

29,98

1

I

1 R I ó D +

1584

L239

1160

7,19

7,47

9,02

12,41

2854

2277

1701

I-558

18,44

15,41

L8,72

26,O3

1

2

5

I

1 0 1186

1351

1123

1 108

+,oo

6,38

8,15

11,91

1761

1819

L522

1 468

9,39

t2,27

16,92

24,46

Tabla 7: Comparando eI método por bloques en d,os eto,po,s con'i,terac'iones i,ntemas SOR,

para disti,ntl,s nxatrices de Laplace, usando f procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de parad,a

l l¿ ( t+ t ¡  -  r (¿) l l r  <  10-2  .
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t (seg.)

7 0 0

6 0 0

5  0 0

4 0 0

3 0 0

2 0 0

1 0 0

4 5 8 . O  I

3  7 6 . O 3

-,r :9 -.
8 0 , 1 5

¡ , 9

!::Y
5  1 , 6 8

3 4 9 , 7 7

Figura L3: Ti.empos erperirnentales del rnétodo por bloques en dos etapas con'i.temc'iones

'i,ntemas SOR. Matri.z de Laplace 40000, usando 2 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de

parada llr(t+tl - z(') l lt < 10-2.

t (rec.)

Figura L4: Ti,empos erperimentales del método por bloques en d,os etapas con'íterac'iones
'intemas SOR. Matri,z de Laplace 40000, usando 5 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de

parada l l r ( t+t l  -r(¿) l l r  < 10-2.

5 0 0

4 0 0

3 0 0

2 0 0

l o o

o

-l:,=r- \-\.-.

R

o,9 I  I r , r  |  _ 1 , 2  j  r , 3  I  1 , 4 t . 6
--1.:.7 .
I  O l . ¡

1 , 8 t . 9

< ) t A  1 4 a ) 1 7 3 6 8 , 1  i  3 0 8 , 0 8  1  2 5 6 , 6 9  2 t t , 2 9 7 0 , 9 9

+ o = 2 3 6 2 , 2 3  I 3 0 5 , 5 7 2 5 8 , 1  I  | 2 1 8 , 2 3  I 1 8 3 , 9 3  1 5 4 , 0 6 l  2 8 . 0  6 0 5 . 0 ó 8 4 . 9 4  | 6 6 . 8 1 5 0 . 9 1

2  6 ó . 0  I  2 2 9  . 3 9 L a g 3 2  1  t 2 3 . 9 9  l  o l . o l  9 3 .  7 7 6 . 7 7  I  6 5 . 5 4 s 4 , o 9  I  3 2 , 4 3  j  2 9 , 0 9

Frctores de rebjación

t . 3  |  t . 4

|  1 9 , 7 43  t 6 , 2 6 2 6 0 , 5 4  2 0 6 , 9 4

2 6 t  . 7 7

1 0 3 - ó 2  i  8 9

Factores de rebjación

Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.
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7.4Implementación de los métodos iterutir 2S9

7.4.7 Comparación de los métodos usando iteraciones in-

ternas SOR v SSOR

En esta sección presentamos resultados ilustrativos del método por bloques

en dos etapas utilizando para la aproximación del sistema interno el método

SSOR y comparamos dichos resultados con los obtenidos utilizando como apro-

ximación de dicho sistema la obtenida por ei método SOR.

Estudiaremos el comportamiento considerando las matrices de Laplace de

tamaños 10000, 16384 y 40000. En las Tablas 8 y 9 podemos observar los resul-

tados numéricos, atendiendo al factor de relajación, al utilizar 2 procesadores

y en las Tablas 10 y 11 cuando utilizamos 4 procesadores. Como se puede ob-

servar, en dichas tablas, conforme se aumenta el factor de relajación, el número

de iteraciones internas óptimas disminuye. Por otro lado, para cualquier q, los

tiempos bajan al aumentar el factor de relajacíón u, hasta un r,.r óptimo en el

que los tiempos comienzan a subir. Este o óptimo ha resultado en nuestros ex-

perimentos en torno a I,7 y 1,8, algo más bajos que utilizando el método SOR

en las iteraciones internas. Esto es independiente del tamaño de la matriz y del

número de procesadores elegido. Esto queda reflejado, de forma más clara, en

las Figuras 15, 16 y 17. Sin embargo, el número de iteraciones internas óptimo

parece aumentar con el número de procesadores utilizados, para un tamaño de

matriz fija. Esto es debido a que conforme aumenta el número de procesadores,

los tamaños de los bloques asignados a estos son más pequeños, y por tanto

la realización de más iteraciones internas se compensa con Ia reducción en el

número de iteraciones globales. Así por ejemplo, para Ia mahiz de tamaño

16384 usando 2 procesadores, se obtiene el mejor tiempo (20,13 segundos) con

Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.
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260 7 Experimentos numéricos.

Q: I y con 4 procesadores (20,99) para Q:2.

Por otra parte, aunque generalmente el tiempo de ejecución baja al aumen-

tar, de forma racional, el número de procesadors, se ha observado que esto se

invierte en determinados casos cuando trabajamos con el factor de relajación

óptimo.

Para finalizar esta sección, comparamos los resultado de este método con el

que resulta de aplicar eI método SOR para el cálculo de las iteraciones internas.

En las Figuras 18 y 19 comparamos ambos métodos para la matriz de Laplace de

tamaño 16384, para distintas elecciones del factor de relajación ¿¿. En las Figuras

20 y 2l aparecen los resultados para la matriz de Laplace de tamaño 40000.

Como podemos observar, para valores pequeños de o.r próximos a 1 se obtienen

mejores resultados con el método SSOR, pero conforme nos vamos acercando

ai r...r óptimo usando iteraciones internas SSOR, esto se invierte y resulta ser

mejor el método SOR. Tengamos en cuenta que aunque para Lú : \, se consigue

la resolución del método por bloques en dos etapas con iteraciones internas

SOR, con más iteraciones de las necesarias cuando se utiliza el método SSOR,

a medida que aumentamos el factor de relajación ¿,r se va igualando el número

de iteraciones, llegando incluso a invertirse la situación (ver Figuras 22 y 23).

Si tenemos en cuenta que el factor de relajación óptimo suele ser relativamente

grande y que cada iteración del método SSOR corresponde a dos iteraciones

SOR, es fácil deducir, como se refleja en las figuras y tablas anteriores que el

mejor algoritmo paralelo se obtiene con el método SOR, para cualquier tamaño

de matriz.

Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.
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T.4Implementación de los métodos iterativos paralelos en dos etapas 267

t (seg)

(a) 2 procesa.dores

t (seg)

(b) 4 p"ocesado"es.

Figura L5: Tiempos erperi,mentales d,el rnétodo por bloques en dos etapas con'i,teraciones

'i,ntemas SSOR. Matri,z de Laplace 10000, usando 2 y /¡ procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota

ile parada llr(t+tl - r(t)llr < 10-2.

' . t  ._ l_,1._r_ |  r .3 |  | .4

?l :11 11! i6 L_! t l t_
. . 2 O , r 4  i  r 7 . 3 2  |  t 4 9 2 _ _ .

7  |  2 t - 3 3  i 1 9 . 3 8  i l 7

1 , 6  i - _ . 1 , , 7  L  
1 . 8

l o . ó r  |  9 . 0 3

1 1 . 2 6  |  r o , 2 3  |  9 , ó z

r  s , ¡z I  l  +,ez I

3 0 , ó 8  |  2 s . 8 7

2 7  . 4 6  |  2 3 . 4 4

Frctores de relairción

_t¡!_, I t.z i '.¡ i t.¿ i_-t'. _1 f."__L_:¡__l__:.t _L__l.t
24¡2 | 20.73 r zo.e I r"J-i-t;:tI-rt.tr l -¡t--i--to.* l- l; i

l l J r r  r " J j -T ro .o¿  ;  l o¿z

Factores de relajación
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262 7 Experimentos numéricos.

9 5

8 5

6 5

t (seS.) 5s

4 5

2 5

t 5

(a) 2 procesadores.

t (seg)

(b) a proccsadores.

Figura L6: Ti,empos experi,mentales del método por bloques en ilos etapas con itemciones

'úntemas SSOR. Matri,z ile Laplace 16384, usand,o 2 y I procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota

ile parada llr(r+tl - r(¿) llt < 10-2.

t , 7  |  1 , 8  |  1 , 9

5 5 , 3 9  |  4 ó , 3  l9 2 . 6 r  |  7 7 , a 7

Frctores de relajrción

Factores de relajrción

Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.
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de los métodos iterativos alelos en dos et

t (seg)

Figura t7: Ti,empos erperi,mentoles ilel métoilo por bloques en dos etapas con itemc'iones

intemas SSOR. Matri,z d,e Laplace 40000, usand,o f procesad,ores. IBM RS/6000 SP. Cota de

parada llr(t+tl - r(¿)llr < 10-2.

l 3 ó . 7 8  I  1 r 4 , 2 63 A 9 . a 7  l 3 2 s , a 7  l 2 7 s , O 6

2 6 4 . 6 r  |  2 2 6 , O 2

Frctor€s de relajación

Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.
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Matriz de Laplace

10000

Matriz de Laplace

16384

Matriz de Laplace

40000

q a Iter. T.Par. Iter. T.Par. Iter. T.Par.

I

2

J

A

o

I

0,9 672L

3749

27L7

2L93

1876

1665

1316

36,33

32,28

32,03

32,9

34,02

35,57

40,59

10860

6002

4308

3442

29t7

2565

1978

92,6L

83,58

82,49

84,22

86,88

90

LOO,77

26045

L4219

10073

7943

oo+4

5767

4291

513,02

466,35

46L,97

467,84

477,66

490,22

534,39

1

2

3

o

I

I 5661

3190

2337

1906

1646

L474

1191

30,68

27,46

27,54

28,56

29,85

31,45

36,8

9128

bUóD

3680

2966

2534

2245

t767

77,87

72,72

70,39

72,39

75,3L

78,68

89,84

21833

1 1976

8529

6763

5688

4965

3751

430,33

392,7O

390,81

397,95

4O9,17

421,86

465,56

L

2

o

o

I

1 t 4037

2341

t763

I475

1304

119t"

1009

2L,84

20,L4

20,82

22,11

23,7

25,42

31,I-5

6469

3685

2728

2247

1958

1768

55,39

51,03

52,27

54,98

58,83

62,06

74,16

t5347

8535

6170

4967

4239

3752

2943

3O2,54

279,75

282,85

293,2O

31L,27

321,16

365,00

I

2

J

A

Á

o

o

1 A 2862

L732

1357

1L74

1067

997

876

L4,92

16,02

L7,6

19,38

2r,27
23,O9

3332

267L

2046

1736

1435

L242

38,69

37,02

39,23
L '  ^7

46,26

50,35

63,26

1 0576

6017

4454

3669

3r.99

2888

2378

208,50

L97,23

204,07

2L6,47

23O,34

247,09

294,84

Tabla 8: Comparación de t'iempos del métod,o por bloques en dos etapas con 'iterac'iones

'intemas SSOR, pa,ra di,sti,ntas rnl,trices d,e Laplace, usando 2 procesad,ores. IBM RS/6000

SP. Cota d,e parada llr(t+t¡ - r(¿)llr <L0-2.
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Matriz de Laplace

10000

Matriz de Laplace

16384

Matriz de Laplace

40000

q u) Iter. T.Par. Iter. T.Par. Iter. T.Par.

1

2

3

4

5

o

r ,o 2024

1303

1071

962

901

862

10,96

lL,26

12,7!

14,93

16,45

18,53

3LL2

t-937

1554

1371

L266

1199

26,54

27,03

29,75

33,5

37,69

42,O3

6979

4131

3L76

2705

2435

2258

137,55

135,43

145,60

159,51

175,2L

r.91,71

I

2

3

4

5

t)

o

1,8 1659

1120

944

861

815

787

747

9,03

9,67

1 1,15

L2,92

14,87

16,89

23,32

2356

1556

L2g4

1169

1099

1056

994

20,13

2r,54

24,78

28,59

32,68

37,05

50,65

4636

2930

2365

2092

1937

1839

L692

91,37

95,98

108,44

t23,22

l-39,20

L56,21

209,85

I

2

3

4

o

6

o

1 ( ¡ 2L46

1369

1105

975

898

849

773

1"1,66

11,81-

13,1.1.

14,7

16,38

18,18

24,Or

2870

1822

1466

L290

1 186

1119

1016

24,5r

25,23

28,06

3L,7L

35,35

39,24

5t,78

4967

3113

2483

2169

1985

1865

1679

97,9

t02,47

113,75

L27,7

L42,95

158,34

210,35

Tabla 9: Comparaci,ón de tiernpos d,el método por bloques en dos etl,pas con 'i,teraciones

intemas SSOR, para d,istintzr nxatrices ile Laplace, usan¡lo 2 procesadores. IBM RS/6000

SP. Cota de parada llr(t+tl - r(¿)llr < 10-2.
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Matriz de Laplace

10000

Matriz de Laplace

16384

Matriz de Laplace

40000

q @ Iter. T.Par. Iter. T.Par. Iter. T.Par.

1

2

3

4

b

6

I

0 ,9 7010

4056

3042

2531

2224

2020

1682

25,64

23,9

23,83

24,39

25,46

28,82

tt229

6395

4725

3878

3366

3024

2455

78,12

61,11

57,47

57,52

58,43

60,38

68,2

26619

14833

10726

R,Á'R

7353

6495

D U D O

386,87

310,75

294,43

292,3

299,24

303,6

334,04

1

2
ó

o

I

1 5953

3507

2672

2253

2002

L756

I O O I

28,43

22,19

21,04

2L,25

21,98

22,32

26,78

9502

5490

4t1L

34t4

2994

27L4

2250

66,28

60,13

49,94

50,36

64,81

54,15

224L5

L26LO

9206

7470

6418

5433

4529

325,87

2U,61

253,2

253,56

261,8

267,54

299,55

1

2

J

A

5

o

L , 2 4348

2678

2L16

1837

1671

t562

1561

20,73

16,92

16,65

17,3

18,32

19,55

23,79

6847

4tr7

3184

27L6

2437

225L

2022

47,73

39,38

40,13

42,3

++,4,7

44,95

53,9

I D V O ó

92L6

6892

D l l a

5005

4530

3741

232,16

1 93,15

189,67

193,82

201,81

2L4,99

247,27

1

2

3

+

o

I

' t L 3213

2092

1982

1655

144L

1323

1262

18,32

r5,72

18,54

18,11

16,03

19,09

19,99

4981

3L37

2524

2222

2044

r-926

t735

34,66

30,06

30,73

32,84

35,48

38,48

48,r4

Lt282

O / D D

5220

4452

3992

3688

3185

L64,07

L4L,43

145,76

150,55

l-60,75

L72,27

2LO,26

Tabla tO; Comparac¿ón de tiempos del nétodo por bloques en dos etapas con'iterl,ciones

intemas SSOR, pare distintas nxz,trices d,e Laplace, usando f procesadores. IBM RS/6000 SP.

Cota d,e parada lls(t+t¡ - r(¿)llr < 10-2.
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Matriz de Laplace

10000

Matriz de Laplace

16384

Matriz de Laplace

40000

u Iter. T.Pa¡. Iter. T.Par. Iter. T.Par.

I

o

A

K

6

9

2786

1870

t574

1433

1352

t299

L2t5

13,32

L1,,79
1 a  Á a

13,48

14,83

16,27

20,85

4255

2758

2267

2029

1891

1800

roo+

29,61

26,44

27,56

to  oo

32,84

35,98

46,02

9426

5778

4000

3950

359r

3354

2967

136,78

121,03

L24,64

r33,74

L44,54

roo,o r

195,88

1

4

o

a

1,6 2456

1696

r454

L342

L278

1238

1 176

11,32

10,73

tt,44

12,66

14,01

20,t6

3672

245r

2056

1869

L762

1693

l b ó b

25,56

23,5

25,O4

27,6

30,64

33,84

44,06

7868

4956

399r"

3521

3247

3068

2779

tL4,26

103,84

109,25

11,9,13

13L,08

143,33

183,5

1

n

o

I

I R 2306

1603

1375

1268

t209

r r l ¿

IL26

10,98

1o,27

10,82

11,95

L3,26

1 Á  7 t

19,32

3205

2LgL

1859

L702

l o  ro

L562

1488

22,32

20,99

22,66

25,L6

28,06

31,24

4 1  4

6023

3971

3292

2966

2781

2665

2496

99,r4

83,2

90,17

100,76

112,05

L27,48

165,08

1

a

A

6

I

1 q e1 '77

2045

r660

L470

l ó 5 ó

1287

7177

15,31

12,9

13,06

13,86

14,9

L6,T2

20,58

3345

2001

2L9L

1768

LOóZ

t344

1244

to  L ' l

25,91

26,69

29,87

30,09

43,54

50,31

7185

4AO I

3663

3220

2958

2789

2528

104,33

95,50

l-00,39

1,08,94

t-19,19

L30,27

L67,02

Tabla L1: Cornparaci,ón de ti,empos del método por bloques en dos etz,pas con ¿terac'iones

,intem,as SSOR, para di,sti,ntas n-Latrices de Laplace, usando f procesadores. IBM RS/6000 SP.

Cota d,e parad,a llzt¿+t) - r(¿) llt < 10-2.
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Nrhnero de iteraciones intenas

(a) r. , :  t

t (seS.)

( b ) u , : 1 , a

Figura t8: Ti,empos erperimentales d,el método por bloques en d,os etapas con iteraciones

'intemas SOR a SSOR. Matri,z de Laplace 16384, usando f procesad'ores. IBM RS/6000 SP.

Cota d,e parad,a lls(r+tl - u (') l lt < 10-2.

3o,oó  |  to , ¡s

44.46 |  33.07

Nrknqo de iteraciones intms

Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.
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t (seg.)

r (ss.)

4 5

4 0

3 5

3 0

2 5

2 0

(a) cu : 1,6

1 5

4 0

3 5

3 0

2 5

2 0

l 0

(b )  o ,  :  1 ,8

Figura t9: Tiempos erperirnentales iIeI método por bloques en dos etapes con'i,terac'iones

,intemas SOR y SSOR. Matri,z ile Laplace 16384, usl,ndo /¡ procesadores. IBM RS/6A00 SP.

Cota de parada llr(t+t) - t(') llt < 10-2.

Núrnero de iteracionG internas

Nrirnero de iteraciones intmas

Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.
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t (seS.)

t (seg.)

4 5 0

4 0 0

3  5 0

3 0 0

2 5 0

2 0 0

(a) r.,: t

2 5 0

200

1 5 0

1 0 0

5 0

0

(b) a, :  l ,a

Figura 2O: Tiempos erper¿n'tentales d,el métod,o por bloques en d,as etapas con iterac'i,ones

,intemas SOR a SSOR. Matri,z de Laplace 40000, usando /¡ procesadores. IBM RS/6000 SP.

Cota d,e parada lls(r+t¡ - r(¿)llt < L0-2.

2 6 4 , 6 1  i  2 5 3 , 2

Nrknso de iteracionc ¡ntmas

Nunero de iteraciones intmas
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t (seg)

(a) a. '  = 1,6

2 0 0

|  8 0

1 6 0

1 4 0

r 2 0

I  O 0

8 0

6 0

4 0

o

t (ss.)

(b) ,,.' : r,8

Figura 2l: Tiempos etperi,mentales d,el método por bloques en dos etapas con iterac'i'ones

,internas SOR U SSOR. Matri,z de Laplace 40000, usando /¡ procesad,ores. IBM RS/6000 SP.

Cota d,e parada llr(t+tl - t(t)llr < 10-2.

1 8 0

1 6 0

t 4 0

1 2 0

t o o

8 0

6 0

4 0

2 0

o

-/
J /r

r l 2 1 3 l 4 1 5 ó 1 9

9 9 , 1  4 8 3 .2 9 0 , 1  7 l  0 0 , ? 6 I  1 2 . 0 5 t 2 7 . 4 4 ¡  6 5 . 0  8

---.1- 8 0 , 1 5 7 9 . 7 2 4 7 . 1 9 4 . 9 1 I  0 3 , 6 2 I  3 1 - 3 ó

Nú¡nero de iteraciones intemas

r 0 3 . 8 4  I  1 0 9 , 2 5

Núrnso de itenciones internas

Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2000.



272 7 Expeümentos numéricos.

3 4 5

Nwnso de iteraciones intmas

(a )  , :  t

3 4 5

Nrhnqo de iteraciones intems

l5s:l-t-*l

(b) r,.': r,a

Figura 22; Iteraciones ¡lel müod,o por bloques en d,os etapas con'i,teraciones i,nternas SOR

U SSOR. Matriz de Laplace 16384, usando /¡ procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada

l l r( t+t l  -  r( t ) l l r  < 10-2.

|  8 0 0 0

I  ó O O O

I  4 0 0 0

I  2 0 0 0
n .
F t  oooo

E  eoooa
ó 0 0 0

4 0 0 0

2 0 0 0

0

9 0 0 0

8 0 0 0

7 0 0 0

. "  ó 0 0 0
o
X  5 o o 0

E  4 o o o
o
-  3  o o o

2 0 0 0

1 0 0 0

o

l-
f, I -

i l g | : . T I
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6 0 0 0

5 0 0 0

4 0 0 0

3  0 0 0

2 0 0 0

I  O 0 0

0
3 4 5

Nú¡nero de iteraciones intema

| - - _ ' - - l
lElssoRlsoR I
L

(a)  c , r :  r ,o

3  5 0 0

3 0 0 0

2  5 0 0

2 0 0 0

1 5 0 0

I  O 0 0

5  0 0

o
3 4 5

Núrnao de iteraciones intem6

i@ssoRlsoR I

(b) r,.' : 1,8

Figura 23: Iteraci,ones d,el método por bloques en d,os etapas con'iterac'i,ones i,nternas SOR

y SSOR. Matri,z ile Laplace 16384, usando f procesad,ores. IBM RS/6000 SP. Cota de parad,a

l l r(r+t l  -"(z) l l r  < 10-2.
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7.4.8 Variando las iteraciones internas

Uno de los problemas que se piantea, cuando se estudia un método en dos

etapas, es la elección del número de iteraciones internas. Hasta ahora en Ia

elección hecha del número de procesadores y del número de filas con las que

trabaja cada procesador, hay un equilibrio que hace que todos los procesadores

tengan aproximadamente la misma carga, es decir, todos aproximan sistemas de

ecuaciones con un número de elementos similar. Es por esto, por lo que en los

experimentos mostrados hasta el momento, se ha mantenido fijo el número de

iteraciones internas para cada bloque.

Nos interesa por tanto estudiar qué ocurre, cuando se produce un desequili-

brio en la carga asignada a cada uno de los procesadores. La Tabla 12 ilustra

esta situación comparando distintos métodos por bloques en dos etapas aten-

diendo a la elección del número de iteraciones internas Gauss-Seidel realizadas

por cada procesador. En ellas se ha considerado la matriz de Laplace de tamaño

10000 y se han utilizado 2 procesadores. Se han distinguido dos casos. En ei

primer caso se ha asignado a cada uno de los procesadores 5000 filas y en el

segundo, un procesador trabaja con 2500 filas y el otro con 7500. Dicha tabla

refleja que si Ia carga asignada a cada procesador es parecida, Io más lógico

parece elegir los factores no estacionarios algo mayores que 1, e iguales para

todos los bloques. Por el contrario, si hay un desequilibrio en la carga entre los

procesadores, se puede elegir el número de iteraciones internas realizadas, para

cada bloque, diferente con el fin de conseguir un equilibrio de carga a priori,

resolviendo el problema en menor tiempo.

Siguiendo con el estudio de la elección del nrímero de iteraciones internas,
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Filas/Bl: 50002 Filas/BI: 2500.7500

q lter. T.Par. Iter. T.Par.

1

6

^ ,

R ¿

L2,4

10309

2680

2338

4587

2622

2469

39,96

29,03

29,39

39,66

40,29

54,52

l-0184

253t

2185

5303

29t7

2469

55,99

39,4

39,5

42,68

38,09

54,52

Tabla 12: Comparac,ión de ti,empos para eI método por bloques en dos etapas con'¿teracxones

,intemas Gauss-Sei,d,el. Matri,z de Laplace 10000, usando 2 procesadores con cargl, de trabajo

cornpensad,a y d,escompensada entre ellos. IBM RS/6000 SP. Cota d,e parada ll¡(t+tl -r(¿) llr <

10-2.

nos planteamos variax éstas cada cierto número de iteraciones externas. Los dos

criterios elegidos para el estudio del comportamiento del método han sido:

q(n i , ter ) :max( l ,  q- ln t ' ter lk l ) )  ,  -  tL ' - - - - ' /  J /  
|  ke {250 ,500 } .

q(n i , ter ) :q+ln i , ter lk l  )

En estas expresiones,) ni,ter indica el valor actual de la iteración externa y

[.] denota la parte entera de un número reai. Notemos que ia eiección de

q(ni,ter): max(1, q - lniterlk]) indica que el número de iteraciones internas

se inicia con el valor de q y se reduce en una unidad cada lt iteraciones externas

hasta llegar a un mínimo de 1 , en el que permanece constante; es obvio que si

Q : I, entonces q(ni,ter) : max(l, I - [ni,ter lk]) : 1. Por otro lado, la elección

de q(ni,ter) : q* lni,terlkl, indica que ei número de iteraciones internas va au-

mentando en una unidad cada k iteraciones externas a partir de un valor inicial

g. Los resultados obtenidos con estas elecciones para el número de iteraciones

internas, Ios comparamos con el criterio usual que hemos considerado hasta el

momento, es decir, que cada procesador realice un número fijo q de iteraciones
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internas en su ejecución.

Para comparar estos criterios, presentamos en las Figuras 24 y 25 resultados

del método por bloques en dos etapas con iteraciones internas SOR para la

matriz de Laplace de tamaño 16384 usando 2 procesadores. Para a,r : 1, el

mejor resultado lo obtenemos paxa el criterio usual de mantener el número de

iteraciones internas fijo, siendo el criterio q(niter) : q+lni,ter 15001, el que ofrece

resultados miís próximos. Por el contrario, conforme aumenta el parámetro de

relajación, la situación se inüerte hasta llegar a obtener mejores resultados con

eI criterio q(niter): max(l, q - lniter 1250]).

En la Tabla 13 comparamos estos dos criterios en la elección de las iteraciones

internas con la elección de factores no estacionarios fijos, cuando resolvemos un

problema mayor con más procesadores. La matriz utilizada, en este caso, ha

sido la matriz de Laplace de tamaño 40000 usando 4 procesadores. Observamos

una sitación similar a Ia comentada anteriormente.

De todo 1o expuesto en relación a los criterios de elección de Ia iteraciones

internas, pensamos que es muy difícil el poder asegruar a priori que la elección

de uno de estos criterios redundará en un beneficio frente a la elección de un

número fijo de iteraciones internas. Además, el beneficio que se obtendría podría

ser, en ocasiones, casi inapreciable.
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t (sg)

(a) a, = t

t (seg.)

7 0

6 0

5 0
2 3 i 4 _ . 6

+ 7 0 , 4 3 5 7  - 2 4 i44:  1 i1e4 5  4 . 1

6 0 , 1  3 5 9 - 7  | 60.37 60,o5 6 2 , 1 8

5 7  - 1 7 5 6 . 3 7 5 6 , 9 3 5  8 . O 4

+d =ñax l r  o  -  fd te r /2so l ) 7  0 . 4 3 ó 8 , 5 9 6 i , z a  I ó5 ,s ó o - 9 5

6 7 , 9 7 | ó s ¡ 5 , 6 2 , 2 4 5  7 . ó a 52.9  s

Nírnao de itmcionc intmas

(b) u., : r,2

Figura 24: Comparac'ión de tiempos entre los d,iferentes críterios d,e elecci,ón del ntimero de

itemciones ,intemas. Métod,o en dos etapas con'iterac'i,ones internas SOR. Matri'z d'e Laplace

16384, usand,o 2procesad,ores. IBM RS/6000 SP. Cota deparad,a llr(t+tl -r¡ll < t0-2.

, , J  '

42,67srJ, I

Nú¡nero de iteracionm intm6
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4 9

1 7

4 5

t (seg) 43

4 l

3 9

3 5

( a )  a : ¡ a

t (seg)

(b) c..' : 1,8

Figura 25: Compamci,ón de ti,empos entre los di,ferentes cri,teri,os ile el,ección d,el número ile

'itemc'i,ones'i,ntemas. Método en ilos etapas con iteraciones 'i,nternas SOR. Matriz d,e Laplace

16384, usanilo 2 procnsad,ores. IBM RS/6000 SP. Cota de pamd,a llr(t+tl - r¿ ll < 10-2.

_39,7 5__

43,5 s

3 8 , 5 8  |  3 8 , 7 2

Nl:mero de iteraciones intema

+ q  ( f i j o )  |  1 5 , 3 5

1 5 , 3 s  I  r s , o l+o =ñax(l  -o -  íeiacr/2s0

1 5 . 3 5  |  1 5 . 0 2 t 5 . 2 4  |  t 6 . 7 2
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Iter. internas

max(l,q -lniterl2sol)

Iter. internas

q * ln'i'terl25ol

Iter. inte¡nas

s fijo

'u) q Iter. T.Par. lter- T.Par. Iter. T.Par.

I 1

o

40769

40558

375t2

432,43

432,28

408,98

6t44

59L2

5156

310,7

309,53

313,96

40769

2239L

9203

432,43

313,87

253,47

1 L 1

2

o

r94a7

L927L

16790

208,87

204,34

r90,24

4564

4348

3734

182,15

181,94

L91,47

t9487

1l-131

5204

208,87

156,85

L43,67

1 R I

¿
o

6387

6262

b l- it9

80,15

78,18

78,94

3156

2995

2677

95,85

97,78

118,1,7

6387

i  < 7 4

2957

80,15

77,33

L03,62

Tabla L3: Comparac¿ón de ti,empos entre los d,iferentes criterios de elección del número de

i,teraci,ones ,i,ntemas. Método en dos etl,pas con'iterac'i,ones 'internes SOR. Matri'z de Laplace

40000, uland,o f procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de pamd,a llr(t+tl - nlll <10-2.
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7.4.9 Comportamiento del método atendiendo al multi-

procesador usado

Las Tablas 14 y 15 ilustran cómo se comportan estos métodos atendiendo al

multiprocesador usado. Los resultados de Ia Tabla 14 corresponden al método

en dos etapas por bloques con iteraciones internas Gauss-Seidel y los de la Ta-

bla 15 con iteraciones internas SSOR. En ambas tablas se ha usado la matriz

de Laplace 409GN. Como podemos observar, aunque las conclusiones que se

obtienen en Io que se refi.ere al comportamiento de dichos métodos son simila-

res en el IBM RS/6000 SP y en el Cluster de Pentiums, ios tiempos aumentan

considerablemente de utilizar una u otra plataforma. Obviamente, ia velocidad

de comunicación y CPU del Cluster es mucho menor que la del IBM RS/6000

SP. No obstante, cabe mencionar que mientras en el IBM RS/6000 SP no conse-

guimos, en ocasiones, disminuir el tiempo al aumentar el número de iteraciones

internas, ocuffe justamente lo contrario en el Cluster (ver por ejemplo, los tiem-

pos para Q: 1,2 y a :1,4 en la Tabla 15). La explicación la encontramos

en que en el IBM RS/6000 SP la reducción en el número de iteraciones globales

puede no compensar el hecho de realizar más iteraciones internas, debido a que

Ias comunicaciones son muy rápidas; en el Cluster, al ser ias comunicaciones

más lentas, la misma reducción en el número de iteraciones giobales sí puede

afectar, positivamente, en el tiempo total.

Así, para ilustrar la diferencia de tiempos en el Cluster, en las Figuras 26,

27, 28 y 29 se compara el tiempo de CPU y el tiempo REAL de convergencia

obtenidos en el Cluster de Pentiums para estos métodos por bloques en dos

etapas al incrementar el número de iteraciones internas Gauss-Seidel. En las
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Figuras 26 y 27 , se presentan los resultados para la matriz 409GN usando 2 y

4 procesadores, respectivamente. Las Figuras 28 y 29 ilustran el mismo tipo de

resultados para Ia maftíz de Laplace de tamaño 50000, que recordemos tiene 100

bloques B de tamaño 500. Observamos que Ia gran diferencia existente entre

ambos tiempos se reduce considerablemente conforme aumentamos el número de

iteraciones internas. Esto es tógico ya que se reduce el número de comunicaciones

entre procesadores.

En estas fi"guras también se presenta el porcentaje que representa el tiempo

que no es de CPU (diferencia entre eI R"EAL y el de CPU) frente aI tiempo

REAL d.e ejecución. Obviamente este porcentaje crece para una matriz da-

da, al aumentar el número de procesadores ya que cuantos más procesadores

intervengan en la resolución del problema se disminuye el tamaño de los blo'

ques asignados a cada procesador y por tanto, se reduce eI tiempo de CPU,

pero aumenta el número de comunicaciones. Por otra parte, si fijamos ahora el

número de procesadores (comparar Figura 26 corr Figura 28, y las Figuras 27 y

29) observamos que conforme aumenta el tamaño de la matriz este porcentaje

disminuye, es decir, el tiempo de cálculo aumenta más que eI de comunicación.
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1 6 0

1 4 0

1 2 0

1 0 0

t (sg:)  80

ó o

4 0

2 0

o

4 5

4 0

3 5

3 0
g
r  2 s
e
X 2 0

l o

5

Figura 26: Comparaci,ón ile los tiempos REALES y ile CPU para el métoilo por bloques

en d,os etapas con'i,teraciones 'intemas Gauss-Seidel. Matriz d,e Laplace 4096-N usand'o 2

procesailores. IBM RS/6000 SP. Cota d,e paraila llr(t+tl - r(')llr < 10-7.

Nrfonso de itemciones intm6
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1 6 0

1 4 0

t 2 0

1 0 0

t (seS.) 80

6 0

4 0

2 0

o

Nrfonero de itencionee intms

2 3

Nrirnero de iterciones intm6

Figura 27: Comparac'ión de los ti,ernpos REALES y ile CPU para eI métoilo por bloques

en dos etapas con iteraciones intemas Gauss-Sei,ilel. Matri,z ile Laplace 4096-N usand'o I

procesarlores. IBM RS/6000 SP. Cota ile paraila llr(t+tl - r(¿)llr < 10-7.
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t (seg)

3 5

3 0

.9.
ñ '  20

g
¡ {  1 5

t o

5

o

Nwnero de itsrciones intmas

Figura 28 Comparación d,e los ti,empos REALES y d,e CPU para eI método por bloques en

dos etapas con'iteraciones intemas Gauss-Seid,el. Matri,z d,e Laplnce 50000 usarulo 2 procesa-

d,ores. IBM RS/6000 SP. Cota d,e parada llr(t+tl - r(')llt < 10-4.

Nrfonso de itenciones intemrc
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t (s€g)

4 5 0 0

4000

3 500

3 000

2500

2000

r  5 0 0

¡  ooo

5 0 0

0

NrAnero de it€racion6 intem6

Figura 29: Compamci,ón de los ti,empos REALES y d,e CPU para el método por bloques en

dos etapas con iterac,i,ones 'i,ntemas Gauss-Seiilel. Matri.z de Laplace 500A0 usando f procesa-

d,ores. IBM RS/6000 SP. Cota ile paraila llc(t+t) - r(')llt < 10-4.

Nrirnso de itmciones intemas
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Nrimero Proc. lt Iter. rsr4 Rs/6000 sp CLUSTER

r : 2 1

2

3

5

4&37

2412

L74L

1194

8,52

6,39

5,81

5,62

4L,92

30,49

26,95

26,06

r : 3 1

2

o

4428

2506

1804

1300

9,1.3

6,31

5,43

5,01

44,19

29,52

25r25

2e,20

Tabla L4: Métoilo por bloques en dos etapas cnn iterfl,c'iones 'i,nterr,al Gauss-Seiilel. Matri,z

ile Loplace 4096-N, usanilo 2 g 3 procesad,ores. Cota ile pamila llr(t+tl - r(¿)llr < L0-2.
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q 'U) Iter. rBM Rs/6000 sP CLUSTER

I

2

3

b

l- 2612

1505

1165

897

5,43

5,34

5,89

30,02

24,1

23,29

25,16

I

2

3

1 A 1393

vóo

789

679

3,55

3,6

J , l  I

4,39

16,75

t4,75

ro,o+

18,98

1

2

3

I ' o 1104

786

688

6r9

t o

t o R

3,25

4,01

1-3,15

L2,4L

13,64

r7,03

t

2

a

1 .C, 1L13

784

678

602

2,9L

2,96

3,21

3,87

L3,27

L2,39

13,41

16,83

1

¿
¿

1",9 1603

1033

837

686

3,79

4,59

3,86

4,39

19,13

16,33

16,03

19,36

Tabla 15: Método por bloques en dos etapas con iterac'i,ons 'i,nternas SSOR. Matriz ile

Laplace 40g6-N, uso,nd,o 3 procesad,ores. Cota de paraila lls(t+tl - ttt)llr < 10-2.
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7.4.LO Speed-up y eficiencia

A continuación estudiamos ei rendimiento de estos métodos en relación con

su algoritmo secuencial. La Figura 30 ilustra el comportamiento del algoritmo

paralelo, usando iteraciones internas Gauss-Seidel, frente a su correspondiente

secuencial, para la matriz 4096-N usando 3 procesadores. Se observa qne para

Q t I, se obtienen mejores tiempos en la resolución del algoritmo en paralelo que

en secuencial, siendcl las diferencias más significativas conforme aumentamos el

número de iteraciones internas ya que en este caso, el número de comunicacio-

nes entre procesadores decrece consiguiendo speed-up's en torno a 2,25, que se

corresponden con una efi.ciencia del75Yo. Sin embargo, para Q : I, el tiempo

paralelo y secuencial son prácticamente iguales.

Conforme aumenta el tamaño de la matriz el tiempo paralelo siempre es me-

nor que el secuencial para cualquier q, como puede apreciarse en las Figura^s 31 y

32, en las que se comparan los tiempos paralelos y secuenciales para Ia matriz de

tamaño 16384, usando 2 y 4 procesadores, respectivamente. Notemos, en dichas

figuras, que Ia eficiencia decrece notablemente cuando el número de procesa-

dores aumenta, haciendose más patente este decrecimiento cuanto menor es el

orden de la matriz. Esto se debe a que el coste de las operaciones ejecutadas en

paraleio puede ser menor que el coste de las comunicaciones. Estas conclusiones

también pueden ser observadas prestando atención a Ia Tabla 16 que presenta

resultados para matrices de Laplace de tamaños 4096, 10000 y 16384, usando 2,

3 y 4 procesadores.

Las Figuras 33 y 34, ilustran eI comportamiento del método, utilizando ite-

raciones internas SOR con u) : I,9 para la matriz de Laplace de tamaño 16384.
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de los métodos iterativos

Hacemos notar que se han elegido como factores de relajación los óptimos en

cada caso. Como se puede observar las conclusiones son aniílogas a las obtenidas

para iteraciones inte,rnas Gauss-Seidel. Estas conclusiones son ta,mbién extensi-

bles aI caso en que no utilicemos un factor de relajación éptimo, tal y como se

muestra en las Tablas 17 y 18 para distintas matrices de Laplace, usando 3 y 4

procesadores, respectivamente.

q Speep-up

l-

t

3

4

¿

1

1",34

1,59

L,75

2,23 a
' 4

t(ses)

T.Sec
T.P¿r.

Figura 3O: Métod,o por bloques en ilos etapas con iterac'innes 'i,ntemas Gauss-Seidel. Re-

laci,ón entre las ti,empos paralelos g secuenciales de una matri,z de Laplace 4096-N, usando 3

procesad,ores. IBM nS/6000 SP. Oota de parad,a llc(l+tl - "(')llr 
< 10-7.

Nrirrrero de iteracioaes intmas

Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2000.



290 7 Experimentos numéricos.

q Eficiencia

1

2

ó
j

o

o

o,73

0,81

0,85

0,87

0,89

0,90

0,93

q Eficiencia

1

2

3

4

5

6

v

o,37

0,51

0,54

0,64

0,68

0,70

o,70

t (seg.)

1 6 0

1 4 0

t20

1 0 0

t (seg.) 80
o u

4 0

2 0

0

1 6 0

1 4 0

t20

1 0 0

8 0

60

40

20

0

Figura 3L: Método por bloques en dos etapas con'i,terac'iones internas Gauss-Seid,el. Re-

Iación entre los ti,empos paralelos y secuenciales de una matriz de Laplace 16384, usanilo 2

procesad,ores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada llr(r+tl - r(')llt < 10-2.

;i;;

Figura 32: Método por bloques en dos etapas con'iterac'i,ones internas Gauss-Seid,el. Re-

Iaci,ón entre los t'iempos paralelos y secuenc'iales de una matriz de Laplace 1638/+, usando I

procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota d,e parad,a llr(r+tl - r(')llt < 10-2.

73,67  |  74 , t7

t 2 7 - E 6  |  1 2 9 . 0 11 4 5 J 8  i  1 3 0 , 0 1

Nurnero de iteraciones internas

5 r , 3 9  |  5 1 , 0 8

1 3 8 ^ 9 3  |  l 4

Núnero de iteraciones internas
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Matriz de Laplace

4096-N

Matriz de Laplace

10000

Matriz de Laplace

16384

q Iter. T.Par. T.Sec. Efic. Iter. T.Pa.r. T.Sec. Efic. Iter. T.Par. T.Sec. Efic.

2 1

o

A

o

I

24L2

t74l

1400

ll94

1056

828

8,52

6,39

5,81

5,62

o,oó

5,72

o ,  I o

R R

8,16

8,25

8,54

8,9r

9,31

10,7

0,52

0,64

0,7I

0,76

0,79

0,81

0,87

10309

¡o ¡ó

4027

3190

2680

2338

L762

39,96

31,78

29,65

29,O5

29,03

29,39

31,31

D+,ó

49,09

48,62

49,37

50,57

50,09

57,26

0,68

0,77

0,82

0,85

0,87

0,85

0,91

167L4

9126

o 4 ¡  I

5085

4246

3681

2727

99,88

80,56

I  O , ó ó

73,8

73,67

7 L  1 7

78,2L

145,38

L30,01

L27,86

129,01

131,18

134,18

r44,79

0,73

0,81

0,85

0,87

0,89

0,90

0,93

3 t

2

3

Á

o

I

4424

2506

1840

1503

1300

LI64

s4L

9,13

6,31

5,43

5,13

5,01

5,01

5,27

9,03

8,4

8,57

8,97

9,47

9,97
1 1  a 7

0,33

o,44

0,53

0,58

0,63

0,66

0,74

t0449

5803

4L79

3350

2846

2508

1941

38,26

27,84

24,86

23,83

23,55

23,63

25,03

54,92

50,37

50,43

51,84

53,77

¡ D , ó 9

63,13

0,48

0,60

0,68

0,73

o,76

o,79

0,84

16894

9312

ooa4

529L

4461

3902

2960

89,88

67,rr
60,9

58,1

57,52

57,59

60,54

146,78

r32,47

131,53

133,87

L37,7

141,99

L67,02

0,54

0,66

0,72

O,77

0,80

0,82

0,86

I

A

o

I

4 C  I ó

2593

L932

r599

1399

L266

l-048

10,75

7,OL

5,85

^ L 1

5 1 4

5,O7

5,25

9,23

8,76

8,98

9,L2

9,57

10,02

13,22

o,2r

0,31

0,38

O,42

O,47

0,49

0,63

10581

5939

3501

3003

2670

2tt3

40,82

28,02

24,LL

22,53

2L,87

, 1  a ,

22,83

55,74

5L,44

53,23

56,58

61,0r

68,48

0,34

0,46

0,55

0,61

0,65

0,70

o,75

17062

9485

6837

5484

4661

4108

3180

92,39

64,2L

56,2L

52,58

51,39

51,08

53,16

137,98

L29,87

L2L,29

134,93

138,93

LM,O2

149,68

0,37

0,51

0,54

o,64

0,68

0,70

0,70

Tabla t6: Método por bloques en dos etapas con 'iteracinnes internas Gauss-Sei'd'el. Re-

sultados po,ra distintas nxatri,ces de Laplace usando 2, 3 U /r procesadores. IBM RS/6000 SP.

Cota d,e parad,a llr(t+tl - z(¿)llr < 10-2 .
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q Eficiencia

1

3

o

I

0,48

0,59

0,66

o,7

o,75

o,7L

0,68

t (seg.)

2 0

l 5

l 0

5

0

Figura 33: Métotlo por bloques en d,os eto,pas con'i,terac¿ones 'internas SOR. Relaci,én entre

Ios ti,ernpos paralelos U secuenciales para uno, rnatriz ile Laplace 10000, us&ndo 3 procesad,ores

! a : 1,9. IBM RS/6000 SP. Cota d,e parada llr(t+tl - t(t) llr < 10-2.

q Eficiencia

1

2

3

4
tr

o

0,38

0,49

0r6

0,66

o,72

0,73

0,72

1 0 0

9 0

8 0

70

t (seg) 50

4 0

3 0

2 0

l 0

0

Figura 34: Métod,o por bloques en dos etl,pas con'i,ter0,c'i,ones intemas SOR. Relaci,ón entre

los t'iempos parl,lelos A secuenc'i,ales para una rnatri,z d,e Laplace 16384, usando f procesadores

! a : I,9. IBM RS/6000 SP. Cota de parada llr(t+tl - r(¿) llr < L0-2.

Nfunero de iteraciones intemas

Número de iteraciones internas
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Matriz de Laplace

4096-N

Matriz de Laplace

10000

Matriz de Lapiace

16384

Y Iter T.Sec. T.Par. Efic. Iter. T.Sec. T.Par. Efic Iter. T .Sec . T.Pa¡. úrlc

1

5
q

I 4428

2506

1300

941

9,03

8,4

8,57

11,78

9,13

6,31

5,01

0,33

0,44

U , o  I

¡ 7 4

10449

5803

4179

óóou

54,92

50,37

ou,+ó

38,26

27,84

23,55

25,03

0,48

0,60

0,7L

0,69

16894

93r2

bt¡b4

5291

746,78

L32,47

131,53

133,87

67,77

58,10

0,54

0,66

0,76

ñ 7 L

I 1 ' 3L42

1835

1029

795

€, 41

6 , 1 5

7 4 R

9,94

6,64

L 6 '

3,98

4,5L

O,32

o a 4

0,63

7360

4L72

2L67

r835

38,67

36,14

40,9

42,8L

26,96

20,09

1 7  0 A

19,32

0,48

0,60

0,76

0,74

I . L ó O O

6645

3337

2329

101 ,1  1

94,62

102,95

L23,3I

63,r2

47,79

43,05

49,92

0,53

0,66

0,80

0,82

I

o

t L 2L82

1351

839

695

L L ^

4,53

8,71

4,57

3,4I

3,23

3,92

0,32

O,44

0,63

0,74

5053

2981

1681

1 143

26,56

25,81

3r,72
c t  1 1

18,51

r4,35

13,93

L5,2L

0,48

0,60

o,76

o,73

8108

4688

2526

1881

70,45

oo,o  l

7 7  0 1

99,69

43,2r

,J.J, r at

32,53

38,44

0,54

0,66

0,80

0,86

I

2

D

v

1 A L427

994

702

624

2,91

5,L2

7,81

2,98

, < D

t 7 1

3,48

0,33

i ¿.¿

0,63

0,75

3237

2081

I32L

980

17,01

18,02

24,93

26,t\

1 1  R Á

10,02

10,95

lL,26

0,48

0,60

0,76

0,77

D I D U

3195

1918

r552

Á.L 71

45,42

59,1-3

82,23

, 7  A l

, t o

24,79

31 ,68

0,54

0,66

0,80

0,87

I

z

D

I

1 R 806

736

603

528

1,63

2,45

4,39

7 1 4

t ,7L

1,85

r ,11

0,32

0,44

0,63

2, t6

L740

1395

I U D  I

829

9,12

12,06

L9,82

21,,01

6,54

o l r  ó

8,79

l . q a

o,46

0,60

0,75

0,78

2709

2037

t457

1310

23,49

28,94

L L  O 1

6A ¿"4

1¿"  A ' l

L4,64

26,71

U , 0 4

0,66

0,80

0,87

1

2

I

1 q 528

652

D O ¿

432

1,06

t  1 c

4,r3

7,OL

1, ,11

2,L3

o,32

0,43

u,oD

0,73

1069

I 130

v+o

o , o v

9,76

17,82

19,03

3,91

7,87

9,43

0,48

0,59

o,75

0,69

1613

t ¡ o  I

L272

l2t6

1.3,95

39,2r

64,4L

8,55

11,28

16,34

24,86

0,54

0,66

0,80

0,86

Tabla 17: Comparendo elmétodo porbloques en dos etapas conüeraciones'internas SOR,

para d,,i.st'intas rnatri.ces d,e Laplace, usando 3 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada

l l¿ ( r+r ¡  _  
" ( t ) l l r  

<  10-2  .
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Matriz de Laplace

4096-N

Matriz de Laplace

10000

Matriz de Laplace

16384

q u Iter. T .Sec . T.Par. Efic. Iter, T.Sec. T.Par. Efic. Iter. T.Sec. T.Par. Efic.

I

2

1 4 D l ó

2593

1399

1048

9,28

8,66

10,10

L2,95

r0,75

7 , O L

t  1 L

0,21

0,30

0,49

0,62

10581

5939

3003

2113

D -t  !40

56,58

AR, ¿R

40,82

28,02

2L,87

22,83

0,34

0,46

0,65

0,75

17062

9485

4661

3180

oo eo

87,43

89,34

ro2,2l

92,39

64,2r

51 ,39

53,16

0,27

o,34

ñ 4 A

0,48

1

2

o

r ,2 3220

1925

I  I ó 4

905

6,62

6,43

8, r7

L2,95

7,65

5,19

¿  l R

4,53

0,22

0,31

0,49

o,7l

7483

43t4

zóó+

2tL3

39,47

27,37

43,95

68,5

28,89

20,33

16,99

22,67

0,34

0,34

0,65

O,76

L2O2T

6825

ó D O  I

3180

7A AA

52,32

48,23

55,65

64,38

46,28

39,04

52,92

o,29

0,28

0,31

0,26

I

9

1 A 2256

tM7

948

808

4,O.t

4,85

6,83

9,98

5,34

3,89

3,49

4.03

o,22

0,31

0,49

0,62

5170

ó l ó ó

I ó Ó  /

1484

z t , L ¿

34,97

48,08

19,94

14179

13 ,51

t5,94

0,34

0,46

0,65

o,75

8256

4881

2751

2Lt9

53,43

66,32

70 00

o a  t ,

44,46

33,07

30,36

35,40

0,30

0,50

0,65

0,70

I

9

1 ,6 1500

1099

815

740

3,09

3,67

5,86

o  1 L

3,58

2,97

t o o

3,69

0,22

0,31

0,49

0,62

3351

2248

r-504

t296

1-7,63

19,46

28,31

42.O1

12,9r

10,58

10,97

13,86

0,34

o,46

0,65

0,76

5294

3408

2I54

L796

34,45

t ,  t 1

39,r1

48,2r

28,38

2 3 , 1 1

23,76

to  oR

0,30

0,24

l t  L1

0,40

1

I

1 R 878

849

72L

) ¡ 4

1,80

2,83

5,19

8,56

2,08

t t '7

2,66

3,2L

0,22

0,31

0,49

o.67

1854

1584

1239

1160

9,73

13,68

o e  e o

37,58

' 7  1 0

7 4 7

9,02

L2 ,41

0,34

0,46

0,65

0,76

2854

2277

LTOL

I ¡ ¡ ó

24,56

t o  t l

59 ,01

1 9, L¿-

l 5  4 i

L8,72

26,03

0,33

0,47

0,50

o,57

I

I

1 q 601

1 ¡ l

689

445

1 '')

2,52

4,95

8,32

1 L 1

2,O3

, I A

t o R

o,22

0,31

0,49

0,70

1186

1351

Lt23

I 108

6,2L

11,68

2 t , t 5

35,92

4,56

6,38

8,15

1 1 , 9 1

0,34

0,46

0,65

o,75

L76L

t819

1522

1468

1"4,32

24,22

48,43

70,rr

9,39

L2,27

16,92

)4 46

0,38

^ 4 7

0,72

o,72

Tabla L8: Comparando el método por bloques en dos eta,pas con'iterac'iones'internas SOR,

pz,ra d'ist'intas rnatrices de Laplace, usando f procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada

l ls(t+t l  -  
"(z) l l r  

< 10-2 .
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7.A.LL Sobre la matriz del operador biarmónico

En la Sección 7.3 hemos planteado dos problemas modelo, correspondientes a

la matriz de Laplace y a la matriz que hemos denominado Biarmónica. Todos los

resultados obtenidos hasta el momento se han dedicado al primer problema. A

continuación, en la Tabla 19 ilustramos el comportamiento de estos métodos para

matrices Biarmónicas de tamaño 4096 y 10000 sobre el IBM RS/6000 SP. Como

puede apreciarse, pa,ra conseguir convergencia mediante los métodos por bloques

en dos etapas para estas matrices es necesario realizar demasiadas iteraciones,

lo que produce tiempos de ejecución excesivamente altos. Es por esto que no

nos vamos a extender más en la exposición de resultados pa,ra estas matrices en

esta sección. Volveremos a ellas en la Sección 7.5, donde cabe esperar que, al

utilizar preconücionadores paralelos, los resultados sean satisfactorios.

, . , - 1  '

q Ite¡. T.Par. lter. T.Par. Iter T.Par.

4096 2

J

I

o

451488

3732L5

.5,5++( ó

296216

2222,18

2497,43

2829,03

3556,91

368562

318090

29348L

269384

L8L2,82

2125,96

2482,2L

3234,95

313507

279363

263936

249737

t543,73

1869,03

223r ,L2

2997,69

10000 3916601

2417216

26942,73

26792,23

r878772

1550807

21525,19

24434,74

1499680

1288571

17189,03

20630,13

Tabla 19: Método por bloques en

para d,i,stintas matrices B'iarrnón'i,cas,

parada l l r ( t+t l  -  
"( t ) l l r  

< 10-2 .

d,os etapas con iteraciones intemas SSOR. Resultad'os

usando 2 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota de
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7.ú Implementación de los precondicionadores

paralelos

7.5.L Introducción

En esta sección vamos a exponer los resultados obtenidos para el método del

gradiente conjugado precondicionado, calculando el precondicionador de las dos

formas vistas en el Capítulo 6.

Para construir dichos precondicionadores, consideramos que la matriz A está

diüdida en r x r bloques con los bloques diagonales de tamaño nt, 
Dflj 

: fr,
t : t

de tal forma que el sistema Ar : b puede ser escrito de la forma

Av

Az,

4,,

(7.12)

donde r y b son vectores que están divididos de acuerdo al tamaño de los bloques

de A.

Precondicionador basado en la técnica en dos etapas

Los resultados de convergencia para este precondicionador, se basan en par-

ticiones P-reguiares de una matriz simétrica. En los Teoremas 6.1 y 6.2 se

supone que en la partición A - M - N,la matriz lü es semidefinida positiva.

Pa,ra asegurar esta condición en la práctica, podemos elegir Ia siguiente partición

de A:

bL

bz

b,

Í ¡

f2

trr

An An

Azt Azz

A,t Arz

Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.
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o Sea A : l[ - Ñ ta partición de Jacobi por bloques de la matriz A, es

decir, M es de la forma

i t  :  diag(Ar,. . .  ,A,,) . (7.13)

(7.15)

o Consideramos una matriz cuadrada diagonal no negativa D, de tamafo n,

definida de la forma

D: diag
[á,

lñr¡1,... , É lñ,,1)
j : L , j : n  /

o Construimos la partición A: M - Iü, donde

M :  d iag (411 ,  . . .  ,A , , )  *  D :  d iag (Mr , . . .

¡ f  :  Ñ+D.

, M,), (7.I4)

La partición así construida satisface las hipótesis de los Teorema 6.1 y 6.2

(Sección 6.2), pues la matriz M es hermítica y la matriz l[ es semidefi.nida

positiva.

Para la elección de la partición que utilizaremos paxa apro>rimar ios sistemas

internos tenemos que hacer una serie de consideraciones previas según resolva-

mos eI problema de Laplace o el de Ia ecuación Biarmónica. Sabemos que Ia

partición que induce el método SSOR es P-regular siempre que se obtenga sobre

una matriz simétrica y definida positiva. Por otro lado, la partición de Jacobi,

en general, no tiene por que ser P-regular, aunque se obtenga de una mattíz

simétrica y definida positiva. Como ias matrices de Laplace son además irredu-

ciblemente diagonal dominantes, por los Teoremas 1.13 y 1.I4,Ia partición de

Jacobi sí es en este caso P-regular. Sin embargo, para la matriz Biarmónica Ia
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partición de Jacobi resultante no es P-regular, hecho que hemos contrastado,

experimentalmente, con diversos ejemplos. Por tanto, las particiones de Jacobi

y SSOR verificarán los Teoremas 6.1 y 6.2 para la matriz de Laplace, mien-

tras que para la matriz Biarmónica, sólo los verificará la partición obtenida con

el método SSOR. Así, en los resultados que presentaremos, para la aproxima-

ción del sistema interno, utilizaremos el método de Jacobi y el método SSOR

cuando utilicemos las matrices de Laplace y el método SSOR para las matrices

Biarmónicas.

Precondicionador basado en la técnica de dos etapas con factori-

zación incompleta de Choleski como partición interna.

Pa,ra el cálculo de este precondicionador se utiliza la técnica en dos etapas

tomando, en primer lugar, como partición externa Ia partición de Jacobi, es

decir,

A :  M -  N, donde M :  d iag(4n,. . . ,  4, , ) . (7.16)

Después se eligen subconjuntos no ceros G de índices definidos en el Teorema 6.3

(Sección 6.2). Estos subconjuntos consistirán en variar ei número de diagonales

no cero de las matrices L¡ de la descomposición incompleta de Choleski. En el

algoritmo que daremos a continuación, estos subconjuntos vienen referenciados

por los parámetros ll1 y N2, donde lú1 será el número de diagonales que se

factorizarán a partir de Ia diagonal principal y lú2 será el número de subdia-

gonales que se factoriza¡án desde la última subdiagonal distinta de cero hasta

la diagonal principal. Pa^ra cada bloque A¡¡ se considera una partición basada

en la factorización incompleta de Choleski de una matriz simétrica y definida

positiva, teniendo en cuenta la elección del conjunto G de la factorización, es
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7.5 Imolementación de los preconücionadotes patalelos 299

decir, las particiones internas se definen ahora como

Ajj : B¡ - C¡, con B¡ : L¡LT Y C¡ : O, (7.17)

donde L¡ es una matriz triangular inferior. La partición así elegida satisface las

hipótesis de los Teoremas 6.4 y 6.5.

Puesto q'ue L¡ es no singular, la resolución del sistema Ms: 7' se llevará a

cabo resolviendo estos dos sistemas triangulares

L¡rl') : rÍ), 4 t5" : rj'), L < i 3 r.

La factorización incompleta puede calcularse independientemente por cada

procesad.or, es decir, cada procesador calcula una matriz triangular inferior .L¡

tal que L¡LT : Bi. Como los elementos de B¡ cuyos índices están en el conjunto

no cero G coinciden con los correspondientes elementos de A¡¡ y A¡¡ : Bi - Ci,

calcula,remos sólo aquellos elementos de Ia matriz C¡ crtyos índices no pertenez-

can al conjunto G.

Los resultados que presentaremos para contrastar el uso de este precondio-

nador hacen referencia al problema de la ecuación de Laplace. Hacemos notar

que Ia matriz de la ecuación Bia¡mónica no es una matriz de Z"*n y por tanto

no tiene porqué cumplir los Teoremas 6.4 y 6.5. De hecho, se ha comprobado

con diversos ejemplos que la partición obtenida con la descomposición incom-

pleta de Choleski no es regular (ver Teorema 6.3) y que el precondicionador no

es válido.

A continuación definimos el algoritmo para Ia ejecución en paralelo del

método del gradiente conjugado precondicionado, donde tendremos que tener
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en cuenta el método utilizado para el cálculo de la matríz precondicionadora

M, a la hora de resolver el sistema Ms : r.

Algoritmo 7.2. Algoritmo paralelo para el método del

gradiente conjugado precondicionado

Etapa O *' Declaración de datos:

Matriz de coeficientes: A.

Término independiente: b.

Número de subdiagonales: ¡f1.

Número de subdiagonales: N2.

Factor de relajación'. u.

Etapa 1 *' Elegir los vectores iniciales: r(0), s(0) y l:0.

Asignar n¡, I l j < r fi las de la matriz A a cada procesador de manera que

cada uno dispone de las filas representadas por á¡ = lAl,A¡2,. .. ,A¡,).

Cada procesador j, identifica su bloque diagonal A¡¡ para considerar una parti-

c ión de la forma dada en (7.1a) y (7.15),  o en (7.16).

En paralelo calcular:

o el primer residuo ,f : b¡ - lt"\o' .

o resolver el sistema ¡4r(o) - T(0), según método (ver Nota_1).

o la primera dirección conjugada p(0) : s(0).

o el product o flf;) : 1t!) ,"j')) y comunicar.

Etapa 2 *r En paralelo calcular: ,l ') : b5t),A¡p@¡ y comunicar.
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I,tÍ"
Calcular a(0 - -r=,' y comunicar.

D"j"
j=L

Calcular nueva solución r(¡+1) : n(I) - a(r\fr(t) -

En paralelo calcular:

¡ / t ! 1  \  l t l  / r \  ¡  / r \
o nuevo residuo ,)" ' 

'' : T)"1 - a\') Ai'p\") '

r resofver el sistema ¡LtQ+r) - T$+L) según método (ver Nota-2)'

. r9j¿) : ("r(t),"r(')¡

^t¿+1) -(¿+r). Lomunrcar ü¡ ' y t¡

Etapa 3 *r Realizar el test de convergencia:

r -

Si  fo !¿+t) (eentonces
; - 1
J _ L

Calcular 6( l+r)  :  (r( l+r) ,  7(¿+1)) '

Si E(r+t¡ ( e entonces FIN'

T

IoÍ*"
Calcufar g : -i:t,

\-'9(¡)
¿ - ¿ - 1
j :L

calcular nueva dirección conjugad a 'p?+t) - s(¿+1) - 0p@ y comunicar'

l < - l +L .

lr a la Etapa 2.
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Nota-2: La resolución del sistema Ms: r, del Algoritmo 7.2, se lievará a

cabo según la forma en que eiijamos el cálculo dei precondicionador.

Prácticamente todos los resuitados presentados se han obtenido en el IBM

RS/6000 SP (ver descripción en Sección 7.2) pamdiferentes tamaños de matrices

de Laplace y matrices Biarmónicas.

Enumeramos a continuación, las matrices con las que trabajaremos en el

resto de esta sección, el vector inicial r(0), el término independiente considerado

y el criterio de parada usado:

o Matriz de coeficientes A:

Laplace: tamaños L024,4096, 10000, 16384, 40000 y 262144 (ver

Tabla 1).

Biarmónica: tamaños 1024,10000, 16384 y 40000 (ver Tabla 2).

o Vector inicial:

Lap lace :  r (o )  -  (0 , . . . , 0 ) t .

Biarmónica: r(o) : (0,. .  . ,  0)t.

o Término independiente:

Laplace:  b :  (bT,bT, . . .  ,bT) ' ,  b¿ €  iRK,  b¿:  (0 ,0 , . . .  ,100)" .

Biarmónica: b -- (1, .  .  . ,  1)t.

o Criterio de parada: (r,r) 1€, €: 10-5,10-7, donde r es el residuo que

se comete en cada iteración (r : Ar - b).
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A continuación pasamos a presentar los resultados numéricos más represen-

tativos, d.el método del grad.iente conjugado precondicionado, utilizando las dos

técnicas descritas anteriormente.

7.5.2 Resultados del método GCP basado en la técnica

en dos etaPas

En esta sección presentamos los resultados numéricos del método del gradien-

te conjugado preconücionado (GCP), cuyo precondicionador se calcula aplican-

do el método en dos etapas utilizando como particiones internas las obtenidas a

partir de los métodos de Jacobi y SSOR. Denotaremos a estos métodos GCP l2E-

Jacobi y GCP IZE-SSOR, respectivamente'

7.5.2.L Sobre el número de condición

Uno de los criterios generales para ia elección de la matriz precondicionadora

M, enel método del gradiente conjugado precondicionado, es elegirla de forma

que Ia matriz A: SAST tenga número d.e condición mucho menor que A' Se

observa que la matriz Á satisface SrAS-r : STSA: M-LA, y por tanto,

las matric", Á y M-rA son semejantes. De aquí que cond(Á¡ : Hffi

Puesto que el objetivo del precondicionador es conseguir que la matriz Á t"ogu

menor número de condición que A, se debe elegir M de forma que sea simétrica
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y definida positiva y tal que Ia razón entre el mayor y el menor valor propio de

M-rA sea lo más próximo a 1.

En la Sección 6.2 hemos demostrado que el precondicionador que nos ocupa

es simétrico y definido positivo. Nos interesa, por tanto, ver cuál es su compor-

tamiento respecto al número de condición. Para ello, damos a continuación una

serie de ejemplos ilustrativos.

En las Tablas 20 y 21 se han considerado dichos precondicionadores, uti-

lizando iteraciones internas Jacobi y Gauss-Seidel simétrico, respectivamente,

y siendo ,4 la matriz de Lapiace de tamaño 7024. Dichas tablas presentan el

número de condición de la matriz del sistema precondicionado Á. Bt número de

condición se ha calculado atendiendo al número de iteraciones internas qrealiza-

d* y al número de pasos del precondicionador, pma r :2 y 4 procesadores. En

ambos casos se ha supuesto que ei número de filas asignadas a cada procesador

es el mismo. De forma análoga, en la Tabla 22 se ilustra el comportamiento de

estos precondicionadores para la matriz Biarmónica de tamaño 1024, utilizando

iteraciones internas Gauss-Seidel simétrico.

Estos resultados se han caiculado utilizando el programa de cálcuio matricial

MATLAB. El número de condición obtenido para la matriz de Laplace ha sido

440,68 y paxa la matriz Biarmónica, 65549,09.

Como puede apreciarse en la Tabla 20, cuando se usa el precondicionador

con iteraciones internas Jacobi, el número de condición de Á es -"nor que el

número de condición de A salvo cuando se realiza un único paso y una única

iteración interna. Por otro lado, se puede observar, en esta misma tabla, que

para un número de pasos par fijo, el número de condición decrece conforme

aumentamos el número de iteraciones internas, mientras que para un número
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2 PROCESADORES 4 PROCESADORES

Número de

pasos (rn) q

Número de

Condición

Número de

pasos (rn) q

Número de

Condición

1

2

3
^

5

452,64

118,57

t62,49

64,90

105,85

I L

2

3

4

b

460,55

L26,52

L72,78

73$7

63,69

2 I

2

3

4

1-14,05

59,53

41,56

32,70

27,46

2 I

2

3

4

1L7,54

63,50

45,U

37,18

32,09

3 1

2

3

4

5

149,85

39,85

53,05

2r,97

34,06

3 1

t

3

4

t48,7L

42,5!

52,74

24,96

2L,56

4 I

2

3

5

57,27

30,02

21,03

16,60

13,98

A 1

2

3

4

J

59,02

32,01

23,r7

18,84

16,30

5

,

3
4

b

89,30

24,11

3r,20
1.3,38
t9,74

t

2

3

^

b

86,56

26,7!

29,33

15,18

13,14

o

2

3

^

b

38,35

20,18

L4,19 .

LL,24

9,49

o L

2

3

4

o

39,51

21,5L

L5,62

L2,73

1t-,04

Tabla 2O: Número d,e cond,ici,ón de Ia matri,z A, usando iteraciones 'intemas Jacobi, Matri'z

de Laplace 1021, cond'(A):440,68'
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2 PRoCESADORES 4 PRoCESADORES

Número de

pasos (m) q

Número de

Condición

Núme¡o de

pasos (rn) q

Número de

Condición

1 t-

J

^

66,67

39,84

31,53

27,66

25,47

I 1

2

ó

tr

76,89

50,03

41,80

37,96

35,79

I

3

4

b

35,59

20,L7

L6,02

14,08

12,99

2 I

2

3

b

38,69

25,26

2'1, r5

19,23

18,14

ó I

2

ó
4

5

22,56

13,62

10,85

9,56

8,83

3 1

2

3

A

o

25,96

17,01

14,27

12,99

t2,26

I

2

^

L7,O4

10,34

8,26

7,30

6175

4 1

2

3

4
É

19,60

12,88

10,83

9,87

9,33

1

2

L3,74

8,37

6,72

5,94

o,ór

1

2

J

t

15,78

10,41

2 7 7

8

7,56

6 1

z

D

Á

11.,53

7,07

5,68

5,04

4,68

D I

2

3

o

t3,23

8,76

7,39

6,75

6,39

Tabla 2L: Número de rcnd,i,ci,ón d,e la matriz A, usand,o iteraciones'internas Gauss-Seid,el

si,métri,co. Matriz de Laplnce 1021, cond,(A):440,68.
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2 PRoCESADORES 4 PROCESADORES

Número de

Pasos (rn, q

Número de

Condición

Número de

pasos (rn) q

Número de

Condición

I 1

2

o

4

5

722735

4686,32

3904,07

3532,66

3317,80

t 1

2

¿
A

8669,72

6116,39

6359,72

5008,51

4808,51

2 I

2

J

A

o

3613,92

2343,4r

L952,28

1 766,58

1659, l5

I

ó
A

4335,11

3058,44

2680,11-

2504,50

2404,50

1

2

2409,45

1562,44

1301,69

1177,88

1 106,26

ó 1

2

ó
^

5

2890,24

2039,13

r.786,90

1669,83

1603,17

1

2

L8O7,2l

1171,95

976,39

883,54

829,82

^ 1

2

J

2167,80

1592,47

1340,30

L252,60

L202,50

1

2

3

K

t445,87

937,66

78L,2r

706,93

663,96

5 1

2

ó
4

1734,34

t223,67

1072,34

1002,10

962,10

6

^

L2O4,97

78r,47

651,09

589,19

553,38

o 1

A

L445,37

1019,81

893,70

835,16

801,83

Tabla 22: Número d,e cond,i,ci,ón d,e la matriz A, usando iteraciones tntemas Gauss-Seidel

si,rnétri,co. M atriz B'i,annónica 1 0 2 l, co nd ( A ) = 6 5 5 4 9, 0 9'
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de pasos impar el número de condición va disminuyendo o aumentando según

sea el número de iteraciones internas par o impar, respectivamente. Ademrís,

el número de condición de Á, utilizando un precondicionador con un número

impar de pasos, cuando realüamos también un número impar de iteraciones

internas, es en todos los casos mayor que el número de condición de Á para

el precondicionador previo con un número par de pasos y el mismo número de

iteraciones internas.

Por otro lado, como se observa en las Tablas 2L y 22, cuando se usa el

precondicionador con iteraciones internas Gauss-Seidel simétrico, el número de

condición de Á es siempre menor que el número de condición de A. En este

caso, el número de condición decrece conforme aumenta,mos el número de itera-

ciones internas independientemente de que el número de pasos sea par o impa,r.

Esto es logico que ocurra a la vista de lo que hemos observado para el caso de

iteraciones internas Jacobi, ya que efectuar iteraciones Gauss-Seidel simétrico

supone realizar dos iteraciones (un número par) del tipo Gauss-Seidel. Ademrís,

el número de condición también decrece aI aumentar el número de pasos.

Cabe destacar, además, que al aumentar el número de procesadores (es decir,

el número de bloques diagonales en la partición tipo Jacobi), también aumenta

el número de condición del precondicionador correspondiente.
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7.5.2.2 Comportamiento del método GCP con iteraciones internas

Jacobi

En esta sección estudiamos el comportamiento del método del gradiente con-

jugado precondicionado (GCP), cuyo precondicionador se calcula aplicando el

método por bloques en dos etapas, usando para las etapas internas el método

iterativo de Jacobi (GCP/2E-Jacobi). Como matrices de prueba utilizaremos

las matrices de Laplace ya que, tal y como hemos visto en la Sección 7.5.1, este

precondicionador no es válido para las matrices Biarmónicas. En la Tabla 23 se

presentan los resultados obtenidos para la matriz de Laplace 409&N. La cota

utilizad.a en este caso ha sido (r, r) < 10-5. Dichos resultados se han obtenido

en el Cluster de Pentiums y en el IBM RS/6000 SP. Como se puede apreciar, el

comportamiento en ambas plataformas es análogo, es decir, Ios tiempos dismi-

nuyen a medida que aumentamos el número de iteraciones internas hasta llegar

a un cierto valor óptimo. Obviamente, la velocidad de comunicación y de CPU

del Cluster es mucho menor que Ia det IBM RS/6000 SP, como hemos puesto de

manifiesto en la Sección 7.4.9 y por tanto los tiempos aumentan considerable-

mente de utilizar una u otra plataforma. Estos resultados se han comparado en

la misma tabla, con el método resultante de aplicar como precondicionador un

Jacobi por bloques (GCP/Bl-Jacobi); en este caso, los subsistemas diagonales

se resuelven utilizando la factorización completa de Choleski. Como se puede

apreciar, con matrices pequeñas, el método GCP/BI-Jacobi ya obtiene peores

resultados. Tengamos en cuenta que al utilizar dicho método se va a consumir

gran parte del tiempo de CPU en realiza,r la factorización completa en cada blo-

que diagonal. No obstante, en las Tablas 24y 25, donde se muestran resultados
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r m

GCP/2E-Jacobi GCP/Bl-Jacobi

q Iter. Tiempo

Cluster

Tiempo

SP2

Ite¡. Tiempo

Cluster

Tiempo

SP2

J 1

I

1

^

1

¡ 3

t02
¡ v

o z

32

5,93

3,18

L 1 '

3,02

0,56

u r ¿ t

0,36

0,32

19

1 1

L6,47

16,40

9,0i.

8,06

A 1

I
2

;ó

I

1

A

4

101

38

5 1

27

22

7,21

3,04

4,95

3,I2

ó,óo

0,63

0,27

0,41

0,27

O,29

2 I

1 ^

1 3

o 7 t

10,28

4,01

4,02

4,08

Tabla 23: Tiempos paralelos d,el método GCP en dos etapas con'iterac'i,ones xnternas n'Le-

d,i,ante eI método de Jacobi,. Matriz de Laplace 4096-N. Cota de parada, (r,r) < 10-5.

análogos a los anteriores para la matriz de Laplace de tamaño 10000 usando 2 y

4 procesadores, se puede apreciar que incluso descontando el tiempo que utiliza

un procesador en realizax dicha factorización en su bloque, el precondicionador

que nos ocupa consigue obtener mejores resultados.

Atendiendo al comportamiento dei método, hemos observado que ios mejores

tiempos se obtienen para m: 1 o m : 2 pasos del precondicionador, y siempre

con un número par de iteraciones internas. Por otro iado, conforme aumentan los

procesadores, observamos que como el método GcPl2wJacobi consume poco

tiempo de CPU, predomina el tiempo de comunicación sobre el de cálculo y

por tanto, por regia general, como un aumento de procesadores conlleva más

tiempo de comunicación, esto nos podría hacer pensar que no interesa¡á utilizar

muchos procesadores. No obstante, como al aumentar el número de iteraciones

internas se reduce el tiempo de comunicación, se observa que conforme aumenta
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el tamaño de la matriz, (ver Tablas 26 y 27) el mejor tiempo en paralelo con

4 procesadores es menor que el mejor con dos plocesadores, obteniendo una

reducción en el tiempo de ejecución de aproximadamente w 20To'

Ad.emás, queremos hacer notar, que dado un número de iteraciones internas,

Se observa en determinados casos' que cuando el número de pasos es impar,

el tiempo de convergencia es mayor lespecto al paso previo par, tal y como

muestran las Tablas 26y 27, paxa la mafttz Laplace de tamaño 16384' Este

aumento de tiempo es debido a que el número de iteraciones con dicho número

de pasos impar es también mayor respecto al número de iteraciones en el paso

previo par. Esto sucede porque como el número de condición de la matriz

A : S ASr es similar al de la matriz M; A. Entonces, cond(Á) : #._@^*,r^),

donde \,,'n(T*) y A, o,(T*) son respectivamente el mínimo y eI máximo valor

propio deT^. Entonces, si ? tiene los valores propios negativos y rn es impar, eI

numerador de cond(Á) es mayor que 1. Sin embargo, si rn es par' el numerador

es siempre menor que 1. Por lo tanto, debemos esperar más decrecimiento en

eI número de condición de A, para valores pares de m (ver la Tabla 20 de la

Subsección 7.5.2.t, donde se ilustra eI comportamiento del número de condición

para este tipo de matrices).

Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2000.



312 7 Experimentos numéricos.

GCP/2E-Jacobi GCP/Bl-Jacobi

T rf¿ q Iter. Tiempo Iter. Tiempo Tiempo de FCC

2 I 1

2

J

A

o

242

r22

r42

87

1 t 1

t ó

3,55

1 0 t

2#5

t ,62
t 9 t

1,58

28 2L7,5L

108,1

2 2 L

2

ó

D

6

L2t

86

70

61

52

2,45

2,L I

2

2,O2

2,o4

2,L5

19 110,01

2 3 1

ó
A

o

140

70

81

DU

oó

^ n

3,69

2,M

e  o <

2,37

3,42

2,58

I O 110,67

2 A I

2

3

4

5

t|

85

b l

bU

M

39

37

t 7 L

216

216

2,73

2,79

3,07

L4 LLt,22

Tabla 24: Ti,empos peralelos det método GCP/28-Jacobi,. Matri,z de Laplace 10000, usando

2 procesadores. Cota de parada (r,r) < LA-7 .
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GCP/2E-Jacobi GCP/Bl-Jacobi

7TI q Iter. Tiempo Iter. Tiempo Tiempo de FCC

4 I I

2

4

o

o

242

t23
1 ^ ^

90

I . L D

l o

4,65

2,46

2,95

1 ( ¡ t

2,6L

1 7 t

óv 53,84

26,26

2 1

2

ó

5

o

r20
86

T2

oó

D f

53

3,L4

2r4

t 1 7

2,02
1 0 7

2,07

22 55,95

4 3 I

2
a

o

139

7n

83

D I

66
^ ^

4,61

2,59

3,29

t r t

3,08

2,22

23 57,22

4 I

2

ó
4

É

o

85

61

4D

38

3,39

, 4 ,

2,54

, A A

2,42

3,65

t6 28,36

Tabla 25: Tiempos paralelos ilel método GCP/28-Jacobi. Matri'z d,e Laplace 10000, usando

f procesad,ores. Cota ile parad,a (r,r) < 10-7'
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GCP/2F-Jacobi

r tfl q Iter. Tiempo

2 1 I

2

3

o

307

L54

180

1 1 0

r q r

6,84

3,79

4,86

3,23

4,45

3,05

2 1

2
a

^

o

o

1 E t

109

90

78

70

60

4,82

L '

a  '11

4 , 1 1

4,18

4,08

2 3 I

2

3

tr

o

178

89

104

64

80

52

7r3

4,69

6,67

4r93

7,OT

5,2

L

2

?

o

108

77

63

46

42

<  Á Á

o ,  r o

D ,¿O

D , 4 ó

5,82

6,15

2 1

2

3

A

a

o

L37

69

80

50

62

4 l

812

5,58

8,17

6, I7

8,95

6,83

Tabla 26: Ti,empos paralelos del método GCP/ZU-Jacobi, Matri,z de Laplace 16384, usando

2 procesadores. Cota de parada \r,r) < l0-7 .
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GCP/28-Jacobi

r rn q Iter. Tiempo

Á 1 I

2

ó

6

307

roo

182

113

L44

94

8,97

4,67

5,7L

ó , o  f

4,85

3,26

2 1

2

ó
Á

o

153

t-09

90

72

67

6,08

4,7

4,L9

3,99

e o

2,54

3 1

2

ó
4

D

178

89

105

65

83

D+

8,98

5,51

6,51

L 4 L

6 , 1 1

4,31

4 I

2

3

+

K

o

108

o4

D I

6,62

5,36

4,99

4,82

Á R 1

4,83

5 I

2

3

4

t)

t37

69

80

63

42

o t ¿

5,73

7,44

5,29

5,27

Tabla 27: Ti,ernpos paralelos d,el métoilo GCP/28-Jacobi'. Matri'z de Laplace 1638/+, usando

f procesad,ores. Cota de parada \r,r) <t0-7 '
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7.5.2.3 Comportamiento del método GCP con iteraciones Gauss-

Seidel simétrico

En esta sección estudiamos el comportamiento del método del gradiente con-

jugado precondicionado (GCP), cuyo precondicionador se calcula apiicando ei

método por bloques en dos etapas, utilizando para las etapas internas el método

iterativo Gauss-Seidel simétrico (GCP I2E-GSS). Como matrices de prueba usa-

remos las matrices de Laplace y las matrices Biarmónicas.

Las Figuras 35 y 36 muestran los resultados obtenidos para la matriz de

Laplace de tamaño 10000 usando, respectivamente, 2 y 4 procesadores. En

Ia Figura 35 se presentan los tiempos e>rperimentales obtenidos, atendiendo al

número de pasos del precondicionador y al número de iteraciones internas, y

en la Figura 36 se indica el número de iteraciones globales para cada uno de

Ios métodos de la Figura 35. Los tiempos obtenidos para Ia matriz de Laplace

de tamaño 40000, usando 4 procesadores, se pueden ver en la Figura 37. La

Figura 38 muestra los tiempos obtenidos para las matriz Biarmónica de tamaño

16384 usando 2y 4procesadores.

De estas figuras se deduce, que independientemente del número de iteraciones

internas realizadas, el número de pasos óptimos paJece ser 1, tanto para las

matrices de Laplace como para las matrices Biarmónicas. Esto ha resultado ser

independiente del número de procesadores utilizado, y del tamaño de los bloques

asignados a cada procesador.

Sin embargo, la elección del número de iteraciones internas q depende del

tamaño de la matriz o, más bien, del número de elementos no nulos que pG-

sea. Así, pa,ra un número de procesadores fijo, el factor no estacionario óptimo
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t (seg.)

(a) 2 procesadores

t (sg-)

(b) 4 procesadotes.

Figura 35: Tiempos erperi,m,entales d"el método GCP/LÜ-GSS. Matri'z de Laplace 10000'

uss,n¿Io 2 g I procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota d,e parad'a (r,rl <10-7 '

Nrirnero de iteraciones intmd

i 1 4
- i , o t  

|  
- t . *

-  
1 . 6 6

r , 8 9  \  2 , o 3

Nrtnero de iteraciones intmas
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aumenta ligeramente conforme aumenta el tamaño de la matriz. Por ejemplo,

para n'L: 1 y 4 procesadores, la Figura 37 muestra que el mejor tiempo para

la matriz de tamaño 40000 se obtiene para g : 5, mientras que para la matriz

de tamaño 10000 el número de iteraciones internas óptimo es 3, tal y como se

puede ver en la Figura 35(b).

La Figura 39 muestra los resultados para la matriz de Laplace de tamaño

262L44usando 2 procesadores. Vemos en dicha figura, que cuando se realiza una

única iteración interna los tiempos realizando 1 ó 2 pasos del precondicionador

son similares, y conforme aumentamos el número de iteraciones internas, la

diferencia de tiempos entre ellos también se incrementa. Como puede apreciarse

en la Figura 40, el comportamiento, en este sentido, de las matrices Biarmónicas

tarnbién es similar, aunque las diferencias de tiempos para 1 y 2 pasos ya son

apreciables de forma clara para Q: l.

En las Figuras 39 y 40 aparece también el número de iteraciones globales

necesarias en cada caso para obtener convergencia. Claramente, para un número

de pasos fijo del precondicionador, el número de iteraciones globales disminuye

conforme aumentamos el número de iteraciones internas. Por tanto, al igual que

ocurría en los métodos por bloques en dos etapas, si esa reducción compensa

la realización de m¡ís iteraciones internas, entonces se observa un menor tiempo

de ejecución. Esto se ha podido constatar, a la vista de los resultados, ya que

paxa lna misma matriz a,l aumentar el número de procesadores, y por tanto al

aumentar las comunicaciones, el q óptimo aumenta ligeramente.
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(a) 2 procesado"es.

(b) 4 p"ocesado"es'

Figura 36: Iteraci,ones para el método GCP/L0-GSS. Matri,z d,e Laplace 10000, wando 2

g I procesad,ores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada (r,r) < 10-7'

¡ l a i 5

5 e  !  s 3  i  5 0

Nrknero & iteraciones internd

Nrhnero de iteraciones intemre
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t 2

t (ss.)

Nrlrnero de iteraciones intems

Figura 37: Tiempos erperi,mentales del métod,o GCP/L0-GSS. Matri,z de Laplace 40000,

usand,o f procesad,ores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada (r,r) < 10-7.
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de los preconücionadores

i_ _-' ----l
__ 

j!t:-l

r 0 t , 9 7

129 ,7  4

l 5 l - o l

1 7 3 . O 2

(a) 2 p.ocesado"es.

t (seg.)

(b) 4 Procesadotes'

Figura 38: Resultad,os ilel métoilo GCP/LU-GSS. Matriz Bi'annóni'ca 16384' usando 2 v I

procesad,ores. IBM RS/6000 SP. Cota d,e paraila (r,r) < 10-7'

Nrnnero de iteraciones intemas

Número de iteraciona intemas
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t (seg.)

t 6 0

1 5 0

t  4 0

1 3 0

1 2 0

I  l o

l o o

(u)

(b)

Figura 39 Resultados del método del GCP/2U-GSS. Matriz de Laplace 262144, usando 2

procesad,ores. IBM RS/6000 SP' Cota d,e parad,a (r,r) < t0-7.

Nú¡nero & iteraciones intemas

Nri¡nero de iteraciones interns
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t (seC.)

I  4 0 0

r200

't 000

8 0 0

600

4 0 0

200

(")

Nftnero de iteraciones internas

o

(b)

Figura 40: Resultailos del método GCP/LÚ-GSS. Matri'z Biarmóni,ca 10000, usando 2

procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota d,e parada (ar) < 10-7'

2 6 . 8 7  |  2 4 , 1 4

Nrirnero de iteraciones intqnas
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7.5.2.4 Influencia del parámetro de relajación

Las Figuras 41 y 42 ilustran Ia influencia del parámetro de relajación o en el

tiempo de ejecución del Algoritmo 7.2 calculando el precondicionador median-

te el método en dos etapas, con iteraciones internas SSOR (GCPI2WSSOR),

usando la matriz de Laplace de tamaño 40000 y distinto número de pasos del

precondicionador. Para Ia obtención de los resultados de estas figuras se han

utilizado 2 procesadores. Por otro lado, en las Figuras 43 y 44 se presentan

resultados numéricos, anáIogos a los anteriores, pa,ra la matriz Biarmónica de

tamaño 40000.

Como se puede observar, muchas de las conclusiones extraidss pa,r& u :

1, son generalizables al caso en que u > 1, aunque obviamente se consiguen

mejores resultados con estos últimos. Así, como se refleja en estas figuras el

número de pasos con el que se obtiene Ios mejores tiempos es con rn : l,

tanto para las matrices de Laplace como para las matrices Biarmónicas. En

este caso los tiempos bajan al aumentar el número de iteraciones internas hasta

cierto valor óptimo a partir del cuai empiezan a subir. Por otro lado, cuando

m ) l, generalmente el mejor método se obtiene con g : 1. Tambien se observa

cuando m ) I, que para las matrices de Laplace los tiempos suben generalmente

conforme se aumenta el número de iteraciones internas. Sin embargo, en las

matrices Biarmónicas esto empieza a ocurrir para valores más altos del factor

de relajación (ver, por ejemplo, Ia Figura 43).

Cabe destacar también que, independientemente del factor de relajación, el

número de iteraciones globales se reduce, al aumentar el número de pasos dei pre-

condicionador. como ocurría cuando se usaban iteraciones internas Gauss-Seidel.
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t (seg)

t (see.)

l s q - t  |  7 . 7 e

(a) Nt*e"o de pasos del precondicionador: 1.

1 , 6  I  1 , 7  |  ¡ , 8  I  l ' e

4 ,s7  |  4 .27  I  3 .e6  |  4 .6

1-r l:2r--1 .¡r-¡;=-
5,s5  |  53ó 1  5 .24  |  s '82

6.e5  |  6 ,31  |  ó .8  |  7 ,2

r3-o9  |  12-49  |  r2 .4a  |  
' I3A

(b) N,i*""" de pasos del precondicionador: 2

Figura 41: Resultad,os ilel métod,o GCP/L0-SSOR. Matriz ile Laplace 40000' usando 2

procesa¿Iores. IBM RS/6000 SP. Cota de parad,a (r,r) <10-7'

Factores de relajación

Factores de relajación
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t (seg.)

(a) Nri^u.o de pasos del precondicionado¡: 3.

Figura 42: Resultad,os det método GCP/LD-SSOR. Matri,z de Laplace 40000' ull,ndo 2

procesad,ores. IBM RS/6000 SP. Cota ile parad,a r,r) < l0-7 -

Factores de relajrción
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(a) ttri-".o de pasos del precondicionador: 1

t (seS.)

Factores de relajación

(b) Nti*"to de pasos del precondicionador: 2'

Figura 43: Resultad,os del métod,o GCP/%Ú-SSOR. Matriz Bi'armónica /+0000' ttsonilo 2

procesad'ores. IBM RS/6000 SP. Cota ile parada (r,r) < 10-7'

-  i  r ¡  I  l , e

2 r 2,23

2 z z . o s  I  z o z ' z ¿  I  1 8 9 . 8 8
3  3 2 , 4 4

Factores de relajación

7 0 0

ó o o

5 0 0

4 0 0

3 0 0

2 0 0

t o o

o

3 0 2 . 4 7  |  2 7 9  3 a
'  Á  i  3 o 9 . o 84 3 2 , 2 3  |  z z z . a

4sa.43 | zzs .¿¿ i -?::-42
=;t  

- - ic t .oz 
|  13! .42.  

' \  27s.6

5 0 5 - 4 5  |  4 3 3 , 3 2
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t (ss.)

7 0 0

6 0 0

5 0 0

4 0 0

3 0 0

2  0 0

t  o o

0 i

(a) Nri*".o de pasos del precondicionador: 3.

Figura 44:- Resultados d,el métoilo GCP/L0-SSOR. Matri,z Bi.armónica 40000, usando 2

procesad,ores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada r,r) < !0-7.

Esto queda reflejado en las Figuras 45 y 46, donde también se puede aprecia,r

que rn : 1 es el número de pasos óptimo independientemente del número de

procesadores utilizados.

Factores de relajación
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l 5

l o

5

0

- : -
-/:-'"-

1 2 3

+ m - l 3 , 9 5 3 . 9 1

3 -9ó 4 9 4 5 2 4 ó,8 | 2,44

9.24 1 1 2 5 1 3 , 4 5 r 6,29

4 . 2 6 l 0 - 3 2 t 5  - 9 2 I  E ,6s

Núrnqo de itemcionc interns

(a)

3

Nrfonqo de iteraciones intmas

j E - : t  l m : 2  [ m : ]  t r m : +  |

(b)

Figura 45: Resukailos ilel métod,o GCP/28- SSOR. Matriz ile Laplace 40000, usando 2

procesad,ores y w:!,8. IBM RS/6000 SP- Cota de parad,a (r,r) <t0-7 '
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l 5

l 4

l 3

t 2

t l

l o

9

8

7

6
I

7,44 6,9 7 .06 ? ,24

7,94 4 , 4 7 I O,5

8 , 6 ó 9,09 9.8 6 t  t ,2 l  2,ó8

9 9,98 I  l - 3 4 t2,94

Nrhnqo de itemciones intmas

t (sg-)

1 2 0

¡ o o

8 0

6 0

4 0

2 0

o
2 3 4

Nunso de iteraciones intern$

l E - : r  l m : 2  [ m : 3  t r m : 4  |

(b)

Figura 46: Resultailos d,el método GCP/L0-SSOR. Matria de Laplace 40000, usand'o 4

procesa¡lores ! u:!,7. IBM RS/6000 SP. Cota ile paraila (r,rl <I0-7.

(a)
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7.5.2.5 Speed-uP Y eficiencia

A continuación vamos a ilustrar el comportamiento de estos métodos frente

a su colresponcliente secuencial. Como puede apreciarse en las Figuras 47 y

48, independientemente dei vaior del factor de relajación, eI algoritmo paralelo

siempre acelera al correspondiente secuencial. Las eficiencias obtenidas son tam-

bién similares y están en torno aI75 - 80%. Sin embargo, como se explicó en la

sección 2.5, puesto que estos algoritmos paralelos no tienen porqué ser más efi-

cientes cuando se ejecutan en secuencial, parece lógico evaluar dichos algoritmos

tomando como referencia un "buen" algoritmo secuencial. Teniendo en crrenta

las excelentes propiedades que tiene el método del gradiente conjugado respecto

a su velocidad de convergencia desde el punto de vista secuencial, parece lógico

comparar nuestros mejores métodos con dicho algoritmo secuencial'

La Tabla 28 muestra el comportamiento del método del gradiente conjugado

precondicionado, con iteraciones internas ssoR, para la matr'tz de Laplace 4096-

N, usando 2 procesadores, frente al método secuencial del gradiente conjugado

precondicionado, usando como precondicionador ei método SSOR en rn-pasos'

Como se puede apreciar, ei métod.o paralelo es más lento que el citado secuen-

cial. Sin embargo, conforme aumenta el tamaño de Ia matriz esto cambia' Así

por ejemplo, la Tabla 29 muestra los resultados para el método del gradien-

te conjugado precondicionado con iteraciones internas Gauss-Seidel simétrico

(SSOR, con k : 1) y para el método del gradiente conjugado precondicionado

con precondicionador Gauss-Seidel simétrico en rn-pasos, para Ia matriz Lapla-

ce de tamaño 40000 y 2 procesadores. Se observa que ei método del gradiente

conjugado precondicionado paralelo acelera a este algoritmo secuencial clásico.
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GCP/2E-SSOR GCP SSOR secuencial

,TT q Iter. tiempo Iter. tiempo

1

I

1

I

1 , 7

1 0

1

1

a

O D

D Y

O,52

O,32

0,48

62

33

27

0,30

0,16

0,13

I

L

1

1

l17

1 0

2

2

48

34

44

o,44

O,32

0,40

1

1

I

1

r ,7
1,9

ó
J

39

33

40

0,40

0,35

o,42

2

2

I

r17

1 q

1

I

I

46

29

4I

0,56

0,36

0,50

43

22

18

0,33

0,17

0,14

2

2

1

t ,7

1,9

2

2

2

48

u
^ ,

0,55

0,39

0,53

2

2

1

l r7

1 0

J

3

39

ÓJ

40

0,56

o,47

0,56

Tabla 28: Comparando el método GCP/L0-SSOR con el método secuenci,al GCP SSOR.

Matriz d,e Laplace 4096-N, usando 2 procesad,ores. IBM RS/6000 SP. Cota de parada \r,r) <

10-7 .

Las Figuras 49 y 50 comparan el comportamiento de ambos métodos para ma-

trices de tamaño 40000 y 262144, respectivamente, en relación al parámetro de

relajación usado en el método SSOR.

En general, las conclusiones observadas son parecidas a las obtenidas cuando

se utiliza en la etapa interna Gauss-Seidei simétrico. Aunque cabe decir que,

en determinados casos para factores de relajación altos, el comportamiento del

mejor algoritmo secuencial obtenido de forma experimental (m: 1) ha sido
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GCP/2E-GSS GCP GSS secuencial

lTL q Iter. T. Par. T.Sec. Speed-up Iter. Tiempo

1

t

1

I

z

o

17]-

L22

104

7,79

7,L7

8,22

9,05

10,38

1,05

1,,26

1,38

t67 e ,  1 ,

2

2

2

l-

2

3

L20

86

7 0 0

8,06

8,92

o 9R.

11,  l1

L3,42

1,66

L,37

1,50

LL7 9, !7

Tabla 29: Comparand,o eI métod,o GCP/2Ú-GSS con el método secuencial GCP GSS'

Matr,iz d,e Laplace /+0000, usand,o 2 procesad,ores. IBM RS/6000 sP. cota d,e parada \r,,) <

10-7.

similar aI del algoritmo paralelo óptimo. Teniendo en cuenta que a priori no se

conoce el factor de relajación óptimo, podemos pensar que en la prráctica resol-

veríamos nuestro problema concreto con un valor de c¿ ni demasiado próximo

a 1, por ser má,s lento en estos casos, ni demasiado próximo a 2, para evitar

obtener pobre convergencia. Así, por ejemplo, en la Figura 51, se compara el

comportamiento de los precondicionadores en dos etapas' usando SSOR en las

iteraciones internas, en relación al número de iteraciones internas realizadas pa-

ra la matriz de 262L44, pata u : L,5, observando en dicho caso, una eficiencia

del mejor algoritmo paxalelo frente al mejor secuencial de en torno al45%.
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m : 1 ;  q : 2

9

a

7

t (seg.) 6

3

---<>- Seclpncial --*- Paralelo

Figura 47: Compamndo del métoilo GCP/LÜ-SSOR con su con'esponil,i,ente secuenc'i,al.

Matri,z d,e Laplace 40000, usand,o 2 procesailores. IBM RS/6000 SP. Cota de parad,a (r,r) <

10-7.

m = 2 ;  q : 2

¡ ¡
l o

I

6

t (sg") 7

6

5

3
1 3  t A  l , s  1 . 6

Factores de relajación

i * Secrencial ---l- Pralelo I

Figura 48: Comparando del métod,o GCP/L0-SSOR con su correspondi,ente secuenc'i0,1.

Matri,z d,e Laplace 40000, usendo 2 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota d.e parada (r,t) <

10-7.

Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2000.



7.5 Implementación de los pteconücionadores pataiLelos 335

t 2  l ¡  t , 4  l , s  1 ,6

Factores de retajación

Figura 49: Comparando eI métod,o GCP/LÚ-SSOR con eI métod,o secuencial GCP SSOR

fu:Z). Matri,z ile Laplace 40000, usanilo 2 procesadores. IBM RS/6000 SP. Cota d,e parada

(r,r) < 10-7.

l+cppne-ssoR m:1. I
l--t- a"t soR secuencial, m :l I
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i e q = t  ¡ q = z  E q = 3  E S e c u e n c i a l G C P  S S O R , m = l  I

1 4 0

t20
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E O

t (seg)
60

4 0

2 0

0

Factores de relajación

Figura 50: Compamnilo el rnétodo GCP/LU-SSOR con el métoiho secuenc'i,al GCP SSOR.

Matri,z d,e Laplace 262144, usando 2 procesad,ores. IBM RS/6000 SP' Cota ile parad'a \r,r) <

10-7.
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3
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Figura 51: Cornparand,o el nétoi|o GCP/hfl-SSOR (w : !,5) con el método secuenc',i'al

GCP SSOR (a:L,5). Matriz d,e Laplace 262144, usanilo 3 procesailores. IBM ns/6000 sP'

Cota ile parad,a (r,rl < 1:O-7 .
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7.5.3 Resultados para el método GCP basado en la técnica

en dos etapas con FIC como partición interna

A 1o largo de esta sección presentamos los resultados numéricos del método

del gradiente conjugado precondicionado (GCP), cuyo precondicionador se cal-

cula aplicando el método en dos etapas utilizando para obtener las particio-

nes internas, Ia factorización incompleta de Choleski (FIC). Denotamos a este

método GCP/2E-FIC.

7.5.3.1 Sobre el número de condición

AI igual que se hizo en Ia Sección 7.5.2.1vamos a dar, a continuación, una

serie de ejemplos ilustrativos de cuál es el comportamiento del precondiciona-

dor en dos etapas basado en la factorizacíón incompleta de Choleski. Tenemos

que recordar, para esto, que los parámetros lú1 y N2 que apaxecen en todos

los resultados de esta sección nos indican el número de subdiagonales que se

factorizan. Así, lú1 indica el número de subdiagonales que se factorizan a partir

de ia diagonal principal y N2 indica eI número de subdiagonales que se facto-

rizan desde ia última subdiagonai distinta de cero hacia Ia diagonal principal.

Estos parámetros definen el conjunto no cero G introducido en el Capítulo 6

(Sección 6.3), como conjunto no cero.de la factorización.

En las Tablas 30 y 31 se han considerado dichos precondicionadores, utili-

zando los niveles de llenado lú1 : 2, N2: 0, y lü1 : N2:2, para una matriz

de Laolace de tamaño 1024. Dichas tablas presentan el número de condición
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de la matriz del sistema precondicionado Á. Bt número de condición se ha cal-

culado atendiendo al número d.e iteraciones internas q realizadas y al número

de pasos del precondicionad,or, pil& 2 y 4 ptocesadores. En ambos casos' se ha

supuesto que el número de filas asignadas a cada procesador es el mismo. como

en la sección7.5.2.!,estos resultados se han calculado utilizando el programa de

cáiculo matricial MATLAB. Recordemos que el número de condición obtenido

para la matriz de Laplace ha sido 440,68'

De estas tablas se deduce que el número d.e condición de Á es siempre menor

que ei número de condición de A. Además, eI número cle condición de Á ¿it-

minuye, tanto si aumentamos el número de pasos del precondicionador, como si

aumentamos el número de iteraciones internas. Por otro lado, observamos que

el conjunto no cero de la factorización definido por lú1 : N2 : 2 da lugar a

un número de condición menor que en el caso -lú1 : I, N2: 0, ya que en este

último caso, Se factorizan menos elementos que en el primero y pol lo tanto, la

aproximación que se obtiene de A es peor'

cabe destacar, además, que aI aumentar el número de procesadores, también

aumenta eI número de condición del precondicionador correspondiente' Esto se

d.ebe al hecho de que cuando aumentamos el número de bloques diagonales, los

conjuntos no cero de la factorlzación incompleta de choleski son más pequeños

y, por tanto, las factorizaciones resultan "más incompletas", por lo que es de

esperar un mayor número de condición'
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2 PRoCESADORES 4 PRoCESADORES

Número de

pasos (rn) q

Número de

Condición

Número de

pasos (rn) q

Número de

Condición

1 I

A

ó

37,84

22,2O

L7,23

14,91

13,61

I L

2

3

4

42,49

27,06

22,16

19,87

18,57

2 I

2

3

4

5

!9,t7

11,35

8,87

TrTL

7,06

2 1

2

3

4
t

2t,5O

13,78

11,33

10,19

9,54

3 1

3

^

5

L2,95

7,74

6,09

5,32

4,88

3

t

3

4

o

14,50

9,36

7,73

6,96

6,53

4 I

t

4

9,84

5,93

4,70

4,L2

3,80

4 1

2

3

4

o

11,00

7,15

5,92

5,35

5,03

tr 1

2

3

D

7,97

4,85

3,87

3,4L

3,15

1

2

3
A

8,90

5,82

4,85

4,39

4,L3

o 1

2

3
Á

6,73

4,13

3,31

2,93

2,72

o 1

2

ó

a q 1

4,94

4,13

3,53

Tabla 3O Número d,e cond,i,ción d,e la matri,z Á, ¡r¡1 :2, N2 :0. Matriz de Laplace 102/t,

cond,(A):110,68.
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2 PRoCESADORES 4 PROCESADORES

Número de

pasos (rn) q

Número de

Condición

Número de

pasos (rn) q

Número de

Condición

1

2

J

4

5

13,96

11,40

r0,74

10,48

10,35

1

2

J

i

É

19,43

16,60

15,93
-J.5,7L

15,63

2 I

2

3

4

5

7 ' A

5,96

5,63

5,50

5,43

2 I

2

3
t

tr

o 0 7

8,56

8,22

8,11

8,07

2 1

2

3

A

5,00

4,15

3,93

3,85

3,80

l-

2

3

4

6,82

5,88

5,66

5,58

I

2

3

3,88

3,25

3,09

3ro2

t o o

^ 1

2
e

4

tr

( t K

4,54

4,38

4,32

4,30

I

2

3
I

orz¿

2,7r

2,58

2,53
q  ( 1

( 1

2

.i

4,30

3,74

3,61

3,56

3,55

o L

2

3

2,78

2,36

2,25

t 1 1

2,19

o I

2

ó
Á

5

3,68

3,2L

3,10

3,06

3,05

Tabla 3!: Número d,e cond,i,ción d,e Ia matri,z A, Nt:2, N2:2. Matriz ile Laplace 1021,

cond,(A):110,68.
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7.5.3,2 Comportamiento del método

En esta sección estudiamos el comportamiento del método del gradiente con-

jugado precondicionado, cnyo precondicionador se caicula aplicando el método

en dos etapas utilizando para obtener las particiones internas, Ia fact'otización

incompleta de Choleski (GCP/2E-FIC). El estudio se realiza para distintos ta-

maños de matrices de Laplace.

Las Figuras 52 y 53 reflejan los resultados del método GCP/2E-FIC, para la

matriz de Laplace 4096-N, y para distintos niveles de llenado, usando 2 proce-

sadores. Análogamente, Ias Figuras 54, 55 y 56 reflejan los resultados obtenidos

cuando se utilizan 3 procesadores.

En estas figuras se puede apreciar que para matrices pequeñas (o con po-

cos elementos no nulos), para m: 1, independientemente del nivel de llenado

utilizado, generalmente, el número de iteraciones globales decrece conforme se

aumenta el número de iteraciones internas. Por tanto, cuando dicha disminución

en el número de iteraciones globales compense la realización de más iteraciones

internas, se obtendrá un buen tiempo. Observamos en dichas figuras, por ejem-

pio, que para Tn: 1, los mejores tiempos, para esta maír\2, se obtienen con

Q : 2. Sin embargo, cuando m ) I, el método no se comporta igual, ya que

conforme se aumenta el número de iteraciones internas también aumenta el tiem-

po de ejecución. Teniend.o en cuenta que realizando 2 pasos dei precondicionador

con una única iteración interna, se obtienen, para esta matriz, mejores resulta-

dos que para el precondicionador en 1 paso con q óptimo, concluimos que para

esta matriz los mejores tiempos se obtienen con m:2 y q:1, independiente-

mente del nivel de llenado. Sin embargo, esto no es generalizabie a matrices de
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mayor tamaño. Conforme aumenta el tamaño de la matriz, encontramos siem-

pre un número de paso mayor que 1, en el que el método se comporta, como en

el caso de la matriz de Laplace 409GN, para rn: L, es decir los tiempos bajan

al aumentar el número de iteraciones internas hasta cierto valor óptimo, a partir

d.el cual comienzan a subir. Esto ocurre en dicho paso y todos los anteriores'

Esto qued.a reflejado, en las Figuras 57 y 58, para la matriz Laplace de tamaño

40000.

Por otra parte, si volvemos a las Figuras 54,55 y 56 y las comparamos con las

Figuras 52 y 53 se observa claramente, que para matrices pequeñas (por ejemplo

Ia matriz de Laplace 4096-N), los tiempos disminuyen al aumentar el número de

procesadores de 2 a 3. Este hecho es independiente del nivel de llenado utilizado.

Además, al contrario de lo que ocurría en el método por bloques en dos etapas

(ver Sección7.4.4), el tiempo sigue disminuyendo al usar 4 procesadores' La

Figura 59(a) ilustra este comportamiento. También podemos observar en Ia

Figura 59(b) que al aumentar el número de procesadores (y pot tanto disminuir

el tamaño de los bloques), se obtiene mayor número de iteraciones globales, las

cuales van bajando a medida que aumentamos el número de iteraciones internas

q, 1o cual parece lógico si nos atenemos a Io dicho sobre el comportamiento

del número de condición para estos precondicionadores, en la Sección 7.5.3.1.

Sin embargo, como dicho aumento es prácticamente insignificante, no afecta

al comportamiento descrito del método, es decir, los tiempos disminuyen al

aumentar el número de procesadores . Este hecho es independiente del tamaño

de la matriz, como puede observarse, si comparamos la Figura 59, para la matriz

de Lapiace 4096-N, con la Figrira 60, para Ia matriz Laplace de tamaño 16384,

y la Figura 61, para la matriz de Laplace de ta'rnaño 40000'
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Figura 52: Resultados del método d,el GCP/LU-FIC. Matri,z de Laplace 4096-N, usando

2 procesad,ores. IBM ES/6000 SP. Cota d'e parada (r,r) < L0-7.
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Figura 54: Resultad,os del método del GCP/Z0-FIC. Matriz ile Laplace 4A96-N, usanilo

3 procesailores. IBM RS/6000 SP. Cota de paraila (ar) < 10-7.

Queremos hacer notax que se hicieron pruebas con otros niveles de llenado,

pero los que aparecen aquí, son con los que obtuvimos mejores resultados. Des-

tacamos, que no se han encontrado demasiadas diferencias entre la elección del

nivel de llenado NL : 1 y N2: 0 y la elección N1 : 2 y N2 : 0, (ver por

ejemplo las Figuras 62, 63), siendo estos niveles de llenado, los que en general,

obtienen mejores resultados. Por otra parte, se ha observado, como muestra

la Figura 64, que de entre todos los niveles de llenado probados, el tiempo de

ejecución es mayor para la elección del nivel de llenado -lü1 : 2 y N2:2.
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7.6 comparación de los métodos. conclusiones

En el presente capítulo hemos estudiado, desde el punto de vista experi-

mental, el compotamiento de diversos métodos paralelos introducidos en esta

memoria. Concretamente, en la Sección 7.4, se ha analizado el comportamiento

de los métodos por bloques en dos etapas, introducidos en el Capítulo 5. Como

matrices de prueba se han elegido, básicamente las matrices de Laplace, aunque

también se da una reseña sobre el comportamiento de dichos métodos para las

matrices que provienen de la ecuación Biarmónica, mostrando que para estas

matrices dichos métodos obtienen Ia convergencia de forma miás lenta que pa-

ra las matrices de Laplace. En dichos experimentos hemos utilizado para Ia

aproximación de los sistemas internos, principalmente, la partición del SOR y la

partición del SSOR. En líneas generales, se muestra que el número de iteraciones

giobales de los algoritmos decrece al aumentar el nítmero de iteraciones internas,

reduciéndose además Ia diferencia entre el tiempo REAL y de CPU. Cuando di-

cha disminución en las iteraciones globales compensa el aumento de iteraciones

internas es cuando se obtiene eI mejor resultado del correspondiente algoritmo.

Sin embargo, si comparamos los mejores resultados obtenidos para cada caso,

observamos que aunque para ü, : 1, es mrís eficiente el método utilizando ite-

raciones internas SSOR, o lo que es lo mismo es más eficiente usar iteraciones

internas Gauss-Seidel simétrico, que Gauss-Seidel, sin embargo, conforme au-

mentamos el factor de relajación, llegando a los factores de relajación óptimos

esto se invierte, consiguiendo por tanto, el mejor resultado para el método SOR.

Esto io iiustramos en ia Figura 65, donde apa,recen los tiempos de ejecución de
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FigUra 65: Comparaci,ón ile los métod,os en dos etapas con'iteraciones intemas SOR y

sso? (w : L, t) : !,8). Matri,z d,e Laplace 1638/t, usand,o f procesailores- IBM RS/6000 sP'

ambos métodos, tomando como factores de relajación u : L y a : 1,8, pa¡a

la matriz de tamaño 16384, usando 4 procesadores. Como se puede apreciar, el

mejor tiempo se obtiene con ü, : 1,8, realizando dos iteraciones internas'

En la Sección 7.5 se anahza,experimentalmente el comportamiento del método

del gradiente conjugado precondicionado utilizando las dos técnicas de precon-

dicionamiento estudiadas en eI Capítulo 6-

El primer precondicionador está basado en el método por bloques en dos eta-

pas analizado en la Sección 7.4. Iltihza¡nos iteraciones internas Jacobi y SSOR

y como matrices de prueba las matrices de Laplace y las matrices Biarmónicas.
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sadores. IBM RS/6000 SP.

No obstante queremos hacer notar, que para estas últimas sólo se han utilizado

iteraciones internas SSOR, ya que el precondicionador usando iteraciones inter-

nas Jacobi no es válido porque Ia partición interna de Jacobi no es convergente

paxa este tipo de matrices. Para estos precondicionadores se ha analizado, expe-

rimentalmente, el número de condición, observando, cuando se usan interaciones

internas tipo Jacobi, que el número de condición de la matriz del sistema pre-

condicionado es menor que el número de condición de la matriz inicial, excepto

cuando se realiza un único paso y una única iteración interna. Además, paxa un

Metodos iterativos paralelos para la resolucion de sitemas lineales... Maria Jesus Castel de Haro.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2000.



7.6 Com de los métodos. Conchtsiones

I 8

l 6

t 4

t 2

t (seg.)t o

8

6

7

0
3

Ni¡mero de iteraciones internas

-
¡ Nl=2, N2:2, m=2 lNl=l, N2{, m=2 lNl:2, N2{, m:2 I GCPI2E-SSO& m=l

i r2E-sR

Figura 67; Comparación ile los métod,os GCP/LS-SSOh, GCP/LU-FIC v los métod'os en

ilos etapas con ,i,teraciones óntentas SOR. Matri,z ile Laplac.e 16384, usando f procesadores'

rBM RS/6000 sP.

número de pasos pal fijo, el número de condición decrece conforme aumentamos

el número de iteraciones internas, mientras que paxa un número de pasos impar

el número de condición va disminuyendo o aurnentando según sea el número de

iteraciones internas par o impa,r, respectivamente. sin embargo, cuando se usa

el precondicionador con iteraciones internas tipo SSOR, el número de conüción

de Ia matdz d.el sistema precondicionado es siempre menor que el número de

condición de A. Ad.emás, el número de condición decrece confolme aumenta-

mos el número de iteraciones internas, independientemente de que eI número de
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pasos sea par o impar. Respecto a los tiempos de ejecución diremos, como se

puede ver en la Figura 66, que estos métodos aceleran de forma importante la

convergencia frente al uso de los métodos por bloques en dos etapas analizados

en ia Sección 7.4.

Se ha fi.nalizado este capítulo analizando el precondicionador construido en

la Sección 6.3. Dicho precondicionador aúna la técnica de dos etapas y el uso

de la factorización incompleta de Choleski. Al igual que se hizo con el anterior

precondicionador se ha analizado, e>cperimentalmente, el número de condición

concluyendo que el número de condición de la matriz del sistema precondicio-

nado es menor que el de la matriz del sistema original y disminuye, tanto si

aumentamos el número de pasos del precondicionador, como si aumentamos el

número de iteraciones internas. Por otro lado, desde el punto de vista de tiem-

pos de ejecución, se ha observado que los mejores tiempos se consiguen cuando

realizamos 1 ó 2 pasos del precondicionador, para cualquier tamaño de los blo-

ques diagonales y para todos los niveles de llenado. Respecto a estos últimos,

de todos los llenado analizados, los mejores tiempos se han conseguido con los

niveles de llenado lú1 : I, N2: 0 y lú1 : 2, N2: 0, que han resultado ser

similares, mientras que el llenado lú1 : 2, N2:2, es el que peor resultados ha

obtenido.

Por otra parte, aunque con este precondicionador, se obtienen mejores resul-

tad.os que con los métodos por bloques en dos etapas, analizados en Ia Sección

7.4, tenemos que decir que da peores resultados que el precondicionador an-

terior. Esto queda reflejado en la Figura 67, en la que se comparan los dos

precondicionadores y el mejor método por bloques en dos etapas obtenido ex-

perimentalmente, para la matriz de Laplace de tamaño 16384.
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ación de los métodos. Conclusiones

Concluimos por tanto que de todos los métodos estudiados en esta memo-

ria, el método que meior se comporta experimentalmente es el método del gra-

diente conjugado precondicionado cuyo precondicionador se calcula aplicando

el método en dos etapas, y utilizando como particiones internas las obtenidas

mediante el método SSOR.
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Líneas Fbturas

En esta memoria se han estudiado distintos métodos iterativos para la resolu-

ción de sistemas de ecuaciones lineales en el contexto de las matrices hermíticas

y definidas positivas.

Los métodos han sido implementados en un IBM RS 6000/SP y un cluster

de Pentiums, usando como soporte software PVM (parallel virtual machine).

PVM es un paquete de software que permite que una red de computadores

heterogéneos puedan actuar como un solo recurso computacional concurrente.

Actualmente no existe un modelo único que fundamente ei desarrollo de la

computación paralela al igual que el modelo Von Neuman io ha hecho con la

computación secuencial, sin embargo el modelo BSP (Bulk Synchronous Para-

llel) es uno de los que más seriamente se está considerando. Fue propuesto por

Valiant [96] en 1990 y una de sus características es que incluye un modelo de

costes para evaluar los algoritmos paralelos. En esta línea parece interesante

comparar los resultados obtenidos experimentalmente usando PVM con los que

se obtendrían usando BSP. Por otro lado, con la ayuda del modelo de costes,

parece factible Ia obtención de heurísticos eficientes que no exijan la elección de

363
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364 Líneas Futuras

los factores no estacionarios a priori.

La consecuencia de estos objetivos nos permitirá crear unas librerías porta-

bles y eficientes que incluyan, entre otras, los algoritmos paralelos diseñados en

esta memoria de manera que puedan ser utilizados por cualquier usuario.

Por otro lado, el diseño de algoritmos paralelos para sistemas no lineales

está poco estudiado desde el punto de vista paralelo. Parece lógico entonces,

plantear algoritmos paralelos no lineales basados en las técnicas estudiadas en

esta memoria, expeciaimente las técnicas de precondicionamiento. Por otra

parte, el tema de asincronismo merece especial interés tanto desde el punto

de vista lineal como no lineal. Éstas son básicamente las líneas en las que se

enmarcarán nuestros próximos trabajos de investigación.
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