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Det har av flera skal visat sig lampligt att lata tidskriften 16pa utefter kalenderar.
TtS utkommer darfor ej under hosten 1957 och nésta nummer, arg. 3 nr 1, utsindes
den 1 mars 1958. Prenumeration bér ske redan nu for att underlatta uppsattandet
av namnplétsregister.

TIS tackar lasekretsen for i ar {or allt uppskattande intresse och for all aktiv hjélp
att sprida tidskriften. TS gar stadigt framét, allt fler enskilda larare och skolbibliotek
sluter upp i kretsen av TfS:s vénner.

Ett speciellt varmt tack riktas till TiS:s medarbetare, som generost stillt sina ar-
tiklar gratis till tidskriftens forfogande. D4 hirtill kommer att redaktoren under dessa
forsta 4r med egna medel subventionerat tidskriften for att kunna forverkliga dess
idé, innebar utgivandet av Tidskrift for
Skolmatematik en gava till lararkarerna.

IForvalta gdvan genom att sprida TfS!!
Det bor inte vara svart for var och en att
placera de fa prenumerationsblanketter, ..u:
som bifogats detta nummer. Det 4r ound-
gangligen nodvindigt att si sker, om TIS
skall f& mojlighet att fortsdtta och utveck-
las vidare till ett omvéxlande och innehalls-
rikt forum for den viktiga rédkneundervis-
ningen.

Prenumerationspriset 5: — kr har med
avsikt hallits Jagt for att varje enskild larare
skall kunna bli prenumerant utan nagra stérre ekonomiska betédnkligheter som hind-
rande faktor. A andra sidan ar det nodviandiga villkoret for att detta liga prenumera-
tionspris skall kunna hallas att TfS nar allt fler av lararna.

Tidskriftens manga medarbetare och dess redaktér har gjort en uppoffrande insats
for att forverkliga TIS:s idé. Ansvaret faller nu pa den enskilde ldsaren. Svik intel
TES behover Dig och Din insats! Det géller nagot sa enkelt och s& vikligt som att
overtala Din kollega att prenumera pa TES. Den viktigaste végen att sprida tid-
skriften ar just denna: fran larare till larare.

P4 sa sitt forverkligas TfS:s idé och mal genom samarbete mellan oss alla: l4sare,
medarbetare och red.

Tack for i dr! Solig sommar! Vil métt igen! g ; (j

/’2’/’—’—




L o p s sl

”...fyller mycket hogt
stillda fordringar™

Klass 1 ”Bokens verkligt stora fértjinster gr att man
pa det varmaste vill rekommendera den.”

Svensk Skoltidning

Klass 2 ”Ett s fortraffligt hjalpmedel vid rdkneunder-
visningen vill man med gliddje rekommendera.”
Svensk Skoltidning

Klass 3 ”Exemplen idr valda fradn barnens virld, vil
formulerade och enkla i spriket. Larogidngen
ar vil genomtinkt och klar.”

Folkskollirarnas Tidning

”Bokens redigering ar foredomligt klar och
redig. Utan tvivel dr denna lirobok en av de
bista for stadiet.”

Sveriges Folkskollirarinnors Tidning

Klass 4 ”’Mig tycks som om fyrans bok ér dnnu bittre
dn den {or trean.”

Sveriges Folkskollararinnors Tidning
Klass 5 Utkommer till héstterminens bérjan.

Klass 6 Utkommer till hdstterminens bérjan.
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GEOMETRIN 1T SKOLAN

Av Lektor Leo Ullemar

M atematiken ar ett ord med dubbel innebérd. A ena sidan 4r matematiken en
abstrakt vetenskap, en till stora delar fardig tankebyggnad, vars olika géangar
leder till nya allt mera avligsna vaningar av logiska konstruktioner. A andra sidan
4r matematiken en metod, som kan tillampas pa problem inom alla omriden i den
maénskliga verksamheten och som gar ut pa att férutséittningslost analysera problemet
i frdga, utveckla metoder som tar sikte pa det vésentliga just i detta problem och till-
lampar generella formella metoder med avsikt att ekonomisera tinkandet genom
anvandning av symboler och mekaniska operationer med dessa.

D4 man vénder blicken p4 geometrin och ser pa denna vetenskap ur nyss beskriven
synpunkt, framstar uppbyggnaden av den euklidiska geometrin med sina definitioner,
axiom och satser sasom en forebild for en matematisk teori: en logisk konstruktion,
som pa grundval av négra fa fakta med hjalp av ett fatal klart angivna logiska regler
bygger upp ett parlband av satser, allt mera §verraskande, medan varje steg strangt
grundas pa tidigare bevisade satser. Den ursprungliga euklidiska geometrin har ej
statt sig vid en nirgangen granskning enligt den formella logikens principer. Genom
omarbetning av axiomsystemet och avligsnande av allt som védjar till 4skddning
fran bevisen har dock geometrin kunnat byggas om pa ett tilliredsstallande satt.

Nér man vill 6verflytta detta maktiga arv pa en ny generation stdr man infor flera
svarlosta problem. Den klassiska euklidiska geometrin skrevs for vuxna och mélet
vid utformandet var att uttrycka hela teorin s& koncist det ur logisk synpunkt var
méjligt. Resultatet blev en matematiskt elegant men [6r nyborjare onekligen svarlist
bok. Avsikten med konstruktionerna och bevisstegen férklarades aldrig. Eftersom
uppticktens viig sillan 4r densamma som bevisets blir det 14tt nagot sterilt 6ver en
matematisk bok, dir endast resultaten av lang forskarméda i kortaste méjliga form
anges utan antydan om hur upptéckterna gjorts och bevisen undan f6r undan utar-
betats. D4 Euklides’ Elementa sedan omarbetades i ¢versittningar péd olika sprak
var respekten for den uppfattade matematiska perfektionen forklarligt nog s stor,
att verket i tdmligen oforéndrat skick har kvarstatt som larobok till vara dagar. Den
har haft ett enormt inflytande pa var kultur. Matematikens sanning sarskilt i dess
geometriska form har uppfattats sdsom den sikraste kunskap ménniskan éverhuvud-
taget dger och denna uppbyggnad har fatt tjainstgora som férebild for andra veten-
skaper.

Att Euklides’ Elementa varken var matematiskt korrekt eller pedagogiskt tillfreds-
stdllande forringar inte dess betydelse som forsta steg i matematikens egentliga ut-
veckling. D4 det géller skolans geometri bor vi dock komma ihag, att Euklides’ Ele-
menta for dagens matematik endast har ett historiskt intresse. Geometrin av i dag
byggs upp som en fullstandigt abstrakt vetenskap utan nagra figurer och den &r inte
bunden vid négon vardaglig tolkning av grundbegreppen och axiomen pi den oss
omgivande verkligheten, utan &ar en lara om relationer mellan vissa godtyckligt defi-
nierade begrepp, for vilka vissa godtyckligt valda axiom géller. Vid valet av dessa
axiom behdver ingen hinsyn tagas till den fysiska vérlden eller nagra andra tillamp-
ningar, endast kraven pa motsigelsefrihet, fullstindighet och inbérdes oberoende ar
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nodvindiga. Endast pa detta sitt kan geometrin gbras korrekt. De euklidiska bevisen
ar en ohallbar sammanblandning av &skddning och deduktion. S& linge geometrin
uppfattas som en lara om figurer och deras egenskaper kan vi ej befria oss fran intui-
tiva slutsatser och ohallbara resonemang.

Naturligtvis kan vi inte i skolan dra ut konsekvenserna av denna senaste utveck-
ling inom geometrin. Dar far vi fortfarande uppfatta geometrin sasom en ldra om
figurer och deras egenskaper. Men vi fir inte heller komma med nigra uppstyltade
ansprak pa att arbeta pa strangt axiomatiskt grund utan hjalp av dskadning. Sa lange
vi t. ex. anvinder forflyttning av figurer som bevismetod bedriver vi inte strangt ve-
tenskaplig geometri utan ett slags askadligt och praktiskt nyttigt hantverk, d4ar man
i mojligaste man resonerar logiskt utan en exakt angiven uppsattning av axiom.
Geometrins existensberittigande i skolorna kan saledes inte ligga i skolgeometrins
matematiska korrekthet utan i geometrins stora anvandbarhet i praktiken och fram-
for allt den matematiska metoden, som i geometrin klart kommer till uttryck och i
vilken geometrin erbjuder rikliga tillfallen till 6vning.

Darfér ar det olyckligt att geometristudiet ofta har urartat till en livlos drill av
satser och bevis. Respekt for geometrin har det férvisso aldrig saknats, dock fore-
faller det som om denna respekt hos skolungdomen i flera fall mera har sin rot i geome-
tribokens svérbegriplighet 4n geometrins odédliga logiska skénhet. Kan det under
dessa omsténdigheter vara ett vardigt mal for en modern geometriundervisning att
lara ut geometrins satser och deras bevis och eventuellt en och annan tillimpning med
motivering att detta kunskapsstoff hor till allménbildningen? Vore det inte riktigare
att ater fa geometrin att leva upp som en ung vetenskap under utveckling lever for
sina utdvare, da olika metoder for framsteg provas och inget auktoritativt system ar
allenarddande, da det fortfarande finns framsteg att géra och da forskarens och upp-
ticktsresandes ande dominerar dver den benharda formalismen? Hur skall undervis-
ningen i geometri utformas, for att geometrin skall bli levande, fingslande och eggan-
de for den moderna skolungdomen?

Det finns pedagoger som anser, att den euklidiska geometrin med logisk bevisféring
saknar livskraft och vill ersitta den med ritningsévningar enligt ldrarens anvisningar
utan krav pa bevis och forsok till logisk uppbyggnad av geometrin. Harmed ger man
upp forsoket att undervisa ungdomen i den matematiska metoden och rycker undan
den grund geometriundervisningens existens i skolan vilar pa. Det visentliga i den
vetenskapliga geometrin ar ju den logiska metoden och inte figurerna. Utan den lo-
giska aspekten aterstar det endast linearritning och utantill lista formler och regler. I
denna artikel &mnar jag diskutera nagra utvigar som kunde leda till att d4ven vara
viaxande skaror av ungdom kan fa inblick i den f6r en matematiker tjusande varld
som organiskt vixer fram ur premisserna vid det systematiska studiet av geometrin.

Det som i ménga fall gor studiet av geometrin s& svart fér en nyborjare ar att han
konfronteras med flera olika slags svarigheter pa en ging: nya figurer och frigestill-
ningar, en ny metodik, symboliska beteckningar, krav pi logisk stringens och koncist
uttryckssatt. Botemedlet torde vara att ligga upp undervisningen sa, att eleven far
gvervinna en svarighet i taget och kénna sig séiker innan han gar vidare. Detta &r ju
meningen med den forberedande geometriundervisningen. Eleverna maéste fa i lugn
och o bekanta sig med de geometriska figurerna och deras bendmningar och vénja
sig vid att mita langder och vinklar, att hantera passare, linjal och gradskiva. P4
detta sitt lir han sig att hitta i figurer, en férmaga som &r absolut nodvéndig for for-
staelsen av all geometri. Har ar det frdgan om en helt ny varld for eleverna och det
tar lang tid for manga av dem att vanja sig vid den.

D4 den forberedande undervisningen bedrivits en termin, &nnu hellre ett helt l4sar,
kan man forsiktigt paborja den egentliga geometriundervisningen. Det giller 4ven
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har att inte ga alltfor bradstortat tillvaga. Fortfarande bér varje nytt avsnitt forbe-
redas med empiriska évningar, ritningar och métningar, gérna tillverkning av model-
ler av olika slag. Symboliska beteckningar och férkortningar ar fran boérjan umbérliga,
man kan tala om geometriska figurer pa helt vanlig svenska med anvindandet av
ett fatal fackuttryck symboliska heteckningar hmner man infora da elevernas be-
oreppsblldmng ar fullbordad.

Nu vill jag dterkomma till min utgangspunkt: vi skall undervisa eleverna i levande
geometri. Meningen &r inte att de l4r sig ett visst kvantum av satser och deras bevis,
avsikten ar att de skall ldra sig tdnka geometriskt, upptéicka egenskaper hos figurer,
kombinera dessa med de tidigare observerade och pa detta satt finna samband mellan
olika egenskaper hos samma figur. Darfor bor enligt min mening satserna pa ett natur-
ligt sétt grupperas kring enkla figurer och centrala fragestallningar och inte behandlas
isolerade i en logisk euklidisk kedja.

En geometrilektion skulle enligt denna upplaggning utgéra ett studium av en figur
och dess egenskaper. Figuren uppritas och dess egenskaper studeras fran bérjan med
maétningar och andra empiriska metoder. De {orsta geometriska upptickterna gjordes
av egyptierna och grekerna pa detta sitt, de logiska bevisen ar ett mera avancerat
stadium. D4 en ny egenskap hos figuren upptéckts, formuleras den si klart som moj-
ligt av eleverna. Hérefter bor eleverna sjalva f& komma med bevisforsok.

LAt oss illustrera metoden pa en valkand sats, triangelns vinkelsumma. Vid borjan
av lektionen fér eleverna i sina ritbocker upprita en godtycklig triangel o. med grad-
skiva méita dess vinklar. Xan nu vinklarna i en triangel vara hur stora som helst?
Finns det nidgot samband mellan vinklarnas storlek? Om en vinkel i en triangel gores
storre, hur dndras d4 de 6vriga? Hur gar det med summan av vinklarna? P4 tavlan
samlas resultaten. Raknas nu medelvirdet blir det i allmidnhet mycket néra 180°,
Det framstar emellertid efter denna forberedelse helt klart for eleverna att man med
miétningar aldrig kan na fullstandig sakerhet pa storleken av triangelns vinkelsumma.
Sékerhet kan endast uppnas med ett logiskt resonemang. Redan detta ar en framgang.
Ménga elever betraktar geometrin som en samling av onddiga bevis for »sjalvklara»
saker.

Nu bér eleverna fi ndgon vigledning, Skall man nu bevisa att en triangels vinkel-
summa &r 180°, kan en vinkel p& 180° uppritas. Detta bor ha forberetts tidigare, alla
bor ha klart for sig att en dylik vinkel erhalles, d& vinkelspetsen markeras pa en rit
linje. Om en triangels vinkelsumma 4r 180°, maste denna 180°-vinkel kunna uppdelas
i tre delar, i tur och ordning lika stora som vinklarna i triangeln. For att underlitta
uppdelningen kan vinkeln 180° placeras s4, att en vinkel i triangeln redan ar en del av
vinkeln. D4 dterstar endast att uppdela aterstoden av vinkeln sa att delarna blir lika
stora som triangelns aterstdende vinklar,

D4 detta resonemang i lugn och ro har genomgétts under aktiv medverkan av ele-
verna bor alla f4 en stund pé sig att i sin egen ritbok fa prova olika satt att placera
vinkeln 180° i ansiutning till triangeln. De vanligaste alternativen man da far se
framgér ur fig. 1.

Den elev, som rdkar dra DE parallellt med sidan AB (fig. 1 a), har funnit det
kortaste beviset for satsen:

Med figurens beteckningar ar enligt konstruktionen u-+t-v=180°. Eftersom alter-
natvinklar vid parallella linjer ar lika ar u=r och v=s, siledes r-4-t-+s=180°.

Har figuren ritats i enlighet med fig. 1 b dr det visserligen méjligt att genomfora |
beviset, men detta forutsatter t. ex. en med DE parallell linje genom B. Detta kan
[araren visa och bevisa pa detta satt, att r+s = x4y och fullfélja beviset. Eleven
bor dérefter f4 i uppdrag att vrida linjen DE kring C tills ett bekvamare lage och
bevis kan erhallas.



Fig. 1.

I fallet fig. 1 ¢ bor saledes visas att z = r+s. Vinkeln z bor saledes uppdelas i tva
delar, vilka i storlek ¢verensstdmmer med vinklarna r och s. Denna uppdelning far
eleven soka. Har man en kinsla av att detta blir for svart for eleven, kan man stilla
fragan: Om du inom vinkeln z vid CD avsétter en vinkel DCF, som ar lika stor som
vinkeln r, hurudan riktning far da vinkelbenet CF? Man fullféljer ritningen, eventuellt
med hjalp av en gradskiva, och betraktar resultatet. Hur ser det ut att vara? Hur kan
detta bevisas? Och #ntligen kommer val upptéckten att CF och BA maste vara paral-
lella. Den sokta uppdelningen av en vinkel pa 180° &r darmed funnen, triangelns vin-
kelsumma ar 180°.

Skall man nu ga till ldirobokens bevis, plugga in det med lirohokens ord och den
stelbenta upplaggningen: forutsittning, pastéende, bevis, vilket skulle bevisas? Kan
det vara agnat att véicka elevernas intresse for geometrin att nar de nu duktigt kam-
pat sig in i tankegangen och forstatt sitt eget sitt att steg for steg roja figurens egen-
skaper pressa sina upptédckter till geometriherbariets torkade monster.

Hellre da tillimpa satsen pa nagot nérliggande problem, t. ex. »Hur stor ir vinkel-
summan i en fyrhorning?» Upprita, uppméit! Kunde féregiende sats utnyttjas vid
beviset? Hur? Och ater ar tankeverksamheten i rorelse, inlirandet av levande geome-
tri pagar, geometrilektionen ar lyckad, stimulerande, lirorik.

Ovanstaende illustration gillde en bevisuppgift. Annu lattare ar det att tillimpa
metoden paé konstruktionsproblem. Den elementéra geometrin sysslar med ett fatal
figurer. Det ar ofta mojligt att pa ovanstdende sitt pa en ging fa fram flera egenska-
per hos en figur. Egenskaper, som ar vésentliga for figuren och kommer till anvind-
ning vid fortsatt studium av geometrin kallas satser, formuleras si pregnant som
mojligt av eleverna. Harvid har lararen tillfalle att Jira eleverna anvdnda korrekt
sprak och sakliga formuleringar. Korthet bér inte gynnas pa klarhetens bekostnad.

P4 detta sitt viixer hela geometrin organiskt fram ur figurerna och ansluter sig pa
ett naturligt sitt till centrala fragestallningar. D4 en viss figur upptriader i samband
med ett geometriskt problem, associeras satserna gruppvis kring denna figur, om un-
dervisningen ir upplagd enligt ovanstaende riktlinjer. Eleverna kinner igen figurerna,
kommer ihag sina anstrangningar att bevisa satserna. Dessa dro inte for dem med fet
stil tryckta utantillaxor i laroboken, utan vélkinda egenskaper som kan anvindas
vid fortsatt studium av figurer, i vilka de kénda figurerna ingér som delar.

(Forts. d sid. 24)



For 3-arig realskola

och motsvarande stadier

EKMAN—-UNENGE

Matematik

Del 1 (Klass I’ och motsvarande). Pris (med facit) kr 3 :30

Godkind av Statens liroboksnimnd

Del 2 (Klass 2° och motsvarande) utkommer ht 1957

En {6r den 3-riga realskolan och de i folkskolan inbyggda realskole-
linjerna speciellt avpassad bok

Sjalvstiandiga 6vningar och repetitionsuppgifter ger en savil kvanti-
tativ som kvalitativ 6verkurs

Anvisningar och lésningsmetoder till atskilliga problem ger stid at
elevernas sjalvstudier och repetitioner

”Med samma grundlighet infores sedan det ena kursmomentet efter
det andra. Uppstillningar, formler, askddliga ritningar och typ-
exempel ger med osviklig sikerhet allt vad eleven behdver veta for
att klara den vidare problemlésningen”

Ur rec. i Tidn. for Stockholms folkskolor

B e rg va I I s Drottninggatan 108,

Stockholm Va

Lararex. dven frin  SKOLBOKCENTRALEN
David Bagares Gata 20. Stockholm C




MULTIPLIKATION OCH DIVISION
MED BRAK |

Av Rektor Baltzar Wahlstrém

Nedanstéende artikel, som i huvuddrag nedskrevs ldngt innan lektor T. Ljung-
grens utomordentligt givande foredrag publicerades i decemberhaftet 1956
av TfS, inleddes ursprungligen med en del reflexioner om talbegreppet, begreppen
produkt och kvot av tva tal, sambandet mellan multiplikation och division (4n en
gang) samt sittet att introducera brdkfal. Att de flesta laroboksforfattare (jag sjalv
inte undantagen) i viss utstrackning syndat mot detta, att det ar falen man rdknar
med, dvs. pa detta stadium utfor sifferrdkningar med, ar ett faktum. Ett par exempel
mé belysa detta.

I. Hur mycket kostar 3 kg av en vara, om 1 kg kostar 4 kr?

Har finner man olika skrivsatt:
1) Kostnaden = 3 -4 kr = 12 kr.

2) » = 4 kr - 3 (utléses 4 kr taget 3 ggr) = 12 kr.
3) » = (4 - 3) kr = 12 kr (forekommer sporadiskt).
4) » = 3kg -4 kr/kg = 3 -4kr = 12kr.

I1. Ytan av en rektangel med sidorna 3 cm och 4 cm skrivs
1) Ytan =3 -4 cm?®
2) Ytan =3 cm-4cm =3 -4 cm? = 12 em?

I ex. I skulle jag foredra skrivsétt nr 3. Nr 2 ar direkt forvirrande. Nr 4 anviinds
bl. a. i fysiken for att fa sdimensioner», »sorten» i resultatet. P4 folk- och realskole-
stadiet kan det anvandas som kontroll p& att uppstillningen ar riktig. Har forutsattes
dock, att brik och forkortning 4r genomgéngna. Men ndr skall det inféras, nir 4r
eleverna mogna for dylikt? Nr 1 ar korrekt, om man ldser 3 - 4 (»stycken kronor») inte
3 . (4 stycken kronor), &ven om parentesen (som i 3.) inte 4r utsatt.

I ex. I1. ar skrivsittet 3 cm - 4 cm ett gott kontrollsitt. Man forbiser 1att, att det
man egentligen utfor 4r en berdkning av antalet ytenheter, strangt taget godtyckligt
valda, saledes 4ven hér en multiplikation av falen 3 och 4.

I bada exemplen och liknande &r ju huvudsaken, att eleverna kommit fram till att
ett multiplikationsférfarande &r tankemissigt motiverat. Och observera, att multip-
likation tillsvidare ir ett mdngfaldigande, en upprepad addition av enheter dvs. de i
produkten ingiende talen ar hela tal. Vi skriver detta 3 -4 eller 4.3. Skrivningen 3 -4
ar en produkt. Talen 3 och 4 ar faktorer. Att vi sedan rdknar ut denna produkt, dvs.
skriver den med andra symboler (siffror) &r en sekundir sak.

Pa liknande siatt kan man resonera om foljande uppgift:

»Hur mycket kostar 1 kg, om 6 kg kostar 30 kr?»

Som L. framhaller, och min erfarenhet har sagt mig, att hans asikt ar riktig, fragar
sig eleverna: »Hur manga génger skall jag »ta» talet 6 for att fa talet 30?» Eller mera
»larts uttryckt: »Jag skall ta reda pé ett tal, som ar sddant att produkien av det talet
och talet 6 blir talet 30». De vet av erfarenhet genom intraning av multiplikations-
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tabellen, att talet méste vara 5. En annan sak ar att man sedan lar dem att skriva pé

3
foljande satt: Kostnaden ir (30: 6) kr eller EO kr. Detta 4r nodvandigt bl. a. darfor

att man behover ett skrivsidtt for att markera, att man skall anvanda ett fekniskt
divisionsforfarande, da det géller att ta reda pa den ena faktorn i produkten (dividen-
den), dd man kénner den andra, detta da det galler storre hela tal och senare braktal.

Svéarigheten ligger i dylika problem i tankegdngen, som for fram till uppstéllningen.
Att denna tankegdng ar svar for manga och behover trinas in ordentligt ar sakert.
Uppgiften behdver bara &ndras till frigan: »Hur mycket kostar 1 kg om 30 kg kostar
6 kr?» for att uppstallningssattet blir svarare att finna, forsavitt man inte vill for-
vandla 6 kr till 600 ore. Eljest forutsatter ju egentligen uppstéllningen att braktal
ar bhehandlade.

Det skulle onekligen vara frestande att diskutera inforandet av begreppet braktal,

narmast da stambrdken (— — — osv.). S4 mycket kan vl hir antydas, att man, da

man anvinder skrivsattet E (en femtedel) vil egentligen f6r in en ny enhef vid tal-

skrivningen, med vilken man kan utféra de vanliga heltals rakneoperationerna addi-
tion (och subtraktion) samt multiplikation (och division). Att man samtidigt klarar

ut, att detta skrivsitt inte motsiges av det tidigare anvénda, 1:5 eller — (bdda
J

sbetyder ju »talet 1 dividerat med talet 5»), torde ocksa vara klart. Men detta skulle
fora for langt i detta sammanhang. Det skulle vara tacknamligt, om t. ex. lektor
Ljunggren hér ville ge oss den exposé over talsystemets utvidgning till brak, som han
av tidsnod inte kunde redovisa i sitt foredrag.

Det som jag har narmast vill komma fram till a&r den metodiska gangen, d4 man
arbetar sig fram till en produkt, i vilken de snya» talen, braktalen ingr. Jag forut-
satter att brakbegreppet ar avklarat och likasa att t. ex.

1. J-—=—; attd.— =—; att3-1— = 3— osv.
7 7 7 7 . 7 7

1 2
II. —av3ardetsammasom 3:7, dvs. = —:;; att; av 3 = 2. (% av 3) = g 0SV.

1 1 1 1 2 2 2 2
—av — = — —av . = — — av — =
7 3 21 7 3 2 7 3

—_

Att man bor demonstrera dessa rakneoperationers »riktighets med t. ex. »ark» eller
kanske béttre »tal-linjers ar klart. Barn behdver till ait bérja med konkreta ting att
rdkna med. Men man bor inte rygga tillbaka for att har syssla med falen som siddana.
En abstraktion blir forr eller senare nédvindig. Barnen bor fa klart for sig, att de
raknar med fal.

Innan jag gar vidare, maste jag 4n en ging po#ingtera, att for barnen en multiplika-
tion ar en operation med hela tal — detta tillsvidare.

Genom operationer med hela tal (och nya enheter) har vi som sagt kommit fram
till (se ovan)

2 6 9 92 9
dels att 3-==— dels attg av3 = —6 dels att — av — :i dels att2 av — :i
7 7 7 7 3 21 3 7

21
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Sedan ar val tiden mogen att ga ett steg vidare.

Hur behandlas fortsdttningen i olika rdkneldror, di man vill komma fram tili hur
man multiplicerar ett tal med ett braktal, dvs. berdknar produkten av tva faktorer,
av vilka den ena eller bada ar ett braktal?

I en framstallning gor man kort och gott si, att man dekreferar att, sedan man fun-

: 2 4 i 2 2
nit att, 2 av7 = 6 och attE ay = — . ravrersilles g5, 2. 7 = 6 0.- .= _4
3 7 7 3 21 med»gangery. 3 7 3 21
I en annan framstillning later det s& har (ndgot modifierat):
1) 4.6 =24. att 4 - 6 = 24 vet vi forut
2) 8.3 =24 Om vi multiplicerar den ena faktorn (4iex. 1) med t. ex. 2,

och dividerar den andra faktorn (6 i ex. 1) med samma tal
2, s& far vi samma resultat. Vi far faktorerna 8 och 3
(ex. 2) i st. f. faktorerna 4 och 6.

Nir faktorerna ér brak, kan man gora pa samma sétt.

2 4
Hur mycket ér — - =?
3 5

2
1) Gor é till heltal genom att multipliceramed 3. Alltsa: %if =3 3
o 9
9
%) Dividera - med 3. | Altsa: 2.4 3.2 1
5 ‘ 35 3 3:5
2
3) Torsta faktorn 3 « = — 2. : Allsa: 2.2 o 4
3 3 5 3.5
. ; . . 24 2.4 8
4) Flytta 2:an 6ver brakstrecket. Alltsd: — - =—"— = —
: 35 3.5 15,

(Och s& 4r vi framme vid den kénda regeln)

I en tredje framstillning forklaras det hela med anvéndning av en braktavla, en
invecklad procedur, som f. 6. »haltar» beténkligt.

Hur manga ganger jag, da jag (i klass 25 och 1%) sysslat med dessa operationer, fitt
foljande fragor, vet jag inte. »De dro legio ity de 4ro mangas. Frdgorna har varit:
I. Vad menas med att multiplicera ett tal med ett brak?
II. Om man multiplicerar skall vl den utrdknade produkten bli stérre an det multi-

plicerade talet?

IT1. Vad tjanar det till att vi lar oss det har?

Observera forst hur olyckligt fast begreppet multiplikator (ibland kallad »ginger-

+ faktors till skillnad fran »sort-faktor») dr inpréntat. Det framgar av fragorna I och II+).
Jag gar sa till fragan 1. Den kan enligt min mening besvaras pa bara ett sitt.
2 3.2 2.3 6

Vi har funnit, att 3. — = = —6- samt att Eav 3 =" =—
7 7 7 7 7 7

1) Att ordet mulliplikator understundom anvénds i rubrikerna i rakneldror, 4r en metodisk anvis-
ning (fér lararen) om vad momentet innehdller, inte ndgot annat.
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Vi har darmed funnit riknefekniken i de bada tecknade rdkneoperationerna. Och

2
vi har funnit, att 3 % - ; av 3.

Om vi nu ldter »av» betyda »gadnger» och anvidnder samma rdkneteknik sd kan vi skriva,

att = av 3 = — 3. Detta, att vi ersatter »av» med »gdnger, ir en dverenskommelse.
7

2
Man sdger och skriver att r av 3 = ra 3.

Varfor har vi gjort den éverenskommelsen?

1) Vivet»sedan gammalt» att produkten 8 - 7 = produkten 7 - 8 (= 56). I en produkt
av hela tal kan vi »kasta om faktorernas ordning».

2) Multiplikation &r genom det nya skrivsittet inte langre ett mdngfaldigande (en
upprepad addition). Vi kan tala om produkten av talet

o
-§ och talet 7, lika val som vi kan tala om produkten av talet 7 och talet 2

2
3) Produkten = 3 = produkten 3 % Vikan (somil) kasta om faktorernas ordning.

2 2
P4 liknande sétt ersdtter vii de tecknade operationerna% av-?; och 3 av — »av» med

»ganger» och far dd, om vi anvander den funna rdknetekniken, att — av — = ——, och
2 2 2.2 _ ) _ , ’
att— av— — ——. Vi har genom dverenskommelse vunnit, att vi kan tala om pro-
7 3.

dukten av tvd brdktal, och att vi ocksé har kan kasta om faktorernas ordning i den
skrivna produkten.

2
Nu kan fragan II besvaras. Att 3 av ett tal ar mindre an talet, torde (bér) vara

ordentligt utrett. Enligt var overensskommelse, dr da ocksi 3 »ganger» ett tal min-
dre an talet.

Hir ges ocksa ett gott tillfalle att resonera om produktens storlek (vérde) i jam-
forelse med de ingdende tva faktorerna. Om den ena faktorn ar ett egentligt brak,
siledes ett tal som ar mindre 4n talet 1, s& blir produkten mindre 4n den andra faktorn
— och tvirtom. '

Vi kommer s till fragan nr I11. »Vilken nytta har vi av att kunna detta?»
Jag tar ett par exempel:

1. Hur mycket kostar 3 liter av en vara, om 1 liter kostar 4 kr?

2 4
2. » » >  — »» » » » 1 » » — kr?

3 5
(Jag har i fraga 2 skrivit krontalet som allm. brak).
I ex 1 har barnens tankegdng fort dem fram till en multiplikation av talen 3 och 4.

Saledes 3 liter kostar (3 . 4) kr = 12 kr. Kostnaden fis som produkten av liter-falef
och pris-falet per liter.

Iex. 2 ar val det vanliga resonemanget — observera att det dr en nog sa invecklad
—— 14t vara ibland nyttig, »reguladetri-tankegéngy.
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l liter kostar l av il kr
3 3 5

4 2 4 .
2 » » 2-(lav—kr):—avtl<r:—Zlkrzikrosv.
3 3 5 3 5 3.5 15

Men hur far vi pa enklare satt kostnaden? Jo, genom att precis som i ex. 1, skriva att

4 8 e -
% liter kostar (g =) kr = 5 kr osv. Vi far ocksa hir kostnaden sasom produkten av
)

4
liter-talet (g ) och pris-lalet (-).
5

Just detta ar en viktig sak att kunna, bade i skolan och i det »dagliga livets. Elever-
na bor vanjas vid att »tanka i hela tal», d& de skall bestdmma sig for vilket rdknesdtt de
skall anvinda. I ex. 2 bor de vinja sig vid att i st. f. de »krangligas talen (% och if)
J
tanka sig ett par enkla hela tal. Det s& dndrade problemet for dem till att de skall
anvanda en multiplikation, teckna och berikna produkien av de tva falen. Sedan ar
saken klar. De stdller upp till utrdkning pd samma sdff med de »kréngliga» talen.

Man kan invanda, att detta 4r »mekaniserats. Javisst &r det s, men det 4r prak-
tiskt och det ar nodvandigt.

Att det som rektor 1. Larsson framhallit i sin artikel i december-numret, bor tranas
in bl. a. vid procentrakning ar t. ex. klart. sHur mycket 4r 3 9% av 0,4 kg?» bor skrivas
att det ar (0,03 . 0,4) kg = 0,012 kg osv.

Jag gar sa over till »division i brak». 1 de metodiska anvisningarna fér folkskolorna
(U 55) ségs bl. a. att man i sjuarig kurs kan, da det giller division i brak, i huvudsak
inskranka sig till uppgifter, dar divisorn &r ett helt tal. Jag har frigat mig varfor denna
anvisning kommit till. 1. Ar det darfér att man ansett att division, ddr divisorn &r ett
braktal, ar ett svart moment, rent tekniski sett? 2) Eller ar det dérfor att fankegdngen
som for fram till att ett divisionsforfarande skall anvandas i dessa fall 4r svar?

2 3
Saledes: »Hur mycket kostar 1 kg av en vara orh 3 kg kostar — kr?» (Jag har ocksd
5

3
hér valt de »onaturliga» talen % och g).

Jag lamnar frigorna obesvarade och tar itu med rdknefekniken. Om det ar den som
ir svér, star jag frigande. Som vil ar har jag numera inte funnit, att man exklusivt
anvander »innehallsrikning». Men den har funnits och finns kanske &n, helt eller delvis.
Och da blir det svart.

2
Hur later det hir? Vi skall klara ut hur mycket 3 : e ar. (Observera, att fér barnen

division &r »likadelning» — tyvéarr —, dvs. division med ett helf tal).

—} ark innehdlles i 1 ark 5 ginger

B

1 . = s

= » » i3 ark 3 -5 ganger

2 . . < 5 3.5 1,

- » 1 3 ark halften sa manga ginger, dvs. — gdnger = 7; génger.
5 2 2

. 2
(Hér »gick» man f. 6. ofta over tal, som var delbara. Sdledes t. ex. 6: —5- 0sv.)
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Vidare: Hur mycket ar

SIEEN

. 2 . . 3.5
. Nyss fann vi att — ark innehéllsi3 ark — ganger.
5 2

W alw

9 :
Da innehalles — ark i — ark ett antal ginger, som &r 7 ginger mindre &n forut.

/
1 -D 3:5 15 1
Det innehélles saledes (— av anger dvs. —— ganger = — ganger =1— ganger.
(7 ) gang -5 dang 118 g e
-I"
Saledes ar EE = 30 = E
7 5 72 14

2
Allt detta &r ju for de flesta obegripligt och vérdelost. Om t. ex. kvoten blir—?;, ar

det ju sprikligt sett ocksa meningslost att tala om att ett tal innchélies i ett annat

— ganger.
Bg g

Ett par andra metoder ma ocksé refereras:

I 1) 2. 9 _ 14 9 2 Brékets taljare 4r jamnt delbar med divisorn 2.
) 3" 3" 5 5 Da gar det latt.
1 Man forlanger braket, s3 al- . 1 2 1
9 —: a ang aket, sd att ta Saledes: —:9—2.9_°
3" jaren blir jaimnt delbar med 2. ' ) 6 6
6 2 5 6
) —i—==—-=3. (.Obserovera. ha}” 2 innehéalles i — precis 3 ganger.)
77 9 »innehdllsdivisionen»: 7
1) 2.3 Braken gors likndmniga genom att det forsta braket forlangs med
35 det andras namnare och tvirtom,
. 2 2. . e
Man far —: 320 : 3-3 = (genom analogislut; samma némnare i divi-
5 3-5 3.5 9.5 10 {
dend och divisor; innehallsdivision) —— = r = 16.
Ar detta verkligen en rationell och fattbar viig? Mitt svar ar nej!
IL (Hittills tyvarr anvind bl. a. i den riknebok, i vilken jag medverkat).
1 1 1
1) —:3=—avd=—.
5 3 15
2) 5: E Vi har ritt att multiplicera dividend och divisor med samma hela tal

3 utan att den utrdknade kvotens virde forandras. (Visat tidigare genom
analogislut i samband med division av ett tal med ett decimalbrak)

2 2 3-5

Alltsa: 5: = =@3-5):B- =)= (3-5):2=—

5 (3:9):( 3) 3-5) 5
5 2 5 2 3.5 )
H—:1—=3B-=):(3-2) = [
)7 3 ( 7)( '3) 7 2.7

Vi har arbetat oss fram till den vanliga regeln. Ar det rationellt och bra? Svar: Nej.
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De sista aren jag undervisade om dessa ting (i 2° och 1%) anvande jag ( och antag-
ligen manga med mig) en helt annan »gang».
Om jag 5. 2 54 innebar detta skrivsitt en fraga:

= 5 _ 2
skriver 5 »Med vilket tal skall jag multiplicera for all produklen skall bli 37

ol e

Man kan faktiskt harnojasig 5 9 ogq. 9 2 _ -
med att konstatera att talet ar 9 Y 2 5 3-1=3
3 2 3 b 3 5
Likasa kan konstateras att —: == —. —. Ty — - 2.2 = 3 1= E
7 7 2 7 2 5 7 7

Vi har genom detta konstaterande, byggt pa vad division dr (se ovan), kommit fram
till den fekniska metoden, att man kan berdkna den tecknade kvoten

3.2 genom att 3 med »de inverterade 2 Och dérmed &r egentligen »allan
7' 5 multiplicera 7 vérdet» av 5 rattfardighet uppfylldy.

Emellertid har jag funnit det bade ndjsamt och pa sitt satt nyttigt att sedan »ta»
det litet grundligare, detta bl. a. med tanke pa begreppet »inverterat virdes. Ehuru
det foljande ar ett typiskt »cirkelbevis» mA det dock refereras.

Vi har grundligt gitt igenom vad som menas med produkten av t. ex. tva braktal.
Vi valjer 2

R och é Det senare ar det inverterade viardet av det forra. Vi finner att
braken 5 9

2._5 __ (om forkortning inte 19 - 1.

Z. 2. o Produkten av ett tal och dess inverterade
5 2 tidigare klarats av) 10

virde befinnes (ev. genom flera undersokningar) vara = 1. Har ligger naturligtvis
scirkelbevisets. Ty inverterade vardet av ett tal a, 4r definitionsméssigt kvoten

mellan talet 1 och talet q, sdledes 1 : a eller —, Men det ma vara hant,'bara man drligt
a talar om det ologiska i resonemanget.

2 444 2 5 2 5
. e a Y .= sdar L2 _ 2 A icl
Qm vi d& begar: Rikna ut 1: = saken Klar. Kvoten 1: : 5’ ty = 5 1. (Sic!)
Vigartill 5, —% Denar3-1: 2 (litet vagat kanske) 3 - (1: E) =3 2 osv.
kvoten: 5 5 5 9

Att hir ge sig in pa en massa skrumbukter» som i de tre refererade metoderna ar
siledes helt onddigt, om man klarat ut vad som menas med en division. — Att en hel
del larjungar langre fram far nytta av (det definitionsmassigt klara) sambandet, att
produkten av ett tal och dess inverterade virde=1, ar visst. Och det brukar »sitta i».

Att man ocksa hér har ett osokt tillfille att resonera om (det utrdknade) vérdet av
en kvot, jamford med dividendens varde r ju klart. Om divisorn 4r mindre 4n 1, s&
blir kvotens virde storre dn dividendens (produktens) — och tvartom.

Har liksom vid multiplikation far man givetvis fragan: »Vad tjanar det till att vi
lar oss detta?»

Jag aterknyter till den tidigare uppgiften: sHur mycket kostar 1 kg om 6 kg kostar
30 kr? Hir har barnen genom langvarig dvning funnit, att tankegangen (»via mul-

C 30
tiplikation») for till uppstallningen att priset r (30 : 6) kr eller ry kr, dvs. priset er-



. kosta x kr, sa far ; kg kostnaden (g -x) kreller (x - ;) kr, vilken ocksé var g kr.

halles genom att man dividerar kostnads-falet med kilogram-falet. Om uppgiften
dndras till att 30 kg kostar 6 kr, blir uppstdllningen med samma tankeging, att

6
priset ar 56 kr = 0,20 kr. Redan detta &r en forsvaring.

Kontroll: (30 - 0,20) kr = 6 kr.

Om vi 4ndrar tillg kg och % kr, blir uppstéllningen alltjimt densamma. Priset ar

(E : E ) kr = (genom den mekaniska sifferrakningstekniken) % kr = 0,90 kr.

Att barnen ocksa hir skall soka sig fram till rdknesattet genom samma tankegdng
som de anvander, om talen i exemplet ar enkla hela tal, &r som sagt nagot som &ar
viktigt att de lar sig. Ingen torde val i praktiken resonera via en invecklad regulade-~
tri-tankegdng.

Att man senare — dé ekvationer eller yuppstéllningar med fragetecken» genomgatts
far en utomordentlig anknytning multiplikation—division ar ju klart. Om 1 kg antas

5
Och ekva- 2 cr— 3 Har ar fragan direkt formu- 2 multipliceras fér att 3
tionen blir 3 5 lerad. Med vilket tal skall talet 3 produkten ska bli talet 5
Och dene fragan besvaras med att EE ellerx = 3.3 eller x = 3.3 =209
talet méste vara (enligt definition) 5 3 5 9 25

Vid lésandet av ekvationen Ex = —3— kan man ocksé, sedan de allmdnna metoderna

5
for ekvationslésning behandlats, lampligen multiplicera bada leden med det inver-
inte »skaffa bort nam- 32 3. 3 < 9

= .= = — =09
narna» utan direkt skriva: 9 3 2 5 10

terade virdet till —z,

In summa:

Det som oftast halkas éver vid »multiplikation i braks &r vad som menas med pro-
dukten av ett braktal och ett annat tal (helt tal eller braktal). Tekniken 6vas in or-
dentligt. Sedan faller divisionstekniken som en mogen frukt, om sambandet mellan
multiplikation och division ar utrett och intranat.

I tillimpningsévningarna, som val ar det viktigaste, skall barnen 6vas pa att om de
i uppgifterna forekommande storheterna har enkla, hela matetal, avgora om tanke-
gangen (»via multiplikation») for till ett multiplikationsférfarande eller ett divisions-
forfarande.

1. Om de siker produkien (enligt tankegdngen), skall de anvanda multiplikations-
forfarande.

2. Om de kdnner produkten (enligt tankegdngen), skall de anvénda divisionsforfa-
rande. Det ar produkten som skall divideras (bli dividend, tdljare) vid uppstall-
ningen.

3. Om talen i uppgifterna ar »krangliga» (stora hela tal, braktal) tinkes de ersatta
med enkla hela tal, varvid tankegingen lattare for fram till uppstéllningen
(rdknesittet) sedan anvands samma uppstallning med de »krangliga» talen.
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Folkskolldrare Gunnar Wahlo i Svensk Skoltidning,
nr 3, 19 jan. 1957:

PREMIARAR SOM BADAR GOTT

-— — — Tidskrift for skolmatematik ar en specialtidning for
rakneundervisningen. Tidigare har vi inte haft ndgon publikation
som behandlar den grundliggande matematikundervisningen
inom smaskola—folkskola—realskola (enhetsskola). I forsta
numrets anmélan och i intervju med redaktéren motiverades
tidningens tillkomst, planer och avsikt. Den vill stimulera liraren till att géra
matematikundervisningen roande och trivsam for sdvil ldrare som elever genom
praktiskt-metodiska artiklar och lektionsutkast. Den soker lararnas medverkan i dis-
- kussioner och ¢nskar utbyte av erfarenheter.

Tidningens forsta argang ger vid handen att redaktoren lyckats utomordentligt
vidl med att genomfora de intentioner han i sitt forsta nummer skisserade. Tidningen
ar vederhaftig och idégivande.

— — — Den moderna undervisningen och dess uppdelning av kursmoment i
naturliga Amnesomraden ger rika méjligheter att 1atta upp matematikundervisningen.
Tidskrift for skolmatematik har har en stor och viktig uppgift som idéspruta och
metodisk formedlare. — — — »

Initiativet med denna tidskrift for skolmatematik ar hedervart, och den forsta ar-
gangen badar gott. Lararnas instélining blir naturligtvis avgérande for tidningens
fortsatta utveckling. Den utkommer med fyra nummer per ar och kostar 3 kr. En
prenumeration rekommenderas varmt.

Folkskolldrare Wivi Karlberg 1 Sveriges Folkskol-
ldrarinnors Tidning, nr 48, 1 dec. 1956:

Nu har Tidskrift for skolmatematik paborjat sitt andra lev-
nadsar. Det kan ju da vara lampligt att skarskada forsta ar-
gangens nummer. Tidskriften utkommer med fyra nummer om
aret. Prenumerationspriset 4r mycket lagt: 5 kr. Detta kan man
séga nu, nir man sett, vad man far fér sin femma.

Som synes dr innehéllet rikhaltigt. En del av detta vacker ens oppositionslusta men
samtidigt ens eftertanke. Man tvingas ta stallning till problemen som diskuteras.
Sddant ar nyttigt!

Man kan inte undga att kanna den friska flikt av entusiasm, som besjalar utgivaren
av Tidskrift for skolmatematik. Man blir efter 14sningen av vart nummer allt mer och
mer positivt instilld till lektor Edvin Ferners foretag.
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Lektor Torbjorn Ljunggren i Tidning fér Sveriges
Laroverk, nr 31, 10 nov. 1956:

— — — Prenumerationspriset ar, som synes ovan, lagt. Hittills
har tidskriften till allra stérsta delen sysslat med pedagogiska
och metodiska problem pa den allra elementéraste rdkneunder-
visningens omrade. Terminologiutredningen har dgnats en ar-
tikel, tydligen skriven av redaktérens egen hand. Docent Vanés
har gett en kort och givande inblick i den svenska rakneunder-
visningens historia. Problemet innehallsdivision — delningsdivision har man kommit
tillbaka till ett par ganger. I artiklar av professor Husén, docent Magne m. fl. har
viktiga och intressanta psykologiska aspekter lagts pa matematikmetodikens ménga
problem.

Redaktionen forkunnar nu infor den nya argéngen att den avser att vidga kretsen
av de problem den vill 4gna sig 4t. Kanhéinda skonjer man ett tecken pa att s skall
bli fallet redan i det som nu presenterats. eftersom pa nagra stéllen ekvationer och
deras behandling nigot berorts. Dessutom ar det alls intet svalg befést mellan prob-
lemsituationerna pa de olika stadierna; efterhand som enhetsskolan tringer fram
kommer de nya elevkategorierna att accentuera likheterna. Allt samverkar till det
omdomet att det for realskolldrare verkligen ar véilbetankt att lyssna till de inligg
i den pedagogiska debatten, som kommer fran den nu recenserade tidningen. Den
fyller ett behov!

Folkskolldrare Sven Olsson i Lirartidningen,
nr 9, 2 mars 1957:

Nar Tidskrift for skolmatematik hade utkommit med sitt forsta
nummer, anméldes detta 1 denna tidning. Anméilaren uttalade
da en formodan att en prenumerationsfemma inte skulle vara
bortkastad. Sedan forsta argangen nu 4r fullbordad, kan det kon-
stateras att tidskriften ar ytterst vardefull. Den har tillfullo in-
friat forsta numrets 16ften. Dér diskuteras metodiska problem av
vikt. Vem &r inte intresserad av fragestillningen: »Fyra eller fem raknesatt?» Fragan
om division penetreras ingdende av bl. a. utgivaren. Vi laser om terminologiutred-
ningen, om riknekonstens historia och om Waldorfskolorna. Framstiende forfattare
bidrar med artiklar i pedagogik och psykologi.

Forsta argangens metodiska och pedagogiska artiklar ror folkskolstadiet, men redan
i forsta numret av andra 4rgdngen kommer realskolestadiet med i bilden. Det synes
vara av storsta vikt att larare i olika skolor och for olika stadier konfronteras med
varandras problem. Det torde bli till batnad {or alla parter. Vi maste forséka fa rdkne-
metodiken in pa sunda och av alla parter godkanda vigar. Det kan inte girna vara
en tillfallighet att vara elevers ridknefardighet visat en stadigt nedatgiende kurva
samtidigt med att riknemetodiken kraftigt utvecklats. Det ar i varje fall ett faktum
som ger oss larare en tankestallare.

Utgivaren ir att gratulera till sitt friska initiativ. Det kommer an pé ldrarna om
det ska kunna fullféljas..

17



L som skanlet

Sem. lirare Lektor Fil. lic. Docent
G. MALMER E. FERNER I. WERDELIN E. VaNAs
Flanellografen som hjilp- Multiplikation—uppdel- Den matematiska begdv-  Ur den svenska rékne-
medel vid den firsta ning—division ningens strukiur. undervisningens
rdkneundervisningen. Forslag till ldrogang. historic.

Fil. lic. Professor Fil. Dr. Overlarare
T. KUNNAPAS T. HUSEN H. HaAGE S. ABERG
Hur fort adderar en Ndgotf om barnens kvanti- Den grundl. rdkningens  Synpunkier pd male-
3:djeklass. i folkskolan  tetsvdrld vid skolgdngens  psykologiska o. peda- matikundervisningen.
tvd ensiffriga tal? bdrjan. gogiska problem.

Sem. lédrare Dccent Sem. larare Lektor
S. TIBELL 0. MAGNE E. AHLIN A. LARSSON
Vi har roligt, ndr vi Rdéknefdrdigheten. Att ldra eller drilla? Vilket dr svdrast
rdiknar. 14—8 eller 13—7?
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LS innehall

Rektor Rektor Civilek. Lektor
B. WAHLSTROM B. SvENssoN E. LARBERG T. LJUNGGREN
Ndgra terminologiska och  Undervisningsmateriel Handelsrdkning en En matematiker ser pd
rdknemetodiska i matematik. rdknekonstens till- ldg- och mellanstadiets
reflektioner. ldmpning. matematikundervisning.

Rektor Fil. mag. Lektor : Folksk. ldrare
I. LArRSSON 0. CARLI T. Harr S. OLssSON
Handeln och folkskolans Malematikundervis- Matematiken som skén Granskarens syn pad
matematikundervisning. ningen pd enhetsskolans konst. matematikldrobickerna.
hdgstadium.

Lektor Overldrare Til. stud. Lektor
C. HuLTMAN S. LINDSTROM A. KYLEN L. ULLEMAR
Nagot om mellanstadiels Om ldrobocker Rdlkna med brak. Geomelrin
matemaitk. i matematik. i skolan
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PrOBLEM-SPALTEN

Losning IV

Kl.Ilsede 105, Krs Peine, Visttyskland
15.3. 1957
Till redaktionen av
Tidskrift for skolmatematik.

Jag sidnder Er en 16sning till pa problemet av den villa
som skulle ligga lika langt fran kidllan som fran landsvigen.
Tanken kom for mig efter att ha sett Sjolanders 18sning. Det
snillrika i den d4r ju egentligen inte idén att utnyttja
parabelns egenskap utan hans metod att férst berdkna och sedan
konstruera rotuttrycken. Parabeln sjdlv &ar helt overflodig.

S& jag har bortsett fran den.

tge =m t=ms (a—s)® -+ (t—-b)P=1 s=a+ mb+]} (a+mb):—(a+ b?)

Konstruktion: Dra en linje genom Q vinkelritt mot y. Den skdrxi P. OP = a 4 mb
Sl4 upp en halveirkel med OP som diameter.

0Q = ]/a2 -+ b2 Cirkeln med O till centrum och radien OQ skiar halvcirkeln i R.

PR =V (a + mb)? — (a? + b?)

Cirkeln kring P med radien PR skar x i U och U".

OU=a+mb— D OU=a+mb+}/D

Linjen genom respektive U och U” vinkelratt mot x skar y i de sokta punkterna
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Att fundera §ver nagon
regnig sommarkviill

Strax innan kapten Enskinka lamnade
detta jordiska, berdttade han for sin vén
kapten Blod om en skatt, som han gravt
ned pa en 6. Kumpanen fick noggrannt
besked om var 6n 1&g, — nordlig latitud
och — vistlig longitud. (Siffrorna {6r lon-
gitud och latitud 4r har utelimnade for
attinte réja hemligheten.) Pa 6n fanns en
galge och i nirheten av denna tvd hoga
trid. Man borde g4 fran galgen (G) till
det hogra av triden (A) och sedan ytterligare ett lika langt stycke (AP1) genom att
vid A vika av i rit vinkel at hoger. I P1 borde man sl& ned en péle.

Sedan skulle man dven ga fran galgen till det andra tradet (B) och frdn B en stricka
BP2 = GB genom att vika av i rit vinkel at vanster. I P2 skulle man ocksa sli ned
en pale. Skatten skulle vara nedgrivd mitt emellan palarna. Glad i hgen och utan att
sorja Enskinka alltfor mycket avseglade nu Blod till 6n men vid framkomsten fann
han till sin ledsnad att galgen totalt forsvunnit. Triaden fanns déremot kvar. Men nu
hér det till historien att kapten Blod i sin ungdom icke utan framgang last geometri
i skolan, och med hjalp av resterna av det kunnandet kunde han om ock med moda
klara ut, att om han bara gravde pa tva stiillen var skatten hans. Var skulle han griava?

Detta problem finns behandlat bl. a. i Gamow’s »Ett, tva, tre ... oindligheten.»
(Bonniers) Gamow loser det med anvéndning av imaginira tal. En orginell [6sning!
Men &r det den enda? Kan vi inte klara upp problemet pi annat sitt? Frigan gar vi-
dare till lisekretsen.

»Jag har tranat alla mina trafikpoliser», sa polisintendenten pa klubben, »att for-
soka lagga marke till intressanta detaljer, nir det giller nummer pd bilar. Om de gor
det, 4r det ofta till stor hjalp for oss, nar det galler att spara bilar.»

»Det tror jag nog», sa jag.

»Jag ska beritta ett fall for dig», atertog intendenten. Haromdagen behdvde vi fa
tag i tva bilar, som hade varit inblandade i en stot. Badda hade tresiffriga nummer.
Nu hade faktiskt fem av mina poliser sett bada bilarna; ingen kom ihdg bilnumren,
men alla hade ndgonting att beratta.

Polis nr 1: Béda talen ar primtal.
Polis nr 2: Ena bilnumret dr under 300.
Polis nr 3: Summan av bada numren var 1000.

Polis nr 4: Skillnaden mellan numren var ett tresiffrigt tal, vars tre
siffror var olika.

Polis nr 5: De sex siffrorna i de tva numren var alla olika.
»Var alla dessa fakta sanna?» fragade jag.

»Nej,» sa intendenten, »en av mina poliser hade huggit i sten. Men
du kan sjalv rdkna ut vilka bilnumren var, om jag talar om for dig att
om man utesluter den falska uppgiften, si far man kvar ett problem
med en enda 16sning.»

Och nu frigas: vilka var bilnumren?




TAL.

Haibematifhe Vistafhesirne Tal om Mathematiska Vetenskapernas
nyita i allménna lefvernet; .
Conet. TR Acaprn nytta i allmdinna lefvernet

o
Frih. Frepric PaLmQyisT,
B b ool PRESIDICM.

Hillet for Kongl. Vetenskaps Academien
Den 19 Octob. 1754

T Srocsmorw. || . . . i >
Tepehtbes LARS SALYIUS, 1784 Frih. Fredric Palmguist, Dd Han avlade Preesidium
Mine Herrar!l — — — Jag har utvalt mig et &mne, som &ar vigtigt och s vidstrackt,

at det gar utom oédndeligheter. — —

Hvar och en larer frivilligt medgifva, at de enfaldigare rdkningsmethoderne #ro
uti det allménna lefvernet oumbérlige. Ty, om vi icke dgde en sdker kunskap uti den
delen, som kallas Vulgar-Aritmetik, huru skulle en Regering eller dess ombud veta,
ndr en undersatare drlagt den skatt, som honom vederbér? Huru skulle Kopare och
Séljare kunna med godt samvete skiljas ifran hvarandra? Huru skulle en Handlande
veta tilstAndet och nyttan av sin handel, s vil i anseende til honom sjelf, som i an-
seende til dess fadernesland? Huru skulle en, som styrer och uppehéaller méanga arbe-
tare, kunna doma, hvad fordel hans myror draga til honom och til hans fadernesland?
Och ho kan upprékna alla de férmoner, hvilka denna delen tilskyndar oss? En finge
d& nastan uppstalla en fortekning pa vara flasta och angeldgnaste forrattningar.

Af denna vetenskapen f4 vi forst lira, at kénna figurer til deras art, skaplynnen och
forandringar, hvilket fornadmligast sker uti Elementar- Geometrien. Den kunskapen,
vi sdledes inhamtat, tjenar oss sedan, d& vi soke ldngden emellan orter, til hvilka vi
ofta ej kunne komma, och di vi hafve nodigt, att veta vidden af en plats eller rymden
af en kropp, den vi afta ej fa radkas. Och emedan desse omstandigheter icke sillan
féorekomma, maste de vetenskaper, hvilka dirvid fordras, bade ofta och ostridigt
lagga sin egen nytta & daga. En Regering vil taga Oeconomiska forfattningar, vil 1ata
Krigsharen roras, vil lata en eller flera tracter skattliggas m. m. Men huru kunna de
Oeconomiske forfattningarne til Landets allménna fordel tagas, utfirdas och verk-
stillas, utom tilirdckelig kunskap om orternas belédgenhet, hvilka forfattningarne
komma at anga? Huru osakert &r en Krigshéirs 6de, dd han vandrar pi obekanta
vagar? Han fastnar ofta uti morass, nar han ténkte ifrin en hogd fa satta de omkring-
liggande trakter uti lydnad. Nar han &rnat smyga sig fram emellan hégder, mota
honom i mérka skogar, djupa k#rr och branta birg, ofta sdsom odfvervinnerliga,
men altid sasom uppehallande hinder. Och da han ténkte forekomma sin fiende, blir
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han ofta sjelf forekommen. Nér en trakt skal belaggas med skatt, 4r det icke allenast
nodigt, at veta dess godhet och bordighet, utan ock dess vidd. Ty utom denna senare
kunskapen, kunde en fast mild och rattradig Ofverhet ovetandes lata betungade un-
dersatare qvida och dndteligen kréssas af for mycken last. Til forekommande af sa-
dana oldgenheter och olyckor tjenar den delen af Geometrien, som kallas Landimadtert,
hvilken del alts& larer profvas vara lika nodvandig med sjelfva de omtalta och vig-
tiga gdromalen.

Ehuru ofvan jorden finnas rikedomar til sadant férrdd, som vi aldrig kunne ut-
toma, har likval méinniskans vidlyftiga behof och kan héinda hennes nyfikenhet bragt
henne, at sinka sig neder uti jordens djupa gémor, uti mérka och hiskeliga Grufvor.
Ifran dem hamtar hon med moda och ofta med lifsfara dels nodiga 4mnen, dels 4fven
sadana, hvilka kitsla néstan hela det méanniskeliga slagtets hag, och hvilka derigenom
blifvit lika nodvéandige med sjelfva fodan. Och som det vid detta arbetet stindigt ar
angelagit, at veta den ena ortens beldgenhet emot den andra, pa det en ej mé stiga up
i dagen, d4 en borde sénka sig &t djupet, pa det en ej m4 bryta sig at Oster, d& en borde
bryta sig 4t Véster, och pa det en saledes ej mé nedlagga en odrigelig moda och fafaing
kastnad pa grasten i stdllet for gull; s& kommer den delen af Geometrien till métta,
som Kkallas Marckscheideri.

De, hvilka uti dessa tider roa eller plaga sig med det svara Grufve-arbetets drifvan-
de, torde vara ojafaktiga vittnen, at forna tiders okunnighet eller efterlitenhet uti
denna vetenskapen &r orsaken, hvarfore jorden fatt behalla méngen skatt, och hvar-
fore mangen i denna dag arbetar med foga batnad.

Ibland de grenar, som hora til Mathematikens andra stam eller til den Blandade,
satter man billigt Mechaniken uti det frimsta rumet; — — — Nar vi foranlatas at
upténda, bibehalla eller utslacka de férodande krigslagor, ligger det gemenligen mye-
ken magt daruppa, at kunna skada fienden fjerran ifrdn. Igenom uppmérksamhet
kan en vil finna, at en kula gér liangre, di hon skjutes nagot up ifran horizonten, &n
da hon skjutes med honom parallelt. Men gbre vi oss bekante med den deln af Mecha-
niken, som angir kastade kroppars rorelse, s fa vi icke allenast reda p4 orsaken til
det, som igenom forfarenheten var utront, utan vi far ock veta huru kastmachinen
skal stallas och huru mycken kraft skal anvandas, sd at kulan eller bomben mé ga
langst, eller,at han mé raka pé et visst stille, och dar verka antingen med be-
strykande och skingrande eller med krossande.

Anteligen, om jorden &r for tring for hennes vetgirughet, si skaffar henne Diop-
triken kunskap, at inratta Tuber, med hvilka hon likasom klifver up til himla-hvalvet,
och dér betraktar de kroppar, hvilka igenom sin myckenhet, sit ljus, sin vidd och sin
rorelse gifva henne et anstandigt begrep om deras Méstare, och et sidkert begrep om
deras sammanhang. Innan vi visste at vil inrdtta och betjena oss af dessa redskap,
famlade vi uti et tjockt mérker och okunnighet om de flasta himla-ljusen. Vi voro
insofde uti en fafdng och ensidig tanka om vart egit hoga vasende, for hvars skull vi
trodde all ting vara skapade: och den Guden vi dyrkade, fick igenom var falska in-
billning et ganska litet, inskrinkt och saledes for honom mindre anstiandigt rike. Men
sedan en lycklig hdndelse hade gifvit anledning til Tubers inrdttande, och sedan denna
vetenskapen fick gjora oss skickelige, at grundeligen forbittra lyckans gafva; da tin-
des vart fornufts ljus, da vaxte var kunskap, di upran och stadgades en mera anstin-
dig och vordsam tanka om Uphofsmannen til den stora verlds-systemen och di be-
héfde vi halla tankan tilbaka, til dess 6gat fatt leta viig; pa det hon ej matte forloras
eller forvillas uti den oéindeliga vidd, som vi sedan trodt omgifva vart lilla bo.

23



Och som jag tror mig kunna vinna mangas bifall, nér jag sitter en ibland de stirsta
lycksaligheterne déruti, at bo uti beqviima och prydeliga byggnader; s& maste den
Borgerliga Byggnadskansten, hvars géroméal ér, at uppfylla dessa Andamal, vara lof-
lig, ja mer &n loflig, nar man anser, huru igenom stora och prégtiga byggnader ménga
arbetare fodas, och méngen frimling lackas, at oformérkt oka Landets penninge-
stack. Men forendmnde dndamal kunna ej vinnas, om ick Byggmaéstaren stodjer sina
tankesitt och sina anstalter pA Mathematiske grunder, sisom utom hvilka sjelfva
hyggnaden blir utan ordentelighet, utan fasthet, utan varaktighet m. m. Altsa finner
Mathematiken har et nytt forsvar emot alla dem, som oforvagit skulle féretaga sig at
bestrida henne sitt valfortjenta rum ibland de nyttiga vetenskaper.

Mine Herrar, jag har saledes likasom budit til at 6fvertyga Eder om sanningar, pa
hvilka I forut ej tvifladen. Jag har af en héndelse rdkat forestilla Mathematiken, shsom
et trad, uprunnit i stammar och grenar. Jag méa darfore til slut nyttja detta tilfallige
tanke-spelet, och 6nska, at vart gagneliga trdd ma under Eder 6ma vard gronskas,
stadgas och icke allenast bara mangfaldig, utan ock smakelig frukt, til vart kéra
Faderneslands fromma, och siledes til Edart och hvar redlig Borgares hogsta noje.

GEOMETRIN I SKOLAN ... (Forts. fr.sid. 6)

Arbetet under geometrilektionerna blir pd detta sétt en analys av figurerna, en
syntes av deras kiinda och bevisade och empiriskt upptéckta egenskaper, som genom
egen tankeverksambhet skall inlemmas i den logiskt bevisade och darfér pélitliga kun-
skapen om figurerna. Men har som i all vetenskap géller det: det viktigaste ar inte att
na malet utan att arligt och av alla krafter striva fram mot det ouppnéeliga, en klar,
siker och fullstindig kunskap. Denna vég i all matematik kraver att eleverna forstar
anledningen till varje atgird under lektionerna och medverkar aktivt for att fora
arbetet vidare. De bor fa uppleva, att en geometrilektion ar en upptacktsfard, full
av spanning, en blandning av anstrangning och behaglig kénsla efter ett lyckat resul-
tat. Det finns inget dott i geometrin, varje sats kan f4 liv, bara inte geometrins ande
dodas med larobokens bokstav.
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ETT RAKNEPROBLEM.
Intervju med fru Wilhelmina Unill.

En kind herr folkpensionér i Gronképing har vint sig till Veckobladet och frdgat varfor han bara
far 174 kr i ménaden i pension, ehuru han enligt k. riksdagsbeslut skall lagenligt hava 175 kr.

Gronkopings Veckoblad har latit frigan g4 vidare till fru socialkonsulentskan Vilhelmina Unill,
hérstades.

— Kan det mihénda {ér den oinvigde synas nog s4 egendomligt, séger fru Unill, att pensionidrerna
inte varje manad far en tolftedel av de 2.100 kronor de #ro berittigade till. Ar det emellertid icke
alls s& enkelt, enligt k. pensionsstyrelsens beridkningsgrunder av pensionen dr nédmligen 1.700 kr
s. k. grundpension och &terstoden standardhéjning. Att utan vidare sli ihop dessa belopp och sedan
dela kan givetvis inte komma ifrdga i ett statligt verk som haller 4 gamla goda byrékratiska tradi-
tioner. Nej, méste varje sak delas. Aro emellertid 1.700 och 400 icke i motsats till 2.100, jamnt del-
bara med 12. Det uppstar dérfor érestal. Men kan man ju inte gidrna i k. pensionsstyrelsen, dér mil-
joner rinner genom fingrarna, syssla med éren. Avkortar man dé foljaktligen och far di fram 141
33 eller just 174, papekade fru Unill vénligt.

— Men om man goér det tankeexperimentet, att det sammanlagda beloppet delades eller att &
andra sidan att éretalen ej kortades av, skulle pensionirerna i bada fallen fa 175, framhsll vi.

— Det liter sig icke goéra, fastslog fru Unill med bestédmdhet.

— D4 4r det forvisso knepigt utrdknat av staten — pensiondrerna gir ju dérigenom forlustiga
en krona i ménaden. Det kan bli minga kronor fér statskassan.

— Alldeles icke, protesterade fru Unill. Kommer man visserligen till 174 kr vid utriikning av
det pensionirerna skola hava — men &ro vi fullt inférstddda i att deras pension fér 4r motsvarar
175 kr i manaden. I december kommer darfor att jamte ordinarie manadsbelopp Llillstdllas pensio-
nérerna de felande kronorna. Har sedan allt ordnats till det basta pd det sétt k. pensionsstyrelsen
vill hava det, slét fru socialkonsulentskan Unill och bérjade putsa glasbgonen till tecken pa att
intervjun var slut. (Ur Grénképings Veckoblad)
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OM LAROBOCKER I MATEMATIK FOR
LAG- OCH MELLANSTADIET

Av Overlirare Sven Lindstrom

Redaktoren for TfS har erbjudit mig att skriva om mina egna larobocker och deras
»historia». Jag vill begagna mig av tillfallet for att diskutera nigra synpunkter pa
laroboksfragan.

Under de decennier, som jag dgnat at forfattarskap pd det har omradet, har en
hel del forandringar vidtagits ifrdga om larobockernas utseende och innehall.

Trycket gores nu mera spaciost 4n forr, och de skricksidor, som man kan sl upp
i en del aldre bocker, forekommer inte lingre. Nigon enhetlighet ifrdga om disposi-
tion, gruppering och uppgifternas numrering kan man inte tala om, utan har tillampar
forfattarna olika system och foljer olika smakriktningar.

Tllustrationer

I min larobok »Rékna ratts lanserade jag metoden att med illustrationer belysa en
del matematiska forhallanden. Sedermera har det blivit vanligt att illustrera mate-
matikbockerna. Pa allra senaste tiden har man emellertid fran ett och annat hall
ifrdgasatt det beréittigade i att anvinda bilder i rdknebdcker. De synpunkter, som
man da lagt pa fragan, har dels varit pedagogiska, dels — och inte minst — ekono-
miska.

Liksom i andra fall kan de pedagogiska synpunkterna ordnas utefter en linje, i vars
bada dndpunkter tva ytterligheter befinner sig. En del beddmare torde vara benégna
att anse de mycket rikt illustrerade och kolorerade amerikanska riknebockerna som
idealiska i det har berérda avseendet. Den motsatta stAndpunkten representeras av
en och annan lirare, som forklarar: »Jag vill inte se en bild i en riknebok. Matematik
ar att arbeta med siffror.

Man kan lampligen skilja pa tre slags illustrationer i raknebdckerna
1. Dbilder som askéadliggor sjalva talen och olika rdkneoperationers karaktir;

2. bilder som vill stimulera arbetet med rdkneuppgifter, samlade i en enhetlig grupp
eller inom ett »sakomradey;

3. Dbilder som skall vara ett »gladjemoment» men saknar anknytning till ndgot mate-
matiskt forhallande eller till innehéallet 6ver huvud taget.

Naturligtvis kan de bilder, som avses i mom. 3 hir ovan, utan saknad avvaras.
»Stimuleringsbilderna» (mom. 2) 4r vil inte heller omistliga. Men de ar inte betydelse-
I6sa. Hur man ser pa den saken, beror emellertid p4, vilken grunduppfattning ifraga
om den elementidra matematikundervisningen, som man ansluter sig till: om man
lagger huvudvikten vid anviandningen av typuppgifter och schabloner, tillimpningen
av regler och formler, eller om man utgér ifran, att matematik pa de tva lagsta sta-
dierna i forsta hand &r ett verklighetsstudium, och ait undervisningens syfte ar att
forst sd smdningom lara eleverna att oversidtta sina verklighetsupplevelser till mate-
matiskt sprak och matematisk skrift. I det senare fallet uppskattar man en bra bild,
som sétter eleverna in i den situation, varom en grupp rakneuppgifter handlar, t. ex.
olika trafikmedel.

Att bilder med ett specifikt matematiskt innehdll inte endast ar motiverade utan
ocksd nodviandiga, syns mig uppenbart. Men ocksa hir gores det inviandningar. Det
séges ibland, att anvindningen av bilder skulle kunna medfora, att barnen »inte lar
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sig att tdnka». Tydligen begagnas d4 ordet »tdnka» i den begrdnsade betydelsen av
abstrakt tankande. Ior det ojamforligt storsta antalet elever pa 14g- och mellanstadiet
ar emellertid foremdls- och bildtinkande den naturliga formen av tdnkande i matema-
tiska sammanhang, och det 4r ur detta konkreta uppfattande, som det abstrakta tan-
kandet utvecklas.

Nér man — som understundom sker — vill ge den »iskadliga» undervisningen
skulden till den nedging 1 mekanisk riknefardighet, som man i vissa fall ansett sig
kunna konstatera, géor man sig skyldig till en feltolkning.

Forst och framst kan man inte helt allmént tala om »askadlig undervisning». Under
den beteckningen doljer sig hogst olika tillvigagangssiatt. En del av det som kallas
»askadlig undervisning» ar rena hugskott och missuppfattningar. Aven i gynnsam-
mare fall avser man en undervisning, som endast innebar en askadlig demonstration
av ett visst forhallande. Men for flertalet barn blir en sidan form av askadlighet otill-
récklig. Nagon askddning hinner aldrig uppsta. Déarfor ar det helt naturligt, att en
mera direkt mekanisk undervisning kan ge battre »resultats dn en ofullstdndig 4skad-
lig undervisning. Detta i all synnerhet, nar man med »resultats avser mekanisk rdkne-
fardighet.

Men ocksé nar den 4skadliga undervisningen ar av den art, att den gor skil for sitt
namn, kan det hinda att resultatet blir mindre tillfredsstallande. Det maste givetvis
bli fallet, om man férsummar att fullfélja den askadliga undervisningen genom en
planmassig inlarning. Det borde inte vara sa svart att rent teoretiskt komma tillratta
med problemet askadlighet — mekanisering. Forhallandet kan val enkelt uttryckas
sd, att det ar nodvandigt att mekaniskt lira in sidant som eleverna fullt begriper.
Men det ar olyckligt att lata dem mekaniskt lira in sddant, som de infe begriper. Att
det senare pa grund av olika praktiska omstdndigheter ibland kan te sig som en néd-
fallsutvag, ar en annan sak.

En konsekvent matematisk askaddningsundervisning, som gradvis gar 6ver i direkt
inldrande, kan inte forsimra undervisningens resultat. Att forutsatta det vore lika
orimligt som att pastd, att anviandningen av reliefer, kartor, filmer, planscher osv.
skulle forsimra den geografiska kunskapen.

Spréket

Ifrdga om sprdkbehandlingen tilldt jag mig att alltifrdn borjan bryta mot det som
pa den tiden kunde betecknas som tradition. I dldre ldrobdcker hade spraket oftast
fatt sin prégel av det allra tyngsta skriftspraket. Salunda anvande forfattarna med
forkarlek de fast sammansatta verbformerna, t. ex: En moder inkopte och utdelade
till sina fyra barn — — —. Ibland hittar man rent kuriésa formuleringar som t. ex.
foljande: Avstandet mellan tv stader 4r 14 mil och skall av Bolin tillryggaldggas,
akande pa cykel — — —,

Personligen ar jag inte glad varken at de alltfér koncentrerade eller de alltfér ord-
rika rdkneproblemen. Det ar inte roligt med uppgifter av typen: H.m. kostar kaffet
pr kg, om 3 kg kostar 44,40 kr? Lite mera konkretion bor man ha ritt att kosta pa sig.

NAagon kanske anser, att moderna riknebocker ibland har en nagot for sagig fram-
stdllning. Vad som ar det rdtta lagom, kan naturligtvis bli en fraga om tycke och smak.

Det stora debattimnet i det har sammanhanget ar frigan om matematikens spe-
ciella sprak, dess betydelse i den elementiira undervisningen och tidpunkten for dess
inférande.

For mig ter det sig uppenbart, att de matematiska termerna inte underlittar in-
larandet av olika rdkneoperationers innebord. Ingen elev forstar battre divisionsfor-
farandet genom att ldra in ordet division. D4 ar beskrivande svenska uttryck att
foredra, t. ex. »att ta bort samma tal gang pa géng» (=»innehallsdivision») och ratt
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dela ett tal i lika stora delary (=»delningsdivision»). Att man senare bor 6verga till de
matematiska termerna, beror pa att de 4r bekvamare att anvénda, och att 4tminstone
en del av dem hor till det vanliga sprakbruket.

Nu ivrar man p4 en del hall fér en enhetlig terminologi, darfor att elever, som flyttar
frdn en larare till en annan, beredes extra svirigheter, om terminologien inte ar den-
samma. Betydelsen hdrav bor inte dverdrivas, och den méaste under alla forh&llanden
vigas mot likriktningens faror. Men dven om man vill strdva efter storre enhetlighet
ifrdga om de matematiska uttryckssétten, sd ir ju ddrmed inte sagt, att man sa tidigt
som mojligt bor ta till de speciella termerna. Det borde gd att komma overens om
vettiga 4skadliga uttryck for lagstadiet och sedan gradvis inféra den speciella ter-
minologien. ‘

Rékneproblemens sakinnehall

Rékneundervisningen blir verkligt praktisk, om eleverna far 16sa problem, som de
har nagot behov av att 16sa, t. ex. kostnaderna for skolresan eller klassfesten, eller
nagon kostnadsberikning om en slojdmodell.

Man kan forsoka att ge en battre verklighetsprigel &t larobokens riakneuppgifter
genom att samla dem i olika »sakomraden». Det 4r naturligtvis lattare att gora det,
sedan eleverna behirskar tekniken for samtliga rdkneoperationer, &n om man 4r han-
visad till att lata alla problem bli additionsuppgifter. Men det méaste ocksa beaktas,
att ett rikneproblem inte blir verklighetsbetonat, bara darfor att det handlar om
verkliga ting. De verkliga forhéllanden man ror sig med, bér komma in i naturliga sam-
manhang. Uppgifter som har karaktaren av sriknenotters kan vil godtas, 4ven om
de inte skulle ha verklighetspragel.

Arbetsanvisningar

Det fanns en tid, dd man ansag att en rdknebok endast skulle vara en exempelsam-
ling. Sedan har det blivit vanligt att larobockerna innehdller arbetsanvisningar, som
formellt riktar sig till eleverna, men som ocksd kan betraktas som metodiska anvis-
ningar for lararen. Man brukar motivera dem pa olika satt. Ett och annat tips torde
kunna vara av virde for lararen, i all synnerhet for yngre larare. Anvisningarna bor
underlatta grupparbete och individuell undervisning. Aven da lararen bedriver klass-
undervisning, kan anvisningarna ha vérde, t. ex. vid repetitioner och for elever som
varit franvarande och har mojlighet att pA egen hand eller med relativt liten hjalp
fran lararens sida inhdmta det som forlorats under franvaron.

Om den metodik, som tillimpas i lirobockerna, vore naturligtvis atskilligt att siga.
Men det skulle fora for langt att ta upp den saken i det har sammanhanget.

OVERLAGGNINGSMETODEN.. .. (Foris jr. sid. 29)

I alla de klasser, dar jag har anvant denna »6verlaggningsmetod», har den tydligt
mottagits positivt. Det beror vl pa att vid varje utrdkningstillfdlle ser klassen en
ekvation (se 2a—2d!) som tillhor den latta gruppen (1) — den komplicerade bild som
den ohéljda ekvationen skulle bjuda, och som kanske skulle skrémma, (avblanda)
har forsvunnit.

Det ar klart att denna metod har en mycket begréansad riackvidd. Man kan med
den bara attackera ekvationer »med x pa ett stilles. Dess eventuella betydelse sa
som jag ser det, &r att sdtta eleverna i den ritta sinnesstimningen: »Det hir &r ju
nagonting som jag verkligen kan». Efter nigon enda lektion bor den ersidttas med
mera méaktiga metoder. Man méste namligen minnas de hirda orden: »De pedagogiska
trick, som pa ett konstlat satt stimulerar intresset, har sallan langvariga verkningar».
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Lektor Torbjorn Ljunggren:

»OVERLAGGNINGSMETODEN»

Vid den kurs 1 matematikmetodik, som forra sommaren holls i Jonkoping, rakade
jag under en av debatterna nimna nagot om det satt, jag sjilv anvénder vid den
forsta presentationen av ekvationer och losningen av dessa. Tillvigagangssittet ar pa
intet séatt orginellt, men pa deltagarna i debatten verkade det, som om det inte vore
allom bekant, och av denna tidnings redaktér har jag darfor uppmanats att skriva
négra rader dirom.

Det 4r en allméan forestéllning att ekvationsmetoden for att 1osa problem ar nagot
alldeles sirskilt svart. T en intervju for ndgra manader sedan sade sdlunda en matema-
tiklarare om undervisningen i klass 1% »Vi maste bérja direkt med ekvationsléran,
som ar oerhort besvirlig.» Nu ar det ju ett faktum, att en alldeles bergsiker vig att
gora en sak svar for eleverna ar att siga, att den dr det. E nligt min uppfattning kan
man snarare fa det darhén att just hanterandet av ekvationer uppfattas som en latt-
nad av eleverna. I synnerhet de allra enklaste ekvationerna:

X+ 3 =28 7x = 42; % = 8; (1) betraktas av barnen som omedelbart
Ioshara, likasad de problem, de motsvarar. Tag nu ett mera komplicerat exempel:
x4+ 3
X + _ 3
4 — —2=4
8

Problemet som foranlett ekvationen ma vi lamna &sido! Denna ekvation ser ju
onekligen mera otillgénglig ut for ett ungt 6ga. Men tag d& och lagg dver det som ser s&
ruskigt ut, d. v. s. dubbelbriket, med vad som kan finnas till hands, klassboken t. ex.

Da ser klassen foljande bild: ||”||l|||"| —2=4; (2a) och fragan lyder: Vad ar

det som star bakom klassboken? Svaret: 6 ges omedelbart och beredvilligt av eleverna.
x+ 3
X 44— _ 3
S

8
M"!gi”m =6 (2)

Ja, men da sa! Da vet vi att:

o. med klasshoken kan man for barnen presentera féljande bild:

Fraga: Vad r det for ett tal som jagnu X +3 o o
har g6mt? Svar: 48. Alltsd vet klassen att: 4 T

Gomspelets nasta etapp leder till: {|[[JIIHII] —3 = 48. (2¢) och klassen meddelar

X 4 3

beredvilligt, att nu 4r det gémda talet 51: = 51,

Nu récker sikert handen till f6r att gémma taljaren: I—I%MIJ = 51 (2d) och alla
inser att taljaren har vardet 204. Den ekvation som nu aterstar tillhor de enklaste:
X +3 =204 ochger x =201

(Forts, @ sid. 28)
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ATT RAKNA MED BRAK

En undersskning éver feltyper och lésningsmetoder
vid rikning med allménna brik

Av Fil. stud. Jan-Axel Kylén

I denna understkning har jag velat {4 svar pa tre fragor.

1. Hur stor &r formagan att rdkna med brak pa olika gymnasielinjer och olika klass-
nivaer?

2. Vilka &r de vanligaste feltyperna, och hur férdelar de sig mellan béttre och samre
riknare?

3. Vilka l6sningsmetoder ger for olika problem de bésta resultaten?

Det prov som anvindes hestod av foéljande tio uppgifter:

=4 [~4
. 3390 2. 43 90 3 ol 12
1478 8 6 4 14
1 1—;
¢ 1.5 s 11— — = 6. 3i_L.iy
9 1 142 4 3
4
13 1 1 3 5
> 2073 271 7.3
O R S S g, 21 4o 9. .12
3 2 9 3 4
12 = 1=
3 10 21
5 3 3 1
0. 122y .24 21
6 gy

De har utvalts bland 18 preliminédra uppgifter si att eleverna under en lektionstimme
skulle hinna ridkna de tal de kunna klara.

Provet har korts i Ostra Real i Stockholm pa Tab. 1.

292 elever fordelade pa 10 klasser enligt tabell 1. Klass: N M | SD
1. Medeltalet for samtliga elever var 4,9 (SD =
2,8). De olika klassernas resultat star i tabell 1. 38 129 | 4,0 | 2,6
Vid en signifikansanalys av skillnaderna mellan 1t 79 1 5,8 | 2,4
medeltalen visade det sig att forméigan att losa 24 84 15,6 |29
dessa problem hade 6kat i reallinjens och all- L I—II 57 1 3,8 | 2,1
ménna linjens ringar jamfort med 35. Diremot A I—1I1 47 1 6,3 | 2,3
var det ingen skillnad mellan latinlinjen och 3°. R I—II 59| 7,1 ] 2,3
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Av gymnasielinjerna visade sig reallinjen bast och latinlinjen sdmst. Allménna linjen
var nagot smre 4n realhn]en Det kan erinras om att reallinjen och allminna linjen
pa detta stadium har i stort sett samma kurs, medan latinlinjen har en betydligt
kortare.

9. For att kunna undersoka feltyperna definierades forst de 18 feltypsgrupperna i
tabell 2. Procenttalen till héger anger hur stor del av de 960 talen som héinforts till
respektive feltyp (Q—S 4r ju egentligen inga feltyper).

Tab. 2. Detinitioner f6r 18 feltyper, samt deras procentuella férdelning.

A. Overforingsfel. Man har av skilda orsaker uppfattat siffrorna felaktigt eller uppfattat 8,2 9
dem ratt, men darefter skrivit ned dem felaktigt.

13. Fel, som berott pd, att efter utférda delberikningar, ndgon fas glémts. . . . . . . 1,9 %
C. Siffror eller tecken har blivit s& slarvigt skrivna eller tal oredzgt uppslallda, sa att detta

har ansetts vara orsak till felet. . . . . . 1,4 9%
D. Termen srena rdknefels har anvénts for att heteckna sédana fel som forekommer vid

heltalsberdkningar med de fyra riknesitten, 4ven om dessa dro delaravbridk. . . . . 12,6 %
E. Felaklig minsta gemensamma ndmnare. Hit rdknades ej som fel, om nidmnaren var ono-

digt stor, endast om den var oanvéndbar. . . . . . . e e e e e e e e 0,2 %
7. Adderat eller sublraherat ndmnarna vid addition eller eubtraktzon e e . 1,7 %
G. Fdrsvunnen ndmnare. P4 liknande satt som vid ekvatlonslosmng har namnarna struk1ts

eller forsvannit.. . . . . . . . . 10,9 9%
H. Felvid forldngning. Hit raknades ocksa om tva termer satts pa gemensamL brakstreck

utan att de gjorts likndmniga. . . . . . . . . L. . . 00000000000 3,4 %
J.  Felvid forkortning. . . . e e e e 1,9 %
K. Felaktig féorvandling mellan blandat och oegenthgt brék, /orvandlmgsfel e e e 4,9 9%
L. Felaklig mulliplikation med allmdnt brék. . . . . . . . . . . . . o .. .. 8,1 9%
M. Felaklig invertering vid division. . . . . . . . . . . . . . . .+ 0 a0 7.5 %
N. Behandlal lermer fére faklorer.. . . . e e e oo 155 %
0. Felvidborttagande av parantes eller vid 1nmult1phkat10n i parcntes e e e 1,5 %
P. Ejforkortat svarel, eller svaratioegentligtbrak. . . . . . . . . . . . . . . . .. 203%9%

Q. Ejlssttalet . . . . . . . . . o e e e e e e e e e
R. Odefinierbarafel. . . . . . . . . . . . L L Lo —
S, Ovrigafel . . . . o . L o o s e e e e e e e e e e e e e e e —
100,0 %
Forsta fel, som gjorts i ett tal, har kodats, och Gvriga har ldmnats utan avseende.

Feltyperna A—P sammanslogs till atta stérre grupper, dirmed vanns storre Gver-
skadlighet av materialet. Tabell 3 visar dessa atta grupper rangordnade och med
procentuell fordelning.

Tab. 3. De atta storre feltypsgrupperna. Inom parentes férutvarande grupper.
Procentuell férdelning mellan de 960 felaktiga talen.

Rang Feltyp

1. VIII. LEjférkortatsvaret. (P) . . e e e e e e e o203 %
2. VII. Manipulationsfel, oberoende av allmanna b]f‘dls (’\I O). e e e e e 17,0 %
3. VI Faktorbehandlingsfel. (L—M) . . . . . . . . e e . oo 156 9
4. II. Rena riknefel. (D—E). . . . . . . . . . . . .. . ..o 1289%
5. III IFel med ndmnare. (F—G) . e e e e e e s 1260 %
6. I. Overféringsfel. (A—C) . . o B A
7. Iv. Forlangnings- och forl;ortmngsfel (HAJ) e e e e e e e e e 5,3 %
8. V. Forvandlingsfel. (K) , . . e e e e e e e e 4,9 9%

Summa 100,0 9

Det vanligaste felet var siledes att svaret ej givits i enklast mdjliga form. Resul-
tatet kommer knappast som en Gverraskning. Vid den jamférelse som gjorts mellan de
27 9, béasta och 27 9, samsta eleverna, visade de béttre, som sig bor, att de klarade
av den har saken béttre 4n de samre. Felet ar inte sa allvarligt, eftersom vél knappast

~
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négon i praktiken skulle ge sig till att bjuda pé en 3/12-tarthit, eller betala pa spar-
vagnen med 36/72 kronor. Déremot kan det bli ganska otympligt med sadana svar
om de skall anvéandas f6r nya berdkningar.

Betydligt mer vart att observera ar att 17 9, av felen var s. k. manipulationsfel.
Redan innan eleverna kommer in i ldroverk skall de kanna till att faktorer skall
behandlas fore termer. Har det kanske inte repeterats tillrickligt mycket? De bittre
och samre raknarna star for ungefir 50 9, var av dess fel.

Som nummer tre, med 15,6 9, kommer faktorbehandlingsfelen. De battre raknar-
na ir hir signifikant béattre dn de sdmre. Felet maste bero pa fullstandig brist pa for-
staelse for brakens natur.

De rena riknefelen star for 12,8 9, av felen. De battre rdknarna star har f6r nagot
storre del av felen 4n de samre. Det kan ténkas att de ansett sig si skickliga, att de
slarvat med riakningarna.

Praktiskt taget lika manga fel har gjorts med ndmnarna. Pa denna feltyp fore-
ligger den mest markanta skillnaden till de béattre réknarnas férméan. Forvixling
har antagligen skett med ekvationslosning dédr ndmnarna »forsvinners efter forlang-
ning.

Overforingsfelen star for 11,5 %, av felen. Det ligger néra till hands att jamféra dem
med fel som beror pa las- och skrivsvarigheter. De batire rdknarna &r i detta fall inte
bittre dn de samre. Skriv- och lassvarigheter behdver ju inte heller ha med den ur-
sprungliga formdagan att gora.

Forlangnings-, {6rkortnings- och forvandlingsfelen maéste alla bero pa bristande
forstaelse for brakets natur. Frekvenserna for de battre raknarna ar for dessa fel sa
lag att signifikansanalysen ar osdker, det tycks sdledes som om de klarat sig ifrdn dem
bra.

3. Under arbetet med losningsmetoderna delades problemen upp i 1 och 4, 2 och 3

- samt 5 t. 0. m. 10.

Vid beriikning av talen 1 och 4 visade det sig ge bésta resultatet om férkortning
skedde pa ett tidigt stadium. De elever hade klart misslyckats, som gjort likndmnigt
péa nagot sitt, bade vid multiplikation och division.

Analys av talen 2 och 3 gav vid handen, att det &r oldmpligt att vid behandling av
termer forvandla dem till oegentligt brak.

Det kan finnas en mycket enkel forklaring till dessa resultat. De storre talen vid
utebliven forkortning och vid forvandling till oegentligt brak, ldmnade fler tillfallen
till rena raknefel. Likadant med det storre antalet operationer som fordrades nar
faktorerna skulle goras likndmniga.

De sex sista talen i provet anvéndes forst for att undersoka vilken betydelse kon-
tinuiteten i uppstéllningen hade. Tre grader av kontinuitet uppstélldes:

1. Kontinuerlig uppstallning utan nigra som helst delberdkningar pa sidan om.
2. Kontinuerlig uppstéllning med delberdkningar.
3. Endast delberékningar.

Kontinuerlig rikning visade sig ge ett nagot béttre resultat 4n delberdkningar.

Vidare understktes om man, ndr man har tre faktorer, limpligen férst bor berdkna
produkten av tva och sedan multiplicera med den tredje, eller om alla skall behandlas
samtidigt. Det visade sig inte spela nagon roll.

Om man utfér inmultiplicering eller ej i talen 7 och 10 gor ocksa detsamma.

Dessa resultat visar den aktuella prestationen med en viss 16sningsmetod. Man far
emellertid inte glomma den betydelse som en losningsmetod kan ha for fortsatta
studier. A andra sidan ger behirskning av ett raknesitt eleven en sidan stinulans att
han angriper nya problem péa ett aktivare satt.
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FROMMA ONSKEMAL BETRAFFANDE
MATEMATIKUNDERVISNINGEN

Varje matematiskt problem kan l6sas efter nedanstdende schema:

I.  Den principiella tankegangen utredes och formuleras.

II. De i problemet givna uppgifterna uppstillas.

IIT. Uppgifterna enligt punkt II sammanstéllas enligt den princip, som framkom-
mit enligt punkt I.

IV. Det enligt punkt III tecknade talet utrdknas, varvid sorterna behandlas som
algebraiska uttryck.

Sé skrev jag i en artikel, som infordes i nr 3 av TfS forra aret. I fortsattningen dis-,
kuterades huvudsakligen punkt IV. Dér fanns ju ndgot néstan chockerande, nagot
som ocksa diskuterats av andra i TfS. Diskussionen har dock rort sig inom ett litet
omrade, och enligt min mening har sjilva huvudfragan ej berdrts. Tyngdpunkten i
det forslag, jag framfort, ligger i punkterna I—IIL

Manga larare, kanske de flesta, anser redan nu, att man i huvudsak féljer de prin-
ciper, som angetts i punkterna I-—III. G6r man verkligen det? Ar det inte sa, att man
gar igenom ett avsnitt ungefar s har: Forst lite huvudrikning, sedan en méangd exem-
pel med mekanisk rakning och till slut ndgra problem med tillimpad rakning, och dé
k#anner barnen — lite dunkelt visserligen, men i alla fall — att man skall anvinda det
riknesdtt, man nyss tranat. Och f6ljden? — N&r man riknat addition, sa kom-
mer det har problemet: Kalle viger 30 kg. Pelle viger 5 kg. mer 4n Kalle. Hur mycket
viger de tillsammans? Alla larare har mott svaret — 35 kg. — Tankegangen har helt
enkelt varit: Det ar addition. Eleverna har inte konsekvent tvingats till att soka for-
std sjalva problemet, och resultatet ar nedslaende. Hur borde det ha varit? Jag hian-
visar till punkterna ovan.

I.  Man ldgger ihop Kalles vikt och Pelles vikt.
II. Kalle vager 30 kg.

Pelle » 30 kg. 4+ 5 kg.
IIL. 30 kg. + 30 kg. + D kg. ==

Utrdkningen, punkt IV, kan lyckligtvis endast utfoéras pa ett satt — och sorten, kg.,
behandlas faktiskt som en algebraisk funktion.

Nu kommier jag med eff fromt dnskemal:

Det borde officiellt fastslds, att den elev, som lyckats formulera punkt I ungefar
som_enligt ovan, skulle premieras p& nagot sitt, &ven om slutresuitatet pa grund av
rikne- eller slarvfel blir felaktigt. Denna elev har dock 16st sjélva problemet, och dari
ligger det viisentliga. En elev, som kan l6sa problem, 4r f6r samhéllet minst lika vérde-
full som en annan elev, som pa provrikningar snyggt och ordentligt kan rdkna alla
obenamnda tal och pa s& satt f4 ett godként betyg. Ta en funderare §ver hur t. ex.
en skrivning i realexamen beddmes!

Att konsekvent folja 4-punktsschemat innebir bade fordelar och nackdelar. Det

tar tid att arbeta pa det viset. Men fordelarna &r minga. Négra skall beroras.
1. Man tvingar eleverna att — bortseende [rdn alla sifferuppgifter — sbka se sjilva
problemet, fullfélja och formulera en tankeging. Och den vigen kan och skall man sla
in pé si snart undervisningen i matematik sétter in. Min kétterska asikt ar, att vi for
niarvarande har for mycket diffust fladdrande inom den elementéra matematikunder-
visningen.
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Att fordra, att sma barn skall fullfélja och formulera en tankeging later kanske hart.
Jag tror, att vi har for litet 6vning pa det omradet. Och — underligt nog — for smd
krav. Det gar helt sakert att lara barn att tanka, och nér det giller att formulera tan-
karna, s har vi modersmalsundervisningen. Det 4r inte alls férbjudet att 1 tal eller
skrift formulera tankar fran matematikens omrade under modersmalstimmarna!

2. Nar det géller att i skrift formulera en tankeging, har vi en alldeles utomordentlig
medhjalpare i lattjan. Det galler hér att vara s& lat som mdjligt, att skriva si litet
som mdojligt. Och mer och mer kommer punkt I att nirma sig idealet — den matema-
tiska formeln. Utan att ordet »ekvation» ndmnes, kommer varje riktigt formulerad
tankegang att innebédra ett uppstaliande av en ekvation.

3. Nar tiden sedan ar mogen for att verkligen gora bekantskap med ekvationen, da
blir det for eleverna ungefar som nér jultomten tappar masken och visar sig vara en
kar bekant.

Den gléddje man erfar, nir man moter en kir bekant, var det. Jag tror, att den latta
maskering, som de matematiska problemen nu far, alltfor sallan genomskadas, om
eleverna inte lart sig att sjalva formulera 1osningen. Vi ror oss dock inte med sa stort
antal problemtyper, att vi inte oupphorligen stoter pa samma figurer, latt maskerade.
Tyvarr maste jag erkdnna, att jag sjalv i oklokt nit rusar i vag i rdkneldran eller rat-
tare sagt i den exempelsamling, vi anvinder i matematik, for att vara séker pé att
»hinna kursen». Men nidgon gang d4 och da later jag eleverna sjalva leta reda pa lik-
artade problem, och det ar roligt att se, hur det klarnar for de svagaste eleverna, nar
de kanner igen exempeltypen.

Det finns ingenting nytt i vad som sagts har. Eff fromt 6nskemal har framlagts.
Det finns fler att komma med.

Det borde genom statens forsorg finnas tillrickliga ekonomiska resurser till att
lata kompetenta personer verkligen fundera igenom hela undervisningsmetodiken
i matematik. D4 skulle dven mina inligg kunna noggrant genomténkas. Och provas.
Kanske fann man d4, att det vore en god hjalp, om man hade en verklig lirobok i
matematik, dar framfor allt typexempel noggrant behandlades. En sadan lirobok
med typexempel kunde folja en elev genom alla skolar. Den kunde vara upplagd
efter 1osbladssystem och kompletteras efter hand som nya problemstéllningar be-
handlas.

Och s& en trossak. Om man anser, att man kan f6lja punkterna I-—III, d4 ar jag
overtygad om att punkt IV dker med som nodvéndigt och foljdriktigt komplement
for att gora matematikundervisningen riktig och levande.

Q

Hur langt kan egentligen en person
Problem : §* an egentigen €4 p

som bor pa ekvatorn ga 4t nord-

vast? Jordens omkrets ar 4000 mil.
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