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Stabilisation interne optimale de l’équation
des ondes par une méthode de level set

Arnaud Münch
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Université de Franche-Comté,
16, route de Gray 25030 - Besançon

arnaud.munch@math.univ-fcomte.fr

RÉSUMÉ. On considère une équation des ondes linéaire définie sur un domaine
�

régulier du
plan, et amortie sur un sous-domaine interne ��� � . On considère le problème de la position
et de la forme optimale de � minimisant l’énergie du système à un instant ����� . La méthode
de dérivation de forme conduit à la variation de l’énergie vis-à-vis de � exprimée comme une
intégrale curviligne le long de 	
� . La méthode des “Level Set” ramène alors le problème
à la résolution d’une équation non linéaire d’Hamilton-Jacobi dont le terme d’advection est
l’intégrand de la dérivée de forme. L’efficacité de la méthode est numériquement confirmée.

ABSTRACT. We consider a damped linear wave equation defined on a bi-dimensional domain�
. Due to the damping term defined on the sub-domain ��� � , the system is dissipative.

We address the problem of the optimal position and shape design of the support � in order to
minimize the energy of the system at a given time � . Introducing an adjoint problem we first
obtain explicitly the (shape) derivative of the energy at time � with respect to the variation of� . Expressed as a boundary integral on 	
� , this derivative is then used as an advection velocity
in an Hamilton-Jacobi equation for changing the shape. We use the level-set methodology on a
fixed working Eulerian mesh. We also consider the optimization with respect to the value of the
damping. The numerical approximation is presented in detail and leads to several numerical
experiments that indicate the efficiency of the method.

MOTS-CLÉS : Optimisation de forme, equation des ondes, level set, schemas aux differences finis
hyperbolique.

KEYWORDS: Optimal shape design, wave equation, level set, hyperbolic schemes.
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1. Introduction

On considère le problème évolutif suivant défini sur le cylindre $&%('*),+.-0/ , $ étant
un domaine borné de classe 132
'54627/ :899: 99; <�= =>@? A '*BC+EDE/6FHG < >I? A '5BC+EDE/KJ�LM'5BN/ <7=>I? A '5BC+EDE/NOP) in $Q%&'*),+E-R/�+< >@? A '*BC+EDE/NOP) on ST$Q%&'*),+E-R/�+< >@? A '*BC+.)U/NO <WV '5BN/�+ < =>@? A '*BC+.)U/NO <
X '5BN/ in $RY (1)

Le symbôle = désigne la dérivée partielle par rapport au temps. On suppose qu’il existe
une constante non négative L telle que le potentiel dissipatif LM'*BN/HZ\[^]_'`$R+.46ab/
vérifie LM'5BN/dceL a.e. B�Zgfh+ifejk$R+EfQlOPm�Y (2)

Le sous-domaine f indépendent du temps peut être composé d’un nombre fini de
composantes disjointes. Lorsque les données initiales ' < V + < X / indépendantes de f etL soient dans n 2 '`$^/po�n XV '*$^/ , le système (1) est bien posé. De plus, l’énergie du
système (1) donnée parq 'rfh+sLI+EDE/NOutvxw7y{z�| < =>I? A '5BC+.DE/ | 2 J | } < >I? A '5BC+.DE/ | 2�~��"� +���Ddck)�+ (3)

vérifie la loi de dissipationq = '�fh+.LI+EDE/NO�F w y3LI'*BN/ | < =>I? A '5BC+.DE/ | 2 �U��� )�+��IDpce),Y (4)

Sous certaines conditions dites “d’optiques géométriques” sur f , le système (1) modé-
lise la stabilisation d’une membrane par un actuateur interne. < désigne le déplacement
transversal de la membrane tandis que < V et < X désigne la position et la vélocité ini-
tiale. Précisément, lorsque f est dans un voisinage de � V O z B�Z�SM$��,B������Q) ~
où � désigne le vecteur normal unité extérieur à $ , la décroissance de

q
est expo-

nentielle en temps. Que f satisfasse ou non une propriété d’optique géométrique, la
question du placement et de la forme optimal de l’actuateur afin de minimiser l’éner-
gie au temps - apparaît. Sans restrictions sur f , la solution triviale est fkO�$ . On se
place alors sur le sous-ensemble ����O z f�j�$R+ aire 'rf�/pOP� aire '*$^/ ~ +E��Z�'*),+ t / . In-
sistons sur le fait que l’énergie au temps - - appelée fonction cout dans la suite - n’est
pas monotone par rapport à l’aire de f . On peut au plus conjecturer que l’inclusionf X j�f 2 j�$ entraîne l’inégalité

q '�f 2 +sLI+E-0/ � q '�f X +.LI+E-0/ pour - suffisamment
grand. Par ailleurs, le domaine f étant fixé, on peut s’intéresser également à la mi-
nimization de la fonction coût vis-à-vis de L . A nouveau la fonction coût n’est pas
monotone par rapport à L . Lorsque que L tend vers l’infini, la solution < >I? A tend vers
une constante tandis

q 'rfh+sL@+.-0/ tend vers
q '�fh+.LI+.)
/�O q 'rfh+s),+E-R/ par valeur infé-

rieure si < X0� ) dans f . C’est le phénomène d’over-damping où L se conduit comme
un paramètre de pénalisation. Il en résulte qu’aucune restriction sur L est nécéssaire et
les problèmes considérés sont'�� > /d�_� ��¡>I¢
£�¤ q 'rfh+sL@+.-0/¥� '�� A /d� � ��¡A�¢"¦@§b¨ y ? ©TªW« q 'rfh+.LI+.-0/�Y (5)
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Le problème 'r� > / est illustré sur la figure 1.

damping³,´rµ6¶¸·�¹³,´rµ{¶6º�¹»W¼ ¼W½�¾0»b¿�³,´rµ6¶*»W¼U·�¹
À ? Á

fixed

Figure 1. Optimisation de la forme de f , support de L afin de minimiser
q 'rfh+sL@+.-0/ .

2. Dérivée de l’énergie
q

vis-à-vis de f et de L - Méthode de level set

Pour simplifier, on note simplement < pour < >I? A et on prend sans perte de généralitéLI'*BN/hO�L 11̈ÃÂ�¢W>�« . Afin de relaxer la contrainte f�Z�� � , on considère la fonctionnelle
penalisée qxÄ 'rfh+.LI+.-0/{O q '�fh+.LI+E-R/MJ\tvMÅ7Æ X ' aire 'rf�/{F�� aire '*$^/./ 2 Y (6)

La résolution des problèmes par une méthode de gradient recquiert la connaissance des
dérivées de

q
par rapport à f et L . On introduit pour cela le champs Ç Z_È X ? ] '*$R+s4 2 /

avec ÇÊÉ Ë y O�) non nul dans un voisinage.

Théorème 1 La dérivée de
q Ä

par rapport à f est donnée par :S q Ä 'rfh+sLI+E-0/S@f Y Ç O w Ë >�Ì Å7Æ X ' aire '�f�/ÊF�� aire '`$^/E/ÊJ�L w�ÍV < = '*BC+EDE/rÎÊ'5BC+.DE/ � DÐÏÑ Ò�Ó ÔÕ.Ö ¨Ø×�? Ù�? A�« Ç Y � �
Ú
(7)

où � désigne la normale extérieure à f et Î la solution du problème adjoint suivant :899999: 99999;
Î = = '5BC+.DE/ÊF�GbÎÊ'5Bd+EDE/{F&LM'5BN/�Î = '5BC+.DE/pO�) dans $P%�'*),+.-0/�+ÎÊ'5Bd+EDE/pO�) sur '5ST$hÛWS�f�/d%�'5)�+E-0/�+ÎÊ'5Bd+E-0/NO�F <�= '*BC+E-0/ in $R+Î = '*BC+E-0/{O�FhLI'*B{/ < = '*BC+E-0/ÊFHG < '5BC+E-R/ in $RY (8)

Ü



4 Nom de la revue ou conférence (à définir par ����������������������������� �!�!"�� �# )
Théorème 2 La dérivée de

q 'rfh+sL@+.-0/ vis-à-vis de L est donnée par :S q '�fh+.LI+E-0/SML Y L X O w�ÍV w > L X < = '*BC+EDE/rÎÊ'5BC+.DE/ �U�@� D (9)

où Î est solution de (8).
Ü

Compte tenu de ces résultats, l’algorithme (éventuellement couplé) de descente prend
la forme suivante, étant donné une initialisation '5L V +Ýf V / :Þ f{ß a XL ß a X�à O Þ f6ßL ß à F Þ�á X �{ßá 2 à YMâ Å Æ X ' aire 'rf{ß�/6F�� aire '`$^/E/¸J�ã ÍV L7ß <�=ß ÎIß � Dã ÍV ã >
ä <�=ß ÎMß �"�I� D å

(10)á O�' á X + á 2 /E462 suffisamment petit de façon a assurer la décroissance de la fonc-
tionnelle. Afin de conserver un maillage fixe au cours des iterations, on découple la
description de la solution < de celle de f en introduisant une fonction æ telle queS�f�O z Bd+Eæ0'*BN/pO�) ~ solution du système hyperbolique non linéaire suivant :8999: 999; SIæSIç Féè Ä ' < >I? A +5Î >I? A +.-0/ | } æ | O�) in $P%�'5),+�ê�/�+æR'ÝY +EçgO�)
/NOeæ V in $R+æ�O�æ V �k)�+ } æ0Y ��O�) on ST$P%&'*),+ëê�/�Y (11)

3. Schéma numérique de résolution des systèmes hyperboliques en < , Î et æ
Les systèmes dont < , Î et æ sont solutions sont de nature hyperbolique. Les sché-

mas numériques différences finis ou élément finis usuels n’assurent pas en général la
convergence de la solution <
ì ou Î ì dans la norme de l’énergie. On montre en particu-
lier que si les conditions initiales sont discontinues, le taux décroissance exponentiel
associé à l’énergie discrète n’est pas minoré uniformément. Cela est dû à la dispersion
numérique pour les hautes fréquences des schémas. Parmi les rémèdes permettant de
restaurer la convergence uniforme de la solution, signalons celle qui consiste à rajouter
un terme de régularisation à l’équation d’état :< = = FHG < J�LM'5BN/ < = FHí 2 G < = O�) (12)

facteur de í@2 - í désignant le paramètre de discrétisation en espace. Cette technique
analogue à une régularisation de Tychonov permet de redresser le spectre du schéma
pour les hautes fréquences. Une discrétisation usuelle centrée de l’équation précédente
permet de restaurer la stabilisation numérique uniforme sous la condition de stabilitéGîD � íMï"ð v - GñD désignant le paramètre de discrétisation en temps. La solution Î du
problème adjoint étant moins régulière que < , cette modification est à plus forte raison
nécéssaire. Enfin, une alternative à cette technique pour résoudre le système en æ (où
une pathologie numérique apparaît également) est d’employer un schéma “upwind”
reposant sur la technique des caractéristiques.
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4. Une application numérique

Sur le carré unité $kOò'5)�+ t /E2 , on considère les conditions initiales suivantes :<WV '*BN/NO t )")Nó.�Ø�T' v�ô � X /�ó.�Ø�õ' ô � 2 / (13)

et LI'*BN/�O t ) 11̈ØÂ�¢W>�« , ��Oö)�Y t , Å Oø÷�Y q J�ù , -øO t . Dans le cas conservatif, la
solution est < '5Bd+EDE/RO t )")pú�ûUó�' ð ù ô DE/ < V '5BN/ de sorte que ' < = '5BC+.DE/E/Ý2 admet pour tout
temps D deux maxima aux points ' t ï�ü@+ t ï v / et '5÷
ï�ü�+ t ï v / . De la relation

q = '5DE/éOF t )pã > ' < =>I? A /Ý2 �"� , il est alors raisonable de conjecturer que le f optimal est composé
de deux parties centrées aux points de maximum. Les essais numériques confirment
cette prédiction. La figure 2 donne l’évolution de z B�Zé$R+Eæ ß '*BN/NO�) ~ en fonction de
l’itération ý (ou de façon équivalente, en fonction du pseudo-temps ç ). Le domaine f V
initial retenu est le disque de centre '5)�Y ÷
ù�+s),Y ÷Uù"/ et de rayon þ )�Y t ï ô . Les différentes
simulations numériques effectuées indiquent que la conjecture précédente est en gé-
néral fausse et dépend de la valeur du coefficient d’amortissement. Conformément à la
littérature récente, la méthode bien que permettant une réelle diminution de la fonction
coût, ne conduit pas à des résultats intuitifs. Une analyse spectrale du système montre
que cela est dù au comportement non linéaire de l’énergie vis-à-vis de L .
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Figure 2. ' <WV + <
X /(Oÿ' t )")póE� �T' v�ô � X /,óE� �¸' ô � 2 /�+.)
/ , -uO t , LeO t )�Y - Evolution dez B�Z�$R+.æ ß '*BN/pO�) ~ par rapport à ý - ígO t ï t ù t .


