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Nomenklatur

In Gleichungen gilt die Einstein’sche Summenkonvention. Abweichungen davon werden ex-

plizit an entsprechenden Stellen gekennzeichnet.

Lateinische Buchstaben

A Flache m?
A Helmholtz-Energie J
A, praexponentieller Faktor in Arrheniusfunktion der r-ten Reaktion

a massenspezifische Helmholtz-Energie J/kg
as isentrope Schallgeschwindigkeit m/s
A stoffmengenbehafteter Zustandsgleichungsparameter J-m?
a Zustandsgleichungsparameter J-m3/mol?
B stoffmengenbehafteter Zustandsgleichungsparameter m?
b Zustandsgleichungsparameter (Kovolumen) m? /mol

CbpEs Konstante im DDES Modell -

C stoffmengenbehafteter Zustandsgleichungsparameter m?
c Zustandsgleichungsparameter (Korrekturvolumen) m? /mol
c Konzentration mol/m?3
¢ massenspezifische Wéarmekapazitéat bei konstantem Druck J/(kg - K)
Co massenspezifische Warmekapazitit bei konstantem Volumen J/(kg - K)
D,s binédrer Diffusionskoeffizient m? /s
D, Diffusionskoeffizient der Mischung m? /s
d Durchmesser m
dy, hydraulischer Durchmesser m

E innere Energie J



Nomenklatur

EA,T'

Etot

F

%)

Fy

K. K, K;

Aktivierungsenergie in Arrheniusfunktion der r-ten Reaktion
massenspezifische Totalenergie

Funktionen im Huber-und-Hanley-Modell
Frequenz

Fugazitat

Abbildungsfunktion im Huber-und-Hanley-Modell
Modulierungsfunktion in Préakonditionierung
Modulierungsfunktion im AUSM™-up Schema
Uberblendfunktion im DDES Modell
Gibbs-Energie

massenspezifische Gibbs-Energie
Erdbeschleunigung

Enthalpie

massenspezifische Enthalpie

massenspezifische Totalenthalpie
Abbildungsfunktion im Huber-und-Hanley-Modell
spezifischer Impuls

Diffusionsstrom

1. Turbulenzvariable (k oder q)

chemische Gleichgewichtskonstante bezogen auf Konzentration,

Druck oder Fugazitét

(modellierte) turbulente kinetische Energie
Geschwindigkeitskoeffizienten der Hin- und Riickreaktion
Léangenskala

Molekulargewicht

Skalierungsfunktion im AUSM*-up Schema
Masse

Massenstrom

binarer Interaktionsparameter

binédrer Interaktionsparameter

Lénge

Anzahl

Stoffmenge

J/mol
J/kg

Hz =1/s
Pa = N/m?

mol



Kompressibilitatsfaktor

8 Nomenklatur
n, Temperaturfaktor in Arrheniusfunktion der r-ten Reaktion
@] Landau-Symbol (Gréfenordnung)
PE Skalierungsfunktion im AUSM™-up Schema —
D Druck Pa = N/m?
q Turbulenzvariable, ¢ = vk m/s
. flachenspezifischer Wandwarmestrom W /m?
R Radius m
R spezifische Gaskonstante J/(kg-K)
R, universelle Gaskonstante J/(mol - K)
r radiale Koordinate m
S Zellseitenfliche, Oberfliche m?
S Entropie J/K
s massenspezifische Entropie J/(kg - K)
T Temperatur K
t Zeit s
Au Diffusionsgeschwindigkeit m/s
U Geschwindigkeit in x;-Richtung m/s
Uy, querschnittsgemittelte Axialgeschwindigkeit (engl.: bulk velocity) m/s
by Skalarprodukt des Geschwindigkeits- und Oberflachenvektors m? /s
u Skalarprodukt des Geschwindigkeits- und Oberflichennormalen- m/s
vektors 4L /| S|
vV Volumen m?
v Geschwindigkeit in x9-Richtung m/s
v massenspezifisches Volumen m? /kg
U molares Volumen m? /mol
Om verschobenes, molares Volumen m? /mol
X Molenbruch —
x Koordinate in z;-Richtung m
Ty Koordinate in ¢-Richtung m
Y Massenbruch —
Y Koordinate in z5-Richtung m
yt dimensionsloser Wandabstand —



Nomenklatur

Griechische Buchstaben

temperaturabhéngiger Anteil von ZGL-Parameter a
Skalierungsfaktor in Prékonditionierung

Verhéltnis der Warmekapazitéten c,/c,, Isentropenexponent
Differenz der reduzierten molaren Gibbs-Energie
LES-Filterweite im DDES Modell

Schalter fiir Achsensymmetrie

Kronecker-Delta

Dissipationsrate der turbulenten kinetischen Energie
Potentialtopftiefe € normiert mit Boltzmannkonstante kg
Korrekturkonstante in «

Dreierstofeffektivitdat in r-ter Reaktion

Parameter in SRK und PR Zustandsgleichung
Wiérmeleitfahigkeit

i-ter Eigenwert

dynamische Viskositat

chemisches Potential

Stéchiometriekoeffizient

(allgemeines) thermodynamisches Potential
(massenspezifische) Dichte

Diffusionsvolumen im Fuller-Modell
Stofsdurchmesser

Spannungstensor

Pseudo-Zeit

Fugazitétskoeffizient

reduzierte molare Helmholtz-Residuumfunktion
reduzierte Helmholtz-Residuumfunktion
Zellvolumen

Stofsintegral

Transportgrofe der Turbulenz, w ~ €/k

azentrischer Faktor

(m/s)
kg/(m-s)
J/mol

kg /m?3



10 Nomenklatur

Vektoren und Matrizen

{...} Reihenvektor

Q. konservativer Variablenvektor

Q, primitiver Variablenvektor

F, analytischer Flussvektor in ¢-Richtung

ﬁ‘g numerischer Flussvektor im AUSM™*-up Schema in /-Richtung
S Quelltermvektor

r Prakonditionierungsmatrix

I Einheitsmatrix

J Jakobimatrix

P Prékonditionierer / Prékonditionierungsmatrix
T Transformationsmatrix

Dimensionslose Kennzahlen

CFL Courant-Friedrichs-Lewy-Zahl

CFLyit maximale CFL-Zahl fiir stabiles Losungsverfahren

Ko Konditionszahl

Ma Machzahl

Ma, charakteristische Machzahl in Prakonditionierung und AUSM™-up Schema
Ma* Pseudo-Machzahl in Prakonditionierung

Ma,, limitierte Machzahl in Priakonditionierung und AUSM™'-up Schema
O/F Verhaltnis von Oxidator- zu Brennstoffmassenstrom

Pr Prandtlzahl

Sc Schmidtzahl

Tu Turbulenzgrad

Indizes und Akzente

¢’ Integrationsvariable
o* Zustand eines hypothetischen, idealen Gases, reduzierte Grofe oder Pseudo-Grofe

@° reduzierte Grofse im Huber-und-Hanley-Modell
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D S S 4

b1/2

Dim
cr

eff

€q

Fick
iG
in

Inj

kor

o B oz

—

«a,

,m,n

Reynolds-gemittelte Grofe

Favre-gemittelte Grofse

partielle massenbehaftete Grofe

partielle molare Grofse

Wert auf Zellseitenfldche / Interface-Wert
Umgebung (engl.: ambient)

Brennkammer (engl.: combustion chamber)
diffusiver Anteil

Dimension

Wert am thermodynamisch kritischen Punkt
effektive Grofe (molekularer + turbulenter Anteil)
equivalente Grofse

Exzessgrofe

Wert berechnet nach Fick’schem Gesetz
Wert fiir ideales Gas

Wert am Einlass (engl.: inlet)

Wert im Injektor

konvektiver Anteil

korrigierte Grofe

linksseitiger Wert

inerter Stofpartner in Dreierstofireaktion
molare / molspezifische Grofe

rechtsseitiger Wert

Residuumanteil /-funktion

Referenzwert

turbulente Grofe

Wert an der Wand

Referenzzustand (ideales Gas, Referenzfluid etc.)
Laufindizes fiir Spezies

Laufindizes fiir Raumrichtungen

Laufindix fur Zellseiten
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Abkiirzungen

AUSM Advection Upstream Splitting Method

CFD Computational Fluid Dynamics

DDES Delayed Detached-Eddy Simulation

DNS Direkte Numerische Simulation

FRC Finite-Raten Chemie

iG ideales Gas

KGT Kinetische Gastheorie

LES Large-Eddy Simulation

LHS Linke-Hand-Seite

LOX fliissiger Sauerstoff (engl.: liquid oxygen)
LU-SGS Lower-Upper Symmetric Gauss-Seidel

MLP Multidimensional Limiting Process low diffusion
MUSCL Monotonic Upstream-Centered Scheme for Conservation Laws
PR Peng-Robinson

RANS Reynolds-Averaged Navier-Stokes

RHS Rechte-Hand-Seite

SCWR Supercritical Water-Cooled Reactor

SRK Soave-Redlich-Kwong

SRKmVK Soave-Redlich-Kwong mit Volumen Korrektur
TVD Total Variation Diminishing

URANS Unsteady RANS

vdW van der Waals

ZGL Zustandsgleichung
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Kurzfassung

Um die komplexen Phanomene turbulenter Durchmischung und Verbrennung in Raketen-
brennkammern besser zu verstehen und den Auslegungsprozess in Zukunft verstarkt zu un-
terstiitzen, gewinnt der Einsatz numerischer Stromungssimulationen (CFD) dank der zuneh-
mend verfiigharen Rechenressourcen seit Jahren an Bedeutung. Da der Trend fiir zukiinf-
tige Raketentriebwerke hin zu hoheren Leistungsdichten und damit hoheren Brennkammer-
driicken geht, geraten Brennkammern mit iiber- und transkritischer Einspritzung, bei denen
der Brennkammerdruck die kritischen Driicke der Treibstoffe iiberschreitet, auch in der Si-
mulation zunehmend in den Fokus wissenschaftlicher Untersuchungen mittels CFD. Das da-
bei auftretende, stark nichtlineare thermodynamische Verhalten mit den damit verbundenen
groffen raumlichen Gradienten stellt in CFD-Simulationen eine erhebliche Herausforderung
hinsichtlich der Genauigkeit und Stabilitat dar.

Ziel dieser Arbeit ist die Implementierung eines konsistenten Thermodynamikmoduls in den
vorhandenen CFD-Code TASCOMS3D zur Simulation von Raketenbrennkammern mit trans-
kritischer Einspritzung. Dies erfordert zahlreiche Modifikationen im Code. Die ideale Gas-
gleichung wird durch eine Zustandsgleichung fiir reale Fluide ersetzt. In dieser Arbeit wird
hierzu die Soave-Redlich-Kwong Zustandsgleichung verwendet. Wahlweise kann zusétzlich
eine Volumenverschiebung zur Verbesserung der vorhergesagten Dichte eingesetzt werden.
Dies ermoglicht eine ausreichend hohe Genauigkeit fiir relevante Anwendungsfille bei gleich-
zeitig geringen Rechenkosten. Die Bestimmung aller thermodynamischer Grofen basiert auf
der reduzierten Helmholtz-Residuumfunktion. Aus dieser werden auf Grundlage von funda-
mentalen Gleichungen der Thermodynamik, welche fiir alle Fluide und Zustandsgleichungen
gelten, alle weiteren Grofsen mittels partieller Ableitungen ermittelt. Fiir die Berechnung der
molekularen Stoffwerte werden zahlreiche Modelle fiir dichte Fluide aus der Literatur im-
plementiert, validiert und miteinander verglichen. Weitere Modifikationen betreffen das zeit-
liche Diskretisierungsschema mit einer Priakonditionierung fiir die effiziente Simulation bei
niedrigen Machzahlen im Limit inkompressibler Strémungen sowie das rdumliche Diskreti-
sierungsschema. Ein mehrdimensionales, hochgenaues Limitierungsverfahren namens MLP'4
verhindert die Ausbildung von Instabilitdten in Bereichen extrem hoher raumlicher Gra-
dienten der Dichte und ermoglicht eine Diskretisierung der reibungsfreien Fliisse bis fiinfter

Ordnung im Raum.
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Die Validierung des implementierten Realgasmoduls erfolgt durch Simulationen zweier iner-
ter Stromungen und zweier Stromungen mit Verbrennung bei jeweils iiberkritischen Driicken.
Der turbulente Strahlzerfall und Warmeiibergang an der Wand werden in den untersuchten
Testfdllen ebenso betrachtet wie die Verbrennung von Wasserstoff und Sauerstoff in Mo-
dellraketenbrennkammern mit einem zentralen Koaxialinjektor. Dabei kommen iiberwiegend
recheneffiziente und stationdre RANS Simulationen basierend auf Zweigleichungsturbulenz-
modellen (¢-w, k-w und k-w SST) zum Einsatz. Der Einsatz von RANS Simulationen er-
moglicht umfangreiche Parameter- und Sensitivitdtsstudien. Zur Untersuchung instationérer
Phénomene werden jedoch auch URANS Simulationen und ein hybrides URANS / LES Ver-
fahren namens DDES (Delayed Detached-Eddy Simulation) verwendet. Die Ergebnisse der
Simulationen werden mit aus der Literatur verfiigharen, experimentellen Daten verglichen.
Zudem werden die Moglichkeiten und Grenzen der verschiedenen Turbulenzmodelle heraus-

gearbeitet.
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Abstract

The process of turbulent mixing and combustion in rocket combustion chambers involves
complex phenomena, which have by far not been fully understood. For a better understanding
and to improve model predictability in the design process of rocket engines, computational
fluid dynamics (CFD) simulations gain ongoing importance due to increasing computing
ressources. The trend for future rocket engines is towards higher power densities and thus
higher pressures. Hence, rocket combustors with transcritical and supercritical injection, i. e.
engines with operating chamber pressures above the critical pressure of the propellants, are
in increasing focus of numerical studies by CFD. The high nonlinearity of the thermodynamic
behavior at these conditions and the associated strong spatial gradients are a great challenge

for CFD codes with respect to accuracy and stability.

The goal of this work is the implementation of a consistent real gas thermodynamic frame-
work into the existing CFD code TASCOMS3D to simulate turbulent reactive flows in rocket
combustors with transcritical injection. This requires several modifications of the code. The
ideal gas law is no longer valid and must be replaced by a real gas equation of state. The
Soave-Redlich-Kwong equation is used in this thesis. Optionally, a volume translation me-
thod can be applied to improve the prediction of densities. An accurate representation of the
thermodynamic behavior at low additional computational cost is achieved in this way for the
thermodynamic range of interest. The determination of all thermodynamic quantities relies
on the reduced residual Helmholtz energy. Based on fundamental thermodynamic relations
valid for all fluids and equations of state, all other thermodynamic variables are derived from
it via partial derivatives. For the calculation of molecular transport properties, various mo-
dels from literature valid for dense fluids are implemented, validated, and compared to each
other. Further adaptations are necessary concerning the time integration scheme, which is
based on a preconditioning technique to improve convergence at low Mach numbers in the
limit of incompressible flow. Moreover, the employed spatial discretization scheme has to be
modified. A high-order multidimensional limiting scheme termed MLP is used in this work.
It prevents the formation of instabilities in regions of excessively large spatial gradients and

enables a discretization of inviscid fluxes up to fifth order in space.

Validation of the implemented real gas framework is accomplished by the simulation of two
nonreacting and two reacting flows at conditions with supercritical pressures with respect to

the injected fluids. The disintegration of a turbulent, round jet and the prediction of wall
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heat loads as well as the combustion of hydrogen and oxygen in two model rocket combustors
with a single element shear coaxial injector are in focus of the investigated test cases. Cost
and time efficient steady-state RANS simulations based on two-equation turbulence models
(q-w, k-w, and k-w SST) are mainly employed in this work. These allow comprehensive
parameter and sensitivity studies. To investigate unsteady phenomena, URANS simulations
and a hybrid URANS / LES technique named DDES (delayed detached-eddy simulation) are
utilized. Numerical results are compared to experimental data from literature. The potentials
and limits of the employed turbulence modeling strategies for the investigated applications

with supercritical flow are outlined.
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1 Einleitung

1.1 Einfihrung

Der spezifische Impuls I, ist ein Maf fiir die Effizienz von Raketentriebwerken und das Ver-
haltnis von gewonnenem Impuls zur eingesetzten Treibstoffmenge. Fiir eine an den Umge-
bungsdruck angepasste Diise (Druck am Diisenaustritt entspricht dem Umgebungsdruck p,)

berechnet sich der Iy, unter Annahme eines perfekten Gases (konstanter Adiabatenexponent

7v) zu (Messerschmid und Fasoulas (2011) [142])
.\ T
1—- (= . 1.1.1
oN a1

Dabei ist g = 9,81 m/s? die Erdbeschleunigung, R, = 8,31452 J/(mol - K) die universelle Gas-

konstante, M, das mittlere Molekulargewicht der austretenden Gase und 7, die gemittel-

1 2y  R,T,
I, =~ —
g\ w

te Verbrennungstemperatur in der Brennkammer. Aus Glg. (1.1.1) ist ersichtlich, dass die
Effizienz eines Triebwerks von der Treibstoffkombination sowie dem Brennkammerdruck p,

abhangt.

Die meisten Haupt- und Oberstufentriebwerke von Raketen (z. B. Vulcain 11!, SSME?, Vinci®)
werden heutzutage mit Wasserstoff (Hs) als Brennstoff und LOX, also kryogenem Sauerstoff
(O9), als Oxidator betrieben. Diese werden haufig durch Koaxialinjektoren in die Brennkam-
mer eingebracht. Die Treibstoffkombination Hs- Oy ist sehr energiereich und ergibt dank des
sehr niedrigen Molekulargewichts von Hy sowie der hohen Verbrennungstemperatur bis ca.
4000 K (bei stochiometrischer Mischung) einen hohen spezifischen Impuls von ca. 400s im
Vakuum (Messerschmid und Fasoulas (2011) [142]).

Um die Leistung und Effizienz von Raketenantrieben in Bodennéhe (p, ~ 1 bar) zu steigern,
geht der Trend in der Entwicklung neuer Triebwerke hin zu héheren Brennkammerdriicken.
Abbildung 1.1 zeigt fiir den Bodenbetrieb den Term 1 — (pa/pc)%1 aus Glg. (1.1.1) als Mafs
fiir die Effizienz eines Raketentriebwerks in Abhéngigkeit des Brennkammerdrucks p, fiir ver-

schiedene Adiabatenexponenten. Mit zunehmendem Druck verbessert sich die Effizienz, auch

! Hauptstufentriebwerk der Ariane 5.
2 Triebwerk des ausrangierten Space Shuttles.
3 Geplantes Oberstufentriebwerk fiir Ariane 6.
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Abbildung 1.1: Zunahme von 1—(p,/ pc)j;_1 als Mafs fiir die Effizienz eines Raketentriebwerks
in Abhéngigkeit vom Brennkammerdruck p. fiir verschiedene Adiabatenexpo-
nenten.

wenn zu hoheren Driicken eine gewisse Sattigung in der Effizienzsteigerung eintritt. Als wei-
terer, positiver Effekt, welcher nicht in Abb. 1.1 erfasst wird, verschiebt sich das chemische
Gleichgewicht bei hoheren Driicken. Die Dissoziation von stabilen Spezies in Radikale wird
verringert und die Rekombination entsprechend erhéht (Peters (2010) [168]). Die sonst in den
Radikalen gebundene chemische Energie steht somit in erh6htem Mafe als thermische Energie
(hoheres T;) zur Verfiigung und kann umgewandelt als kinetische Energie am Diisenaustritt
zur Beschleunigung der Rakete genutzt werden. Als Nachteil der erhhten Brennkammer-
driicke steigt auch die Energiedichte und damit die Warmebelastung der Brennkammerwén-
de. Diese miissen entsprechend gekiihlt und deren Warmebelastung zuverlassig vorhergesagt

werden.

Sehr hohe Driicke stellen auch eine Herausforderung fiir die numerische Stromungssimulati-
on (CFD, engl.: computational fluid dynamics) dar. Das phédnomenologische Verhalten von
Stromungen ohne und mit Verbrennung bei Driicken oberhalb des thermodynamisch kriti-
schen Drucks p., kann sich, abhéngig von den vorherrschenden Temperaturen beziiglich der
kritischen Temperatur T, wesentlich vom Verhalten bei niedrigen Driicken unterscheiden
und spezielle numerische Verfahren erfordern. Als Beispiele fiir die grofen Unterschiede zwi-
schen unterkritischer (p. < pe) und transkritischer (p. > pe) Einspritzung (jeweils mit
unterkritischer Einspritztemperatur am Injektorende Ty,; < T¢,) werden hier der turbulen-
te Strahlzerfall eines kryogen eingespritzten Stickstoff-(Ns-)Strahls in eine warme Helium-
(He-)Umgebung (nichtreagierende Strémung) bzw. eines LOX-Strahls in eine Modellraketen-
brennkammer mit einem zentralen Koaxialinjektor (reagierende Hs- Oo Stromung) herange-
zogen. Experimentelle Schattengraphbilder von Mayer et al. (1998) [134] und Mayer et al.
(1996) |132] sind hierzu in Abbildungen 1.2 und 1.3 gegeben®.

4 Eine ausfiihrliche Zusammenstellung dieser und weiterer experimenteller Untersuchungen zu transkritischer
Einspritzung mit Verbrennung findet sich in Cutrone (2009) [35].
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Abbildung 1.2: Schattengraphbilder eines turbulenten, kryogenen Ns-Strahls in einer He-
Umgebung bei Raumtemperatur mit unterkritischer (10 bar) (a) und trans-
kritischer (60 bar) (b) Einspritzung (Mayer et al. (1998) [134]).

Abbildung 1.3: Schattengraphbilder einer Hy - Oy Verbrennung in einer Modellraketenbrenn-
kammer mit einem Koaxialinjektor bei unterkritischer (15 bar) (a) und trans-
kritischer (60 bar) (b) Einspritzung von O, (Mayer et al. (1996) [132]).

Erfolgt die Einspritzung bei unterkritischen Driicken, so findet ein klassischer Strahlzerfall
statt (Ashgriz (2011) [1]). Scherkrifte an der Phasengrenze zwischen Fliissigkeit und Gas-
phase fithren zum Abscheren von Ligamenten. Diese zerfallen in einem priméren Zerstéau-
bungsprozess zu Tropfen und im weiteren Verlauf in einem sekundéren Zerfallsprozess zu
noch kleineren Tropfchen, welche schlieflich verdunsten und in Stromungen mit Reaktionen
in der Gasphase verbrennen. Wahrend bei unterkritischer Einspritzung eine klare Trennung
der Fliissig- und Gasphase erkennbar ist, ist bei transkritischer Einspritzung ein kontinu-
ierlicher Ubergang zwischen einem sehr dichten, fliissig-dhnlichem Strahl und einer diin-
nen, gas-dhnlichen Umgebung zu beobachten. Aus thermodynamischer Sicht verschwindet
die Oberflichenspannung, so dass keine Phasengrenze mehr existiert. Gleichfalls verschwin-
det die Verdampfungsenthalpie und es erfolgt eine graduelle Temperaturerhohung des kalten
Strahls. Anstatt eines klassischen Strahlzerfalls findet ein gasférmiger Durchmischungsprozess

zwischen Strahl und Umgebung statt, der stark turbulenz- und diffusionsdominiert ist.

Um das komplexe thermodynamische Verhalten von Fluiden und die soeben beschriebenen
Stromungsphdnomene bei hohen Driicken und transkritischer Einspritzung korrekt abzubil-
den und simulieren zu koénnen, reichen Modelle fiir ideale Gase nicht mehr aus. Die ideale
Gasgleichung muss durch eine sogenannte Realgasgleichung ersetzt werden, welche die Bezie-
hung zwischen Druck, Temperatur und Dichte iiber den gesamten thermodynamisch relevan-

ten Bereich hinreichend genau beschreibt. Weiterhin miissen die Stoffgréfsen wie Viskositit,
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Wirmeleitfahigkeit und binédre Diffusionskoeffizienten mit Hilfe entsprechender, fiir den Hoch-
druckbereich validierter Modelle berechnet werden. Um ein robustes numerisches Verfahren
zu erhalten, ist es essenziell, all dies in einen thermodynamisch konsistenten Rahmen in den
CFD-Code einzubauen.

In der Literatur finden sich seit ca. dem Jahr 2000 zunehmend Veroffentlichungen, welche sich
fiir iberkritische Driicke mit der turbulenten Durchmischung und dem turbulenten Strahl-
zerfall bei kryogener Einspritzung ohne und mit Verbrennung befassen. Bedingt durch die
stetig steigenden Rechenkapazitdten kommen dabei nicht nur RANS (Reynolds-gemittelte
Navier-Stokes) Simulationen zum Einsatz, sondern zunehmend auch LES (Large-Eddy Simu-
lationen) und DNS (Direkte Numerische Simulationen). Eine Ubersicht bis zum Jahre 2009
findet sich hierzu auch in Cutrone (2009) [35].

Miller et al. (2001) [147], Okong’o und Bellan (2003) [163] sowie Bellan (2006) [10] unter-
suchten das zeitliche Mischungsverhalten in nichtreagierenden n-Heptan- Ny und Hsy - Oy Mi-
schungsschichten entgegengesetzter Stromungen mittels hochaufgeloster DNS. LES wurden
fiir Untersuchungen zum turbulenten Strahlzerfall nichtreagierender Stromungen (Schmitt et
al. (2010) [190], Park (2012) [165], Hickey und Thme (2013) [78|, Petit et al. (2013) [169],
Miiller et al. (2016) [152]), zur Mehrkomponentendiffusion (Soret- und Dufour-Effekt) in
der Flammenzone (Oefelein (2006) [161]) und zur Flammendynamik bei der Einspritzung
mittels Koaxialinjektoren (Meng und Yang (2003) [139], Yang (2004) [248], Zong und Yang
(2006) [250], Masquelet (2013) [130]) eingesetzt. Mittels RANS Simulationen wurde ebenso
der turbulente Strahlzerfall nichtreagierender Stromungen analysiert (Branam et al. (2001)
[17], Farmer et al. (2001) [47], Blouquin und Lequette (2001) [14], Banuti und Hanne-
mann (2010) [6], Kim et al. (2011) [95], Park (2012) [165]), aber auch die Hy- Oy Verbren-
nung in Modellraketenbrennkammern mit einem zentralen Koaxialinjektor (Depoutre et al.
(2001) [42], Gérgen und Knab (2001) [63], Legrand et al. (2001) [112], Cheng und Farmer
(2006) [26], Benarous und Liazid (2009) [11], Cutrone (2009) [35], Ruiz (2012) [187|, Pohl et
al. (2013) [174], Jarczyk (2013) [88], Poschner und Pfitzner (2009,2010) [179, 178], Coclite et
al. (2015) [33], Benmansour et al. (2016) [12] und Banuti et al. (2016) [7]). Die verwendeten
numerischen Verfahren unterscheiden sich jedoch nicht nur hinsichtlich der Turbulenzmodel-
lierung (RANS, LES, DNS), sondern z. B. auch hinsichtlich der verwendeten Verbrennungs-
modelle (Finite-Raten Chemie, Flamelet, Chemisches Gleichgewicht) und Zustandsgleichun-
gen (Soave-Redlich-Kwong, Peng-Robinson, modifizierte Benedict-Webb-Rubin Zustandsglei-
chungen). In dieser Arbeit kommen vorwiegend RANS Simulationen, das Finite-Raten Che-
mie Modell sowie die Soave-Redlich-Kwong Zustandsgleichung zur Anwendung. Der Einsatz
recheneffizienter RANS Simulationen ermdoglicht ausfiihrliche Parameterstudien und Einfluss-
analysen zu einer Vielzahl von Modellen und Parametern. Fiir Untersuchungen instationarer
Phénomene wurden zudem instationdre RANS (URANS) und hybride URANS / LES Rech-
nungen® (DDES) durchgefiihrt.

°In der Literatur wird oft vereinfacht von hybriden RANS / LES Verfahren gesprochen.
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1.2 Ziel der Arbeit und Ubersicht

Ziel der vorliegenden Arbeit ist eine ausfithrliche Untersuchung von Strémungen bei iiber-
kritischen Driicken, speziell mit transkritischer Einspritzung und Verbrennung in Raketen-
brennkammern. Dafiir wurde ein konsistentes thermodynamisches Modell in den CFD-Code
TASCOMS3D implementiert, welcher in der Vergangenheit erfolgreich zur Simulation nicht-
reagierender und reagierender Strémungen im Unter- und Uberschallbereich eingesetzt wurde
(z.B. Gerlinger et al. (2001) [60], Gerlinger (2003) [57], Gerlinger et al. (2010) [61], Gerlinger
(2012) [59]). Die Implementierung ist modular, effizient und zudem allgemeingiiltig fiir belie-
bige Spezies und Mischungen sowie Zustandsgleichungen. Die Anwendung des Realgasmoduls
ist nicht auf Raketenbrennkammern beschrankt, sondern kann z. B. auch zur Simulation von
verfahrenstechnischen Problemstellungen, Pipelinestromungen, der Kiihlung iiberkritischer
Wasserstoffreaktoren (SCWR, engl.: supercritical water-cooled reactor) etc. eingesetzt wer-

den.

Der Aufbau der nachfolgenden Kapitel gliedert sich wie folgt: Kapitel 2 gibt eine Ubersicht
tiber die thermodynamischen Grundlagen und Modelle (inklusive deren Validierung), welche
in dieser Arbeit zum Tragen kommen. Anschliefend werden in Kapitel 3 die Grundgleichun-
gen zur Simulation turbulenter, reaktiver Stromungen présentiert, welche im verwendeten
CFD-Code TASCOMS3D implementiert sind. Das numerische Verfahren zur Losung dieser
Gleichungen wird in Kapitel 4 erldutert. Insbesondere wird auf die eingesetzte Prikonditio-
nierungstechnik eingegangen, welche essenziell ist zur Simulation von Stromungen bei (lokal)
niedrigen Machzahlen. Schlieflich erfolgt in Kapitel 5 eine Validierung des implementierten
Realgasmoduls anhand mehrerer Testfdlle ohne und mit Verbrennung, bevor eine Zusammen-

fassung der Ergebnisse und Anregungen fiir weitere Untersuchungen gegeben werden.
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2 Thermodynamische Grundlagen

Das thermodynamische Verhalten von Fluiden kann mathematisch mit Hilfe sogenannter
Zustandsgleichungen (ZGL, engl.: equation of state) in Kombination mit fundamentalen,
thermodynamischen Beziehungen beschrieben werden. Letztere gelten universell fiir alle Zu-
standsgleichungen und Spezies bzw. Mischungen. Dieses Kapitel vermittelt das benétigte
thermodynamische und mathematische Hintergrundwissen zur Beschreibung des Verhaltens
von (dichten) Fluiden unter Realgasbedingungen, hier auch ,reale Fluide* genannt. Deren
Zustand kennzeichnet sich dadurch, dass die fiir diinne Gase (Gase mit relativ niedriger
Dichte) sehr genaue Zustandsgleichung fiir ideale Gase (iG), auch ideale Gasgleichung oder
Idealgas(zustands)gleichung (iG ZGL) genannt, ihre Giiltigkeit verliert. Stattdessen miissen
Zustandsgleichungen fiir reale Fluide, fiir gewohnlich Realgas(zustands)gleichungen® genannt,

verwendet werden.

Zunéchst wird in den Abschnitten 2.1 und 2.2 das phédnomenologische Verhalten von Reinstof-
fen und Gemischen unter Realgasbedingungen beleuchtet. Zugleich liefert eine Validierung an-
hand experimenteller Daten eine Einschatzung iiber die Genauigkeit der in dieser Arbeit ver-
wendeten (modifizierten) Realgasgleichung von Soave (1972) [202], welche im darauffolgenden
Abschnitt 2.3 ausfiihrlich behandelt wird. Diese stellt eine Erweiterung der Zustandsgleichung
von Redlich und Kwong (1949) [182] dar und wird deshalb geldufig auch Soave-Redlich-Kwong
(SRK) Zustandsgleichung genannt. Anschlieflend werden in Abschnitt 2.4 die mathematischen
und thermodynamischen Grundlagen erklért, welche zur Beschreibung des Verhaltens idealer
und realer Fluide notwendig sind. Fiir letztere werden die Konzepte von thermodynamischen
Potentialen, Residuumfunktionen und partiellen Grofsen eingefiihrt, welche in Verbindung
mit einer Zustandsgleichung und den Fluideigenschaften idealer Gase die Berechnung aller
weiterer thermodynamischer Grofsen wie Schallgeschwindigkeit, Warmekapazitdten usw. er-
moglichen. Als letzten Punkt dieses Kapitels wird in Abschnitt 2.5 auf die Modellierung der
Stoffwerte Viskositat, Warmeleitfahigkeit und Diffusionskoeffizienten unter Realgasbedingun-

gen eingegangen.

6 Eine treffendere Bezeichnung wiire Realfluid (zustands)gleichungen, da mit diesen oft nicht nur Gase, sondern
auch Fliissigkeiten und Mehrphasengemische beschrieben werden kénnen.
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2.1 Verhalten und Vorhersage realer Reinstoffe

Das thermodynamische Verhalten von diinnen Gasen (und auch Gasgemischen), also bei
yrelativ hohen Temperaturen und niedrigen Driicken, kann sehr genau durch die Zustands-
gleichung fiir ideale Gase

pV =nR,T (2.1.1)

beschrieben werden. Dabei ist p der thermodynamische Druck, V' das Volumen, n die darin
enthaltene Stoffmenge, T die Temperatur und R, die bereits eingefiihrte universelle Gaskon-
stante. ,,Relativ" bezieht sich auf die jeweiligen Grofen am kritischen Punkt des Fluids, also
die kritische Temperatur 7, und den kritischen Druck p.,. Diese variieren sehr stark von Fluid
zu Fluid und sind fiir die in dieser Arbeit verwendeten Spezies in Tab. D.1 im Anhang gege-
ben. Ein Wert von 50 bar bedeutet z.B. fiir Wasserstoff (Hs) einen iiberkritischen Zustand
(p > perm, & 13 bar), fiir Sauerstoff (Os) einen nahe kritischen Zustand (p &~ per,0, =~ 50 bar)
und fiir Wasser (HyO) einen unterkritischen Zustand (p < pem,0 & 221 bar) beziiglich des
Drucks. Signifikante Abweichungen vom idealen Gasgesetz ergeben sich bei hohen Dichten.
Das Eigenvolumen der Molekiile sowie intermolekulare Anziehungskrifte, welche beide im
Idealgasmodell vernachléssigt werden, spielen dann eine entscheidende Rolle (Poling et al.
(2001) [176]).

Abbildung 2.1(a) zeigt mit der SRK Zustandsgleichung berechnete Isothermen (durchgezo-
gene Linien) fiir Oy in einem p-v,,-Diagramm (mit dem molaren” Volumen v, = V/n). Der
kritische Punkt eines Reinstoffes ist als dasjenige Wertetripel (7', p,vy,) definiert, bei dem
die sogenannte kritische Isotherme mit 7" = T, einen Sattelpunkt besitzt. Der Bereich mit
p > pe wird meist als tiberkritisch bezeichnet, wobei in der Literatur manchmal noch fiir
p > pe und T < Ty, die Bezeichnung transkritisch verwendet wird (Ma et al. (2014) [127],
Zong und Yang (2006) [250]). Eine klare Abgrenzung der Bereiche gasformig, iiberkritisch,
transkritisch und fliissig ist jedoch nicht moglich, da diese in dieser Reihenfolge kontinuierlich

ineinander tibergehen.

Fiir Temperaturen und /oder Driicke oberhalb des kritischen Punktes findet kein Phasen-
iibergang bei Variation der jeweils anderen Grofe statt. Fiir Temperaturen und Driicke
unterhalb des kritischen Punktes ergibt sich jedoch beim Phaseniibergang von fliissig zu
gasformig bei konstantem Druck und konstanter Temperatur ein diskontinuierlicher Sprung
in der Dichte bzw. dem (molaren) Volumen. Das zwischen Gas- und Fliissigphase liegende
Zweiphasengebiet wird durch die Sattigungslinie (Dampfdruckkurve) bestehend aus Siede-
und Taulinie abgegrenzt. Fiir Fluide im thermodynamischen Gleichgewicht ist der Zustand
in diesem Gebiet instabil und sie zerfallen spontan in eine Fliissigphase und eine Gasphase.
Bei langsamem, homogenem Abkiihlen bzw. Aufheizen ist auch eine gewisse Ubersittigung
des Dampfes (unterkiihlter Dampf) bzw. der Fliissigkeit (iiberhitzte Fliissigkeit) beobachtbar.

" Der Index m kennzeichnet in dieser Arbeit stets auf die Stoffmenge bezogene molare Gréfen.
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Abbildung 2.1: p-vy,-Diagramm (a) und Kompressibilitdtsdiagramm (b) von Oy berechnet
mit der SRK Zustandsgleichung.

Fluideigenschaften in diesem sogenannten metastabilen Zustand dndern sich dann entlang der
gestrichelten Kurven bis ein spontaner Zerfall in zwei Phasen eintritt (O’Connell und Haile
(2005) [159]). Innerhalb der sogenannten Spinodalen, welche durch die Extrema der meta-
stabilen Kurven beschrieben wird, herrscht ein Gebiet absoluter mechanischer Instabilitit
(O’Connell und Haile (2005) [159]), welches nicht erreicht werden kann. Metastabile Zustéin-
de kénnen durch die Theorie der Nichtgleichgewichtsthermodynamik (Keizer (1987) [92]) be-
schrieben werden, welche in dieser Arbeit jedoch keine Anwendung findet. Jarczyk (2013) [88]
untersuchte theoretisch den Einfluss von thermodynamischen Nichtgleichgewichtseffekten in
Raketenbrennkammern mit Hy - Oy Verbrennung und kam zu dem Ergebnis, dass diese ver-

nachléssigt werden konnen.

Das Verhalten realer Fluide (und Gemische) weicht bei hohen Dichten stark von der Ideal-

gasgleichung ab®, was sich durch den Kompressibilititsfaktor

\%4 m i
br __ Dlm _ DU b PGy (2.1.2)

Z: p— p— pu— pu— pu—
nRT R RT pwR T  pRT

ausdriicken lasst. Dabei gilt die (auch fiir Gemische) allgemeingiiltige Beziehung zwischen
der (massenbezogenen) Dichte p, der molaren bzw. molbezogenen Dichte p,,, dem massen-

spezifischen Volumen v und dem molaren bzw. molspezifischen Volumen v,

1 M
p=—=—=pnM, (2.1.3)
U Upy

mit dem Molekulargewicht M, der Spezies (bzw. Mischung). R = R, / M, ist die spezifische
Gaskonstante. Fiir ein ideales Gas (Glg. (2.1.1)) ist der Kompressibilitétsfaktor definitions-

8 In Stromungen unter Realgasbedingungen kénnen sogar vollig ungewohnte Effekte wie Verdiinnungsstofe
auftreten (Fergason et al. (2001) [49], Guardone et al. (2010) [65]).
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Abbildung 2.2: p-T-Diagramm von Oy (a) und H,O (b): Vergleich der SRK Zustands-
gleichung (fiir H,O auch mit konstanter Volumenkorrektur ¢=+1,0-1075
m?/mol) mit der iG Zustandsgleichung und REFPROP-Korrelationen.

geméiR gleich eins®.

Abbildung 2.1(b) zeigt das mit der SRK Zustandsgleichung berechnete Kompressibilitédtsdia-
gramm von Og (Ti, ~ 155 K, p., ~ 50 bar). Dabei wird der Kompressibilitatsfaktor tiber
den reduzierten Druck p, = p/p., fiir verschiedene Isothermen bei reduzierten Temperaturen
T, = T/T,, aufgetragen. Das Prinzip der korrespondierenden Zustédnde (engl.: corresponding
states principle) besagt, dass fiir alle Fluide die so aufgetragenen Linien zusammenfallen
(Guggenheim (1945) [67], Leland und Chappelear (1968) [113]). In der Realitét ist dies fiir
monoatome und kleinere, unpolare Fluide in guter Naherung zutreffend (Moran und Shapiro
(2006) [149]). Fiir grofsere und polare Fluide (z. B. langkettige Kohlenwasserstoffe und H,O)
ergeben sich jedoch grofsere Abweichungen (Leeuwen (1994) [227]). Aus Abb. 2.1(b) ist leicht
ersichtlich, dass das ideale Gasgesetz nur fiir einen sehr eingeschrinkten T-p-Bereich!® eine
hinreichend genaue Beschreibung der T-p-p-Beziechung liefert. Bei sehr hohen Temperaturen,
wie sie in Bereichen von Raketenbrennkammern auftreten, nimmt der Einfluss intermole-
kularer Anziehungskrafte zwar stark ab. Aufgrund der relativ hohen Dichten spielt jedoch
das Eigenvolumen der Molekiile eine zunehmende Rolle, so dass sich selbst hier merkliche

Abweichungen vom Idealgasverhalten ergeben kénnen.

Um die Vorhersagegenauigkeit der verwendeten SRK Zustandsgleichung fiir Raketenbrenn-
kammersimulationen mit Hs - O5 Verbrennung beurteilen zu kénnen, wurden u. a. berechnete

Dichten von O,, Hy und HyO mit denen des idealen Gasgesetzes sowie mit Korrelationen

9 Umgekehrt kann aus Z = 1 nicht gefolgert werden, dass ein Idealgaszustand vorliegt!
10 Faustregel fiir Idealgasbereich: T > 2T, und p < 0,1 p, (Sattelmayer (2007) [188]).
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Abbildung 2.3: Molare Wérmekapazitéiten bei konstantem Druck (a) bzw. Volumen (b) fiir
Oy: Vergleich der SRK Zustandsgleichung und iG Zustandsgleichung mit
REFPROP-Korrelationen.

aus dem Programm REFPROP! (Lemmon et al. (2013) [114]) verglichen (siche Abb. 2.2).
Das Hauptaugenmerk liegt bei der Validierung in dieser Arbeit auf einem fiir Raketentrieb-
werke mit transkritischer Einspritzung relevanten Druckbereich von ca. 50 - 200 bar (Ley
et al. (2011) [117]), wie er typisch ist fiir heutige und zukiinftige Haupt- und auch Oberstuf-
entriebwerke (z. B. Vulcain II (115 bar), SSME (205 bar), Vinci (61 bar)). Fiir O entspricht

dies einem reduzierten Druckbereich von p, =~ 1 — 4, fiir H,O dagegen p, ~ 0,25 — 1.

Bei kryogener Einspritzung von Oy (T 5 120 K) ist aus Abb. 2.2(a) leicht ersichtlich, dass
das ideale Gasgesetz keine ausreichende Approximation mehr fiir die Dichteberechnung dar-
stellt. Die SRK Zustandsgleichung hingegen liefert eine sehr gute Ubereinstimmung mit der
REFPROP-Korrelation iiber einen weiten Druck- und Temperaturbereich. Auf der Fliissig-
keitsseite sowie bei hohen Driicken und Temperaturen um den kritischen Punkt ergeben sich

jedoch Abweichungen in der Dichte von bis zu 15 %.

Fiir Hy (hier nicht dargestellt), welches eine sehr niedrige kritische Temperatur von ca. 33 K
besitzt, spielen Realgaseinfliisse in Raketenbrennkammern in der Regel nur eine geringe Rol-
le, da dieser oft zum Kiihlen der Brennkammerwénde eingesetzt wird und sich dabei auf
Temperaturen weit iiber dessen kritischer Temperatur autheizt. Bei Verwendung der SRK
Zustandsgleichung betragen die Abweichungen zu REFPROP-Korrelationen in der Dichte
bei 100 K und Driicken bis 75 bar weniger als 1 %. Bei noch héheren Driicken und/oder sehr
niedrigen Einspritztemperaturen von z.B. 60 K konnen die Unterschiede jedoch durchaus

auch um die 15 % liegen.

Fir HyO, welches starke intermolekulare Anziehungskrifte aufgrund seiner Dipoleigenschaft

Hhttp://www.nist.gov/srd/nist23.cfm (28. April 2016). Eine funktionell eingeschrinkte Versi-
on fiir ausgewédhlte Fluide findet sich auch frei verfiigbhar auf der Homepage von NIST:
http://webbook.nist.gov/chemistry/fluid (28. April 2016).
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besitzt, liefert die SRK Zustandsgleichung bei hohen Dichten nur eine unzureichende Genau-
igkeit (siche Abb. 2.2(b)). Die Abweichungen zu REFPROP-Daten betragen auf der Flis-
sigkeitsseite bis zu 30 %. Mit einer (konstanten) Volumenkorrektur ¢=-+1,0-10"" m?/mol
(SRKmVK Zustandsgleichung, siehe Abschnitt 2.3) kann die Genauigkeit (in Teilbereichen)
verbessert werden. Solange Kondensation an Brennkammerwéanden oder in der Diise keine
Rolle spielt und H5O lediglich gasformig bei relativ hohen Temperaturen vorkommt, ergibt
sich allerdings eine gute quantitative Vorhersage der Dichte mit der SRK Zustandsgleichung.

Auch die Idealgaszustandsgleichung ist in diesem Fall ausreichend.

Neben einem stark unterschiedlichen Verhalten in der Dichte ergeben sich fiir reale Flui-
de auch fiir andere thermodynamische Groften wie die Enthalpie, Schallgeschwindigkeit und
spezifische Wérmekapazitdten deutliche Unterschiede im Vergleich mit den jeweiligen Gro-
Ken eines idealen Gases. Abbildung 2.3 vergleicht fiir O, die mit der SRK Zustandsgleichung
berechneten (spezifischen) molaren Warmekapazititen bei konstantem Druck (¢, ) und Vo-
lumen (¢, ) im iiberkritischen Bereich mit REFPROP-Korrelationen und denjenigen Werten

unter Annahme eines idealen Gases. Der Realgaseinfluss ist evident.

Direkt am kritischen Punkt, an dem die Ableitung (0p/0V')|r—r,, zu Null wird (Sattelpunkt!),
geht ¢, gegen unendlich'? (Abb. 2.3(a), siehe auch Glg. (2.4.51) in Abschnitt 2.4.2). Fiir
hohere Driicke flacht dieser Peak allméhlich entlang der sogenannten Widom-Linie ab, die ent-
lang derjenigen Punkte zwischen transkritischem und iiberkritischem Bereich verlduft, welche
auf jeder Isotherme das Maximum von (dp/0V')|r darstellen (Simeoni et al. (2010) [197]).
Die SRK Zustandsgleichung liefert fiir ¢,,, qualitativ und quantitativ eine sehr gute Uber-
einstimmung mit REFPROP-Daten.

Fiir ¢, , ergibt sich in der Realitét ebenso ein Peak nahe des kritischen Punktes, auch wenn
dieser im Gegensatz zu ¢,,, am kritischen Punkt nicht gegen unendlich geht (Abb. 2.3(b)).
Dieser Effekt kann durch einfache kubische Zustandsgleichungen wie die SRK Zustands-
gleichung nicht beschrieben werden, so dass sich hier bei Temperaturen um die kritische

Temperatur nicht nur quantitativ, sondern auch qualitativ deutliche Unterschiede zeigen.

2.2 Verhalten und Vorhersage realer Mischungen

Die Zusammenhéinge aus Gleichungen (2.1.2) und (2.1.3) gelten auch fiir Fluidgemische.
Lediglich das Molekulargewicht der Mischung muss nun aus den Molekulargewichten der
enthaltenen Spezies M,, , berechnet werden. Fiir eine Mischung aus Ny, verschiedenen Kom-

ponenten ergibt sich dieses aus

12 Piir Mischungen ist diese Uberhéhung endlich.
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(2.2.1)

Dabei gelten fiir die Molen- und Massenbriiche X, und Y, sowie die Stoffmenge und Masse

ne und m, einer Spezies « in einer Mischung aus n Mol mit der Masse m folgende Zusam-

menhénge:
Nep Nep
Ny .
X, =— mit Zna:n , ZXazl, (2.2.2)
n
a=1 a=1
Nsp Nsp
mOé .
Y, = — mit Zma:m, ZYazl, (2.2.3)
m
a=1 a=1
My o
Y, =X, M’ und m = Myn. (2.2.4)

Abgesehen von diesen allgemeingiiltigen Zusammenhéngen unterscheidet sich das Verhalten
von Fluidgemischen in einigen Punkten wesentlich vom Verhalten der Reinstoffe. Beispiels-
weise ist der kritische Punkt nicht mehr Sattelpunkt einer Isothermen. Zudem zeigen sich
stark nichtlineare Zusammenhénge in Mischungen. So ergeben sich extensive Gréfsen wie Vo-
lumen und Enthalpie nicht mehr als lineares, massen- / molgewichtetes Mittel der jeweiligen
Grofsen der Reinstoffe bei entsprechenden p-T-Bedingungen, wie dies fiir ideale Gase der
Fall ist. Auch die Theorie zur Beschreibung von Mischungen, insbesondere von Zwei- und
Mehrphasengemischen, ist wesentlich komplizierter. Da der Schwerpunkt dieser Arbeit auf
einphasigen, iiber- bzw. transkritischen Simulationen liegt, wird dieses Thema hier nur am
Rande angeschnitten. Eine ausfiihrliche theoretische Behandlung der Mehrphasenthermody-
namik von Gemischen und der Mehrphasenstromungen kann der weiterfiihrenden Literatur
entnommen werden (z. B. Baehr (2005) [5], Danesh (2003) [37], Faghri und Zhang (2006) [46],
Prosperetti und Tryggvason (2007) [181], Stephan et al. (2010) [206], Whitson und Brulé
(2000) [241]).

Die Genauigkeit von Zustandsgleichungen fiir Gemische wird oft anhand experimentell er-
mittelter Zweiphasendiagramme bindrer Gemische validiert, da hierzu eine grofe Daten-
basis vorhanden ist. Abbildung 2.4(a) zeigt ein typisches p-X-Phasendiagramm fiir eine
Methan-Ethan (CH4-CyHg) Mischung. Beide Spezies sind relativ klein und unpolar. Wei-
terhin haben sie recht dhnliche thermodynamische Eigenschaften und kénnen deshalb gut
ohne spezielle Anpassungen mit einfachen Zustandsgleichungen und Mischungsregeln (sie-
he Abschnitt 2.3.2) beschrieben werden. Die mit der SRK Zustandsgleichung berechneten
Séttigungskurven (Siede- und Taulinie) zeigen eine sehr gute Ubereinstimmung mit experi-

mentellen Messwerten, welche Zhang und Duan (2002) [249] entnommen wurden.

Das zugehorige p-vy,-Diagramm bei einem CHy-Molanteil von 30 % zeigt Abb. 2.4(b). Der

Ubergang zwischen Gas- und Fliissigphase findet nun nicht mehr bei gleichzeitig konstantem
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Abbildung 2.4: p-X-Diagramm (a) und p-vy,-Diagramm bei Xcg, =0,3 (b) fiir eine CHy-
CoHg Mischung. Vergleich der SRK Zustandsgleichung mit experimentellen

Werten entnommen aus Zhang und Duan (2002) [249].

Druck und konstanter Temperatur statt. Die einzelnen Komponenten der Mischung sieden
bzw. kondensieren stattdessen unterschiedlich, ndmlich wenn der Partialdruck einer Kom-
ponente ihren jeweiligen Sattigungsdruck bei der entsprechenden Temperatur unter- bzw.
iiberschreitet. Ein Durchschreiten des Zweiphasengebietes kann auch noch bei Temperaturen
und / oder Driicken oberhalb des kritischen Punktes der Mischung stattfinden. Dieser liegt im
Gegensatz zu Reinstoffen nicht mehr im Maximum der Séattigungskurve im p-v,,-Diagramm.
Eine Definition und Verwendung des Begriffs ,iiberkritisch anhand des kritischen Punktes

der Mischung analog zu Reinstoffen erscheint daher problematisch!3.

Die mit der Zusammensetzung variierenden kritischen Punkte der Mischung sind diejenigen
Punkte auf den Sattigungskurven, an denen die Fliissig- und Gasphase hinsichtlich Dichte
und Zusammensetzung identisch sind. Im p-X-Diagramm (Abb. 2.4(a)) sind dies die obersten
Punkte der Sattigungskurven mit waagrechter Tangente, an denen die Siede- und Taulini-
en zusammentreffen. Wie leicht ersichtlich ist, wandert der kritische Punkt einer Mischung
auf einer nichtlinearen Kurve zwischen den kritischen Punkten der Reinstoffe. Der kritische
Druck der Mischung kann dabei Werte annehmen, die ein Vielfaches, gar Grofenordnungen
iiber den kritischen Driicken der Reinstoffe liegen. Insbesondere fiir Mischungen aus stark
unterschiedlichen und / oder polaren Fluiden kann sich hier ein sehr stark nichtlineares Ver-
halten ergeben. Dies ist z. B. in einem H, - Ny System der Fall, welches als p-X-Diagramm in
Abb. 2.5 abgebildet ist. Da Ny ein dhnliches thermodynamisches Verhalten zeigt wie O, kann
dieses Diagramm auch fiir eine qualitative Einschéitzung eines Hy- Oy Systems und dessen
Vorhersagegenauigkeit mit der SRK Zustandsgleichung herangezogen werden'*. Es zeigt sich,
dass auch bei sehr hohen Driicken und niedrigen Temperaturen gegebenenfalls mit Mehrpha-

seneffekten zu rechnen ist. Ein lokales Vorliegen eines unverbrannten H,- Oy Gemisches bei

13 Fiir Mischungen stellen die sogenannte Krikondenbare bzw. Krikondentherme die Maximalwerte von Druck
bzw. Temperatur dar, bei denen Zwei- oder Mehrphasigkeit auftreten kann (Danesh (2003) [37]).

14 Aufgrund der hohen Reaktivitit und damit Gefahrlichkeit von Hy- Oy Gemischen liegen hierzu keine aus-
reichenden experimentellen Vergleichsdaten vor.
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Abbildung 2.5: p-X-Diagramm fiir eine Hy - Ny Mischung: Vergleich der SRK Zustandsglei-
chung mit experimentellen Werten von Streett und Calado (1978) [209].

so niedrigen Temperaturen wire in Raketenbrennkammern z.B. bei abgehobener Flamme
am Austritt des Injektors moglich. Bei ankernden Flammen ist jedoch davon auszugehen,
dass die sehr heifse Reaktionszone, welche unverbranntes O, und Hy trennt, diese sehr schnell
aufheizt und somit in der Mischungsschicht in Flammennéhe die Annahme einer einphasigen

Mischung gerechtfertigt ist.

Zweiphaseneffekte konnen jedoch auch noch beim Anfahren des Triebwerks vor der Ziin-
dung und Ausbildung einer stabilen Flamme eine Rolle spielen. Bei ausgebildeten, stabilen
Flammen kénnten Zonen lokaler Verloschung zu Kondensation und sogar Eisbildung fiihren.
Zudem konnen an gekiihlten Wanden oder bei der Expansion in der Schubdiise Gemische
aus unverbranntem Oy bzw. Hy mit HyO kondensieren oder gar gefrieren. Gleiches gilt fiir
einstromende Umgebungsluft an gekiihlten Diisenwdnden, wenn eine abgeloste Stromung in
der Diise vorliegt. Kondensation und Eisbildung wurden sowohl in Experimenten als auch in
realen Triebwerken festgestellt (Frey et al. (2011) [52], Smith et al. (2002) [200]), werden in

den Simulationen dieser Arbeit jedoch nicht beriicksichtigt.

Ein Vergleich experimenteller Daten mit berechneten Siede- und Taulinien der SRK Zu-
standsgleichung in Abb. 2.5 zeigt, dass diese das Mischungsverhalten von Hs- Ny Gemischen
sowohl qualitativ als auch quantitativ sehr gut wiedergeben kann. Lediglich bei sehr niedri-
gen Temperaturen (< 77 K) zeigen sich teilweise starke Abweichungen. Die Genauigkeit einer
Zustandsgleichung bei der Berechnung eines Phasendiagramms ist jedoch nur bedingt aus-
sagefihig iiber die Genauigkeit weiterer Grofsen wie Volumen und Enthalpie der Mischung.
Das berechnete Verhalten beider molarer Grofsen bei hohen Driicken zusammen mit einem

Vergleich zu experimentellen Messdaten ist deshalb fiir Hy - Ny Gemische in Abbildungen 2.6



2. THERMODYNAMISCHE GRUNDLAGEN 37

20— m———r——— 7772 5 — T T 1 1 T T [ _T_ T T | T T T T T
E [[273.15K (_ED = [|273.15K A Experimente ]
o= 245} o= E 4L ——— SRKZGL [
| 7155 & | N Aa
~ ~ &) L 1
3 [ £ Al A A i
> 240 > wE3r A 8
c I E c > 0 A i
%) 71 ¢ S | A
5 235 | 5 Egf *
3 2% g 3 32 a 100 atm ]
> - > 9 A
8 100 atm -7 170.5 8 8 i A A i
a 230 < ) . s a ,a\‘,) 1 r o oo % 7
©° r Ce|lm---- ideale Mischung ° 5t o O o 1
= poslf”” | |=——— reale Mischung | = oA 400am e
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Molenbruch von Wasserstoff X, (-) Molenbruch von Wasserstoff X, (-)

(a) (b)

Abbildung 2.6: Mit SRK Zustandsgleichung berechnetes molares Volumen einer Hy - Ny Mi-
schung und Vergleich mit idealer Mischungsregel (a) sowie Vergleich des mit
der SRK Zustandsgleichung berechneten Exzessvolumens mit experimentellen
Werten (entnommen aus Deiters et al. (1993) [41]) (b).

und 2.7 gezeigt.

Abbildungen 2.6(a) und 2.7(a) zeigen jeweils bei unterschiedlichen Driicken das molare Vo-
lumen (bei 273,15 K) bzw. die molare Enthalpie (bei 200 K) einer realen und einer idealen
Mischung in Abhéngigkeit des Ho-Molenbruchs. Werte einer realen Mischung ergeben sich di-
rekt aus der SRK Zustandsgleichung. Werte einer idealen Mischung berechnen sich aus dem
mit dem Molanteil gewichteten arithmetischen Mittel der Werte eines realen Reinstoffes!®.
Der Unterschied beider Werte ist das molare Exzessvolumen vY bzw. die molare Exzessent-
halpie A . Das nichtlineare Mischungsverhalten in beiden Grofen ist offensichtlich und steht
im Kontrast zum Verhalten idealer Gase. Die zugehorigen Exzessgrofen sind in Abb. 2.6(b)
und 2.7(b) dargestellt. Ein Vergleich mit gemessenen Werten offenbart eine in der Regel
gute Genauigkeit der verwendeten SRK Zustandsgleichung {iber einen weiten Druck- und

Mischungsbereich.

2.3 Zustandsgleichungen

Fiir die mathematische Beschreibung von Fluiden werden sogenannte Zustandsgleichungen
verwendet. Von diesen findet sich in der Literatur eine Vielzahl unterschiedlicher Komplexitét,
Genauigkeit und Formen wie Aktivitdtsmodelle, Exzess-Gibbs-Energie Modelle, Helmholtz-
Residuumfunktionen usw. (Poling et al. (2001) [176], Michelsen und Mollerup (2007) [144],
Wei und Sadus (2000) [238]). Einige Zustandsgleichungen wie die Virialgleichung kénnen nur

15 Die Werte der Reinstoffe werden also mit der SRK Zustandsgleichung berechnet. Anschliefend werden die
Werte der Mischung aus diesen Werten unter Anwendung der Mischungsregel fiir ideale Gase bestimmt.
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Abbildung 2.7: Mit SRK Zustandsgleichung berechnete molare Enthalpie einer Hs-No Mi-
schung und Vergleich mit idealer Mischungsregel (a) sowie Vergleich der mit
der SRK Zustandsgleichung berechneten Exzessenthalpie mit experimentellen
Werten (entnommen aus Deiters et al. (1993) [41]) (b).

einen eingeschrinkten thermodynamischen Bereich (z.B. nur Gas- oder Fliissigphase) dar-
stellen. Andere Zustandsgleichungen beruhen auf sehr komplexen Modellen (z. B. UNIFAC
Gruppenbeitragsmethode) oder sind rechenintensive, mehrtermige Ausdriicke mit empirisch
gefitteten Koeflizienten, welche nur fiir eine einzige Spezies giiltig sind (z. B. modifizierte
Benedict-Webb-Rubin Zustandsgleichung mit 32 Termen). Fiir CED Simulationen, in denen
sowohl Gebiete mit fliissigen und transkritischen sowie gasférmigen und tiberkritischen Zu-
stinden'® simuliert werden sollen und in denen die Zustandsgleichung in jedem Zeitschritt in
jeder Rechenzelle ausgewertet werden muss, empfiehlt sich die Verwendung einer einfachen,
recheneffizienten und dennoch hinreichend genauen Zustandsgleichung, welche alle thermo-
dynamischen Gebiete fiir Reinstoffe und Mischungen abdecken kann. Dadurch wird auch ein
konsistenter Ubergang zwischen allen thermodynamischen Bereichen gewihrleistet. Zudem
wird die Komplexitét (in der Implementierung) nicht weiter erhéht und eine effiziente Simula-
tion ermoglicht. In vielen Veroffentlichungen zu inerten und reagierenden CFD-Simulationen
mit iiberkritischen Fluiden werden aus diesen Griinden ebenso wie in dieser Arbeit sogenannte
kubische Zustandsgleichungen verwendet (z. B. Bellan (2006) [10], Cutrone et al. (2006) [36],
Meng und Yang (2003), Petit et al. (2013) [169], Pohl et al. (2013) [174]).

2.3.1 Kubische Zustandsgleichungen fiir Reinstoffe

Die einfachste kubische Zustandsgleichung, welche qualitativ die Beschreibung von gas- und

fliissigformigen Fluiden erlaubt, ist die schon 1873 von van der Waals (vdW) aufgestellte,

16 Eventuell sogar Zwei- und Mehrphasengebiete.
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gleichnamige Gleichung (van der Waals (1873) [224]):

R, T a
e (2.3.1)

m

vdW ZGL: p=

Diese stellt eine wegweisende Verbesserung der idealen Gasgleichung (Glg. (2.1.1)) durch die
Einfithrung zweier entscheidender Anderungen dar. Zum einen wird mit dem sogenannten
,Kovolumen* b ein Parameter eingefiihrt, der das Eigenvolumen der Molekiile beriicksichtigt,
welches bei hohen Dichten nicht mehr vernachléassighar ist. Zum anderen werden iiber einen
weiteren Term mit dem Parameter a nun nicht mehr nur die abstoffenden, sondern auch
die anziehenden, zwischenmolekularen Kréfte wie van-der-Waals-Krifte und Dipol-Dipol-
Wechselwirkungen mit einbezogen. Dieser Term nimmt quadratisch mit dem Volumen ab
und stimmt somit mit der molekularen Betrachtung des Lennard-Jones-Potentials (Jones
(1924) [89]) iiberein, dem zufolge die anzichenden, intermolekularen Kréfte mit dem Abstand

r der Molekiile voneinander zur sechten Potenz abnehmen (r® = (r3)% ~ v2).

Im Laufe der Zeit kamen zahlreiche Erweiterungen der van der Waals Gleichung hinzu. Heute
noch wegen ihrer Recheneffizienz und oft hinreichenden Genauigkeit verwendete Zustands-
gleichungen sind jene von Soave (1972) [202] sowie Peng und Robinson (1976) [167], welche
hier mit SRK und PR abgekiirzt werden. Beide fiihren eine Temperaturabhéngigkeit in den
Parameter a ein, wodurch sich insbesondere die Genauigkeit zur Vorhersage des Dampfdrucks

wesentlich verbesserte:

. RT a(T)
SRK ZGL: p= =0y — s (2.3.2)
T T
PR ZGL: p— 0 a(T) (2.3.3)

vm—b_vfnjLvab—bz'

Der temperaturabhéngige Parameter « fiir die in dieser Arbeit verwendete, modifizierte SRK

Zustandsgleichung wird beschrieben durch

a(T) = ae a(T), (2.3.4)

2
a(T) = [1 T (1 - \/Tr)] ten (2.3.5)
mit £ = 0,480 + 1,574 w — 0,176 w*
und ae, = a(Te), a(Ty) = 1.

Der speziesabhéngige azentrische Faktor w (Pitzer et al. (1955) [172]) ist ein Mak fiir die
Abweichung eines Molekiils von einem unpolaren Molekiil mit idealer Kugelform und fiir mo-
noatome Molekiile nahe Null. Entsprechende Werte fiir in dieser Arbeit verwendete Spezies
finden sich in Tab. D.1. Der Parameter £, wurde in dieser Arbeit der urspriinglichen For-

mulierung hinzugefiigt, um fiir Mischungen differenzierbare a-Funktionen zu erhalten und
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damit numerische Schwierigkeiten zu vermeiden. Detailliertere Informationen hierzu folgen
im néchsten Unterkapitel iiber kubische Zustandsgleichungen fiir Mischungen. In der Litera-
tur findet sich eine Vielzahl weiterer a-Funktionen (Poling et al. (2001) [176], Valderrama
(2003) [222]), welche die Genauigkeit der Zustandsgleichung in Teilbereichen weiter verbes-
sern konnen. Es ist zu beachten, dass a-Funktionen einer Zustandsgleichung speziell fiir diese

entwickelt sind und nicht mit anderen Zustandsgleichungen kombiniert werden kénnen!

Weitere Verbesserungen der Zustandsgleichungen kénnen durch eine sogenannte Volumenkor-
rektur erzielt werden (Whitson und Brulé (2000) [241]). Man erhélt beispielhaft die SRK Zu-
standsgleichung mit Volumenkorrektur (SRKmVK ZGL), auch Volumentranslation genannt:

SRKmVK 7ZGL: p— ol _ o)
Um — b Um (Um + b)

mit vy, = Uy — . (2.3.6)

Der zusétzliche Parameter ¢ verschiebt das urspriingliche p-v,,-Diagramm um dessen Betrag
entlang der v,,-Achse. Die p-T Dampfdruckkurve bei Reinstoffen und dariiberhinaus die Spe-
ziesverteilung in Zwei- oder Mehrphasengemischen bleiben von dieser Anderung unberiihrt.
Wiéhrend der Einfluss auf das vorhergesagte Volumen der gasférmigen Phase (aufser nahe am
kritischen Punkt) nur gering ist, da hier in der Regel ¢ < vy,, konnen mit dieser Mafsnahme

deutliche Verbesserungen bei der Vorhersage der Dichte in der Fliissigphase erzielt werden.

Auch die Einfithrung einer Temperaturabhéngigkeit in weiteren Parametern (Lin et al. (1996)
[122]) oder gar deren Abhéngigkeit vom Volumen (Frey et al. (2013) [51]) kann eine weitere
Verbesserung bringen. Hierbei stellt jedoch die schnell anwachsende Komplexitdt eine Heraus-
forderung dar. Zudem kann es leicht zu unphysikalischen Effekten wie das Kreuzen von Iso-
thermen (engl.: isotherm crossing) oder negativen Warmekapazitaten kommen, was es beim
Entwickeln entsprechender Modelle zu vermeiden gilt (Michelsen und Mollerup (2007) [144],
Privat et al. (2012) [180]).

In dieser Arbeit kommt ausschlieklich die SRK Zustandsgleichung (mit Volumenkorrektur)
zum FEinsatz. Zur Vollstandigkeit der Zustandsgleichung gehort noch die Bestimmung der
darin vorkommenden Parameter a, b und gegebenenfalls c¢. Fiir einen Reinstoff o kénnen
die speziesabhingigen Parameter a = a, und b = b, aus dem kritischen Druck und der
kritischen Temperatur der jeweiligen Spezies gewonnen werden (siehe Anhang C). ¢ = ¢,
kann testfallspezifisch gewéhlt werden. Mischungen werden im nachfolgenden Unterkapitel

behandelt.

2.3.2 Kubische Zustandsgleichungen fiir Mischungen

Fiir Mischungen ergeben sich die Zustandsgleichungsparameter mittels sogenannter Kombinie-
rungs- und Mischungsregeln (engl.: combining and mixing rules) aus den mit dem Molenbruch
gewichteten Werten der Reinstoffe (Poling et al. (2001) [176]). Diese Regeln konnen fiir die
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Vorhersagegenauigkeit in Mischungen eine ebenso grofse Rolle spielen wie die Wahl der Zu-
standsgleichung an sich. Insbesondere Variablen, deren Berechnung auf sogenannten partiel-
len Grofsen beruht (siche Abschnitt 2.4.2.3), sind diesbeziiglich sensitiv.

Die gebréuchlichste Mischungsregel zur Bestimmung eines Mischungsparameters ¢ ist ein
quadratisches Mittel (Poling et al. (2001) [176]):

Nep Nep

6= XoXstus , ¢=a,b,c. (2.3.7)

a=1 p=1

Die Kombinationsparameter ¢,s gehen aus Kombinierungsregeln hervor, von denen zwei sehr
haufig verwendete Formen das arithmetische bzw. geometrische Mittel der Parameter der

Reinstoffe sind:

Pap = (% ; gbﬁ) Kag; (2.3.8)
(baﬁ = (‘ba ¢5)1/2 laﬁ- (239)

Letzteres wird in der Regel fiir den Paramter a verwendet, wahrend ersteres gemeinhin fiir
die Berechnung der weiteren Parameter Anwendung findet. Die beiden zuséatzlichen Grofen
kos und l,5 bezeichnen sogenannte binédre Interaktionsparameter. Diese konnen an expe-
rimentelle Messwerte bindrer Phasendiagramme angepasst werden, um die Vorhersage des
Mischungsverhaltens weiter zu verbessern. In dieser Arbeit wird aufgrund einer unzureichen-
den experimentellen Datenlage und zur Reduzierung der Komplexitdat auf dieses Vorgehen
verzichtet und beide Parameter werden fiir alle Spezieskombinationen zu k.3 = log = 1 festge-
legt. Setzt man mit dieser Annahme die Kombinationsparameter aus Glg. (2.3.8) bzw. (2.3.9)
in Glg. (2.3.7) ein, so erhdlt man vereinfachte und deutlich recheneffizientere Mischungsre-
geln, welche die Kombinationsregeln implizit enthalten. In dieser Arbeit ergeben sich die

Mischungsregeln dann zu

Nep 2
a= (ZXa a;ﬂ) , (2.3.10)
a=1

Nsp

b= Xuba, (2.3.11)
a=1

c= ZXa Car- (2.3.12)
a=1

Wie zuvor bereits erwdhnt, wurde die a-Funktion fiir Reinstoffe in Glg. (2.3.5) leicht durch
den Parameter ¢, modifiziert, welcher in dieser Arbeit auf den Wert 10~* gesetzt wurde.
Abbildung 2.8 zeigt die originale und modifizierten a-Funktionen von Hy und O, deren

kombinierte Funktion ay, o2 nach Glg. (2.3.9) sowie die resultierende a-Funktion einer dqui-
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Abbildung 2.8: a-Funktionen fiir Hy und Os, deren kombinierte Funktion oy, 02 sowie die a-
Funktion einer dquimolaren Hs - Oy Mischung fiir die SRK Zustandsgleichung
ohne (g, = 0,0) und mit (g, = 107*) Korrektur.

molaren Mischung beider Stoffe nach Glg. (2.3.10). Wahrend die a-Funktionen der Reinstoffe
stetig differenzierbar sind, ist dies fiir die kombinierte a-Funktion und die a-Funktion der
Mischung an denjenigen Stellen, an welchen die a-Funktionen der Reinstoffe die y-Achse
tangieren, nicht der Fall. Durch Hinzuftigen des Korrekturfaktors e, in Glg. (2.3.5) wird ein

stetig differenzierbarer Verlauf sichergestellt.

2.3.3 Bestimmung des molaren Volumens

Die Bezeichnung ,kubisch® fiir die hier aufgefiihrten Zustandsgleichungen resultiert daher,
dass sich - wenn mit dem Hauptnenner durchmultipliziert - eine Gleichung dritten Grades
in vy, ergibt. Im p-v,, Diagramm fiir Reinstoffe (Abb. 2.1(a)) und Mischungen (Abb. 2.4(b))
stellen sich die so ergebenden Isothermen im Bereich des Zweiphasengebiets zunéchst als
die gestrichelt dargestellten Kurven dar. Diese Abschnitte der Isothermen, bei Reinstoffen
auch van-der-Waals-Schleife genannt (O’Connell und Haile (2005) [159]), stellen wie schon in
Abschnitt 2.1 erwéhnt einen metastabilen oder zum Teil sogar instabilen, unphysikalischen
Zustand dar. Das tatsdchliche, physikalische Verhalten, dargestellt durch die durchgezogen
gezeichneten Isothermen im Bereich des Zweiphasengebiets in Abbildungen 2.1(a) und 2.4(b),

ergibt sich aus zusétzlichen, thermodynamischen Zusammenhéngen.

Zunéchst wird hierzu ein Reinstoff betrachtet. Bei unterkritischen Temperaturen treten Berei-
che des Drucks auf, in denen bei kubischen Gleichungen drei Losungen des molaren Volumens
die Zustandsgleichung erfiillen. Diese konnen effizient mittels der Methode von Cardano (Her-

bison (1994) [76]) bestimmt werden (siche Anhang B). Der Bereich mit multiplen Lésungen ist
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bei konstanter Temperatur durch die Extrema der Spinodalen begrenzt!” (siche Abb. 2.1(a)).
Die mittlere Losung ist stets unphysikalisch, da hier (9p/0p)r = 1/(0p/dp)r < 0 gilt, d.h.
das Fluid wiirde sich mit zunehmendem Druck bei konstanter Temperatur ausdehnen. In der
Realitéat zerfillt das Fluid stattdessen spontan in zwei Phasen. Die thermodynamisch kon-
sistente Losung der beiden anderen Moglichkeiten (hier mit Index 1 und 2 gekennzeichnet)
stellt diejenige dar, welche die niedrigste (molare) Gibbs-Energie g, aufweist!®. Dafiir wird
die Differenz der reduzierten molaren Gibbs-Energie beider moglicher Losungen bei gleichem

Druck und gleicher Temperatur betrachtet:

m T7 - m T) Z
A, =2 2 p)Rujg 1(T'p) _ (g — 1) 4+ (Zy — Z1) —In (7?) : (2.3.13)
Falls A, > 0, dann ist vy, die richtige Losung, ansonsten vys. Die Grofie v stellt die
reduzierte molare Helmholtz-Residuumfunktion dar, welche in Abschnitt 2.4.2 eingefiihrt
wird. Fir die SRKmVK Zustandsgleichung ist der ausgewertete Ausdruck von Glg. (2.3.13)

am Ende von Anhang A zu finden.

Fiir Mischungen, welche sich im thermodynamisch stabilen, einphasigen Bereich befinden, ist
das Vorgehen analog zu dem der Reinstoffe. Ob Einphasigkeit vorliegt, kann mittels einer
Stabilitdtsanalyse festgestellt werden (Michelsen (1982) [145]). Das Volumen der Mischung
und die Verteilung der Spezies auf die verschiedenen Phasen im Falle eines Aufspaltens in
zwei oder mehrere Phasen kann durch eine sogenannte T'p -Flash-Rechnung ermittelt werden
(Michelsen (1982) [146]). Beide Methoden nutzen in der Berechnung die sogenannten Fuga-
zitdten bzw. Fugazititskoeffizienten, welche ebenfalls in Abschnitt 2.4.2 eingefiihrt werden.
Zwei- und Mehrphaseneffekte werden in dieser Arbeit aufgrund der Komplexitdt und des
extrem erhohten Rechenaufwandes nicht beriicksichtigt. Der interessierte Leser findet hierzu
jedoch umfangreiche Information in der géngigen Literatur (z. B. Michelsen (1982) [145, 146,
Michelsen und Mollerup (2007) [144], Whitson und Brulé (2000) [241]).

2.4 Thermodynamische Formeln und Begriffe

Zur vollstandigen, mathematischen Beschreibung des thermodynamischen Verhaltens von
Reinstoffen und Gemischen mittels Zustandsgleichungen werden thermodynamische Bezie-
hungen benétigt, welche allgemeingiiltig und unabhéngig von der verwendeten Zustandsglei-
chung sind. Aufbauend auf Beziechungen fiir ideale Gase (Abschnitt 2.4.1) kann mit diesen
das Verhalten realer Fluide beschrieben werden (Abschnitt 2.4.2).

17 Exakt an den Extrema fallen zwei Lésungen zusammen, so dass sich nur zwei voneinander unterscheidbare
Losungen ergeben.

18 Wird exakt der Sittigungsdampfdruck bei gegebener Temperatur gewihlt, ist die Losung uneindeutig.
Das Fluid zerféllt spontan in eine Fliissig- und eine Gasphase, welche als molares Volumen die jeweiligen
Losungen der kubischen Gleichung besitzen. Das gemittelte Volumen des Zweiphasengemisches kann jedoch
nicht bestimmt werden.
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2.4.1 Thermodynamische Beschreibung idealer Gase

Die mathematische Beschreibung realer Fluide baut auf den Modellen zur Vorhersage idealer
Gase auf, indem lediglich Abweichungen zwischen dem Verhalten idealer Gase und realer
Fluide berechnet werden. Dieses Vorgehen hat den Vorteil, dass der Idealgasanteil unabhéan-
gig vom Realgasanteil modelliert und validiert werden kann. Neben dem idealen Gasgesetz
(Glg. (2.1.1)) und der Stoffwertberechnung, welche in Abschnitt 2.5 behandelt wird, werden
fiir eine vollstdndige thermodynamische Beschreibung idealer Gase und Gasgemische fiir jede
Komponente « lediglich noch die (molaren) spezifischen Warmekapazitédten bei konstantem

Druck ¢¢  und die Enthalpien hiG sowie fiir reagierende Stromungen zuséatzlich die Entro-

p m,o
pien s bei Idealgasbedingungen benétigt. Die rein temperaturabhingigen, molaren Grofen
der Remstoffe bzw. Komponenten einer Mischung weisen folgende Zusammenhiinge auf'®:
C;S;m@ = cfmva(T), (2.4.1)
T
s o(T) = hi o (Tret) = / (T AT, (2.4.2)
Tref
. . CiG T
sﬁ’g(T) - sﬁ’g(Tref) = / 7”’”1’;/( ) dT1’, (2.4.3)
Tret
Xa
G (Tip, {X.}) = $S%T) — RyIn < p) . (2.4.4)
Do

Ein " indiziert in den Integralen die Integrationsvariable. hiy | (Ti) ist die Standardbildungs-
enthalpie der Spezies «a bei einer Referenztemperatur T, welche gewohnlich bei 298,15 K
liegt. Fiir Molekiile in ihrer natiirlichen Form bei Referenzbedingungen (z. B. Hy, O, etc.) ist
diese definitionsgeméfs gleich 0 J/mol. SIGO(T) ist die molare Entropie der Spezies a beim
Referenzdruck py. Dieser wird meistens zu 1 bar gesetzt?’. Die molare Wirmekapazitit bei
konstantem Volumen ergibt sich aus

cfm,a = cf’m@ — R,. (2.4.5)
Die entsprechenden Grofen eines idealen Gasgemisches berechnen sich aus den molgewichte-

ten arithmetischen Mitteln zu

Ngp Ngp Nsp

ZX G oy WS = ZX hige o+ S5 => Xash, . (2.4.6)
a=1

19Tn Glg. (2.4.4) muss X, nach unten begrenzt werden (z. B. max(X,,1072°)), damit fiir den Grenzfall einer
verschwindenden Spezies in der Mischung der Logarithmus definiert ist.

20 Haufig findet sich auch py = 1 atm = 1,01325 bar in der Literatur und in Datenbanken, was entsprechend
zu berticksichtigen ist.
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Die jeweiligen massenbezogenen Grofen konnen wiederum aus den molaren Grofsen durch
Division mit dem entsprechenden Molekulargewicht (der jeweiligen Komponente bzw. Mi-

schung) gewonnen werden.

Die Werte fiir cfm,a, hin(ia und s'ﬁ 0 kénnen z. B. aus Experimenten und molekulardynamischen
Simulationen gewonnen werden. In vielen Datenbanken, wie der in dieser Arbeit verwendeten
NASA-Datenbank (McBride et al. (2001) [136]), werden die Groken jeder Spezies als tem-
peraturabhéngige Polynome dargestellt, was eine effiziente Berechnung ermdoglicht. Fiir die

verwendeten NASA-Polynome ergibt sich folgende Form?!:

iG

L a_ a_
1%—7 B T—22 T Tl +ag+ a T + asT? + G3T3 + asT* ) (2.4.7)
Uy _ 02 Gty g+ U 22y Bps G B (2.4.8)
RJI T T ¢ 3 4 5 T’ o
5160 la_ys a_ s as ay

m _ -2 -1 InT T+ =7T%4+ =273 4 27 . 2.4.
R 5 T a +agInd +ap —0—2 —0—3 +4 + by (2.4.9)

Die Polynome werden in der Regel fiir zwei oder mehrere Temperaturintervalle (oft 200 K
- 1000 K und 1000 K - 6000 K) angegeben, wobei die Kurven stetig und differenzierbar
ineinander {ibergehen. Die angegebene 9-Koeffizienten Form entspricht der aktuellen Version
der Datenbank. Die frither verwendete 7-Koeffizienten Form ist ebenfalls durch Gleichungen
(2.4.7) - (2.4.9) mit a_y = a_; = 0 gegeben. Ein Vorteil der neuen Datenbankversion mit
neun Koeffizienten ist eine teilweise verbesserte Datenbasis. Die Genauigkeit der Kurvenfits
mit der 7-Koeffizienten Form liegt in der Regel bei 0,1 % - 1 %, die der 9-Koeffizienten Form
etwa eine bis zwei Grofenordnungen darunter (Goos und Burcat (2012) [62]). Beides ist
jedoch unter Beachtung von Unsicherheiten in der zugrundeliegenden Datenbasis sowie der
numerischen Fehler und Unwégbarkeiten in der Modellierung von Strémungen ausreichend

in CFD-Simulationen.

Aus Griinden der Recheneffizienz ist die 7-Koeffizienten Form in CFD-Codes zu bevorzugen.
Aus diesem Grund wurden die Vorteile der neueren Datenbankversion und der recheneffizien-
teren 7-Koeffizienten Form kombiniert, indem mit Hilfe des Programms PAC (McBride und
Gordon (1992) [135]) aus der 9-Koeffizienten Form eine 7-Koeffizienten Form erstellt wurde.
Die Abweichungen zu Werten der 9-Koeffizienten Form bewegen sich dabei im Bereich kleiner
0,1 %. Die so erhaltenen Koeffizienten sind im Anhang in Tab. D.2 zu finden.

Da in Brennkammersimulationen mit kryogener Einspritzung auch sehr niedrige Tempera-
turen auftreten, welche unterhalb der Minimaltemperatur des gefitteten Temperaturbereichs
liegen, wurden zusétzliche Temperaturintervalle fiir den darunter liegenden Temperaturbe-

reich (in der Regel < 200 K) bestimmt. Dabei wurde ¢iS als konstant angenommen und auf

p7m7a

21 Der Index o fiir Reinstoffe wurde der Ubersichtlichkeit halber weggelassen. Fiir Mischungen gelten die
gleichen Ausdriicke, wobei sich die Koeffzienten der Mischung als molgewichtetes arithmetisches Mittel der
Koeflizienten der Reinstoffe nach Glg. (2.4.6) ergeben.
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den Wert der bis dato niedrigsten gefitteten Temperatur gesetzt. Unter Einbeziehung der Re-
lationen (2.4.2) und (2.4.3) ergibt sich damit auch fiir ~i$, und si$0 ein konsistenter Verlauf
(im Gegensatz zur Verwendung einer reinen Temperaturlimitierung). Fiir viele Gase ist die
Annahme eines konstanten Wertes fiir C;)(?m,oz unter 200 K gerechtfertigt, da hier nur noch die
translatorischen Freiheitsgrade der Molekiile einen nennenswerten Beitrag liefern und somit
in guter Néherung gilt i3, /R, = i /Ry—1 = 3/2 (Lal et al. (2010) [102]). Fiir die bei der
Hs - Oy Verbrennung auftretenden Radikale O, OH, HO5 und H5O5 wird bei niedrigen Tem-
peraturen durch die NASA-Polynome ein teilweise abweichendes Verhalten beschrieben (hier
nicht dargestellt). Da Radikale in signifikanten Konzentrationen jedoch erst bei sehr hohen

Temperaturen entstehen, kénnen Unsicherheiten in diesem Bereich vernachlassigt werden.

Eine besondere Stellung nimmt H, als Quantengas bei niedrigen Temperaturen ein (Héus-
singer et al. (2000) [71]). Bei Raumtemperatur und dariiber liegt im thermodynamischen
Gleichgewicht sogenannter Normalwasserstoff (Hgn)) vor, welcher zu 25 % aus Parawasser-
stoff (Hép)) und zu 75 % aus Orthowasserstoff (Hgo)) besteht. Wird die Temperatur (sehr
) umgewandelt. Der Anteil von H{

schen Gleichgewicht (sog. Gleichgewichtswasserstoff) ist in Abb. 2.9(a) dargestellt. Bei sehr

langsam) abgesenkt, wird HY in H{P im thermodynami-
niedrigen Temperaturen, wie sie fiir die Lagerung von Hy auch in der Raumfahrt Anwendung
finden, liegt fast ausschlieflich H;p) vor. Die Umwandlungsraten zwischen beiden Wasserstoft-
arten ist temperaturabhéngig und findet ohne Anwesenheit eines Katalysators vor allem im
gasformigen Zustand nur extrem langsam im Bereich einiger Tage / Wochen statt (Haussinger
et al. (2000) [71]). Fiir Simulationen von Raketenbrennkammern, bei denen Hy bei kryogenen
Temperaturen gelagert (und eingespritzt) wird, ist deshalb davon auszugehen, dass reines

ng) vorliegt.

Die beiden Wasserstoffarten unterscheiden sich durch die Richtung ihrer Kernspins zueinan-
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der und besitzen leicht unterschiedliche Stoffdaten wie kritische Temperatur und Verdamp-
fungsenthalpie. Die Umwandlung von HS” in H{ ist zudem exotherm, was vor allem bei der
Lagerung von Hs eine wichtige Rolle spielt (Haussinger et al. (2000) [71]). Grokere Unterschie-
de ergeben sich in den Warmekapazitdaten sowie in der damit verkniipften Warmeleitfahig-
keit (siehe auch Abschnitt 2.5.1.1). Abbildung 2.9(b) zeigt die gefitteten Warmekapazitéten
von Hgn) und ng) bei niedrigen Temperaturen, welche aus Korrelationen von Leachman et
al. (2009) [104] gewonnen wurden. ng) zeigt hierbei ein fiir andere Molekiile untypisches

Verhalten mit einem lokalen Maximum.

Um eine einheitliche Implementierung fiir alle Spezies zu erhalten, wurden fiir Hén) und
H;p) die Korrelationen von Leachman et al. (2009) [104] fiir den niederen Temperaturbereich
zusammen mit Hochtemperaturdaten von Woolley et al. (1948) [244] kombiniert und in der
7-Koeffizienten Polynomform abgelegt. Wegen der stark nichtlinearen Abhéngigkeit von der
Temperatur mussten fiir den Bereich T < 300 K jeweils zwei zusétzliche Temperaturintervalle

hinzugefiigt werden, um eine ausreichende Genauigkeit zu gewahrleisten.

Der Koeffizient b; in Glg. (2.4.8) wurde fiir Hé“’ und ng) entsprechend angepasst, um die Stan-

dardbildungsenthalpie hi$ (298,15 K) = 0 J/mol zu erhalten. Die Entropieoffsets beim Refe-
iG,0

ley et al. (194718) [244] geben hier Werte von 33,963 J/(cal - K) fiir HS" und 31,108 J/(cal - K)
fiir ng) an. Die NASA-Datenbank unterscheidet nicht zwischen den Wasserstoffarten und
liefert einen Wert von 31,23 J/(cal-K). In den Hochdruck-Reaktionsmechanismen fiir die
H,- Oy Verbrennung von Li et al. (2004) [119] und Burke et al. (2012) [18] wird der Wert
31,21 J/(cal - K) angegeben. O Conaire et al. (2004) [158] verwenden in ihrem Reaktionsme-

chanismus den Wert 31,256 J/(cal - K), allerdings bei 300 K. Um fiir Verbrennungssimulatio-
iG,0

(298,15 K) mittels des Koeffzienten by aus Glg. (2.4.9) auf den Wert von Li et al. (2004) [1179]
und Burke et al. (2012) [18] gesetzt. Dies ergibt einen Wert von 31,252 J/(cal - K) bei 300 K
in den gefitteten 7-Koeffizienten Polynomen, was sehr gut mit dem Wert von O Conaire et
al. (2004) [158] iibereinstimmt.

renzdruck s27(298,15 K) konnen aus Quantenmechanikrechnungen gewonnen werden. Wool-

nen ein konsistentes Modell zu erhalten, wurde fiir beide Wasserstoffarten der Wert von s

2.4.2 Thermodynamische Beschreibung realer Fluide

Zur mathematischen Beschreibung von nichtidealen (realen) Fluiden werden einige thermo-
dynamische Begrifflichkeiten und Konzepte wie das thermodynamische Potential, Residuum-
funktionen und partielle Gréfen bendtigt. Diese werden in diesem Abschnitt zunéchst ein-
gefiihrt, bevor anschliefend auf die Berechnung thermodynamischer Variablen eingegangen
wird, welche sich mittels partieller Ableitungen der Helmholtz-Residuumfunktion darstellen

lassen.

Die nachfolgende mathematische Darstellung der Thermodynamik orientiert sich eng an je-
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ner von Michelsen und Mollerup (2007) [144]. Diese ermdoglicht eine strukturierte, effiziente,
modulare und damit flexible Implementierung. Eine thermodynamisch konsistente Imple-
mentierung im gesamten CFD-Code kann somit leicht verifiziert werden. Da die Berechnung
der thermodynamischen Grofen zundchst auf Basis extensiver sowie intensiver, molarer Gro-
fsen erfolgt, im CFD Code jedoch intensive, massen- bzw. dichtebasierte Variablen verwen-
det werden, muss zwischen beiden Formulierungen noch eine Verbindung hergestellt werden.
Auf eine detaillierte Herleitung aller thermodynamischer Zusammenhénge wird in dieser Ar-
beit verzichtet, jedoch konnen diese der géngigen Literatur (z.B. Michelsen und Mollerup

(2007) [144]) entnommen bzw. kénnen die entsprechenden Formeln daraus abgeleitet werden.

2.4.2.1 Thermodynamische Potentiale

Ein System ohne externe Kréfte, welches sich im thermodynamischen Gleichgewicht befindet,
wird durch die Zustandsgrofse der inneren Energie E als Funktion ihrer ,natiirlichen”, exten-
siven Variablen Entropie S, Volumen V' und Speziesstoffmengen n,, (o = 1,...,Ny,) eindeutig

beschrieben:

E=E(SV {n}). (2.4.10)

Diese sogenannte Fundamentalgleichung der Thermodynamik enthélt die gesamte thermody-
namische Information eines Systems. Neben der inneren Energie E gibt es weitere, sogenannte
thermodynamische Potentiale wie die Enthalpie H, die Gibbs-Energie GG sowie die Helmholtz-

Energie A, welche iiber die Zusammenhénge

H=H(Sp {n.})=E+pV, (2.4.11)
G=G(Tp,{n.})=H-TS, (2.4.12)
A=AV, in))=E-TS=H—pV TS (2.4.13)

miteinander verkniipft sind. Die unterschiedlichen Potentiale lassen sich durch Legendre-
Transformation ineinander iiberfithren (Michelsen und Mollerup (2007) [144]) und sind be-
ziiglich des Informationsgehalts eines thermodynamischen Systems dquivalent. Alle thermo-
dynamischen Potentiale unterscheiden sich in ihrem ,natiirlichen Variablensatz. In der Praxis
sind vor allem die Gibbs-Energie und die Helmholtz-Energie von Bedeutung, da ihr ,natiir-
licher Variablensatz aus messbaren Grofen besteht (Michelsen und Mollerup (2007) [144]).
Alle weiteren Grofsen lassen sich aus den thermodynamischen Potentialen mittels partieller
Ableitungen nach ihren jeweiligen ,natiirlichen Variablen gewinnen. So lésst sich beispiels-
weise der Druck iiber (Michelsen und Mollerup (2007) [144])

DA
p:—(—J (2.4.14)
NV ) iy
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aus der Helmholtz-Energie gewinnen. Tiefgestellte Variablen hinter partiellen Ableitungen

kennzeichnen dabei Grofen, die konstant gehalten werden.

Umgekehrt kann bei einer gegebenen thermischen, druck-expliziten Zustandsgleichung der
Form p = p(T,V,{ns}) durch Integration oft ein geschlossener, analytischer Ausdruck fiir die

Helmholtz-Energie hergeleitet werden:
v
Vo

Dabei findet die Integration bei konstanter Temperatur und Stoffzusammensetzung statt.
Da keine absoluten Werte, sondern nur Unterschiede fiir die Helmholtz-Energie angegeben
werden konnen, kann der Referenzzustand (Index 0) frei gewdhlt werden. Zweckméfigerweise
empfiehlt sich hierfiir laut Michelsen und Mollerup (2007) [144] der Zustand eines hypo-
thetischen, idealen Gases bei gegebener Temperatur 7y = 7" und unendlicher Verdiinnung

(po, po — 0, Vo — 00).

2.4.2.2 Residuumfunktionen

Die Berechnung eines thermodynamischen Potentials IT = A, G, U, H fiir den allgemeinen
Zustand (T,V,{n,}) eines realen Fluids erfolgt nach Michelsen und Mollerup (2007) [144]
in der Regel tiber sogenannte Residuenfunktionen /7" (engl.: residual function). Dabei wird
die Tatsache ausgenutzt, dass thermodynamische Potentiale Zustandsgrofen sind und damit
der Unterschied zwischen zwei Zustanden unabhingig vom Integrationsweg ist. Das Poten-
tial I = II(T,V,{n,}) kann dann fiir eine moglichst einfache Integration folgendermafen
dargestellt werden (Michelsen und Mollerup (2007) [144]):

\%4
oIr* ) , / ( oI )
dT" +
< or’ V=00,{na} oV T {na}

Der Index * kennzeichnet den Zustand des hypothetischen, idealen Gases. AIT* steht fiir die

Anderung des Potentials durch Mischung der einzelnen Spezies bei T' = Tj und unendlicher

T

H:AH*+/
To

av’ . (2.4.16)

Verdiinnung und ist damit fiir Reinstoffe gleich einem entsprechenden Referenzwert.

Der , Trick besteht nun darin, die rechte Seite in Glg. (2.4.16) in zwei Anteile aufzuteilen:
den Anteil eines idealen Gases bei gleichen Bedingungen (7.,V, {n,}) und eine Abweichung
vom Verhalten eines ideales Gases, den Residuenanteil. Das Potential ergibt sich dann zu
(Michelsen und Mollerup (2007) [144])

I(TV,{na}) = II*(T,V,{na}) + 1I'(T,V,{na}) (2.4.17)
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mit dem Idealgasanteil

T v
: I7* I7*
v (6o J[), ]
J Voo {na) J V') 1 tnay
(2.4.18)
und dem Residuenanteil??
’ oIT*
[TV, {na)) = / < ) - < ) v’ . (2.4.19)
2z 8‘// T,{na} aV’ T,{na}

Fiir die Helmholtz-Energie einer Mischung kann mit Hilfe von Glg. (2.4.13), des idealen
Gasgesetzes sowie der Enthalpien und Entropien der Mischung bei Idealgasbedingungen leicht

folgender Zusammenhang fiir den Idealgasanteil gewonnen werden:
AS(TV, {ny}) = HS(T,{ns}) — nR,T — TS(T,V,{n,}) . (2.4.20)
Die Enthalpie eines idealen Fluids ist vom Druck bzw. Volumen unabhéngig. Der Residuen-

anteil fir die Helmholtz-Energie ergibt sich mit Glg. (2.4.14) und dem idealen Gasgesetz zu
(Michelsen und Mollerup (2007) [144])

[ < 0A ) (8A*)
| 8V/ T,{na} 8V/ T,{na}

/
\%

= —/ p(TV' {n.}) — p'© (T,V' {na})
/

ATV, {na}) = v’ (2.4.21)

dv’

nRT

p(TV' {na}) - dv’.

Durch Einsetzen einer thermischen Zustandsgleichung der Form p = p (T,V, {n,}) und Aus-
wertung des Integrals erhélt man die Helmholtz-Residuenfunktion A*. Fiir die ideale Gasglei-

chung ergibt sich selbstverstandlich A" So.

22 Ahnlich lisst sich vorgehen, wenn das Potential beim Zustand (T',p, {n}) gesucht ist. Dies fiihrt auf analoge
Ausdriicke wie zuvor, jedoch wird das hypothetische ideale Gas dann bei gleichem Druck anstatt gleichem
Volumen betrachtet. Die entsprechende Abweichungsfunktion (engl.: departure function) unterscheidet sich
z. B. fiir die Helmholtz-Energie um den Betrag nR,T In Z (Michelsen und Mollerup (2007) [144]). In der
Literatur werden haufig beide Ausdriicke synonym verwendet, so dass hier Vorsicht geboten ist.
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2.4.2.3 Partielle GroRBen

Neben den Residuenfunktionen spielen sogenannte partielle Grofen eine wichtige Rolle bei
der Berechnung thermodynamischer Eigenschaften von Gemischen unter Realgasbedingun-
gen. Die partielle molare Grofe ¢, (engl.: partial molar property) und die partielle mas-
senbehaftete Grofe an (engl.: partial mass property) einer Komponente « in einer Mischung
stellen die Anderung der externen Grofe @ in einem System dar, wenn eine infinitisimal kleine
Menge der Spezies a dem System hinzugefiigt wird, wihrend Druck, Temperatur und alle an-
deren Speziesmengen konstant gehalten werden. Mathematisch lésst sich dies folgendermafien
ausdriicken (Michelsen und Mollerup (2007) [144]):

S ob
@/ Tip{ng+a
S oD
o = o (T\p,{ms}) = <8m ) . (2.4.23)
@/ Tp{mgza

Zu beachten ist an dieser Stelle, dass die Molen- und Massenbriiche aller Spezies dabei nicht
konstant bleiben. Aufserdem sind die partiellen molaren bzw. massenbehafteten Grofen ab-
hangig von Temperatur, Druck und Spezieszusammensetzung. Die extensive Gesamtgrofe
des Systems @ ergibt sich dann aufgrund des Euler-Theorems iiber homogene Funktionen
(Michelsen und Mollerup (2007) [144]) als mol- bzw. massengewichtetes Mittel der jeweiligen

partiellen Grofsen:

Nsp Nsp
D= nedo = Z Mo Ga- (2.4.24)
a=1

Die entsprechenden, intensiven, molaren bzw. massenbehafteten Gréfen werden analog aus

den molen- bzw. massenbruchgewichteten Mitteln berechnet:

Nsp Nep—1
= = ZXa¢a - Z Xa (qga - QVSNsp) + QBNspa (2425)
Nsp J\Zp:—ll R ) .
p=-—=—= ZYaaﬁa =) Y, (aﬁa - ¢Nsp> + N, - (2.4.26)
a=1

Aus den Gleichungen (2.4.25), (2.4.26) und (2.2.4) ist leicht der Zusammenhang zwischen

partiellen molaren und massenbehafteten Grofen ersichtlich:

Pa = ba | My,a. (2.4.27)

Fiir ideale Gase und reale Reinstoffe entsprechen die partiellen molaren bzw. massenbehaf-

teten Grofen gerade den molaren bzw. massenbezogenen Gréften (QBQ = Pm.as qBa = Pq).
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2.4.2.4 Chemisches Potential, Fugazititen und Fugazititskoeffizienten

Das chemische Potential einer Spezies « in einer Mischung ist folgendermafen definiert (Mi-
chelsen und Mollerup (2007) [144]):

e () () oz
% Tp,{ngza}t Mo T.V{ngza}

(@) s~ ()
Ona S,V{ngra}t e Sp{ngalt

Der Ableitungsausdruck der Gibbs-Energie ist die gebrauchlichste Definition. Jedoch ist die
aquivalente Definition iiber die Helmholtz-Energie zweckméfiger. Das chemische Potential
lha, gleich der partiellen molaren Gibbs-Energie §,, dient unter anderem zur Beschreibung
des thermodynamischen Gleichgewichtszustandes. Fiir ein homogenes, geschlossenes System
aus Ny, Komponenten ist derjenige Zustand stabil, welcher die Gibbs-Energie bei konstantem
Druck und konstanter Temperatur minimiert. Ist der einphasige Zustand instabil, zerféllt das
System spontan in zwei oder mehrere Phasen. Fiir diesen Fall sind die Temperatur und der
Druck in allen Phasen gleich grofs. Zudem gilt fiir jede Spezies, dass ihr jeweiliges chemisches

Potential in jeder Phase gleich grofs ist.

Fiir ideale Gase geht das thermodynamische Potential in die molare Gibbs-Energie der je-
weiligen Spezies iiber:
iG

. . . . X,
fo = 0o =g, = hC —Ts¢ = g0 L R Tin ( ) . (2.4.29)
’ ’ ’ ’ Po

Dabei bildet ¢'%? den rein temperaturabhingigen Anteil. Fiir den Fall einer verschwindend

geringen Menge einer Komponente « ist das chemische Potential nicht wohl definiert, da

Xlim0 o — —oo. Fiir die Beschreibung realer Fluide wird deshalb besser die Fugazitit f,
a—

bzw. der dimensionslose Fugazititskoeffizient ¢, verwendet. Diese sind wie folgt definiert
(Michelsen und Mollerup (2007) [144]):

)?zp = o — S =gl =&, — RTInZ (2.4.30)

R, T'ng, = R,TIn

mit der partiellen molaren Helmholtz-Residuumfunktion a;,. Die Ausdriicke sind nun unab-

hiangig vom Referenzdruck py und wohl definiert. Fiir ideale Gase gilt

o= Xap und po < 1. (2.4.31)

2.4.2.5 Abgeleitete GroRen aus der reduzierten Helmholtz-Residuumfunktion

Im verwendeten CFD-Code TASCOM3D mit Prékonditionierung (Simsont und Gerlinger
(2016) [198], siche Abschnitt 4.1) werden einige thermodynamische Grofen benétigt, die sich
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konsistent aus der Helmholtz-Residuumfunktion herleiten lassen. Verwendet man die (molare)

reduzierte Helmholtz-Residuumfunktion

ni =W(T,V,{n.}) = Ar(T}%‘i’T{”O‘}) - ”QQ(T;TT’{X“}) (2.4.32)

ergeben sich bei der Berechnung oft einfachere Ausdriicke (Michelsen und Mollerup (2007)
[144]). Fiir die SRKmVK Zustandsgleichung ist die reduzierte Helmholtz-Residuumfunktion
in Anhang A gegeben. Es ist anzumerken, dass extensive Grofen wie die Stoffmenge n und
das Volumen V' bei der Berechnung im Code nicht benotigt werden, jedoch in den Zwischen-
schritten bei der Herleitung bendtigter Gleichungen auftreten. Fiir die in dieser Arbeit auf-
tretenden, abgeleiteten Grofsen ergeben sich folgende Zusammenhénge, welche in gegebener
Reihenfolge ausgewertet werden kénnen und entweder Michelsen und Mollerup (2007) [144]

entnommen oder eigenstandig hergeleitet wurden:

4 T
p=—R,T <8—) i , (2.4.33)
ov ), (na}  Um
2
<@) —_R,T <8—¢2) LT (2.4.34)
V)1 tna 0 Tfna}  "m
8p) ( 0*w ) p
= = —R,T += (2.4.35)
<8T Viina} orov ), . T
2y T
<68_P> — _R,T (aaa ) ML (2.4.36)
Mo/ TV ingsa} V Ona T{ngea} '*Vm
B = (g_v) _ (;_p) / (g_‘f;) , (2.4.37)
o Tp{ngzat Na T,V {ngxa} T{na}
Inp, = (g—lp) —InZ , (2.4.38)
Mo/ TV {npsa}
8(lng0a)) ( 0*w ) 1 Vo, (8]))
_ T or , (2.4.39)
( O )y \OTOno) .y T RT\IT)yp,
. 1
hl = —R.T* <%) , (2.4.40)
p{na}t
ho = i, + R (2.4.41)
fo = Jo = BT Inga (2.4.42)

he = ho | My . (2.4.43)
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b0 = T | My | (2.4.44)
dp M, p?
9p e 2.4.4
((%m) - V2, M, (2.4.45)
<%) M, | (2.4.46)
ov va)

=), = @), =), S G, e
) 1.na) ) riny M\ /)y ) NV ) 1y

w) =), ()
op , (2.4.48)
(8T v ) vy \NOT ) s

()0 (), (), e

o*w o
r(5m)  2(5) | (2.4.50)
T2 )y T )y in
T (op ) 2 / < ap )
Cp=Cp — (— — : (2.4.51)
nMy \OT )y 0, 4 OV ) 1 tny
/ 8p cp
2.4.52

2.4.2.6 Partielle Ableitungen der reduzierten Helmholtz-Residuumfunktion

Zur Berechnung aller Gréfsen im vorherigen Abschnitt werden noch die partiellen Ablei-
tungen der reduzierten Helmholtz-Residuumfunktion benétigt. Fiir eine strukturierte und
effiziente Auswertung wird dazu die Abhéngigkeit von der Stoffzusammensetzung aus der
Helmholtz-Residuumfunktion vollstdndig in Np Zustandsgleichungsparameter (z.B. SRK:
Np =2, SRKmVK: Np=3) {P,} = {P,(T,V,{ns})} mit p=1,...,Np transferiert (Michel-
sen und Mollerup (2007) [144]). Die SRK Zustandsgleichung mit speziesabhéngiger, aber
sonst konstanter Volumenkorrektur (SRKmVK) héngt beispielsweise von den drei Parame-
tern Py = A(T,{ny}) = n*a, P, = B({n}) = nb und P3 = C ({n.}) := nc ab, wobei
alle drei von der Zusammensetzung abhidngen und A zusétzlich noch temperaturabéangig ist
(siche Abschnitt 2.3). Die Abhéngigkeit der reduzierten Helmholtz-Residuumfunktion lasst
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sich dann wie folgt ausdriicken (Michelsen und Mollerup (2007) [144]):

(TV,{na}) = ¥(TVin,{F,}) = ¥({Ok}) (2.4.53)
mlt {@k} = {T,V,n, {Pp}} y ]{Z = 1,...,N@ llIld N@ = Np + 3
Die partielle Ableitung erster Ordnung von ¥ nach einer Grofe y bei konstant gehaltenem

Vektor {x}, welcher Eintrdge aus ©) enthalten kann, ergibt sich dann mit der Kettenregel
als (Michelsen und Mollerup (2007) [144])

aw) % ( ow ) <a@k) NZ
(ay @ S\, g\ )y =

Tiefgestellte Variablen in ¥, und 6y, kennzeichnen wiederum partielle Ableitungen von
U({Ok}) bzw. O (T,V,n,{P,}) bei sonst konstant gehaltenem Variablensatz. Die partiellen
Ableitungen zweiter Ordnung nach den Variablen y und z bei konstantem Vektor {z} schrei-

ben sich nach erneuter Anwendung der Kettenregel als

2 No Neo 2
o) =22 (Gosa). (%) (32) (24.5)
Y2/ 12y 1= kOO (0muy \ 9Y /{2y \ 9% ) ()
(@), G
06y, i} Oy 0z ()

O @
Z Z Y0,0,0k,01, + Z Yo, Oy -

k=1 l=1

Fiir die 3-Parameter SRKmVK Zustandsgleichung vereinfachen sich die entsprechenden Aus-
driicke wie im Folgenden iibersichtlich dargestellt. Fiir die partiellen Ableitungen erster Ord-
nung ergibt sich:

o)

i WA (2.4.56)
(aT Vi{na}

8&)

t _ (2.4.57)
(aV T,{na}

ov
(—) = v, + WA-Ana + WBBna + chna . (2458)

I TV A{ngza}

Fiir die partiellen Ableitungen 2. Ordnung lauten die benétigten Gleichungen:

0*w
(GTQ) = Ury + 2Up g Ar + VaArr | (2.4.59)
Vi{na}



56 2.5 Stoffwerte

vV
(_) — oy (2.4.60)
V2 )1 na)
— Uy + 0 2.4.61
(8T8V){na} v+ Pvadr (2.4.61)
52w
( ) = UrA,, +YreB,, + YreC,, + (2.4.62)
oT on, Viingsa}

LD.AATna + L-DABBna AT + WACCna AT 5

a4
— W\/n + L-DV.AAna + L-DVBBna + chcna . (2463)
oV on, ), (nosa}

Die partiellen Ableitungen von ¥ und der Zustandsgleichungsparameter A, B und C fiir die

SRKmVK Zustandsgleichung kénnen wiederum Anhang A entnommen werden.

2.5 Stoffwerte

Neben dem stark unterschiedlichen, thermodynamischen Verhalten realer Fluide gegeniiber
idealen Gasen miissen auch Abweichungen in den Transportkoeffizienten (Viskositat p, War-
meleitfihigkeit A und binére Diffusionskoeffizienten D,s3) beriicksichtigt werden. Hierzu fin-
den sich in der Literatur zahlreiche Modelle (Poling et al. (2001) [176]). Wie bei den Zu-
standsgleichungen kann deren Giiltigkeitsbereich ebenso auf bestimmte Druck- und Tempe-
raturbereiche, Reinstoffe oder gewisse Komponenten beschrankt sein. Zwei sehr bekannte und
fiir CFD Simulationen oft eingesetzte Modelle zur Vorhersage der Viskositdt und Warmeleit-
fahigkeit realer Mischungen sind diejenigen von Ely und Hanley (1981 ,1983) [44, 45] sowie
Chung et al. (1988) [31]. Beide basieren auf dem Prinzip der korrespondierenden Zustéinde
(siche Abschnitt 2.1) und berechnen g und A direkt, ohne auf vorangehende Submodelle

zuriickzugreifen.

Das in dieser Arbeit verwendete Modell von Huber und Hanley (1996) [82] baut ebenfalls auf
dem Prinzip der korrespondierenden Zustidnde auf. Im Gegensatz zu den beiden anderen Mo-
dellen fuftt das Huber-und-Hanley-Modell jedoch auf den Werten einer idealen Gasmischung
1S und N, welche zuvor aus anderen Modellen gewonnen werden miissen. Analog zu den
Residuumfunktionen (siehe Abschnitt 2.4.2.2) berechnet es im Anschluss die Abweichun-
gen zwischen einer realen und einer idealen Mischung. Werden genaue Modelle bzw. gefittete
Funktionen zur Berechnung von £¢ und \¢ verwendet, bietet dieses Modell den Vorteil, dass
fiir weite Bereiche in Verbrennungssimulationen, in denen aufgrund der hohen Temperaturen
nahezu Idealgasbedingungen vorliegen, eine verbesserte Genauigkeit erzielt werden kann. Die
Stoffwerte im Realgas-Code gehen so nahtlos und konsistent in die Werte des Idealgas-Codes

iiber, was fiir die beiden anderen Modelle nicht gewéhrleistet ist.
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Die Modelle von Ely und Hanley (1981, 1983) [44, 45| sowie Chung et al. (1988) [31] haben als
weiteren, entscheidenden Nachteil gegeniiber dem Modell von Huber und Hanley (1996) [82],
dass sie ohne Anpassungen nicht fiir den kompletten thermodynamischen Bereich in einer
Raketenbrennkammer mit Hs - Os Verbrennung physikalisch sinnvolle Werte liefern. Wie die
meisten Modelle, wurden auch diese beiden anhand einer limitierten Anzahl an Spezies (zu-
meist Kohlenwasserstoffe) und fiir einen limitierten Druck- und Temperaturbereich entworfen.
Es ist deshalb bei Verwendung auflerhalb ihres Giiltigkeitsbereichs darauf zu achten, diese
vor deren Einsatz zumindest auf physikalisch plausibles Verhalten zu iiberpriifen. So wurde
fiir das Modell von Chung et al. (1988) [31] festgestellt, dass dieses nur fiir Fluide mit einem
positiven azentrischen Faktor anwendbar ist. Um zumindest physikalisch sinnvolle Werte fiir
Hy mit w = —0,219 zu erhalten, muss dessen Wert im Modell auf Null begrenzt werden. Fiir
das Modell von Ely und Hanley (1981,1983) [44, 45| zeigte sich, dass dieses fiir hohe redu-
zierte Temperaturen T, = T'/T., einen unphysikalischen Verlauf in g und A\ prognostiziert.
Dies betrifft inbesondere, aber nicht ausschlieflich, Hy mit seiner sehr niedrigen kritischen

Temperatur von ca. 33 K.

Zur Berechnung der binédren Diffusionskoeffizienten in realen Mischungen kénnen die Model-
le von Takahashi (1974) [212] sowie Riazi und Whitson (1993) [183] herangezogen werden.
Letzteres wurde in einer leicht modifizierten Form in dieser Arbeit verwendet. Beide Modelle
berechnen D,gs, éhnlich zum Huber-und-Hanley-Modell fiir ;¢ und A, aus der Abweichung zwi-
schen einer realen und einer idealen Mischung, bendotigen also ein vorangehendes Modell zur
Berechnung der entsprechenden Idealgasdiffusionskoeffizienten D;% Bei der Untersuchung
beider Modelle stellte sich heraus, dass das Modell von Takahashi (1974) [212] bei niedri-
gen Temperaturen und hohen Driicken ein unplausibles Verhalten aufzeigt. Insbesondere fiir
unterkritische Temperaturen kann sich sogar ein unphysikalisches Verhalten mit negativen

Werten fiir D, ergeben.

Im Folgenden werden die in dieser Arbeit verwendeten Modelle fiir die Stoffwertberechnung
beschrieben und bewertet. Dabei werden zunéchst jeweils die Modelle zur Berechnung der
Idealgaswerte der Reinstoffe (Abschnitt 2.5.1) und Gemische (Abschnitt 2.5.2) erldutert. Die
darauf aufbauenden Erweiterungen fiir reale Fluide werden im Anschluss diskutiert (Ab-
schnitt 2.5.3).

An dieser Stelle soll darauf hingewiesen werden, dass bei der Vorhersage der Stoffwerte rea-
ler Fluide grofse Abweichungen zu experimentell bestimmten Werten von 50 % bis 100 %
vor allem fiir polare Fluide wie HyO vorkommen koénnen, wenn diese nicht speziell in den
Modellen beriicksichtigt werden. In CFD Simulationen, insbesondere RANS / URANS Simu-
lationen, aber auch LES, wirken sich diese starken Abweichungen jedoch oft nur in geringem
Mafe aus, da hier der Anteil der aus der Turbulenzmodellierung stammenden turbulenten
Viskositat, Warmeleitfahigkeit und Diffusionskoeffizienten in weiten Bereichen um eine oder
mehrere Grofenordnungen iiber deren physikalischen, molekularen Werten liegt. In lokalen

Stromungsbereichen mit niedriger Reynoldszahl, z. B. an Wanden, welche diffusions- und
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nicht turbulenzdominiert sind, kénnte dies jedoch einen entscheidenden Einfluss z. B. auf die
Vorhersage des Wandwérmestroms haben. Da dies jedoch testfallspezifisch ist, ist an dieser

Stelle keine allgemeingiiltige Aussage moglich.

2.5.1 Stoffwerte idealer Reinstoffe

Die kinetische Gastheorie (KGT) bietet eine Moglichkeit, fiir hinreichend diinne Gase die Vis-
kositéit 1/ und Wirmeleitfihigkeit MiC eines idealen Reinstoffes a zu berechnen (Hirschfelder
et al. (1954) [80]). Die Vorhersagegenauigkeit ist in vielen Féllen ausreichend und besonders
gut fiir monoatome und kleine, unpolare Molekiile. Fiir polare Fluide (z. B. H20O), langket-
tige Molekiile mit grofem azentrischen Faktor und kleinem kritischen Kompressibilitéatsfak-
tor sowie fiir Quantengase (z.B. Hy) konnen sich vor allem hin zu niedrigen Temperaturen
stiarkere Abweichungen zur Realitdt ergeben. Das Modell der KGT wird in dieser Arbeit
fiir alle Spezies aufer fiir die Hauptspezies der Hy - Oy Verbrennung, also Hy, Oy und H5O,
herangezogen. Fiir diese drei Komponenten wurden spezielle Polynomfits an moéglichst hoch-
wertige Datensets und -korrelationen aus der Literatur erstellt. Unabhéngig davon wurden
die idealen Reinstoffviskositaten und -wérmeleitféhigkeiten aller Spezies in einem den CFD-
Simulationen vorgelagerten Schritt berechnet und fiir eine effiziente Auswertung wéhrend der
CFD-Simulationen in Polynomform abgespeichert. Nachfolgend soll ndher auf die einzelnen

Punkte eingegangen werden.

2.5.1.1 Stoffdaten aus kinetischer Gastheorie

Die Gleichung der KGT zur Berechnung der Viskositét eines idealen Reinstoffes schreibt sich
als® (Hirschfelder et al. (1954) [80])

; Vv My o T
ps = 844,011907 - 10727 ¥—1° (2.5.1)

o? Q((f’z)

Das sogenannte Stofintegral %2 hdngt von der mit der Boltzmann-Konstante kg nor-
mierten Potentialtopftiefe (engl.: potential well depth) (¢/kp), und der Temperatur ab. Der
Stofdurchmesser (engl.: collision diameter) o, und die Potentialtopftiefe (¢/kp), sind die
beiden Parameter des Lennard-Jones-Potentials?* und koénnen der Literatur entnommen wer-
den (z.B. CHEMKIN® [24]). Fiir die in dieser Arbeit vorkommenden Komponenten sind

beide Parameter in Tab. D.1 zu finden. Das Stofintegral selbst ist ein sehr komplexer Aus-

23 Alle Werte sind in diese Zahlenwertgleichung in SI-Einheiten einzusetzen.

24 Oft findet sich in der Literatur eine Vielzahl an Kombinationen fiir e/kp und o. Diese konnen stark variieren
und dennoch sehr dhnliche Ergebnisse liefern (siche dazu Bastien et al. (2010) [8]). Fiir polare Fluide wie
Wasser sollten streng genommen Kollisionsintegrale wie das Stockmayer-Potential (Itean et al. (1961) [86],
Mourits und Rummens (1977) [150], Mason und Monchick (1962) [129]) verwendet werden, welche intermo-
lekulare Anziehungskréfte aufgrund von Dipolwechselwirkungen beriicksichtigen. Es ist darauf zu achten,
dass ein konsistenter Satz aus Potentialparametern und Kollisionsintegralen verwendet wird.
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druck, welcher numerisch integriert und in Tabellen abgelegt werden kann (Monchick und Ma-
son (1961) [148]). Als recheneffiziente Alternative kann dieses nach Neufeld et al. (1972) [155]
aus

0D = AT P 4 Cexp(=DT!) + Eexp(—FT*) mit T: =T /(¢/kp)a (2.5.2)

«

berechnet werden. T™ ist eine reduzierte Temperatur und die Konstanten sind mit A =
1,16145, B = 0,14874, C' = 0,52487, D = 0,77320, E = 2,16178 und F' = 2,43787 gegeben.
Neufeld et al. (1972) [155] geben den durch diese Approximation erhaltenen Fehler fiir den
Bereich 0,3 < T < 100 mit kleiner als 0,1 % an.

Fiir die Berechnung der Warmeleitfahigkeit eines idealen Reinstoffs wird in dieser Arbeit die
Formel von Stiel und Thodos (1964) [207] benutzt:

. . 2,03
A8 =pfc, o 1,15 ’ : 2.5.3
= e (1054 20 ) (25,3
Diese stellt einen Kompromiss aus der FEucken und der modifizierten Eucken Formulierung
da (Poling et al. (2001) [176]).

2.5.1.2 Stoffdaten aus experimentellen Fits

Fiir eine verbesserte Genauigkeit wurden fiir die Hauptspezies der Hy - Oy Verbrennung (ng)
bzw. Hgn), O und H50) Polynomfits an moglichst hoch- und neuwertige Datensets und
-korrelationen aus der Literatur erstellt (siche auch Abschnitt 2.5.1.3).

Fiir ng) und Hgn) wurden Polynome zur Berechnung der Viskositiat (Abb. 2.10(a)) und Wir-
meleitfahigkeit (Abb. 2.10(b)) an Korrelationen von Muzny et al. (2013) [153] bzw. Assael
et al. (2011) [2] angepasst. Ein Vergleich mit weiteren Daten aus der Literatur von Guevara
et al. (1969) [66], Mehl et al. (2010) [137] sowie Saxena und Saxena (1970) [189] offenbart
eine hohe Genauigkeit der Polynomfits. Fiir die Viskositét stimmen die Werte von ng) und
H;n) praktisch tiberein. Die Wéarmeleitfihigkeit ist an die Warmekapazitiat gekoppelt (vgl.
Glg. (2.5.3)), so dass sich hier erwartungsgeméfs Unterschiede bei niedrigen Temperaturen
ergeben (sieche Abschnitt 2.4.1). Es zeigte sich, dass die Korrelation von Assael et al. (2011) 2]
fiir Hén) bei hohen Temperaturen ein unphysikalisches Verhalten zeigt. Deshalb wurde fiir den
Polynomfit von Hgn) im Hochtemperaturbereich stattdessen die Korrelation von ng) benutzt.
Abbildung (2.10(b)) vergleicht zusétzlich Werte aus der KGT (vgl. Glg. (2.5.3)). Die Wir-
meleitfahigkeiten von ng) und Hén) werden mit dieser vor allem im Hochtemperaturbereich

unterschatzt.

Fiir Oy wurden Polynomfits an Korrelationen von Lemmon und Jacobsen (2004) [115] erstellt.
Ein Vergleich mit weiteren Daten aus der Literatur von Hanley et al. (1974) [69] (siehe
Abb. 2.11(a)) bzw. der NIST Thermo Data Engine Datenbank [157]| (siehe Abb. 2.11(b))
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Abbildung 2.10: Vergleich gefitteter Werte der Viskositaten (a) und Warmeleitfahigkeiten (b)
von ng) und HS‘) bei Idealgasbedingungen mit Daten und Korrelationen aus
der Literatur (Muzny et al. (2013) [153], Mehl et al. (2010) [137], Guevara
et al. (1969) [66], Assael et al. (2011) [2], Saxena und Saxena (1970) [189])
sowie berechneten Werten nach der kinetischen Gastheorie.

lasst wiederum auf eine hohe Qualitdt der Polynomfits schliefsen.

Fiir die Viskositét (sieche Abb. 2.12(a)) und Warmeleitfahigkeit (siche Abb. 2.12(b)) von H,O
wurden Polynome an Korrelationen von Huber et al. (2009) [83] bzw. Huber et al. (2012) [84]
gefittet. Wiederum ergibt sich eine sehr gute Ubereinstimmung mit Daten der NIST Thermo
Data Engine Datenbank [157].

2.5.1.3 Polynomfits

Unabhéngig vom verwendeten Modell und der Art der Berechnung der Viskositdten und
Wirmeleitfahigkeiten der Reinstoffe bei Idealgasbedingungen wurden die sich ergebenden

Werte als Polynomfits in der Form

¢ = exp (Z a; (In T)Z> , O =, A (2.5.4)
i=0

hinterlegt. Das Polynom kann effizient unter Anwendung des Horner-Schemas ausgewertet
werden (Meyberg und Vachenauer (1990) [143]). Fiir Spezies, deren Werte mittels der KGT
berechnet werden (siche Abschnitt 2.5.1.1), werden die Viskositdten und Wérmeleitf&higkei-
ten im Temperaturbereich von 50 K bis 4000 K im CFD-Code vorab ermittelt. Die Koeffizien-
ten a; werden anschliefend durch einen Least-Squares-Fit (Methode der kleinsten Quadrate)
in einem den CFD-Simulationen vorgelagerten Schritt bestimmt. Fiir die Hauptspezies ng)
bzw. H;n), Oy und H>O werden die Koeffizienten vorab durch Fits an experimentelle Daten
und Korrelationen (sieche Abschnitt 2.5.1.2) bestimmt und anschliefend vom CFD-Code ein-

gelesen. Die entsprechenden Koeffizienten und deren giiltiger Temperaturbereich findet sich
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Abbildung 2.11: Vergleich gefitteter Werte der Viskositéiten (a) und Warmeleitfahigkeiten
(b) von Og bei Idealgasbedingungen mit Daten und Korrelationen aus der
Literatur (Lemmon und Jacobsen (2004) [115], Hanley et al. (1974) [69])

und der NIST Thermo Data Engine Datenbank [157].

im Anhang in Tabellen D.3 und D.4. Fiir die Diffusionskoeffizienten sei an dieser Stelle noch
angemerkt, dass keine Polynomfits verwendet wurden, da die Berechnung nach Fuller et al.
(1966) [55] effizienter ist.

2.5.2 Stoffwerte idealer Gemische

Die Viskositat und Warmeleitfahigkeit eines idealen Gasgemisches kdnnen aus den molgewich-
teten Werten der Reinstoffe gewonnen werden. In dieser Arbeit werden dafiir die Modelle von
Wilke (1950) [243] bzw. Mathur et al. (1967) [131] eingesetzt. Die Viskositét eines diinnen

Gasgemisches ergibt sich damit zu

N, .
i - Xa/iixG
e = Yo Kot (25.5)
=13 Xpdag
A=1

i) V2 1/472
g 1
ig Mw,ﬁ B |:1 + (:uoz /Mﬁ) (Mwﬁ/MWﬂ) :|

. P
mit Pop = Ppa— =
,uﬁg Mw,a [8 (1 + Mw,a/MW,ﬁ)]l/Q

Die Warmeleitfahigkeit berechnet sich aus

-1

Nsp NSP
_ 1 . X
A = — E X A8 E b . 2.5.6
2| & " ( Ai%) (2:56)

a=1

Zur Bewertung der Genauigkeit der verwendeten Mischungsmodelle werden nachfolgend zwei

Beispiele gegeben. Abbildung 2.13(a) zeigt mit verschiedenen Modellen berechnete Viskosi-
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Abbildung 2.12: Vergleich gefitteter Werte der Viskositaten (a) und Warmeleitfahigkeiten (b)
von HsO bei Idealgasbedingungen mit Daten aus der NIST Thermo Data
Engine Datenbank [157].
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Abbildung 2.13: Vergleich berechneter und experimenteller Viskositdten einer Hs-HyO
Mischung (a) sowie Wérmeleitfahigkeiten einer Hy- Ny Mischung (b) bei
Idealgasbedingungen. Experimentelle Daten wurden Huang et al. (2011) [81]
sowie Gray und Wright (1961) [64] entnommen.

taten einer Hy - HoO Mischung bei T = 500 K im Vergleich mit experimentellen Daten von
Huang et al. (2011) [81]. Die Werte der Reinstoffe wurden wie zuvor in Abschnitt 2.5.1 be-
schrieben ermittelt. Das Modell von Wilke (1950) zeigt eine sehr gute Ubereinstimmung mit
dem Experiment. Die &hnliche, jedoch etwas einfachere Formulierung von Herning und Zip-
perer (1936) [77] zeigt im Vergleich teilweise stidrke Abweichungen. Die Modelle von Chung et
al. (1988) [31] (mit wwo-Limitierung fir Hy) sowie Ely und Hanley (1981) [44] berechnen direkt
die Viskositét einer realen Mischung und wurden hier auf eine Mischung bei Idealgasbedin-
gungen angewandt. Die Abweichungen zu den experimentellen Messdaten sind betréchtlich.
Das Modell von Hwang und Whiting (1987) [85], welches eine Erweiterung des Modells von
Ely und Hanley (1981) [44]) fiir polare Fluide ist, zeigt eine bessere Vorhersage fiir hohe

H,0-Anteile. Dieses Beispiel zeigt den zuvor erwidhnten Vorteil des Modells von Huber und
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Abbildung 2.14: Vergleich berechneter und experimenteller binarer Diffusionskoeffizienten ei-
ner HyO - Oy Mischung (a) und einer Hy - O Mischung (b) bei Idealgasbedin-
gungen. Experimentelle Daten wurden Walker und Westenberg (1960) [233]
entnommen.

Hanley (1996) [82] auf, welches bei Idealgasbedingungen in das vorgeschaltete Modell zur
Berechnung der Idealgasviskositdt, in diesem Fall das Wilke-Modell (Wilke (1950) [243]),
iibergeht.

Ein analoges Verhalten lasst sich auch fiir die Warmeleitfahigkeit beobachten. Einen Vergleich
der nach Mathur et al. (1967) [131] berechneten Wérmeleitfiahigkeit mit experimentellen Da-
ten zeigt Abb. 2.13(b) fiir eine Hy- Ny Mischung bei T = 422.5 K. Die Ubereinstimmung mit
dem Experiment ist sehr gut. Da die Berechnung der Warmeleitfahigkeit auf der berechneten
Viskositét aufbaut, ergeben sich fiir die Modelle von Chung et al. (1988) [31] sowie Ely und
Hanley (1983) [45] &hnliche Abweichungen wie in Abb. 2.13(a) (hier nicht dargestellt).

Die binéren Diffusionskoeffizienten Dfﬁ eines diinnen Gemisches werden in dieser Arbeit nach
dem Modell von Fuller et al. (1966) [55] folgendermafen berechnet?:

. . . T1,75
(pDaﬁ)lg — T1,75 dgtéller P Dljﬁ — Dlﬁga —_ 5 dgtéller (257)

Mw,a+Mw,B
mit dFYT = 316227766 - 104 et

(Eé/ Sz Z)

5 -

Dabei ist Yy , das sogenannte Diffusionsvolumen, welches in Tab. D.1 fiir die in dieser Arbeit

verwendeten Spezies gegeben ist?0. Der Ausdruck dg%”er muss nur einmal zu Beginn der

Simulation ausgewertet werden. Dies erlaubt eine effiziente Berechnung von D(ifﬁ.

25Im Gegensatz zur Originalreferenz wird die Formel hier so angegeben, dass alle Gréfen in SI-Einheiten
gegeben sind.

26 Es wurden hier nicht die Werte aus dem urspriinglichen Paper von Fuller et al. (1966) [55] verwendet,
sondern diejenigen aus einer spéteren Veréffentlichung (Fuller et al. (1969) [54]).
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Abbildungen 2.14(a) und 2.14(b) zeigen einen Vergleich experimentell ermittelter und berech-
neter Diffusionskoeflizienten eines idealen H,O-Hs bzw. Hy - Oy Gemisches. Das Modell von
Fuller et al. (1966) [55] deckt sich sehr gut mit den Messdaten von Walker und Westenberg
(1960) [233]. Gegentiber der KGT erscheint es etwas genauer und ist zudem effizienter in der
Berechnung (auch im Vergleich zur Polynomdarstellung aus Abschnitt 2.5.1.3).

2.5.3 Stoffwerte realer Reinstoffe und Gemische

Die Viskositdten und Warmeleitfahigkeiten realer Gemische werden in dieser Arbeit mit dem
Modell von Huber und Hanley (1996) [82] berechnet. Die Vorteile dieses Modells gegeniiber
den Modellen von Ely und Hanley (1981 ,1983) [44, 45| sowie Chung et al. [31] wurden bereits
in den vorangegangenen Abschnitten erldutert. Die Implementierung als Residuumfunktion

orientiert sich in dieser Arbeit an der Darstellung von Poling et al. (2001) [176]".

Das Modell von Huber und Hanley (1996) [82] basiert auf dem (erweiterten®) Prinzip der kor-
respondierenden Zusténde (Pitzer et al. (1955) [172], Leland und Chappelear (1968) [113]).
Dieses besagt, dass sich alle Fluide gleich verhalten, wenn mit auf den kritischen Punkt
bezogenen Werten gearbeitet wird (siche auch Abschnitt 2.1). Die generelle Idee ist es, den
Zustand eines Reinstoffes oder einer Mischung auf einen dquivalenten Zustand eines Referenz-
fluids, in diesem Fall Propan®® (CsHg), zuriickzufiihren. Als Referenzfluid kommen Spezies
in Frage, welche sehr gut vermessen sind und fiir welche eine sehr exakte empirische Korre-
lation iiber einen weiten 7T-p-Bereich angegeben werden kann. Je dhnlicher das betrachtete
Fluid bzw. die betrachtete Mischung dem Referenzfluid ist, umso genauere Ergebnisse sind

zZUu erwarten.

Das prinzipielle Vorgehen besteht darin, mit Hilfe sogenannter Formfunktionen (engl.: sha-
pe functions) die Temperatur 7" und Dichte p einer Spezies bzw. einer Mischung auf eine
aquivalente Temperatur 7 und py abzubilden, bei denen das Referenzfluid bestimmte glei-
che Eigenschaften (z. B. Kompressibilitdtsfaktor, Viskositét etc.) besitzt wie das betrachtete
Fluid (Ely und Hanley (1981,1983) [44, 45]). In der Regel werden allgemeine Formfunktio-
nen verwendet, welche zwar keine perfekte Korrelation herstellen, aber dafiir fiir alle Fluide
und Mischungen giiltig sind. Nachfolgend wird das Modell von Huber und Hanley (1996) [82]

27 Die verwendeten Formeln weichen in einigen Punkten von der Darstellung in Huber und Hanley (1996) [82]
ab. Laut B. E. Poling (private Kommunikation) bestehen Diskrepanzen zwischen dem von Huber und Han-
ley verwendeten Computercode TRAPP und den veréffentlichten Formeln in Huber und Hanley (1996) [82].
Die Gleichungen in Poling et al. (2001) [176] sollen jedoch die implementierten Formeln aus TRAPP akkurat
wiedergeben.

28 Im erweiterten Modell werden sogenannte Formfunktionen verwendet und teilweise weitere Gréfen wie der
azentrische Faktor oder das Dipolmoment beriicksichtigt.

2 Die Eigenschaften von C3Hg sind in Tab. D.1 gegeben. Der Vorteil von C3Hg gegeniiber dem von Ely
und Hanley (1981,1983) [44, 45] verwendeten Methan (CHy) ist, dass C3Hg eine wesentlich niedrige-
re Erstarrungstemperatur besitzt. Die Anwendung des Prinzips der korrespondierenden Zustinde kann
bei Verwendung von CHy dazu fithren, dass die Temperatur 7' des betrachteten Reinstoffes oder der be-
trachteten Mischung auf eine fiir CH, dquivalente Temperatur T; abgebildet wird, bei der CH,4 jedoch in
gefrorenem Zustand vorliegen wiirde. Die Methode wiirde bei diesen Bedingungen somit versagen.
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kompakt dargestellt.

Als erstes werden fiir jede Spezies a mit Stoffwerten von C3Hg reduzierte Grofen (Index ©)

eingefiihrt:

o Zcr,a -
- )
Zcr,CgHg

T P
o cr,o o> - cr,o >
T — ) pcr,a - ’ ZCT,CV

cr,a = Wq — W(C3Hyg - (258)
Tcr,CgHs pcr,CgHg

Q<

Diese werden zur Auswertung der Formfunktionen und der daran ankniipfenden Abbildungs-
funktionen f, und h, herangezogen:
fo =T, [1+ @2(0,05203 — 0,7498 In T} ,,)] , (2.5.9)

cr,a
N~ >

~
Formfunktion fiir T'

1 1

ho = — S [1—w?(0,1436 — 0,28221InT; ,)] . (2.5.10)
pcr,a cr,a

~
Formfunktion fiir p

Dabei ist T} o =T / Tey o wieder die reduzierte Temperatur. Fiir Mischungen werden aus den
Abbildungsfunktionen der Spezies dhnlich der Kombinationsregeln von Zustandsgleichungen
(siche Abschnitt 2.3.2) kombinierte Abbildungsfunktionen gebildet:

fas = (fafs)'?, (2.5.11)
1 3
hes = 5 [h;/?’ n h}ﬂ , (2.5.12)
2 My o My s
Myap = "7~ 2.5.13
op Mw,a + MW,B ( )

Die Abbildungsfunktionen der Mischung f und h werden im Anschluss wiederum &hnlich der
Mischungsregeln von Zustandsgleichungen (siehe Abschnitt 2.3.2) aus den molgewichteten

kombinierten Abbildungsfunktionen gewonnen:

Ngp Nsp

h=> " XoXghas, (2.5.14)

a=1 =1

Nsp Nsp

f = h_lzZXaXﬁfaﬁhaﬁ- (2515)

a=1 =1
Die weiterhin bendtigten Parameter F),, F\ und x, werden folgendermafien berechnet:
Nep Nep

=My &2 b3 XaXp(fasMas) 025 (2.5.16)

a=1 =1
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Tabelle 2.1: Konstanten im TRAPP Modell von Huber und Hanley (1996) [82] (aus Poling
et al. (2001) [176]).

Index ¢ 1 2 3 4
C; -14,113294896 968,22940153 13,686545032 -12511,628378
B; 15,2583985944 5,29917319127 -3,05330414748 0,450477583739
Index 2 5) 6 7
C; 0,0168910864 43,527109444 7659,4543472
B; 1,03144050679 -0,185480417707 -
Nsp Nsp
1/2 _ 4/3
F>\ = MW{CgHsh 2 Z Z XaXﬂ(fOéﬁ/Mwyaﬁ)l/Qho/ﬁ 9 (2517)
a=1 g=1
Nsp
21866 (w — weym,) 172 .
=1 t o= Xow.. 2.5.18
a5 [ 10505 (w —wem)| 0% g; “ (25.18)

Aus den Abbildungsfunktionen der Mischung f und h lassen sich nun eine dquivalente Tem-

peratur und Dichte (Index 0) berechnen, bei der die Stoffdaten von C3Hg ausgewertet werden:
To=T/f , pmo=pumh-107% =h/v,-1072. (2.5.19)

Der Faktor 1072 stammt daher, dass py, o in den nachfolgenden Formeln in der Einheit mol/1
einzusetzen ist. Fiir alle iibrigen Groéfsen werden SI-Einheiten verwendet. Der néachste Schritt

besteht nun darin, die Residuumfunktionen
Ap = Arexp [(pmo)™" A2 + (pm0) (o — 1) A3] — Ar, (2.5.20)
AN =Bipyg+ Ba (pfag)” + (Bs + Ba ) T3) (pias) ' + (Bs + Bs ) T) (p%0)”  (25.21)

auszuwerten. Dabei ist T = Ty /Ter,cams Und p5) g = Pm0/ Pm,er,cs11s- Die Funktionsparameter
A, Ay und Az héngen selbst von T} ab:

Al = eXp(C'l + CQ / T(]) s (2522)
Ay =Cs+Cy /T, (2.5.23)
A3 =Cs5+Cs /Ty +C7 /Ty . (2.5.24)

Die Konstanten B; und C; sind in Tab. 2.1 gegeben. Im letzten Schritt ergeben sich die
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Abbildung 2.15: Vergleich der mit dem Huber-und-Hanley-Modell (Huber und Hanley (1996)
[82]) berechneten Viskositéiten (a) und Warmeleitfahigkeiten (b) von Oy mit
Korrelationen aus REFPROP.

Viskositat u (uPa-s)
=
o
(€]
T o T T T

(&)
o
—T—

Warmeleitfahigkeit . (mW / (m-K))

Viskositat und Warmeleitfahigkeit fiir reale Fluide zu
_ G —6
= p+ F, Ap-1077, (2.5.25)
A=XNC 4+ Py AXN-1073. (2.5.26)

Die Faktoren 107¢ und 1072 werden benétigt, da Ay und A) in den Einheiten pPa-s und
mW/(m - K) gegeben sind.

Ein Vergleich berechneter Viskositaten (Abb. 2.15(a)) und Wérmeleitfdhigkeiten (Abb. 2.15(b))
von Oy mit Korrelationen aus REFPROP zeigt, dass das Modell von Huber und Hanley
(1996) [82] die Abweichungen zum Idealgaszustand sehr gut abbilden kann. Die Genauigkeit
der Modelle von Ely und Hanley (1981 ,1983) [44, 45| sowie Chung et al. [31] ist fiir Oy in et-
wa vergleichbar (hier nicht dargestellt). Quantitativ ergeben sich zwischen den Modellen und
REFPROP Korrelationen vor allem um den kritischen Punkt gréfsere Abweichungen. In der
Nihe des kritischen Punktes tritt in der Realitét eine zusitzliche Uberhthung der Wirmeleit-
fahigkeit (und deutlich schwécher auch der Viskositét) auf, was in der Literatur als ,Critical
Enhancement” bezeichnet wird (Lee (1990) [108]). Diese klingt jedoch mit zunehmender Ent-
fernung vom kritischen Punkt rasch ab und wird in dieser Arbeit nicht beriicksichtigt®.
Die Abweichungen resultieren allgemein auch aus Unsicherheiten in der Dichteberechnung
mittels der verwendeten SRK Zustandsgleichung. Fiir polare Fluide wie HyO konnen die
Ungenauigkeiten wesentlich grofer sein als fiir O,. Fiir Mischungen ist analog zu den Zu-
standsgleichungen mit weiteren Ungenauigkeiten gegeniiber der Betrachtung von Reinstoffen
zu rechnen. Da Mischungen in heutigen Raketenbrennkammern mit Hs - Oy Verbrennung im

operativen Betrieb jedoch vorwiegend bei hohen Temperaturen und damit bei nédherungs-

30 Fiir Mischungen ist der Einfluss des Critical Enhancements zudem meist deutlich geringer als fiir Reinstoffe
(Friend und Roder (1985) [53]).
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weise Idealgasbedingungen vorliegen, spielt dieser Effekt vermutlich nur eine untergeordnete
Rolle.

Die bindren Diffusionskoeffizienten einer realen Mischung wurden in dieser Arbeit mit ei-
nem leicht modifizierten Modell von Riazi und Whitson (1993) [183| berechnet. Dieses ist
im Gegensatz zum Modell von Takahashi (1974) [212] kontinuierlich im gesamten thermo-
dynamischen Bereich anwendbar. Aufbauend auf den Diffusionskoeffizienten eines idealen

Gemisches ergeben sich die entsprechenden Werte fiir eine reale Mischung zu

(meaﬁ) — i Um —
oD =diV & Dag = Dga = (pDap)™® BT dyg™ (2.5.27)

n b+cp/per
mit d&ﬁ:a( .G) :
Ml
b=—-0,27—- 0,38 w,
und c=—-0,0+0,10w.

Hierbei sind p., und w die mit dem Molenbruch gewichteten, arithmetischen Mittelwerte
dieser Grofen beider Komponenten o und § eines bindren Gemisches. Der Ausdruck (pDaﬁ)ig
kann aus Glg. (2.5.7) gewonnen werden. Der Faktor a ist im Originalmodell auf den Wert
1,07 festgelegt. Damit das Modell jedoch unter Idealgasbedingungen gegen das korrekte Limit
eines idealen Gemisches geht, wurde dieser hier modifiziert und zu 1,00 gesetzt. Da die Fehler
im Hochdruckbereich ohnehin oft recht grof sind, spielt diese Anderung zum Originalmodell

in Hohe von 7 % nur eine geringe Rolle.

Gleichung (2.5.27) ist streng genommen nur fiir bindre Mischungen giiltig. Um den Rechenauf-
wand gering zu halten, wurden im CFD-Code fiir alle Speziespaare (a,3) die GroRen g, i, pe,
und w der gesamten Mischung verwendet bzw. fiir die beiden letzten Groéfsen deren mit dem
Molenbruch gewichtetes, arithmetisches Mittel der Reinstoffe. In Raketenbrennkammersimu-
lationen mit Hs - Oy Verbrennung treten iiberwiegend Bereiche auf, in denen naherungsweise
binére Mischungen vorliegen (Hy mit HoO bzw. Oy mit HoO sowie méglicherweise Hy mit Os)
oder Realgaseffekte aufgrund der sehr hohen Temperaturen vernachlassigt werden konnen.
Aus diesem Grund sollte diese Ndherung keinen allzu groften Einfluss entfalten. Da das Modell
von Riazi und Whitson (1993) [183] von y, '“ und v, abhingt, wird die Genauigkeit des Mo-
dells im CFD-Code auch von den vorangeschalteten Modellen fiir die Viskositatsberechnung

sowie der verwendeten Zustandsgleichung beeinflusst.

Abbildungen 2.16(a) und 2.16(b) zeigen einen Vergleich experimentell ermittelter Diffusions-
koeffizienten einer CO,-CoHy Mischung sowie einer HoO - COy Mischung mit berechneten
Werten nach den Modellen von Fuller et al. (1966) [55] (fiir ideale Gase, sieche Abschnitt 2.5.2),
Riazi und Whitson (1993) [183] sowie Takahashi (1974) [212]. Wahrend das Modell von Fuller
et al. (1966) |55] bei niedrigen Driicken noch sehr gute Ergebnisse liefert, werden die Diffu-

sionskoeffizienten mit ansteigenden Driicken zunehmend iiberschétzt. Die Modelle von Riazi
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Abbildung 2.16: Vergleich berechneter bindrer Diffusionskoeffizienten einer CO,-CsHy
Mischung (a) und einer HyO - CO2 Mischung (b) nach den Modellen von Ful-
ler et al. (1966) [55] (fiir ideale Gase), Riazi und Whitson (1993) [183] sowie
Takahashi (1974) [212] mit experimentellen Daten aus Poling (2001) [176]

bzw. Xu et al. (2003) [246].

und Whitson (1993) [183] sowie Takahashi (1974) [212] liefern fiir die CO5 - CoH, Mischung
beide sehr dhnliche und gute Resultate. Im Falle der HyO - COy Mischung wird jedoch deut-
lich, dass wie zuvor erwéhnt das Modell von Takahashi (1974) [212] unphysikalische Werte
liefern kann. Das Modell von Riazi und Whitson (1993) [183| hingegen zeigt auch hier eine

gute Ubereinstimmung mit den experimentellen Messwerten.
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3 Gleichungssatz turbulenter,

reaktiver Stromungen

In diesem Kapitel werden die zugrundeliegenden Gleichungen und Modelle fiir die Simulation
turbulenter Stromungen ohne und mit Verbrennung beschrieben, welche im verwendeten
CFD-Code TASCOM3D (Simsont und Gerlinger (2016) [198]) implementiert sind und ver-

wendet wurden.

3.1 Erhaltungs- und Transportgleichungen

Fiir die Modellierung kompressibler, turbulenter und reaktiver Strémungen werden in die-

31 2 erweiterten Navier-

ser Arbeit die gemittelten®' oder alternativ die raumlich gefilterten®
Stokes Gleichungen verwendet. Aufgrund der starken Dichtevariationen und teils sehr ho-
hen Stromungsgeschwindigkeiten in den durchgefiihrten Simulationen kommt deren kom-
pressible Form zum Einsatz. Der Erhalt von Masse, Impuls und Energie wird durch die
Kontinuitéts-, Impulserhaltungs- und Energieerhaltungsgleichung beschrieben. Die in die-
ser Arbeit verwendete Turbulenzmodellierung basiert auf Zweigleichungsturbulenzmodellen
(Davidson (2011) [39]), so dass zwei weitere Transportgleichungen fiir zwei Turbulenzvaria-
blen gelost werden miissen. Die beiden Turbulenzvariablen stellen entsprechend kombiniert
ein Maf fiir die charakteristischen turbulenten Léngen- und Zeitskalen dar. Fiir die Mo-
dellierung des Speziestransports werden weitere Ny, — 1 Komponentenerhaltungsgleichungen
gelost, wobei Ny, die Anzahl der berticksichtigten Spezies ist. Im Falle reaktiver Stromun-
gen wird ein Finite-Raten Chemie (FRC) Ansatz fiir die Verbrennungsmodellierung gewéhlt
(Gerlinger (2005) [58]). Hierfiir wird ein zusétzlicher chemischer Quellterm in die Komponen-

tengleichungen eingefiigt®3.

Die Navier-Stokes Gleichungen sind ein stark gekoppeltes System von Differentialgleichun-
gen, welches sich kompakt in Vektorschreibweise und unter Zuhilfenahme der Einstein’schen
Summenkonvention®! darstellen lisst. In differentieller Form ergibt sich (Hirsch (2007) [79],
Masatsuka (2013) [128])

31 Zeitliches Mittel fiir stationire RANS bzw. Ensemblemittel fiir instationire URANS Simulationen.

32 Fiir LES bzw. hybride URANS / LES Verfahren (wie z. B. DDES) im LES-Modus.

33 Die Spezieserhaltungsgleichungen werden somit zu reinen Transportgleichungen fiir die jeweilige Spezies.
34 Wenn nicht anders angegeben, wird iiber doppelte Indizes in Produkttermen aufsummiert.
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2 (¥°'Qc) L9 (v°F¢)
ot 8.Tg
Dabei ist Q. der konservative Variablenvektor, F, der Flussvektor in /-Richtung, S der Quell-

termvektor, ¢ die Zeit und z, die Raumkoordinate in /-Richtung. Fiir den zweidimensionalen,

—S. (3.1.1)

rotationssymmetrischen Fall reprédsentiert y = x5 die Koordinate senkrecht zur Rotations-
achse z = x; und es gilt § = 1 (Meng und Yang (2003) [139], Masatsuka (2013) [128], Shuen
et al. (1993) [195]). Zusétzlich enthélt der Quellterm S weitere Eintrége aufgrund der Koor-
dinatentransformation in Zylinderkoordinaten. Fiir alle anderen Fille gilt 6 = 0. Der Index
¢ durchlauft alle Raumrichtungen von 1 bis Np;, = 1, 2, 3 fiir 1D, 2D und 3D Simulationen.
Der Wertebereich fiir die Indizes ¢,m,n = 1,...,Npjm und o, 8 = 1,....Ng, — 1 wird in den

nachfolgenden Gleichungen nicht weiter explizit angegeben.

Fiir die in dieser Arbeit verwendete Finite-Volumen Diskretisierungsmethode (Versteeg und
Malalasekera (2007) [230]) wird die mathematisch dquivalente Integralform verwendet (Hirsch
(2007) [79], Masatsuka (2013) [128]):

%/y‘chdV’+fy5Fe ds; = /de’. (3.1.2)

Q S Q

Dabei ist 2 das integrierte Volumen und S dessen Oberfliche. Diese Form ist allgemeiner
und lésst auch Unstetigkeiten in der Losung zu, wie sie an Phasengrenzen (z. B. bei lokaler
Kondensation) oder in Uberschallstromungen an Verdichtungsstéken (z.B. bei Stromungs-
ablosung in unterexpandierten Diisen von Raketentriebwerken) vorkommen. Fiir eine tiber-
sichtlichere Darstellung und bessere Lesbarkeit wird nachfolgend jedoch auch teilweise auf

die differentielle Form zuriickgegriffen.

Der in den Gleichungen (3.1.1) und (3.1.2) verwendete Vektor der konservativen Variablen

ergibt sich fiir die gewéhlte Turbulenz- und Chemiemodellierung zu

Qc:p[la{af}aétotaKa w,{f/a}]T- (3.1.3)

Variablen in geschweiften Klammern stellen Reihenvektoren mit entsprechender Anzahl an
Eintrédgen dar. Die im Vektor Q. enthaltenen Variablen sind die Dichte p, die Geschwindig-
keitskomponenten in ¢-Richtung wu,, die massenspezifische Totalenergie ey, sowie der Vektor
der Speziesmassenbriiche {Y,}. Ein ~ kennzeichnet gemittelte bzw. gefilterte Variablen un-
ter Verwendung der Reynolds-Zerlegung, Variablen mit ~ stehen analog fiir Variablen, die
sich unter Verwendung der dichtebasierten Favre-Zerlegung ergeben (Hirsch (2007) [79]). Q.
enthélt zudem zwei Turbulenzvariablen. Fiir die in dieser Arbeit verwendeten Zweigleichungs-
turbulenzmodelle sind dies stets die turbulente Frequenz w sowie eine weitere Variable K.

Diese repriisentiert entweder die turbulente kinetische Energie k oder deren Wurzel ¢ = v/k.

Der Quelltermvektor S besitzt Eintrdge aufgrund von Gravitation (soweit nicht vernach-
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lassigt) in den Impuls- und Energieerhaltungsgleichungen, aufgrund von Turbulenz in den
Transportgleichungen fiir die Turbulenzvariablen und aufgrund von chemischen Reaktionen
in den Speziestransportgleichungen. Aufserdem ergeben sich wie schon erwahnt weitere Ein-
trage im Falle achsensymmetrischer Rechnungen. Der Quelltermvektor ergibt sich mit dem

Beschleunigungvektor durch Gravitation® {g,} = [~9,81 m?/s,0,0]" zu

T
S = y5 [07 {ﬁgf} 7ﬁﬂ‘5gé 9 SK 9 SUJ ) {SYQ}:| (314)
402 on v\ T
+5{0,0,p—§/~beff§+§(Meﬁ(%-l-a—y)—l—pk),o,...,(]}.

Dabei sind 4 = u; und v = uy die Geschwindigkeitskomponenten in Richtung x = x; bzw.
y = To und peg ist die effektive Viskositat. Sk und S, sind Quellterme in den Turbulenzglei-

chungen aufgrund von Produktion, Dissipation und Umverteilung von Turbulenz.

Der Flussvektor in die /-Raumrichtung
F,= (F,—Fay), (3.1.5)
lasst sich in die Anteile aus reibungsfreiem (konvektivem und akustischem) Fluss Fy
Fio = wQc+ [0,{p dum}, @ p,0,...,0]" (3.1.6)
und reibungsbehaftetem (diffusivem) Fluss Fg

ok 0K

Ow T
F =10 m 7~ m ef 7 — y He a_ o Meffw -a 3.1.7
a0 ATem} s Were + ety oY Hett i< 5 Heft {Ja} (3.1.7)

aufspalten. Dabei ist 4, das Kronecker-Delta. ptegr, x und pesr , sind die effektiven Diffusions-

koeffizienten in den Turbulenzgleichungen.

Die diffusiven Fliisse enthalten weitere Terme, welche modelliert werden miissen. Die Kom-
ponenten des effektiven Spannungstensors 74, werden mit Hilfe der Boussinesq- und Stokes-
Hypothese sowie der Annahme eines Newton’schen Fluides auf folgende Weise modelliert
(Hirsch (2007) [79], Masatsuka (2013) [128], Versteeg und Malalasekera (2007) [230]):

( Oty ou,, 20u,
Tem = Heff

2
— = — —pkdgy, . 1.
0%, * oxy 383:,15[7”) 3'0 Otm (3.1.8)

Der modellierte Warmestrom ¢, setzt sich aus einem Anteil aus der Fourier’schen Wérmelei-

tung und einem Anteil aufgrund von Enthalpietransport durch Speziesdiffusion zusammen:

35 Die x1-Achse des Koordinatensystems wird senkrecht zur Gravitationskraft angenommen.
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~ Nsp

oT b
= Nt P> haYalip. 3.1.9
o) ﬁ&w + /)a:1 Uy, ( )

Hierbei ist Aeg die effektive Wérmeleitféhigkeit. Die Diffusionsgeschwindigkeiten Ay, wer-
den iiber das Fick’sche Gesetz modelliert (CHEMKIN® [23]):

Al = =Dy e ——. (3.1.10)

Dabei ist D, eq ein effektiver Diffusionskoeffizient der Spezies o in die Mischung, welcher
sich aus einem laminaren D, und einem turbulenten D; Anteil zusammensetzt. Ersterer
wird wie folgt aus den Molanteilen und den bindren Massendiffusionskoeffizienten gewonnen
(CHEMKIN® [23)):

NSP ~
¥y
1- X Z
Dy= %l (3.1.11)
sp Xﬁ sp X;
=1 Pes =1 Pes
fra fa

Um eine mathemathisch wohl definierte Gleichung fiir den Grenzfall eines Reinstoffes zu
erhalten, ist die Formulierung auf der rechten Seite in Glg. (3.1.11) mit X’g — max(X3,107'2)
zu verwenden (CHEMKIN® [23]).

Da die Verwendung eines approximierten Diffusionskoeffizienten D, in der Regel nicht ge-

wahrleistet, dass sich die Summe der Diffusionsstrome j, mit
Jo = —pYallige (3.1.12)

zu Null ergibt, muss eine Korrekturdiffusionsgeschwindigkeit (CHEMKIN® [23])

Nep

A" = =" YAy " (3.1.13)
B=1

eingefiithrt werden. Die korrigierten Diffusionsgeschwindigkeiten aus Glg. (3.1.9)
Al = Al s + A™ (3.1.14)

erfiillen dann, wie leicht nachzurechnen ist, die Bedingung

NSD Nsp
> da=-0Y Yaliya =0. (3.1.15)
a=1 a=1

Die effektiven Transportkoeffizienten in Gleichungen (3.1.8) - (3.1.10) setzen sich jeweils

zusammen aus ihrem molekularen, physikalischen Anteil sowie ihrem turbulenten Anteil.
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Letzterer stammt aus der Modellierung der ungeschlossenen Terme, die bei der Mittelung
bzw. bei der rdumlichen Filterung entstehen. Mittels eines einfachen Gradienten-Diffusions-
Ansatzes in Analogie zu den molekularen Anteilen werden diese Terme geschlossen (Versteeg
und Malalasekera (2007) [230]):

Hheft = [+ fg (3.1.16)
Mt = A+ A = A4+ P (3.1.17)
Prt
Daett = Do+ Dy = Dy + 2 | (3.1.18)
Scyp

Der Einfluss turbulenter Schwankungen auf die molekularen Transportkoeffizienten wird ver-
nachlissigt (14 ~ fi, A &~ A und D, ~ D,,). Die turbulente Viskositit wird iiber das Tur-
bulenzmodell berechnet. Die turbulente Prandtl- und Schmidt-Zahl (Pr, Sc;) werden in der
Regel abhéngig vom Testfall und meistens gleich grofs gewéhlt. In der Literatur finden sich
typische Werte von 0,9 fiir die Simulation von Grenzschichten, 0,7 fiir axialsymmetrische
Freistrahlen und 0,5 fiir planare Freistrahlen (Launder (1991) [103]). Tatséchlich kénnen bei-
de Parameter in komplexeren Stromungen jedoch stark variieren und ihr Einfluss auf die

Simulationsergebnisse kann so grof sein wie die Wahl des Turbulenzmodells (Ivanova et al.
(2012) [87], Keistler (2009) [91], Xiao et al. (2005) [245]).

Bei der Modellierung der diffusiven Prozesse bleiben Thermodiffusion (Soret-Effekt) sowie der
komplementére Dufour-Effekt in dieser Arbeit unberticksichtigt. Oefelein (2002 ,2006) [160,
161] zeigt jedoch, dass beide Effekte bei iiberkritischen Bedingungen nur einen geringen
Einfluss auf die Durchmischung und Verbrennung von Hs und O, in Raketenbrennkammern
mit koaxialer Einspritzung haben. Ebenso konnen Einfliisse aus Druckdiffusion und Strahlung

in dieser Arbeit vernachlassigt werden.

Um ein geschlossenes Gleichungssystem zu erhalten sind weitere Beziehungen nétig. Der

Massenanteil der Ng,-ten Spezies ergibt sich aus nachfolgender Bedingung:

Nep Nep—1
Y V=1 = Yy, =1-> Y. (3.1.19)
a=1 a=1

Zudem gilt fiir die gemittelte massenspezifische Totalenergie
. 1 - p 1_
Etot :€+§Wuz+k’= h — t+§ueue+k3. (3.1.20)
p

Die Verkniipfung von Druck, Dichte, Temperatur und Spezieszusammensetzung erfolgt iiber

eine (thermische) Zustandsgleichung in der allgemeinen Form

p=p(pTAYa}) = p(p.TAYa}). (3.1.21)
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Dabei werden der Einfluss turbulenter Schwankungen der unabhéngigen thermodynamischen
Variablen p, T und Y, auf p wegen fehlender, zuverlissiger Modelle vernachlissigt (Yang
(2004) [248]). Gleiches gilt fiir die spezifische Energie und Enthalpie: ¢ = é(p,T{Ya}) ~
é(ﬁ,T,{ffa}) und h = iz(p,T,{Ya}) ~ ﬁ(ﬁ,f,{ffa}). Zuletzt werden noch die Stoffeigenschaf-
ten (u, A, und D,g) aller Spezies sowie Modelle zur Berechnung der Wirmekapazitéten,
Enthalpien und Entropien bei Idealgasbedingungen (C;G, hi% und s'“) benétigt, worauf in
Kapitel 2 bereits ausfiihrlich Bezug genommen wurde. Die Werte bei Realgasbedingungen
ergeben sich fiir letztere aus der Zustandsgleichung in Kombination mit konsistenten und

allgemeingiiltigen thermodynamischen Formeln (siehe ebenso Kapitel 2).

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden aus Griinden der Kompaktheit und Ubersichtlichkeit
die Terme fiir 2D achsensymmetrische Rechnungen weggelassen (6 = 0). Die Erweiterung
auf 2D achsensymmetrische Stréomungen ist jedoch leicht durch erneutes Hinzufiigen der

entsprechenden Terme zu bewerkstelligen.

3.2 Turbulenzmodellierung

Im Zuge dieser Arbeit kommen sowohl RANS bzw. URANS Simulationen als auch ein hybri-
des URANS / LES Verfahren, DDES genannt (Kindler (2014) [96]) zur Anwendung. Hierfiir
werden zur Modellierung der Turbulenz die gemittelten oder gefilterten Navier-Stokes Glei-
chungen gelost (siehe vorherigen Abschnitt). RANS bzw. URANS Simulationen erfordern
einen deutlich geringeren Einsatz an Rechenressourcen als der Einsatz hochwertigerer LES
oder gar DNS, bei denen die turbulenten Wirbelstrukturen teilweise oder ganz durch das
Rechengitter aufgelost werden miissen (Hirsch (2007) [79]). Insbesondere die deutlich hohe-
ren Anforderungen an die wandparallele Gitterauflésung in der Grenzschicht erhéhen den
Rechenaufwand von LES und DNS erheblich.

3.2.1 RANS und URANS

Fiir die RANS und URANS Simulationen wurden drei in TASCOMS3D verfiighare Zweiglei-

chungsturbulenzmodelle eingesetzt:
e ¢-w von Coakley (1992) [32],
e k-w von Wilcox (2008) [242],
e k-w SST (Shear Stress Transport) von Menter (1993) [141].

Im k-w und k-w SST Modell werden zwei zusétzliche Transportgleichungen fiir die turbu-
lente kinetische Energie k£ und die turbulente Frequenz w = €/k gelost, fiir das ¢-w Modell
hingegen fiir ¢ = vk und w. Hierbei ist € die Dissipationsrate der turbulenten kinetischen

Energie, welche ein Maf fiir den turbulenten Energietransport in der Energiekaskade von den
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grofsen zu den kleinen Wirbeln darstellt. Die detaillierten Transportgleichungen kénnen den
Originalreferenzen oder fiir die Implementierung in TASCOMS3D den Arbeiten von Gerlinger
(1995) [56], Stoll (2001) [208] sowie Kindler (2014) [96] entnommen werden. Die jeweiligen
beiden Turbulenzgréffen werden zur Berechnung der turbulenten Viskositdt verwendet, um

das gemittelte bzw. gefilterte Gleichungssystem zu schliefsen:

pe = pi (k,w) bzw. pe = pe (¢, w) - (32.1)

Alle drei verwendeten Turbulenzmodelle sind sogenannte Low-Reynolds Turbulenzmodelle.
Die mit diesen Modellen verwendeten Rechengitter zeichnen sich durch eine feine Gitter-
auflosung entlang von Wénden in lokal zu den Wénden orthonormaler Richtung aus. Die
wandnéchste Zelle sollte als Richtwert so gewdhlt werden, dass fiir deren dimensionslosen
Wandabstand y* < 1 erfiillt ist®® (Menter et al. (2003) [140]). Dies wurde auch in dieser
Arbeit bei der Gittergenerierung berticksichtigt. Die steilen Gradienten der Stromungsgro-
Ken an den Wéanden werden damit durch das Rechengitter aufgelost und nicht modelliert, so
dass sich Rechnungen mit Low-Reynolds Turbulenzmodellen auch zur Simulation komplexer
wandnaher Stromungen (z. B. mit Ablosung) eignen®’. In den in dieser Arbeit priisentierten
Simulationen zeigte sich das ¢-w Modell als das numerisch robusteste. Allerdings wurde auch
ein stark dampfender und diffusiver Einfluss auf die Stromung gegeniiber den beiden anderen
verwendeten Modellen beobachtet. Sowohl das ¢-w als auch das k-w SST Modell eigneten
sich in den untersuchten Testféllen eher dazu, ein stationdres Stromungsfeld als Losung zu er-
halten. Simulationen mit dem k-w Modell zeigten auf identischen Rechengittern tendenziell

ein instationareres Verhalten.

3.2.2 Hybrides URANS / LES Verfahren: DDES

Die DES (Detached-Eddy Simulation) von Spalart et al. (1997) [205] verkniipft die Vorteile
von URANS Simulationen und LES. In der wandnahen Grenzschicht werden die Gleichungen
im URANS-Modus gelost, wihrend in der Kernstromung die modellierte turbulente Wir-
belviskositdt reduziert und somit im LES-Modus gerechnet wird. Der Einsatz von RANS
Modellen an Winden reduziert die erforderliche Gitterauflosung in wandparalleler Richtung
deutlich gegeniiber einer reinen LES. Zudem sind RANS Turbulenzmodelle oft fiir eine gu-

te Wiedergabe wandnaher Stromungen kalibriert. In der Kernstromung unterscheidet sich

36 Die wandnichste Zelle befindet sich damit im Low-Reynolds Bereich, also im Bereich sehr niedriger
Reynoldszahlen, in dem die Reibungskréfte gegeniiber den Tréagheitskraften dominieren.

37 Fiir die Simulation wandnaher Strémungen kénnen auch sogenannte High-Reynolds Turbulenzmodelle wie
das k-e Modell herangezogen werden (Davidson (2011) [39]). Diese verwenden eine grobe Wandauflésung
(30 < y™ < 100 fiir die wandniichste Zelle) und sind daher weniger rechenintensiv (Davidson (2011) [39]).
Die Verkniipfung zwischen Wand und Kernstrémung wird modelliert und erfolgt iiber sogenannte Wand-
funktionen (Davidson (2011) [39]). Da diese auf der Annahme einer vollausgebildeten, turbulenten Grenz-
schicht basieren, sind High-Reynolds Turbulenzmodelle jedoch in der Regel nicht fiir die Berechnung wand-
naher Strémungen mit Ablésung geeignet.
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die DES praktisch nicht von einer reinen LES und die feinskaligen, turbulenten Strukturen
werden bei entsprechend feinem Rechengitter grofstenteils aufgelost anstatt modelliert. Die
DDES (Delayed DES) von Spalart et al. (2006) [204] ist eine Weiterentwicklung der DES mit

einem verbesserten Ubergang zwischen beiden Zonen®®.

Die DES und die DDES wurden urspriinglich von Spalart et al. (1997) [205] und Spalart et
al. (2006) [204] aufbauend auf dem Eingleichungsturbulenzmodell von Spalart und Allmaras
(1992) [203] entwickelt, sind jedoch auch auf andere Turbulenzmodelle wie das k-w Modell
von Wilcox (2008) [242] und das k-w SST Modell von Menter (1993) [141] anwendbar (Travin
et al. (2004) [217]). In dieser Arbeit wird die DDES in Kombination mit dem % - w Modell wie
von Kindler (2014) [96] implementiert verwendet. Das Umschalten zwischen URANS- und
LES-Modus erfolgt hier durch eine Modifikation der turbulenten RANS-Langenskala ¢;_,, im
Dissipationsterm Dy, gans der k-Gleichung, welcher Bestandteil des Quellterms Sy, ist:
1:3/2 L1/2

it oy~ —. 3.2.2
G mit b " (3.2.2)

Dy rans ~ kw ~
Das Léngenmaf ¢;_,, wird nun durch einen neuen Ausdruck

lppes = Li—w — foprs - max(0, 4,_, — Coprs Appes) (3.2.3)

ersetzt. Dabei ist fppgs eine Uberblendfunktion, Cppgg eine Konstante dhnlich der Smagorin-
sky-Konstante (Smagorinsky (1963) [199]) und Appgs die lokale Filterweite, welche in der
Kernstromung etwa der langsten Zellseite entspricht. Die Berechnung der Filterweite und der
Uberblendfunktion nach Spalart et al. (2006) [204] erméglicht ein korrektes Umschalten vom
URANS-Modus an der Wand mit Léngenskala f;_,, hin zum LES-Modus in der Kernstro-
mung mit Lingenskala ¢pprs = Cpprs Apprs. Die turbulente Viskositat wird im LES-Modus
deutlich reduziert (u; ~ l3pps < ¢2_.,). Unter der Annahme, dass lokal ein Gleichgewicht
aus Turbulenzproduktion (auf der makroskopischen Ebene der grofen Wirbel) und Energie-
dissipation (auf der mikroskopischen Ebene der kleinsten Wirbel) besteht, geht die DDES im
LES-Modus in die Form des Modells von Smagorinsky (1963) [199] iiber?®. Im LES-Modus
ist die k-Gleichung zudem fast vollstandig von der w-Gleichung entkoppelt. Eine Ubersicht
zum in dieser Arbeit verwendeten DES Ansatz findet sich in Kindler (2014) [96].

38 Die DES neigt zu einem zu frithen Umschalten in den LES-Modus in der Grenzschicht (Spalart et al.
(2006) [204]).

39 Exakt ist dies nur fiir inkompressible Stromungen der Fall, da das Smagorinsky-Modell auf Basis inkom-
pressibler Stromungen entwickelt wurde. Die Anteile aufgrund von Kompressibilitat und der modellierten
turbulenten kinetischen Energie im Spannungstensor sind jedoch in vielen Féllen weitgehend vernachlés-
sigbar.
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3.3 Verbrennungsmodellierung

Der Quellterm Sy, in den Speziestransportgleichungen beschreibt die Umsatzrate der jewei-
ligen Spezies durch chemische Reaktionen. Dieser Term ist eine stark nichtlineare Funktion
der Temperatur und Spezieskonzentrationen. Der bei der Mittelung bzw. Filterung entste-
hende, gemittelte bzw. gefilterte chemische Quellterm ist nicht mehr eine geschlossene Funk-
tion der gemittelten bzw. gefilterten Temperatur und Spezieskonzentrationen, sondern hiangt
auch von deren Schwankungsgrofen ab. Mit Hilfe von Ansétzen basierend auf Wahrschein-
lichkeitsdichtefunktionen kann der Einfluss turbulenter Schwankungen auf die Reaktionsrate
berticksichtigt werden (Gerlinger (2005) [58]). Turbulenz-Chemie-Interaktion bleibt jedoch im
Rahmen dieser Arbeit unberiicksichtigt. Damit werden die gemittelten Reaktionsraten nur
als Funktion der gemittelten, unabhéngigen Variablen modelliert, was bei stark turbulenten

Flammen zu grofseren Fehlern in der Modellierung fithren kann:

Sy. =Sy (p, T, {Va}) ~ Sy.(p,T AVa}). (3.3.1)

Bei dem in dieser Arbeit verwendeten Finite-Raten Chemie (FRC) Ansatz wird die Verbren-
nung als System von Elementarreaktionen dargestellt. Dafiir werden teils sehr detaillierte
Reaktionsmechanismen verwendet, die der Literatur entnommen werden kénnen. Fiir Hy - Oy
Verbrennungssimulationen bei hohen Driicken existieren einige gut validierte Reaktionsme-
chanismen. Die Mechanismen von O Conaire et al. (2004) [158], Li et al. (2004) [119] und
Burke et al. (2012) [18] sind fiir den Bereich der Hochdruckverbrennung validiert, wie er in
Raketenbrennkammern vorkommt. Alle drei Reaktionsmechanismen basieren auf 19 Reaktio-
nen und acht Spezies (Hy, Oo, OH, H, O, HO5, HyO2, H50), fiir die jeweils (bis auf die letzte

Spezies) eine Transportgleichung gelost werden muss.

Das System von Elementarreaktionen lasst sich fiir Ny, Spezies und N, Elementarreaktionen

kompakt in folgender Darstellung zusammenfassen:
NSP Ef Nsp
Uy »Ca ; Vg rCa 5 7 =1,.,N,. (3.3.2)

b”"al

Dabei stehen v, und v, fiir die Stéchiometriekoeffizienten der Edukte und Produkte der

Komponente « in der Elementarreaktion r (Gerlinger (2005) [58]). Die Konzentration einer
Spezies « ist .
pYa
M,

Co —

(3.3.3)

wobei sich die Konzentration der letzten Spezies Ny, mit Hilfe der Kontinuitédtsgleichung aus

o (1 - Z_ Y) (3.3.4)

WNSp
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ergibt. Die gemittelte Geschwindigkeitskonstante kg, (f = forward) der Hinreaktion r wird

tiber einen Arrhenius-Ansatz (unter Vernachldssigung turbulenter Schwankungen) berechnet:

_ . N
ke ~ A T"ex = . 3.3.5
: o(5) 3.5
Dabei werden die Arrheniuskonstante A,, der Temperaturkoeffizient n, sowie die Aktivie-
rungsenergie F, aus dem verwendeten Reaktionsmechanismus entnommen. Die gemittelte
Geschwindigkeitskonstante kp,, (b = backward) der Riickreaktion wird iiber die Gleichge-

wichtskonstante K, mit

kp, = =" (3.3.6)

Cr

ermittelt. Die temperaturabhéngige, auf Konzentrationen bezogene Gleichgewichtskonstante

ergibt sich wiederum zu
Nsp

_ _ E (Vg,'rfyéx,r)
K. =K, (;OT)“‘I . (3.3.7)

Der Referenzdruck py ist 1,01325 bar. Die auf Fugazitéten (siche Abschnitt 2.4.2.4) basierte
Gleichgewichtskonstante K7, ist dabei fiir reale Fluide

Nsp
Ky = |~ 22 3 0 ) 339
u- =1

Fiir ideale Gase entspricht K, der auf Partialdriicken basierten Gleichgewichtskonstante K,
und das chemische Potential [, = Go = itza - T 5o der molaren Gibb-Energie fha = gﬁa =
hi¢, — T3S . Die partiellen molaren Enthalpien und Entropien gehen bei Idealgasbedingun-
gen in die molaren Speziesenthalpien und -entropien iiber. Da die Hy-Os Verbrennung in
Raketenbrennkammern erst bei hohen Temperaturen einsetzt, bei denen nahezu Idealgasbe-
dingungen vorherrschen, kénnen die gleichen Ausdriicke wie fiir ideale Gase verwendet werden
und es ist keine Code-Modifikation an dieser Stelle sowie in den entsprechenden Ableitungen
des chemischen Quellterms nach Druck, Temperatur und Speziesmassenbriichen nétig, welche

im impliziten Losungsverfahren in den Jakobimatrizen benotigt werden (siehe Kapitel 4).

Der chemische Quellterm ergibt sich schliefslich zu

Nr Nsp Nsp
Sy, = My, Y [(ygvr — ) (k;fr [T =k ] 55‘”") cM] (3.3.9)
a=1 a=1

mit der (reaktionsabhéngigen) Konzentration der fiktiven, inerten Komponente M

1 fir Zweierstofireaktionen,

My = Nop (3.3.10)
> eprCp fir Dreierstofreaktionen mit inertem Reaktionspartner.
B=1
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Die Dreierstofeffektivitdten €3, konnen den Reaktionsmechanismen entnommen werden.
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4 Numerisches Losungsverfahren

In diesem Kapitel wird das numerische Verfahren beschrieben, welches zum Losen der in

Kapitel 3 eingefiihrten, turbulenten Strémungsgleichungen mit Verbrennung eingesetzt wird.

4.1 Prakonditionierung und Zeitintegration

Die Konvergenz eines Losungsverfahrens zur Zeitintegration des Gleichungssystems (3.1.1)
hangt mafgeblich von der Konditionierung des Gleichungssystems selbst ab, also dem Verhélt-
nis der grofsten und kleinsten Zeitskalen, bei denen die physikalischen Phénomene ablaufen.
Die Zeitskalen der chemischen Elementarreaktionen in Verbrennungsprozessen unterscheiden
sich beispielhaft um mehrere Grofenordnungen (Gerlinger (2005) [58]). Auch die Zeitskalen
der Wirbel in einer turbulenten Stromung variieren sehr stark. Dies resultiert in einem sehr
steifen Gleichungssystem mit schlechter Konditionszahl. Die Konditionszahl ist definiert als

max: [\ (4.1.1)

0= min; ‘)\(i)} '
Eine Konditionszahl Ko ~ 1 entspricht einem sehr gut konditionierten System, sehr grofe
Konditionszahlen einem sehr schlecht konditionierten System. Die Eigenwerte des Gleichungs-
systems werden durch A(;) repréasentiert, welche als Geschwindigkeitskalen bzw. inverse Zeits-
kalen betrachtet werden konnen. Der betragsmékig grofste Eigenwert begrenzt den maximal

wahlbaren Zeitschritt der meisten numerischen Verfahren.

Der Einsatz expliziter Zeitintegrationsverfahren wiirde sehr kleine Zeitschritte erforderlich
machen, um ein stabiles Verfahren zu erhalten (Gerlinger (2005) [58|, Hirsch (2007) [79]).
Aufgrund der damit verbundenen grofen Anzahl benétigter Zeitschritte (bei instationédren
Simulationen) bzw. Iterationen bis zur Konvergenz des Verfahrens (bei stationédren Simu-
lationen) sind explizite Verfahren fiir viele Anwendungen oft ineffizient. Durch die (Punkt-
)Jimplizite Behandlung des chemischen und turbulenten Quellterms in Glg. (3.1.1) werden
zwar die Werte des betragsmifig groften Eigenwerts und damit der Konditionszahl nicht
verringert, d. h. die hohe Steifigkeit des Gleichungssystems (3.1.1) aufgrund der chemischen
und turbulenten Quellterme sowie die damit verbundene langsame Konvergenzrate bleiben
also erhalten (Meister (2011) [138]), jedoch kénnen wesentlich grofere Zeitschritte gewéhlt

werden, ohne dass das numerische Verfahren instabil wird. Der erhchte Rechenaufwand pro
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1035““|“\\

ohne Prékonditionierung
mit Prakonditionierung

Konditionszahl (-)

0051|1|5é253
Machzahl (-)

Abbildung 4.1: Konditionszahl der Euler-Gleichungen in Abhéngigkeit der Machzahl ohne
und mit Prékonditionierung (Stoll (2001) [208]).

Iteration und der fiir instationédre Simulationen zusétzliche Aufwand aufgrund des notigen
iterativen Vorgehens in impliziten Verfahren kann in vielen Fallen durch die schnellere Kon-
vergenz aufgrund der grofser wiahlbaren Zeitschritte mehr als wett gemacht werden. Der Zeit-
schritt kann so grofs gewahlt werden, dass das numerische Verfahren noch stabil ist. Fiir
instationdre Simulationen sollte er jedoch klein genug sein, um die wichtigsten, physikali-
schen Phanomene mit hinreichender Genauigkeit zeitlich aufzulésen und die numerischen

Abbruchfehler aus der zeitlichen Diskretisierung gering zu halten.

Eine weitere Ursache der (lokal) hohen Steifigkeit in den Stromungsgleichungen (3.1.1) sind
die (lokal) stark unterschiedlichen Zeitskalen bzw. Ausbreitungsgeschwindigkeiten von kon-
vektiven und akustischen Storungen in der Stromung. Fiir stationére, laminare, nichtrea-
gierende Stromungen bei hohen Reynoldszahlen und damit Vernachlassigung der diffusiven
Fliisse sowie der Chemiequellterme und Turbulenzgleichungen sind dies die Eigenwerte der
Jakobimatrizen der reibungsfreien Fliisse, also |u| + as, |u|- as und |ul. Dabei ist |u| = ||@stie|2
der Betrag der Gesamtgeschwindigkeit. Diese Eigenwerte représentieren die Ausbreitungsge-
schwindigkeiten konvektiver und akustischer Storungen in den Euler-Gleichungen entlang so-
genannter Charakteristiken (Hirsch (2007) [79]). Die sich so ergebende Konditionszahl (ohne
Prakonditionierung) ist in Abb. 4.1 in Abhéngigkeit der Machzahl Ma = |u| / a5 aufgetragen
(Stoll (2001) [208]).

Fiir sehr kleine Machzahlen (Ma — 0) und im sonischen Bereich (Ma = 1) ergibt sich das
Problem, dass die Konditionszahl singulér wird. Dies fiihrt fiir Stromungen in diesen Berei-
chen (lokal) zu einem sehr schlechten Konvergenzverhalten. Bei verschwindender Machzahl
kommt erschwerend hinzu, dass die Dichte im Gegensatz zum Druck nur noch sehr schwach
an die Geschwindigkeit der Stromung gekoppelt ist: |dp/p| = Ma?|du/u| (VDI (2005) [229]).
Dies resultiert in grofen numerischen Fehlern durch die endliche Stellenanzahl in der Gleit-
kommaarithmetik (Lee (2005,2007) [109, 110]). Eine implizite Behandlung der konvektiven
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Terme verbessert zwar die Stabilitdt des Verfahrens und erlaubt grofsere Zeitschritte, bei
niedrigen und sonischen Machzahlen wird eine gute Konvergenz jedoch weiterhin durch die

schlechte Konditionszahl verhindert.

Fiir (lokal) sonische Stromungsbereiche ldsst sich dieses Problem nicht allgemein 16sen (Lee
(1998) [106], Lee (2012) [111]). Die Konvergenz in Bereichen niedriger Machzahlen kann aber
durch etablierte Techniken verbessert werden. Ein Ausweg sind Druck-basierte Loser (Vers-
teeg und Malalasekera (2007) [230]), welche in speziellen Algorithmen zuerst den an die Ge-
schwindigkeit gekoppelten Druck berechnen und im Anschluss die Dichte aus der Beziehung
p=p(p,T,{Y,}) bestimmen. Diese Loser finden vorwiegend fiir inkompressible Strémun-
gen® Anwendung, auch wenn Erweiterungen auf kompressible Stromungen fiir den gesam-
ten Machzahlbereich existieren (Ferziger und Peri¢ (2002) [50]). Alternativ kénnen Dichte-
basierte Losert! durch eine Prikonditionierung erweitert werden (Turkel (1992,1999) [218,
219]), um auch Strémungen mit (lokal) sehr niedrigen Machzahlen berechnen zu kénnen. Dies
hat die Vorteile, dass einerseits der gesamte Machzahlbereich abgedeckt wird und andererseits
weiterhin die Kontinuitatsgleichung gelost wird und damit die Massenerhaltung gewéhrleistet

bleibt.

Die Idee der Prékonditionierung besteht darin, ein modifiziertes Gleichungssystem zu losen,
welches bessere Konvergenzeigenschaften besitzt (Ko = O (1) fiur Ma — 0), dessen Losung im
auskonvergierten Zustand jedoch in die des urspriinglichen Gleichungssystems iibergeht. Die
Eigenwerte des reibungsfreien Systems werden dazu auf die Grofenordnung O(|ul) skaliert.
Fiir Bereiche niedriger Reynoldszahlen sowie fiir instationére, reagierende und turbulente
Stromungen ergeben sich lokal Anderungen der Eigenwerte. Dies kann bei der Prikondi-
tionierung bertiicksichtigt werden, um eine weitere Verbesserung der Konvergenz zu erzie-
len (Choi und Merkle (1993) [28], Gerlinger (2005) 58], Lee (1998) [107], Turkel und Vatsa
(2010) [220], Venkateswaran und Merkle (1995) [228], Vigneron et al. (2006 ,2008) [231, 232]),
kommt in dieser Arbeit jedoch nicht zur Anwendung. Neben den Eigenwerten kann auch die
Orientierung der Eigenvektoren zueinander einen entscheidenden Einfluss auf die Konvergenz
und Robustheit des Verfahrens nehmen (deMedeiros und de B. Alves (2012) [40], Darmofal
(1996) [38]). An Staupunkten und zu Beginn von Simulationen kénnen (nahe) parallele Eigen-
vektoren die Stabilitdt des Verfahrens stark beeintrachtigen. Dies soll an dieser Stelle jedoch

nicht weiter vertieft werden.

4.1.1 Prakonditionierung fiir stationdre Simulationen

Fiir stationédre Stromungen verschwindet der Zeitableitungsterm in Glg. (3.1.1). Dies hat zur

Folge, dass das verbliebene Gleichungssystem unter Betrachtung einer reibungsfreien, inerten

40 An dieser Stelle soll darauf aufmerksam gemacht werden, dass der Begriff einer ,inkompressiblen Strémung*
von dem eines ,inkompressiblen Fluids“ mit p ~ konst. zu unterscheiden ist.

41 Hier wird ohne Priikonditionierung zuerst die Dichte und anschlieRend der Druck aus p=p(p,T,{Ya})
berechnet.
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Stromung je nach lokalen Stromungsbedingungen elliptisch, parabolisch oder hyperbolisch
im Raum ist (Hirsch (2007) [79]). Dadurch wird ein effizientes Losen der Gleichungen in
konvektionsdominierten Bereichen der Stromung verhindert, da numerische Losungsverfahren
in der Regel nicht fiir alle drei Bereiche (effizient) anwendbar sind. Um dieses Problem zu
umgehen, wird stattdessen auch fiir stationdre Stromungen oft ein Zeitintegrationsverfahren
angewandt (Hirsch (2007) [79]). Dafiir wird wieder ein Zeitableitungsterm eingefiihrt bzw.
die Zeit t in Glg. (3.1.1) wird durch eine nichtphysikalische Pseudo-Zeit 7 ersetzt (Blazek

(2001) [13]):
Q.  OF

87'_0—:L’g

Im Falle einer konvergierten stationaren Losung verschwindet der kiinstliche Zeitableitungs-

+S. (4.1.2)

term und man erhélt das urspriingliche Gleichungssystem. Der Vorteil liegt nun darin, dass
(fiir konvektionsdominierte Bereiche der Stromung) iiber den gesamten Machzahlbereich ein
hyperbolisches Gleichungssystem in Raum und Pseudozeit vorliegt (Hirsch (2007) [79]), fiir
dessen Losung effiziente Algorithmen eingesetzt werden konnen. Da bei der Zeitintegrati-
on fiir stationdre Losungen die Genauigkeit in der Pseudo-Zeit keine Rolle spielt, empfiehlt
sich die Diskretisierung des Zeitableitungsterms mit einem impliziten Euler-Verfahren, da
dieses eine sehr grofie Stabilitdt aufweist. Zudem koénnen alle zur Verfiigung stehenden Mit-
tel zur Konvergenzbeschleunigung wie lokal unterschiedliche Zeitschritte, Residuenglattung,
Mehrgittertechniken oder Priakonditionierung eingesetzt werden (Gerlinger (2005) [58], Bla-
zek (2001) [13]).

Fiir die Priakonditionierung werden alle ,physikalischen Terme aus Glg. (4.1.2) mit einer

Prakonditionierungsmatrix P multipliziert:

8(Qc o 8Fé
7 =P ( oo, s) (4.1.3)
— an aFZ
pl=__—_° . 4.1.4
< 67' 690@ + S ( )

Die alternative Schreibweise in Glg. (4.1.4) eignet sich besser fiir implizite Verfahren. Im
auskonvergierten Zustand hat der Prakonditionierer P keinen Einfluss auf die Losung, da der

kiinstliche Zeitableitungsterm in der Pseudo-Zeit verschwindet.

Die Grundidee der Prakonditionierung ist die Modifikation der Eigenwerte auf moglichst
gleiche Grofe, so dass die Konditionszahl des Gleichungssystems verbessert wird. Dabei be-
steht eine grofte Freiheit bei der Wahl des Prékonditionierers. Dessen Form héngt unter
anderem von der Problemstellung, dem verwendeten Variablensatz und dem eingesetzten nu-
merischen Verfahren ab (Lee (1996) [105], Turkel (1992,1999) [218, 219]). In der Literatur
finden sich zahlreiche Beispiele fiir Prakonditionierer zur Losung der Euler- und Navier-
Stokes-Gleichungen. In TASCOM3D (Stoll (2001) [208], Simsont und Gerlinger (2016) [198])

wird eine Prakonditionierungsmatrix nach Weiss und Smith (1995) [239] zur Skalierung der
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Eigenwerte einer reibungsfreien Stromung verwendet. Abhéngig vom verwendeten numeri-
schen Verfahren sind weitere Modifikationen im CFD-Code erforderlich, z.B. bei Einsatz
einer zentralen rdumlichen Diskretisierung mit kiinstlicher numerischer Dampfung oder im
hier verwendeten impliziten LU-SGS Algorithmus zur Losung des Gleichungssystems (3.1.2)
(Stoll (2001) [208]).

Die gewiinschte Skalierung der Eigenwerte wird durch eine Modifikation der Schallgeschwin-
digkeit und damit der Ausbreitungsgeschwindigkeiten akustischer Stérungen erreicht. Die
Kompressibilitdat in Bereichen schwach kompressibler Stromungen wird hierzu kiinstlich er-
hoht, wodurch die hohe Steifigkeit des Gleichungssystems bei sehr niedrigen Machzahlen
behoben werden kann. Das Konzept einer  kiinstlichen Kompressibilitdt“ (engl.: artificial
compressibility) zur Konvergenzbeschleunigung wurde zuerst an Losern fiir inkompressible
Stromungen entwickelt, welche auf der inkompressiblen Form der Euler- bzw. Navier-Stokes-
Gleichungen beruhen (Chorin (1967) [29], Choi und Merkle (1985) [27]). Die Grundidee einer
modifizierten Schallgeschwindigkeit wurde spéter auch auf Loser der kompressiblen Erhal-
tungsgleichungen iibertragen, welche dadurch in der Lage sind, den gesamten Machzahl-

Bereich von (nahe) inkompressiblen bis hin zu hypersonischen Stromungen abzudecken (Choi
und Merkle (1993) [28]).

Aus der Definition der Schallgeschwindigkeit as = +/(9p/dp)|, = \/cp/cv (Op/Op)|; (siehe
Abschnitt 2.4.2.5) lésst sich folgender Ausdruck fiir die im CFD-Code modellierte Schallge-

schwindigkeit herleiten (siehe Anhang E):

=—rr (4.1.5)

Dabei werden hier und im weiteren Verlauf dieser Arbeit folgende Definitionen fiir eine iiber-

sichtlichere Darstellung verwendet:

) (o7) (o)
Pp =\ == s pPr = | —= s pYa = | —= . (416)
’ <6p T7{Y/C¥} aT ﬁv{Ya} aYO‘ Tvﬁv{?ﬁ#oz}

Durch den Prakonditionierer kann dementsprechend iiber eine Modifikation der Terme p,,

pr und &, = (0h/OT )‘ ) Einfluss auf die (modellierte) Schallgeschwindigkeit as genommen
pAY

werden. Der in dieser Arbeit verwendete Weiss-Smith-Prakonditionierer (Weiss und Smith
(1995) [239]) éndert lediglich den Term p,. Daftr wird allerdings der direkte Zugriff auf
den Druck benétigt, welcher im konservativen Variablensatz Q. nicht enthalten ist. Um dies
zu erreichen, wird das Gleichungssystem mit Hilfe einer Variablentransformation auf einen

anderen Variablensatz transformiert. Der neue Variablenvektor muss dabei den Druck ent-
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halten*?. Um fiir das verwendete, implizite Verfahren moglichst einfache Ableitungen in den

Jakobimatrizen zu erhalten, empfiehlt sich die Verwendung des primitiven Variablenvektors

Q= [p. {w) 7K .w. {T.}] . (4.1.7)

Alternative Variablensitze, die den Druck enthalten, sind jedoch méglich®3. Mit der Trans-

formationsmatrix 9Q
T .= c 4.1.8
oQ, e
und der Definition
=P 'T (4.1.9)

(ab hier anstatt P Prikonditionierungsmatrix genannt) ldasst sich der priakonditionierte Zeit-

ableitungsterm aus Glg. (4.1.4) im neuen Variablensatz Q, folgendermafien schreiben:

an - ]P)—l aQC an o Ean

Pt = = .
or 0Q, or or

(4.1.10)
Die Matrix II' ist zugleich Prakonditionierer und Transformationsmatrix. Die Zeitintegration

(in Pseudo-Zeit) findet nun in primitiven Variablen statt.

Die in TASCOM3D (Stoll (2001) [208], Simsont und Gerlinger (2016) [198]) enthaltene
Prakonditionierung musste im Hinblick auf die Verwendung von Realgasgleichungen ange-
passt werden. Die Transformationsmatrix T und die Prékonditionierungsmatrix II' lassen
sich dann fiir die zuvor angegebenen Vektoren Q. und Q, und fiir den in TASCOM3D (Stoll
(2001) [208], Simsont und Gerlinger (2016) [198]) verwendeten Prikonditionierer von Weiss
und Smith (1995) [239] wie folgt als allgemeine Matrix M darstellen:

42 Fiir die Simulation von AuRenstrémungen, bei denen ein relativ gleichmifiger Referenzdruck im gesamten
Rechengebiet aufgeprigt wird, empfiehlt sich die Verwendung eines Relativdrucks (engl.: gauge pressure)
Prel = P — Dret bezliglich eines Referenzdrucks por. Dadurch koénnen Ausloschungsfehler durch die limi-
tierte Anzahl an signifikanten Stellen in der Gleitkommaarithmetik verringert werden (Meng und Yang
(2003) [139]). Fiir Innenstromungen mit stark verdnderlichem Druck wie in Raketenbrennkammern ergibt
sich jedoch kein Vorteil.

43 In der Literatur findet sich oft die Enthalpie h anstatt der Temperatur 7' (z. B. Meng und Yang (2003) [139]).
Letztere muss dann jedoch aufwendig und iterativ aus der Enthalpie und dem Druck bzw. der Dichte
berechnet werden.

4 Eintrige in eckigen Klammern reprisentieren Untermatrizen der Matrix M.
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0, {0} Or 0 0 {6y,
{a00,)" (56em]  {acor}™  {0}" {0)7 [i¢ Oy, ] }e — 1., Naim
Btoﬁp + %GT {ﬁ ﬁm} ﬁép + ﬁtoteT K/ 0 {iltotQYg + ﬁ (}:lﬁ - }:LNSP)}
M= K0, {0} K 0 5 0 {K 0y,
wl, {0} wlrp 0 p {wby,}
- T - T ~
I {Yaep} [0] {YQHT} {0}T {07 [Ya Oy, + ﬁéaﬂ} | }a =1,..,Ngp
——
m = 1;---;Ndim 6 = 1,...,Nsp
mit
O(péio 2pq fir K =q,
Ko W) _ ) 2P0 K (4.1.11)
K 5 fiir K=k.

Eine Herleitung der Jakobieintrdge der Totalenergie in Glg. (4.1.11) findet sich in Anhang E.
Die partiellen Ableitungen der Dichte wurden bereits in Abschnitt 2.4.2.5 présentiert. Die
Transformationsmatrix T sowie die Prakonditionierungsmatrix I' fiir den Weiss-Smith-Pra-
konditionierer (Weiss und Smith (1995) [239]) gehen wie folgt aus der Matrix M hervor?®:

b,=p,, Or=p,, QYBEpyﬁ = T=M, (4.1.12)
0, =1/, 0r=p,, O, =py, = T =M, (4.1.13)

Anstatt einen Prékonditionierer P und mit der anschliefenden Variablentransformation die
Prakonditionierungsmatrix II' iiber eine rechenintensive Matrix-Matrix-Multiplikation zu be-
stimmen, werden die Eigenwerte des Systems direkt modifiziert, indem bestimmte Eintra-
ge in der I'-Matrix im Vergleich zur T-Matrix ersetzt werden. Im Falle des Weiss-Smith-
Préikonditionierers werden alle Ausdriicke p, = (9p/0p)| (v, durch einen Skalierungsfaktor
1/6 ersetzt. Dieser wird so gewéhlt, dass fiir verschwindende Machzahlen Ma — 0 alle Eigen-
werte des reibungsfreien Gleichungssystems auf die Grofsenordnung O(|u|) skaliert werden
und damit Ko = O (1) gilt.

Zur Bestimmung der entsprechenden Eigenwerte wird das priakonditionierte Gleichungssys-
tem in der Form von Glg. (4.1.3) mit II" anstatt P und Vernachlédssigung des Quellterms sowie
der diffusiven Fliisse herangezogen. Zunéchst wird zur einfacheren Erlauterung der Wirkwei-
se der Prikonditionierung die differentielle Form des Gleichungssystems (3.1.1) behandelt.

Dabei wird vorerst eine eindimensionale Betrachtung durchgefiihrt. Die gewonnenen Erkennt-

45 Im Prikonditionierer von Choi und Merkle (1993) [28] ist hingegen 67 = 0.
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nisse lassen sich im Anschluss auf die im Finite-Volumen Verfahren verwendete mehrdimen-
sionale, integrale Form des Gleichungssystems (3.1.2) iibertragen. In der eindimensionalen
Betrachtung sei mit u, die Geschwindigkeit in der lokalen Stromungsrichtung ¢ bezeichnet.
Die Eigenwerte Ay ;) in der Raumrichtung ¢, welche die Ausbreitungsgeschwindigkeiten der
konvektiven und akustischen Stérungen in diese Richtung darstellen, entsprechen dann den

Nullstellen des charakteristischen Polynoms

8Fk,g

]1—\71
0Q,

det — NI =0. (4.1.14)

Dabei ist T die Einheitsmatrix. Die Eigenwerte in /-Richtung berechnen sich damit zu*® (Lee
(2012) [111])

2
1. of . of
)\47(172) = 5 Uy (]_ + d_§> :t UZ (]_ — d_§> + 40’5 (4115)
. Péy
mit o = — ,
pcp, — B(T/p)ps
AL,(3,...Dim(Qe)) = Ue -
Im néchsten Schritt wird eine Modulierungsfunktion
fyom 20 _ Ma, (4.1.16)
P T M -
mit der limitierten Machzahl*”
Ma, = min [1, max (Ma, min(e, , k:Maoo))] : (4.1.17)

der lokalen Machzahl Ma = |iy|/as und einer sogenannten Pseudo-Machzahl Ma, definiert
(Lee (2012) [111]). Der Prikonditionierungsfaktor S kann dann durch Kombination von
Glg. (4.1.16) und der Definition von ¢ in Glg. (4.1.15) als Funktion der Modulierungsfunktion

fs ausgedriickt werden:

_ fgaz fpal B fsal
o 1+ fgaz(T/p)p2/(péy) 14 fa(Gp/in—1)

46 Dim(Q,) ist die Dimension des Vektors Q.. Gleichung (4.1.15) mit der gegebenen Definition von o gilt
allgemein auch fiir reale Fluide. In Lee (2012) [111] ist lediglich ein Ausdruck fiir ideale Gase zu finden.
47 Choi und Merkle (1993) [28] empfehlen €, = 107°. Diese untere Schranke soll den zunehmenden Einfluss
von Ausloschungsfehlern in der Gleitkommaarithmetik bei sehr niedrigen Machzahlen begrenzen und eine
Divergenz der Losung an Staupunkten verhindern (Lee (2012) [111]). In dieser Arbeit wurde ein Wert
von 1072 verwendet, da niedrigere Werte oft zu Instabilititen in den CFD-Simulationen fiihrten. Die
Limitierung durch k Ma,, ist nur in den Fallen sinnvoll, in denen eine charakteristische Machzahl Ma. fiir
die Kernstromung angegeben werden kann. Lee (2012) [111] gibt hier £ = 0,5 an. Die Limitierung greift

somit ohnehin nur fiir extrem niedrige Referenz-Machzahlen Ma.

B

(4.1.18)
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Der Ausdruck auf der rechten Seite von Glg. (4.1.18) kann mit Hilfe von Glg. (4.1.5) herge-
leitet werden (siche Anhang E). Die akustischen Eigenwerte aus Glg. (4.1.15) lassen sich mit
der Modulierungsfunktion fz auch wie folgt darstellen (Lee (2012) [111]):

Ae (i) = % {fbe(l +fp) £ \/ﬂ?(l —fs)* + 4d§f5] . (4.1.19)

Die zugehorige Konditionszahl ergibt sich mit Hilfe von Glg. (4.1.16) zu*®

i | e | (1 iy (1= fs)* +4a
Ko, = X el _ a1+ fo) + V(1= fs)? +4a2fs (4.1.20)

min; || ‘W\(l + f5) — V@ (1 — f5)? + 4d§fﬁ‘
(1+ f5) + \/(1 — [s)? +4 /Ma;
‘(1+f5) — \/(1 — f5)? +4 /MaZ

und erreicht ihr Minimum im Grenzfall f3 ~ Ma? — 0 (Lee (2012) [111]). Die beste Konditi-
onszahl Ko =2+ fg — 2 wird fiir f3 — 0 und eine Pseudo-Machzahl Ma, von /0,5 ~ 0,707
erreicht (Lee (2012) [111]). Da die so aus Glg. (4.1.16) erhaltene Modulierungsfunktion
fa=2 Ma? allerdings vorzeitig bei Ma = Ma, ~ 0,707 in den unpriikonditionierten Wert fa=1

iibergeht, schligt Lee (2012) [111] folgende Formulierung fiir die Modulierungsfunktion vor®®:

2 Ma?
=—2. 4.1.21
fo 1+ Ma? ( )
Diese erfiillt nun die Bedingungen
1\/11531 fs=1 & 1\/}?31 (max;| A1) = || + as, (4.1.22)
1\/11530 fs=0 & 1\/&20 (max;|Ag,i)]) = |, (4.1.23)
und || < max;| Ay )| < |t +as V 0<Ma<1. (4.1.24)

Die minimal mogliche Konditionszahl Ko = 2 fiir sehr niedrige Machzahlen wird weiterhin als
Grenzwert beibehalten. Die so erhaltene Konditionszahl ist in Abhéngigkeit der Machzahl in
Abb. 4.1 dargestellt. Fiir Machzahlen Ma g 0,5 ergibt sich ein deutlich besser konditioniertes

System als im unprakonditionierten Fall.

Die Herleitung und Analyse der Prikonditionierung erfolgte aus Griinden der Anschaulichkeit
fiir den 1D-Fall und anhand der differentiellen Form des zu lésenden Gleichungssystems

(3.1.1), welches bei Verwendung der Finite-Differenzen Methode herangezogen wird. Fiir das

48 Gleichung (4.1.20) gilt fiir MaZ > 1/(2+2f3), da dann min [Ag 1,2)| < |Ae,3,....pim(q.)) | (Lee (2012) [111]).
Mit f5 >0 gilt Glg. (4.1.20) also unter der Bedingung MaZ > 1/2.

49 Gleichung (4.1.20) gilt mit dieser Formulierung weiterhin unter der Bedingung —f5/(1 + f5) < 0 < Ma2,
welche mit fg > 0 stets erfiillt ist.
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in dieser Arbeit verwendete, zwei - bzw. dreidimensionale Finite-Volumen Verfahren, welches
auf der integralen Schreibweise (Glg. (3.1.2)) beruht, werden die Eigenwerte auf den Zellseiten
benotigt. Diese enthalten im Gegensatz zu vorher noch die entsprechenden Metriken der

Zellseiten und sind fiir eine Zellseite f durch das charakteristische Polynom

det

F
]F—laa RELS, = Ay H’ —0 (4.1.25)

p

bestimmt®. Die Eigenwerte auf jeder der Ny Zellseiten einer Finite-Volumen Zelle mit den

Eintriagen Sy s der zugehorigen Fléchennormalenvektoren lauten dann (Colin et al. (2011) [34])

1 ~
A2 =5 [ﬂf(l + fp) £ \/ﬂfc(l — fa)2 +4azfs|Ss?| , (4.1.26)

AF(3 o Npim(qe) = Hf

mit L[f = ﬂAfS&f und |Sf| = ||Sg7ng7f||2,

wobei alle Werte lokal auf der entsprechenden Zellseite zu berechnen sind. Um den Rechenauf-
wand moglichst gering zu halten, werden im verwendeten CEFD-Code TASCOMS3D bis auf die
Zellmetriken jedoch alle Werte aus den schon berechneten Werten in den Zellmittelpunkten

der angrenzenden Zellen genommen.

4.1.2 Prakonditionierung und Diskretisierung des physikalischen

Zeitableitungsterms fiir instationare Simulationen

Fiir instationdre Stromungen bleibt der physikalische Zeitableitungsterm aus Glg. (3.1.1) er-
halten. Um weiterhin alle Mittel zur Konvergenzbeschleunigung wie lokale Zeitschritte, Mehr-
gittertechnik und die Préakonditionierung nutzen zu kénnen, wird in TASCOMS3D analog zum
stationdren Verfahren wieder ein kiinstlicher Zeitableitungsterm in Pseudo-Zeit eingefiihrt
(Stoll (2001) [208], Simsont und Gerlinger (2016) [198]). Die ,physikalischen Terme kénnen
wiederum mit der Prakonditionierungsmatrix multipliziert werden. Durch Variablentransfor-
mation wird wie zuvor auf den primitiven Variablensatz {ibergegangen (Stoll (2001) [208],
Simsont und Gerlinger (2016) [198]):

8(Qc 8(Qc aFZ
=P(- - 4.1.2
o ( ot om S) (4.1.27)
o 1% 99 +S (4.1.28)

or N ot ox Y )

50 Dabei wird nicht iiber den Index f der Zellseiten, jedoch iiber den Index ¢ der Raumrichtungen summiert.
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Die Zeitintegration erfolgt im sogenannten Dual-Time-Stepping Zeitschrittverfahren (Venka-
teswaran und Merkle (1995) [228]). Dabei schreitet die Losung in der physikalischen Zeit ¢
um einen festen Zeitschritt At voran. Der Fortschritt der Lésung von einem physikalischen
Zeitpunkt zum néchsten erfolgt iterativ iiber (innere) Subiterationen in der Pseudo-Zeit 7
mit dem (lokalen) Pseudo-Zeitschritt A7. Wie im stationédren Fall ergibt sich fiir eine aus-
konvergierte Losung in Pseudo-Zeit wieder das urspriingliche, zeitechte Gleichungssystem,
so dass das Zeitintegrationsverfahren zeitecht ist. Die Residuen jeder Zelle (entspricht et-
wa der rechten Seite von Glg. (4.1.28)) sollten in den inneren Iterationen um drei bis vier
Grofsenordnungen reduziert werden, um die Zeitgenauigkeit des Verfahrens nicht zu sehr zu
beeintrichtigen (Venkateswaran und Merkle (1995) [228]). Der Einsatz der Prékonditionie-
rung fiir instationére Simulationen kann zu einer Konvergenzbeschleunigung in den inneren
Iterationen fiihren, jedoch ist der Rechenvorteil insbesondere bei kleinen physikalischen Zeit-
schritten in der Regel deutlich geringer als in stationdren Simulationen (Venkateswaran und

Merkle (1995) [228]).

Die Ordnung der zeitlichen Diskretisierung des Ableitungsterms in Pseudo-Zeit ist fiir die
Genauigkeit der Losung im auskonvergierten Zustand der inneren Iteration unerheblich. Des-
halb empfiehlt sich wie im Falle stationdrer Simulationen ein implizites Euler-Verfahren, da
dieses groktmogliche Stabilitat gewéhrleistet. Fiir die Zeitintegration der physikalischen Ter-
me in der dufseren Iteration wird in TASCOMS3D aus Griinden der Genauigkeit und Stabilitét
ein implizites BDF (engl.: backward differentiation formula) Verfahren, auch Gear-Verfahren
genannt, verwendet, welches durch riickwértige Diskretisierung des zeitechten Ableitungs-
terms hohere Ordnung zulédsst (Gerlinger (2005) [58]). Im BDF Verfahren erster und zweiter
Ordnung kann der diskretisierte, physikalische Zeitableitungsterm bei konstantem Zeitschritt

(At =konst.) allgemein geschrieben werden als

0Q. _ ai QI + QY + a3Qr !

~ 4.1.29

ot At ( )
mit a; =1 , ag=—-1 , a3=0 fir 1. Ordnung,
und a3 =3/2 , ap=-2 , a3 =1/2 fir 2. Ordnung .

Der Index n kennzeichnet den Iterationsschritt der duferen Zeitintegrationsschleife (Fort-
schritt in physikalischer Zeit). Der Einsatz von BDF-Verfahren héherer Ordnungen ist mog-
lich, allerdings geht dies mit einem Verlust an Stabilitét einher. In dieser Arbeit wurde nur
das Verfahren 2. Ordnung eingesetzt. Zu Beginn einer Simulation muss zunéchst mit 1. Ord-
nung gestartet werden, da QP! nicht existiert. Ebenso gilt dies beim Wiederstarten von

einer vorangegangenen Losung, wenn Q7! in der Losungsdatei nicht mitabgespeichert wird.
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4.1.3 Implizites Zeitintegrationsverfahren

Sowohl fiir stationdre als auch instationéire Simulationen wird der zeitliche Ableitungsterm
in Pseudo-Zeit mit dem impliziten Euler-Verfahren diskretisiert. Das zeitlich diskretisierte
Gleichungssystem nimmt dann folgende Form an (Stoll (2001) [208]):

@ = e T wQr eQrt Ry

= Lan 4.1.
Ar At g, O (4.1.30)

Der Index p kennzeichnet den Iterationsfortschritt der inneren Iterationsschleife (Fortschritt
in Pseudo-Zeit). Fiir stationdre Simulationen entfillt der physikalische Zeitableitungsterm
und damit die dufsere Iterationsschleife (Index n). Bei instationdren Simulationen gilt fiir
den Fall einer konvergierten Lésung in den inneren Subiterationen Q)*!' = QP+ = QP und
Q! = QP+ = QP. Die Zeitintegration erfolgt in beiden Féllen implizit. Das Gleichungssys-
tem (4.1.30) muss deshalb iterativ gelost werden. Zu diesem Zweck kommt ein Newton-
Raphson-Verfahren zum Einsatz, welches auf der Linearisierung der Terme zum Iterations-
schritt p+ 1 um den Zeitpunkt p in Pseudo-Zeit aufbaut (Gerlinger (2005) [58]). Die lineari-

sierten Terme lassen sich mit AQP = Qg“ - QP folgendermaken schreiben:

QU = Q2+ AQE, (4.1.31)
QY = QP+ TP AQY, (4.1.32)

OF,
0Q,
——

p
P/ = F) 4 ( ) AQE, (4.1.33)

=Jr,

oS

p
SPH =8P + ( ) AQE. (4.1.34)

z(%_p/
=:Jg
Die Jakobimatrizen der Fliisse und des Quellterms Jg, und Jg sind in TASCOM3D als analy-
tische Ableitungen der Fluss- und Quelltermvektoren F und S aus den Gleichungen (3.1.6),
(3.1.7) und (3.1.4) gebildet (Gerlinger (1995) [56], Stoll (2001) [208]). Dabei wird fiir die
diffusiven Fliisse vereinfachend die Thin-Layer-Approximation zur Bildung der Jakobima-
trizen der diffusiven Fliisse herangezogen (Shuen (1992) [194], Stoll (2001) [208]). Fiir die
Turbulenztransportgleichungen werden aus Stabilitdtsgriinden nur die negativen Eintrage
(Senken) in der Quellterm-Jakobimatrix implizit behandelt (Gerlinger (1995) [56], Lian et al.
(2009) [121]). Die Beitrige in den Fluss-Jakobimatrizen sowie den Quellterm-Jakobimatrizen
aufgrund von Turbulenz, Reaktionen®! und Gravitation kénnen der Arbeit von Stoll (2001) [208]

51 Da die chemischen Reaktionen in dieser Arbeit nur im Idealgasbereich betrachtet werden, entsprechen
sowohl der chemische Quellterm (siche Glg. (3.3.9)) als auch die zugehorige Jakobimatrix den Ausdriicken
fiir ideale Gase.
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entnommen werden. Die zusédtzlichen Quellterm-Jakobimatrizen fiir 2D-achsensymmetrische
Simulationen finden sich in Meng und Yang (2003) [139]. Aufgrund der Variablentransforma-
tion werden die Ableitungen in den Jakobimatrizen in den primitiven Variablen gebildet. Dies
stellt eine deutliche Vereinfachung gegeniiber Ableitungen nach den konservativen Variablen
dar, wie sie im nicht-prakonditionierten System gebildet werden miissen. Das in TASCOM3D
geloste, zeitlich linearisierte Gleichungssystem lautet dann (Stoll (2001) [208])

1 a oJ% a1 QP + ax Q" + a3Qt  OFY
ey M ZTFe ol AQP = | — c c c _oby
A AT s A% At D2y

+S7| . (4.1.35)

Der Losungsfortschritt im impliziten System (4.1.35) erfolgt in primitiven Variablen anhand
von Glg. (4.1.31). Der konservative Variablenvektor ldsst sich dann als Funktion des unabhén-
gigen, primitiven Variablenvektors darstellen : Q2T = Q™ (QE™). Dies gewdhrleistet im
Gegensatz zu Glg. (4.1.32) in jedem Iterationsschritt Konsistenz zwischen dem konservativen

Variablensatz Q. und dem primitiven Variablensatz Q, und ist zudem wesentlich effizienter.

4.1.4 Bestimmung des Zeitschritts

Zur Konvergenzbeschleunigung wird in TASCOMS3D in jeder Zelle ein lokaler (Pseudo-)Zeit-
schritt A7 verwendet (Gerlinger (1995) [56], Stoll (2001) [208]), welcher durch das Stabili-
tatskriterium der CFL-Zahl (Courant-Friedrichs-Lewy-Zahl) limitiert ist (Hirsch (2007) [79]).
Zunichst wird wiederum nur das stationére, reibungsfreie Gleichungssystem (3.1.2) ohne
Quellterme betrachtet. Fiir das Finite-Volumen Verfahren ist der (lokal) maximal wéhlbare
Zeitschritt fiir jede Zelle mit dem Zellvolumen €2 dann durch die kritische CFL-Zahl CFLy;;
begrenzt (Stoll (2001) [208]):

0,5 Z}El max; [As | AT
Q

CFLkrit Q

CFL = - .
0,5 > 7% max; [As )

< CFLLix & AT<

(4.1.36)

Das hier verwendete, implizite Euler-Verfahren zur Zeitintegration in Pseudo-Zeit erlaubt sehr
grofe CFL-Zahlen und damit auch Zeitschritte. Durch verschiedene Approximationen (z.B.
in den Jakobimatrizen oder durch Faktorisierungsfehler im LU-SGS Lésungsverfahren) kann
es jedoch zu Einschrankungen der CFL-Zahl kommen. Vor allem zu Beginn einer Simulation

miissen die CFL-Zahl und damit die Zeitschritte in der Regel deutlich kleiner gewihlt werden.

Der maximal wahlbare Zeitschritt und die Konvergenz héngen nicht nur vom Gleichungs-
system, der Diskretisierung und dem verwendeten Losungsverfahren ab, sondern iiber die
Eigenwerte auch von den lokalen Stromungsbedingungen. Wéahrend Gebiete mit schneller
Stromung sich schnell an Stérungen anpassen und damit gut konvergieren, ist die Konver-
genzrate in Gebieten kleiner Machzahlen wesentlich schlechter. Der Grund hierfiir ist die lokal
schlechte Konditionszahl. Dadurch, dass sich die konvektiven Stérungen nur mit niedriger Ge-

schwindigkeit O(|u|) ausbreiten, der Zeitschritt jedoch durch die in der Regel viel grofere
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Schallgeschwindigkeit tiber die Eigenwerte in Glg. (4.1.36) limitiert wird, schreitet die Losung
in diesen Gebieten nur sehr langsam voran. An dieser Stelle greift die Prikonditionierung,
welche alle Eigenwerte auf die Grofenordnung O(|U]) (siehe Glg. (4.1.26)) skaliert. Dadurch
konnen in Gebieten langsamer Stromungen wesentlich grofsere Zeitschritte verwendet und die

Konvergenz deutlich verbessert werden.

In reibungsdominierten Gebieten, in denen die Diffusionsgeschwindigkeiten eine wichtige Rol-
le spielen, wird die Zeitschrittberechnung in TASCOMS3D aufbauend auf Untersuchungen von
Kunz und Lakshminarayana in der Form von Stoll (2001) [208] mit weiteren Vereinfachungen

wie folgt modifiziert®?:

< CFLkrit
0,5 3775, max; | As.)|/Q + 8 prest VE; VE;/p

Ar (4.1.37)

Dabei resprisentieren die Gradienten V¢; die Eintrége der metrischen Jakobimatrizen (siehe

Stoll (2001) [208]).

4.2 Raumliche Diskretisierung

4.2.1 Finite-Volumen Methode

Die Herleitung der zeitlich diskretisierten Grundgleichungen (4.1.35) basierte auf deren dif-
ferentieller Form (Glg. (3.1.1)). Der in dieser Arbeit verwendete CFD-Code TASCOM3D
16st jedoch die Stromungsgleichungen mit einem zellzentrierten Finite-Volumen Verfahren
(Gerlinger (1995) [56], Stoll (2001) [208], Versteeg und Malalasekera (2007) [230]). Deshalb
missen die Grundgleichungen in integraler Form (Glg. (3.1.2)) herangezogen werden. Die
zeitlich und rdumlich diskretisierten Gleichungen in integraler Form fiir zeitlich unverénder-
liche Rechengitter und konstante physikalische Zeitschritte sind fiir jede diskrete Rechenzelle

unter Zuhilfenahme des Gauls’schen Integralsatzes gegeben durch

[ Q a,

o U, s -0 ag - (121)
h LHS 3

Y (a1QF + a,Qf + asQ ") — PO‘ZfSZ,f +Q Sp] :

J/

RIS
Dabei wird sowohl iiber die Zellseitenflichen (Index f) als auch die betrachteten Raumrich-

tungen (Index ¢) aufsummiert. Die Fliisse und deren Jakobimatrizen sind jeweils auf den

Mittelpunkten der Zellseiten zu berechnen, alle anderen Terme in den Zellmittelpunkten.

52 Ein moglicher Realgaseinfluss auf die Zeitschrittsteuerung wurde in dieser Arbeit nicht untersucht.
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Abbildung 4.2: Links- und rechtsseitige Werte einer Zellseitenflache.

Die Abkiirzungen RHS (Rechte-Hand-Seite) und LHS (Linke-Hand-Seite) stehen fiir die ex-
pliziten und impliziten Anteile in Glg. (4.2.1). Deren Diskretisierung muss nicht unbedingt
gleich erfolgen. Wahrend die Diskretisierung der RHS die rdumliche Genauigkeit des nume-
rischen Verfahrens bestimmt, muss die Diskretisierung der LHS lediglich eine hinreichende
Approximation der RHS sein, damit das Losungsverfahren robust ist und konvergiert. Fiir
den Fall einer konvergierten Lésung (AQE — 0) hat die Diskretisierung der LHS jedoch

keinen Einfluss auf die Genauigkeit des Verfahrens.

Wird fiir beide Seiten die gleiche Diskretisierung gewahlt, d.h. die Jakobimatrizen stel-
len exakte Ableitungen der Fluss- und Quelltermvektoren dar, so entspricht Glg. (4.2.1)
dem Newton-Raphson-Verfahren (Gerlinger (2005) [58]), ansonsten einem approximierten
Newton-Raphson-Verfahren. Fiir die LHS werden in TASCOM3D wie zuvor beschrieben die
(approximierten) Jakobimatrizen der analytischen Fluss- und Quelltermvektoren verwendet.
Fiir die konvektiven Fliisse der RHS wird jedoch im Gegensatz zu den diffusiven Fliissen
nicht der analytische Flussvektor Fy aus Glg. (3.1.6), sondern der numerische Flussvektor
Fi genommen (siche Abschnitt 4.2.2.2). Das erhaltene Gleichungssystem (4.2.1) lasst sich
effizient, parallelisiert und vektorisiert mit dem impliziten LU-SGS Verfahren 16sen. Details
hierzu finden sich in Gerlinger (1995) 56|, Kindler (2014) [96] und Stoll (2001) [208].

4.2.2 Diskretisierung der konvektiven Fliisse

Die Flussvektoren der RHS werden im Finite-Volumen Verfahren (ebenso wie die entspre-
chenden Jakobimatrizen der LHS) auf den Zellseiten gebildet, wo jedoch keine Variablen
abgespeichert sind. Soll nun der konvektive Fluss zwischen zwei Zellen ¢ und 7 + 1 auf der
Zellseite bei i+ 1/2 (siehe Abb. 4.2) berechnet werden, so erfolgt dies in TASCOM3D in zwei
Schritten:

1. Bestimmung der links- und rechtsseitigen Werte der Zellseite gekennzeichnet durch die
Indizes L und R (siehe Abb. 4.2);

2. Berechnung des numerischen Flusses aus diesen Werten.

Schritt 1 erfolgt in dieser Arbeit durch eine Polynominterpolation bis fiinfter Ordnung aus

den Zellwerten benachbarter Punkte in Kombination mit einem (mehrdimensionalen) TVD-
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Limiter (Total Variation Diminishing) nach Gerlinger (2012) [59]. Dies wird im Anschluss in
Abschnitt 4.2.2.1 ndher erlautert.

Schritt 2 stellt die Losung des Riemann-Problems dar (Blazek (2001) [13]), also die Aus-
breitung von Storungen in einem Stromungsgfeld, welches ein unstetiges Verhalten auf der
Zellseite i + 1/2 aufweist. In dieser Arbeit wird dafiir die AUSM™-up (Advection Upstream
Splitting Method) Fluss-Vektor-Splitting Methode von Liou (2006) [124] mit einer Modifika-
tion nach Edwards et al. (2000) [43] fiir reale Fluide verwendet. Das AUSM*-up Verfahren
gehort zur Familie der AUSM-Verfahren, welches ein hybrides Verfahren ist und als Charak-
teristiken die Effizienz der Fluss-Vektor-Splitting Verfahren und die Genauigkeit von Fluss-
Differenz-Splitting Verfahren aufweist (Blazek (2001) [13], Liou (1996) [123]). Im Gegensatz
zu zentralen Verfahren beriicksichtigt es als Upwind-Verfahren durch vorzugsweise Verwen-
dung stromauf gelegener Werte die Ausbreitungsrichtung konvektiver Stérungen entlang der
Hauptstromungsrichtung. Zudem ist es leicht erweiterbar fiir die Simulation realer Fluide.
Eine Darstellung des AUSMT-up Verfahrens und dessen Besonderheiten im Zusammenhang

mit der Simulation von realen Fluiden und der verwendeten Priakonditionierung findet sich
in Abschnitt 4.2.2.2.

4.2.2.1 Polynomrekonstruktion, TVD-Limiter und MLP

Als links- und rechtsseitige Werte auf einer Zellseite ¢ + 1/2 werden im einfachsten Fall die
Zellwerte der angrenzenden Zellen ¢ und i + 1 verwendet. Dies erlaubt jedoch nur rdumliche
Diskretisierungsverfahren hochstens zweiter Ordnung®. Fiir die Realisierung hoherer Dis-
kretisierungsordnungen kénnen Polynominterpolationen hoher Ordnung eingesetzt werden,
welche zusétzlich die Information entfernterer Nachbarzellen nutzen. In TASCOMS3D ist fiir
das AUSM™-up Diskretisierungsverfahren eine Rekonstruktion der Zellseitenwerte mit Po-
lynomen bis 5. Ordnung moglich (Gerlinger (2012) [59]). Da dies bei unstetigen Losungen
(z. B. an Verdichtungsstofsen) und in Bereichen hoher Gradienten (z. B. an Flammenfronten,
in Scherschichten) ein unphysikalisches Uberschwingen der interpolierten links- und rechtssei-
tigen Werte zur Folge haben kann, sind Limitierungen notig. Im eindimensionalen Fall sorgen
sogenannte (Slope-)Limiter-Funktionen dafiir, dass keine neuen, unphysikalischen Extrema
bei der Polynomrekonstruktion auftreten, indem sie lokal die Werte limitieren und damit
die Einhaltung der TVD-Eigenschaft sicherstellen® (Blazek (2001) [13], Hirsch (2007) [79]).
Greift die Limitierung, wird lokal die Ordnung des Verfahrens abgesenkt, die Stabilitdt jedoch

verbessert.

Ein beliebtes Verfahren, welches eine Genauigkeit bis zu dritter Ordnung zulésst und die
TVD-Eigenschaft (im Eindimensionalen) erfiillt, ist MUSCL (Monotonic Upstream-Centered

53 Diese wird bei zentraler Diskretisierung auf orthogonalen, dquidistanten Gittern und unter Vernachléssi-
gung des Einflusses kiinstlicher Ddmpfungsterme erreicht.

54 Die TVD-Eigenschaft ist nur fiir die interpolierten Variablen gesichert, Fiir davon abhingige Variablen ist
dies vor allem bei stark nichtlinearen Zusammenhéngen nicht gewahrleistet.



4. NUMERISCHES LOSUNGSVERFAHREN 97

Scheme for Conservation Laws) von van Leer (1979) [226]. In TASCOM stehen mit einer
Verfahrensgenauigkeit bis zweiter Ordnung verschiedene (eindimensionale) TVD-Limiter von
van Leer (1974) [225], Roe (1986) [184] und van Albada et al. (1982) [223| zur Verfiigung.
Die Genauigkeit und Stabilitdt des Limiters von van Leer (1974) [225] liegt zwischen den
diffusiveren, aber stabileren Limitern von Roe (1986) [184] (Minmod-Limiter) und van Al-
bada et al. (1982) [223] sowie dem genaueren, aber instabileren Superbee-Limiter von Roe
(1986) [184] (Hirsch (2007) [79], Lempke et al. (2015) [116]). Letzterer kann Unstetigkeiten wie
Verdichtungsstofe und Kontaktunstetigkeiten (z. B. an Phasengrenzen) sehr genau abbilden,
hat jedoch den Nachteil, Gradienten vor allem in Gebieten mit glatter Losung unphysikalisch
zu verstarken (Hirsch (2007) [79)]).

In dieser Arbeit wird eine Polynomrekonstruktion zweiter bis fiinfter Ordnung verwendet.
Letztere liefert vor allem in instationdren Simulationen eine bessere Genauigkeit (Gerlinger
(2012) [59], Lempke et al. (2015) [116], Simsont und Gerlinger (2016) [198]). Die Limitierung
erfolgt iiber ein mehrdimensionales MLP!-Verfahren (Multi-Dimensional Limiting Process
low diffusion) von Kim und Kim (2005) [94] in der Version von Gerlinger (2012) [59] (van
Leer MLPY im Falle zweiter Ordnung). Im Gegensatz zu gewohnlichen, eindimensionalen
TVD-Limitern beriicksichtigt MLPY Werte aus benachbarten Zellen in allen Raumrichtun-
gen und auch aus den diagonal an die Ecken angrenzenden Zellen. Dies sorgt fiir bessere

Stabilitatseigenschaften bei nur geringem zuséatzlichen Rechenaufwand.

4.2.2.2 AUSM*-up Verfahren fiir reale Fluide

Nach der Rekonstruktion der links- und rechtsseitigen Variablen® auf einer Zellseite wer-
den diese im Anschluss dazu verwendet, die reibungsfreien Fliisse zu berechnen. Hier wird
nur eine kurze Zusammenfassung des hierfiir verwendeten AUSM*-up Verfahrens von Liou

(2006) [124] mit einer Modifikation von Edwards et al. (2000) [43] fiir die Simulation realer

Fluide gegeben. Die Darstellung erfolgt hier aufserdem fiir das Finite-Volumen Verfahren.

Der erste Schritt im AUSM™-up Verfahren besteht darin, aus den rekonstruierten links- und

rechtsseitigen Zellseitenwerten die links- und rechtsseitigen Machzahlen

U t S,
MaL/R:L mit u= e o

— = 4.2.2
P ST (1.2.2)

zu bestimmen. u repréasentiert den Anteil der Geschwindigkeit senkrecht zur Zellseite und
as,1/2 ist die Interface-Schallgeschwindigkeit, auf welche spater noch néher eingegangen wird.

Die gemittelte Machzahl ergibt sich dann zu

MaM = O,5 . (MaL + MaR) . (423)

55 Fiir das AUSM™T-up Verfahren werden p, p, {t¢}, K, w, {57&} sowie as und die massenspezifische Totalent-
halpie hiot interpoliert.
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Aus dieser kann, ahnlich zur Prakonditionierung (Glg. (4.1.17)) eine limitierten Machzahl
Ma, = min [1, max (May , Ma)] (4.2.4)

mit der charakteristischen Machzahl Ma., des Problems gebildet werden. Mit der limitierten
Machzahl wird die Skalierungsfunktion

fas = Mao(2 - Mao) (425)

berechnet. Nimmt man die mittlere Dichte p;/2 = 0,5 (pr,+pr), so ergeben sich die Interface-

Machzahl Ma, » und der Interface-Druck p,/, anschliefend zu

- K Pr — PL
May /s = M}b, + M7, — —Lmax (1 — ocMa?,0)———, 4.2.6
1/2 (4) (4) fu ( w:0) P a§,1/2 ( )
M,
Prj2 = Pl b+ Py pr — 2 Ky Pl Pl p1/a fass 1 jo(m — r) - (4.2.7)
Pu

Die Skalierungsfunktionen M?fl) und P(iS) sind Funktionen vierter bzw. fiinfter Ordnung der
linken bzw. rechten Machzahlen May, g sowie der Skalierungsfunktion f,, (nur Pé)) und kon-
nen ebenso wie die verwendeten Konstanten o, K, und K, aus Liou (2006) [124] entnommen
werden. Die Dampfungsfunktionen M, und p, wirken dissipativ und somit stabilisierend.
Zusammen mit der Skalierungsfunktion f,  bilden sie die Hauptunterschiede zum Vorgénger-
Modell AUSM™ (Liou (1996) [123]). Der numerische Fluss aus Glg. (4.2.1) auf jeder Zellseite

ergibt sich dann mit

. o PL %L wenn May /p > 0,
e £ = as1/2 Maya|S]| . / (4.2.8)
pr fr sonst

und den Vektoren

T

%L7R = []- 3 {fb(} ) }Nltot 7K , W, {?oz}} LR’ (429)
b =piz-[0,{5}.0,0,0,{0}]"

ZUu
¥y Sy =1t +P. (4.2.10)

Ein zentraler Punkt in den AUSM-Verfahren ist die Berechnung der Interface-Schallgeschwin-

digkeit ag1/2. Im urspriinglichen AUSM*-up Verfahren wird hierfiir eine sogenannte kritische
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Schallgeschwindigkeit

2 —1) 5
ag = 26-1)5,, (4.2.11)
v+1

aus der massenspezifischen Totalenthalpie ﬁtot und dem Adiabatenexponenten 5 = ¢&,/¢é,

berechnet. Die Interface-Schallgeschwindigkeit ergibt sich damit zu

(1571/2 = min(dL ,ELR) (4212)

(a:,L)Z (a:,R)Z

Vs d dn —
max(a’sk’L,ﬂL) Hue ar

mit dL = = .
max(a’sk’R, — UR)

Mit dieser Art der Berechnung von a1 /2 wird eine exakte Auflosung von stationdren Verdich-
tungsstofen erreicht (Liou (2006) [124]). Gleichung (4.2.11) gilt allerdings nur fiir perfekte
Gase mit ¥ = konst. Fiir ideale Gase mit 7 = 1(T) # konst. kann nadherungsweise ein

integraler, dquivalenter Adiabatenexponenten 7., verwendet werden (Gerlinger (1995) [56]):

T oy 4
g = b BTN (12.13)

fo c(Th) dT”
Fiir reale Fluide muss die Interface-Schallgeschwindigkeit auf anderem Weg bestimmt wer-
den. Dadurch geht auch die Eigenschaft einer exakten Verdichtungsstolauflosung verloren,
was fiir Brennkammersimulationen im Unterschall jedoch unerheblich ist. Es konnen verschie-
dene Ansétze gewdhlt werden, z. B. ag1/2 = 0,5- (asy, +asr). Die in dieser Arbeit verwendete
Formulierung entspricht der von Edwards et al. (2000) [43], welche in Mehrphasensimulatio-
nen eine bessere Auflosung der Phasengrenzen fiir ihren Ansatz feststellten. Die Interface-

Schallgeschwindigkeit wird dann fiir Simulationen mit realen Fluiden wie folgt berechnet:

. _ =9
ag1/2 = \/ Plar T Prdin (4.2.14)
pL + PR
Eine weitere, wichtige Variable im AUSM™-up Verfahren ist die charakteristische Machzahl
des Problems Ma,, aus Glg. (4.2.4). Grofere Werte verbessern die Stabilitét des Verfahrens,
erhéhen jedoch die kiinstliche Diffusion durch das Diskretisierungsschema. Da fiir Innen-
stromungen wie in Brennkammern keine charakteristische Machzahl festgelegt werden kann,
wurde stattdessen der entsprechende Wert aus der Prékonditionierung iibernommen. Die
Verwendung einer dhnlich grofen oder kleineren Machzahl Ma,, im AUSM™'-up Verfahren
im Vergleich zur Prékonditionierung ist auch essenziell fiir die Stabilitdt des Verfahrens, da
die Dampfungsterme M, und p, in den Gleichungen (4.2.6) und (4.2.7) sonst nicht mit der

gleichen Machzahl skalieren wie die Prakonditionierung.
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4.3 Randbedingungen

Zum Aufpriagen von Randbedingungen werden in TASCOM3D (Gerlinger (1995) [56], Kindler
(2014) [96], Stoll (2001) [208]) sogenannte Geisterzellen (engl.: ghost cells, dummy cells) ver-
wendet (Blazek (2001) [13], Hirsch (2007) [79]). Die Anzahl der dort vorzugebenden und zu ex-
trapolierenden Werte geht aus der Methode der Charakteristiken hervor (Hirsch (2007) [79]).

An Unterschall-Einstromrandern (engl.: inlet, Index in) wurden in dieser Arbeit stets der Mas-
senstrom, die Temperatur sowie die Speziesmassenbriiche und Turbulenzvariablen vorgege-
ben. Der Druck wird aus dem inneren Stromungsfeld extrapoliert. Fiir die Turbulenzvariablen
wurden folgende Abschitzungsformeln verwendet®® (Kindler (2014) [96], Stoll (2001) [208]):

k:ﬁl_w = g(Tu-uin)2 )
\/T fiir K —w und k — w SST Modell , (4.3.1)
kEmw
k—w o m
win - L )
W ke
" " fiir ¢ — w Modell . (4.3.2)
W™ = 0,09 - Wi

Dabei ist u;, die (mittlere) Einstromgeschwindigkeit, Tu der Turbulenzgrad der Einstromung
und L ein integrales, turbulentes Langenmafs. Fiir Rohrstromungen kann L = 0,038 - dy, ver-
wendet werden, wobei dy, der hydraulische Durchmesser ist. Fiir kreisférmige Rohre (z.B.
innere Oy-Zuleitung bei Koaxialinjektoren) entspricht dies dem Durchmesser des Rohres. Fiir
Stromungen durch Hohlzylinder (z. B. Ho-Zuleitung bei Koaxialinjektoren) entspricht dies der
Differenz aus Aufsen- und Innendurchmesser. Alle weiteren Grofsen am Einlass ergeben sich
als abhéngige Variablen. Auf Vorrechnungen zum Aufprédgen von Profilen einer ausgebildeten
turbulenten Rohrstromung in den Simulationen wurde verzichtet. Stattdessen wurden einfa-
che Blockprofile an Einstromréndern aufgeprégt, welche in ausreichendem Abstand stromauf

zum Kerngebiet der Simulation platziert wurden.

An Unterschall-Auslédssen wird der statische Druck aufgeprigt und alle anderen Variablen
werden extrapoliert. An Uberschall-Auslidssen werden alle Variablen extrapoliert. Reibungs-
behaftete Wande wurden als hydraulisch glatt angenommen. Fiir adiabate Wande wird der
Wandwérmestrom zu Null gesetzt, fiir vorgegebenen Wandwéarmestrom wird dieser entspre-
chend als Energiefluss aufgeprégt. Bei isothermen Winden werden die entsprechenden Tem-
peraturen vorgegeben. Des Weiteren wurden Symmetrie-Randbedingungen verwendet, an
denen die Null-Gradienten-Bedingung erfiillt wird (Gerlinger (1995) [56], Kindler (2014) [96],
Stoll (2001) [208], Versteeg und Malalasckera (2007) [230]).

Es wurden in dieser Arbeit nur reflektierende Randbedingungen verwendet. Modelle fiir eindi-

%6 Siehe auch http://www.cfd-online.com/Wiki/Turbulence_length_scale (04. Mai 2016)


http://www.cfd-online.com/Wiki/Turbulence_length_scale
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mensionale, reibungsfreie, nichtreflektierende Randbedingungen (LODI) finden sich fiir nicht-
reagierende und reagierende ideale Gase in Poinsot und Lele (1992) [175] sowie Baum et al.
(1994) [9]. Erweiterungen fiir Prikonditionierung und reale Fluide finden sich in Okong’o und
Bellan (2012) [162], Hejranfar und Kamali-Moghadam (2012) [72] sowie Li et al. (2012) [118].
Alle Randbedingungen wurden nur explizit in der RHS beriicksichtigt. Eine mogliche Metho-
de zur impliziten Behandlung der Randbedingungen in der LHS findet sich in Chen und Zha
(2005) [25].
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5 Ergebnisse der CFD Simulationen

Die Verifikation und Validierung der Realgasmodelle erfolgte durch Vergleich mit experi-
mentellen Daten aus der Literatur (siche Kapitel 2). Fiir die Validierung des im CFD-Code
TASCOMS3D implementierten Realgasansatzes als Gesamtpaket wurden im Laufe dieser Ar-
beit vier Testfdlle mit unterschiedlicher Komplexitat simuliert. Diese sind in Tab. 5.1 iiber-
sichtlich dargestellt. In allen Testfdllen spielen Realgaseinfliisse aufgrund der hohen Driicke
eine wesentliche Rolle. Es wurden jeweils zwei Testfélle mit nichtreagierender und reagieren-
der Stromung simuliert. Dabei wurden iiberwiegend stationire, 2D-rotationssymmetrische
RANS Simulationen durchgefiihrt. Diese erlauben aufgrund der relativ kurzen Rechenzeiten
umfangreiche Parameterstudien und Sensitivitdtsanalysen, um den Einfluss verschiedener
Grofsen auf die Ergebnisse von Simulationen mit tiberkritischen Bedingungen einschéatzen zu
konnen. Fiir erweiterte Untersuchungen kamen jedoch auch instationdre 2D-URANS Simu-
lationen und 3D-DDES zum Einsatz.

Die Auswahl der Testfalle erfolgte anhand verschiedener Kriterien. Zum einen wurde der pra-
xisrelevante Bezug zur Simulation von Stromungen in Raketenbrennkammern wie der turbu-
lente Strahlzerfall und Wandwérmeiibergang bei hohen (iiberkritischen) Driicken berticksich-
tigt. Zum anderen spielten Faktoren wie die Verfiigharkeit experimenteller Vergleichsdaten,
bisherige numerische Simulationen aus der Literatur sowie die benétigten Rechenressourcen
eine wichtige Rolle. In den folgenden Abschnitten 5.1 - 5.4 werden die simulierten Testfélle
zusammen mit den in dieser Arbeit erzielten Ergebnissen vorgestellt. Alle Rechnungen wur-
den am Hochstleistungsrechenzentrum in Stuttgart (HLRS) durchgefiihrt. Der verwendete
CFD-Code TASCOMS3D l16st die in Kapitel 3 beschriebenen turbulenten, reaktiven Stro-

Tabelle 5.1: Ubersicht iiber die simulierten Testfille.

Testfall Nominaldruck Spezies Verbrennung (in)stationére
(bar) (am Einlass) Simulationen
N,-Strahl 40 N, nein beides
CO,-Rohr 90 CO, nein stationér
Mascotte A-60 60 - 70 Hgn), 02 ja stationér

BKC 60 - 63 HP, 0, ja beides
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mungsgleichungen. Die Randbedingungen wurden in allen Simulationen wie in Abschnitt 4.3

beschrieben aufgeprégt.

5.1 Transkritischer N5-Strahl

Als erster Testfall mit inerter Stromung wird in dieser Arbeit der turbulente Strahlzerfall
eines kryogenen No-Strahls in einer warmen No-Umgebung bei Raumtemperatur untersucht.
Experimente hierzu wurden von der Gruppe von Mayer am DLR in Lampoldshausen (Mayer
et al. (1998) [134], Mayer et al. (2003) [133], Branam und Mayer (2002 ,2003) [15, 16]) sowie
von Chehroudi am Air Force Research Laboratory in den USA (Chehroudi et al. (2000) [21],
Chehroudi et al. (2002) [22], Chehroudi et al. (2002) [20]) durchgefiihrt. Ein typisches Schat-
tengraphbild bei transkritischer Einspritzung wurde bereits in der Einleitung in Abb. 1.2(b)
prasentiert. Der turbulente Strahlzerfall ist aufgrund der fehlenden Oberflichenspannung und
Verdampfungsenthalpie stark turbulenzdominiert. Zusétzlich spielt die Diffusion von Wérme

eine weitere, wichtige Rolle.

In dieser Arbeit wird der Testfall Nr. 5 aus Branam und Mayer (2003) [16] bzw. Nr. 3 aus
Mayer et al. (2003) [133] simuliert. Dieser wurde auch beim ,2nd International Workshop on
Rocket Combustion Modeling* (2001), hier mit INRCM-2 abgekiirzt, als Validierungstest-
fall RCM 1 A vorgestellt (Telaar et al. (2001) [213]). In der Literatur finden sich auferdem
fiir diesen und weitere Betriebspunkte zahlreiche numerische Untersuchungen mittels RANS
Simulationen (Branam et al. (2001) [17], Farmer et al. (2001) [47], Blouquin und Lequette
(2001) [14], Banuti und Hannemann (2010) [6], Kim et al. (2011) [95], Park (2012) [165]),
LES (Schmitt et al. (2010) [190], Park (2012) [165], Hickey und Ihme (2013) [78], Petit et al.
(2013) [169], Miiller et al. (2016) [152]) und 2D-DNS (Terashima und Koshi (2013) [214]).

5.1.1 Testfallbeschreibung

Abbildung 5.1 zeigt das simulierte Gebiet zum RCM 1A Testfall. Die geometrischen und
operativen Eckdaten dazu finden sich zusammengefasst in Tab. 5.2. Kryogenes Ny stromt bei
einer Temperatur von 120,9 K durch den Injektor (Durchmesser am Auslass d = 2,2 mm)
in eine bedruckte, zylindrische Kammer bei 39,7 bar. Die Kammer mit einer Lange von
1000 mm und einem Durchmesser von 122 mm ist nach hinten offen, so dass warmes Nj
aus dem umliegenden Behélter bei Raumtemperatur (298,15 K) in die Kammer ein- und mit
dem aufgeheizten, kryogenen N,-Strahl wieder ausstromt. Der Massenstrom des kryogenen

N,-Strahls ist mit 9,95 g/s angegeben.

Die Temperaturmessungen fanden mittels Thermoelementen statt, welche einen Durchmesser
von 1 mm haben (Branam und Mayer (2003) [16], Mayer et al. (2003) [133]). Die Messposition
im Injektor mit der Temperatur 77 = 120,9 K ist in Abb. 5.1 gekennzeichnet. Aufgrund von
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Abbildung 5.1: Simuliertes Gebiet und Positionen fiir die Temperaturmessungen fiir den , No-

Strahl“ Testfall.

Wiérmeleitung an den Injektorwénden erwéarmt sich das kryogene Ny im Injektor vor allem
in Wandnéhe in unbekannter Weise. Aus diesem Grund wurden im Experiment in separaten
Versuchen die Temperaturen am Injektoraustritt gemessen. Dabei wurde das Thermoelement
einmal senkrecht zur Hauptstromung (75, = 126,9 K) gehalten und einmal parallel auf der
Symmetrieachse ca. 1 mm in den Injektor eingefiithrt (75, = 122,9 K). Im ersten Fall wird
die Stromung stark gestort, so dass die Spitze des Thermoelements vermutlich nicht kom-
plett mit dem kryogenen No-Strahl benetzt ist und stattdessen teilweise warmes Ny aus der
Umgebung zur Messposition eindringt. Im zweiten Fall wird dies umgangen, jedoch sollte die
Temperatur zur Wand hin aufgrund der Warmeleitung im Injektor gréfer sein. Die Tempe-
raturen 75, und Ty, werden von Branam und Mayer (2003) [16] deshalb als obere und untere

Temperaturgrenze angesehen.

Wie aus Abb. 5.2(a) deutlich hervorgeht, filhren bei den gegebenen Testbedingungen we-
gen der stark nichtlinearen Thermodynamik schon sehr geringe Temperaturunterschiede zu
grofien Anderungen in der Dichte. Eine Temperaturerhohung um 10 K von 120 K auf 130 K
reduziert die Dichte ca. um einen Faktor zwei. Auch die benotigte Warmemenge zum Auf-
heizen des kyrogenen No-Strahls variiert stark durch das extrem nichtlineare Verhalten in
der Warmekapazitat (Abb. 5.2(b)). Das Modell eines idealen Gases zeigt im Vergleich deut-
lich weniger ausgeprigte Variationen in der Dichte (Abb. 5.2(a)) und eine nahezu konstante
Wiérmekapazitat (Abb. 5.2(b)) im betrachteten Temperaturbereich. Die SRK Zustandsglei-
chung kann den Verlauf der REFPROP Korrelationen sehr gut wiedergeben. Bei sehr nied-
rigen Temperaturen ergeben sich jedoch Abweichungen bis ca. 10 % in der Dichte. Durch
die Verwendung einer Volumenkorrektur (¢=+7,0-107% m?®/mol) kann mit der SRKmVK
Zustandsgleichung die Ubereinstimmung mit REFPROP Daten in den gewiinschten Teilbe-
reichen (7' 2 120 K), welche fiir diesen Testfall relevant sind, verbessert werden®’. Fiir die

Wirmekapazitit ergibt sich kein Unterschied in Abhingigkeit der Temperatur®.

Fiir die Validierung der CFD-Simulationen stehen axiale Dichteprofile auf der Symmetrie-
achse sowie radiale Dichteprofile bei x/d = 1,2, /d = 5,0 und z/d = 25,0 zur Verfiigung,

5TIn anderen Teilbereichen kann es dabei zu einer Verschlechterung bei der Vorhersage der Dichte kommen,
so dass darauf zu achten ist, dass dies keinen negativen Einfluss auf die entsprechende Simulation hat.

58 Wird die Warmekapazitit gegen die Dichte aufgetragen, so ist die Kurve mit Volumenkorrektur gegeniiber
der Kurve ohne Volumenkorrektur um den Wert des Parameters ¢ verschoben.
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Tabelle 5.2: Geometrische und operative Details fiir den ,No-Strahl* Testfall.

Geometrische Details

Lange der bedruckten Kammer (mm) 1000,0
Durchmesser der bedruckten Kammer (mm) 122,0
Injektordurchmesser am Auslass (mm) 2,2

Operative Details

nomineller Kammerdruck (bar) 39,7
Einspritztemperatur (K) 120,9 ... 126,9
Massenstrom (g/s) 9,95
mittlere Geschwindigkeit am Injektoraustritt (m/s) ~ 5

welche mittels Raman-Spektroskopie gemessen wurden. Diese ist insbesondere in Bereichen
sehr hoher Dichten und Dichtegradienten mit stirkeren Fehlern belastet (Branam und Mayer
(2003) [16]). Die gemessenen Dichten auf der Mittelachse sind in Abb. 5.4(a) dargestellt. Die
erwarteten Dichtebereiche fiir den Temperaturbereich T ... T, = 120,9 K ... 126,9 K aus
REFPROP sowie fiir die SRK Zustandsgleichung sind ebenfalls dargestellt. Offenkundig sind
die gemessenen Temperaturen und Dichten bedingt durch Messfehler nicht konsistent zuein-
ander. Die mit der SRK Zustandsgleichung berechnete Dichte stimmt fiir eine Temperatur
von Tp, = 126,9 K sehr gut mit der gemessenen Dichte in der Ndhe des Injektoraustritts

iuberein.

5.1.2 Numerisches Setup

Es wurden sowohl stationdre 2D-achsensymmetrische RANS Simulationen als auch insta-
tiondre 3D-DDES durchgefiihrt. Die verwendeten Rechengitter besitzen in etwa 95000 2D-
Volumen bzw. 8000000 3D-Volumen und sind zu den Injektor- und Faceplatewédnden hin
stark verfeinert’®. Die wandniichsten Zellen besitzen in wandnormaler Richtung eine Hoéhe
von 1 um. Der maximale dimensionslose Wandabstand wird so in der Referenzsimulation mit

yT = 1,7 am Injektoraustritt erreicht.

Fiir die 2D-Simulationen wurde der Injektor mit 64 Zellen in radialer Richtung sehr fein aufge-
16st. Fiir die restliche Kammerhohe wurden ebenfalls 64 Zellen verwendet. Die Kammerldnge

wurde mit 631 Elementen in axialer Richtung diskretisiert, wobei zur Injektorregion hin stark

59 Fiir das 3D-Gitter wurde im Gegensatz zum 2D-Gitter die Kammerwand nur grob aufgeldst.
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Abbildung 5.2: Dichte (a) und molare Warmekapazitit bei konstantem Druck (b) von Ny bei
39,7 bar in Abhéngigkeit der Temperatur berechnet mit der idealen Gasglei-
chung, der SRK Zustandsgleichung, der SRKmVK Zustandsgleichung (nur
fir die Dichte) und REFPROP.

verfeinert wurde. Gitterunabhéngigkeit wurde in 2D durch den Vergleich mit Simulationen

auf einem axial und radial verfeinerten Gitter mit ca. 285000 Elementen sichergestellt.

Im 3D-Gitter wurde der Injektor mit einem strukturierten O-Grid und 45 Zellen iiber den
Injektorradius diskretisiert. In axialer Richtung wurden fiir die Kammer ca. 540 Zellen ver-
wendet mit starker Verfeinerung hin zum Injektor. Die Umfangsrichtung wurde mit 120 Zellen
aufgeldst. Der physikalische Zeitschritt in der instationdren DDES ist 107¢ s. Konvergenz in
den inneren Iterationen um drei Grofenordnungen beziiglich des globalen Dichteresiduums
wurde mit einer CFL-Zahl von 1,0 in 12 bis 14 inneren Iterationen erreicht. Der Mittelungs-
zeitraum betragt mindestens 0,1 s, was in etwa drei Durchlaufzeiten im Bereich z/d < 40
entspricht. Fiir die DDES wurde zudem das MLP-Verfahren mit einer Diskretisierung fiinf-

ter Ordnung fiir die reibungsfreien Fliisse eingesetzt.

Nach den Empfehlungen des IWRCM-2 (Telaar et al. (2001) [213]) werden der Injektor sowie
die Stirnseite der Kammer als adiabat angenommen, wahrend die zylindrische Kammerwand
als isotherm mit einer Wandtemperatur von Ty, = 297 K beaufschlagt wird. Die Injektorwénde
werden als hydraulisch glatt beschrieben und ebenso modelliert. Am Injektoreinlass wurde
ein Blockprofil aufgepriagt. Der Injektor wurde kiinstlich verldngert, so dass sich ein voll
entwickeltes, turbulentes Stromungsfeld am Injektoraustritt einstellt. Dieses Vorgehen wur-
de auch bei den weiteren Testfillen angewandt. Alle 2D-Rechnungen wurden auf 24 CPUs
durchgefiihrt, alle 3D-Rechnungen auf 2608 CPUs.

Um die Sensitivitdt der Simulation auf verschiedene Einflussgréfien beurteilen zu kdénnen,
wurde eine umfangreiche Parametervariation in 2D durchgefiihrt. Die Einstellungen der 2D-
Referenzsimulation mit den untersuchten Parametern sind in Tab. 5.3 zusammengestellt. Als
erstes werden nun die Ergebnisse der 2D-RANS Simulationen présentiert (Abschnitt 5.1.3),
bevor im Anschluss auf die 3D-DDES Resultate eingegangen wird (Abschnitt 5.1.4).
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Tabelle 5.3: Einstellungen der 2D-Referenzsimulation fiir den ,,No-Strahl Testfall.

Eintrittstemperatur im Injektor (K) 120,9
Modellierung der Injektorwéande adiabat
Turbulenzmodell q-w
turbulente Prandtlzahl 0,9
Polynomrekonstruktion / Limiter 2. Ordnung MLP!
Zustandsgleichung SRK

5.1.3 2D-RANS Simulationsergebnisse

Dichtekonturen und Temperaturkonturen iiberlagert mit Stromlinien fiir die Referenzsimula-
tion, wie sie typisch sind fiir RANS Simulationen des ,No-Strahl“ Testfalls, sind in Abb. 5.3
dargestellt. Der kryogene No-Strahl zerfallt durch turbulente Mischung mit der dufieren, war-
men No-Umgebung. In den RANS Simulationen werden die instationéren, turbulenten Wirbel
vollstdndig durch die turbulente Diffusion mittels der sehr hohen turbulenten Viskositdt mo-
delliert, welche die laminare Viskositat gebietsweise um weit mehr als den Faktor 100 iiber-
schreitet (hier nicht dargestellt). Die stark ddmpfende turbulente Viskositét verhindert auch
auf wesentlich feineren Gittern und bei Verwendung einer Diskretisierung fiinfter Ordnung fiir
die reibungsfreien Fliisse die Ausbildung eines instationdren Stromungsfeldes, wie es im Ex-
periment beobachtet wird. Fiir eine Abbildung der instationédren Vorgénge kommen URANS
Simulationen deshalb nicht in Betracht. Stattdessen miissen LES-Techniken zur Anwendung

kommen, in denen die turbulente Viskositét wesentlich niedriger ist (siche Abschnitt 5.1.4).

Wie in Abschnitt 5.1.1 besprochen wurde, reagieren unter anderem die Dichte und die spezi-
fische Warmekapazitat bei konstantem Druck bei den gegebenen Injektionsbedingungen sehr
sensitiv auf geringe Anderungen der Temperatur. Dies spiegelt sich entsprechend auch in den
Dichte- und Temperaturkonturen in Abb. 5.3 wider. Der Dichtegradient in der Scherschicht
ist sehr hoch. Wihrend sich die Temperatur auf der Achse bis x ~ 0,045 m lediglich um etwa
9 K durch die Vermischung mit der warmen N,-Umgebung erhéht, hat sich die Dichte des
kryogenen No-Strahls bereits halbiert.

Ein Vergleich simulierter und gemessener axialer Dichteprofile entlang der Symmetrieachse
ist in Abb. 5.4 gegeben. In Abb. 5.4(a) sind zusétzlich, wie bereits in Abschnitt 5.1.1 be-
sprochen, die erwarteten Dichtebereiche aus dem Experiment und der Simulation gegeben,
die sich durch die Unsicherheiten in den Einspritztemperaturen ergeben. Weiterhin zeigt
Abb. 5.4(a) die simulierten Dichteprofile bei Variation der Einspritztemperatur unter Ver-
wendung adiabater und isothermer Injektorwénde. Fiir die isothermen Wande wurde ein

lineares Temperaturprofil aufgepriagt (Einspritztemperatur am Einlass, Raumtemperatur am
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Abbildung 5.3: Dichte- und mit Stromlinien iiberlagerte Temperaturkonturen der Referenz-
simulation fiir den ,No-Strahl* Testfall.

Injektorende).

Zunichst werden die Simulationen mit adiabaten Wéanden diskutiert. Bei einer vorgegebenen
Temperatur am Injektoreintritt von Tr,; = 77 =120,9 K und Tr,; = To, —122,9 K wird die
Dichte gegeniiber den experimentellen Messwerten deutlich iiberschatzt. Fiir eine Einspritz-
temperatur von Tr,; = 75, —126,9 K stimmt die berechnete Dichte am Injektoraustritt sehr
gut mit der gemessenen Dichte im dichten N,-Strahl {iberein. Die Dichteverlaufe der Simula-
tionen und des Experiments sind bis auf den Offset in der Dichte sehr dhnlich. Bis z ~ 10 mm
bleibt der kryogene No-Strahl auf der Achse erhalten und die Dichte in etwa konstant. Weiter
stromab vermischt sich zunehmend warmes Ny aus der Umgebung mit dem kalten No-Strahl.
Zusétzlich gelangt Wérme durch (turbulente) Diffusion zur Achse. Der Dichteabfall in den
Simulationen ist schwécher als im Experiment, so dass die Lange des kalten No-Strahls (engl.:

dark core length) etwas iiberschétzt wird.

In weiteren Simulationen wurde der Einfluss von Wérmeleitung in den Injektorwénden mittels
isothermer Wénde untersucht (fir T1,; = 120,9 K und T1,; = 122,9 K). Durch den Wéarmeein-
trag im Injektor kommt es zu einer Stratifizierung der Temperatur {iber den Injektorradius.
Die niedrigsten Temperaturen und damit die hochsten Dichten finden sich auf der Mittelach-
se. Jedoch zeigt sich auch hier schon ein Effekt am Injektoraustritt und die Dichten liegen
unterhalb derer in den Simulationen mit adiabaten Injektorwénden. Im Gegensatz zu den
vorherigen Simulationen und zum Experiment ist hier schon zu Beginn ein leichter Abfall in
der Dichte auf der Symmetrieachse zu beobachten. Im weiteren Verlauf ergibt sich jedoch ein
dhnliches Verhalten und keine bessere Ubereinstimmung mit dem Experiment, so dass die

Annahme adiabater Wénde eine gute Approximation darstellt.

Wesentliche Unterschiede zeigen sich bei Verwendung unterschiedlicher Turbulenzmodelle

und teilweise auch bei der Wahl verschiedener turbulenter Prandtlzahlen. Die Einspritz-



5. ERGEBNISSE DER CFD SIMULATIONEN 109

60o—————7———————————————————

500 b p Bereich nach NIST g
o~ Femeant - — . .
E 400 |- B B 8 p Bereich nach SRK ZGL |
g O Branam & Mayer (2003)

o 300 F T, =120.9K
£ T, =1229K
S 200 F T, =126.9K
a —

100 Injektorwande adiabat N
| = = = = Injektorwande isotherm ]
O 1f0._ 20 30 40
dimensionsloser Abstand vom Injektor x / d (-)
(a)

600 T —

O Branam & Mayer (2003)

500 p———+_ @ |mmm=--- q-®,Pr,=0.7

i —_— -0

400 | e k-o

Dichte o (kg/m°)
w
o
o

o =120.9 K
O 0 7% 20 38 40
dimensionsloser Abstand vom Injektor x / d (-)
(b)
500 ——————
m O Branam & Mayer (2003)
i —_—g-w
400 a-e
E k-wSST
;3300—
Q.
(0]
= 200
Q
=)
100 |
| T, =126.9K
Oc———F6 20 8 40
dimensionsloser Abstand vom Injektor x / d (-)

()

Abbildung 5.4: Vergleich mit RANS berechneter und gemessener Dichteprofile entlang der
Symmetrieachse fiir den ,,No-Strahl* Testfall: Variation der Einspritztempe-
ratur und der Injektorwandmodellierung (a) sowie des Turbulenzmodells (und
der turbulenten Prandtlzahl) bei T,; =120,9 K (b) und Ti,; =126,9 K (c).
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temperatur der Referenzsimulation von Ti,; =120,9 K wurde zunéchst beibehalten (siehe
Abb. 5.4(b)) und in weiteren Simulationen mit Tt,; =126,9 K auf die gemessene Dichte am
Injektoraustritt angepasst (siche Abb. 5.4(c)). Im Gegensatz zur Referenzsimulation mit dem
q-w Modell und einer turbulenten Prandtlzahl von 0,9 bleibt der kalte Ny-Strahl auf der Ach-
se vor allem mit dem k-w, aber auch merklich mit dem k-w SST Turbulenzmodell linger
erhalten. Wahrend in der k-w Simulation der turbulente Strahlzerfall auch weiter stromab
wesentlich langsamer vonstattengeht, ergibt sich mit dem k-w SST Modell ein viel stérke-
rer Abfall in der Dichte. Dieser stimmt qualitativ besser mit dem experimentell ermittelten
Dichteprofil {iberein. Eine Verringerung der turbulenten Prandtlzahl fiihrt durch den erhoh-
ten turbulenten Warmeeintrag zu einem etwas stérkeren Abfall in der Dichte. Der Einfluss ist
jedoch deutlich geringer als der Effekt unterschiedlicher Turbulenzmodelle. Mit angepasster
Einspritztemperatur ergeben sich dhnliche Trends. Eine sehr gute Ubereinstimmung mit dem
Experiment wird mit dem k-w SST Modell erzielt, wahrend das ¢- w Modell und vor allem

das k-w Modell einen wesentlich flacheren Abfall in der Dichte prognostizieren.

Im Zuge der Sensitivitdtsanalyse wurden weiterhin die Realgasmodellierung durch die Zu-
standsgleichung und die Stoffwertberechnung untersucht (hier nicht bildhaft dargestellt). Als
erstes wurde dafiir eine Simulation mit der SRKmVK Zustandsgleichung durchgefiihrt. Die
Volumenverschiebung von ¢ =+ 7,0-107% m?3/mol wurde so angepasst, dass sich im relevan-
ten Temperaturbereich eine sehr gute Ubereinstimmung der Dichte mit REFPROP Daten
ergibt (siche Abb. 5.2(a)). Die Einlasstemperatur wurde auf 124,4 K gesetzt, so dass sich eine
Dichte sehr dhnlich zur Referenzsimulation ergibt. Ein Vergleich zwischen dieser Rechnung
und der Referenzsimulation lieferte nur marginale Unterschiede zwischen beiden Losungen.
Als zweites wurde eine Simulation durchgefiihrt, welche lediglich die Viskositdten und War-
meleitfahigkeiten fiir ideale Gase verwendet. Auch hier ergaben sich nur sehr geringfiigige
Differenzen im Vergleich zur Referenzsimulation. Dies ist nicht weiter verwunderlich, da die
Stromung wie bereits erwahnt sehr stark turbulenzdominiert ist und die turbulenten Visko-

sitdten und Warmeleitfahigkeiten dominant gegeniiber ihren laminaren Gegenstiicken sind.

Obwohl mit der k-w SST Simulation der axiale Dichteverlauf sehr gut getroffen wird, zei-
gen sich gerade hier stérkere Diskrepanzen in den radialen Dichteprofilen gegeniiber zum
Experiment. Diese sind fiir alle drei Simulationen aus Abb. 5.4(c) mit Variation des Tur-
bulenzmodells bei einer Einspritztemperatur von T1,; =126,9 K an den axialen Positionen
x/d=5,0 und z/d=25,0 in Abbildungen 5.5(a) und 5.5(b) aufgetragen. Die ¢-w Simulati-
on sagt auferhalb der Scherschicht die Mischungstemperatur und damit die Dichte in der
Kammer, welche sich aus rezirkulierendem, erwarmten No und vom Kammerende einstro-
mendem Ny zusammensetzt, korrekt voraus. Dies gilt auch fiir eine Einspritztemperatur von
T = 120,9 K, obwohl sich die berechneten und gemessenen Dichten auf der Achse in die-
sem Fall stark unterscheiden (hier nicht dargestellt). Die k-w und k-w SST Simulationen
hingegen sagen eine zu hohe Rezirkulationsmenge des kryogenen N,-Strahls voraus, so dass

sich in der Kammer eine zu niedrige Temperatur und damit eine zu hohe Dichte einstellt.
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Abbildung 5.5: Vergleich mit RANS berechneter und gemessener radialer Dichteprofile bei
x/d=5,0 und z/d= 25,0 fiir den ,Ny-Strahl* Testfall.

Wihrend die radiale Durchmischung hier mit den £ -w basierten Turbulenzmodellen stérker
erscheint, wurde in Simulationen mit Verbrennung (Abschnitt 5.3 und 5.4) ein gegenteiliger
Effekt beobachtet.

Eine gleichzeitig gute Wiedergabe der axialen und radialen Dichteprofile konnte in den RANS
Simulationen dieser Arbeit nicht erzielt werden. Park (2012) [165] prisentiert radiale Dich-
teprofile fiir einen dhnlichen Betriebspunkt bei 60 bar und einer Einspritztemperatur von
128,7 K. Dabei wurde der Einfluss verschiedener Zustandsgleichungen und Zweigleichungs-
turbulenzmodelle untersucht. Es ergaben sich vergleichbare Unterschiede zum Experiment
wie in den in dieser Arbeit gezeigten Ergebnissen. Nach Auskunft von G. Ribert® kann auch
mit LES keine gleichzeitig gute Ubereinstimmung fiir die axialen und radialen Dichteprofile
erreicht werden. Da in Verdffentlichungen zu Simulationen mit RANS oder LES zu diesem
und dhnlichen Testfallen zumeist nur Vergleiche der axialen Dichteprofile prasentiert werden,
kann an dieser Stelle nur vermutet werden, dass die Ergebnisse fiir die radialen Profile auch

mit anderen CFD-Codes keine zufriedenstellende Ubereinstimmung lieferten.

5.1.4 3D-DDES Simulationsergebnisse

In den stationdren RANS Simulationen werden alle turbulenten Schwankungen vollsténdig
modelliert. Mittels instationdrer URANS Simulationen kénnen in manchen Féllen zumin-
dest die grobskaligen, hydrodynamischen Instabilitdten abgebildet werden (Lempke et al.
(2015) [116]). Im hier untersuchten Testfall wird dies selbst beim Einsatz sehr feiner Gitter
und Diskretisierungstechniken hoher Ordnung durch die hohe und stark ddmpfende turbu-
lente Viskositdt verhindert und das simulierte Stromungsfeld bleibt stationdr. Um das im

Experiment beobachtete, instationdre Verhalten und einen Grofteil der turbulenten Schwan-

60 Private Kommunikation.



112 5.1 Transkritischer No-Strahl

Tabelle 5.4: Einstellungen der DDES Simulationen und der k-w SST RANS Vergleichs-
simulation fiir den ,No-Strahl* Testfall.

k-w SST DDES-1 DDES-2  DDES-3

Einspritztemperatur (K) 126,9 126,9 126,9 122,9
Einspritzdichte (kg/m?) 396 396 396 541
Zustandsgleichung SRK SRK SRK  SRKmVK
Konstante Cppgs - 0,5 0,6 0,5

kungen zeitlich wiedergeben zu kénnen, miissen LES-Techniken herangezogen werden, in wel-
chen die turbulente Viskositét in der Kernstromung reduziert wird. In dieser Arbeit wird dazu
die in Abschnitt 3.2.2 beschriebene DDES als hybrides URANS/LES-Verfahren verwendet.
Es wurden drei verschiedene DDES durchgefiihrt, deren Unterschiede in Tab. 5.4 zusammen
mit den Einstellungen der k-w SST RANS Vergleichssimulation aus Abb. 5.4(c) aufgelis-
tet sind. Zum einen wurde der Einfluss der Konstante Cppgg zwischen den Simulationen
DDES-1 und DDES-2 untersucht. Zum anderen wurde der Einfluss der Einspritzdichte und
-temperatur in Kombination mit einer Volumenkorrektur in der Zustandsgleichung zwischen
den Simulationen DDES-1 und DDES-3 analysiert.

Abbildung 5.6 zeigt fiir den Fall DDES-3 instantane Bilder des Verhéltnisses von turbulenter
zu laminarer Viskositét p/p und des rdumlichen Dichtegradienten als numerisches Schlie-
renbild in einem Schnitt durch die Kammer sowie eine Isokontur der Dichte bei 400 kg/m?
gefarbt mit dem rdumlichen Dichtegradienten. Da der Injektor in der DDES wie in den RANS
Simulationen axial nur sehr grob aufgelost wurde, ist das entsprechende Gitter dort nicht LES
geeignet und die DDES verbleibt im Injektor im URANS-Modus. Entsprechend hoch ist das
it/ o~ Verhdltnis dort mit Werten bis 250 (Abb. 5.6(a)). Stromab der URANS-Zone nimmt
das p/p- Verhéltnis im Strahl schnell auf LES-typische Werte im Bereich 10 bis 30 ab (Spa-
lart et al (2006) [204], Shur et al. (2008) [196]). Weiter stromab steigen die Werte aufgrund

einer axial groberen Gitterauflosung wieder leicht an.

Die Bilder der Dichtegradienten (Abbildungen 5.6(b) und 5.6(c)) verdeutlichen, dass sich
kurz nach dem Injektoraustritt ndherungsweise rotationssymmetrische Wirbelstrukturen bil-
den (durch Pfeile gekennzeichnet), welche weiter stromab schlieflich chaotisch und dreidi-
mensional zerfallen. Diese werden auch in LES von Schmitt et al. (2010) [190] und Petit et
al. (2013) [169] bestétigt, wiahrend Park (2012) [165] dies nur fir den unphysikalischen Ein-
satz der Idealgaszustandsgleichung, aber nicht fiir die SRK Zustandsgleichung feststellt. Die
turbulenten Wirbelstrukturen sind in der DDES im Vergleich zum Experiment von Branam
und Mayer (2003) [16] grobskaliger, jedoch dhnlich zu LES von Schmitt et al. (2010) [190],
Park (2012) [165], Petit et al. (2013) [169] und Miiller et al. [152].
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Abbildung 5.6: Verhéltnis uq/p (a) und rdumliche Dichtegradienten (Schlierenbild) (b) in
einem Schnitt durch die Kammer sowie Isokontur der Dichte bei 400 kg/m?3
geférbt mit dem rédumlichen Dichtegradienten (c) in der DDES-3 Simulation
fiir den ,No-Strahl“ Testfall.

Neben dem g /p- Verhéltnis ist auch das aufgeloste Energiespektrum der turbulenten Ge-
schwindigkeitsschwankungen ein wichtiges Kriterium fiir die Giite einer LES bzw. DDES.
Abbildung 5.7 zeigt fiir die Simulation DDES-3 das Energiespektrum der Geschwindigkeits-
fluktuationen Ej = 0,5 (@; — (@;))(4; — (u;)) als Funktion der Frequenz in einem Punkt in der
Scherschicht nahe des Injektors®*. Werte in (...) stellen zeitliche Mittel iiber die simulierte
Mittelungszeit dar. Das Energiespektrum ergibt sich aus einer Fast Fourier Transformation
(FFT) des zeitechten Signals. In doppellogarithmischer Darstellung ergibt sich zu héheren
Frequenzen (kleinere Wirbel mit htherer Wirbelfrequenz) der fiir die Energiekaskade typische
Abfall nach der Theorie von Kolmogorov mit einer Steigung von -5/3 (Pope (2000) [177]).

Die Dichteprofile der RANS Vergleichssimulation und der zeitlich (und in Umfangsrichtung)
gemittelten DDES Rechnungen entlang der Mittellinie sowie in radialer Richtung bei x/d =5

61 Fiir die Frequenz der turbulenten Geschwindigkeitsschwankungen wird angenommen, dass diese mit der
Wirbelgréfe und der Wellenzahl bzw. turbulenten Wirbelfrequenz korreliert.
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Abbildung 5.7: Spektrum der turbulenten kinetischen Energie in der Scherschicht in Abhén-
gigkeit der Frequenz mit typischem 5/3- Abfall fiir die DDES-3 Simulation

des ,No-Strahl* Testfalls.

und x/d = 25 sind in Abbildungen 5.8 und 5.9 aufgetragen. Um die Profile vergleichbarer zu
machen und Unsicherheiten in den Einspritztemperaturen und -dichten auszugleichen, wur-
den die Dichteprofile mit dem minimalen und maximalen Wert normiert. Generell ldsst sich
feststellen, dass die Qualitdt der DDES-Losungen gut mit dem Experiment iibereinstimmt
und vergleichbar mit der RANS Vergleichslosung ist, welche auf dem k-w SST Modell basiert.
An dieser Stelle soll betont werden, dass die DDES-Losungen ohne weitere Anpassungen er-
zielt wurden. Die RANS Lésungen hingegen héngen stark vom verwendeten Turbulenzmodell
(und zum Teil auch der turbulenten Prandtlzahl ab) und liefern teilweise deutlich schlechte-
re Ergebnisse (siche Abschnitt 5.1.3). In nichtnormierter Darstellung (hier nicht abgebildet)
wird die Dichte auf der Achse bei x/d =30 fiir die DDES-1 und DDES-2 Rechnung mit
ca. 145 kg/m? etwas hoher als im Experiment und der k-w SST Vergleichslésung mit ca.

125 kg/m? vorhergesagt.
Die Konstante Cppgs im DDES-Modell (siehe Abschnitt 3.2.2) muss in der Regel fiir jedes

numerische Verfahren anhand einer Simulation einer abklingenden, homogenen, isotropen
Turbulenz bestimmt werden (Kindler (2014) [96]). Da die im ,No-Strahl Testfall vorkom-
menden, hohen Dichtegradienten und entsprechende Dampfmechanismen durch lokale Limi-
tierungen der Diskretisierungsordnung dabei nicht beriicksichtgt werden, wird fiir den ,,No-
Strahl“ Testfall eine Sensitivitdtsanalyse mit typischen Werten fiir Cppgs von 0,5 (DDES-1)
und 0,6 (DDES-2) durchgefiihrt. Wie aus Abbildungen 5.8 und 5.9 zu erkennen ist, hat die
Chpes-Konstante nur einen geringen Einfluss auf die Losung. Ein hoheres Cpprs bewirkt
ein etwas dissipativeres Verhalten, wodurch das instationdre Verhalten des kalten No-Strahls
geddmpft und damit die Durchmischung mit der warmen Umgebung verringert wird. Dies

aufert sich in einem leicht verzogertem Abfall in der Dichte.

Auch fiir die DDES wurde der Einfluss der Einspritzdichte und -temperatur analysiert. Fiir
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Abbildung 5.8: Vergleich mit RANS und DDES berechneter und gemessener normierter Dich-
teprofile entlang der Symmetrieachse (zeitlich und in Umfangsrichtung gemit-
telt) fiir den ,No-Strahl“ Testfall. Werte fiir Dichtenormierung: O pp;, = 100
kg/m37 Pmax = 400 kg/mg; Pmin = 122 kg/m37 Pmax = 400 kg/mg; T
Prin = 143 kg/m?, proax =400 kg/m?; - - - pin = 143 kg/m?, prax = 400 kg /m?;
Pmin = 183 kg/m?, pra = 541 kg/m3.

die Simulation DDES-3 ergibt sich mit der geringeren Einspritztemperatur von 4 K und bei
Verwendung der SRK Zustandsgleichung mit Volumenkorrektur (SRKmVK) eine um ca. 35 %
hohere Dichte am Injektoraustritt (vergleiche Tab. 5.4 und Abb. 5.2(a)). In der normierten
Darstellung der Dichteprofile ist der Einfluss jedoch nicht gravierend. Die Simulation DDES-3
liefert einen etwas spéateren Abfall der Dichte im axialen Profil und eine etwas breitere Dich-

teverteilung im Radialprofil im injektornahen Gebiet bei x/d = 5.
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Abbildung 5.9: Vergleich mit RANS und DDES berechneter und gemessener normierter Dich-
teprofile in radialer Richtung bei z/d = 5,0 (a) und z/d = 25,0 (b) (zeitlich
und in Umfangsrichtung gemittelt) fiir den ,N,-Strahl“ Testfall. Legende wie
Abb. 5.8. Werte fiir Dichtenormierung in (a): O puin = 50 kg/m?, puax = 390

kg/m?;

pmin:79 kg/m37 pmax:400 kg/m37 T /)mm:101 kg/m37
pmax:400 kg/m3§ T pmln:101 kg/m37 pmax:400 kg/mg;

Pmin — 111

kg/m?, puax = 543 kg/m3. Werte fiir Dichtenormierung in (b): O ppi, = 63

Pmin — 113 kg/m37 Pmax — 135 kg/m3; -0

Pmin — 129 kg/m37 Pmax — 156 kg/m3; ==~ Pmin — 129 kg/m3a Pmax = 161 kg/m?;;
Pmin = 153 kg/m?, prax =212 kg/m?.

kg/m?, pmax = 116 kg/m?
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5.2 Uberkritische CO,-Rohrstrémung

Der zweite Testfall mit inerter Stromung befasst sich mit der Warmeiibertragung an Wéan-
den unter iiberkritischen Bedingungen. Die Vorhersage der Warmebelastung und Wandtem-
peraturen ist essenziell bei der Auslegung von Raketenbrennkammern, um ein Versagen der
Struktur zu verhindern und die Leistung des Antriebs zu verbessern. Hier wird der Wérme-
iibergang einer aufwérts fliefenden Stromung in einem senkrechten Rohr untersucht, welches
mit tiberkritischem COy durchstromt wird (Kurganov und Kaptil'ny (1992) [100]). Hierfiir
stehen gemessene Wandtemperatur- und radiale Geschwindigkeitsprofile an mehreren axialen

Positionen zur Validierung der Simulationen zur Verfiigung.

Die Vorhersage des Wandwarmeiibergangs ist nicht nur essenziell bei der Auslegung von Kiihl-
kanilen in Raketenbrennkammern (Locke und Landrum (2008) [125], Knab et al. (2009) [97],
Pizzarelli (2007) [173], Ruan und Meng (2012) [186]), sondern auch in auf- und abwiérts
gerichteten sowie waagrechten Stromungen in Rohren oder Kanélen zahlreicher weiterer An-
wendungen mit tiberkritischen Driicken: verfahrenstechnische Anwendungen wie tiberkritische
Rektifikation (Hashimoto et al. (2014) [70], Mudraboyina et al. (2015) [151]), Leckagestromun-
gen in Pipelines (Li et al. (2014) [120]) und wassergekiihlte Reaktoren (SCWR: supercritical

water-cooled reactors) der vierten Generation (Schulenberg et al. (2006) [191]).

In der Literatur finden sich einige Grundlagenexperimente bei unterschiedlichen Bedingungen
und mit verschiedenen Fluiden, z. B. mit Hy (Hendricks et al. (1961, 1966) |73, 74|, Hendricks
et al. (1965) [75], Thurston (1964) [216], Niino et al. (1982) [156]), CO, (Kurganov und
Kaptil'ny (1992) [100], Kurganov und Ziegarnik (2005) [101], Bae und Kim (2009) [4], Kim
und Kim (2011) [93], Krau (2014) [99]) und H,O (Shitsman (1963) [193], Yamagata et al.
(1972) [247], Pismenny et al. (2006) [171], Wang et al. (2011) 234, 235]).

Numerische Untersuchungen hierzu wurden groftenteils mit RANS Simulationen (Koshizu-
ka et al. (1994) [98], Roelofs (2004) [185], Palko und Anglart (2008) [164], Wen und Gu
(2010) [240], Urbano und Nasuti (2012) [221]), vereinzelt aber auch mit LES (Wang et
al. (2005) [237|, Wang (2006) [236]) oder gar DNS (Bae et al. (2005) [3], Nemati et al.
(2013) [154], Chu und Laurien (2016) [30]) durchgefiihrt. Das komplexe Zusammenspiel von
Turbulenz, Gravitation und stark nichtlinearer Thermodynamik in iiberkritischen Strémun-
gen stellt eine besondere Herausforderung bei der Vorhersage der Warmeiibertragung im
untersuchten Testfall dar. Deshalb kénnen insbesondere einfache RANS Simulationen das

tatsdchliche Stromungsverhalten meist nur qualitativ abbilden.

5.2.1 Testfallbeschreibung

Das modellierte Simulationsgebiet fiir den untersuchten ,,COs-Rohr Testfall von Kurganov
und Kaptil'ny (1992) [100] ist in Abb. 5.10 (z-Achse um Faktor 50 gestaucht) dargestellt und
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Tabelle 5.5: Geometrische und operative Details fiir den ,,COs-Rohr Testfall.

Geometrische Details

Lange des (simulierten) nichtbeheizten Rohrabschnitts (mm) 2000
Lénge des (simulierten) beheizten Rohrabschnitts (mm) 3000
Rohrdurchmesser (mm) 22,7

Operative Details

nomineller Druck am Rohraustritt (bar) 90,0
Einstromtemperatur (K) 298
Massenstrom (g/s) 850
Wandwirmestrom im beheizten Rohrabschnitt (kW /m?) 440

reprasentiert den prinzipiellen experimentellen Aufbau. Alle geometrischen und operativen
Details sind in Tab. 5.5 zusammengefasst. Uberkritisches CO, strémt bei 90 bar in einem
senkrechten Rohr mit polierten Wéanden und einem Durchmesser von d = 2 R = 22,7 mm
aufwirts. Nach einem unbeheizten Rohrabschnitt mit einer Lange von 50 d ~ 1,135 m, in dem
sich ein turbulentes Stromungsprofil entwickelt, folgt eine beheizte Strecke mit einer Lange
von 130d ~ 2,951 m. Im Nachlauf schliefst sich im Experiment abermals ein unbeheizter Ab-
schnitt der Lange 50 d ~ 1,135 m an. Die Beheizung erfolgt durch Anlegen von Wechselstrom,

wodurch Warme induziert wird. Das Rohr ist nach auflen hin isoliert.

Der untersuchte Testfall in dieser Arbeit entspricht den Bedingungen mit einer Massen-
stromdichte von m/A = 2100 kg/(m?s) und dem Wandwirmestrom-zu-Massenstromdichte-
Verhéltnis ¢y, /(m/A) = 0,21 kJ /kg mit der Querschnittsflache A des Rohres. Dies ergibt einen
Massenstrom von 7 = 850 g/s und eine konstante Wirmestromdichte von ¢,, = 440 kW /m?.
Die operativen Randbedingungen sind so gewéhlt, dass Gravitation entgegen der Hauptstro-
mungsrichtung eine entscheidende Rolle spielt und sich ein komplexes Strémungsfeld durch

freie und erzwungene Konvektion ausbildet.

Da die Einstromtemperatur von 298 K (Raumtemperatur) bei 90 bar knapp unterhalb der auf
der Widom-Linie liegenden pseudo-kritischen Temperatur (ca. 313 K fiir die SRK Zustands-
gleichung, siehe Abb. 5.11(b) und Abschnitt 2.1) von COy liegt, kommt es beim Autheizen
des Fluids zu lokal sehr starken Variationen der Dichte (Abb. 5.11(a)) sowie weiterer Stoffgro-
fsen wie der (molaren) Warmekapazitét bei konstantem Druck (Abb. 5.11(b)), der laminaren
Prandtlzahl (Abb. 5.11(c)) sowie der Viskositat und Wérmeleitfahigkeit (Abb. 5.11(d)). Die-

se kbnnen nur mit einer entsprechenden Realgasgleichung bzw. Realgasmodellierung akkurat
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Abbildung 5.10: Dichte- und Temperaturkonturen der Referenzsimulation fiir den ,,COs-
Rohr* Testfall (z-Achse um Faktor 50 gestaucht).

wiedergegeben werden. Grofsere Abweichungen in der Dichte gegeniiber REFPROP Daten
ergeben sich auch mit der SRK Zustandsgleichung. Dies kann jedoch im relevanten Tempera-
turbereich durch eine Volumenverschiebung von ¢=+6,0-107% m3/mol behoben werden%?.
Das Modell von Huber und Hanley (1996) [82] zeigt ebenfalls eine sehr gute Ubereinstim-
mung mit REFPROP Korrelationen fiir die Viskositat und Wéarmeleitfahigkeit. Die relativen
Abweichungen kénnen jedoch bei Temperaturen zwischen 300 K und 600 K bis zu ca. 10%
betragen, was sich entsprechend auf die Vorhersage des Warmeiibergangs an den Wénden

auswirken kann.

Fiir das Experiment ist ein umfangreicher Datensatz fiir die Validierung der CFD-Simulationen
vorhanden. Einerseits wurden Wandtemperaturen mittels Chromel-Alumel Thermoelemen-
ten bestimmt (siche Abb. 5.12), welche bis auf 0,5 K genau sein sollen (Kurganov und Kap-
tilny (1992) [100]). Andererseits stehen normierte Radialprofile® der zeitlich gemittelten
Axialgeschwindigkeit (siehe Abb. 5.13) zur Verfiigung. Diese wurden mit einem Pitotrohr
an verschiedenen Positionen im beheizten Abschnitt gemessen. Das komplexe Zusammen-
spiel aus Turbulenz, Gravitation und Realgaseffekten ist noch nicht vollsténdig verstanden.
Auf Basis experimenteller Daten von Kurganov und Kaptil'ny (1992) [100] sowie Kurganov
und Ziegarnik (2005) [101] gibt es jedoch Erklarungsversuche, welche durch DNS von Bae
et al. (2005) [3] bestétigt wurden. Eine detaillierte Beschreibung der auftretenden Effekte

62 Dieser Wert wurde so gewihlt, dass sich eine gute Ubereinstimmung mit Dichtewerten aus REFPROP
ergibt.

63 Die Normierung erfolgt mit der querschnittsgemittelten Axialgeschwindigkeit ui, (engl.: bulk velocity).
Diese kann im Experiment nur ndherungsweise bestimmt werden, was zu Abweichungen beim Vergleich
mit simulierten Daten fiihrt.
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Abbildung 5.11: Dichte (a), molare Warmekapazitét bei konstantem Druck (b), laminare
Prandtlzahl (c) sowie molekulare Viskositét und Wérmeleitfahigkeit (d) von
COs bei 90 bar in Abhéngigkeit der Temperatur berechnet mit der idealen
Gasgleichung, der SRK (in Kombination mit dem Modell von Huber und
Hanley (1996) [82]) bzw. der SRKmVK Zustandsgleichung und REFPROP.

findet sich in Bae et al. (2005) [3] und Lowenberg (2007) [126]. An dieser Stelle werden die

grundlegenden Effekte zum besseren Verstindnis erlautert.

Sobald die Stromung auf die beheizte Wand trifft, bildet sich zunédchst eine typische Tempera-
turgrenzschicht aus, welche zu Beginn schnell anwéchst und deren Zuwachs sich im weiteren
Verlauf abschwécht (Abb. 5.12). Der rasche Temperaturanstieg des wandnahen Fluids bei
Temperaturen knapp iiber 300 K geht einher mit einer starken Dichteabnahme und Varia-
tion der Stoffparameter (Abb. 5.11). Wiahrend sich die Kernstréomung im weiteren Verlauf
durch die Gravitation allméhlich verzégert, wirken mit zunehmender Lauflange aufgrund des
grofsen Dichtegradienten an der Wand starke Auftriebskrifte, so dass es zu einer Beschleu-
nigung in Wandnidhe kommt. Durch das Abflachen des Geschwindigkeitsprofils in Wandnéhe
(aufser direkt an der Wand) nehmen auch die Geschwindigkeitsgradienten und damit die
Turbulenzproduktion ab (Abbildungen 5.13(a) - 5.13(d)). Durch die rasche Abnahme der la-

minaren Viskositdt werden die Schubsspannungen zusétzlich verringert. Nach Petukhov und
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Abbildung 5.12: Berechnete und gemessene Wandtemperaturen fiir den ,,COs-Rohr Testfall.
Vergleich verschiedener Gitter (a), Wandwérmestromverlaufe und Zustands-
gleichungen (b)*, turbulenter Prandtlzahlen (c) und Turbulenzmodelle (d).
Experimentelle Daten von Kurganov und Ziegarnik (2005) [101] wurden Lo-
wenberg (2007) [126] entnommen.
* Rote Kurve entspricht der Referenzsimulation. Legende gibt Abweichungen
zum Referenzsetup aus Tab. 5.7 an.

Polyakov (1988) [170] nimmt die Turbulenzintensitdt und damit der radiale Transport von
Masse und Wéarme in Gebieten mit stabiler Dichteverteilung g% < 0, wie sie im vorderen Teil
des beheizten Abschnitts bis zum Erreichen der maximalen Wandtemperatur auftritt, ab. In
Zuge dessen entkoppelt sich die wandnahe Schicht fast vollstindig von der Kernstromung.
Es kommt zu einem Anstauen von Wirme an der Wand und die Wandtemperatur steigt
darauthin stark an. Dieser Effekt wird in der Literatur als verschlechterter Warmetransport

(engl.: deteriorated heat transfer) bezeichnet.

Solange die Beschleunigungskraft die Reibungskraft iberwiegt, beschleunigt die Strémung in
Wandnéahe weiter. Es bildet sich ein M-férmiges Geschwindigkeitsprofil mit einer Geschwin-
digkeitsiiberhthung in Wandnéhe aus (Abbildungen 5.13(e) - 5.13(h)). Die Turbulenzproduk-
tion und damit die radiale Warmeleitung ist in diesem Gebiet mit geringer Schubspannung
7 ~ 9 ~ 0 zuniichst sehr eingeschriinkt (Lowenberg (2007) [126]). Im weiteren Verlauf
kommt es ca. ab der Position des Wandtemperaturmaximums, ab der auch ein grofserer Teil
der Kernstromung die pseudo-kritische Temperatur iibersteigt und beschleunigt, zu einer
Wiederanregung der Turbulenz. Der Grund hierfiir liegt in einer Interaktion zwischen tur-
bulenten Dichte-, Geschwindigkeits- und Enthalpiefluktuationen, welche durch den Einfluss

der Gravitation getrieben und eng mit dem M-férmigen Geschwindigkeitsprofil verkniipft
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Abbildung 5.13: Vergleich mit verschiedenen Turbulenzmodellen berechneter und gemessener
Radialprofile der Axialgeschwindigkeit bei verschiedenen axialen Positionen
fiir den ,,CO5-Rohr* Testfall. Experimentelle Daten von Kurganov und Zie-

garnik (2005) [101] wurden Lowenberg (2007) [126] entnommen.

sind (Bae et al. (2005) [3]). Der erhohte turbulente Austausch in der nun instabilen Dich-
teverteilung (g% > O) fithrt zu einem Abfluss von Wérme in die Kernstromung, wodurch

die Wandtemperatur schliefslich trotz weiterhin konstanter Warmezufuhr von aufsen tiber die
Wand wieder absinkt (Abb. 5.12).

5.2.2 Numerisches Setup

Das simulierte Rechengebiet ist in Abb. 5.10 dargestellt (z-Achse um Faktor 50 gestaucht).
Der Nachlauf nach der beheizten Strecke wurde nicht simuliert. Alle Simulationen dieses
Testfalls sind stationdr und 2D-achsensymmetrisch. Es wurde eine umfangreiche Gitterstudie
durchgefiihrt. Die Eigenschaften der verwendeten Gitter sind in Tab. 5.6 zusammengefasst.
N.1, Ny und N, bezeichnen die Anzahl der Zellen in axialer Richtung im unbeheizten und
beheizten Rohrabschnitt sowie in radialer Richtung. N ist die Gittergrofe. Ay, bezeichnet
die radiale Ausdehnung der wandnéchsten Zelle und EV steht fiir das Expansionsverhéltnis
in radialer Richtung von der wandnéchsten Zelle hin zur Symmetrielinie. Der dimensionslose
Wandabstand der ersten Zelle auf dem Gitter 6, auf welchem die Referenzsimulation fiir
diesen Testfall durchgefiihrt wurde, ist durch die sehr feine Wandauflosung im Bereich y* <
0,1.

Der unbeheizte Rohrabschnitt wurde mit einer adiabaten Wand simuliert. Im beheizten Ab-
schnitt wurde entsprechend der Wandwéarmestrom vorgegeben. Die Wandtemperatur wurde
tiber das Fourier’sche Gesetz (siehe Glg. (3.1.9)) mit einer Approximation erster Ordnung
fiir den Temperaturgradienten ermittelt, wobei die Warmeleitfahigkeit aus der wandnéchs-

ten Zelle genommen wurde. Das aufgepriagte Einstromprofil ist uniform. Alle Rechnungen
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Tabelle 5.6: Eigenschaften der untersuchten Gitter fiir den ,,CO5-Rohr* Testfall.

Gitter N1 Nyo N, N Ay, EV
1 200 400 44 26 400 1,0-1076 1,20
2 200 400 48 28 800 5,0-1077 1,20
3 200 400 56 33600 1,0-1077 1,20
4 200 400 74 44400 1,0-1076 1,10
5 200 400 82 49 200 5,0-1077 1,10
6 200 400 98 58 800 1,0-1077 1,10
7 200 400 226 135600 1,0-1078 1,05
8 400 800 226 271200 1,0-1078 1,05
9 800 1600 226 542 400 1,0-1078 1,05

10 100 200 98 29400 1,0-1077 1,10

wurden auf 24 CPUs durchgefiihrt. Auch fiir diesen Testfall wurde eine umfangreiche Para-

meterstudie durchgefiihrt. Die Einstellungen der Referenzsimulation sind in Tab. 5.7 gegeben.

5.2.3 Simulationsergebnisse

Dichte- und Temperaturkonturen fiir die Referenzsimulation sind in Abb. 5.10 dargestellt.

Wie zu erkennen ist, erwérmt sich zunédchst nur das wandnahe CO, aufgrund des verschlech-

terten Warmetransports. Ab z/d ~ 70 kommt es zu einem vermehrten radialen Austausch

Tabelle 5.7: Einstellungen der Referenzsimulation fiir den ,COs-Rohr Testfall.

Gitter

Wandwérmestromverlauf
Turbulenzmodell

turbulente Prandtlzahl
Polynomrekonstruktion / Limiter
Fluidmischung

Zustandsgleichung

6
konstant
k-w SST

0,9

5. Ordnung MLP

100 % COq

SRK
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und die Kernstromung erwarmt sich auf Temperaturen oberhalb der pseudo-kritischen Tem-

peratur. Die Dichte nimmt dann entsprechend rasch ab.

In einem ersten Schritt wurde der Einfluss des Rechengitters untersucht. Dabei zeigte sich,
dass die Auflésung an der Wand und in der Grenzschicht fiir eine gitterunabhéngige Losung
sehr fein sein muss. Ein Vergleich zwischen gemessenen und simulierten Wandtemperaturen
fiir die Gitter 1 bis 7 unter Verwendung sonst gleicher Einstellungen wie fiir das Referenzsetup
sind in Abb. 5.12(a) abgebildet. Linien gleicher Linienart besitzen dasselbe Expansionsver-
héaltnis, Linien gleicher Farbe denselben Wandabstand der wandnéchsten Zelle. Ein feine-
res Expansionsverhaltnis geht einher mit einer besseren Grenzschichtauflosung. Eine feinere
wandnéchste Zelle kann bei gleichbleibendem Expansionsverhaltnis nicht ganz unabhéngig

von der Grenzschichtauflosung betrachtet werden.

Das Expansionsverhéltnis hat auf allen Gittern einen sichtbaren Einfluss. Ein niedrigeres
Expansionsverhéltnis senkt den Verlauf der Wandtemperatur ab. Wesentlich stérker ist der
Einfluss des wandnichsten Zellabstands. Erst mit Ay, = 1,0-1077 wird eine nahezu git-
terunabhingige Losung erzielt. Im Vergleich zum Experiment wird vor allem der initiale
Temperaturanstieg an der Wand in allen Simulationen zu hoch vorhergesagt. Das Wandtem-

peraturmaximum wird deutlich {iberschétzt und liegt tendenziell zu weit stromab.

In weiteren Simulationen wurde die Sensitivitit beziiglich der axialen und radialen Auflé-
sung mit den Gittern 7, 8, 9 und 10 untersucht (nur Losung auf Gitter 7 bildlich dargestellt
in Abb. 5.12(a)). Eine halb so feine axiale Auflésung mit dem Gitter 10 im Vergleich zum
Referenzgitter 6 hatte nur einen geringfiigigen Einfluss. Auf dem sehr feinen Gitter 7 wur-
de eine weitere axiale Verfeinerung um den Faktor 2 (Gitter 8) bzw. 4 (Gitter 9) gepriift.
In allen drei Fallen resultiert weiterhin ein stationédres Stréomungsfeld und die berechneten

Wandtemperaturen sind nahezu identisch mit den Wandtemperaturen auf dem Gitter 6.

Die Unterschiede im Verlauf der Wandtemperatur sind vor allem auf den unterschiedlich
starken Anstieg gleich zu Beginn des beheizten Abschnitts zuriickzufiihren, welcher das Ver-
halten stromab stark beeinflusst. Das unterschiedliche Verhalten der verschiedenen Gitter
ist jedoch nicht durch unterschiedliche Einstrombedingungen am Beginn des beheizten Ab-
schnitts verursacht. Abbildung 5.14 vergleicht die Radialprofile der Axialgeschwindigkeit und
der turbulenten Viskositét fiir die Gitter 1 bis 6 bei einem Abstand von z/d = —2,5, also vor

Beginn der beheizten Wand. Die Profile zeigen nur geringe Unterschiede.

Zur Bestitigung wurde als weiterer Test fiir den Referenzfall der aufgeprégte Warmestrom
modifiziert, in dem ein gewisses Maf an Warmeleitung angenommen wurde (siche Abb. 5.12(b)).
Anstatt eines harten Umschaltens von adiabater zu beheizter Wand wurde ein linearer An-
stieg des Wéarmestroms im Bereich —10 < z/d < 10 aufgeprdgt. Obwohl dies eine starke
Storung des Geschwindigkeits- und Temperaturfeldes am Eintritt des beheizten Abschnitts
bedeutet, sind die Wandtemperaturverldufe in beiden Féllen fiir x/d > 10 nahezu deckungs-

gleich.
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Abbildung 5.14: Vergleich von Profilen der Axialgeschwindigkeit (a) und der turbulenten Vis-
kositét (b) fiir verschiedene Gitter am Ende des adiabaten Rohrabschnitts
bei z/d=-2,5. dy, ist der Abstand zur Wand.

Der starke Einfluss der Wandauflosung durch das Rechengitter ist auf die grofen Variationen
der Fluideigenschaften an der Wand zurtickzufithren (Abb. 5.11). Die dortige Temperatur
iiberschreitet beim Erwérmen die pseudo-kritische Temperatur. Die Variation verschiedener
Stoffwerte iiber den dimensionslosen Wandabstand bei z =1 mm ist in Abb. 5.15 dargestellt.
Die Werte in den Zellzentren jeder Zelle sind durch die Symbole gekennzeichnet. Im Be-
reich 2 < y™ < 10 andert sich die Dichte ca. um einen Faktor 3. Die laminare Viskositét
und Warmeleitfahigkeit variieren um einen Faktor 2 in diesem Bereich, in dem die Reibung
gegeniiber der Turbulenz noch dominiert (u:/p < 1). Die molare Wérmekapazitat und die
laminare Prandtlzahl &ndern sich um den Faktor 4 bis 5. Diese starken Variationen erzwingen
eine sehr feine Grenzschichtauflosung um eine gitterunabhingige Losung zu erhalten. Weiter
stromauf (z <1 mm) in den allerersten Zellen des beheizten Abschnitts verlaufen die starken
Variationen noch ndher an der Wand. Eine extrem feine Wandauflosung ist deshalb an dieser
Stelle essenziell und wirkt sich, wie aus Abb. 5.12(a) hervorgeht, deutlich auf die berechneten

Wandtemperaturen stromab aus.

Auf dem Gitter 6 wurde wie schon fiir den , N,-Strahl“ Testfall der Einfluss der turbulenten
Prandtlzahl sowie des Turbulenzmodells untersucht. Aus numerischen Untersuchungen eines
dhnlichen Testfalls mittels DNS von Nemati et al. (2013) [154] geht hervor, dass die turbulen-
te Prandtlzahl in Wandnéhe sehr stark im Bereich 0,7 < Pry < 1,1 schwankt. In dieser Arbeit
wurde eine Variation der turbulenten Prandtlzahl von 0,7 bis 1,0 durchgefiihrt. Die entspre-
chenden Wandtemperaturen sind in Abb. 5.12(c) gegeniibergestellt. Eine grofiere turbulente
Prandtlzahl verringert den modellierten turbulenten Wéarmetransport. In Folge dessen staut
sich mehr Wéarme an der Wand und die maximale Wandtemperatur erh6ht sich. Mit allen tur-
bulenten Prandtlzahlen wird der initiale Temperaturanstieg zu stark vorhergesagt. Qualitativ
ergibt sich unter Verwendung des k-w SST Modells mit Pr, = 1,0 die beste Ubereinstim-
mung des Wandtemperaturverlaufs mit dem Experiment hinsichtlich der Kurvenform und der

Position des Temperaturmaximums. Das allgemeine Temperaturlevel ist allerdings deutlich
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Abbildung 5.15: Radialprofile verschiedener Grofen in der Referenzsimulation bei x = 1 mm
fiir den ,,CO5-Rohr Testfall.

zu hoch. Die Hohe des Temperaturmaximums sowie der initiale Temperaturanstieg werden
mit Pr; = 0,8 wesentlich besser getroffen. Ein zufriedenstellendes Ergebnis kann durch eine

Variation der (konstanten) turbulenten Prandtlzahl in diesem Fall nicht erzielt werden.

Der Einfluss verschiedender Turbulenzmodelle auf den Verlauf der Wandtemperatur ist in
Abb. 5.12(d) gegentibergestellt. Die Unterschiede sind dhnlich grof wie bei der Variation der
turbulenten Prandtlzahl. Qualitativ ergibt sich mit dem k-w SST Modell der Referenzsi-
mulation die beste Ubereinstimmung mit dem experimentellen Verlauf. Das ¢-w zeigt kein
ausgepragtes Temperaturmaximum wie im Experiment. Im k-w Modell wird der qualitativ
zunehmende Temperaturanstieg bis zum Maximum nur unzureichend wiedergegeben. RANS
Simulationen scheinen damit die komplexe Interaktion zwischen Turbulenz, Gravitation und
Realgaseffekten nur begrenzt abbilden zu kénnen. Da die thermodynamischen Bedingungen
an Wénden in Raketenbrennkammern in der Regel bei Temperaturen oberhalb der pseudo-
kritischen Temperatur liegen und der Einfluss von Gravitation vernachlassigbar ist, ist hier
mit weniger komplexen Stromungsphdnomenen und einer besseren Vorhersage der Wandwiéir-

mebelastung zu rechnen.

Da die SRK Zustandsgleichung bei niedrigen Temperaturen (7' < 310 K) die Dichte gegeniiber

REFPROP Daten deutlich unterschatzt, wurde eine Simulation mit einer Volumenkorrektur
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von ¢=+6,0-107% m®/mol (siehe Abb. 5.11(a)) durchgefiihrt. Der qualitative Verlauf der
Wandtemperatur sowie die Position des Temperaturmaximums weichen sichtbar zu den Er-
gebnissen ohne Volumenkorrektur ab und werden mit Volumenkorrektur besser vorhergesagt
(Abb. 5.12(b)). Das Temperaturlevel ist jedoch deutlich zu hoch. Die Beriicksichtigung eines
moglicherweise niedrigeren Wirmestroms (90 % des im Experiment angegebenen Wertes)
senkt zwar die Temperaturen an der Wand ab, verschlechtert jedoch im Gegenzug den qua-

litativen Verlauf der Wandtemperatur.

Neben den Wandtemperaturprofilen wurden auch die Radialprofile der Axialgeschwindigkeit
naher betrachtet. Ein Vergleich fiir die Simulationen mit Variation des Turbulenzmodells
aus Abb. 5.12(d) mit experimentellen Daten findet sich in Abb. 5.13. Fiir den unbeheiz-
ten Abschnitt liegen keine Vergleichsdaten vor. Kurz nach Beginn der beheizten Wand bei
x/d = 2,5 sind deutliche Unterschiede zwischen den Simulationen und dem Experiment be-
obachtbar (Abb. 5.13(a)). Die numerischen Ergebnisse sind sich jedoch sehr &hnlich. Die
Beschleunigung des erhitzten und diinneren Fluids an der Wand sowie das Abflachen der Ge-
schwindigkeitsprofile zur Kernstromung hin werden gut vorhergesagt (Abbildungen 5.13(b)
- 5.13(d)). Erste sichtbare Abweichungen innerhalb der Rechnungen sind in Abb. 5.13(d) bei
x/d =475 erkennbar. Das M-formige Geschwindigkeitsprofil bildet sich in der k-w Simula-
tion am weitesten stromauf aus. Dies deckt sich mit dem weiter stromauf liegenden Maximum
im Wandtemperaturverlauf in Abb. 5.12(d). Das Geschwindigkeitsmaximum in Wandnéhe
bildet sich in der ¢-w Simulation, im Gegensatz zur k-w und k-w SST Simulation, nicht
aus (Abbildungen 5.13(e) - 5.13(f)). Fiir das ¢-w Modell ist auch kein ausgeprigtes Wand-
temperaturmaximum erkennbar (siehe Abb. 5.12(d)). Die Beschleunigung der Kernstrémung
und die Reduzierung der Geschwindigkeitsiiberh6hung nach dem Wandtemperaturmaximum

werden in den k-w basierten Simulationen gut getroffen. (Abbildungen 5.13(g) - 5.13(h)).

Neben den gezeigten Parametervariationen wurden auch die Einfliisse weiterer Einstellungen
getestet. Die Diskretisierungsordnung (5. Ordnung bzw. 2. Ordnung mit MLP!4) hatte keinen
merklichen Einfluss. Auch eine leichte Beimischung von Luft, wie von Kurganov und Kaptil'ny
(1992) [100] diskutiert, zeigte keinen signifikanten Effekt. Zusammenfassend kann geschluss-
folgert werden, dass einfache RANS Simulationen das sehr komplexe Stromungsverhalten in
diesem Testfall nur begrenzt wiedergeben kénnen. LES bzw. DDES konnten gegeniiber den
RANS Rechnungen Verbesserungen bringen, wurden aber in dieser Arbeit auch aufgrund des

erheblich gréfseren Rechenaufwandes nicht durchgefiihrt.
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5.3 Uberkritische H,- O, Verbrennung: Mascotte

Brennkammer

Das Ziel dieser Arbeit ist die Simulation von Raketenbrennkammern mit transkritischer Ein-
spritzung. Der erste Testfall hierzu mit Verbrennung ist der ,Mascotte A-60“ Testfall, welcher
wie der ,,No-Strahl* als Validierungsexperiment auf dem IWRCM-2 vorgestellt wurde (Tho-
mas und Zurbach (2001) [215]). Dort wird dieser Testfall unter der Bezeichnung RCM 3
gefiihrt. Kryogenes Oy (LOX) wird bei iiberkritischem Druck in die Kammer eingeleitet und
verbrennt dort mit warmem H,. Die untersuchte Brennkammer wurde in den vergangenen
Jahren in zahlreichen Testkampagnen auf ONERAs Mascotte Testanlage experimentell un-
tersucht (Juniper et al. (2000) [90], Habiballah et al. (2006) [68]|, Candel et al. (2006) [19]).

Numerische Simulationen zu diesem Testfall wurden von Depoutre et al. (2001) [42], Goérgen
und Knab (2001) [63], Legrand et al. (2001) [112], Cheng und Farmer (2006) [26], Benarous
und Liazid (2009) [11], Cutrone (2009) [35], Ruiz (2012) [187], Pohl et al. (2013) [174], Jar-
czyk (2013) [88], Poschner und Pfitzner (2009,2010) [179, 178], Coclite et al. (2015) [33],
Banuti et al. (2016) [7] sowie Benmansour et al. (2016) [12| durchgefiihrt. In allen Ver-
offentlichungen wurden ausschliefslich RANS Simulationen durchgefiihrt. Dabei wurde der
quadratische Querschnitt bis auf 3D-Simulationen von Benmansour et al. (2016) [12] stets

2D-rotationssymmetrisch angenahert.

5.3.1 Testfallbeschreibung

Abbildung 5.16 zeigt das simulierte Gebiet zum ,Mascotte A-60¢ Testfall. Die geometri-
schen und operativen Eckdaten dazu finden sich zusammengefasst in Tab. 5.8. LOX bei einer
Temperatur von 85 K und warmes Hy bei 287 K stromen durch einen Koaxialinjektor in
eine Brennkammer mit quadratischem Querschnitt. Die genaue Injektorgeometrie ist nicht
bekannt. Die verwendeten Abmafse der Simulation sind in Tab. 5.8 zusammengefasst. Am
Injektoraustritt des Oy-Zulaufs befindet sich eine konische Aufweitung. Die Faceplate ist um
10 mm stromab versetzt. Die Brennkammerlange betrégt in etwa 477 mm und die Kantenlan-
ge des Querschnitts ist mit 50 mm angegeben. Die genaue Diisengeometrie ist nicht bekannt,
jedoch ist der Diisenhalsdurchmesser mit 9 mm angegeben. Quartzfenster erlauben optischen
Zugang fiir OH*-Emissionen Spektroskopie und werden mit einem He-Film gekiihlt, dessen

Temperatur und Massenstrom ebenfalls unbekannt sind.

Fiir die Validierung der CFD-Simulationen stehen ausschnittsweise Abel-transformierte Auf-
nahmen der OH*-Emissionen in Injektorndhe zur Verfiigung, welche ein Indikator fiir die
Flammenposition sind. Auferdem existieren axiale und radiale Temperaturprofile. Der Brenn-
kammerdruck liegt in etwa zwischen 60 und 70 bar. Die Testbedingungen variieren leicht in

den zugehorigen Verdffentlichungen mit der Bezeichnung ,,A-60%, was in unterschiedlich hohen
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Tabelle 5.8: Geometrische und operative Details fiir den ,,Mascotte A-60“ Testfall.

Geometrische Details

Geometrie des Brennkammerquerschnitts im Experiment quadratisch
Lénge der Brennkammer (mm) 477,0
Diisenhalsdurchmesser (mm) 9,0
Kantenldnge des Brennkammerquerschnitts (mm) 50,0
Lénge des konischen Injektorabschnitts der Oo-Zuleitung (mm) 7,0
Durchmesser der O,-Zuleitung, Injektoreintritt (mm) 3,2
Durchmesser der Oq-Zuleitung, Injektoraustritt (mm) 5,0
Durchmesser der Hy-Zuleitung, innen (mm) 5,6
Durchmesser der Hy-Zuleitung, aufen (mm) 10,0
axialer Abstand zwischen Faceplate und Injektoraustritt (mm) 10,0

Operative Details

nomineller Brennkammerdruck (bar) 60 ... 70
Einspritztemperatur Oy (K) 85
Einspritztemperatur Hy (K) 298
Massenstrom O (g/s) 100,0
Massenstrom Hy (g/s) 70,0
O/F Verhéltnis (-) 1,43

Driicken resultiert (60 bar in Thomas und Zurbach (2001) [215], 67 bar in Habiballah et al.
(2006) [68] und 70 bar in Juniper et al. (2000) [90]). Der genaue Wert bei den untersuchten
Bedingungen ist nicht bekannt.

Abbildung 5.17 zeigt die Dichte von O, und ng) sowie die molare Warmekapazitat von Oq
im Niedertemperaturbereich (< 300 K) bei einem Druck von 65 bar berechnet mit der idealen
Gasgleichung, der SRK Zustandsgleichung sowie mit REFPROP. Die Einstromtemperaturen
fiir Hy sind so hoch, dass fiir dieses von einem Idealgasverhalten ausgegangen werden kann%.
O, zeigt bei den gegebenen Testbedingungen ein ausgeprigtes Realgasverhalten im Bereich

der Einspritzung bis zur Erwédrmung auf 300 K. Im relevanten Druck- und Temperaturbereich

64 H, wurde in diesem Testfall als Hé“) behandelt, was bei Temperaturen iiber der gegebenen Einspritztem-
peratur jedoch nicht weiter relevant ist.
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kann das thermodynamische Verhalten von Hy und O, auch ohne Volumenverschiebung sehr

gut wiedergegeben werden.

5.3.2 Numerisches Setup

Das simulierte Rechengebiet und -gitter ist in Abb. 5.16 dargestellt. Der Injektor wurde wie-
derum kiinstlich verlangert (nicht dargestellt). Alle Simulationen wurden 2D-achsensymme-
trisch durchgefithrt. Um das Brennkammervolumen zu erhalten, wurde zur Ann&herung des
quadratischen Querschnitts der experimentellen Brennkammer ein Radius von 28,21 mm in
der Simulation verwendet. Das verwendete Rechengitter ist mit 63 500 Elementen relativ grob
aufgelost, so dass sich in den durchgefiithrten Simulationen zumeist ein stationéres Stromungs-
feld einstellte. Die Anzahl der Zellen in radialer Richtung {iber die Héhe der Injektorleitungen
und des Posttips ist jeweils 31. Die wandorthogonale Ausdehnung der wandnéchsten Zellen
wurde zu 1 um gesetzt, womit in der Regel Werte von yt < 2, groftenteils sogar y+ < 1
erreicht werden. Die Oq-Zuleitung wurde mit einer Anfasung am Injektoraustritt und nicht
vereinfacht wie in Thomas und Zurbach (2001) [215] dargestellt modelliert. Ebenso wurde die
zuriickversetzte Faceplate beriicksichtigt. Die Wande wurden standardméfig als adiabat und
hydraulisch glatt angenommen. Der He-Kiihlfilm, dessen Eigenschaften nicht bekannt sind,

wurde vernachléssigt. Alle Rechnungen wurden auf 23 CPUs durchgefiihrt.

Auch fiir diesen Testfall wurde wieder der Einfluss eines breiten Spektrums an Parametern
auf die Simulationsergebnisse untersucht. Die Einstellungen der Referenzsimulation mit den

untersuchten Parametern sind in Tab. 5.9 zusammengestellt.
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Abbildung 5.16: Simuliertes Rechengebiet und -gitter fiir den ,Mascotte A-60" Testfall.
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Abbildung 5.17: Dichte von Oy und ng) (a) sowie molare Warmekapazitit bei konstantem

Druck von Oy (b) bei 65 bar in Abhéngigkeit der Temperatur berechnet mit
der idealen Gasgleichung, der SRK Zustandsgleichung und REFPROP.

Tabelle 5.9: Einstellungen der Referenzsimulation fiir den ,,Mascotte A-60“ Testfall.

Modellierung der Brennkammerwande adiabat
Reaktionsmechanismus O Conaire et al. (2004)
Turbulenzmodell q-w
turbulente Prandtlzahl 0,7
Polynomrekonstruktion / Limiter 2. Ordnung MLP!
Zustandsgleichung SRK

5.3.3 Simulationsergebnisse

Die Temperaturkonturen und Dichtekonturen iiberlagert mit Stromlinien sind fiir drei ver-
schiedene Setups in Abb. 5.18 abgebildet. Ausgehend von der Referenzsimulation mit dem
¢ - w Turbulenzmodell sowie einer turbulenten Prandtl- und Schmidtzahl von 0,7 (Abb. 5.18(b))
wurde einmal das Turbulenzmodell auf k-w SST (Abb. 5.18(c)) und einmal die turbulenten
Kennzahlen auf Pry = Sc; = 0,9 (Abb. 5.18(a)) geéndert. Das Stromungsfeld ist in allen drei
Simulationen relativ komplex und qualitativ &hnlich. In Injektornéhe bilden sich in der dufse-
ren Stromung zwei gegenrotierende Rezirkulationszonen aus, deren Ausmafs sich hauptséch-
lich bei Variation des Turbulenzmodells unterscheidet. Auch die Flammenform nimmt insbe-
sondere bei Verwendung verschiedener Turbulenzmodelle eine stark unterschiedliche Form an.
Waéhrend die Flamme mit dem ¢ -w Turbulenzmodell kurz und breit ist, ist sie mit dem k- w
SST Modell sehr lang und schmal. Auch die Aufweitung der Flamme in radialer Richtung hin
zur Wand ist mit dem k-w SST Modell wesentlich geringer. Eine radial diffusivere Flamme

mit dem ¢-w Modell wurde auch im nachfolgend présentierten Testfall einer zylindrischen
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Brennkammer bei dhnlichen Bedingungen festgestellt. Im Falle des k- w Modells konnte keine
stationare Losung erzielt werden. Stattdessen bildeten sich instationére Schwankungen aus.

Auch dieses Phéanomen wurde in Simulationen des nachfolgenden Testfalls beobachtet.

Ein Vergleich des Temperaturfeldes fiir das ¢-w Turbulenzmodell und Pr; = S¢; = 0,9 mit
der gemessenen Intensitét der OH*-Konzentrationen Iop- aus Juniper et al. (2000) [90] zeigt
eine sehr gute Ubereinstimmung (sieche Abb. 5.19). Die Linge der Flamme wird bei diesen
Einstellungen mit ca. 0,1 m sehr gut getroffen, was auch durch einen Vergleich des axialen
Temperaturprofils auf der Achse mit dem Experiment deutlich wird (Abb. 5.20(a)). Mit einer
niedrigeren turbulenten Prandtl- und Schmidtzahl von 0,7 (Referenzsimulation) erhéht sich
der modellierte turbulente Wéarme- und Stofftransport. Dies fiihrt entgegen der urspriing-
lichen Erwartung allerdings zu einer ldngeren Flamme (siehe Abb. 5.18(a) und 5.18(b) so-
wie Abb. 5.20(a)). Die radiale Ausdehnung der Flamme nimmt jedoch ab (siche Abbildun-
gen 5.18(a) und 5.18(b)). Dies geht auch aus den radialen Temperaturprofilen bei x = 15 mm,
=>50 mm und =100 mm aus Abb. 5.21 hervor. Die Temperaturen auf der Achse hinter

der Flammenzone bleiben von dieser Variation praktisch unberithrt (Abb. 5.20(a)).

Die genannten Effekte bei Variation der turbulenten Prandtl- und Schmidtzahl wurden auch
im Falle des k-w SST Modells in &hnlichem Ausmafs festgestellt (nicht dargestellt). Die Flam-
menlénge wird mit dem k-w SST Modell ca. um den Faktor 3 tiberschétzt (Abb. 5.20(a)).
Zudem wird die Temperatur auf der Achse am Ende der Brennkammer zu hoch vorhergesagt,

da der simulierte radiale Transport von kaltem Hy zur Achse hin zu gering ist.

Die radiale Position der heiffen Flammenzone ist im Experiment aufgrund der groben Auflé-
sung nicht zu erkennen und liegt unter Beachtung der OH*-Bilder aus Abb. 5.19 vermutlich
unterhalb des ersten Messpunktes bei z =15 mm (Abb. 5.21(a)). Die Flamme weitet in Simu-
lationen mit dem ¢-w Modell etwas zu stark auf und erscheint etwas zu diffusiv in radialer
Richtung. Hingegen ist die radiale Aufweitung mit dem k-w SST Modell deutlich schmaéler.
Die gemessenen Temperaturen in den duferen Rezirkulationszonen werden bei x =15 mm
mit beiden Turbulenzmodellen sehr gut wiedergegeben. An dem Vergleich bei =50 mm
(Abb. 5.21(b)) und = =100 mm (Abb. 5.21(c)) zeigt sich, dass die Temperaturen im dufieren
Wandbereich weiterhin mit beiden Modellen sehr gut getroffen werden. Dies ist vor allem fiir
die Vorhersage der Warmebelastung an den Brennkammerwéanden wichtig. Die Flamme des
q-w Modells wird wie schon erwéahnt zu breit vorhergesagt, wiahrend sich mit dem k-w SST
Modell eine wesentlich schmaélere Flammenzone ergibt, was den experimentellen Daten néher

kommt.

Wird wie hier geschehen die Diise mit modelliert und der Massenstrom am Einlass vorge-
geben, so stellt sich der Brennkammerdruck in der Kammer entsprechend ein, anstatt iiber
eine Unterschallrandbedingung am Auslass vorgegeben zu werden. In der Referenzsimula-
tion betrdgt der Brennkammerdruck iiber die gesamte Brennkammerldnge nahezu konstant
68,4 bar. Dies liegt nahe am Wert von 67 bar wie er von Habiballah et al. (2006) [68] angege-
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ben wird. In einer Vergleichssimulation mit isothermen anstatt adiabaten Wéanden mit einer
aufgeprigten Wandtemperatur von 500 K ergab sich ein Brennkammerdruck von 68,1 bar.
Wirmeverluste tiber die Wénde scheinen damit keine grofte Rolle zu spielen. Auch die Tem-
peraturprofile zeigten keine groferen Abweichungen zum adiabaten Fall (nicht dargestellt).
Gleiches gilt fiir Simulationen mit den Referenzeinstellungen und abgeschnittener Diise, bei
denen am Auslass ein Druck von 60 bzw. 70 bar aufgepriagt wurde (sieche Abb. 5.20(b)).

Obwohl sowohl in der ¢-w als auch der k-w SST Loésung O, vollstindig verbrennt, ergab sich
mit dem k-w SST Modell ein weitaus niedrigerer Brennkammerdruck mit 63,7 bar gegeniiber
zum ¢-w Modell mit 68,4 bar. Der Grund hierfiir liegt moglicherweise in einer erhdhten
Turbulenzproduktion in der Diise mit dem ¢-w Modell, welche das Geschwindigkeitsprofil in
der Diise stark beeinflusst (hier nicht dargestellt). Dieser Trend wurde auch im nachfolgenden
Testfall beobachtet.

In weiteren Simulationen wurden der Einfluss des detaillierten Reaktionsmechanismus (Burke
et al. (2012) [18] statt O Conaire et al. (2004), gleiche Spezies und Reaktionsanzahl) und einer
hoheren Diskretisierungsordnung (fiinfte statt zweite Ordnung MLPY) untersucht. Dabei

wurden keine signifikanten Unterschiede festgestellt.
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Abbildung 5.18: Vergleich der Temperaturkonturen (obige Hélften) sowie der Dichtekonturen
iiberlagert mit Stromlinien (untere Hélften) zwischen Simulationen mit un-
terschiedlichem Turbulenzmodell und unterschiedlicher turbulenter Prandtl-
und Schmidtzahl fiir den ,,Mascotte A-60" Testfall: ¢-w, Pry = Scy, = 0,9 (a),
q-w, Pry =S¢y = 0,7 (b), k-w SST, Pry = Sc, = 0,7 (c).
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Abbildung 5.19: Gegeniiberstellung der simulierten Temperaturkonturen (¢-w Turbu-

lenzmodell, Pr; =S¢y =0,9) und der gemessenen Intensitdt der OH*-
Konzentrationen Ioy+ aus Juniper et al. (2000) [90] fiir den ,Mascotte A-
60“ Testfall.
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Abbildung 5.20: Vergleich der axialen Temperaturprofile auf der Symmetrielinie zwischen

verschiedenen Simulationen des ,Mascotte A-60° Testfalls mit (a) und ohne

(b) Diise und experimentellen Messwerten entnommen aus Benarous und
Liazid (2009) [11].
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Abbildung 5.21: Vergleich der radialen Temperaturprofile bei x =15 mm (a), z =50 mm (b)

und = =100 mm (c) zwischen verschiedenen Simulationen des ,Mascotte
A-60“ Testfalls und experimentellen Messwerten entnommen aus Coclite et

al. (2015) [33| bzw. Habiballah et al. (2006) [68].
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5.4 Uberkritische H,- O, Verbrennung: DLR

Brennkammer C

Der zweite Testfall mit Verbrennung ist dhnlich zum vorherigen Testfall ,A-60“. Es handelt
sich erneut um eine Modellraketenbrennkammer mit einem zentralen Koaxialinjektor, wel-
che vom DLR in Lampoldshausen betrieben wird (Smith (2002,2007) [200, 201], Suslov et
al. (2015,2016) [210, 211]). Experimentelle Daten zu den ,DLR“ Testfillen sind bisher nur
teilweise verdffentlicht und wurden unter anderem im DLR-Projekt ProTau gewonnen. Nu-
merische Untersuchungen zu diesen Testféllen wurden bisher von Seidl et al. (2016) [192] und
Fechter et al. (2017) [48] veroffentlicht.

5.4.1 Testfallbeschreibung

H, und O, verbrennen wiederum als brennstoffreiches Gemisch bei einem Druck von etwa
60 bar in einer Modellraketenbrennkammer. Die Einspritztemperaturen von Hs sind jedoch
wesentlich niedriger als im vorherigen Testfall ,A-60“. Die Brennkammer ist zylindrisch an-
statt quadratisch, hat jedoch mit einer Lange von 430 mm und einem Durchmesser von 50 mm
sehr dhnliche Abmafse. Die Brennkammer besteht aus vier untereinander austauschbaren und
hintereinander montierten Modulen, wovon eines durch Quartzfenster optischen Zugang zur
Brennkammer gewédhrt. Ein Ho-Kiihlfilm wird durch einen Schlitz an der Faceplate in die
Brennkammer eingebracht und bewahrt die Brennkammerwénde vor einer zu hohen thermi-
schen Belastung. Die konvergent-divergente Diise sowie der Injektor konnen variabel bestiickt

werden.

Fiinf verschiedene Betriebspunkte werden in dieser Arbeit untersucht. Die entsprechenden
geometrischen und operativen Details sind in Tab. 5.10 {ibersichtlich zusammengefasst. In den
Testféllen ,DLR-1A“, ,DLR-~1B*“ und ,,DLR-1C* wird bei sonst sehr dhnlichen Bedingungen
das O/F-Verhéltnis am Injektor variiert. Alle drei Testfélle verwenden die Konfiguration
,BKC-1 (,Brennkammer C*, Variante 1). Fiir die Testfille ,DLR-2¢ und ,,DLR-3* wurden
die Konfigurationen ,BKC-2 und ,BKC-3* verwendet. Die beiden letzteren Testfille grenzen
sich zu den anderen drei Testféllen durch deutlich niedrigere Einspritztemperaturen vor allem

beziiglich von Hy ab.

Im Falle der ersten drei Betriebspunkte liegen umfangreiche experimentelle Daten von Suslov
et al. (2015,2016) 210, 211| sowie aus dem DLR-Projekt ProTau zur Validierung der CFD-
Simulationen vor. Unter anderem wurden die Lénge des dichten LOX-Strahls Lox mittels
Schattengraphbilder bestimmt. Weiterhin wurden Brennkammerdriicke gemessen und Wand-
temperaturmessungen durchgefiihrt. Fiir die beiden letzten Falle von Smith (2002, 2007) [200,

201] wurden unter anderem spektrale Leistungsdichten der Druckfluktuationen ermittelt.

Wie im ,,A-60“-Testfall werden fiir den Bereich des kryogenen LOX-Strahls starke Real-
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gaseffekte erwartet. Fiir sehr niedrige Einspritztemperaturen im Testfall ,DLR-3 treten

auch im Bereich des sehr kalt eingespritzten Hy Abweichungen zum Idealgasmodell auf (siehe
Abb. 5.17(a)).

5.4.2 Numerisches Setup

Die fiir die ,DLR* Testfdlle verwendeten wichtigsten Einstellungen sind in Tab. 5.11 zu-
sammengefasst. Eine Begrenzung der limitierten Machzahl Ma, in der Priakonditionierung
(siche Abschnitt 4.1.1) und im AUSM™-up Schema (sieche Abschnitt 4.2.2.2) auf Werte ober-
halb von 0,10 wurde benétigt, um stabile Losungen zu erhalten. Alle Simulationen wurden
2D-achsensymmetrisch auf einem Gitter mit 324 000 Volumen und 360 CPUs durchgefiihrt.
Verfeinerungen des Gitters wurden wiederum in der Injektorregion und zu den Wéanden hin
vorgenommen. Die Randbedingungen werden analog zum ,,A-60“ Testfall gesetzt. Statio-
nare RANS-Losungen wurden wie schon im ,,A-60° Testfall nur mit dem ¢-w und k-w SST
Modell erzielt. Mit dem k-w Modell bildeten sich, wenn auch nur verhéltnisméafig leichte,
hydrodynamische Instabilitdten aus, welche zu Schwankungen in der Warmefreisetzung und
im Druck fiihrten. Das k-w Modell wurde entsprechend fiir die beiden letzten Testbedingun-
gen eingesetzt, um mittels URANS Simulationen das im Experiment gemessene, instationére,

akustische Verhalten der Brennkammer zu analysieren.

5.4.3 Simulationsergebnisse

Konturen der Dichte, der Temperatur sowie der Massenbriiche von H, (iiberlagert mit Strom-
linien) und Oy sind in Abb. 5.22 fiir eine ¢-w Simulation mit Pry = Sc; = 0,7 fiir den Fall
»,DLR-1C* mit O/F =4 abgebildet. Der starke Kiihlungseffekt des Ho-Films an der Wand ist
aus den Konturen der Temperatur und des Hy-Massenbruchs klar erkennbar. Die Wandtem-
peraturen bleiben bis zum Ende des zylindrischen Brennkammerteils im Bereich unterhalb
von 600 K. Im Falle des k-w SST Modells wurde wie schon zuvor im ,Mascotte A-60“ Test-
fall eine weniger diffusive, schmiélere und léngere Flamme beobachtet (hier nicht dargestellt).
Das sich ausbildende Stromungsfeld (siehe Stromlinien) ist mit mehreren, gegenrotierenden

Rezirkulationszonen sehr komplex.

Die Lange des kalten und dichten LOX-Strahls sowie der Flamme ist wesentlich langer als
im ,,Mascotte A-60¢ Testfall. Die Reaktionszone breitet sich in der ¢-w Losung teilweise
bis in die Diise aus. Mit dem k-w SST Modell erreicht sie sogar den Diisenaustritt, so
dass nicht unerhebliche Mengen an unverbranntem Os die Brennkammer verlassen. Wie aus
Abb. 5.22 hervorgeht, ist unverbranntes, gasférmiges Oy noch deutlich weiter stromab zu
beobachten als der sichtbare, dichte LOX-Strahl. Letzterer wurde im Experiment noch an
Positionen z > 0,3 m detektiert. Es ist deshalb wahrscheinlich, dass auch im Experiment eine

nicht zu vernachlidssigende Menge Oy die Brennkammer verlédsst. Der Wirkungsgrad sowie
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Tabelle 5.10: Geometrische und operative Details fiir die ,DLR" Testfélle.

Geometrische Details

Geometrie des Brennkammerquerschnitts im Experiment kreisformig
Lange der Brennkammer (mm) 430,0
Brennkammerdurchmesser (mm) 50,0
Durchmesser der Oq-Zuleitung (mm) 4,0
Spalthohe der Ho-Zuleitung, Kiihlfilm (mm) 1,0

BKC-1 BKC-2 BKC-3

Diisenhalsdurchmesser (mm) 16,9 16,8 16,87
Durchmesser der Hy-Zuleitung, innen (mm) 4.6 4.4% 4.4%
Durchmesser der Hy-Zuleitung, aufen (mm) 6,8 6,5 5,8

Operative Details

DLR-1A DLR-1B DLR-1C DLR-2 DLR-3

Geometrie BKC-1 BKC-1 BKC-1 BKC-2 BKC-3
nomineller Brennkammerdruck (bar) 62 61 61 60 63
Injektor O/F Verhéltnis (-) 5,91 4,91 3,96 4,83 3,75
globales O/F Verhéltnis (-) 1,32 1,22 1,12 1,00 0,97
Einspritztemperatur Oy (K) 113,0 112,7 112,8 1155 95,7
Einspritztemperatur Hy, Injektor (K) 151,3 153,2 155,0  117,0 66,7
Einspritztemperatur Hy, Kiihlfilm (K) 313,0 318,0 320,5  320,5* 320,5*
Massenstrom O (g/s) 355 328 311 290 300
Massenstrom Hs, Injektor (g/s) 60 67 79 60 80
Massenstrom Hy, Kiihlfilm (g/s) 209 203 199 230 230

T Der Unterschied im Diisenhalsdurchmesser ist moglicherweise auf ungenaue Angaben zuriickzufiihren.
! Nicht direkt gegeben, sondern iiber andere Angaben berechnet.

* Wert nicht bekannt. Es wurde der Wert von DLR-1C iibernommen.
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Tabelle 5.11: Einstellungen fiir die ,DLR* Testfélle.

Modellierung der Brennkammerwéande adiabat
Reaktionsmechanismus O Conaire et al. (2004)
turbulente Prandtlzahl 0,7
Polynomrekonstruktion / Limiter 2. Ordnung MLP"
Zustandsgleichung SRK
Dichte p (kg/m?®): 0_250 . %o | 750l-1ooo

p = 630 kg/m®

B 0 e

Temperatur T (K): 0 1000 2000 3000 4000

N 1 e
0.5

Massenbruch von Sauerstoff Y, (-): 0 0.25 0.75 1

Abbildung 5.22: Konturen der Dichte, der Temperatur, sowie der Hy- und Oy-Massenbriiche
(von oben nach unten) fiir eine ¢-w Simulation des ,DLR-1C* Testfalls.

der Brennkammerdruck sind dann im Vergleich zur vollstandigen Verbrennung entsprechend

geringer.

Zeitlich gemittelte Schattengraphbilder wurden im Experiment aufgenommen, um die Linge
Liox des kalten LOX-Strahls zu ermitteln (Suslov et al. (2016) [211]). Es bestehen jedoch
grofte Unsicherheiten bei der Datengewinnung und -auswertung. Vermutlich aufgrund von
Unsymmetrien des Injektors sind die gemittelten Schattengraphbilder beispielsweise unsym-
metrisch, wahrend dies in den achsensymmetrischen Simulationen nicht abgebildet werden
kann. Die dichte Region ist zudem nicht eindeutig definiert. In den CFD-Simulationen wer-
den daher nur Trends untersucht. Um einen besseren Vergleich zwischen den Simulationen
und dem Experiment herzustellen, wurden zur Bestimmung von Lpox in den Simulationen
die Dichteisolinien bei 630 kg/m? in der ¢-w Simulation und 760 kg/m3 in der k-w SST
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Abbildung 5.23: Vergleich der berechneten und gemessenen mittleren LOX-Strahllangen
(normiert mit drox) (a) sowie der mittleren Brennkammerdriicke (b) bei
variierendem O /F-Verhéltnis fiir die drei Testfélle , DLR-1A*, , DLR-1B* und
»DLR-1C*.

Simulation herangezogen. Die jeweiligen Dichten sind nahe des pseudo-kritischen Punktes
(siche Abb. 5.17(a)) und stimmen gut mit der gemessenen Lénge des dichten LOX-Strahls
aus dem Experiment bei dem Betriebspunkt ,DLR-1A“ mit O/F =6 iiberein.

Abbildung 5.23(a) zeigt einen Vergleich experimenteller und berechneter gemittelter LOX-
Strahllangen, welche mit dem Durchmesser der Sauerstoffzuleitung diox =4 mm normiert
wurden. Mit dem ¢-w Modell wird der Trend einer ansteigenden LOX-Lénge mit zunehmen-
dem O/F-Verhéltnis gut reproduziert. Die stirkeren Abweichungen bei O/F =4 sind mog-
licherweise auch auf die experimentellen Unsicherheiten zuriickzufiihren. Mit dem k-w SST
Modell bleibt Lpox nahezu konstant und nimmt mit zunehmendem O/F-Verhéltnis sogar
leicht ab.

Ein Vergleich der gemessenen und berechneten mittleren Brennkammerdriicke ist in Abb. 5.23(b)
abgebildet. Der Trend eines leicht ansteigenden Brennkammerdrucks mit zunehmendem O /F-
Verhéltnis wird mit beiden Turbulenzmodellen gut erfasst. Wéhrend auch die absoluten Werte
mit dem k-w SST Modell sehr gut mit dem Experiment iibereinstimmen, liegen die berech-
neten Brennkammerdriicke mit dem ¢-w Modell durchgingig bei deutlich h6heren Werten.
Die Tendenz hin zu deutlich hoheren Driicken mit dem ¢-w Modell wurde auch schon im
,Mascotte A-60 Testfall beobachtet. In den Simulationen der BKC-Brennkammer sind die
Druckunterschiede zum k-w SST Modell noch einmal grofer. Dies diirfte daran liegen, dass
im Falle der ¢-w Simulationen wesentlich weniger unverbranntes Oy die Brennkammer ver-

lasst.

Fiir die drei stationar untersuchten Testbedingungen ,,DLR-1A%, , DLR-1B* und ,,DLR-1C* lie-
gen fiir einen quantitativen Vergleich zwischen den Experimenten und Simulationen gemes-
sene Wandtemperaturprofile vor. Diese wurden an zwei unterschiedlichen Positionen entlang

des Umfangs ermittelt, was hier mit ,,obere Wand*“ und ,untere Wand* bezeichnet wird. Auf-



142 5.4 Uberkritische Hy - O Verbrennung: DLR Brennkammer C

grund der schon zuvor erwahnten, mutmaflichen Unsymmetrien des Injektors weisen auch die
Temperaturprofile entlang der oberen und unteren Wand merkliche Unterschiede auf, was in
2D-achsensymmetrischen CFD-Simulationen nicht erfasst werden kann. Ein Vergleich expe-
rimenteller und berechneter Wandtemperaturen Ty, ist in Abb. 5.24 gegeben. Die Darstellung
erfolgt aus Vertraulichkeitsgriinden in normierter Darstellung fiir die Temperatur. Mit dem
q-w Modell ergibt sich ein durchgéngig konsistentes Bild einer etwas zu niedrig vorhergesag-
ten Wandtemperatur fiir alle drei Lastfalle. Die Ergebnisse mit dem k-w SST Modell sind
sensitiver beziiglich des O/F-Verhéltnisses. Bei O/F =4 wird die Wandtemperatur deutlich
unterschétzt, wihrend sie bei O/F =5 fast deckungsgleich mit der ¢-w Losung ist und bei
O/F =6 sogar leicht dariiber und damit ndher am Experiment liegt. Im Falle von O/F =4
wird die radiale Aufweitung der Flamme mit dem k-w SST Modell im Gegensatz zu den ande-
ren beiden Lastpunkten nicht stark genug vorhergesagt (hier nicht dargestellt). Die Flamme
bleibt lange und schmal wie in den k-w SST Simulationen des ,Mascotte A-60 Testfalls,

wodurch weniger Wéarme an die Wand gelangt.

Fiir die Testbedingungen DLR-2 und DLR-3 mit wesentlich niedrigeren Einspritztemperatu-
ren liegen gemessene spektrale Leistungsdichten der Druckfluktuationen zum Vergleich vor,
welche mittels FFT aus dem zeitechten Drucksignal ermittelt wurden. Der Ort der Messungen
ist nicht bekannt. In den Simulationen wurde ein Monitorpunkt bei x =80 mm und r = 10 mm
genommen. Die instationdren URANS Simulationen wurden mit dem weniger diffusiven k- w
Modell berechnet. Mit diesem ergaben sich vor allem im injektornahen Bereich der Brenn-
kammer und in den Rezirkulationszonen starkere Fluktuationen der Flamme, wihrend sich
im hinteren Brennkammerteil weiterhin ein nahezu stationdres Verhalten einstellte. Die im
vorderen Bereich erzeugten Fluktuationen in der Wérmefreisetzung erzeugen Druckschwan-
kungen, welche zur Ausbildung von akustischen Moden in der Brennkammer fiithren. Diese

konnen mittels URANS Simulationen detektiert werden.

Ein Vergleich gemessener und simulierter Leistungsdichten ist fiir beide Félle in Abb. 5.25
aufgezeigt. Im Experiment wurden im Bereich bis 9 000 Hz die ersten vier Longitudinalmoden
L1-L4 bei Frequenzen um 1750 Hz, 3800 Hz, 5700 Hz und 7550 Hz erfasst. Zudem wurden
bei Frequenzen knapp oberhalb der L3 Mode Resonanzen detektiert, deren Ursache jedoch
nicht bekannt ist. Smith et al. (2002) [200] fiihren die Resonanz auf eine Interaktion mit
der Druckmesseinheit zurtick, wihrend in Smith (2007) [201]| versucht wird, einen theoreti-
schen Zusammenhang zur Ablosefrequenz der Wirbel des Ho-Kiihlfilms herzustellen. In den
CFD-Simulationen wird keine derartige Resonanz bei entsprechender Frequenz erfasst. Die
im Experiment festgestellten Druckschwankungen sind fiir den Fall ,DLR-~2* mit den hohe-
ren Ho-Einspritztemperaturen nur sehr gering und deutlich niedriger als im Fall ,DLR-3"
Dies ist auch in den Simulationen zu beobachten. Fiir den wirmeren ,DLR-2“ Fall bleibt die
Simulation stationdrer als im ,,DLR-3“ Fall und es kénnen nur sehr geringe Druckschwan-
kungen im Bereich der gemessenen L1 und L2 Moden erfasst werden. Im zweiten Fall mit

sehr kalten Hs-Einspritztemperaturen konnen die gemessenen Longitudinalmoden sehr gut
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Abbildung 5.24: Vergleich der berechneten und gemessenen normierten Wandtemperatu-
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reproduziert werden. Die simulierten Frequenzen liegen konstant etwas iiber den gemessenen
Werten. Dies konnte aus Unterschieden zwischen Experiment und Simulation hinsichtlich der
Flammenfront, der Temperaturen sowie der Durchmischung herriihren, welche mit einer un-
terschiedlichen mittleren Schallgeschwindigkeit einhergehen wiirden. Die Amplitude der L2
Mode wird in der Simulation leicht {iberschétzt, wahrend die anderen Moden in ihrer Starke

etwas unterschatzt werden.

Insgesamt ergibt sich fiir alle ,, DLR“ Testfille eine gute Ubereinstimmung mit den Experimen-
ten. Die in den Simulationen der Mascotte-Brennkammer festgestellten Tendenzen kénnen
weitestgehend auch in den Simulationen der BKC-Brennkammer beobachtet werden. Jedoch
konnen wiederum nicht alle Details des Experiments mit einem einzigen Setup und Turbu-

lenzmodell reproduziert werden.
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Abbildung 5.25: Vergleich berechneter und gemessener spektraler Leistungsdichten der
Druckfluktuationen fiir die beiden Testfille ,DLR-2 (a) und ,,DLR-3“ (b).
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6 Zusammentassung

Im Rahmen dieser Arbeit wurde der CFD-Code TASCOMSD fiir die Anwendung auf Stro-
mungen bei sehr hohen Driicken mit trans- und iiberkritischen Bedingungen erweitert. Dafiir
musste das numerische Verfahren in mehreren Punkten angepasst und weiterentwickelt wer-

den.

Zur Beschreibung des thermodynamischen Verhaltens realer Fluide wurde die SRK Zustands-
gleichung von Soave herangezogen. Wahlweise ist eine Volumenverschiebung fiir eine ver-
besserte Vorhersage der Dichte moglich. Fiir die Simulation nichtreagierender Ny und CO,
Stromungen sowie fiir die Hy- O Verbrennung in Raketenbrennkammern liefert die SRK
Zustandsgleichung eine sehr gute Ubereinstimmung mit Daten und Korrelationen aus der

Literatur bei geringfiigigem Rechenaufwand.

Zur Berechnung aller thermodynamischer Grofen und partieller Ableitungen, welche im CFD-
Code benétig werden, wurde der Ansatz von Michelsen und Mollerup verfolgt und erweitert.
Dabei werden alle Grofen konsistent und exakt mittels fundamentaler thermodynamischer
Beziehungen aus partiellen Ableitungen der reduzierten Helmholtz-Residuumfunktion berech-
net. Dieses Vorgehen erlaubt eine effiziente, modulare und leicht zu verifizierende Implemen-

tierung, welche auf beliebige Fluide und Zustandsgleichungen anwendbar ist.

Die Berechnung der Stoffwerte fiir dichte Fluide erfolgte auf Basis der Modelle von Huber
und Hanley sowie Riazi und Whitson. Im Gegensatz zu anderen, oft in der Literatur verwen-
deten Modellen gehen diese bei niedrigen Dichten nahtlos in die zugrundeliegenden Modelle
fiir ideale Gase und Gasgemische iiber. Zudem wurde fiir diese Modelle kein inkonsistentes
Verhalten im thermodynamisch relevanten Bereich festgestellt. Die Modelle zur Berechnung
der Idealgas- und Realgasstoffwerte wurden umfangreich anhand experimenteller Daten und

Korrelationen fiir die untersuchten Bedingungen validiert.

Neben Anderungen der Thermodynamik und Stoffwertberechnung mussten auch das zeitliche
und rédumliche Diskretisierungsschema modifiziert werden. Fiir eine Konvergenzbeschleuni-
gung bei niedrigen Machzahlen wird auf eine Préakonditionierungstechnik gesetzt. Die Berech-
nung der Eigenwerte sowie der Eintriage in den Transformations-, Prékonditionierungs- und
Jakobimatrizen wurde entsprechend angepasst, damit deren Giiltigkeit auch unter Realgasbe-
dingungen gegeben ist. Im verwendeten raumlichen Diskretisierungsschema AUSM™-up muss-
te die Berechnung der Interface-Schallgeschwindigkeit auf den Seiten der Finite-Volumen Zel-

len gedndert werden. In Kombination mit der Préakonditionierung muss bei Verwendung des
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AUSMT-up Schemas darauf geachtet werden, ahnliche Werte fiir die Machzahl-Limitierung

zu verwenden. Dies gilt unabhéngig vom thermodynamischen Zustand auch fiir ideale Gase.

Zur Validierung des implementierten Realgasmoduls wurden jeweils zwei Testfélle mit nicht-
reagierender und reagierender Stromung simuliert. Aufgrund der deutlich kiirzeren Rechen-
zeiten kamen vorwiegend achsensymmetrische 2D-RANS Simulationen zum Einsatz. Diese
ermoglichten umfangreiche Parameteruntersuchungen und Sensitivitdtsanalysen. Zur Erfas-
sung instationdrer Phénomene kamen 3D-DDES und achsensymmetrische URANS Rech-
nungen zum Zuge. Zusammenfassend lédsst sich fiir alle Testfélle sagen, dass mit RANS Si-
mulationen oft sehr zufriedenstellende Ergebnisse erzielt werden. Jedoch kénnen mit einem
einzigen Setup und Turbulenzmodell nicht alle Messergebnisse iiber alle Testfille hinweg
gleich gut reproduziert werden. RANS Simulationen mit dem ¢-w und k-w SST Turbulenz-
modell bleiben tendenziell stationdr. Beide Modelle wirken wesentlich starker dampfend als
das k- w Turbulenzmodell, mit welchem die Stromung auf gleichen, groben Gittern schon zu
Instationaritdten neigen kann. Ergebnisse mittels DDES fiir einen inerten Strahlzerfall sind
vielversprechend. Jedoch ist ihr Einsatz insbesondere in reaktiven Stromungen aufgrund der

hohen Rechenkosten und -zeiten nur eingeschrankt moglich.

Als erstes wurde ein inerter No-Strahl simuliert, welcher transkritisch in eine warme Ns-
Umgebung eingespritzt wird und zerfillt. Ein gute Ubereinstimmung mit gemessenen axialen
Dichteprofilen konnte mittels DDES und RANS Simulationen basierend auf dem k-w SST
Modell erreicht werden, wahrend mit dem ¢-w und vor allem mit dem k-w Modell der
Strahlzerfall deutlich zu weit stromab vorhergesagt werden. Eine Analyse des instationéren
Stromungsfeldes im Falle der DDES bestétigte die Ausbildung von ringéhnlichen Wirbel-
strukturen stromauf des chaotischen, turbulenten 3D-Zerfalls, was auch bereits in fritheren

Simulationen beobachtet wurde.

Der zweite inerte Testfall widmete sich der Vorhersage des Wandwarmeiibergangs, welche
unter anderem essenziell zur Auslegung von Raketenbrennkammern ist. Dafiir wurde ein
iiberkritisch und vertikal durchstromtes, beheiztes Rohr betrachtet. Die Interaktion zwischen
Turbulenz, Gravitation und Realgaseffekten sorgt fiir ein sehr komplexes Zusammenspiel,
welches so in Raketenbrennkammern in diesem Ausmafs nicht vorkommt, jedoch sehr inter-
essant fiir die Validierung ist und die Grenzen der RANS Turbulenzmodellierung aufzeigt.
Mit keinem der verwendeten RANS Modelle konnte eine sehr gute Ubereinstimmung mit
dem Experiment erzielt werden, auch wenn das qualitative Verhalten der Strémung und der

Wandtemperaturen gut reproduziert wurde.

In den beiden letzten Testfillen wurde die Hy - Oy Verbrennung in einer Modellraketenbrenn-
kammer mit einem zentralen Koaxialinjektor und quadratischen bzw. runden Querschnitt
untersucht. Die geometrischen und operativen Details beider Testfélle sind teilweise dhnlich
und es wurden in Simulationen beider Brennkammern iibereinstimmende Trends festgestellt.

Der Brennkammerdruck wird mit dem ¢-w Modell deutlich héher vorhergesagt als mit dem
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k-w SST Modell, was moglicherweise an einer verstéirkten Turbulenzproduktion im Bereich
der beschleunigten Stromung in der Diise liegt. Die Lange der Flamme wird mit dem ¢-w
Modell zudem kiirzer und radial diffusiver und damit breiter berechnet. Auch die Lénge
des LOX-Strahls ist entsprechend kiirzer. Vergleiche experimenteller OH*-Emmisionsbilder,
Wandtemperaturen und LOX-Strahlléngen mit Simulationswerten lieferten oft eine gute qua-
litative und quantitative Ubereinstimmung mit Ergebnissen stationdrer RANS Simulationen.
Instationdre URANS Simulationen mit dem k-w Modell konnten experimentelle Frequenz-
spektren teilweise sehr gut wiedergeben. Alle Longitudinalmoden wurden vor allem bei sehr
niedrigen Hs-Einspritztemperaturen und starken Druckfluktuationen im Experiment korrekt
erfasst. Bei schwacher akustischer Anregung werden diese in der URANS Simulation grofs-
tenteils jedoch weggedampft. Der Einsatz hochwertiger, aber auch sehr aufwendiger DDES

konnte hier weitere Verbesserungen bringen.
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A Helmholtz-Residuumfunktion der
SRKmMVK Zustandsgleichung

Die in Kapitel 2 betrachteten Formeln basieren auf der Helmholtz-Residuumfunktion so-
wie deren partiellen Ableitungen und wurden in allgemeingiiltiger Form dargestellt. Fiir die

dreiparametrige Soave-Redlich-Kwong Zustandsgleichung mit Volumenkorrektur (SRKmVK?®®)

R, T a nR,T A
p=- - — e (A.1)
U —b  Om(0m+b) V-B V(V+B)

mit vy =0m — ¢,V =ntn=V+C,A=n’>a,B=nb und C=nc

lautet die Helmholtz-Residuumfunktion nach Auswertung von Glg. (2.4.32) mit Glg. (2.4.21):

nR,T
V/

U(T,V,{n,}) = p(TV' {n.}) -

dv’ = (A.2)

1%
ATV A{na}) 1 /
R,T - R,T

TV’ {na}) n
S Vi-cC

dv’ =

R
) i)
(

A1 ([ ViC
TRTB\Vic+B) -
7

2

'

gl

Fiir physikalisch sinnvolle Volumen (V > B) kénnen, wie hier geschehen, die Betragsstriche
um die Argumente der Logarithmen weggelassen werden. Die partiellen ersten und zweiten
Ableitungen der Helmholtz-Residuumfunktion in Abhéngigkeit der natiirlichen Variablen so-

wie der drei Zustandsgleichungsparameter A, B und C ergeben sich dann zu

Vo, :y'/(})k +w§f§k, (A.3)

_ !l 2
Lp@k@l - WQle _'_ w@)c@l

65 Die SRK Zustandsgleichung ohne Volumenkorrektur ergibt sich einfach durch ¢ = 0.
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mit {Ox} = {n, T, V, A(T, {na}), B ({na}),C ({na})} und

Lpl — Ll
l*pé = _l*péa
1
Lp2 — _Lp2
A A )
C—-B
Ll :Ll
\%4 B V )
2 1 2 712
Ly = E<L + VL),
n
w\l/V = J/éB - W )
lfjév = L%/a
W‘l/B = _l*pélﬁ?
2
L-DCIQ“T = _TWIZW
Wczc = L[—’\2/\/7
1
WQ — ——W2
TB T )
A
Ui s ﬁL%/zsa
W?AC = W\Q/Av

Ll—/‘l,:nL%,,
1
WQZ——WQ
T T )
A
Lp2_ L2
57 RITTE
1
Ih=—,
fv-B

Vg =Ly,

Vye = Vgs

lp\Q/v = %L%/V7
g}%v = _% \2/7
Ve = 202
WXQ/C = L’7\2/\/ )

Ve = ¥y

Ly = -2V +B) (12)°,

Lg = B

1 ,
L35 = —E(z L3+ VIZ,) = -1

1 ,

v :nL}g,

Ve = L,

R,T

g =,

1
V+B

(A.5)

(A.6)

(A7)
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Falls ¥} oder ¥2 bzw. ¥, oder ¥7, nicht angegeben sind, dann sind deren Eintrége gleich
Null oder werden nicht bendétigt.

Fiir die partiellen Ableitungen der Helmholtz-Residuumfunktion ¥ (7\V,{n,}) (in Abhén-
gigkeit ihrer natiirlichen Variablen) aus den Gleichungen (2.4.54) und (2.4.55) miissen noch
die Ableitungen der Zustandsgleichungparameter A, B und C berechnet werden. Fiir diese
lassen sich allgemeine Formeln herleiten, welche von den verwendeten Kombinations- und Mi-
schungsregeln sowie ihrem , Molvorfaktor* (Potenz von n) abhéingen. Der Parameter A = n%a
hat z. B. den Vorfaktor 2, B = nb und C' = nc haben den Vorfaktor 1. Hier werden zum
leichteren Verstandnis nur die in der Arbeit verwendeten Ausdriicke mit dem geometrischen
Mittel (siche Glg. (2.3.9)) fiir A und dem arithmetischen Mittel (siche Glg. (2.3.8)) fiir B
und C aufgelistet. Aufterdem wird entsprechend der SRK bzw. SRKmVK Zustandsgleichung
keine Volumenabhéngigkeit in den Paramtern A, B und C beriicksichtigt sowie eine Tempera-
turabhéngigkeit lediglich fiir .A. Mit der Definition von a = a(T) aus Glg. (2.3.4) ergeben sich
folgende Ausdriicke fiir die partiellen Ableitungen der Zustandsgleichungsparameter nach den

Molanteilen der Spezies und der Temperatur (nur fiir A):

W—/
=qa
Nsp 2 NSP
A =n’a =n’¢g =n’ <ZX a1/2> (Z NG UZ) : (A.10)
a=1
0A 4a
Ar = (—) = n?2q, (—) , (A.11)
T ) oy T ) (nr
92 A 9ga\° 9%q
ATT = <—) = n? 2 ( a) + qq ( a) , (A12)
OT? ) oy 0T ] (1) OT? ] na}
A = (%) = n2qq.al/?, (A.13)
Mo ) T {ngsa}

0*A
Atn, B <8T ong )

04, B 1 Oag,
(8—T>{na} = ZXQ—Qaé/Q (8—T) ) (A.15)

a=1

(A.14)

Nsp

qa
(8T2){ __ZXQ a2

(A.16)




A. HELMHOLTZ-RESIDUUMFUNKTION DER SRKMVK ZUSTANDSGLEICHUNG 171

Qo = Qer,a aa(T) s (A].?)
2
adT):{1+HaOf—Mﬂw)}%%,mﬁfﬂa:TVT&a, (A.18)
:?f:,a
V1o
% = Acr,a % = —Ugr a%/{afaaa (A]-g)
oT ’ oT A ’
0%a P« /T
@ pr— —a p— ) T A.2
( 8T2) O, < 5T ) Qera =g Ko (fa,a + Kay/ r,a) , (A.20)
Nep
b = Xaba, (A.21)
a=1
Nsp Nsp
B =nb=n) Xobo=) naba, (A.22)
a=1 a=1
B, = <88—B> =b,. (A.23)
Mo/ Tfngia}

Fiir den Parameter C ergeben sich zum Parameter B analoge Ausdriicke.

Der Ausdruck fiir die Differenz der reduzierten molaren Gibbs-Energie aus Glg. (2.3.13) bei

gleichem Druck, gleicher Temperatur und gleicher Zusammensetzung lautet fiir die SRKmVK

Zustandsgleichung
Ag ::gm72(T7p7 {Ya}>R_CZ{]m,1<T,p, {Ya}) (A24)
:(wQ ((T’vm71’ {YO‘}) - wl (T7Um727 {Ya}) ) + (Z2 - Zl) —1In (%) =

Vi+C—-B A (Vo +C)(Vi +C + B)
Y e 1 Zy— 7, .
n<Vg+C—B>+nRuTBn((\/1+C)(I/'2+C+B) 274
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B Losung kubischer Gleichungen

Zur Bestimmung des molaren Volumens aus dem Druck, der Temperatur und der Stoffzusam-
mensetzung, aber auch zur Berechnung der Zustandsgleichungsparameter jedes Reinstoffes
werden beim Einsatz kubischer Zustandsgleichungen die Nullstellen einer kubischen Glei-

chung der Form
ngL‘g + bQZL‘Q + bll‘ + bo = 0 (Bl)

gesucht. Die Koeffizienten zur Bestimmung des verschobenen molaren Volumens x = oy, fiir
die SRKmVK Zustandsgleichung (Glg. (2.3.6)) ergeben sich durch Multiplikation mit dem

Hauptnenner beispielsweise zu
bs=p, (B.2)
by =—-R,T,
b= —pb> - R, Tb+a,
bo = —ab.

Die Losung der kubischen Gleichung (B.1) erfolgt in dieser Arbeit effizient mit der Methode
von Cardano (Herbison (1994) [76]). Ausfiihrliche Erlduterungen dazu finden sich zahlreich in
der Literatur (z. B. Ruiz (2012) [187]). Hier wird lediglich die Losung der kubischen Gleichung

in kompakter Form angegeben.

In der Methode von Cardano werden in Glg. (B.1) zuerst alle Koeffizienten mit dem Koeffi-
zienten bs normiert:

2%+ agr® + a1v +ag =0 mit a; = b;/bs. (B.3)

Im weiteren Verlauf erhélt man folgende Ausdriicke:

. (al _ “_3) | (B.4)

3 3
a9 3 a1ao
A =35 +4r3, (B.6)

Die Anzahl der Losungen (Nullstellen von Glg. (B.1)) héngt vom Vorzeichen der Diskrimi-
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nante A ab:

e A > 0= 1 Losung:

1 1/3
q= (5 (\/K + sign(s) - s)) , (B.7)
. r az
_ (o) B.8
o =sign(s)- (£ -q) - %2, (B.5)
e A=0
— s =0=1 Losung:
a
Ty = —32, (B.9)
— 5 # 0 = 2 Losungen:
5\ /3
= (= B.10
a=(3) " (B.10)
o= —2¢— 2 (B.11)
3
T = q— 42 , (B.12)
3
e A < (0= 3 Losungen:
s
¢ = arccos (— ) /3, (B.13)
2y —r3
q=2v-r, (B.14)
az
x1 = q-cos (o) -3 (B.15)
2
Ty = (- COS <gb—§7r) —%, (B.16)
4 (45}
—q- S — B.17
R CEE B (B.17

Die angegebene Formulierung erlaubt eine effiziente Implementierung und verringert Aus-
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16schungsfehler aufgrund der begrenzten Anzahl an Nachkommastellen in der Gleitkomma-
arithmetik des Rechners (Herbison (1994) [76]).
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C Berechnung der

Zustandsgleichungsparameter

Fiir jeden Reinstoff miissen in dieser Arbeit einmal vor Beginn der Simulation dessen kritische
Zustandsgleichungsparameter bei 7' = T., bestimmt werden. Dazu wird an dieser Stelle eine
allgemeine kubische Zustandsgleichung mit den drei stoffabhéngigen Parametern a = a(7T") =
aer @(T1), b = by und ¢ = ¢ (Volumenkorrektur) und den beiden Konstanten u und w
betrachtet:

R, T a

b T Fubtytwp M m=ln e (G-1)

p:

Beispielsweise gilt fiir die SRK sowie die SRKmVK Zustandsgleichung v = 1, w = 0 und fiir
die PR Zustandsgleichung v = 2,w = —1. Gleichung (C.1) ldsst sich in einer reduzierten,

dimensionslosen Form schreiben als

Tr ‘QCL
D= = — = . = (C.2)
T—92, T?24+uY 4 w2
T mprcr /m - cr 7
mit po= 2 = L oy tebe _ (m=OPa o
pcr Tcr RUTCI' RUTCr
und 2, = ag a(Tr)L 2, =b Por i

(RuTcr)2 7 B RuTcr ’ ¢ CRuTcr .

Am kritischen Punkt gilt 7, = 1, p, = 1 und «(7; = 1) = 1. Es ist gebrduchlich (O’Connell
und Haile (2005) [159]), die Zustandsgleichungsparameter a., und b aus den Bedingungen

v) (ar2)
— =0 und (== =0 (C.3)
<8V T=Te V2 ),

abzuleiten, welche am kritischen Punkt gelten. Bei zwei Bedingungen kénnen zwei der drei
kritischen Variablen T, pe und vy, . aufgeprigt werden. In der Regel werden T,, = TP
und p,, = pE*P gesetzt. Der Index Exp kennzeichnet die vorgegebenen (experimentellen)
Werte. Das kritische molare Volumen vy, ¢ = U — ¢, welches dann von der Zustands-
gleichung vorhergesagt wird, entspricht im Allgemeinen nicht dem Wert vﬁfg der Realitét,

der in Experimenten gemessen werden kann (siehe Diskussion am Ende dieses Abschnitts).
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Entsprechendes gilt fiir den kritischen Kompressibilitétsfaktor:

. Um,crPer
Ty,pr=1
r,Pr RuTcr

Yu=7 = T # 7% (C.4)

Ein alternativer und praktischerer Ansatz ist, dass die Bedingungen in Glg. (C.3) gleichbe-
deutend sind mit einem Sattelpunkt am kritischen Punkt. Multipliziert man Glg. (C.2) mit

dem Hauptnenner durch, so lautet die resultierende Bedingung am kritischen Punkt wie folgt:
TP+ T2 (0w —1) = 1]+ T [Q2(w — u) — udy + 2] + [~w} —w? — 2,2] = (C.5)
L (T - Tcr) —¢ <T3 — 37, + 3772 - Tg’;) .

Durch Koeffizientenvergleich in den Potenzen von 7 ergibt sich £ = 1. Aufserdem kann aus

den anderen drei Bedingungen folgende Gleichung hergeleitet werden:
O [(w+2)°] + 2 [30Ow—u”+5u+5)] +2[B3(u+2)]-1=0. (C.6)

Dies ist eine kubische Gleichung in (2,, welche z. B. mit Hilfe der Methode von Cardano (siehe
Anhang B) gelost werden kann. Die korrekte Losung ist dabei die kleinste, positive, reelle
Losung dieser Gleichung. Der kritische Kompressibilitatsfaktor der Zustandsgleichung kann

damit folgendermafen berechnet werden:

Zw =Tox = Loy — (2., (C.7)
mit Zcr /Cr =

1
§(1+(Zb(1 —u)). (C.8)
Der zweite Parameter (2, bestimmt sich dann zu

Q=372 4+ Q22 (u—w)+us. (C.9)

Die unnormierten Paramter a., und b sowie das kritische molare Volumen der Zustandsglei-

chung vy, ., lassen sich iiber die Beziehungen in Glg. (C.2) berechnen:

uTcr 2
Ay = Qa (Rp ) 5 (C]_O)
Ter
b= QbR“ < (C.11)
Per
RTo

Um,er = (fcr - Qc) (012)

Per

Als letzter freier Parameter verbleibt (2.. Ohne Volumenkorrektur ist dieser gleich Null. Es

ist leicht ersichtlich, dass Zustandsgleichungen mit speziesunabhéngigen Parameters v und
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w und ohne Volumenkorrektur fiir alles Spezies stets den gleichen, von u und w abhéngigen,
kritischen Kompressibilitatsfaktor voraussagen. Fiir die SRK Zustandsgleichung ergibt sich
z.B. Z5RK = (0,3333, fiir die PR Zustandsgleichung Z'® = 0,3074. Diese Werte sind jedoch
nur fiir wenige Spezies eine gute Néaherung (siche Tab. D.1). Vor allem grofe und polare
Fluide haben wesentlich kleinere Werte. Mit Volumenkorrektur kann {2. so gewahlt werden,
dass Zo = Z¥® und somit am kritischen Punkt eine perfekte Ubereinstimmung mit den
experimentellen Werten vorliegt. Allerdings bringt dies im Allgemeinen eine Verschlechterung
in anderen thermodynamischen Bereichen mit sich. In der Literatur finden sich zahlreiche
Vorschlége fiir Volumenkorrekturen. Die bekannteste ist jene von Peneloux et al. (1982) [166].
Diese Formeln sind jedoch zumeist fiir eine begrenzte Anzahl an Spezies, vorwiegend fiir
Kohlenwasserstoffe abgeleitet und sollten nicht blind auf andere Stoffe iibertragen werden.
In dieser Arbeit wurde die Volumenkorrektur, wenn {iberhaupt, testfallspezifisch eingesetzt
und so an die gegebenen Bedingungen angepasst, dass sich im relevanten Temperatur- und

Druckbereich eine gute Ubereinstimmung mit experimentellen Dichtewerten ergibt.
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D Speziesparameter und -stoffdaten

Radikale wie H, O, OH, HO5 und HyO, treten als Zwischenprodukte der Verbrennung auf.
Isoliert sind sie im Allgemeinen nicht stabil, so dass auch keine experimentellen Werte fiir
viele Stoffparameter wie kritische Temperatur, Druck und Dichte vorhanden sind. Sind je-
doch die Parameter des Lennard-Jones-Potentials z. B. aus Molekularrechnungen bekannt,
konnen aus diesen die kritischen Parameter abgeschétzt werden. In der Literatur finden sich
verschiedenste Formeln mit méfkiger Allgemeingiiltigkeit und Genauigkeit (fiir stabile Spezies
mit bekannten kritischen Parametern). Die geschétzten kritischen Parameter hingen sowohl
sehr stark von der Abschéatzungsformel, als auch den Lennard-Jones-Potentialparametern
ab. In dieser Arbeit wurden nachfolgende Abschatzungsformeln von Leland und Chappele-
ar (1968) [113| fiir Komponenten mit unbekannten, kritischen Parametern verwendet. Die

Zahlenwerte sind in der hier angegebenen Form in SI-Einheiten einzusetzen.

-2 (0.1)
Vmer = Mw _ 3,14 Ny o? (D.2)
Zew = 0,292, (D.3)
Por = % : (D.4)

Dabei ist Ny = 6,0221412927 - 10% die Avogadro-Konstante. Der azentrische Faktor wurde
fiir alle Radikale zu @w = 0 gesetzt. Die in dieser Arbeit verwendeten Stoffparameter sind in
Tab. D.1 gegeben.

Neben den Speziesparametern werden fiir jeden Reinstoff die Koeffizienten der NASA-Poly-
nome benoétigt. Die in dieser Arbeit verwendeten Polynomkoeffizienten mit den zugehorigen
Temperaturbereichen sind in Tab. D.2 gegeben. Weiterhin sind in den Tabellen D.3 und D.4
die Polynomkoeffizienten der gefitteten Viskositdten und Wéarmeleitfahigkeiten bei Idealgas-
bedingungen von Hén) und H;p), 09 sowie HyO gegeben. Aufserhalb des giiltigen Temperatur-

bereichs wird jeweils der Wert bei der minimal / maximal zuldssigen Temperatur verwendet.
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Tabelle D.1: Speziesparameter fiir die verwendeten Fluide.

Spezies  Tu [K]  pe [bar]  per [kg/m?]  Zeo || @[] e/ks K] o [A]  Zv [
Ny 126,192 33,958* 313,300 0,289 0,0372* 1024}  3,640f 18,5%
0, 154,581*  50,430* 436,1* 0,302 0,0222* 127,9%  0,338" 16,3%
H 33,145%  12,964* 31,263* 0,303 -0,219* 38,07 29207 6,12%
HP 32,938*  12,858* 31,323* 0,302 -0,219* 38,07 29207 6,12%
H>0 647,096* 220,640  322,00* 0,229 0,3443* 5724% 26055 13,1%
OH 100,00%  61,736%  432,471%  (,292% 0,0 80,0f 27507 8,425
o) 100,00#  61,736%  406,841#  0,292# 0,0 80,0f 2,750t  6,11°
H 181,25#  270,120%  61,871#  0,292# 0,0 145,0f 20507 2,31%
HO, 134,25%  41,685%  422,131#  0,292# 0,0 107,47 3,458" 14,538
HoOo  134,25%  41,685%  435,021%  0,292%# 0,0 107,47 3,458" 16,848
COs 304,128  73,773* 467,60* 0,275  0,224* 2498t 3,760 26,7%
C3Hg  369,825* 42477 220,478 0,276 0,1524* 266,87  4,982F 66,18%

Referenzen: «* REFPROP (http://www.nist.gov/srd/nist23.cfm (28. April 2016)),

t CHEMKIN® [24], § Bastien et al. (2010) [8], § Hirschfelder et al. (1954) [80],

* Poling et al. (2001) [176], $ Fuller et al. (1969) [54].

# Werte fiir Radikale anhand von Gleichungen (D.1) - (D.4) berechnet.


http://www.nist.gov/srd/nist23.cfm
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E Herleitungen thermodynamischer

Gleichungen

An dieser Stelle werden zum besseren Verstdndnis einige thermodynamische Formulierun-
gen hergeleitet. Auf die Kennzeichnung gemittelter Werte durch ™ und =, wie im CFD-Code
verwendet, wird verzichtet. Als erstes wird ein alternativer Ausdruck fiir die Schallgeschwin-
digkeit hergeleitet, welcher u. a. fiir die Prikonditionierung verwendet wird. Dafiir wird von

der iiblichen Definition der Schallgeschwindigkeit ausgegangen:

@)D B @
/) svay G \OP vy G W) 1 vy
————

=:Pp

Fiir die Dichte besteht folgende Abhéngigkeit vom Druck, der massenspezifischen Entropie
bzw. der Temperatur sowie den Massenbriichen: p = p(p,s,{Ya}) = p(p.T(p,5.{Ya}).{Ya})
Die partielle Ableitung p, in Glg. (E.1) kann umgeformt werden in

N
/) vy @\ vy \IT/) vy NP/ vy
:T;p :?;T

Mit Hilfe der Dreifach-Produktregel (engl.: triple product rule) und weiterer thermodyna-
mischer Zusammhénge wie den Maxwell-Relationen (Michelsen und Mollerup (2007) [144])
kann die letzte partielle Ableitung in Glg. (E.2) wie folgt umgeformt werden:

or ) 11va) = (57) vy T (9p
5 — - _ - =57 . (E.3)
P/ s {Ya} (8_T)p,{Ya} T EpP p{Ya}

=pr

Werden Gleichungen (E.2) und (E.3) kombiniert, so kann die Schallgeschwindigkeit auch

folgendermafen ausgedriickt werden:

2 — pcp g pCp (E 4)
© ey — (T/p)ps pCppp + Py

a
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Damit kann die Berechnung des Prékonditionierungsfaktors aus Glg. (4.1.18) vereinfacht

werden:

= fo 45 _ faal
B__P+MﬁUVMﬁ/@%) 1+ f5(cyfco— 1) (E.5)

Dabei wurde die mit Gleichungen (E.1) und (E.4) giiltige Beziehung

2(T /) p2 T/ 0)p? copp — (T p)p?
s(mmng%_%+(MMi:ﬁ{fjW% Z/p)en | _ w4 (E.6)
PCp PCp PCp . Co
1/a2

ausgenutzt.

Zum Schluss werden in diesem Anhang noch die Eintrage der Jakobimatrizen fiir die Ablei-
tungen der massenspezifischen Totalenergie aus Glg. (4.1.11) hergeleitet. Diese unterscheiden
sich fiir reale Fluide gegeniiber den Eintrégen fiir ideale Gase. In den nachfolgenden partiellen
Ableitungen werden alle Variablen des primitiven Variablenvektors Q, aufer der Variable,
nach der abgeleitet wird, konstant gehalten. Als Subskripte zur Kennzeichnung konstant
gehaltener Variablen werden allerdings nur die thermodynamischen Variablen (p,T,{Y,})
aufgefithrt und alle Strémungsvariablen ({u,}, K,w) fiir eine bessere Ubersicht weggelassen.

Die partielle Ableitung nach dem Druck lautet dann

(a (petot)) _ (8 (phtot - p)) _ (E?)
W) p T{va)
0 oh
(8, o8,
P/ 1Yo} P/ T (v}

8/)) T(@p)
= o (_ + — [ = =
N vy 2 \OT )

T
:htotpp+_pT-
p

Dabei wurde die Beziehung

(2) Ly (™) .
op Toina} or ),

(0h) 1 T (8/))
o (2 s (2
Op T{Ya} P p \Op T{Ya}

verwendet (Michelsen und Mollerup (2007) [144]). Auferdem sind die partiellen Ableitungen

des kinetischen und turbulenten Anteils der Totalenthalpie nach den thermodynamischen
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Variablen gleich Null. Die partielle Ableitung nach der Temperatur ergibt sich zu

0 (p%d) (8 (phiot — p))
_ (9\PMot — D) _ (E.9)
( M ]y ivay or p{Ya)

) . +o(ar)
NIT ), I ), ivay

dp
= Dot <—) + pc
aT pv{YOA} ’

= Nt P + PCp

mit der Definition von ¢, = (0h/0T)|, 1y, ,- Zuletzt schreiben sich die partiellen Ableitungen

nach den Massenbriichen als

<M

) _ (6 (Phtot - p)
o T.p{Yp2a}

9Ya )T,p,{y[,#a}

op oh
3 ()
aya T,p,{Y[g#a} aya T,p,{Y[g;ﬁa}

P .
= Niot (8—5) +p (ha - thp) =
@/ TypA{Yp#a}

= htOt pYa + p (iLa - iLNsp) .

= (E.10)
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