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1 Uvod

U radu proucavamo trigonometriju u tri razli¢ita modela: modelu euklidske
ravnine £2, modelu hiperbolicke ravnine H? te modelu sfere S?. U svakom od
navedenih modela definiramo osnovne elemente tocke i pravce i medusobne
odnose izmedu njih. Na modelu S? dva razlicita pravca imaju tocno dvije
tocke presjeka i te su tocke antipodalne. U modelu E? dva razli¢ita pravca
se ili sijeku u jedinstvenoj tocki ili su paralelni. U modelu H? imamo tri
mogucénosti: pravci se sijeku u jedinstvenoj tocki, pravci su paralelni ili ul-
traparalelni.

Potom definiramo udaljenost i mjeru kuta, kako bismo uspostavili odnose
medu stranicama i kutovima. Modeli se razlikuju po zbroju kutova u trokutu.
Naime, u euklidskoj ravnini zbroj kutova u trokutu je 7, na sferi je veéi, a u
hiperbolickoj ravnini manji od 7.

U svakom od modela dokazujemo Pitagorin teorem za trokut ABC sa
stranicama duljina a, b, ¢ te kutovima a, §1~. Vrijedi v = 7 ako i samo ako
vrijedi:

E?  a? 4+ =¢2,

S2: cosa-cosb = cosc,

H?: cha-chb=che.

Slijede izvodi trigonometrijskih relacija u pravokutnom trokutu te dokazi
teorema koji povezuju stranice i kutove op¢eg trokuta: teorem o sinusima te
teorem o kosinusu.

eorem o0 SInusima. eorem o kosinusu.
T T k
E?: © - ’ S 2 2 2
sinaw  sinfB  siny’ a® = b* + ¢* — 2bccos

g2 sin a sin b sin ¢

" sina sinf sinvy’ cos a = cos b cos c+sin bsin ccos a,
7 sha shb she

: cha =chbche —shbshccosa.

sina sinf siny’
Naposljetku prikazujemo neutralni teorem o sinusima koji vrijedi u sva-
kom od promatranih modela.

Zahvaljujem profesoru Vedranu Krcadincu na pomodi i savjetima oko iz-
rade ovog rada.

Takoder, zahvaljujem se Lorisu, Sinisi, Martini i Natasi jer su moje stu-
dentske dane ucinili zanimljivijima i sretnijima.

Najvece hvala ide mojoj sestri Luciji i roditeljima Jasminki i Hrvoju jer
su uvijek tu za mene. Hvala vam na potpori, brizi i ljubavi.



2 Povijesni pregled

Naziv “trigonometrija” dolazi od grckih rijeci trigonon - trokut i metron -
mjera. Nastala je iz prakti¢nih potreba vezanih za graditeljstvo, astronomiju
i navigaciju. Najjednostavnije trigonometrijske ¢injenice bile su poznate Ba-
biloncima i Egipéanima jos oko 18. st. pr. Kr. Ve¢ su oni promatrajué¢i kre-
tanja planeta, izlaske i zalaske Sunca te pomréine Sunca i Mjeseca poznavali
periodi¢nost te su koristili raspodjelu kruga na 360 stupnjeva. Astronomi su
prouocavali odnos stranica pravokutnog trokuta i kutova izmedu njih. Uocili
su da ukoliko je poznata duljina barem jedne stranice i mjera jednog kuta,
tada se mogu odrediti i mjere preostalih elemenata.

Babilonci su koristili sustav s bazom 60, odnosno seksagezimalni sustav,
koji i danas koristimo u mjerenju kutova i racunanju vremena. Proucavali
su omjere stranica sliécnih trokuta i tako otkrili neka njihova svojstva, ali
svoje zakljucke nisu sistematizirali. Poznavali su i neke slucajeve Pitagorinog
teorema, Sto potvrduje tablica “Plimpton 322" iz otprilike 1800. g. pr. Kr.
Njihova su znanja kasnije prenesena u Greku.

Euklid iz Aleksandrije (330.-275. g. pr. Kr.) oko 300. g. pr. Kr., u svom
djelu “Elementi” koje se sastoji od 13 knjiga, izvodi cijelu tada poznatu ma-
tematiku iz malog broja pocetnih pretpostavki. Logicki poredani teoremi
slijede iz ve¢ dokazanih ili pak osnovnih tvrdnji, odnosno 5 aksioma, 5 pos-
tulata i definicija danih na pocetku djela. Peti postulat, poznat kao postulat
o paralelama, odnosno pitanje njegove neovisnosti o prva cetiri, privlacio je
posebnu pozornost. Postulat o paralelama kaze da ako pravac koji sijece dva
od dva prava kuta, ta dva pravca neograni¢eno produzena sastaju se s one
strane na kojoj je taj zbroj manji od dva prava kuta. Buduéi da je slozeniji
te se javlja pojam beskonacnosti, dugo se smatralo da je ovisan o ostalim
postulatima. “Elementi”, osim navedenog, sadrze teorem o kosinusu za tu-
pokutne i siljastokutne trokute, ali predstavljeni su vise geometrijski nego
algebarski.

Zacetnikom trigonometrije smatra se grcki astronom i matematicar Hi-
parh iz Niceje (oko 180.-125 g. pr. Kr.). On je izradio prvu tablicu s duljinama
tetiva za razne srediSnje kutove, pri ¢emu su tetive zapravo sinusi polukuta.
Ta se tablica smatra prvom tablicom sinusa, a koriStena je za rjeSavanje pro-
blema iz ravninske i sferne trigonometrije. Hiparh je proucavao i geometriju
na sferi te je smatrao da je putanja po kojoj se Mjesec krece oko Zemlje
priblizno kuznica. Tako se, usporedno s ravninskom, razvijala i sferna trigo-
nometrija.

Menelaj iz Aleksandrije (1.-2. st. n. e.) takoder se bavio sfernom trigono-
metrijom. U svom djelu “Sphaerica” proucava sferne trokute i nadovezujuci



se na Euklidove “Elemente” iskazuje teoreme o sukladnosti za ravninske i
sferne trokute te teorem koji govori da je zbroj kutova u sfernom trokutu
vedi od dva prava kuta.

Njegove i Hiparhove rezultate upotpunjuje Klaudije Ptolomej (2. st.), de-
taljno obradivsi sfernu trigonometriju. U djelu “Almagest” koristi duljinu te-
tive kako bi definirao trigonometrijske funkcije i iznosi detaljnu tablicu tetiva
s pripadnim kutovima. Takoder iskazao je ve¢inu vaznih trigonometrijskih
teorema o pravokutnom sfernom trokutu, medu kojima je i danas poznati
osnovni trigonometrijski identitet, a to je zapravo kombinacija Talesova i
Pitagorina teorema:

tet(a)? + tet(180 — a)? = d>.

U srednjem vijeku trigonometriju dalje razvijaju indijski i arapski mate-
maticari. Znacajan je indijski matematicar Aryabhata stariji (476.-550.) i
njegovo istoimeno djelo “Aryabhatiya”. Ono sadrzi prvu tablicu polutetiva,
odnosno sinusa, za razliku od prije navedene Ptolomejeve koja je zapravo ta-
blica sinusa polukuta. Spominju se rijec¢i “jya” za danasnji sinus te “kojya”
za kosinus. Kasnije, u 7. stolje¢u najveci indijski matematicar Brahmagupta
(598.-670.) preformulirao je jedan od osnovnih trigonometrijskih identiteta:

us

1 —sin®*(z) = cos?(z) = sin®(Z — x).

Istaknuti indijski matematicar 12. stolje¢a bio je Bhaskara IT (1114.-1185.).
Bavio se ravninskom i sfernom trigonometrijom, a njegov vazan rezultat su
adicijske formule za sinus. Trigonometrijska znanja od Indijaca preuzimaju
Arapi. Zeledi izgraditi logican sustav geometrije, pokusavali su dokazati peti
postulat, ali u svim su dokazima pronadene pogreske.

Od arapskih matematicara istice se Al-Battani (850.-929.) koji je izra-
dio tablicu sinusa, tangensa i kotangensa. Arapski matematicari prvi koriste
sekans i kosekans (recipro¢ne vrijednosti kosinusa i sinusa kuta), iskazuju te-
orem o kosinusu te dokazuju teorem o sinusima za ravninske i sferne trokute.
Do 10. stolje¢a arapski matematicari koristili su svih Sest trigonometrijskih
funkcija sinus, kosinus, tangens, kotangens, sekans i kosekans te su tabli¢no
zabiljezili njihove vrijednosti.

Velik doprinos dao je Nasir ad-Din al-Tusi (1201.-1274.) stvorivsi trigo-
nometriju kao zasebnu matematicku disciplinu. Bio je medu prvima koji je
razmatrao postojanje hiperbolicke geometrije.

U Europu je trigonometrija dosla preko Arapa. Johann Miiller Regiomon-
tanus (1436.-1476.), koristeéi rezultate Arapa, u svom djelu “De triangulis
omnimodis” sistematizira trigonometriju postavivsi tako temelje moderne
trigonometrije. Djelo sadrzi definicije i teoreme ravninske i sferne trigono-
metrije.



U 16. stoljeéu Georg Joachim Rheticus (1514.-1574.) prvi u Europi de-
finira trigonometrijske funkcije kao omjere u pravokutnom trokutu te daje
tablicu svih trigonometrijskih funkcija. Veliko znacenje trigonometrija do-
biva zahvaljujuéi Leonhardu Euleru (1707.-1783.) koji izgraduje analiticku
teoriju trigonometrijskih funkcija.

Pocetkom 19. stolje¢a pojavljuju se prva razmisljanja o nezavisnosti spo-
menutog petog postulata. Medu prvima koji su bili uvjereni u njegovu ne-
zavisnot bio je Johann Karl Friedrich Gauss (1777.-1855.). On je pokusavao
izgraditi geometriju u kojoj bi kroz zadanu tocku postojalo vise od jedne
paralele sa zadanim pravcem, smatrajuéi takvu geometriju stvarnom geome-
trijom prostora. Istim su se problemom bavili Janos Bolyai (1802.-1860.) i
Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevski (1792.-1856.) koji su pretpostavili da je zbroj
kutova u trokutu manji od dva prava kuta te tako otkrili niz teorema i tri-
gonometrijskih identiteta neeuklidske geometrije, danas poznate kao hiper-
bolicke geometrije. Na taj je nacin razvijena trigonometrija u hiperbolickoj
ravnini.

Vaznost trigonometrije vidljiva je iz njene svakodnevne primjene u rje-
Savanju problema iz mnogih znanstvenih podrucja. Koristi se u astronomiji
pri lociranju nebeskih tijela, geografiji i arhitekturi pri raznim mjerenjima,
satelitskoj navigaciji, u glazbi opisivanjem zvué¢nih valova i drugdje.



3 Definicija trigonometrijskih funkcija

Trigonometrijske funkcije siljastog kuta pravokutnog trokuta definiramo po-
mocu omjera njegovih stranica. Neka je ABC po volji odabrani pravokutni
trokut. Ako je a mjera siljastog kuta nasuprot kateti a, S mjera siljastog
kuta nasuprot druge katete b, a ¢ duljina hipotenuze, onda je:

. a b a b
sina = —, Cosq = —, tga = —, ctga = —.
c c b a
b b
sin § = —, COSﬁ:E, tgf = —, ctgﬁzg.
c c a b

Dakle, za siljasti kut u pravokutnom trokutu vrijede sljedece definicije.

Sinus kuta je omjer nasuprotne katete i hipotenuze.

- Kosinus kuta je omjer prilezec¢e katete i hipotenuze.

Tangens kuta je omjer nasuprotne i prilezec¢e katete.
- Kotangens kuta je omjer prilezec¢e i nasuprotne katete.

Svaka dva pravokutna trokuta s istim kutovima « i 8 su sliéni i zato imaju
iste omjere odgovarajuc¢ih stranica. Zato su gornje definicije dobre, odnosno
ne ovise o izboru pravokutnog trokuta s kutovima a i 5.

Koristeéi Pitagorin poucak dobivamo da je:

2 2 2
.2 2 29 b, a”+b c
sin“a+cos“a=(—-)"+(-)" = = — =1

)7 +() = >
Takoder, vrijedi i sljedece:
a b
tga-ctga=—--— =1,
b a
a 2 sina cos o
tga=—-=4= , ctga = ——.
b . CcoS (v sin o
Nadalje, vrijedi:
. T ) b
sin(— —«a) =sinff = - = cosa
(2 ) B . :
™ a .
cos(— —a)=cosf = - =sin«w
(2 ) 8 . :
b

T
te(= —a)=teB == =ct
ctg(g —a)=ctgf = % =tga.

b}



Sinus pravog kuta je 1, a kosinus 0. Buduéi da je u pravokutnom trokutu
O<a<c i 0<b<c, slijedi da je 0<sina<1 i 0<sin f<1.

Prosirit ¢emo definiciju trigonometrijskih funkcija na sve realne argu-
mente, pomocu trigonometrijske kruznice. Jedini¢nu kruznicu k£ smjestimo
u koordinatnu ravninu tako da joj je srediste u ishodistu. Zamislimo da se
brojevni pravac koji je paralelan s osi ordinata i ishodiste mu je tocka (1,0)
namata na kruznicu tako da se gornji polupravac na kojem su pozitivni bro-
jevi namata suprotno od smjera gibanja kazaljke na satu, a donji polupravac
na kojem su negativni brojevi, u smjeru kazaljke na satu. Time svakom
realnom broju £, odnosno tocki na brojevnom pravcu, pridruzujemo toc¢no
odredenu tocku 7' = E(t). Na taj nacin definiramo funkciju F sa skupa real-
nih brojeva na kruznicu k i pisemo ¢ — FE(t). Kruznica k zove se brojevna ili
trigonometrijska kruznica, a funkcija E eksponencijalno preslikavanje pravca
na kruznicu.

Neka je t po volji odabran realni broj i T = E(t) = (x,y) njemu odgo-
varajuc¢a tocka trigonometrijske kruznice. Kosinus broja ¢ definiramo kao x
koordinatu, a sinus kao y koordinatu tocke T', dakle cos(t) := z i sin(t) := y.

T~ T=E{t) = (z,9)
= (cos t, sin t)

Slika 1: Definicija sinusa i kosinusa.

Uocimo da se za 0 < t < 7 definicija sinusa i kosinusa podudara s defini-
cijom preko omjera duljina stranica pravokutnog trokuta. Iz trokuta OPT
vidimo da vrijedi:

x ) Y
cost = - =ux, sint = = =y.
1 1

Definirajmo sad tangens i kotangens realnog broja t. Tangens je kvocijent

sinusa i kosinusa, a kotangens njemu recipro¢na vrijednost, to jest vrijedi

sint cost
tgt = ——, ctgt =

sint



za svaki t za koji su funkcije definirane. Vrijednosti tangensa i kotangensa
takoder mozemo geometrijski interpretirati pomocu brojevne kruznice. Neka
je T = E(t) tocka na brojevnoj kruznici pridruzena broju t. Povucimo
tangentu p na brojevnu kruznicu u tocki A(1,0) te tangentu ¢ u tocki C'(0, 1).
Tangens broja t, t # 5 +km, k € Z je ordinata tocke u kojoj pravac OT sijece
tangentu p. Tangens nije definiran za t = 7 +km, k € Z jer je pripadni pravac
OT paralelan s tangentom p pa je ne sijece.

P(l,ig t) q Q(ctg t,1)

tg t T

Slika 2: Definicija tangensa i kotangensa.

Kotangens broja t, t # kmw, k € Z je apscisa tocke u kojoj pravac OT
sijece tangentu q. Kotangens nije definiran za t = km, k € Z jer je pripadni
pravac OT paralelan s tangentom ¢ pa je ne sijece.

Promotrimo sada grafove i svojstva definiranih trigonometrijskih funkcija.
Funkcije sin : R — [=1,1] i cos : R — [—1,1] su periodi¢ne funkcije s
temeljnim periodom 27w. Nultocke funkcije sinus su t = kn, a kosinus t =
5+ km, k € Z. Nadalje, sinus je neparna, a kosinus parna funkcija.

ya e

/2 n/ m 12 n

Slika 3: Grafovi funkcija sinus i kosinus.
Funkcije tg : R\ {§ + kmk € Z} = Rictg: R\ {kmk € Z} — Rsu

takoder periodic¢ne, ali s temeljnim periodom 7. Obje funkcije su neparne.
Nultocke funkcije tangens su t = km, a kotangens ¢ = 5 + km, k € Z. Pravci

7



r = 7 + k7 su vertikalne asimptote grafa funkcije tangens, a pravci x = km,
k € Z vertikalne asimptote grafa funkcije kotangens.

- = e e ===
I
a

Slika 4: Grafovi funkcija tangens i kotangens.

Definirajmo sada inverzne funkcije navedenih trigonometrijskih funkcija.
Budué¢i da periodi¢ne funkcije nisu injektivne, nemaju inverzne funkcije.
Medutim, njihove restrikcije na dijelove domene na kojem su strogo mo-
notone jesu injektivne.

Zbog toga definiramo Sin = sin |z =}, Cos = cos |-, Tg = tg|z 1),
Ctg = ctg|(0,). Ispisimo parove inverznih funkcija te prikazimo njihove gra-
fove.

in =~ T in~! — arcsin : [— _rr

Sin : [ 2,2]—>[ 1, 1], Sin arcsin : [—1,1] — | 2,2],

Cos : [0,7] — [-1,1], Cos™! = arccos : [~1,1] — [0, 7],
I T -1 : T

Tg: ( 2,2>—>]R, Tg arctg : R — ( 2,2>,

Ctg: (0,7) = R, Ctg™! = arcctg : R — (0, 7).



arccos
\

N

arcsin

Sin
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Slika 5: Grafovi funkcija arkus sinus i arkus kosinus.

Tg T~

arcetg

Slika 6: Grafovi funkcija arkus tangens i arkus kotangens.

Funkcije arkus sinus, arkus kosinus, arkus tangens i arkus kotangens zo-
vemo ciklometrijskim funkcijama.
Do sad navedene definicije su viSe opisne, a preciznije bi bilo trigonome-
trijske funkcije definirati preko redova potencija:
o0

x2n+1 ZL'S I‘S
smx:;)(—l) m:LU—a—Fa—...Z&SVeSCGR,
e 2n 2 4
n T ¢
cosT = Z(—l) o) =1- op T T zasver € R.
n=0



4 FEuklidska trigonometrija

4.1 Model euklidske ravnine E?

Osnovni elementi euklidske ravnine E? su tocke i pravci. Elemente euklidske
ravnine definirat ¢emo pomocu vektorskog prostora R2.

Skup R? s definiranim operacijama zbrajanja vektora i mnoZenja vektora
skalarom je vektorski prostor. Sa [S] oznacavamo potprostor razapet skupom
vektora S te u slucaju kad je taj skup jednoclan, to jest S = {v}, pisemo
[v] = {tv | t € R}.

Tocke u E? su vektori iz R?, a pravci su skupovi oblika [ = P + [v] =
{P+tv |t € R}, pri ¢emu je P tocka, a v vektor razlicit od nulvektora.
Potprostor [v] zovemo smjerom pravca .

Za pravac u euklidskoj ravnini je karakteristicno da je jednozna¢no odreden
dvjema tockama koje mu pripadaju, a o tome nam govori sljede¢i teorem.

Teorem 4.1. Kroz svake dvije tocke euklidske ravnine prolazi jedinstveni
pravac.

Dokaz. Neka su P,Q € E* P # Q . Tada je v = Q — P vektor razli¢it od
nulvektora. Neka je [ pravac koji prolazi tockom P i ima smjer [v]. Tada je:

=P+ v)]=P+{a(Q —P)la e R} ={(1 —a)P+ aQ|a € R}.

Zaa = 0vrijedi P € [, aza o = 1 vrijedi Q) € [. Time je dokazano postojanje
i jos treba dokazati jedinstvenost.

Neka je i I’ = P + [v/] pravac koji prolazi tockama P i ). Tada postoji
a € R tako da vrijedi Q = P+ av’. Imamo av’ = (Q — P = v $to znaci da su
v 1 v proporcionalni. 1z tog slijedi [v'] = [v], odnosno I = [, ¢ime je tvrdnja
teorema dokazana. O

Za pravce [ i m kazemo da su paralelni ako se ne sijeku. Pisemo: [ || m.

Teorem 4.2. Pravci su paralelni ako i samo ako su razliciti i imaju isti
smyjer.

Dokaz. Neka su [ i m dva razlicita pravca. Neka su [ i m paralelni, odnosno
neka je [ N'm = (). Pretpostavimo da imaju razlicite smjerove: [ = P + [v],
m = Q+[w], [v] # [w]. Skup {v, w} je linearno nezavisan te postoje a, 5 € R
takvida je Q—P = av+pw. NekajeT' = P+av = QQ— fw. Dobili smo da je
tocka T zajednicka tocka pravaca [ i m, Sto je u kontradikciji s pretpostavkom
da [ i m nemaju zajednickih tocaka.

Obratno, neka [ i m imaju isti smjer [v]. Pretpostavimo da pravci nisu
paralelni, to jest da imaju zajednicku tocku 7. Onda oba mozemo zapisati
u obliku: | =T + [v] = m, §to je kontradikcija s time da su razliciti. O

10



Teorem 4.3. Za svaki pravac | i tocku T koja me lezi na njemu postoji
jedinstvent pravac m kroz T paralelan s .

Dokaz. Ako je | = P + [v], jedinstvena paralela je o¢ito m =T + [v]. O

U R? imamo standardni skalarni produkt (z,y) = mlyl + 2oy Pomocu
njega definiramo normu (duljinu) vektora ||z|| = /(x,z). Za tocke P i Q
definiramo udaljenost izmedu P i @) kao:

d(P,Q) = [|Q — PJ|.
Navedimo svojstva udaljenosti u euklidskoj ravnini.

Teorem 4.4. Neka su P,Q i R tocke v E?. Tada vrijede sljedeéa svojstva:
i. d(P,Q) >0 (pozitivnost).

ii. d(P,Q) =0 ako i samo ako je P = Q) (strogost).

iii. d(P,Q) = d(Q, P) (simetricnost).

iv. d(P,Q) +d(Q, R) > d(P, R) (nejednakost trokuta).

Teorem 4.5. (Nejednakost Cauchy-Schwarz-Bunjakovskog.) Za svaka dva
vektora u, v € R? vrijedi:

[(u, 0)| <l - [lo]],
pri cemu se jednakost dostiZe ako v samo ako su u i v proporcionalni.

Definicija 4.6. Mjera kuta izmedu vektora u i v, razlicitih od nulvektora,
dana je s:

{u, v)

Tl Tl

£ (u,v) = arccos(

Iz nejednakosti Cauchy-Schwarz-Bunjakovskog slijedi da je izraz za koji
racunamo arccos uvijek izmedu -1 i 1, pa je mjera kuta dobro definirana.

Teorem 4.7. Ako je a = £L(u,v), onda vrijedi (u,v) = ||u|| - ||v|| - cos a.
Teorem 4.8. (O vrsnim kutovima). Za svaka dva vektora u, v € R*\ {(0,0)}
vrijeds:
L(u,v) = L(—u, —v).
Dokazi prethodna dva teorema slijede direktno iz definicije 4.6.

Teorem 4.9. (O sukutima). Za svaka dva vektora u, v € R*\{(0,0)} vrijedi:

L(u,v) + £L(—u,v) = .

11



Dokaz. U dokazu koristimo formulu iz [2] arccos(x) = 7 — arccos(—z). Iz
definicije mjere kuta imamo:

£ (u,v) = arccos( wy

)
lull - ol

—u-v —Uu-v

L(—u,v) = arccos( ) = arccos(

).

[l =l -]l [[ull - [l]]
Primjenjujuc¢i navedenu formulu dobivamo:

u-v —Uu-v

arccos( ) =7 —arccos(———) <
]l - [l ]| - ]l
U-v —U -
arccos( ) + arccos( ) =7 L(u,v) + L(—u,v) = .
]l - ]l ]l - ]l

]

Koristeéi formulu arccos(x) + arccos(y) = arccos(zy — v1 — 224/1 — y2)
za x+y > 01z [2], moze se dokazati sljedece svojstvo kutne mjere.

Teorem 4.10. (Aditivnost mjere kuta.) Za o, B > 0 i za vektore u, v €
R2\ {(0,0)} wvrijedi:

L(u, au + Pv) + L(au + fv,v) = £L(u,v).

Definicija 4.11. Za vektore u i w kaZemo da su okomiti © pisemo u L w ako
je (u,w) = 0.

Za nenulvektore u,w to je ekvivalentno s time da vektori v i w zatva-
raju kut 7. Skup {u,w} jedini¢nih i medusobno okomitih vektora zovemo
ortonormirani skup vektora.

Definicija 4.12. Pravcil = P+ [v] i m = Q + [w] su okomiti ako su njihovi
smjerovi [v] i [w] okomiti, a to vrijedi ako i samo ako je vlw.

Teorem 4.13. Za svaki pravac | © tocku T postoji jedinstveni pravac m kroz
T koji je okomit na .

Dokaz. Neka je pravac [ odreden tockom P te vektorom smjera [v], | = P+[v].
Neka je [v]* = {z € R?|{(z,v) = 0} = [w]. To je potprostor dimenzije 1.
Zakljucujemo, m = P + [w] je jedinstvena okomica kroz T na (. O
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4.2 Trigonometrija u modelu E?

Uvedimo najprije oznake koje ¢emo koristiti. Neka su A, B i C' tri nekoli-
nearne tocke u E2. Uvedimo vektorske stranice @ = C — B, b=A-Ci
¢ = B— A. Vektore smo orijentirali tako da im zbroj bude nulvektor. Norme
tih vektora su redom a, b i ¢ i to su zapravo duljine stranica trokuta. Mjere
kutova su o = £(—b,7), f = £(—C.@), v = £(—a,b).

Slika 7: Trokut ABC.

Teorem 4.14. U svakom trokutu zbroj unutarnjih kutova iznosi .

Dokaz. Koristeéi navedene oznake, tvrdnja teorema je da u trokutu ABC

—, -

vrijedi a + 8 4+ v = 7w Kutovi £(—da,b) i £(d@,b) su sukuti, pa im je po
teoremu 4.9. zbroj jednak 7. Slijedi:

L(—ad,b) =7 — £(@,
L(—a@,b)+ £(—¢,d

>
=

<~
7 — 4(d,b) + £(—2,d).

~—"

Iz @+ b+ ¢ = 0 izrazimo vektor —¢ te uvrstimo u prethodni izraz. Dobivamo:

L(—a,b)+ L(—C.@) = 7 — £(a@,b) + £(@ + b, a). (1)

— —

Uvrstavanjem dobivenog u (1) te dodavanjem £(—b,&) = £(—b,—d — b)
objema stranama jednakosti slijedi

—, -,

L(—@,b) + £(—C,@) + £(—=b,8) =7 — L(@+ b,b) + £(—b, —a@ — b).
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Konacno, koristeci teorem 4.8. o vrsnim kutovima dobivamo:
at+pB+y=m

te je time teorem dokazan. O]

Sad ¢emo se ograniciti na slucaj v = 7, odnosno na pravokutni trokut.

Karakterizacija tog slucaja preko duljine stranica daje poznati Pitagorin te-
orem.
Teorem 4.15. (Pitagorin teorem). Vrijedi v = %5 ako i samo ako vrijedi

2,12 _ 2
a®+b° = c”.
Dokaz. Koristeci prije uvedene oznake vrijedi:

¢ =dP = (6 = (~¢ ) = (@+b,a+b) = |lal|* +2(ab) + ||b]
= a® 4+ b* 4 2(a@, b).

-

Stoga je ¢ = a® + b* ako i samo ako je (@, b) = 0. To znaci da su vektori @ i
b okomiti, odnosno y = 7. ]

-,

Neka je sada v = 7, to jest (@,b) = 0.
b a
Teorem 4.16. cosa = —, cosf§ = —.
c c

Dokaz. 1z definicije 4.6. slijedi

(=b,&)  (=b,—a@—1b) (@, b)+b> ¥ b
o= ——= = .
jemital be be be ¢

Analogno se dokaze cos = e O
c

b
Teorem 4.17. sina = g, sinf = —.
c c

Dokaz. Bududi da je zbroj kutova u trokutu jednak 7, odnosno a+ S+~ = 7,
b
a kut v je pravi, imamo da je § = 5~ a. Slijedi:

sina = cos(g —a)=cosf = ¢
c

b
Analogno se vidi sin § = -. O
c

b
Teorem 4.18. tga = %, tg 8= —.
a
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Dokaz. Tangens kuta dobivamo kao omjer sinusa i kosinusa kuta:

Sal RS

-

o2

e

I

I
ole e

I

b
Analogno se dokazuje tg = —. ]
a

b
Teorem 4.19. ctga = —, ctgf = %.
a

Dokaz. Kotangens kuta je omjer kosinusa i sinusa kuta. Dakle, vrijedi:

|
Q|

(@)

o)

»n

Q
ol o

]

Sad se ponovno vratimo opéem trokutu, koji ne mora biti pravokutan.
Duljine stranica i mjere kutova povezuju sljede¢a dva teorema.

Teorem 4.20. (Teorem o kosinusu). Ako su a,b,c duljine stranica tro-
kuta @ o, 8,7 njegovi kutovi, tada je

a®> =b% 4 ¢ — 2bccos a,

b? = a? + ¢ — 2accos B3,

c? = a® + b? — 2abcos .
Dokaz. Koristeéi uvedene oznake imamo:

- -

= ||d]? = (=& —&) = (@ +b,d +b) = a® + b* + 2(@,b) = a® + b* — 2(—a,b)
= (teorem 4.7.) = a* + b* — 2abcos 7.

Analogno dobivamo preostale jednakosti. O]

Teorem 4.21. (Teorem o sinusima). Stranice trokuta odnose se kao
sinusi kutova nasuprot tih stranica, odnosno vrijedi:

a b c

sina  sinf  siny’
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Dokaz. Primijenjujuéi teorem o kosinusu i osnovni trigonometrijski identitet
sin? a + cos? @ = 1 imamo:

2 2 2\ 2
sinfa=1—cos?a=1-— b—l—c—a
2bc

—a* — b* — * + 2a%0% + 2a>? + 2032
4b2c? '

Dijeljenjem dobivenog izraza s a2, (a>0) dobivamo:

sin? o _ —a* — b* — * + 2a20% + 2a2? + 2032

a? 4a?b2%c?

Analogno bismo dobili sljedece jednakosti:

sin? 8 B —a* — b* — * + 2a%b% + 242 + 222
2 4a2b2c? ’

sin? v —a* — b* — * + 2a%b% + 20422 + 232
2 4a2b2c? ’

Dakle, vrijedi:
a b c 2abc

sina sinf o siny /(@2 + 02+ 22 —2(at + b+ F)

]

Vrijednost tog omjera jednaka je promjeru 2R trokutu opisane kruznice.

abc
Takoder, moze se pokazati da je jednak —, gdje je P povrSina trokuta.

2P
b
Preko Heronove formule P = \/s(s —a)(s —b)(s —c), gdje je s = atore

poluopseg, dobivamo vezu s izrazom kojeg smo izveli u dokazu teorema.
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5 Sferna trigonometrija

Tvrdnje i razmatranja ovog poglavlja odnose se na tocke sfere, odnosno
povrsine kugle, a ne na tocke prostora koje leze unutar ili izvan nje. Prije
razmatranja sferne trigonometrije, navest ¢emo potrebne definicije i svojstva.

5.1 Model sfere S2

Elemente sfere definirat éemo pomoc¢u vektorskog prostora R? koji ima ana-
logno definiran skalarni produkt te izvedenu normu kao prostor R2. Svojstva
vektorskog prostora R? navedena u prethodnom poglavlju vrijede i za R3.
Sferu S? definiramo kao skup vektora norme 1:

§2={z R | [la]| = 1}.

Presjecemo li sferu ravninom koja prolazi sredistem sfere, kao presjek dobi-

vamo veliku kruznicu sfere ¢iji je polumjer jednak polumjeru sfere.
Definicija 5.1. Neka je n jedinicéni vektor. Tada je
[={ze€S?| (nz)=0}

pravac s polom ili normalom n. KaZemo i da je | polarni pravac s polom ili
normalom n.

Za dvije tocke P,Q € S? kazemo _da su dijametralno suprotne ili antipo-
dalne ako je P = —(), to jest ako je P(Q promjer sfere.

Teorem 5.2. i. Ako je n normala pravca [, onda je i —n normala pravea .
it. Ako tocka P pripada pravcu 1, onda i njoj antipodalna tocka —P
pripada tom pravcu.

U vektorskom prostoru R?® mozemo definirati vektorski produkt. Pomoéu
njega dobivamo vektor okomit na dva zadana vektora.

Definicija 5.3. Neka suu i v vektori uw R3. Tada je u x v jedinstveni vektor
z takav da za sve x € R3 wrijedi (z,z) = det (z,u,v).

Navedimo svojstva vektorskog produkta.

Teorem 5.4. Za sve u,v,w € R vrijedi:
i. u X v je dobro definiran.
ii. (u X v,u) = (u x v,v) =0.
1. U XV =—v X U.
. (u X v,w) = (u,v X w).
v. (uxv) X w = (u,w)v — (v, w)u.
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Vrijede i sljedeca svojstva vektorskog produkta.

Teorem 5.5. Za sve vektore u, v, w € R3 vrijedi:
i <u X v, w X Z> - <U,U}><U,Z> - <’U,UJ><U,Z>7
i |Ju x v||? = ||ul*||v||* = (u,v)? (Lagrangeov identitet).

Dokaz. Koristeci svojstvo v. iz prethodnog teorema te komutativnost skalar-
nog produkta, dokazat ¢emo tvrdnje.

i (uxv,wxz)={((uxv)xw,z)={u,wv— (v,wu,z)

= (u, w)(v, z) — (v, w)(u, z)

ii. ||ux v||* = (ux v,uxv) = {u,u){v,v) — (v,u)(u,v)

= [[ull*l0]|* = (u, v)*
O

Teorem 5.6. Neka su P i Q) razlicite tocke sfere S? koje nisu antipodalne.
Tada postoyi jedinstvent pravac kojem pripadaju tocke P i Q), a oznacavamo

ga s PQ

Dokaz. Kako bismo odredili pravac P(@), potrebna nam je normala n. To
mora biti jedini¢ni vektor okomit i na P i na ). Buduéi da P i () nisu
antipodalne, mozemo odabrati n = H%gl\' Ocito pravac s normalom n
prolazi tockama P i ().

Jos je potrebno dokazati jedinstvenost. Ako je o normala bilo kojeg pravca
koji prolazi tockama P i (), mora vrijediti:

(0, P) = (0,Q) = 0.
Stoga, koriste¢i svojstva vektorskog produkta imamo:

ox (PxQ)=0.
Dakle, o je visekratnik nenul vektora P x Q). Buduéi da je [|o]| = 1, mora
vrijediti 0 = £n te je time P(Q) jedinstveno odreden. O]

Uoc¢imo da kroz antipodalne tocke prolazi beskona¢no mnogo pravaca.

Teorem 5.7. Neka su l i m dva razlicita pravea v S?. Tada | i m imaju
tocno duvije tocke presjeka 1 te su tocke antipodalne.

Dokaz. Pretpostavimo da su n; i ny normale pravaca [ i m, redom. Buduci
da su [ i m razliciti pravci, ny # +ns 1 stoga je ny x ng # 0. Ocito su
obje tocke + IIZKZ;I sjecista navedenih pravaca. Bilo koja druga tocka moze
pripadati samo jednom od pravaca [ ili m zbog jedinstvenosti iz prethodnog

teorema. N
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Dakle, vidimo da pravci u S? ne mogu biti paralelni te vrijedi da se dva
pravca sijeku u paru antipodalnih tocaka. Cak ¢e se i pravci koji imaju
zajednicku okomicu sijeéi.

Slika 8: Pravci sa zajednickom okomicom. Slika preuzeta sa [5].

N\
Udaljenost tocaka P i Q u S? je duljina manjeg luka PQ velike kruznice
kroz P i@, a dana je s

d(P, Q) = arccos(P, Q).

Primjetimo da je definicija udaljenosti tocaka dobra zbog nejednakosti Cauchy-
Schwarz-Bunjakovskog. Navedimo svojstva udaljenosti u modelu S2.

Teorem 5.8. Ako su P, QQ i R tocke sfere S?, tada vrijeds:
i. d(P,Q) >0 (pozitivnost).
ii. d(P,Q) =0 ako i samo ako je P = @ (strogost).
iii. d(P,Q) = d(Q, P) (simetricnost).
. d(P,Q)+d(Q,R) > d(P,R) (nejednakost trokuta).

Definicija 5.9. Za dva pravca kazZemo da su okomiti ako su njihovi polovi
okomiti.

U euklidskoj ravnini skup paralelnih pravaca bio je skup pravaca sa za-
jednickom okomicom. U sfernoj geometriji vrijedi sljedece.

Teorem 5.10. Neka sul i m dva razli¢ita pravea u S?. Tada postoji jedins-
tven pravac n takav da je l L. n 1 m 1L n. Tocke presjeka pravaca | i m su
polovi pravca n.

19



Teorem 5.11. Neka je | pravac u S? i neka je P tocka. Ako je P pol pravca
[, svaki pravac kroz P je okomit na l. Ako P mnije pol pravca l, tada postoji
jedinstveni pravac m kroz tocku P okomit na pravac [.

Prethodni teorem pokazuje da kao i u euklidskoj ravnini £? mozemo spus-
titi okomicu iz tocke P, koja ne pripada pravcu [, na pravac [. U euklidskoj
ravnini noziste okomice je tocka na [ koja je najbliza tocki P. U sfernoj
geometriji okomica m sijec¢e [ u dvjema tockama. Te tocke presjeka su tocke
na [ i pritom je jedna tocka najbliza, a druga najudaljenija od tocke P.

U sfernoj geometriji pojam “biti izmedu” moze biti dvosmislen. Naime,
za bilo koje tri tocke koje leze na istom pravcu, moguce je bilo koju od njih
smatrati da je izmedu druge dvije. S druge strane, izborom dvije tocke na
pravcu [, pravac se dijeli na dva dijela koje mozemo poistovjetiti s duzinama
u euklidskoj ravnini.

Kut u sfernoj geometriji definira se slicno kao u euklidskoj ravnini.

Definicija 5.12. Mjera kuta zadanog trima tockama P, QQ © R pri cemu Q)
i P te Q i R nisu antipodalne, dana je s:

QxP QxR
1Q x P|I" 1@ x R|

£LPQR = arccos( ).
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5.2 Trigonometrija u modelu S?

Neka su A, B,C € S? tri tocke sfere od kojih nikoje dvije nisu antipodalne
i sve tri ne leZe na istom praveu u S2. Duljine stranica trokuta ABC' su:
a = d(B,C) = arccos(B,C), b = d(A,C) = arccos(A,C) i ¢ = d(A,B) =
arccos(A, B). Mjere kutova pri vrhovima A, B, C tog trokuta su:

Ax B A><O>
A X B|"[|[AxC|"

BxA BxC >
I1B x Al [|B x C[|”
CxA (CxB >
IC < A" [|[C < B ™
U sfernom trokutu zbroj unutarnjih kutova veci je od w. Primjer jednog
takvog trokuta dan je na slici 9.

a = /LBAC = arccos(

p = £LABC = arccos(

v = LACB = arccos(

Slika 9: Sferni trokut. Slika preuzeta sa [5].

Trokut ABC zadan je tockama A = (1,0,0), B = (0,1,0)i C = (0,0,1).
[zracunajmo kutove «, i vy koriste¢i navedene formule. Prvo racunamo kut
a. Potrebno je odrediti vektorske produkte A x Bi A x C.

Ax B=(0,0,1)i AxC=(0,-1,0).

Kako je skalarni produkt vektora A x B i A x C jednak 0, slijedi da je
a = arccos(0) = 90°.
Na isti nacin racunajuéi kut 8 dobivamo vektorske produkte
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BxA=-AxB=(0,0,—-1), Bx(C=(1,0,0)

¢iji je skalarni produkt jednak 0 te je stoga kut g = 90°.
Preostalo je izracunati kut . Koriste¢i svojstva vektorskog produkta dobi-
vamo

CxA=-AxC=(0,1,00iCxB=—-BxC=(-1,0,0).

Skalarni produkt tih vektora jednak je 0, pa je v = 90°. Konacno, uocimo
da je zbroj kutova u trokutu ABC' veéi od m odnosno 180°:

a+ B4 v =90°+90°+90°= 270°.
Slijede teoremi koji povezuju elemente sfernog trokuta.

Teorem 5.13. (Teorem o kosinusu.) Ako su a,b,c duljine stranica sfer-
nog trokuta i o, 8, njegovi kutovi, tada je:

cosa = cos b cos ¢ + sin bsin c cos a,

cosb = cosacosc+ sinasinccos f3,

cosc = cosacos b+ sinasin b cos .

Dokaz. Dokazat ¢emo jednakost za cos «, a preostale jednakosti dokazuju se
analogno. Koristedi definiciju za mjeru kuta o imamo

AxB AxC >
IA X B|" |Ax ClI™
Primjenom teorema 5.5 dobivamo

(Ax BjAx C)=(B,C)—(A,C)(A,B) = cosa — cosbcosc,

|A x B||? = ||A||?||B||* = (A, B)? =1 — cos? c = sin’c,
|A x CJ|? = [|A||||C]|? — (A, C)? =1 — cos® b = sin? b.

cosa =

Uvrstavanjem navedenog u definiciju za mjeru kuta a dobivamo kosinusov
teorem za stranice u sfernoj trigonometriji:

cosa — cosbcosc
cos =

sinbsin ¢

Mnozenjem slijedi

cosa = cos bcos c + sin bsin ccos a.
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Iz teorema o kosinusu slijedi Pitagorin teorem za sferni trokut.

Teorem 5.14. (Pitagorin teorem.) U sfernom trokutu ABC vrijediy = 5
ako i samo ako je cosc = cosa - cosb.

Dokaz. Kut v je pravi, to jest v = 7, ako i samo ako je cosy = 0. Uvrstavanjem
toga u teorem o kosinusu dobivamo:

cosa — cosbceosc

0 & cosa — cosbeose =0 < cosc = cosa - cosb.

sinbsin ¢

]

Sliéno kao sto je u euklidskoj geometriji kosinus kuta pravokutnog trokuta
omjer prilezece katete i hipotenuze, u sfernoj je to omjer tangensa nasuprotne
katete i tangensa hipotenuze.

Teorem 5.15. U pravokutnom trokutu s v = 3 vrijeds
tgh tga
cosa = ——, cosff=—.
tgc tgc

Dokaz. Koriste¢i teorem o kosinusu te Pitagorin poucak dobivamo:

cosa — cosbcosc  cosa —cos?b-cosa  cosa- (1 — cos?b)

cosa = - - - . = - -
sinb - sinc sinb - sinc sinb - sinc
cosa-sin?b  cosa-sinb c=i-sinb  sinb-cosc  tgh
sinb - sin ¢ sin ¢ sin ¢ cosb-sinc tgc
C . .. tga
Na isti nacin bismo dobili cos f = ——. O
gc

Teorem 5.16. (Teorem o sitnusima.) Sinusi kutova sfernog trokuta od-
nose se kao sinusi nasuprotnih stranica, odnosno vrijedi:

sinaw  sinf  sinvy

sina  sinb  sinc’
Dokaz. Koriste¢i osnovni trigonometrijski identitet sin®?a 4+ cos’a = 1 te
teorem o kosinusu imamo:

2

. 9 9 cosa —cosb-cosc

sin“a=1—cos“"aa=1— - -
sinb - sinc

sin?b - sin® ¢ — (cosa — cos b - cos c)?
sin?b - sin® ¢
(1 —cos?b) - (1 —cos®c) — (cosa — cosb - cos c)
sin? b - sin? ¢
a — cos?b— cos’ c+2cosa-cosb-cosc

2

1 — cos?

sin?b - sin? ¢
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Slijedi:

sina 1 —cos?a —cos?b— cos?c+ 2cosa-cosh- cosc
sina sin?a - sin?b - sin? ¢ )
Na isti bismo nacin dobili:

2

sin? 3 1 —cos’a— cos?b — cos’c+ 2cosa-cosb - cosc

sin® b sin®a - sin? b - sin® ¢ ’
sin?y 1 —cos?a — cos’b —cos®c+ 2cosa - cosb-cosc

sin? ¢ sin?a - sin?b - sin? ¢

Dakle, zakljucujemo da vrijedi:

sina  sinf8  sinvy

sina  sinb  sinc
]

Analogno kao u euklidskoj geometriji gdje je sinus kuta pravokutnog tro-
kuta omjer nasuprotne katete i hipotenuze, u sfernoj je to omjer sinusa na-
suprotne katete i sinusa hipotenuze.

Teorem 5.17. U pravokutnom trokutu s v = 5 vrijeds

. sina . sin b
sina = ——, sinff = —.
sinc sinc

Dokaz. Koristeci teorem o sinusima te pretpostavku da je kut v pravi imamo:

sinaw  sin g . sina
: = — < sino = —; .
sina sin ¢ sin ¢
. . e sinb
Na isti bismo nacin dobili sin § = ——. O]
sin ¢

Sljedeca dva teorema takoder se odnose na pravokutni sferni trokut s
pravim kutom pri vrhu C.
tga tgb

Teorem 5.18. tgaa = —, tgf=—.
sinb sina

Dokaz. Tangens je omjer sinusa i kosinusa pa slijedi:

sina

to o — sma G, sina tga
84T osa cosasinb ~ cosa-sinb  sinb’
) tgb
Analogno se dokazuje tg f = ——. O]
sina
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b .
Teorem 5.19. ctga = &, ctg B = Mg
tga tgb

Dokaz. Kotangens racunamo kao omjer kosinusa i sinusa:

cosa-sinb  sinb

ctga = - = .
sina tga
sina
Na isti nacin dobivamo ctg f = — m
g

Definirajmo sada polarni trokut i prouc¢imo njegova svojstva kako bismo
naveli jo§ jedan teorem o kosinusu koji vrijedi u sfernoj trigonometriji.

Definicija 5.20. Neka je ABC' sferni trokut. Definiramo:
B xC CxA Ax B

/ /

A,:—’ = —, = "
1B x C 1C < A A > B

Trokut A’ B'C" zovemo polarni trokut trokuta ABC'. Njegove stranice oznacavamo
sa, b, d, akutove s/, 5 i~
Teorem 5.21. Za trokut ABC' i njemu polarni trokut A'B'C" vrijedi:

cos(a’) = —cos(a), cos(b') = —cos(B), cos(c’) = —cos(7).

Dokaz. Koriste¢i definiciju udaljenosti tocaka i mjere kuta u S? te antikomu-
tativnost vektorskog produkta dokazujemo:

Cx A AxB>_ <A><C A><B>
1C < Al |[A x B [AxC|"|Ax B

cos(a') = (B',C")y = (

= — COS (x.

Analogno bismo dokazali ostale jednakosti. O]
Iz navedenog odmah slijedi
sin(a’) = sin(«), sin(V') =sin(f), sin(d) = sin(7y).
Uoc¢imo da za trokut ABC' i njemu polarni trokut A’B'C” vrijedi
d=rm—a V=n—-0 =m—7
o =m—a, fl=m-b Y =1m—c

Takoder, polarni trokut trokuta A’B’C” sukladan je polaznom trokutu ABC
jerjead” =m—d =7 —(m—a) = a te analogno b = b, ¢’ = ¢, o = q,
B" = B i~v" = ~. Iz navedenog slijedi

cos(a) = —cos(a), cos(p’) = —cos(b), cos(y') = —cos(c).
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Teorem 5.22. (Dualni teorem o kosinusu.) Uz uvedene oznake vrijedi:

cosa = — cos 3 cosy + sin B siny cos a,
cos = — cosacosy + sin asiny cos b,
cosy = — cos a cos 3 + sin acsin 3 cos c.

Dokaz. Primijenjujuéi teorem o kosinusu 5.13 na polarni trokut A’B'C” sli-
jedi
cos(a’) = cos(b') cos(c") + sin(b') sin(c’) cos(a) <

cos(m — a) = cos(m — B) cos(m — 7y) + sin(w — B) sin(w — ) cos(m — a)

& cosa = — cos 3 cosy + sin 3 sin vy cos a.
Ostale jednakosti dokazujemo analogno. O

Korolar 5.23. Duljine stranica sfernog trokuta su jednoznacno odredene
mjerama kutova.

U euklidskoj i u sfernoj trigonometriji pomoc¢u kosinusovog teorema, uko-
liko su zadane duljine stranica a, b i ¢, jednostavno se izracunaju mjere
kutova «, i . Obrnuto, u euklidskoj ravnini iz mjera kutova ne moze se
jednoznacno odrediti duljine stranica zbog slicnosti trokuta, dok je u sfernoj
to moguce. Za sferne trokute vrijedi KKK teorem o sukladnosti, dok u euk-
lidskoj ravnini trokuti s istim kutovima ne moraju biti sukladni nego samo
sli¢ni.
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6 Hiperbolicka trigonometrija

6.1 Model hiperboli¢ke ravnine H?

Kao i u prethodnom poglavlju, elemente hiperbolicke ravnine definirat ¢emo
pomocu vektorskog prostora R3. Hiperbolicku trigonometriju promatrat ¢emo
na trodimenzionalnom realnom vektorskom prostoru koji se sastoji od uredenih
trojki {(z1,z2, x3) | 1,22, 23 € R} i na kojem je definirana bilinearna ope-
racija

b(x,y) = T1y1 + Tayp — T3Ys3.
Taj se prostor zove prostor Minkowskog ili Lorentzov prostor.

Definicija 6.1. Za nenulvektor v € R3, kaZemo da je:
i. prostorni ako je b(v,v) > 0,

ii. vremenski ako je b(v,v)<0,

iii. svjetlosni ako je b(v,v) = 0.

Normu u prostoru Minkowskog definiramo s ||z|| = /|b(z, x)|, a za istu
vrijede sljedec¢a svojstva.

Teorem 6.2. Za x € R? i a € R? vrijedi:

i [lz]] =0,
ii. ||z]| =0 < x =0 ili je x svjetlosni vektor,
. ezl = laf - =]

Hiperboli¢ka ravnina H? je skup
H?={z e R®| 23>01b(x,z) = —1}.

Za tocke hiperbolicke ravnine vrijedi da im je trec¢a koordinata pozitivan
realan broj te b(z,x) = —1, §to je ekvivalentno jednadzbi z% + x3 — 23 = —1.
To su zapravo tocke na gornjoj plohi dvoplosnog hiperboloida.

Definicija 6.3. Za svaki jedinicni prostorni vektor n € R3 skup
| ={x € H?|b(n,z) =0}
zovemo pravac s jedinicnom normalom ili polom n.

Na slici mozemo vidjeti pravac u hiperbolickoj ravnini, prikazan kao pre-
sjek gornje plohe dvoplosnog hiperboloida i ravnine s vektorom normale
(n1,ne, —n3) koja sadrzi ishodiste koordinatnog sustava.

U prostoru Minkowskog mozemo definirati vektorski produkt.
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Slika 10: Pravac u hiperbolickoj ravnini. Slika preuzeta sa [8].

Definicija 6.4. Neka su v i v vetori u R3. Tada je u x v jedinstveni vektor
2z takav da za sve x € R® vrijedi b(z, x) = det(x,u,v).

Navedimo svojstva vektorskog produkta.

Teorem 6.5. Za sve u, v, w € R® vrijedi:
i. u X v je dobro definiran.
ii. b(u x v,u) = b(u X v,v) = 0.

W U XUV =—0XU.
iv. b(u X v,w) = b(u,v X w).
v. (uxv) X w=—=b(u,w)v+ blv, w)u.

U prostoru Minkowskog vrijede i sljedec¢a svojstva vektorskog produkta.

Teorem 6.6. Za sve vektore u, v, w € R? vrijedi:
i. b(u X v,w X z) = —=b(u, w)b(v, z) + b(v, w)b(v, 2),
ii. b(u x v,u X v) = b(u,v)? — b(u,u)b(v,v) (Lagrangeov identitet).
Svaki ortonormirani skup od tri vektora je baza u R*. U Prostoru Min-

kowskog svaka ortonormirana baza sastoji se od dva prostorna i jednog vre-
menskog vektora.

Teorem 6.7. Kroz svake dvije razlicite tocke P,QQ € H? prolazi jedinstveni
pravac.

Dokaz. Neka jev =P iw= P x Q. Vrijedi b(v,w) = 0 jer je P x () okomito
na P ina (). Vektor w je prostorni vektor jer je okomit na vremenski vektor.
Neka je n = ————=. Tada je b(n,n) = 1. Pravac s jedini¢cnom normalom

Vb(w, w)

n prolazi tockama P i (). To je jedini pravac kroz te tocke jer jedinic¢na
normala svakog takvog pravca mora biti okomita na P i () i stoga mora biti

kolinearna s P x Q). ]
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Kao i u sfernoj geometriji, vektorski produkt koristimo za pronalazak
sjecista pravaca. S druge strane, ako su ny i ng jedini¢ni prostorni vektori,
n1 X ny ne mora biti vremenski vektor te se pravei u H? ne moraju sijeéi.
Zapravo, za ni X ny su moguce tri situacije.

Definicija 6.8. Neka suly, s pravei s jedinicnim normalamany, ny. KaZemo:
1. 11 1 ly se sijeku ako je ny X ny vremenski vektor.

1. 11 i ly su paralelni ako je nq X no svjetlosni vektor.

111, 11 1 Iy su ultraparalelni ako je nq X ny prostorni vektor.

Teorem 6.9. Pravci ly i ly s normalama ny i ny koji se sijeku imaju toéno
jednu zajednicku tocku. To je jedinstvena tocka iz H* koja je proporcionalna
S N1 X Na.

Dokaz. Ocito, tocka pripada i jednom i drugom pravcu. Ako je P bilo koja
druga tocka koja pripada i jednom i drugom pravcu, tada je:

P x (n1 X ng) = —b(P, n2)n1 + b(P, nl)nz = 0,
stoga je P proporcionalna s n; X ns. O]

Paralelni i ultraparalelni pravci se ne sijeku.

Definicija 6.10. Za pravce Iy i ly s normalama ny i ny kaZemo da su okomiti
i pisemo Iy Lly ako je b(ny,ng) = 0.

Teorem 6.11. i. Okomiti pravei u H? se sijeku.
ii. Za svaki pravac | i tocku T u H? postoji jedinstveni pravac m kroz T
okomit na [.

Dokaz. i. Neka su dani okomiti pravci [y i Iy s jediniénim normalama nq i
ny. Tada je skup {ni,ns,n; X na} ortonormirana baza iz cega slijedi da je
ny1 X ng vremenski vektor.

ii. Neka je n; jedini¢na normala od [;. Neka je ns jedini¢ni vektor proporci-
onalan s ny X T'. To je moguce jer nenul vektor n; X T" okomit na 7" mora
bit prostorni. Pravac ls s jedini¢nom normalom ns oc¢ito prolazi tockom T,
a okomit je na [y. Postoji samo jedan pravac s tim svojstvom jer jedini¢na
normala na taj pravac mora biti okomita na n; i T' i stoga proporcionalna s
njihovim vektorskim produktom. O]

U definiciji udaljenosti dviju tocaka u hiperboli¢koj ravnini koristit ¢emo
hiperbolne funkcije stoga ponovimo njihove definicije i svojstva. Funkcije
sinus hiperbolni sh : R — R i kosinus hiperbolni ch : R — [1, +00) definiramo
kao:
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et —e "t et + e %
shz = —5 chy = ———

Sinus hiperbolni je neparna, a kosinus hiperbolni parna funkcija. Funkcije
tangens hiperbolni th : R — (—1,1) i kotangens hiperbolni cth : R\{0} —
R\[—1, 1] definiramo kao:

che et e’ shx er —e @
Inverzne funkcije hiperbolnih su area funkcije. Sinus hiperbolni je strogo
rastuéa bijekcija pa je area sinus hiperbolni arsh = sh™ : R — R definiran
s arshz = In(x + v/ 22 + 1). Kosinus hiperbolni nije injekcija pa promatramo
njegovu restrikciju na interval [0, +-00). Area kosinus hiperbolni arch = ch™' ;
[1,400) — [0,+00) definiramo s archz = In(x + /a2 — 1). Area tangens
hiperbolni arth = th™' : (—1,1) — R definiramo s arthx = 11In (H2), a
area kotangens hiperbolni arcth = cth™' : R\[~1,1] — R\{0} s arcthx =

sIn (35) -

arsh

¥ 3 & 5 &

.
arth arcth cth

R

Slika 11: Grafovi hiperbolnih i area funkcija.

th

Definicija 6.12. Neka su P,Q € H?. Definiramo udaljenost:

d(P,Q) = arch(—b(P,Q)).

Iz Lagrangeovog identiteta slijedi da je [b(P, Q)| > 1, a moze se pokazati
da je negativan kad P i () imaju isti predznak trece koordinate te je stoga
udaljenost dobro definirana.
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Teorem 6.13. Ako su P, Q i R tocke hiperbolicke ravnine H?, tada vrijede
sljedeca svojstua.

i. d(P,Q) > 0.

ii. d(P,Q) =0 ako i samo ako je P = Q.

iii. d(P,Q) =d(Q, P).

. d(P,Q) + d(P,R) > d(Q, R) (nejednakost trokuta).

Definirajmo mjeru kuta zadanog s tri tocke.

Definicija 6.14. Neka su P, Q i R tri tocke uw H?. Mjera kuta ZPQR je

QxP QXR)>
1@ x P l@xR|))"

Uoé¢imo da su Q X P i ) X R prostorni vektori.

£PQR) = areeos (o

Teorem 6.15. (Nejednakost Cauchy-Schwarz-Bunjakovskog za prostorne vek-
tore.) Ako su u,v € R3 prostorni vektori takvi da je u x v vremenski vektor,
onda je b(u,v)* < b(u,u) - b(v,v).

Iz navedene nejednakosti te ¢injenice da je b(Q x P,Q x R) vremenski
vekotr Sto slijedi iz svojstva v. teorema 6.5, uo¢imo da je mjera kuta dobro
definirana.
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6.2 Trigonometrija u modelu H?

Neka su A, B, C € H? tri nekolinearne tocke. Duljine stranica trokuta
ABC su a = d(B,C) = arch(—b(B,C)), b = d(A,C) = arch(—b(A,(C))
ic=d(A,B) = arch(—b(A, B)). Mjere kutova pri vrhovima A, B, C tog
trokuta su:

azABAC’:arccos(b(AXB AXC))

A< B|"[[Ax C]

BxA BxC ))
1B x All" B xC|
CxA (CxB )>
IC < A|"|C % B

Za zbroj kutova u hiperbolickom trokutu vrijedi da je manji od m, a
jedan primjer je trokut ABC odreden vrhovima A = (0,0,1), B = (2,2,3) i
C = (2,—-2,3). Izracunajmo kutove «, 3 i 7 koristeéi navedene formule. Prvo
racunamo kut a. Odredimo vektorske produkte A x Bi A x C.

8 = /£ABC = arccos (b (

v = LACB = arccos < (

Ax B=(-2,20)iA4xC=(22,0).

Kako je b(A x B, A x C) = 0, slijedi da je o« = arccos(0) = 90°. Analogno
racunamo kut 3. Koriste¢i svojstvo antikomutativnosti vektorskog produkta
dobivamo:

BxA=—-AxB=(2,-2,0), BxC=(12,0,8) te b(B x A,B x C) = 24.

Norme vektora B x A i B x C jednake su || B x A|| = 2v/21i || B x C|| = 4V/5,
stoga je 8 = arCCOS(Sr) = 18°26/'6". Preostalo je izracunati kut . Ponovno
koristimo svojstvo antikomutativnosti vektorskog produkta i dobivamo:

CxA=-AxC=(-2,-2,0),CxB=-BxC=(-12,0,-8),

iz Gega slijedi b(C' x A,C' x B) = 24. Norme tih vektora su ||C' x Al = 2v/2
i [|C x B = 4V/5, pa slijedi v = arccos(?’\ﬁ) = 18°26'6". Dakle, kutovi 3 i
~ su sukladni.
Konaé¢no, zbroj kutova u hiperbolickom trokutu manji je od m odnosno
180°:
a+ [+ v =90°+18°26"6" 4+ 18°26'6” = 126°52'12".

Slijede teoremi koji povezuju elemente trokuta u H2.

Teorem 6.16. (Hiperboli¢ki teorem o kosinusu). Ako su a,b,c duljine
stranica trokuta v o, 8,7 njegovi kutouvr, tada je:
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cha =chbchc—shbshccosa,
chb=chachc—shashccosf,
chc=chachb—shashbcos~.

Dokaz. Koristeéi definiciju udaljenosti tocaka u H? imamo:

cha =—b(B,C),
chb = —b(A,C),
che = —b(A, B).

Izrazimo kosinus kuta « koriste¢i definiciju za mjeru kuta:

Ax B AxC) 1
cosa=1b , = b(Ax B,Ax ().
<||A><BH TAxcl) = TAx Bl A< e’ )

Iz svojstava vektorskog produkta slijedi:

b(Ax BAxC)=b((Ax B) x A,C)=b(—b(A,A)B+b(B,A)A,C)
=0(B,C)+b(A,B)b(A,C) =chb-chc— cha.

Koristeé¢i Lagrangeov identitet dobivamo:
b(Ax B,Ax B)=0b(A,B)?—b(A, A)-b(B,B) = ch’c — 1 = sh?c,
b(Ax C,AxC)=0bAC)—bA A) bC,C)=ch’b—1=sh?b.
Konacno, iz navedenog dobivamo

chb-che—cha
shb-she

Ccosa =

te mnozenjem slijedi
cha =chbchc—shbshccosa.
Na isti bismo nacin dokazali i ostale jednakosti. O]

Iz teorema o kosinusu slijedi Pitagorin teorem za hiperbolicki trokut.

Teorem 6.17. (Pitagorin poucak.) Vrijedi v = 7 ako i samo ako vrijedi

che=cha-chb.
chachb—-che
shashb

T
Dokaz. Uvrstimo v = 5 U cosy = . Kosinus pravog kuta je

jednak 0, stoga imamo:

cha-chb—che

o <hb 0« cha-chb—che=0«<chc=cha-chb
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Teorem 6.18. U pravokutnom trokutu s v = 3 vrijeds
thb 3 tha
cosq = — cosff=—.
the the

Dokaz. Koriste¢i Pitagorin teorem te teorem o kosinusu dobivamo:

chb-chc—cha cha-ch’b—cha cha(ch’b—1) cha-sh*b

cosa= shb-she - shb-she ~ shb-she  shb-she
_shb-cha_shb-cha_ shb-cha _thb
she  the-che the-cha-chb  the'

Analogno bismo dobili drugu jednakost. O

Teorem 6.19. (Hiperboli¢ki teorem o sinusima.) Sinusi kutova hiper-
bolickog trokuta odnose se kao sinusi hiperbolni nasuprotnih stranica, odnosno
vrijedi:

sina  sinf8  sinvy

sha  shb  she’

sin «

Dokaz. Dovoljno je izraziti

. Dobit ¢emo izraz simetrican u varijablama

sha
a, bic. Iz teorema o kosinusu imamo:
chb-chc—cha
cosa =
shb-she

Kvadriranjem dobivamo:

COS2 a =

ch?b-ch®c+ch?®a —2cha-chb-che
sh?b - sh?¢ '

Primjenjujuéi osnovni trigonometrijski identitet sin? a+cos? a = 1 dobivamo:

) ch®b-ch®c+ch®a —2cha-chb-chc—sh®b-sh’c

—sin“a = 3 5
sh®b-sh®c

. . ye . . 2 2 .
Konacno, koristeé¢i identitet ch® x — sh” z = 1 imamo:

sina 1 —(ch®a+ch*b+ch’c)+2cha-chb-che
sh” a sh®a - sh®b-sh’c '

sin? 8 . sin~y

sh?b ! sh?¢

Isti bismo rezultat dobili za izraze Stoga vrijedi tvrdnja

teorema.
L]
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Sljedeéi teoremi odnose se na pravokutni hiperbolicki trokut s pravim
kutom u vrhu C, to jest v = 7.

h hb
Teorem 6.20. sina = u, sin § = S—.
she she

Dokaz. Koristeci teorem o sinusima te pretpostavku da je kut v pravi imamo:

sin «v sin% )

= Ssine = —.

sha she she
shb

she’

tha thb
T 6.21. ¢t =— tgf=—.
eorem &Y= S g/ sha

Dokaz. Tangens je omjer sinusa i kosinusa

sha

Na isti nacn dobivamo sin 8 =

. sin v 2{11—‘; sha tha
COSs & %’ cha-shb shbd

thb
Analogno se dokazuje tg 5 = o m
sha

Teorem 6.22. ctga = ctha-shb, ctgf =cthb-sha.

Dokaz. Kotangens je omjer kosinusa i sinusa

ha-shb
ctga:—c @S =ctha-shb.
sha

Na isti nacin dokazujemo ctg f = cthb - sha. O

Kao u sfernoj, i u hiperbolickoj trigonometriji imamo dualni teorem o
kosinusu.

Teorem 6.23. (Hiperbolicki dualni teorem o kosinusu.) Uz uvedene
oznake vrijedi:

cosa = — cos [ cosy + sin Bsiny cha,
cos = —cosacosy + sinasinychb,
cosy = —cosacos 3+ sinasin Sche.
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B

€ hk

A by Bib, C

Slika 12: Hiperbolic¢ki dualni teorem o kosinusu. Slika preuzeta sa [7].

Dokaz. Dokazat ¢emo drugu jednakost, ostale se dokazuju analogno. Pro-
motrimo sliku. Primijenimo Pitagorin teorem na trokute BB1A i CB A te
pomnozimo dobivene izraze. Imamo:

chachec = ch? hchb; chb,.
Mnozenjem izraza s ch(by + by) = ch b dobivamo
chachc(ch by ch by + shby shby) = chbch? hch by chb,.
Zamijenimo ch? h = 1 4+ sh? h te podijelimo obje strane s ch by ch by:
chache(l 4 thb thby) = chb(1 + sh?h).
Sredivanjem izraza dobivamo:
chache—chb= —thb; thbychecha+ sh® hchb.

Koristedi teorem o kosinusu mozemo izraz chach c — chb s lijeve strane jed-
nakosti zamijeniti s cos fshash c i dobivamo

cosfshashec = —thby thbychecha + sh? hchb.

Dijeljenjem jednakosti s sh ash ¢ slijedi
th by th by n shhshh
the tha  shesha

iz cega primjenom teorema 6.181 6.20 na pravokutne trokute BB;A i BB;C
dobivamo tvrdnju teorema:

cos B = — ch b,

cos = —cosacosy + sinasiny chb.
]

Korolar 6.24. Duljine stranica hiperbolickog trokuta su jednoznacno odredene
mjerama kutova.

Za hiperbolicke trokute, kao i za sferne, vrijedi KKK teorem o sukladnosti
trokuta.

36



7 Neutralni teorem o sinusima

Jedan od otkrivaca neeuklidske geometrije je madarski matematicar Johann
Bolyai iz 19. stoljec¢a. Proucavao je propozicije koje su neovisne o postulatu
o paralelama te vrijede u euklidskoj i ostalim tada novootkrivenim geometri-
jama. Primjer je neutralni teorem o sinusima.

Teorem 7.1. Omjer sinusa kuta trokuta ABC' i opsega kruga s polumjerom
jednakim duljini nasuprotne stranice je konstantan. PiSemo:

Oy :0p: O, =sina :sinf§ : sin~y.

Tako u euklidskoj ravnini gdje je opseg kruga polumjera r dans O = 2rr,

teorem 7.1 prelazi u:
a b c

sina sinB  siny
U modelu sfere prema [6] opseg kruga polumjera r dan je s O = 27sinr pa
teorem 7.1 prelazi u:

sina _ sinb  sinc

sinae sinf siny’
U modelu hiperbolicke ravnine, prema [6] opseg kruga polumjera r dan je s
O = 2mshr pa teorem 7.1 prelazi u:

sina  sinf8  sinvy

sha shb  she’
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Sazetak

Cilj ovog diplomskog rada je dokazati osnovne relacije izmedu mjera kutova
i duljina stranica trokuta u euklidskoj i hiperbolickoj ravnini te na povrsini
sfere. Rad zapocinje povijesnim pregledom razvoja trigonometrije, od samih
pocetaka u 18. st. pr. Kr. kad se razvila iz prakti¢nih potreba vezanih za gra-
diteljstvo, astronomiju i navigaciju do danas kad je to zasebna matematicka
disciplina. Slijede definicije i svojstva trigonometrijskih funkcija sinus, kosi-
nus, tangens i kotangens te njihovih inverznih funkcija. Potom proucavamo
sli¢nosti i razlike izmedu trigonometrijskih relacija u tri razlicita modela: mo-
delu euklidske ravnine, modelu hiperbolicke ravnine te modelu sfere. Svaki
od modela najprije definiramo i iskazujemo svojstva istog, zatim promatramo
trigonometriju u modelu. Naposljetku dolazi neutralni sinusov teorem koji
vrijedi u svakom od promatranih modela.
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Summary

The aim of this graduate thesis is to prove basic relations between angle
measures and edge lengths of a triangle in Euclidean plane, hyperbolic plane
and on the surface of the sphere. The thesis begins with a historical overview
of trigonometry, from the very beginnings in the 18th century BC when it
developed from practical needs and was used in engineering distinct, astro-
nomy and navigation, until today when it is a mathematical discipline. Next
are definitions and properties of trigonometric functions sine, cosine, tangent,
cotangent and their inverse functions. Thereafter, we analyzed similarities
and differences between trigonometric relationships in three different models:
the Euclidean plane model, the hyperbolic plane model and the sphere mo-
del. Firstly we defined each model, declared properties and then we analyzed
trigonometry of it. Finally, we state the neutral law of sines which is valid
in each of the models.
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