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Modelowanie przestrzenne jest obecnie jednym z podstawowych narzedzi
badawczych wykorzystywanych w analizie regionalnej. Modele przestrzenne sa rozszerze-
niem klasycznych modeli ekonometrycznych, do ktéorych wlaczane sg tak zwane efekty
przestrzenne: przestrzenna zalezno$¢ i przestrzenna heterogeniczno$¢. Artykut prezentuje
podstawy teoretyczne modelowania przestrzennego wraz z definicjami podstawowych po-
jec¢ oraz analizg ich wiasno$ci. Przedstawione sg rowniez metody estymagji i diagnostyki
modeli przestrzennych. W pracy wskazuje si¢ tez z jednej strony na zlozono$¢ modelowa-
nia przestrzennego, a z drugiej strony na uzytecznos$¢ takiego podejscia badawczego. I ary-
sowane zostaly takze trendy rozwojowe modelowania przestrzennego.

z modelowanie przestrzenne, przestrzenna zalezno$¢, przestrzenna hete-
rogeniczno$¢, macierz wag, estymacja modeli przestrzennych
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W 19*0 r. Waldo Tobler sformutowat pierwsze prawo geografii gloszace, ze wszyst-
ko jest powigzane ze sobg, ale obiekty blizsze sa bardziej powigzane niz odlegte.
Wynika z niego, ze lokalizacja i odlegto$¢ moga wplywac na stopien zaleznosci po-
miedzy procesami lub zjawiskami w przestrzeni. I drugiej strony, specyficzne
wtiasnosci miejsc albo lokalizacji moga wptywacé na zréznicowanie przestrzenne ba-
danych zjawisk lub proceséw. W pierwszym przypadku moéwi si¢ o istnieniu zale-
znosci przestrzennej (spatial dependence) pomiedzy zjawiskami i procesami lub w
samych zjawiskach i procesach, natomiast w drugim przypadku postuluje si¢ prze-
strzenng heterogeniczno$¢ (spatial heterogeneity). Anselin (1988) zalicza prze-
strzenna zaleznos¢ i przestrzenna heterogenicznos¢ do efektéw przestrzennych
(spatial effects). Wynika stad, ze jednym z podstawowych zagadnien badanych na
gruncie geografii powinna by¢ analiza lub modelowanie efektéw przestrzennych.
Wiele probleméw rozwazanych w geografii i Regional Science wymaga wlacze-
nia struktury przestrzennej zaleznosci pomiedzy zjawiskami lub procesami wyste-
pujacymi w réznych punktach przestrzeni. Juz w 19*9 r. Paelinck i Klassen zwrdcili
uwage na konieczno$¢ przestrzennego modelowania zmiennych ekonomicznych.
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Tymczasem wykorzystywane czesto przez polskich geograféw klasyczne modele
regresyjne nie uwzgledniaja wystepowania efektéw przestrzennych. Struktura tych
modeli oraz uzywane metody estymacji zakladaja niezalezno$¢ obserwacji oraz
bledéw losowych, stabilnoé¢ parametréw i samej modelowanej relacji, a zatem
modele te z definicji sa FaprzestrzenneG ch uzyteczno$¢ do modelowania zjawisk
badOproceséw z wystepujacym istotnym efektem przestrzennym jest obnizona, a
uzyskane w ten sposdb wyniki moga zostaé zafalszowane. Dzieje sie tak, poniewaz
wystepowanie przestrzennej zaleznosci prowadzi do bledéw w estymacji parame-
tréw modelu ze wzgledu na niespetnienie jego zatozen, a tym samym do uzyskania
niepoprawnych ocen parametrow.

Rozwigzaniem sg modele przestrzenne intensywnie rozwijane od lat *0. QQ w.
Opublikowano wiele prac teoretycznych dotyczacych modeli przestrzennych, w
tym fundamentalne prace liffa i Orda (19*3, 1981), Anselina (1988), Anselina,
Horaxa i in. (1995), oraz wiele innych publikacji. Na tle pi$miennictwa $wiatowe-
go dorobek polskich autoréw jest stosunkowo skromny. Wéréd publikacji ksigzko-
wych wyrézni¢ mozna trzy pozycje, traktujace przynajmniej w pewnej czesci o mo-
delowaniu przestrzennym. Sa to: F konometria przestrzennaG pod redakcja A.
I eliasia (1991), F konometria i statystyka przestrzenna z wykorzystaniem progra-
muR RANGautorstwa K. Kopczewskiej (2006) oraz F konometria przestrzenna.
Metody i modele analizy danych przestrzennychGpod redakcja B. Sucheckiego na-
pisana ostatnio (2010) przez zespdt ekonometrykdéw z  niwersytetu Rddzkiego.

W ostatnim czasie obserwuje si¢ wzrost zainteresowania problematyka mode-
lowania przestrzennego wérdd polskich geograféw ekonomicznych. Wymienié¢ mo-
zna tutaj prace Janca (2006, 200*) eksperymentujace z modelami regresji prze-
strzennej oraz lokalnej zalezno$ci przestrzennej czy prace Mackiewicz (200*)
stosujacg geograficznie wazona regresje w modelowaniu cen nieruchomosci nieza-
budowanych w aglomeracji poznanskiej. Problematyke budowy, estymacji i testo-
wania modeli przestrzennych podejmuje Kossowski (2009) i praktycznie stosuje
do modelowania dochodéw wtasnych gmin w Polsce (Kossowski, Motek 2009).
Wykorzystanie modeli przestrzennych w badaniach nad konwergencjg gospo-
darcza komentujg Ratajczak (2008) i Kossowski (2009a), natomiast prébe ich esty-
macji przeprowadzita Olejnik (2008).

Z z

Modele przestrzenne uwzgledniajg wystepowanie efektéw przestrzennych, do kté-
rych zalicza sie przestrzenna zalezno$¢ i przestrzenna heterogenicznos¢. Prze-
strzenna zaleznosciag nazywamy relacje funkcyjna pomiedzy tym, co si¢ dzieje w
jednym punkcie przestrzeni, a tym, co sie dzieje gdziekolwiek indziej (Anselin
1988). Dla kazdegoi , gdzie jest zbiorem jednostek przestrzennych, zapisuje
sie
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Dla tak sformulowanej relacji podstawowym problemem jest identyfikowal-
nos¢, a zatem mozliwo$¢ jej estymacji parametréw i ich oceny. Przy n jednostkach
obserwagji otrzymujemy n(n — 1) parametréw, gdyz po prawej stronie kazdego z n
réwnan wystepuje (n — 1) parametroéw zwigzanych z kazda z (n — 1) obserwacji. W
jeszcze bardziej zlozonym podejsciu mozna przyjaé, ze postaé funkgji 3jest rowniez
zalezna od polozenia i, co spowoduje wprowadzenie do powyzszej zaleznosci efek-
tu przestrzennej heterogeniczno$ci relacji. Rozwigzaniem problemu identyfikacji
jest przyjecie dodatkowych zalozen dotyczacych 1) postaci funkcji $2) zmniejsze-
nia liczby parametréw poprzez narzucenie warunku ich stabilnos$ci przestrzennej
(homogenicznosci). Przyjecie tych zatozen pozwala na estymacje, weryfikacje i dia-
gnostyke modelu zalezno$ci przestrzenne;j.

Na ogét przyjmuje sig, ze zalezno$¢ przestrzenna moze by¢ spowodowana jedna
z dwoch przyczyn, np. Anselin (1988). Po pierwsze, zalezno$¢ przestrzenna moze
by¢ zwigzana z wystepowaniem biedéw pomiarowych lub ogélniej bledéw loso-
wych w jednostkach przestrzennych. Te bledy sa skutkiem niezgodno$ci pomiedzy
zasiggiem analizowanego zjawiska a podzialem obszaru na ciagte jednostki prze-
strzenne. Jezeli zjawisko wystepuje tylko w pewnej czedci jednostki przestrzenne;j,
jego poziom oraz biagd pomiarowy agregowany jest do catej jednostki przestrzen-
nej. Jezeli zjawisko to wystepuje réwniez w pewnej czesci jednostki sasiadujacej, to
mowi sie o pozornej zalezno$ci przestrzennej (nuisance spatial dependence). I ale-
zno$¢ przestrzenna moze réwniez wynikna¢ z agregacji danych do wigkszych jed-
nostek przestrzennych, a niezgodnoé¢ granic zjawiska i jednostek oraz agregacja
danych na ogét powoduje wzrost bledéw. Problem agregacji danych w modelowa-
niu przestrzennym zostal przedyskutowany w pracy Paelincka (2000). Jezeli btedy
te maja tendencje do rozlewania sie poprzez granice jednostek przestrzennych, to
moéwimy o efekcie spill-oSer.

Po drugie, zaleznoé¢ przestrzenna moze wynika¢ z przestrzennego charakteru
dzialalno$ci czltowieka. Ten typ nazywamy substancjalna zalezno$cig przestrzenng
(substantiSe spatial dependence). Ma on charakter fundamentalny z wyraGiym od-
niesieniem do przestrzennego wymiaru dziatalno$ci ludzkie;j.

Przestrzenng heterogenicznoscia (spatial heterogeneity) nazywamy niestabil-
no$¢ przestrzenna relacji w sensie jej postaci funkcyjnej 3, lub niestabilno$¢ prze-
strzenng parametréw , badanej relacji. Przestrzenna heterogenicznos¢ zapisuje
sie nastepujaco:

Yi =3 4o i)

gdzie i oznacza jednostke przestrzenng, a , blad losowy.
Przestrzenna heterogeniczno$¢ jest skutkiem braku stacjonarnosci przestrzen-
nej, tzn. nie spetnione sa warunki:

X@)= X@ p)=,
(X()* = (x@ p)* = ?,
X@OX()) = (@@, )).
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Wystepowanie przestrzennej heterogenicznosci moze wynika¢ z zaburzen sta-
bilnosci przestrzennej $redniej, wariancji lub autokowariancji. W przypadku braku
przestrzennej heterogenicznosci funkcja autokowariancji zalezy tylko od od-
legtodci. Metody badania i modelowania przestrzennej heterogenicznosci nie beda
jednak w tej pracy omawiane.

M z z z

Macierz wag przestrzennych jest formalnym wyrazeniem zalezno$ci przestrzennej
pomiedzy jednostkami obserwacji (Anselin 1988). Okresla ona strukture prze-
strzenna sasiedztwa oraz mierzy sile potencjalnych interakeji. Do tej pory nie usta-
lono jednolitego pogladu, jak powinno sie zapisywal strukture przestrzenng
sgsiedztwa. Stad okreslono wiele sposobéw kodowania elementéw macierzy wag
przestrzennych. W ogélnosci, sgsiedztwo takie mozna zdefiniowaé nastepujaco:
najblizszymi sasiadami sa obiekty majace wspdlna granice lub mieszczace sig w
otoczeniu o okreslonym promieniu g (Suchecki i in. 2010).

Najbardziej elementarnym typem macierzy wag przestrzennych jest zero-je-
dynkowa macierz bezposredniego (najblizszego) sgsiedztwa C. lementy tej ma-
cierzy ¢; = 1, jezeliisgsiaduje z alboc¢; = 0, jezeli i nie sasiaduje z . W tym przy-
padku sgsiedztwo oznacza fakt posiadania wspdlnej granicy. Macierz C jest
macierzg symetryczng, ktorej elementy lezace na gtéwnej przekatnej sa réwne zero
(poniewaz nie mozna by¢ swoim sgsiadem).

Przeksztalcajgc elementy macierzy bezposredniego sgsiedztwa C wedltug for-
mutly:

otrzymuje si¢ macierz W, ktorej suma elementéw w kazdym wierszu wynosi 1, lecz
traci ona symetrie. Standaryzowana macierz W jest najczesciej wykorzystywang w
analizach macierzg wag przestrzennych. Jak zauwazajg Tiefelsdorf i in. (1998), w
wierszach standaryzowanej macierzy W zbyt duze wagi sa przypisywane do jedno-
stek z malg liczba sasiadéw, co prowadzi do przeszacowania stopnia interakcji
przestrzennej. Problem ten dotyczy z reguly jednostek lezacych na granicach bada-
nego obszaru (efekt granicy).

Wymienione powyzej schematy kodowania nalezg do najpopularniejszych. Ge-
tis i Aldstadt (2004) podaja 11 sposobow konstrukcji macierzy wag. Griffith
(1996) przeprowadzil krytyczny przeglad macierzy wag przestrzennych. Autor ten
wprowadzit 5 zalecen dotyczacych wyboru wiasciwej macierzy: 1) uwzglednienie
macierzy wag powinno prowadzi¢ do otrzymania lepszych wynikéw niz zakiadanie
przestrzennej niezaleznosci, 2) podziat przestrzeni na jednostki powinien by¢ po-
miedzy regularng siatkg kwadratéw a siatka heksagonéw, dla przypadku podziatow
nieregularnych liczba sgsiadéw powinna wynosi¢ od 4 do 6, 3) minimalna liczba
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jednostek przestrzennych to 60, 4) modele przestrzenne z nizszym rzedem
sasiedztw powinny by¢ preferowane przed modelami z wyzszymi rzedami, 5) lep-
sze s3 macierze o mniejszej liczbie sgsiadéw niz za duzej liczbie sasiadow.

Opisane tutaj wiasnosci dotyczg egzogenicznych macierzy wag, ktére sg ustala-
ne poza modelem, na podstawie przyjetych zalozen. W ostatnich latach nabiera
znaczenia problem endogenizacji macierzy wag, a co za tym idzie — poszukiwanie
sposobdw jej estymacji. Przykladowe préby endogenizacji macierzy wag podjeto w
pracach Ouda i in. (2010) oraz KazUieza (2010).

) + zZ z

Badanie efektow ma na celu ustalenie typu efektu przestrzennego (przestrzennej
zaleznodci lub przestrzennej heterogenicznosci) wystepujacego w danych prze-
strzennie zlokalizowanych. I alezno$¢ przestrzenna bardzo czgsto jest utozsamia-
na z autokorelacjg przestrzenna (Anselin 1988), przez co testowanie wystepowa-
nia zalezno$ci przestrzennej sprowadza si¢ do weryfikacji hipotezy o istnieniu
autokorelacji przestrzennej w danych przestrzennie zlokalizowanych.

Autokorelacja przestrzenna jest to korelacja pomiedzy warto$ciami jednej
zmiennej pomierzonymi w réznych punktach przestrzeni. Definicja autokorelacji
przestrzennej wprowadza odchylenie od zalozenia niezaleznos$ci obserwacji, jakie
czesto jest formulowane w klasycznej statystyce. Odpowiednikiem autokorelacji
przestrzennej jest autokorelacja w czasie, gdzie warto$¢ zmiennej w danej chwili ¢
moze zaleze¢ od obserwacji wczedniejszych. Autokorelacja przestrzenna ma cha-
rakter wielokierunkowy, podczas gdy autokorelacja czasowa jest jednokierunkowa.

Miary autokorelacji przestrzennej sa wykorzystywane od potowy QQ w. Najle-
piej poznana miarg autokorelacji przestrzennej jest wspolczynnik I Morana (1950).
Jest on zdefiniowany nastepujaco:

=

i=1

gdzie n jest liczbg jednostek przestrzennych, ¢; oznacza element zero-jedynkowej
macierzy wag C, s; jest suma elementéw macierzy C, x; oznacza warto$¢ obserwacji
w jednostce i.

Przyjmuje sig, ze jezeli warto$¢ wspoélczynnika I Morana jest wigksza od — —

to mamy dodatnig autokorelacje przestrzenna, a dla I mniejszego od tej wartosci
mamy ujemna autokorelacje przestrzenna. Dla wspodlczynnika wynoszacego w

przyblizeniu — przyjmuje sie, ze rozklad wartosci zmiennej x w przestrzeni
n—

jest losowy.
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Na rycinie 1 przedstawiono przykladowe uklady przestrzenne i odpowiadajace
im wartoéci wspodlczynnika autokorelacji przestrzennej dla pewnej sztucznej
zmiennej X. Dodatnia autokorelacja przestrzenna oznacza tendencj¢ do klastrowa-
nia si¢ jednostek przestrzennych, natomiast ujemna autokorelacja przestrzenna
powoduje powstawanie uktadéw mozaikowych. Autokorelacja przestrzenna bliska
zeru generuje ukltady losowe.

W praktyce wspoélczynnik Morana zapisuje si¢ w krétkiej postaci macierzowej:

_z'Wz

I —,
zZZ

o n _ . .
w ktérej] W=—C, z, =x, —X, a zatem W jest wierszowo standaryzowang ma-
S0
cierza wag przestrzennych. Wspodiczynnik autokorelacji przestrzennej Morana
przyjmuje zasadniczo wartosci z przedziatu [-1,1], ale z teoretycznego punktu wi-
dzenia ten przedzial moze by¢ inny. Dzieje si¢ tak, poniewaz w przeciwienstwie do
wspolczynnika korelacji Pearsona czy Spearmana, indeks Morana jest nieunormo-

wany. Przyjmijmy, ze M =I — 11/, gdzie 1 jest wektorem jedynek dtugosci n. Jak
n

zostalo ustalone w pracy de Jonga i in. (1984), wartosci graniczne wspolczynnika
autokorelacji przestrzennej Morana sg nastepujace:

A (MWM) <T <k (MWM),

gdzie 4, A....Sa najmniejszymi i najwiekszymi wartosciami wlasnymi macierzy
MWM. Wektory wlasne odpowiadajace 4, , 4., generuja maksymalna i mini-
malng warto$¢ wspélczynnika Morana dla danej macierzy wag (Griffith 2003). Od-
powiadajace tym warto$ciom wlasnym wektory wlasne macierzy MWM generuja
maksymalne i minimalne warto$ci wspétczynnika Morana. Problemem jest wyzna-
czanie wartos$ci wtasnych dla duzych macierzy MWM. W ostatnim czasie Griffith
(2000, 2004) wyprowadzil wzory funkcji wlasnych (eigenfuctions) pozwalajacych
w szybki sposob wyliczaé warto$ci wiasne macierzy MWM dla regularnych po-

Ryc. 1. Autokorelacja przestrzenna: a) dodatnial = 0,33, b) brak I = 0, ¢) ujemnal =-0,30
Zrédto: Kossowski (2009).
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dzialéw przestrzeni (tzn. na tréjkaty, kwadraty i szeSciokaty). Dla takich podziatow
przestrzeni Boots i Tiefelsdorf (2000) badali graniczne wartosci wspoétczynnika
Morana.

Wyliczone przez Bootsa i Tiefelsdorfa warto$ci graniczne wspétczynnika Mora-
na dla przedstawionych na rycinie 2 typéw krat sg zamieszczone w tabeli 1. Gra-
niczne wartoéci wspoélczynnika autokorelacji Morana réznig sie dla analizowanych
krat, poniewaz zalezg od macierzy wag przestrzennych W. Dla kazdego podziatu
przestrzeni warto$ci graniczne mogg by¢ inne, a to oznacza, ze nie ma mozliwosci
poréwnywania wartoéci wspoélczynnika Morana dla réznych struktur przestrzen-
nych.

Analiza tabeli 1 pozwala zauwazy¢, ze podzial przestrzeni na heksagony
(sze$ciokaty) powoduje, ze przedzial wartosci wspdtczynnika Morana jest najwez-
szy. Podzial na heksagony ogranicza wystgpienie ujemnej autokorelacji przestrzen-
nej. Potwierdzony jest w ten sposéb wymieniony wczesniej postulat Griffitha, ze
podzial przestrzeni powinien by¢ bliski podzialowi na szeséciokaty.

Ryc. 2. Przyktadowy podzial przestrzeni na kraty wedlug Bootsa i Tiefelsdorfa (2000) nan =
256 elementéw
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Tabela 1. Warto$ci graniczne wspélczynnika Morana dla wybranych podzialéw na kraty

Typ kraty Nczba elementéw kraty Przedzial warto$ci wspolczynnika Morana

Troéjkatna 64 [-1.0%25, 1.0330]
256 [-1.04**, 1.03*5]

1024 [-1.02*3, 1.0246]

Kwadratowa 64 [-1.0%39, 0.9%4*]
256 [-1.0485, 1.0216]

1024 [-1.02*6, 1.0206]

Y eksagonalna 64 [-0.5519, 1.0065]
256 [-0.5330, 1.0403]

1024 [-0.5186, 1.0306]

Zrodto: Boots, Tiefelsdorf (2000).

Y auke i Kossowski (2008) badali uogdlniony podzial przestrzeni za pomoca
trojkatéw, kwadratow i heksagonow. Jednostka bazowg takiego podziatu przestrze-
ni jest heksagon, ktérego boki obudowane zostaly kwadratami oraz tréjkgtami
réownobocznymi (por. ryc. 3a). Otrzymana w ten sposéb jednostka bazowa sktada
sie z 13 elementdéw: 1 heksagonu, 6 kwadratow i 6 tréjkatow réwnobocznych. Ob-
rys jednostki bazowej ma ksztatt dwunastokata foremnego. Na rycinie 3a oraz 3b
pokazane jest sktadanie jednostek bazowych w bardziej ztozone struktury. Racze-
nie elementéw bazowych odbywa si¢ poprzez fgczenie ich krawedzi, a wolne miej-
sca wypetniane sg przez tréjkaty réwnoboczne.

Y auke i Kossowski (2008) wyliczyli wartosci graniczne wspoélczynnika Morana
dla uktadu zbudowanego z trzech i siedmiu elementéw bazowych. W przypadku
trzech elementéw bazowych struktura liczy 40 regularnych figur, a przedziat
wspoélczynnika wynosi [-1.1042, 1.0451], a dla siedmiu elementéw bazowych jest
9* figur geometrycznych. Przedziat wspoélczynnika Morana to [-1.09*8, 1.0901].

Wspdlczynnik autokorelacji przestrzennej I Morana moze zosta¢ wykorzystany
do weryfikacji hipotezy gloszacej o braku statystycznej istotnosci autokorelacji
przestrzennej. Statystyka testowa jest postaci:

-

JKar(D)’

jest warto$cig oczekiwana statystyki Morana, a Kar(I) jest jej

0=

gdzie (I)=-—

n—1
wariancjg. Posta¢ wariancji jest ztozona, jej sformutowanie znajduje si¢ np. w pracy
pod redakcja Sucheckiego (2010) i zalezy od przyjetego zatozenia odnosnie do lo-
sowosci proby. Mozliwe sg bowiem trzy zalozenia: 1) normalno$é — elementy préby
sa realizacjami zmiennych o identycznym rozktadzie normalnym, 2) losowo$¢ —
warto$¢ statystyki jest jedna z mozliwych nZwartosci odpowiadajacych losowemu
rozmieszczeniu wartosci zmiennej w jednostkach przestrzennych, z pominieciem
rozktadu zmiennych w lokalizacjach, 3) empirycznej oceny czestosci rozktadu na
podstawie analizy permutacji.



Teoretyczne aspekty modelowania przestrzennego w badaniach regionalnych 1,

W przypadku 1) i 2) przyjmuje sie, ze statystyka I ma rozktad asymptotycz-
nie normalny ( liff i Ord 19*3), ale jej zbiezno$¢ do tego rozkladu jest powolna.
Jeszcze w latach 90. Tiefelsdorf i Boots (1995) wyprowadzili doktadny rozktad sta-
tystyki Morana dla malych préb. I powodu powolnej zbieznosci statystyki do
rozktadu normalnego najczesciej wykorzystuje si¢ zalozenie 3) prowadzace do per-

a)

Ryc. 3. ogodlniony podzial przestrzeni wedlug Y auke i Kossowskiego (2008), a) element
bazowy i prosta struktura z trzech elementéw bazowych, b) struktura zbudowana z sied-
miu elementéw bazowych
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mutacyjnej wersji tego testu. Polega ona na wykonaniu ustalonej liczby (z reguly
wiekszej od n) permutacji warto$ci zmiennej X na zbiorze jednostek przestrzen-
nych. Nastepnie dla kazdej permutacji wyliczane sg wspétczynniki autokorelacji
przestrzennej, na podstawie ktérych buduje si¢ rozklad empiryczny statystyki Mo-
rana. Niestety, wada takiego podejscia jest to, ze przy kazdej serii permutacji otrzy-
muje sie nieco inny rozkiad empiryczny. Dla pewnych szczegélnych wartosci
wspolczynnika Morana moze to utrudniaé ustalenie jego poziomu istotnosci. W
przypadku testu fermutacyjnego wylicza sie poziom pseudoistotnosci p na podsta-
wie ilorazu p = T gdzie ( jest liczbg obliczonych wartosci testu wigkszych
lub réwnych od rzeczywistej wartosci statystyki Morana, a ( jest liczbg permuta-
qji.

Mimo ze miara autokorelacji przestrzennej zaproponowana przez Morana ma
juz 60 lat, ciagle znajduje si¢ w kregu zainteresowan badaczy. Sposrdd licznych
prac traktujacych o tym zagadnieniu, mozna wskaza¢ na artykut Nee (2001) o pré-
bie integracji wspoélczynnika Morana ze wspdlczynnikiem korelacji Pearsona. I ko-
lei BiSand i in. (2008) analizowali moc statystyki Morana. Ostatnio Griffith (2010)
napisal prace podsumowujaca wyniki dotyczace rozszerzenia wiasnosci rozktadu
statystyki Morana na zmienne losowe nie majace rozkltadu normalnego. Mniejsza
popularnoécia cieszg sie badania koncentrujace si¢ na wiasnosciach wspétczynnika
autokorelacji przestrzennej GearyRgo (1954) oraz ten wspolczynnik wykorzy-
stujace. Miara autokorelacji przestrzennej - GearyRgo jest zdefiniowana wedtug
formuty:

n n
¢z, —z)*

n—1 iz =1
2s, "

z?

i
i=1

Jezeli- 1, to mamy dodatnig autokorelacje przestrzenna, a jezeli- 1, to wy-
stepuje ujemna autokorelacja, natomiast dla- = 1warto$ci zmiennej w przestrzeni
sa rozmieszczone losowo. I a pomoca zapisu macierzowego, mozna wspétczynnik
GearyRgo zapisa¢ w postaci (por. Griffith 2003):

n_n zdiag(c, )z |

’

- /
n—1 s, ZZ

gdzie I jest wspolczynnikiem Morana. I powyzszej formuly wynika, ze wspotczyn-
nik GearyRgo daje sie¢ wyrazi¢ za pomoca wspotczynnika Morana. Taka konstrukcja
wspoélczynnika powoduje, ze - GearyRgo jest bardziej wrazliwe na wystepowanie
lokalnych odchylen od globalnego wzorca autokorelacji niz wspdtczynnik Morana.
Warto$ci wspolczynnika GearyRgo zawieraja sie zasadniczo w przedziale [0,2],
ale podobnie jak dla wspélczynnika Morana mozna wyliczy¢ doktadne wartosci
maksymalne i minimalne, korzystajac z cytowanej pracy de Jonga i in. (1984). Po-
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dobnie jak dla wspoélczynnika Morana, mozna wykorzysta¢ wspoélczynnik - do te-
stowania istotnoéci autokorelacji przestrzennej. Réwniez w tym przypadku staty-
styka (- ) marozklad asymptotycznie normalny, o warto$ci oczekiwanej réwnej 1
i wariancji zaleznej od zatozenia o losowo$ci proby. Wspolczynniki autokorelacji
przestrzennej Morana i GearyRgo sg specjalnymi przypadkami statystyki (por.
Suchecki 2010). nnymi wspoétczynnikami wykorzystywanymi do badania autoko-
relacji przestrzennej, cho¢ mniej popularnymi, sg statystyki joint-count ( liffi Ord
19*3, Ratajczak 1980, Kossowski 2006) oraz statystyka Getisa-Orda (1992). W
pracy z 200* r. Arthur Getis odwoluje si¢ do GQodia pojecia autokorelacji prze-
strzennej i podaje dziesig¢ miar dla autokorelacji.

- M z z

W modelowaniu przestrzennym uwzglednia sie mozliwe wystepowanie efektow
przestrzennych: przestrzennej zaleznosci lub przestrzennej heterogenicznosci.
W4rod modeli przestrzennych uwzgledniajacych element przestrzennej zaleznosci
najpopularniejszy jest ogdlny model przestrzennej regresji liniowej. Specyfikacja
tego modelu w do$¢ ogdlnej postaci zawarta jest w pracy Anselina (1988):

= W, . B e,
e= AW, etp,
u~( (O,Q),Qii = hi (Z’: (l), hi 0,

gdzie y jest wektorem zmiennej zaleznej o wymiarach k na 1,  jest wektorem para-
metréw zmiennych egzogenicznych o wymiarze kna 1, . jest macierzg zmiennych
egzogenicznych o wymiarach n na k, natomiast , A s3 wspoélczynnikami autoregre-
syjnymi opéQnionej zmiennej zaleznej i przestrzennie opéChionego biedu losowe-
go. Macierze W;, W, sa macierzami wag przestrzennych stopnia n. lementy na
glownej przekatnej macierzy kowariancji s pewng nieujemna funkcja h;, zalezng
od wektora zmiennych z oraz parametréw a. Model uwzglednia mozliwos¢ wy-
stapienia heteroskedastycznego bledu losowego. Przy zalozeniu @ = 0 otrzymuje-
my sytuacje bledu homoskedastycznego, tzn. h, = *.

Na podstawie powyzszych réwnan mozna zbudowa¢ wektor nieznanych para-
metréw ogoélnego modelu przestrzennej regresji liniowej 8 = [ , B, 4 2, a], W
ktérym B ma k elementéw, a a zawiera p elementéw. Wektor 0 zawiera3 7 k7 p
nieznanych parametréw modelu. Ograniczajac warto$ci elementéw wektora para-
metréw, otrzymuje sie zredukowane wersje modelu:

1) klasyczny model regresji liniowej NRM: 0 . B 7 ¢ =14=0, a =0, ktéryma

p 7 2 parametréw,

2) model opé6(nienia przestrzennego SAR: 0 W,y+XB 7 ¢4 =0, a =0, ktéry
ma p 7 1 parametréw,

3) model bledu przestrzennegoS M: 0. B 7 ¢e=AW 7p, = a=0,ktéry
ma réowniez p 7 1 parametrow,
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4) mieszany regresyjno-przestrzennie autoregresyjny model z autoregresyjnym
bledem losowymSA : 0 W,y+Xp 7 g gdziee=AW,e7 p,alep[ N(0,Q)
Q,.=c". Model ten ma p parametréw, gdyz a = 0. Macierze wag W,, W, najcze-
$ciej sa rowne. Model SA  jest hybryda modeli SAR oraz S M.

Model opisany w punkcie 1) mozna estymowaé klasycznag metoda najmniej-
szych kwadratow (ONS). Wyprowadzone w ten sposdb estymatory parametrow sg
zgodne, nieobcigzone oraz najbardziej efektywne. Problemem w modelowaniu
przestrzennym jest to, Ze estymatory po wiaczeniu efektu przestrzennej zaleznosci
tracg swoje FdobreGwlasnosci. Dla sytuacji modelu 2), czyli wystapienia op6Qhio-
nej przestrzennie zmiennej zaleznej, estymatory nie sg zgodne i obcigzone (Anse-
lin 1988). Natomiast dla modelu 3), a wiec w przypadku wystapienia autokorelacji
przestrzennej bledu losowego, estymatory te sa nieobcigzone i nieefektywne. W
zwigzku z tym do estymacji parametréw modelu 2) oraz 3) uzywa sie innych me-
tod estymacji niz ONS.

Dla modeli typu SA wyprowadzono estymatory najwigkszej wiarogodnosci,
ktérych szczegdlnymi przypadkami sa estymatory dla modeli SAR 1S M. Wypro-
wadzenie tych estymatoréw mozna znale(f w pracach liffai Orda (1981), Anseli-
na (1988) oraz w polskiej pracy zbiorowej pod redakcjg Sucheckiego (2010). Stoso-
wanie tej metody niesie jednak ze soba pewne trudnosci, z ktorych jedna jest
poszukiwanie wartoéci wiasnych dla duzych i rzadkich macierzy. Ograniczenie to
moze zosta¢ pominiete w przypadku estymacji parametréw uogdlniona metodg
momentéw (GMM). stymatory uogdlnionej metody momentéw zostaly wypro-
wadzone przez Kelejiana i Pruche (1999). Metoda ta jest jednak bardziej restrykcyj-
na, gdyz wymaga przyjecia dodatkowych czterech zatozen (por. Suchecki 2010).
Poréwnanie numerycznej efektywnosci obu metod zawiera praca Walde i in.
(2008).

Oproécz wyzej wymienionych metod estymacji, ostatnio rozwinigta zostata row-
niez podwojna metoda najmniejszych kwadratéow (Kelejian i Prucha 199*, 1998,
Nee 200*). Yaining (19*8) i BiSand (1984) zaproponowali wykorzystanie metody
zmiennych instrumentalnych ( K) do estymacji modeli przestrzennych, ale nie jest
ona w pracach tych autoréw uzywana. Podstawy teoretyczne metody zmiennych
instrumentalnych, a takze podejscia bayesowskiego przedstawia Anselin (1988).

1 z z 2 z

Specyfikacja, oszacowanie oraz diagnostyka modelu przestrzennego jest procedura

zlozona z kilku etap6éw. Sa one nastepujace:

1. Redukgja zbioru zmiennych objasniajacych przy uzyciu klasycznego modelu li-
niowego szacowanego przez metode najmniejszych kwadratéow:y = |7  x,7
7 x,7 .7 x,7 , [ N(, °I),zktorego eliminuje si¢ nieistotne staty-
stycznie zmienne.

2. Testowanie autokorelacji przestrzennej reszt modelu liniowego oszacowanego
zredukowanej liczby zmiennych. Na ogét modele te szacuje si¢ na podstawie:
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a) warto$ci zmiennych albo b) logarytméw wartosci zmiennych. Jak podaja  liff
i Ord (19*0), wystgpowanie autokorelacji przestrzennej moze by¢ skutkiem
efektu szacowania zalezno$ci nieliniowej modelem liniowym. W testowaniu
autokorelacji przestrzennej wykorzystywana jest statystyka I Morana w postaci

( liffi Ord 19*2, 19*3, Anselin i Horax 1995) I =7W, gdzie jest wekto-

rem reszt z regresji. Statystyka ma rozklad asymptotycznie normalny. Jezeli
warto$¢ sprawdzianu Morana jest istotna statystycznie, to stosuje sie podejscie
przestrzenne.

3. Badanie typu zalezno$ci przestrzennej pozwalajgce na wybor odpowiedniej spe-
cyfikacji modelu przestrzennego, uwzgledniajacego: a) zalezno$¢é przestrzenng
zmiennej objasnianej, b) zalezno$¢ przestrzenng btedu losowego, c) zaleznos¢
przestrzenna zmiennej zaleznej i btedu losowego. Sprawdzanie typu zaleznosci
przeprowadza sie w oparciu o testy B (Nagrange Multiplier). Majg one zasto-
sowanie do klasycznego modelu regresji oszacowanego metoda najmniejszych
kwadratéw. Test B (Anselin 1988, 1995) sprawdza, czy model powinien
uwzgledniaé sytuacje a), natomiast test B ,(Burridge 1980) jest wykorzystywa-
ny do sprawdzenia przypadku b). Wersje odporne tych testow, takie jak B i

B , (Berai oon 1992), sa niewrazliwe na lokalne bledy w specyfikacji mode-

lu. Omawiane statystyki maja rozktad y* z jednym stopniem swobody. I azwy-
czaj przeprowadza sie serie czterech powyzszych testéow, przy czym zgodnie z
tzw. podej$ciem klasycznym, rozstrzygajacy jest test najbardziej istotny (Kos-
sowski, Motek 2009). Szczegdlowy opis wlasnosci tych testéw podaja Anselin i
Horax (1995), Anselin i in. (1996) oraz Berai oon (1992). Anselin i Moreno
(2003) poréwnujg wiasnosci testow dla sktadnikéw btedu przestrzennego.
W przypadku sytuacji c) uzywa sie statystyki I 1 (Anselin 1988a, 1994)
bedacej sumga statystyki odpornej B dla opéQnienia przestrzennego i B dla
btedu przestrzennego. Jej rozktad to y* z dwoma stopniami swobody. stotne
wartodci statystyki 1 1 pozwalaja na przyjecie modelu z zaleznoscig prze-
strzenna zmiennej y i $rednia ruchomg btedu losowego'.

4. stymacja parametréw modelu odbywa sie z uzyciem metod opisanych we
wczesniejszych punktach pracy.

5. Diagnostyka modelu polega na: 1) testowaniu zalozen modelu, 2) testowaniu
parametréw strukturalnych oraz calego modelu, 3) badaniu sily informacyjnej
modelu oraz jego dopasowaniu. W sprawdzaniu zalozen modelu stosuje sie kla-
syczne testy ekonometryczne, takie jak: test normalnoéci rozktadu reszt Jar-
UueR-Bery, heteroskedastycznosci Breuscha-Pagana w wersji dla modeli
zwyklych i przestrzennych, test WhiteR dla heteroskedastycznosci modelu
oraz test ilorazu wiarogodnoéci B dla heteroskedastycznosci grupowej’. Przy
testowaniu parametréw strukturalnych modelu zastosowanie majg klasyczne
testy t oraz test Walda dla parametru autoregresyjnegoOBadanie sily informa-

! Model SARMA zawiera skladnik zaleznosci przestrzennej zmiennej objasnianej oraz przestrzenng
$rednig ruchoma btedu losowego, natomiast w modelu SARAR (oznaczany réwniez SARSAR) btad
losowy jest autoregresyjny.

2 Test ten potwierdza zasadno$¢ uwzglednienia efektéw przestrzennych w modelu.
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cyjnej modelu opiera si¢ na wykorzystaniu kryteriéw informacyjnych, do kté-
rych nalezg A (kryterium informacyjne AkaikeR), B (kryterium bayesow-
skie), kryterium Schwarza oraz logNk (logarytm ilorazu wiarogodnosci). Jezeli
poréwnuje sie dwa modele, to model lepszy ma najnizsze A iB  oraz najwy-
zsze logNk. Jak podaja Anselin (1988) i Maddala (2006), testy Walda ( ), B
oraz B sg asymptotycznie réwnowazne i przy poprawnej specyfikacji modelu
zachodzi nieréwno$¢ >B >B OTesty Walda, B , B oraz kryterium A  dla
modeli przestrzennych zostaly zamieszczone w pracy Anselina (1988).

Procedura budowy i testowania modelu przestrzennego jest bardziej zlozona
niz w przypadku klasycznym. Przedstawione powyzej reguly postepowania od-
noszg si¢ do przypadkéw najprostszych, tzn. szacowania i weryfikacji modeli typu
SAR lub S M. Pojawienie sie heteroskedastycznoéci albo heterogenicznosci prze-
strzennej w przypadku jednoczesnej obecnosci autokorelacji przestrzennej wymu-
sza stosowanie metod i testow jeszcze bardziej skomplikowanych. ch krotki
przeglad mozna znale( w pracy pod redakcjg Sucheckiego (2010).

3 4 z

W niniejszym opracowaniu zaprezentowano zagadnienie analizy efektow prze-
strzennych, ktérych wystepowanie jest przyczynkiem do stosowania zmodyfiko-
wanych modeli ekonometrycznych w analizie regionalnej. Wprowadzenie od-
dziatywania tych efektéw z reguly poprawia warto$¢ poznawcza oraz moc
objasniajacg zastosowanych modeli, czego liczne dowody mozna znale( w litera-
turze $wiatowej. Pamigtac jednak nalezy, ze modelowanie przestrzenne nie jest za-
gadnieniem prostym. Podstawowym problemem sg niedoskonate metody rozréz-
niania efektéw przestrzennych pomiedzy soba, to jest przestrzennej zaleznosci i
przestrzennej heterogenicznosci. Ponadto metody estymacji takich modeli sg bar-
dziej ztozone niz modeli klasycznych. Niektére z nich wymagaja specjalnych
zalozen dotyczacych modelu (jak metoda GMM) badOsa wrazliwe na biedy w spe-
cyfikacji modelu (np. wystepowanie heteroskedastycznego btedu losowego). nne
z kolei wymagaja znacznych mocy obliczeniowych, np. metoda najwigkszej wiaro-
godnosci, ktéra wykorzystuje wyznaczniki macierzy rzadkich. Obecnie badania
zmierzaja w kierunku opracowania jak najlepszych estymatoréw dla parametrow
modeli przestrzennych, takze tych bardziej skomplikowanych. Prowadzi si¢ row-
niez badania nad estymacja modeli czasowo-przestrzennych. Osobny nurt badaw-
czy, stosunkowo niedawno zapoczatkowany, wigze si¢ z problematyka endogeniza-
¢ji, a co za tym idzie — estymacji macierzy wag. Problem ten jest zwigzany z
odrzuceniem zalozenia o egzogeniczno$ci macierzy wag wzgledem modelu.

I drugiej strony, nie ma przeszkod, aby stosowaé modele przestrzenne w anali-
zie regionalnej. Od kilkunastu lat trwa dynamiczny rozwdj oprogramowania kom-
puterowego pozwalajacego skutecznie wdrazaé tego rodzaju analizy. Wystarczy
wspomnie¢ o projekcie R, w ramach ktérego rozwijany jest pakiet spdep przezna-
czony wlasnie do modelowania przestrzennego. Do oprogramowania komercyjne-
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go dopisywane sg odpowiednie rozszerzenia umozliwiajace prowadzenie modelo-
wania przestrzennego, np. pakiet metod ekonometrii przestrzennej napisany przez
J. NeSage dla programu Matlab czy tez dodatkowe procedury w programie ArcG S.

stnieja réwniez programy przeznaczone do budowy prostych modeli przestrzen-
nych, ktérych doskonatym przykladem jest Geoda opracowana przez N Anselina.
W bliskiej przysziosci dostepny bedzie program PySANnapisany przez N Anselina
i S. Reya, bedacy rozwinieciem Geody.

Modelowanie przestrzenne stanowi jeden z gtéwnych nurtéw rozwijanych i
stosowanych w analizie regionalnej metod i technik badawczych. Szczegdtowy
przeglad wszystkich prac z tego zakresu jest niemozliwy ze wzgledu na ich bardzo
duza liczbe. Przykladowo modelowanie przestrzenne jest wykorzystywane w anali-
zie produktywnosci regionalnej i konwergencji dochodéw w Niemczech (Kosfeld i
in. 2006), do badania gospodarek RvschodzacychG(Kelejian i in. 2006) badOtez re-
gionalnego wzrostu gospodarczego gospodarek dynamicznych ( hiny wg ing
2003). Sporo jest prac wykorzystujacych modele przestrzenne w zagadnieniach
geografii zdrowia, np. dostgpnosci opieki ambulatoryjnej w SA (Mobley i in.
2006) lub $miertelnosci powodowanej przez nowotwory (Y aining 1995). Mimo
wielu zastosowan modelowanie przestrzenne nie jest wciaz popularne w praktyce
planistycznej. Biorac pod uwage jego przydatnos¢ potwierdzona w wielu pracach, a
ktérych dokonany tutaj przeglad jest czastkowy, nalezy sadzié, ze upowszechni sie
réwniez w dziedzinie planowania.
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