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Abstract.  Allo stato dell’arte corrente, la Sbavatura Robotizzata (SR) è stata adottata con 
successo in numerose applicazioni industriali, ma richiede ancora miglioramenti in termini 
di qualità finale. Infatti, l’efficacia di un processo di SR è altamente influenzata dalla limitata 
precisione dei movimenti del robot e dalle imprevedibili variazioni di dimensioni e forma 
delle bave. La cedevolezza dell’utensile risolve parzialmente il problema, nonostante si 
rendano necessari strumenti dedicati di “engineering design”, allo scopo di identificare quei 
parametri ottimizzati e quelle strategie di SR che consentano di ottenere la miglior qualità e 
il miglior rapporto costo-efficacia. In questo contesto, il presente lavoro propone un 
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 Prototipo Virtuale (PV) di un mandrino pneumatico dotato di cedevolezza intrinseca, adatto 
a valutare l’efficienza del processo in diversi scenari. Il PV proposto è stato creato 
integrando un modello multi-body della struttura meccanica del mandrino con un modello 
matematico delle forze di processo. Vengono infine illustrate simulazioni numeriche, atte a 
prevedere sia le forze di taglio che l’accuratezza della finitura superficiale. 

Parole Chiave: mandrino cedevole, sbavatura robotizzata, prototipazione virtuale 

1. INTRODUZIONE
Il processo di sbavatura di parti meccaniche con forme complesse e tolleranze ristrette, in 
genere, coinvolge l’utilizzo di macchine CNC a cinque assi, vale a dire, attrezzature 
estremamente costose che richiedono lunghi tempi di set-up. Come potenziale alternativa 
per la medesima attività, i robot industriali offrono grande flessibilità unita ad un 
investimento iniziale più contenuto, ma sono caratterizzati da una qualità di processo 
inferiore. Negli ultimi anni, un crescente numero di ricerche è stato indirizzato allo 
sviluppo di metodi ingegneristici e strumenti atti a migliorare l’efficacia della Sbavatura 
Robotizzata (SR) e, più in generale, delle lavorazioni meccaniche mediante robot [1]. 

Focalizzandosi sulle attività di sbavatura, la programmazione offline di una traiettoria 
ideale del robot non permette di ottenere la miglior qualità finale di prodotto, a causa della 
limitata accuratezza di movimento di qualsiasi manipolatore industriale e delle condizioni 
del processo discontinue e non prevedibili (cioè, differente spessore della bava e proprietà 
del materiale variabili [2,3]). 

In pratica, un processo di SR potrebbe portare o ad una sbavatura parziale o ad una 
sbavatura eccessiva (dove piccole parti strutturali del pezzo vengono accidentalmente 
rimosse assieme alla bava). In aggiunta, nel caso in cui siano richieste tolleranze molto 
ristrette ed una buona rugosità superficiale, è necessario garantire in ogni istante una 
pressione di contatto uniforme tra utensile e pezzo lavorato, a prescindere dallo spessore della 
bava. In questi casi, vengono di solito utilizzati dispositivi controllati in forza [4], oppure 
dispositivi passivi dotati di cedevolezza. Quest’ultima soluzione è più diffusa in ambito 
industriale grazie al buon rapporto costo-efficacia, alla facilità di utilizzo ed al più veloce ed 
uniforme adattamento a variazioni inaspettate del processo o ad urti. Tuttavia, la regolazione 
dei parametri del sistema (ad esempio la scelta del feed-rate e dalla cedevolezza complessiva) 
richiede tempo e svariati test su prototipi fisici, con conseguente riduzione della produttività 
della cella robotica. Per questo, si rende necessario un approccio ingegneristico basato su 
modelli virtuali, con lo scopo di prevedere le prestazioni della SR senza bisogno di alcun test 
sul campo e che possibilmente conduca ad una applicazione tecnologica “first-time-right”, 
“plug-and-produce”. 

Per quel che riguarda la letteratura pregressa in tema di processi di sbavatura, in [5] viene 
riportato un sommario di diversi modelli atti alla determinazione delle forze di taglio (ad 
esempio il modello lineare di Altintas [6] ed il modello esponenziale di Kienzle [7]), mentre 
in [8] sono stati recentemente proposti metodi assistiti da CAD/CAM. In ogni caso, la 
maggior parte dei lavori precedenti semplicemente trascura l’influenza della cedevolezza 
dell’utensile, la cui complessa interazione con il processo di sbavatura viene sperimentata 
solo su set-up sperimentali. Stando alle considerazioni qui sopra menzionate, il presente 
lavoro si indirizza allo sviluppo di un Prototipo Virtuale (PV) di un utensile cedevole, il cui 
scopo è consentire l’ottimizzazione offline delle attività di SR. In particolare, il 
comportamento della struttura meccanica del mandrino è modellato per mezzo di un software 
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 commerciale multibody (Recurdyn), mentre le forze del processo sono simultaneamente co-
simulate in un ambiente Simulink. 

Descrizione del mandrino cedevole 
Nella SR vengono comunemente impiegati diverse tipologie di mandrini cedevoli 
disponibili in commercio. Come caso studio, largamente adottato nella pratica, si considera 
un mandrino caratterizzato da attuazione pneumatica e cedevolezza radiale [3], la cui 
descrizione dettagliata si può trovare in [9]. Con riferimento al disegno CAD di Fig. 1, 
l’utensile comprende un motore pneumatico inserito all’interno di un alloggiamento e 
supportato da un giunto sferico (con centro localizzato sul punto O) e da un da un 
dispositivo cedevole. Il dispositivo cedevole (Fig. 2) è composto da sette pistoni, aventi 
corsa limitata, e connessi ad una camera avente un condotto di entrata comune. 
Inizialmente, come anche riportato in Sez. 3.3, tutti i pistoni sono in contatto diretto con il 
motore pneumatico. D’altro canto, come mostrato in Fig. 3, il motore pneumatico può 
inclinarsi durante l’interazione con il pezzo da lavorare. In questo caso, alcuni dei pistoni 
possono raggiungere il fine corsa inferiore, perdendo così contatto col motore (vedi Fig. 4) 

2. BACAKGROUND SUI PROCESSI DI FRESATURA
Si trascuri inizialmente l’influenza della cedevolezza del sistema. In questo caso, un modello 
matematico del processo di fresatura è stato estensivamente trattato in [7, pp 35-46], la cui 
nomenclatura viene qui di seguito mantenuta. Con riferimento alla Fig. 5, si consideri un 
fresa avente diametro D, angolo d’elica	ߚ e numero di denti (o scanalature ) N. Si definisca 
c come il feed - rate del processo, ߶௝ l’angolo istantaneo di immersione del j-esimo dente nel 
al pezzo in lavorazione, ߶௣ ൌ l’angolo di spacing del dente, ߶௦௧, ߶௘௫, ߶௦ ܰ/ߨ2 ൌ ሺ߶௘௫ െ
߶௦௧ሻ gli angoli di ingresso, uscita e “swept” dell’utensile di taglio. 

Figura 1. Modello CAD del Mandrino Cedevole. Figura 2. Dispositivo cedevole. 

Figura 3. Mandrino con compensazione passiva. Figura 4. Contatti dei pistoni. 
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Anche se di solito vengono utilizzate frese elicoidali, assumiamo inizialmente β=0 e 
consideriamo solo il dente j-esimo. In questo caso, lo spessore istantaneo del truciolo , ௝݄, 
può essere approssimato  come ௝݄൫߶௝൯ ൌ  ,௧,௝ܨ	,௝, mentre le forze di taglio tangenziale߶݊݅ݏ	ܿ
radiale,	ܨ௥,௝, assiale, ܨ௔,௝, possono essere espresse come funzione della lunghezza del tratto 
di contatto, a, e dell’area non tagliata del truciolo,	݄ܽ൫߶௝൯, così che: 

௤,௝ሺϕ୨ሻܨ ൌ ௤,௖݄ܽሺ߶௝ሻܭ ൅ ݍ  ௤,௘ܽ…. perܭ ൌ ,ݐ ,ݎ ܽ e  ݆ ൌ 0,… ,ܰ െ 1    (1) 

dove ܭ௧,௖, ܭ௥,௖ e ܭ௔,௖ sono rispettivamente definiti come coefficienti della forza di taglio 
dovuti all’azione di taglio nelle direzioni tangenziale, radiale e assiale, mentre ܭ௧,௘, ܭ௥,௘, e 
 .”௔,௘ sono le cosiddette “edge constantsܭ

Naturalmente, le forze di taglio sono prodotte solo quando lo strumento è nella zona di 
taglio (immersione), cioè quando ܨ௤,௝ሺ߶௝ሻ ൐ 0 se ߶௦௧ ൑ ߶௝ ൑ ߶௘௫. In aggiunta, denti 
multipli taglieranno simultaneamente se ߶௦ ൐ ߶௣, essendo la forza totale data dalla somma 
del singolo contributo j-esimo. 

In caso in cui si utilizzi una fresa elicoidale (cioè		ߚ ൐ 0), il tratto di taglio avanzerà 
lentamente dietro al fine corsa dell’utensile (vedi Fig. 6). L’angolo di ritardo, ߰, alla 
profondità assiale di taglio, z, è ߰ ൌ  In particolare, come definito in [7], quando .ߚ݊ܽݐ	ଵିܦݖ2
il punto inferiore di un dente di riferimento si trova ad un angolo di immersione ߶, un punto 
del tratto di taglio localizzato assialmente ad una distanza z al di sopra del dente di riferimento 
avrà un angolo di immersione di ሺ߶ െ ߰ሻ. Assumendo che la parte inferiore di un dente sia 
designata come l’angolo di immersione di riferimento ߶, essendo l’immersione misurata in 
senso orario dall’asse normale y, i punti finali inferiori dei denti rimanenti si trovano agli 
angoli ߶௝ሺ0ሻ ൌ ߶ ൅ ݆߶௣ per ݆ ൌ 0,… ,ܰ െ 1. L’angolo di immersione per il flauto j-esimo 
ad una profondità di taglio assiale z è: 

߶௝ሺݖሻ ൌ ߶ ൅ ݆߶௣ െ ݇ఉݖ    dove ݇ఉ ൌ ଵିܦ2  (2) ߚ݊ܽݐ

    Lo spessore del truciolo, ݄௝, è ora approssimata come ݄௝൫߶௝, ݖ ൯  ൌ  ܿ 	 ݏ ݅ ݊߶ ௝ሺݖሻ. In 
modo simile a Eq. 1, il contributo delle forze elementari in direzione tangenziale, ݀ܨ௧,௝, 
radiale, ݀ܨ௥,௝, ed assiale , dܨ௔,௝, su un elemento elementare del dente con altezza z può 
essere scritta come:  

,௤,௝൫߶௝ܨ݀ ൯ݖ ൌ ቂܭ௤,௖ ௝݄ ቀ߶௝ሺݖሻቁ ൅ ௤,௘ቃܭ ݍ  per ,ݖ݀ ൌ ,ݐ ,ݎ ܽ  e  ݆ ൌ 0,… ,ܰ െ 1 (3) 

Figura 5. Processo di fresatura/sbavatura [7]. Figura 6. Geometria dell’utensile [7]. 
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 Dalle condizioni di equilibrio, le forze elementari radiali e tangenziali possono essere 
proiettate nelle direzioni di avanzamento x e normale, y, utilizzando le seguenti 
trasformazioni: 

௫,௝ܨ݀ ൌ െ݀ܨ௧,௝ ሻݖ௝ሺ߶ݏ݋ܿ െ ௥,௝ܨ݀  ;ሻݖ௝ሺ߶݊݅ݏ

௬,௝ܨ݀ ൌ ሻݖ௝ሺ߶݊݅ݏ	௧,௝ܨ݀ െ  ሻݖ௝ሺ߶ݏ݋ܿ	௥,௝ܨ݀
(4) 

La forza totale prodotta dal dente j-esimo può essere ottenuta integrando le forze di taglio 
differenziali: 

ሻሻݖ௣,௝ሺ߶௝ሺܨ ൌ ׬ ݖሻሻ݀ݖ௣,௝ሺ߶௝ሺܨ݀
௭ೕ,మ
௭ೕ,భ

,    per ݌ ൌ ,ݔ ,ݕ  (5) ݖ

dove ݖ௝,ଶሺ߶௝ሺݖሻሻ e ݖ௝,ଶሺ߶௝ሺݖሻሻ sono i limiti assiali inferiori e superiori di impegno del j-esimo 
dente nella porzione di fresa impegnata nel taglio. Gli integrali vengono calcolati notando 
che ݀߶௝ሺݖሻ ൌ െ݇ఉݖ, 

ሻሻݖ௫,௝ሺ߶௝ሺܨ ൌ ቊ
ܿ
4݇ఉ

ൣെܭ௧௖	ܿ2ݏ݋߶௝ሺݖሻ ൅ ሻݖ௥௖ሺ2߶௝ሺܭ െ ሻሻ൧ݖ௝ሺ߶2݊݅ݏ

൅
1
݇ఉ
ሻݖ௝ሺ߶݊݅ݏ	௧௘ܭൣ െ ሻ൧ቋݖ௝ሺ߶ݏ݋ܿ	௥௘ܭ

௭ೕ,భሺథೕሺ௭ሻሻ

௭ೕ,మሺథೕሺ௭ሻሻ

ሻሻݖ௬,௝ሺ߶௝ሺܨ ൌ ቊ
െܿ
4݇ఉ

ൣെܭ௧௖ሺ2߶௝ሺݖሻ െ ሻሻݖ௝ሺ߶2݊݅ݏ ൅ ሻ൧ݖ௝ሺ߶2ݏ݋ܿ	௥௖ܭ

൅
1
݇ఉ
ሻݖ௝ሺ߶ݏ݋ܿ	௧௘ܭൣ ൅ ሻ൧ቋݖ௝ሺ߶݊݅ݏ	௥௘ܭ

௭ೕ,భሺథೕሺ௭ሻሻ

௭ೕ,మሺథೕሺ௭ሻሻ

ሻሻݖ௭,௝ሺ߶௝ሺܨ ൌ
ଵ

௞ഁ
ሻݖ௝ሺ߶ݏ݋ܿ	௔௖ܿܭൣ െ ሻ൧௭ೕ,భሺథೕሺ௭ሻሻݖ௔௘߶௝ሺܭ

௭ೕ,మሺథೕሺ௭ሻሻ.  

(6) 

Si noti che l’angolo di ritardo ad una profondità assiale di taglio completa (cioè quando z=a) 
è ߰௔ ൌ ݇ఉܽ. 

Con riferimento alla Fig. 7, l’algoritmo proposto in [7] per determinare i limiti di 
integrazione assiale è come segue:  

 Se ߶௦௧ ൏ ߶௝ሺݖ ൌ 0ሻ ൏ 	߶௘௫, allora ݖ௝,ଵ=0;
Se ߶௦௧ ൏ ߶௝ሺݖ ൌ ܽሻ ൏ 	߶௘௫, allora ݖ௝,ଶ=a; 
Se ߶௝ሺݖ ൌ ܽሻ ൏ 	߶௘௫, allora ݖ௝,ଶ=(1/݇ఉሻሺ߶ ൅ ݆߶௣ െ ߶௦௧ሻ; 

 Se ߶௝ሺݖ ൌ 0ሻ ൐ 	߶௘௫ e ߶௝ሺݖ ൌ ܽሻ ൏ 	߶௘௫ allora ݖ௝,ଵ=(1/݇ఉሻሺ߶ ൅ ݆߶௣ െ ߶௘௫ሻ;
Se ߶௝ሺݖ ൌ ܽሻ ൐ 	߶௦௧ allora ݖ௝,ଶ=a; 
Se ߶௝ሺݖ ൌ ܽሻ ൏ 	߶௦௧, allora ݖ௝,ଶ=(1/݇ఉሻሺ߶ ൅ ݆߶௣ െ ߶௦௧ሻ; 

 Se ߶௝ሺݖ ൌ 0ሻ ൐ 	߶௘௫ e ߶௝ሺݖ ൌ ܽሻ ൐ 	߶௘௫  allora il dente non sta tagliando.
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Figura 7. Fresa elicoidale: zona di interfaccia con pezzo in lavorazione [7]. 

Si noti che queste espressioni possono essere usate se il dente j=0 è allineato a ߶ ൌ 0 
all’inizio dell’algoritmo. Le forze istantanee totali sulla fresa all’immersione sono infine 
calcolate come segue: 

௫ሺ߶ሻܨ ൌ ∑ ;௫ೕܨ
ேିଵ
௝ୀ଴ ௬ሺ߶ሻܨ ൌ ∑ ;௬ೕܨ

ேିଵ
௝ୀ଴ ௭ሺ߶ሻܨ ൌ ∑ .௭ೕܨ

ேିଵ
௝ୀ଴   (7) 

3. PROTOTIPO VIRTUALE DEL MANDRINO CEDEVOLE
Il PV del mandrino può essere concettualmente diviso in tre sottosistemi organizzati in una 
struttura a loop, dove l’output di un sottosistema è l’input di quello successivo. In riferimento 
a Fig. 8, i sottosistemi del modello sono utilizzati per calcolare: (1) le profondità di taglio del 
truciolo in direzione radiale ݌௥௕, e del pezzo lavorato ݌௥௣; (2) le forze di taglio; (3) posizione 
dell’utensile di taglio e velocità tramite la co-simulazione con un software multi-body. 

Figura 8. Prototipo Virtuale del mandrino: integrazione tra il modello multibody CAD-
based ed i modelli del processo. 
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 Calcolo della profondità di taglio della fresa radiale e del pezzo lavorato 
Con riferimento a Fig. 9, si definisca una coordinata spaziale w e si supponga di srotolare 
concettualmente un profilo di bava 3D lungo questa stessa coordinata. L’altezza e la 
larghezza della bava possono quindi essere definite in funzione di w, cioè, rispettivamente, 
݄௕ ൌ ݄௕ሺݓሻ e ܾ௕ ൌ ܾ௕ሺݓሻ. Con riferimento alle Figure 1 e 10, definiamo un sistema di 
riferimento fisso, localizzato sul punto O, essendo l’asse z allineato con l’asse di simmetria 
dell’alloggiamento, ed indicando come asse x la direzione di alimentazione. In modo simile, 
individuiamo i punti di applicazione delle forze di processo (come calcolato nel prossimo 
algoritmo) in A e in B. Questi punti giacciono nell’intersezione tra l’asse longitudinale della 
fresa (Fig. 10) e le due linee parallele all’asse y e rispettivamente intersecanti i punti medi di 
ܾ௕ e ܽ (essendo quest’ultima la lunghezza del tratto di contatto tra pezzo lavorato e fresa). Si 
noti che la posizione di entrambi i punti A e B, rispetto ad O, può variare in base alla 
cedevolezza del mandrino. In particolare la Fig. 11 presenta una condizione dove il processo 
di sbavatura è incompleto, mentre la Fig. 12 presenta una condizione dove la fresa sta 
tagliando sia la bava che il pezzo lavorato. Con riferimento a queste stesse figure, definiamo, 
per ogni istante di tempo t, le variabili  ݔ஺ e ݕ஺come le coordinate x e y del punto A nei sistemi 
di riferimento fissi localizzati sul punto O, ݄௣௖௜ come la coordinata y del punto di contatto 
inferiore fresa/pezzo lavorato (punto C), che definisce il profilo del pezzo dopo la sbavatura 
(cioè ݄௣௖௜ ൌ ஺ݕ െ  ௥ e  ݄௡ come le altezze del pezzo reali e desiderate (nominali) con݄ ,(2/ܦ
riferimento a O (cioè ݄௥ ൌ ݄௡ െ ݄௕), ݌௥ come la profondità in direzione radiale di sbavatura 
௥݌ ൌ ݄௥ െ ݄௣௖௜. 

Ci sono 3 casi possibili: 
 Sbavatura ideale:   ݌௥ ൌ ݄௕, così che ݌௥௕ ൌ ݄௕ e ݌௥௣ ൌ 0;
 Sbavatura parziale: ݌௥ ൏ ݄௕, così che ݌௥௕ ൌ ௥௣݌ ௥ e݌ ൌ 0;
 Sbavatura eccessiva: ݌௥ ൐ ݄௕, così che ݌௥௕ ൌ ݄௕ e ݌௥௣ ൌ ௥݌ െ ݄௕;

Figura 9. Definizione di altezza 
e larghezza di bava. Figura 10. Geometrie di bava e pezzo. 

Figura 11. Sbavatura parziale. Figura 12. Sbavatura eccessiva. 
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 A causa delle considerazioni qui sopra menzionate, le forze di processo considerate di 
seguito, ࡲ௕ e ࡲ௣, sono rispettivamente dovute o all’interazione fresa-bava o all’interazione 
fresa-pezzo lavorato. La forza ࡲ௕, (qui di seguito definita forza di bava), è applicata al punto 
A, mentre la forza ࡲ௣, (qui di seguito definita forza di pezzo), è applicata al punto B. 

Calcolo delle forze di sbavatura 
A causa della presenza di una struttura cedevole, il vettore della velocità di avanzamento sarà 
inclinato con riferimento all’asse orizzontale del pezzo lavorato. Si definiscano ࢜௉ ൌ
ሾݔሶ௉, ,ሶ௉ݕ ஺࢜ ሶ௉ሿ்eݖ ൌ ሾݔሶ஺, ,ሶ஺ݕ  ሶ஺ሿ்come le velocità relative del pezzo e del punto A conݖ
riferimento al sistema fisso centrato in O. Il vettore della velocità di alimentazione del pezzo 
in riferimento alla fresa è ࢜ி ൌ ௉࢜ െ ஺࢜ ൌ ሾݔሶி, ,ሶிݕ  ሶிሿ். Si noti che, per via dellaݖ
cedevolezza del mandrino,	ݖሶி ് 0. Tuttavia, a patto che ݖሶி sia sempre di un ordine di 
grandezza più basso di ݔሶி e ݕሶி,, il suo contributo è trascurato (cioè ࢜ி ൎ ሾݔሶி, ,ሶிݕ 0ሿ்). 
L’angolo di inclinazione,	ߴ, della velocità del mandrino in riferimento all’asse orizzontale 
può essere valutato come ߴ ൌ atan	ሺݕሶி/ݔሶிሻ. Il feed-rate del processo, c, è quindi dato da: 

ܿ ൌ ሺܰ	݊ሻିଵሺݔሶி
ଶ ൅ ሶிݕ

ଶሻଵ/ଶ  (8) 

௝݄൫߶௝൯ ൌ ܿ	sinሺ߶௝ െ  ሻ  (9)ߴ

Figura 13. Calcolo di ࢎ൫ࣘ࢐, ࣖ൯  

Per esempio, con riferimento a Fig. 13, se ߶௝ ൌ ߶௝,ଵ ൌ ,݄൫߶௝,ଵ	 allora ,ߴ ൯ߴ ൌ 0. Allo stesso 
modo, se ߶௝ ൌ ߶௝,ଶ ൌ 2/ߨ ൅ ,allora ݄൫߶௝,ଶ ,ߴ ൯ߴ ൌ ܿ . Infine, se ߶௝ ൌ ߶௝,ଷ ൌ ߨ ൅  allora ,ߴ
݄൫߶௝,ଷ, ൯ߴ ൌ 0. Naturalmente, se la cedevolezza del mandrino viene trascurata e 
conseguentemente ݕሶி ൌ 0, entrambe le Eq. 8 e 9 si semplificano nelle relazioni date dal 
modello standard di Altintas [7] (richiamate in Sez. 2), cioè  c=ݔሶி e ௝݄൫߶௝൯ ൌ  .௝߶݊݅ݏ	ܿ

Le forze di taglio possono quindi essere determinate inserendo le Eq. 8 e 9 ed eseguendo 
i calcoli necessari per l’integrazione delle forze stesse (Eq. 5). Si ricavano così le seguenti 
espressioni: 

ሻሻݖ௫,௝ሺ߶௝ሺܨ ൌ ቊ
ܿ
݇ఉ
ቈܭ௧௖ ቆെ

߶௝ሺݖሻ	sinሺߴሻ
2

െ
ሻݖሺ2߶௝ሺݏ݋ܿ െ ሻߴ

4
ቇ

൅ ௥௖ܭ ቆ
߶௝ሺݖሻ	cosሺߴሻ

2
െ
ሻݖሺ2߶௝ሺ݊݅ݏ െ ሻߴ

4
ቇ቉ቋ

௭ೕ,భሺథೕሺ௭ሻሻ

௭ೕ,మሺథೕሺ௭ሻሻ
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ሻሻݖ௫,௝ሺ߶௝ሺܨ ൌ ቊ
ܿ
݇ఉ
ቈܭ௧௖ ቆെ

߶௝ሺݖሻ	sinሺߴሻ
2

െ
ሻݖሺ2߶௝ሺݏ݋ܿ െ ሻߴ

4
ቇ

൅ ௥௖ܭ ቆ
߶௝ሺݖሻ	cosሺߴሻ

2
െ
ሻݖሺ2߶௝ሺ݊݅ݏ െ ሻߴ

4
ቇ቉ቋ

௭ೕ,భሺథೕሺ௭ሻሻ

௭ೕ,మሺథೕሺ௭ሻሻ

ሻሻݖ௭,௝ሺ߶௝ሺܨ ൌ
ଵ

௞ഁ
ሻݖሺ߶௝ሺݏ݋ܿ	௔௖ܿܭൣ െ ሻ൧ߴ

௭ೕ,భሺథೕሺ௭ሻሻ

௭ೕ,మሺథೕሺ௭ሻሻ  (10) 

     Anche in questo caso, se ߴ ൌ 0 , Eq. 10 si riduce a Eq. 6. Come ultimo passaggio per il 
calcolo delle forze di taglio, occorre calcolare gli estremi di integrazione. In particolare, si 
possono definire quattro estremi di integrazione,	߶௦௧௕, ߶ ௦௧௣, ߶ ௘௫௕, ߶ ௘௫௣, che rappresentano 
l’immersione angolare della fresa o nella bava o nel pezzo. Nel caso esista una componente 
della velocità nella direzione y,	ݕሶி, i casi istantanei possibili sono mostrati in Tabella 1, in 
base al valore di ߴ (zero, negativo o positivo) o ai valori di ݌௥௣ e ݌௥௕ (Fig. 11 e 12). 

Per quel che riguarda i casi mostrati nella terza colonna, non è necessario calcolare alcun 
estremo di integrazione, poiché la fresa non è in contatto né con la bava né col pezzo (cioè 
௕ࡲ ൌ ௣ࡲ ൌ 0). In parallelo, i casi mostrati nella seconda colonna riportano una situazione in 
cui la fresa è a contatto solo con la bava, così che ߶௦௧௣ e ߶௘௫௣ non sono definite (cioè ࡲ௣ ൌ
0). Riassumendo, l’algoritmo complessivo per il calcolo dei limiti integrali, che richiede ݌௥௣, 
 :௥௕, e ݄௕ come input, è formulato come segue݌

Tabella 1. Casi possibili per il processo di sbavatura 
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߮௦௧௕ ൌ π െ acos ቀ1 െ
ଶ	௣ೝ
஽
ቁ ,   ;݁ݎ݌݉݁ݏ

(11) 

߮௘௫௕ ൌ ቐπ െ acos ൬1 െ
௥௣݌	2
ܦ

൰ , ݂݅ ௥݌ ൐ ݄௕

π ൅ 0	݂݅				,ߴ ൏ ௥݌ ൏ ݄௕
 

߮௦௧௣ ൌ π െ acos ቀ1 െ
ଶ	௣ೝ೛
஽
ቁ ,			݂݅ ௥݌ ൐ ݄௕;  

߮௘௫௣ ൌ π ൅ ,ߴ ௥݌	݂݅ ൐ ݄௕ 

Modello multibody 
Come mostrato in Fig. 8, il modello multy-body della struttura meccanica del mandrino 
calcola la posizione e la velocità della fresa (specificatamente sul punto A e B) per forze date 
sul pezzo lavorato ࡲ௣ e sulla bava ࡲ௕. Il modello multi-body descrive la struttura cinematica 
del mandrino, la dinamica di ogni corpo in movimento , e le forze interne dovute agli attriti, 
ai contatti ed alla pressione interna nella camera del dispositivo cedevole. Così come per la 
struttura del mandrino, anche l’alloggiamento è considerato fisso, il motore pneumatico è 
connesso all’alloggiamento per mezzo di un giunto sferico centrato sul punto O, la fresa ruota 
ad una velocità data, n. I sette pistoni possono traslare lungo i loro assi. Ad ogni pistone sono 
imposti tre possibili contatti, vale a dire il contatto con il motore pneumatico (punto C), e 
possibili contatti con la camera o al fine corsa inferiore o a quello superiore, si vedano le Fig. 
2 e 16. Nella configurazione iniziale del mandrino (non deflesso), tutti i pistoni sono in 
contatto con il motore. Con riferimento alle forze interne, ne sono state incluse due: 

 Pressione sulla volta del pistone,	ܨ௣௦௧, semplicemente data da ܨ௣௦௧ ൌ essendo ,݌௣௦௧ܣ
i parametri ܣ௣௦௧ e ݌ l’area del cielo del pistone e la pressione nella camera 

 Forza di attrito sulle guarnizioni di gomma del pistone ܨ௦௟௡. La forza ܨ௦௟௡ᇱ , di
direzione perpendicolare a quella del movimento del pistone e dovuta all’interazione 
camera-guarnizione, viene calcolata come ܨ௦௟௡ᇱ ൌ  ௦௟௡ܣ P ,essendo i parametri+݌௦௟௡ܣ
e ܲ l’area laterale della guarnizione ed il precarico. La forza,	ܨ௦௟௡, di direzione 
parallela a quella del movimento del pistone e dovuta all’attrito, e data da  ܨ௦௟௡ ൌ
௦௟௡ܨߤ

ᇱ , essendo il parametro	ߤ  il coefficiente di attrito statico o dinamico. 

Figura 14. Punti di contatto 
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4. SIMULAZIONE NUMERICA
A questo punto, il PV viene validato per mezzo di una serie di simulazioni numeriche. Sono 
stati utilizzati i seguenti parametri: ܭ௧,௖=2000 N/mm2, ܭ௥,௖=1200 N/mm2, ܭ௔,௖=800 N/mm2, 
mm, ܽ=10 mm, ݄௕ 8=ܦ ,௔,௘=0, ܰ=20, ݊=40000 rpmܭ=௥,௘ܭ=௧,௘ܭ ൌ ܾ௕=1 mm, ݄௡=5 mm, 
     ,௦௟௡=3.90 N (attrito statico)ܨ ,௣௦௧=7.70 Nܨ ,20o=ߚ ,bar 5=݌ ,௙=80 mm/s, 80 mm/sݒ
 :௦௟௡=2.80 N (attrito dinamico). Si definisca poi l’errore di processo comeܨ

݁ ൌ minሺ݄௣௖௜ െ ݄௡	, ݄௕ሻ 
(12) 

Un errore positivo indica una sbavatura parziale, mentre un errore negativo indica una 
sbavatura eccessiva. Come esempio, la Fig. 15 presente un grafico delle componenti di forza 
sulla bava ܨ௕,௫, ܨ௕,௭,  ௕,௭, che sottolinea come le forze del processo si stabilizzino dopo unܨ
transitorio iniziale. La Fig. 16 mostra l’errore di processo, che si stabilizza su un valore 
negativo sufficientemente basso. 

5. CONCLUSIONI
In questo lavoro è stato presentato un prototipo virtuale di un mandrino pneumatico cedevole, 
che utilizza un software multi-body in co-simulazione con Simulink. Il prototipo virtuale può 
efficacemente prevedere sia le forze di sbavatura che gli errori di finitura, permettendo un 
test virtuale della qualità del processo. In aggiunta, la versatilità dell’ambiente multi-body, 
basato su modelli CAD del mandrino, permette di valutare facilmente l’influenza di diversi 
parametri di design (e controllo), come ad esempio la cedevolezza complessiva del mandrino 
e l’influenza dell’attrito. 
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