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Resumen

El objetivo general de esta tesis es examinar el comportamiento critico y las co-
rrelaciones cuanticas de sistemas cuanticos interactuantes -en particular de sistemas
de espines- en funciéon de un parametro de control.

Tipicamente, los autoestados exactos de estos sistemas son estados entrelazados
-cuanticamente correlacionados- aun en presencia de campos magnéticos externos. No
obstante, bajo ciertas condiciones de los valores y orientaciones del campo aplicado,
estos sistemas pueden poseer un estado fundamental exacto completamente separable.
Este notable fenémeno es conocido como “factorizacion”. En esta tesis se determinan
y estudian las condiciones de existencia de campos factorizantes en sistemas finitos
de espines con acoplamientos cuadraticos generales inmersos en campos no necesa-
riamente uniformes o transversos. En particular, se demuestra que las ecuaciones
derivadas permiten descubrir nuevos fenémenos criticos en sistemas con interacciones
de tipo XY Z y XX Z, entre otros. Mediante un estudio riguroso del entrelazamiento
en la vecindad de los puntos de factorizacién se muestra que estos se corresponden con
verdaderos puntos criticos cudnticos en sistemas finitos. Finalmente, se discute cémo
estos resultados posibilitan inducir fenémenos criticos y nuevas formas de frustracion;
asi como permiten disenar esquemas de ingenieria de estados separables, aptos para

ser utilizados como estados iniciales en algoritmos cudnticos.



Abstract

The main goal of this thesis is to study the critical behavior and quantum corre-
lation properties of interacting quantum systems -in particular of spin systems- when
a control parameter is varied.

The exact ground state (GS) of interacting spin systems in an external magnetic
field is typically an entangled state, i.e., a state with quantum correlations. However,
under certain conditions for an applied field these systems can possess a completely
separable exact GS. This remarkable phenomenon is known as “factorization”. In
this thesis, we derive and study the conditions for the existence of factorization in
finite spin arrays with general quadratic couplings immersed in magnetic fields, not
necessarily uniform or transverse. In particular, it is shown that these equations allow
for the determination of novel critical phenomena in systems with XY Z and X X Z-
type couplings, among others. By rigorously studying the entanglement in the vicinity
of factorization points it is proven that they correspond to quantum critical points
in finite systems. We then discuss how these results enable the possibility to induce
critical phenomena and new types of frustration. The present results also open the way
for separable ground-state engineering, which can be useful for quantum information

applications.
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Introduccién y motivacion

iS5t llevais una pipa encima, sentaos y tomad un poco de mi tabaco! [No hay prisa,
tenemos todo el dia por delante! —entonces Bilbo se sento en una silla junto a la
puerta, cruzo las piernas, y lanzo un hermoso anillo de humo gris que navego en el
aire sin romperse, y se alejo flotando sobre La Colina.

—iMuy bonito! —dijo Gandalf— Pero esta manana no tengo tiempo para anillos de
humo. Busco a alguien con quien compartir una aventura que estoy planeando, y es
dificil dar con él.

- Extracto de “FEl Hobbit” por J. R. R. Tolkien.

De la historia de la computacién y la computadora

La historia de la computacion y de la computadora moderna ha involucrado una
serie de cambios de un tipo de realizacion fisica a otra; desde engranajes a relés
a transistores a circuitos integrados... Hace apenas 80 anos, los mensajes de radio
cifrados debian ser decodificados usando lo que se consideré como el primer ordenador
totalmente programable, electronico y digital: el Colossus. Una maquina del tamano
de una habitacion -y con un peso de aproximadamente una tonelada- que estaba
compuesta por cientos de tubos de vacio para almacenar informacién y cuya entrada
de datos era por medio de tarjetas perforadas. Desde ese entonces, las computadoras
han evolucionado para ser més rapidas, mas pequenas y més poderosas (en cuanto a
procesamiento de informacién se refiere); y esta evolucién ha sido acompanada por
nuevos descubrimientos, técnicas y modelos fisicos e ingenieriles.

En 1965, Gordon E. Moore, cofundador de Intel, postulé una observacion que

llegaria a ser conocida como la ley de Moore [8]. Segin su postulado, la velocidad
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Introduccion y motivacion

de los procesadores -0 su poder computacional- deberia de duplicarse cada 18 meses;
y sorprendentemente su prediccién resultd ser acertada durante varias décadas. Sin
embargo -y como todas las cosas buenas- este crecimiento exponencial esta llegando
a sus limites. Al disminuir el tamano de los procesadores a la escala microscopica,
los electrones empiezan a revelar su naturaleza cudntica, y los principios de la fisica
clasica dejan de ser validos. Asi, para resolver este problema se presenta la siguiente
cuestion: ya sea se desarrollan nuevos chips semiconductores que permitan “esquivar”
la naturaleza cuantica de los electrones; o se utilizan los principios de la mecanica

cuantica para desarrollar nuevas formas de procesamiento de informacion.

Sobre la mecanica cuantica y el entrelazamiento

Por su lado, la mecédnica cuantica es sin duda una de las teorias fisicas mas im-
portantes del siglo X X. Hasta finales del siglo X1X, la mecanica Newtoniana era
utilizada para entender fenémenos fisicos ligados al movimiento de la materia; y el
electromagnetismo de Maxwell para describir aquellos que se relacionan con la radia-
cién. Sin embargo, existian muchos fenémenos que no podian ser descritos sin que
aparecieran resultados tedricos en completa contradiccion con la experiencia.

De esta forma, la mecdnica cudntica surge para resolver estos problemas y describir
asf una gran variedad de fenémenos microscépicos. Si bien no existe una fecha exacta,
muchos autores sugieren que esta nueva teoria nace en el ano 1900 cuando el fisico
tedrico aleman Max Planck introdujo el concepto de cuanto de energia para explicar
los resultados experimentales de la distribucién espectral del cuerpo negro [9]. Sin
embargo, no fue sino hasta el ano 1928 que los fisicos Bohr y Dirac establecieron las
bases tedricas y conceptuales de la mecanica cuantica.

Esta revolucionaria teoria llevé a la comunidad cientifica a reformular y reevaluar
conceptos basados en las teorias fisicas conocidas hasta ese momento; introduciendo
asi una manera completamente nueva de describir los sistemas fisicos. Por ejemplo, se
demostré que una caracteristica inherente a la mecanica cuantica es el hecho que en
general, el estado de un sistema cuantico no puede caracterizarse a partir del estado

de sus constituyentes debido a la presencia de correlaciones cudnticas entre ellos.
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Los primeros en resaltar la importancia de este nuevo tipo de correlaciones fueron
Einstein, Podolski y Rosen, quienes en 1935 consideraron por primera vez qué es lo
que ocurriria si se midieran las propiedades fisicas de un sistema cuantico compuesto
formado por dos subsistemas que hubiesen interaccionado previamente entre si; pero
que, en el momento del experimento, ya no pudiesen influir de ninguna manera uno
sobre otro [10]. Asi, lograron demostrar que existen ciertos casos en los que las medi-
ciones efectuadas sobre uno de los subsistemas permitian predecir el resultado de las
mediciones realizadas sobre el segundo. Sin entrar en los detalles fisicos, epistemoldgi-
cos y filosoficos que este resultado implica, una cosa era segura: Einstein, Podolski y
Rosen habian abierto la puerta para estudiar las correlaciones cuanticas.

Una ano después del trabajo de EPR, Erwin Schrodinger acuné el término de
“entrelazamiento” para estas correlaciones, y al referirse a ellas dijo que “Yo no lla-
maria esto “un” sino “el” rasgo caracteristico de la mecdnica cudntica” [11]. Desde
aquel entonces, el entrelazamiento ha sido considerado como uno de los fenémenos
mas particulares y sorprendentes de la mecénica cuantica; y es tal que, al igual que
el principio de incertidumbre de Heisenberg, no tiene andlogo clasico. No obstante, es
importante mencionar que a pesar de todos los avances que se han hecho para estudiar
las correlaciones cuanticas, el problema de identificar y cuantificar correctamente este

tipo de correlaciones es atin un problema abierto.

Sobre la informacién y computacién cuantica

En el presente contexto, una de las mas importantes consecuencias de la mecanica
cuantica y la existencia del entrelazamiento esté relacionada con la cantidad de in-
formacién necesaria para caracterizar el estado de un sistema. En un sistema clasico,
el nimero de pardmetros que se necesitan para caracterizar un estado (o lo que es lo
mismo, sus grados de libertad) es igual a la suma de los grados de libertad de cada uno
de sus componentes. Mientras que para un sistema cuéntico, el niimero de parametros
necesarios para describirlo crece exponencialmente con el niimero de constituyentes.
Evidentemente, este resultado implica que la tarea de simular un sistema cuantico es

un problema extremadamente complicado, puesto que los recursos computacionales
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necesarios para simularlo (atin para sistemas con pocos constituyentes) devienen répi-
damente inalcanzables mediante técnicas computacionales basadas en computadoras
clasicas. Sin embargo, en 1982 el fisico galardonado con el premio nobel Richard Feyn-
man conjeturd que estas limitaciones podrian ser superadas utilizando computadoras

basadas en sistemas cudnticos [12].

A partir de esta conjetura, se empezo a estudiar la posibilidad de aplicar la mecani-
ca cuantica a las teorias de computacién e informatica; utilizando asi el potencial de
la mecanica cuantica para desarrollar nuevos tipos de ordenadores capaces no solo de
simular sistemas fisicos cuanticos, sino también de generar nuevas formas de trans-
misién de informacion y de resolver otros problemas que hasta ese momento eran
intratables. De esta forma nace un nuevo campo interdisciplinario de investigacién

denominado “Informacion cudntica”.

Asi, en 1985 David Deutsch propuso el primer algoritmo cudntico, y demostrd que
este podria realizar una tarea con mayor eficiencia que cualquier algoritmo clasico; a
su vez, Deutsch describié una de las primeras computadoras cudnticas universales [13].
Después de este, se han propuesto cientos de algoritmos cudnticos [14], siendo uno de
los més importantes el algoritmo que Peter Shor propuso en 1994. Con este famoso
algoritmo Shor demostro que la computadora cudntica tiene la capacidad de factorizar
nimeros grandes reduciendo exponencialmente el nimero de pasos requeridos (en
comparacién con todos los algoritmos cldsicos conocidos) [15]; probando asi una vez

mas el potencial de la computacién basada en la mecanica cuantica.

Adicionalmente, se ha demostrado que la mecanica cudntica puede ser también
utilizada para generar nuevas formas de transmision de informacion. Por ejemplo, el
protocolo de teleportacién cuéntica [16] permite transmitir informacién cuantica de
un lugar a otro de tal forma que esta no viaje por el espacio que separa al emisor del re-
ceptor. Finalmente, cabe mencionar que existe también todo un campo de criptografia
cudntica [17] que estudia formas completamente seguras de intercambiar informacién
mediante canales cuanticos; y donde la seguridad del mensaje esta protegida por las

mismas leyes de la mecanica cuantica.

Hasta hace algunos anos muchos de estos importantes descubrimientos eran cono-
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cidos y discutidos ya sea en el dmbito de la fisica tedrica y experimental (con algunos
experimentos muy bdsicos); o en el &mbito de la ciencia ficcién, donde los entusiastas
de la ciencia prometian que la computacion cuantica revolucionaria el mundo de un

dfa para el otro'.

Sin embargo, en los ultimos anos han habido importantes avances en las tecno-
logias de punta de control cudntico que nos permiten dar pasos de gigante en pos
del desarrollo e implementacién de la computacién cuantica. En particular, se pue-
den nombrar el procesador cuantico D-Wave 2000Q, desarrollado por la empresa
canadiense D-Wave y que actualmente cuenta con 2000 qubits para realizar ciertas
tareas de optimizacién, machine learning y sampling, entre otras. Si bien este tltimo
no permite realizar computacién cuantica universal, hay varias empresas y grupos
de investigacion que estan desarrollando ordenadores cuanticos completamente pro-
gramables: INTEL cuenta con un procesador cuantico superconductor de 49 qubits,
IBM desarroll6 uno de 50 qubits, y Google anuncié que para finales del presenta ano
tendran un ordenador con 72 qubits. Cabe mencionar también que gracias a una co-
laboracién cientifica entre cientificos chinos y austriacos, hoy en dia ya funciona en
el espacio el satélite “Micius” que produce fotones entrelazados para generacién de

claves y comunicacion cifrada cuanticamente.

A estas alturas, es importante resaltar que entre las principales caracteristicas de la
mecanica cuantica que posibilitan estos avances sobresale el entrelazamiento cuantico.
Este tiltimo es un recurso fundamental para resolver problemas computacionales con
eficiencias muy superiores a las que se habian demostrado insuperables en la fisica
clasica. Es por estos motivos que el estudio del entrelazamiento ha despertado un gran
interés en los campos de estudio de la computacion e informacién cuantica, materia
condensada y mecanica estadistica; proporcionando también una nueva perspectiva

para el anélisis de correlaciones, entropias y transiciones de fase [18].

LiAunque debemos hacer un mea culpa y admitir que muchas veces nosotros mismos realizdbamos
tales promesas con el fin de conseguir financiamiento!
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Del rol de los sistemas de espines

En las ultimas décadas las cadenas y arreglos de espines interactuantes han ganado
un renovado interés con el auge de las teorias de la informacién y computacién cuanti-
ca. En particular, estos sistemas ofrecen un escenario atractivo para la investigacion
del entrelazamiento y otras medidas de correlaciones cuanticas en sistemas de muchos
cuerpos interactuantes [19-21]. A su vez, se ha demostrado que los sistemas de espines
permiten realizar representaciones escalables de qubits en las que se pueden explorar
e implementar esquemas de procesamiento cuéntico de informacién [22-24]. Final-
mente, es de vital importancia resaltar que gracias a los recientes avances en técnicas
de control de sistemas cuanticos se ha hecho posible simular espines interactuantes

en diversos sistemas fisicos.

Histoéricamente, los sistemas de espines en interaccion tuvieron un papel clave en
la teoria microscopica de los ferromagnetos. Si bien el magnetismo ya era conocido
por los chinos y los griegos desde el siglo IV a.C., no fue sino hasta 1926 -poco después
que Schrodinger formulara la ecuacion diferencial de la mecanica cuantica- que W.
Heisenberg y P. Dirac desarrollaron en forma casi simultanea modelos para explicar
la teorfa cudntica del ferromagnetismo [25,26]. En sus trabajos descubrieron que, en
el marco de la mecanica cuantica, la superposicion de funciones de onda orbitales de
electrones en atomos vecinos da lugar a un acoplamiento efectivo entre sus espines.
Esta interaccién fue llamada interaccion de intercambio, y aparece debido al efecto

combinado de la repulsion Coulombiana y del principio de exclusion de Pauli.

Desde ese entonces el llamado modelo de Heisenberg ha sido utilizado en mecanica
estadistica, materia condensada y en fisica del estado sélido para entender fenémenos
criticos en sistemas de tipo ferromagnéticos y antiferromagnéticos, fenémenos colecti-
vos de espines y transiciones de fase [27-31]. En este contexto, vale la pena mencionar
que los modelos de espines sélo tienen soluciéon analitica en ciertos casos particula-
res [32,33]: los sistemas de mayor dimensién con espines y campos arbitrarios no son

exactamente solubles.

Finalmente, cabe remarcar que en los tltimos anos los sistemas de espines han ser-
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Introduccion y motivacion

vido como modelos paradigméticos para estudiar e identificar puntos criticos cuanticos
aiun en sistemas finitos de pocos constituyentes. Si bien los fenémenos criticos han
sido histéricamente estudiados en sistemas mas grandes o termodindmicos, reciente-
mente su estudio en sistemas finitos se ha visto impulsado con los grandes avances
en tecnologias de control cuantico que permiten la simulacién de sistemas finitos de
espines con interacciones y campos controlables. Como se vera a continuacién, existen
ciertos fenémenos criticos que emergen en sistemas finitos y que son de gran interés

en teoria de informacién, computacion cuantica y materia condensada.

Sobre la factorizacion y la motivacién de esta tesis

Es sabido que -tipicamente- los autoestados exactos de los sistemas de espines
interactuantes son estados entrelazados, aun en presencia de campos magnéticos ex-
ternos. Sin embargo, se ha demostrado que bajo ciertas condiciones los mismos pueden
poseer un estado fundamental no trivial exactamente separable (es decir, sin ningin
tipo de correlaciones). Este notable fenémeno es conocido como “factorizacién” y fue
descubierto por J. Kurmann, H. Thomas, y G. Miiller en 1982 [34].

Si bien durante varias décadas este resultado recibié poca atencién, a principios
del 2000 hubo un renovado interés en la factorizacion, debido al reconocimiento de que
constituye un punto critico cuantico en relacion al entrelazamiento: este se anula en di-
cho punto, aunque al mismo tiempo adquiere largo alcance en su inmediata vecindad.
No obstante, siempre fue estudiado en los mismos sistemas fisicos y en condiciones
relativamente restringidas. Asi pues, el objetivo general de esta tesis sera determinar
y estudiar las condiciones de existencia de campos factorizantes en sistemas de espi-
nes con acoplamientos cuadraticos generales inmersos en campos no necesariamente
uniformes o transversos. En particular, se demostrard que las ecuaciones derivadas
permiten descubrir nuevos fendémenos criticos, tanto en sistemas finitos como infinitos.

A su vez, se intentara dar un nuevo punto de vista al fenémeno de factorizacion
intentando responder a la siguiente pregunta: ;FEs posible utilizar los estados factori-
zados en protocolos de informacion y computacion cudntica?

Esta pregunta estd fundamentada en el hecho que la gran mayoria de protocolos de
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procesamiento de informacién cudntica [35] y de simulacién cudntica [36,37] estan
basados en la posibilidad de inicializar el sistema en un estado completamente sepa-
rable, es decir factorizado. Este requisito forma parte de los Criterios de DiVicenzo
para computacion cudntica, enunciados en el ano 2000 por David P. DiVincenzo -un
fisico trabajando para IBM- quien enumero cinco requisitos para que un ordenador

pueda funcionar baséndose en efectos cudnticos [38]:

1) Capacidad para operar con un numero suficientemente grande de qubits bien

caracterizados.

2) Posibilidad de inicializar el estado de cada qubit con probabilidades arbitrarias

de [0) y |1).
3) Tiempos de vida (decoherencia) de los qubits lo bastante largos.
4) Un conjunto “universal” de puertas légicas cudnticas.
5) Posibilidad de medir el estado de cada qubit individualmente.

Asi pues, la posibilidad de obtener estados completamente separables en sistemas
de espines en presencia de interacciones no nulas mediante campos finitos, resulta de
interés también en esta area, ya que estos podrian ser utilizados como estados iniciales

en algoritmos cuanticos.

De la organizacion del texto

Para mantener la claridad de la discusiones se decidi6é organizar la presente tesis
en tres partes. La primer parte, formada por el Capitulo 1 estd destinada a dar un
marco general de trabajo, donde se daran las definiciones de muchos de los conceptos
que se utilizaran en el resto de la tesis. En la primer parte de este capitulo se realiza
un breve repaso sobre conceptos y definiciones de mecanica cuantica y de teoria de
informacion cuantica. En particular, dado que en el presente trabajo se estudiara el
entrelazamiento en los sistemas de espines, se realizard una discusién en torno a las

distintas medidas que existen para cuantificar el entrelazamiento en estados puros y en
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estados mezcla. Ademas, se introduciran medidas de correlaciones cuanticas -como la
discordia- que permiten determinar correlaciones mas allé del entrelazamiento. Luego,
en la segunda parte del capitulo se indagara sobre la importancia del estudio de las
cadenas y redes de espines, y se presenta su descripcién matematica; dando asi el

formalismo bésico de los modelos que se estudiaran en la presente tesis.

La segunda parte, compuesta por los Capitulos 2, 3, 4 y 5, esta dedicada al estudio
de la factorizacion en sistemas cuanticos de espines interactuantes. En el Capitulo 2
se presenta la derivacion de las condiciones de existencia de campos factorizantes en
sistemas de espines con acoplamientos cuadraticos generales inmersos en campos no
necesariamente uniformes o transversos. A su vez, se realiza un estudio riguroso de
las propiedades matematicas generales de estas ecuaciones, asi como de su interpre-
tacion fisica. Cabe remarcar que los resultados presentados en este capitulo serdan el
eje central de la tesis. A continuacion, en el Capitulo 3 se realiza un estudio de la
factorizacion en cadenas y redes de espines con interaccion de tipo XY Z en cam-
pos no transversos; para asi mostrar que nuestras ecuaciones generales conducen a
novedosos resultados y propiedades criticas. Luego, en el Capitulo 4 se examina el en-
trelazamiento y otras cantidades en la inmediata vecindad de los campos factorizantes
no transversos de los sistemas tratados en el capitulo anterior. Finalmente, esta parte
concluye con el Capitulo 5, en el que se analiza el fenémeno de factorizacion y las
propiedades del entrelazamiento en sistemas generales con interaccion X X7 en cam-
pos transversos no uniformes. Este caso resulta de gran interés ya que permite derivar
propiedades criticas del modelo que son validas para sistemas de cualquier tamano,
valor del espin y dimension; asi como para una amplia gama de configuraciones de

campos no uniformes.

Finalmente, la tercer parte estda conformada por los Capitulos 6 y 7 y presenta
resultados que expanden las nociones previas de factorizacion. En el capitulo sexto
se propone utilizar la factorizacion como punto de partida para realizar esquemas
de ingenieria de estados separables que puedan ser utilizados como estados iniciales
para computacion cuantica. Y en el ultimo capitulo de esta tesis (Cap. 7) se estudia

una cadena de espines con interaccion X X 7 en campos dispersos periodicos. Aqui, se
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toman como punto de partida los resultados del Capitulo 5 para mostrar como es que
el fenémeno de factorizacion nos llevé a estudiar la posibilidad de inducir fenémenos
criticos y nuevas formas de frustracién en sistemas de espines a través de la aplicacién
de campos no uniformes.

Las conclusiones y perspectivas se presentan al final de la tesis, mientras que los
Apéndices A—E contienen derivaciones matematicas y discusiones adicionales que se
decidié no incluir en el texto principal para facilitar la lectura del mismo. En particu-
lar, en el Apéndice A se discute detalladamente la factibilidad de realizar experimen-
talmente los resultados tedricos aqui presentados; mientras que en el Apéndice E se
detalla como fue que el estudio de la factorizacién nos llevé a citar un trabajo sobre

Origami.
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Capitulo 1

Conceptos Basicos

“Una toalla es lo mas util que un viajero intergaldctico puede tener. Te sirve de
cobija en momentos de frio, como cubrebocas cuando visitas planetas pestilentes,
para confundir a la sorprendentemente estupida bestia de Traal que piensa que si ti
no la puedes ver, ella no te puede ver a ti y claro, para secarte después de un bano
(si es que sigue limpia). ”

- Extracto de “Guia del autoestopista galdctico” por D. Adams.

En este capitulo introductorio se realizara un breve recorrido de los conceptos basi-
cos que seran utilizados a lo largo del presente trabajo. En la Seccién 1.1 se repasara
el formalismo y los postulados de la Mecanica Cuantica, mientras que en 1.2 se intro-
ducira el paradigma LOCC y la definicién de separabilidad y entrelazamiento. Luego,
en 1.3 y 1.4 se presentaran las herramientas fundamentales para el estudio de corre-
laciones cuanticas en estados puros y en estados mezcla. Finalmente, en la Seccién
1.5 se introduciran medidas de correlaciones cuanticas mas alla del entrelazamiento.

Por otro lado, dado que el objetivo de esta tesis es estudiar el comportamiento
critico y las correlaciones cuanticas en sistemas de espines interactuantes, en lo que
resta del presente capitulo se intentara responder a la pregunta:
¢ Qué son los sistemas de espines?.

Para esto, en la Seccion 1.6 se introducira el formalismo matematico que permite estu-

diar espines como objetos matematicos. Luego, en la Seccion 1.7 se presentan algunos
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Capitulo 1: Conceptos Bdsicos

modelos de espines que seran estudiados a lo largo de la presente tesis. Finalmente,
en 1.8 se realizara una breve discusion sobre algunas propiedades de los sistemas de
espines interactuantes que serd de vital importancia para los capitulos subsiguientes.

Cabe mencionar que este capitulo presenta nociones basicas para que la presente
tesis sea accesible a una audiencia amplia, ain proveniente de otras disciplinas. Asi
pues, se recomienda al lector familiarizado con estos conceptos saltar este capitulo y

continuar directamente al siguiente.

1.1. Conceptos de Mecanica Cuantica

Para empezar este repaso se enunciaran los postulados fundamentales de la mecéni-
ca cuantica, ya que estos definen los objetos basicos de su formulacion matematica,
a la vez que explican su interpretacion fisica y su conexion con los resultados de un
proceso de medida. Finalmente, se introducira la nocién de qubits y de qudits y su

relevancia en el contexto de las teorias de informacion cudntica.

1.1.1. Postulados de la Mecanica Cuantica

Postulado 1: La interpretacion matemadtica de un sistema cudantico es un espacio
de Hilbert separable H d-dimensional.

Es decir, H es un espacio vectorial real o complejo completo con un producto
interno. Si bien el espacio de Hilbert puede tener dimension infinita, en esta tesis se
consideraran solamente espacios finitos. Siendo los sistemas con d = 2 los denominados
como qubits.

Postulado 2: El estado de cualquier sistema fisico se puede representar mediante
un operador p, también llamado matriz densidad; que es no negativo, autoadjunto y
de traza unidad:

p=0, p=p', Trp=1. (1.1)

En particular, cuando se conoce toda la informacién fisica que concierne a dicho

estado, se dice que es un estado puro y se representa (siguiendo la notacién de Dirac)
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Capitulo 1: Conceptos Bdsicos

por un vector unitario [¢) € H conocido como ket. En este caso, el operador de
densidad p = [)(¢| serd un proyector sobre |¢) y se tendrd que p = p?. Por otro
lado, en el caso mas general cuando los estados no corresponden a informaciéon maxima
se llaman mezclas. Esta situacion se da, por ejemplo, cuando el sistema cuantico esta
en un estado [¢) con probabilidad pg; en cuyo caso el operador densidad serd una

mezcla estadistica de proyectores Py, = |1y ) (]
p =Y prltn) (Wl = > piPe. (1.2)
k k

Para estados mezcla, se verifica facilmente que p*> < p y Tr p?> < 1; con la igualdad

valida solo para el caso del estado puro (py = dy; para un dado j).

Postulado 3: A toda cantidad fisica u observable A, que puede medirse, le co-

rresponde un operador lineal hermitico A que actia sobre H, es decir, A:H — H.

Postulado 4: El valor medio del observable A en el conjunto de estados igualmente

preparados representados por el operador p es:
(A) =TrpA. (1.3)

Escribiendo la descomposicion espectral

A:Zai\iﬂi\ :ZaiPZ-, (1.4)

con a; € Ry P; los autovalores y proyectores ortogonales sobre el espacio de autovec-

tores de A, respectivamente; con esto (1.3) resulta
(A) = Z%‘TT pli) il = Zaz‘pm (1.5)

donde p; = T'r p|i)(i| = (i|p|i). De la Ec. (1.5) se interpreta a p; como la probabilidad
de obtener el resultado a; al hacer una medida del observable A. O, equivalentemente,

a la probabilidad de encontrar al sistema en el estado 7).

Postulado 5: La evolucion temporal del estado de un sistema cudntico cerrado
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Capitulo 1: Conceptos Bdsicos

esta descrita por la ecuacion de Schrodinger

dp(t))
dt

]

= Hli(1)) . (1.6)

Siendo H un operador hermitico generador de la evolucion temporal conocido como
Hamiltoniano del sistema (por simplicidad en este trabajo se tomard h = 1). Este
postulado indica que existe un operador hermitico unitario U (to,t) tal que U(to,t) =
e H=10) v |4)(t)) = Ulto, t)|(to)). Asi, para estados mezcla, la matriz densidad del
sistema p al tiempo t; se relaciona con la matriz densidad p’ al tiempo t a través de
la siguiente ecuacion

p = Ulto, )pU" (to, ) . (1.7)

Si bien el Postulado 5 explica la evolucién temporal para sistemas aislados, los
procesos de medida involucran la interaccion del sistema considerado con un aparato

externo, resultando asi en la modificacién del estado del sistema.

Postulado 6: Las medidas cudnticas estan descritas por un conjunto de opera-
dores de medida {M,,}, sobre el espacio de Hilbert del sistema medido. El indice m
indica los posibles resultados del experimento, con lo que la probabilidad de obtener

un dado m al medir es

Ya que los operadores {M,,} son tales que > M/ M,, = 1 -con 1 el operador identi-
dad en H- y dado que el espectro de p es una distribucion de probabilidad, entonces el
conjunto {p,,} es a su vez una distribucién de probabilidad. Inmediatamente después

de una medida cuyo resultado es m, el sistema colapsard al estado

. My,pM},
Pm

(1.9)

En caso de que no haya post-seleccién, es decir, cuando se desconoce el resultado de
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la medida, el estado resultante sera

M, pM],
o= mep— = ZMmerTn (1.10)
Postulado 7: Dados dos sistemas cudnticos A y B con espacios de Hilbert H y
Hp, entonces el espacio de Hilbert asociado al sistema compuesto A+ B es el producto
tensorial Ha ® Hp.
A partir del operador densidad pap del sistema conjunto se pueden determinar

los estados reducidos o marginales de cada subsistema tomando las trazas parciales

pa = Trppap = Z(AB|PAB|)\A>, (1.11)
AB

ps = Trapas =Y _(Aalpaslra), (1.12)
Aa

siendo {|Aa)} v {|AB)} bases de Ha y Hp respectivamente. Dados dos operadores
locales X, v Xp que actiian sobre los subsistemas, su producto tensorial X, ® Xp
serd un operador sobre H 4 ® Hg. De esta forma, el valor medio de un observable local
puede expresarse como (X4) = TrpapXa ® 1lg = TrapaX4. Cabe mencionar que,
en general, ain para estados puros pap, los estados reducidos seran estados mezclas.

Este postulado se extiende trivialmente para sistemas formados por N partes
distinguibles con espacios de Hilbert H;, © = 1... N. De forma que el espacio del
sistema compuesto es H = @Y | H;, y una base {|\)} de H puede generarse con el

producto tensorial de las bases {|\;)} de los subsistemas.

1.1.2. Sobre qubits y qudits

Como se mencioné previamente, en el presente trabajo se estudiaran sistemas
cuanticos de dimension finita. En este sentido, el primer caso no trivial surge para
un espacio de Hilbert con d = 2. Si bien este paradigméatico caso es conocido en
los cursos introductorios de mecénica cuantica como el “sistema de dos niveles”, no

fue sino hasta 1995 que el término quantum bit o qubit fue acunado por el fisico
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Ben Schumacher en su trabajo sobre codificacién cudntica [39]'. Este término no
solo es eufénico sino que remarca la profunda conexion que existe entre la teoria de

informacion clasica y la teoria de informacion cuantica.

El bit es un concepto matematico utilizado como la unidad fundamental de la
informacion clasica que puede estar en uno de dos estados posibles, usualmente de-
nominados como 0 y 1. Analogamente, el qubit es la unidad basica de la informacion

cuantica y puede estar en cualquiera de los estados de la llamada base computacional
{10), 1)}
Dado que el estado [1) del qubit es un elemento de H = C?, el estado puro més

general serd una superposicion de la forma

) = al0) + B[1), (1.13)

con a, 3 € C. La condicién de normalizacién de [¢p) implica |a]? + |3]* = 1. La Ec.

1.13 se puede reescribir como
2 0 1P 3 0
|v) = € (cos §|0>+e 81n§\1>), (1.14)

donde v, 6 y ¢ son nuimeros reales, y en general la fase " suele omitirse pues no deriva
en efectos fisicos observables. Como se muestra en la Figura 1-1, los parametros 0 y ¢
definen un punto en esa esfera tridimensional de radio unidad. Esta esfera es conocida
como la “Esfera de Bloch”, en honor al fisico suizo galardonado con el premio Nobel
Felix Bloch, quien desarroll6 originalmente esta representacién en 1946 para modelar
fenémenos de resonancia magnética nuclear. Sin embargo, los primeros en utilizar
la esfera de Bloch para graficar el estado de un sistema de dos niveles fueron R. P.

Feynman y F. L. Vernon Jr. en 1957 [40].

Vale la pena mencionar que el estado (1.14) se puede obtener rotando |0) alrededor

LComo dato anecdético, en los agradecimientos del trabajo el autor expone: “The term “qubit”
was coined in jest during one of the author’s many intriguing and valuable conversations with W.
K. Wootters, and became the initial impetus for this work.”
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= [1)

Figura 1-1: La esfera de Bloch permite representar graficamente el estado de un
qubit. Los estados puros se ubican sobre la superficie mientras que los estados mezcla
se encuentran en el interior de la esfera. Imagen por [41].

[ h]

del eje y en un angulo #, seguido de una rotacién en ¢ alrededor del eje z. Es decir,

[¥) = R(0,0)[0), R(0,) = exp|—1¢o® /2] exp[—1f0” /2], (1.15)

siendo o* con p = z,y,x las matrices de Pauli. De esta forma, el estado resultante
apunta en la direccién n = (sin 6 cos ¢, sin 6, sin ¢, cos 6).

En cuanto a estados mezcla de un qubit, la forma mas general de p es

_Il+r-a'

;o (1.16)

p

siendo 1 la identidad del espacio de Hilbert bidimensional, o = (¢, 0¥, 0%) un vector
con las matrices de Pauli, y r un vector tridimensional de componentes reales tal que
lr] < 1. De la Ec. (1.16) se desprende que los estados con |r| = 1 corresponden a
estados puros situados sobre la superficie de la esfera (que coinciden con p = |¢) (9|
y |[¢) dado por (1.14)), mientras que los estados con |r| < 1 a estados mezcla en el
interior de la esfera. En particular, cuando r = 0, se obtiene el estado mdzimamente
mezclado p = 1/2 ubicado en el centro de la esfera. Asi pues, resulta natural definir

la pureza de un estado cuantico como

v="Trp*, (1.17)
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que da informacién de cuan mezclado esté el estado. En particular, dado p normaliza-
do, la pureza satisface é < v <1, con d la dimension del espacio de Hilbert. El limite
superior se obtiene cuando p es un estado puro, mientras que el limite inferior se
corresponde con el estado maximamente mezclado. Para un qubit en el estado (1.16),
v = (14 [r)/2

La generalizacién para qudits, o sistemas d-dimensionales (cuando H = C%), es
directa ya que se puede construir una base canonica computacional formada por el
conjunto de estados {|0),|1),...,|d — 1)}. Para d > 2 no existe una representacién
grafica equivalente a la esfera de Bloch.

Cabe mencionar que, al igual que su contraparte clasica, el qubit es un concepto
matematico que no hace referencia a ningun sistema fisico en particular. Sin embargo,
no es dificil pensar en sistemas cuanticos de dos niveles que puedan realizar un qubit:
la polarizacién de un foton, el espin electrénico, un electréon atrapado en dos puntos
cudnticos (quantum dot en inglés) o la corriente que circula por loops superconduc-
tores en junturas de Josephson, por nombrar algunos. De igual forma un qudit puede
realizarse en un espin s, de modo que d = 2s + 1. Para una discusiéon mas detallada

sobre realizaciones fisicas de qubits, ver el Apéndice A.

1.1.3. De las paradojas y qubits correlacionados

En el Postulado 7 presentado en la secciéon previa se introdujeron los objetos
matematicos necesarios para trabajar con sistemas compuestos. Asi pues, como se
vera en este trabajo, son precisamente los sistemas cuanticos interactuantes de los
que derivan muchos de los fenémenos mas interesantes de la Mecanica Cudantica.

Para el caso de un estado puro de dos qubits, la base computacional del espacio de
Hilbert es {|00),]01),]10), |11)}, es decir son estados producto |ij) = |i)|j) = |i) ®]j),

con i,j = 0,1; y el estado mas general sera
) = eisliz), (1.18)
ij

con . |cij* = 1. De esta forma, al realizar una medida sobre ambos qubits en la
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base computacional, la probabilidad de obtener el resultado ij es |¢;;|* y el sistema
colapsard al estado |ij). Pero si se mide solo uno de los qubits, por ejemplo el segundo,
segun el Postulado 6 si el resultado de la medida es 0 el estado del sistema colapsara
a

c00|00) + ¢10]10)  (co0|0) + c10]1))

') = = |0) . (1.19)
v/ lcoo]? + |eo]? v/ lcoo]? + |eo]?

Consideremos ahora los siguientes estados:

~100) + [10)
|¢1> - \/5 ) |77Z)2>

_ [01) + [10)

5 (1.20)

Aunque a priori podrian parecer como meras distintas combinaciones de los elemen-
tos de la base computacional, estos dos estados son fundamentalmente diferentes.
Consideremos primero el caso en el que se mide uno de los qubits de |¢)1). Ademés,
supongamos que los dos qubits son enviados a dos laboratorios distintos (usualmente
denominados Alice y Bob). Cuando Alice realiza una medida sobre el primer qubit,
hay una probabilidad de 1/2 — 1/2 de que el resultado de esta sea 0 o 1; y es evi-
dente que, independientemente de este resultado, cuando Bob mida el segundo qubit
obtendra siempre 0. Es decir, una medida local sobre uno de los qubits no provee in-
formacion sobre el resultado de una medida en el otro qubit. Similarmente, cuando
Bob mida el segundo qubit en |¢4), el resultado siempre serd 0, mientras que para
Alice el primer qubit seguird teniendo un 50 % de probabilidad estar en 0 o en 1. Una

vez mas, no se gana informacién de un qubit al medir el otro.

Sin embargo, esta situacién cambia completamente al considerar |i9). Al igual que
para [¢), cuando Alice realiza una medida sobre el primer qubit tiene un 1/2 — 1/2
de probabilidad de resultar en 0 o 1. Ahora bien, si el resultado de la medida es
1(0), entonces la medida de Bob en el segundo qubit resultard en 0(1) (el mismo
razonamiento aplica al medir primero el segundo qubit). Es decir, que en este caso
una medida local de Alice sobre uno de los qubits permite ganar informacion sobre
el resultado de una medida que Bob haga en el otro qubit. Dicho de otra forma, los
resultados de las medidas estan correlacionados; y este resultado es independiente de

la distancia que separe sus laboratorios. Mas aun, el mismo tipo de correlacién se
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obtiene midiendo en otras bases locales no compatibles con la anterior: Por ejemplo,
|1)2) puede también escribirse como [ig) = %, con |+) = % los autoestados

de o,.

Este extrano fenémeno fue descubierto y reportado por primera vez en mayo de
1935 por Albert Einstein y sus dos becarios postdoctorales Boris Podolsky y Nathan
Rosen (EPR) [10]; y fue Schrodinger quien un ano después acuné el término de en-
trelazamiento para estas correlaciones. El hecho de que las medidas de Alice parezcan
tener un efecto instantdneo en el qubit de Bob perturbé profundamente a Einstein ya
que la teoria de la relatividad impide que la informacion pueda viajar mas rapido que
la luz; y es por esto que se refirié al entrelazamiento como “accion fantasmagorica
a distancia’. Asi pues, EPR proponian que la mecénica cuédntica era incompleta y
que debia ser reemplazada por una teoria “local realista” que tuviera el mismo po-
der predictivo que la mecanica cuantica. En este contexto, “local” se refiere a que la
informacion y la causalidad no puedan viajar mas rapido que la luz; mientras que
“realista” implica que los sistemas fisicos deben tener propiedades definitivas y bien

definidas (es decir que pueda ser una teorfa de variables ocultas).

A estas alturas es importante resaltar en el experimento previamente mencionado
-cuando Alice y Bob comparten el par de EPR |¢2)- no se viola la localidad; es decir,
no hay transferencia superluminica de informacién entre ambas partes. Esto se deba a
que desde el punto de vista de Bob, no es posible diferenciar si Alice realiz6 o no una
medida. Para que Bob pueda inferir el estado de su qubit sin necesidad de medirlo es

necesario que Alice se comunique con él (a través de un canal cldsico por ejemplo).

A partir del trabajo de EPR se generé durante los siguientes meses un rico debate
en el que Niels Bohr se oponia fervientemente a las conclusiones de Einstein; pues
argumentaba que seria imposible concebir una teoria que completara el formalismo de
la mecénica cudntica sin que esto destruyera su autoconsistencia [42]. Sin embargo, no
fue sino hasta el ano 1964 que el fisico irlandés John S. Bell pondria fin a la llamada
“paradoja de EPR”. En su trabajo [43], el autor realiza un sorprendente descubri-
miento que demuestra que existen algunas predicciones de la mecanica cuantica que

entran en conflicto con la visién local realista de Einstein. Estos resultados prueban

24



Capitulo 1: Conceptos Bdsicos

que la mecanica cuantica no puede ser descrita por teorias de variables ocultas y que

que por ende la Mecanica Cuantica es irreduciblemente no-local.

Asi pues, desde sus inicios el estudio de las correlaciones cuanticas nos ha lle-
vado a un mejor entendimiento de mecéanica cuantica. En las proximas secciones se
presentaran distintas medidas para detectar y cuantificar las correlaciones cudnticas;
y que permitirdn distinguir estados no entrelazados (como |¢1) o [¢')) de estados

entrelazados (|i)2)).

1.2. Medidas de correlaciones cuanticas: El para-

digma LOCC

Para entender por que el entrelazamiento es una correlaciéon no clasica es nece-
sario primero introducir y definir la nocién de correlaciones clasicas. Retomemos el
experimento discutido en la seccién previa, en la que cada subsistemas de un siste-
ma cuantico bipartito AB -con espacio de Hilbert H 4p- se encuentra en laboratorios
distintos (y posiblemente distantes). A partir de las capacidades tecnolégicas que ac-
tualmente poseemos, es muy natural introducir el paradigma de “local operations and
and classical communication” (LOCC) [44]. En este tltimo, se permite que tanto Ali-
ce como Bob puedan realizar operaciones locales y medidas sobre su parte del sistema

(LO); y que tengan la posibilidad de comunicarse a través de un canal clasico (CC).

A partir de estas restricciones, es facil de ver que mediante operaciones LOCC
Alice y Bob pueden generar correlaciones clasicas entre sus subsistemas. Para esto
supongamos que cada laboratorio cuenta con un dispositivo que permite generar k
estados distintos {p2} v {pP}, coni =1,..., k. Ademds, Alice y Bob cuentan con un
dispositivo adicional que genera k nimeros distintos al azar con alguna distribucion de
probabilidad {py}. Luego, cada vez que se realiza el experimento, se toma el niimero

generado aleatoriamente y se prepara cada sistema en el estado producto pi ® p2. A

25



Capitulo 1: Conceptos Bdsicos

través de este protocolo el operador densidad del estado conjunto sera

pas =Y Prpi @ p - (1.21)
k

Estos estados estaran en general correlacionados, ya que el valor medio de cual-
quier medida conjunta de observables locales O4 y Op no se podra escribir como
el producto de los valores medios locales: (04 ® Op) # (O4)(Op). Pero no ha sido
necesario una interaccion cuantica para su generacién. Es por esto que los estados de
la forma (1.21) - que pueden ser generados mediante LOCC- se suelen denominar co-
mo no entrelazados o separables [45]. Esta definicién puede extenderse para sistemas
compuestos por N partes como p = Zk pkpllc ® pi ... pév.

Ahora bien, como se vera a continuacién, existen estados que no son de la for-
ma (1.21), y que por lo tanto no pueden ser preparados mediante LOCC. Esta es
precisamente la definicién de estado entrelazado.

Por completitud, se recuerda la siguiente clasificacién de estados:

Si p = p?*®p”® entonces es un estado no correlacionado (producto)(1.22)

Si p # pt®p? entonces es un estado correlacionado (1.23)
y para distinguir si es entrelazado (aqui py, > 0, >, pr = 1)

Si pap = Z prpi @ pP entonces es un estado separable (1.24)
k

Si pap # Zpkp;? ® py  entonces es un estado entrelazado. (1.25)
k

1.3. Entrelazamiento en estados puros bipartitos

Sea un sistema compuesto por dos subsistemas A y B tal que p%z = pap, de
forma que el operador densidad serd un proyector sobre un vector |ag) € Hap
(pap = |YaB){(¥agl). Dadas las bases de cada subespacio {|i)a,i = 1... ,dim(Ha)}

v{li)g,7=1...,dim(Hp)}, siempre se puede expandir el estado del sistema en una
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base producto

|YaB) = ZC¢j|i>A|j>B, (1.26)

con ), |Cy;> = 1. Esta condicién de normalizacién se puede reescribir como Tr CTC' =
1, siendo C una matriz cuyas entradas complejas son Cj;.

En el presente contexto, de la Ec. (1.21) se puede ver que ahora [145) es separable
si se puede escribir como producto tensorial de dos estados locales |¢4) v |1p); v en

caso contrario se dice que esta entrelazado:

Si |ag) = |¥a)|p) entonces es un estado separable, (1.27)

Si |vap) # |¥a)|p) entonces es un estado entrelazado. (1.28)

A continuaciéon se presenta el primer resultado fundamental para sistemas puros

bipartitos que permite determinar si un estado es separable o entrelazado.

1.3.1. De la descomposicion de Schmidt

Cualquier estado puro bipartito [t ap) € Hap puede ser escrito como
Yap) = Z VA li)ali)s | (1.29)
i=1

con {|iya,i=1....dim(Ha)}y{|i)s,i=1...,dim(Hp)} bases ortonormales de H 4
v Hp respectivamente, donde n, es conocido como el niimero de Schmidt y con /A

los valores singulares de la matriz C', que satisfacen \; > 0y

> A=1. (1.30)

A partir de esta descomposicién se ve que si el nimero de Schmidt es igual a uno
(ns = 1), entonces solo existe un coeficiente no nulo \; y el estado conjunto sera
simplemente un producto de estados puros de A y B (y por lo tanto sera separable):

lWag) = [)ali)p (pap = [i)(ila ® |i)(i|g). Evidentemente, si n, > 1, entonces el
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estado no podra ser escrito en la forma (1.21) y por lo tanto serd entrelazado. Asi
pues, la descomposicion de Schmidt permite determinar si un estado puro es separable
o entrelazado, pero auin es necesario cuantificar el entrelazamiento que pueda existir

en estos estados.

1.3.2. Sobre la entropia de entrelazamiento

Para sistemas puros bipartitos el entrelazamiento estd generalmente cuantifica-
do mediante la entropia de entrelazamiento, que se define como la entropia de von

Neumann (en base 2) de la matriz densidad reducida de cualquier subsistema:
E([¢as)) = S(pa) = S(ps) = = Y _ Ailogy Ai, (1.31)

donde \; son los autovalores de p4 (o de pg, ambos poseen el mismo espectro en un
estado puro). Esta cantidad es ademés relevante en la teorfa de informacién cudntica
pues es igual al entrelazamiento que se puede destilar de cualquier estado puro [46]. En
particular, de (1.29) se ve que los valores singulares \; se corresponden con los autova-
lores de pa(p); de tal forma que un estado separable con n, = 1 tendrd (|YaB)) = 0.

Con estos resultados, se puede ahora calcular en entrelazamiento de los estados
|Y1) v |te) de la Ec. (1.20). La descomposicién de Schmidt de |i);) = (%NO)
muestra que ng = 1y por lo tanto E(|¢)) = 0. Por el otro lado, para [¢) se ve que
ns =2,con \y = Xy =1/2y ps = pgp = 1/2 -donde 1 es la identidad de 2 x 2- y
por lo tanto es un estado entrelazado con E(|1)9)) = log,2 = 1. De hecho, [¢s) es

conocido como uno de los estados de Bell, y estd maximamente entrelazado.

1.3.3. Del espectro de entrelazamiento

Para terminar esta seccidn, cabe mencionar que el entrelazamiento en un sistema
puro bipartito puede ser estudiado también a través del espectro de entrelazamiento,
es decir, por los autovalores de la matriz densidad reducida p4 [47,48]. La idea fun-

damental detrds de esta cantidad es que revela una informacion més completa que la
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entropia de entrelazamiento.

En particular, resulta evidente que en un estado puro producto p4 tendra un solo
autovalor no nulo, e indicard que el estado | 4p) es no entrelazado. Por el otro lado,
si pa es maximamente mezclado entonces todos sus autovalores son iguales y [¥ap)

serd maximamente entrelazado.

1.4. Entrelazamiento en estados mezcla

En la presente seccion se presentaran varias medidas de entrelazamiento para
estados mezcla. Cabe mencionar, que si bien es facil calcular el entrelazamiento para
estados bipartitos puros, el problema de identificar y cuantificar correctamente las

correlaciones cuanticas en estados mezcla generales es atin un problema abierto.

A partir de la definicién de separabilidad que se present6 en la seccién previa se
deriva que para determinar si un dado estado bipartito p4p es separable, es necesario
definir si este puede ser escrito como una combinacién convexa de la forma (1.21).
Resolver este problema es en general extremadamente dificil y s6lo computable en
ciertos estados o en sistemas de dimensiones reducidas; y de hecho, se ha demostrado

que es un problema NP-HARD [49].

Sin embargo, se han desarrollado varias condiciones necesarias para la separabi-
lidad de un estado; de tal forma que cuando un estado no las satisface, se puede
asegurar que este esta entrelazado. A continuacion se presenta uno de los criterios de

separabilidad méas conocidos.

1.4.1. Criterio de Peres o de la traspuesta parcial

Si Alice y Bob comparten un estado puro bipartito

paB =D Pup|m)(n] @ |u){v], (1.32)

m,p,n,v
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sobre un espacio de Hilbert Ha ® Hp, con pun = (mp|pap|nv), se define la tras-

puesta parcial de pap con respecto a B como

PR =D Pruw|m){nl @ ) (ul, (1.33)
m,,n,v
tal que p;2, ., = Pmyn- Evidentemente, la forma del operador p'%, depende de la

eleccién de bases locales {|m)} y {|u)}, pero sus autovalores seréan independientes de
la base elegida (y también del subsistema con respecto al que se realiza la trasposicién
parcial). A partir de esta definicién, A. Peres derivé el siguiente criterio [50]:
St pap es separable, entonces pth > 0.

En efecto, si pap es separable, se puede escribir como combinacién convexa de la

forma (1.21) y entonces su traspuesta parcial conduce al estado
Pl = ot @ (o) (1.34)
k

que es positivo si todos los py son positivos (y pi, pP operadores densidad). Dado que
esta es una condicién necesaria -pero no suficiente- entonces pueden existir estados
entrelazados con traspuesta parcial positiva. El criterio es, no obstante, necesario y
suficiente en el caso de estados puros y en estados mixtos generales qubit-qubit o

qubit-qutrit [50,51].

1.4.2. De las medidas de entrelazamiento

Como ya se menciond, para los estados mezcla la tarea de cuantificar el entrelaza-
miento es mas complicada; y de hecho, no existe una medida tinica. Sin embargo, se

definen ciertas condiciones que una buena medida de entrelazamiento € debe poseer:

1) Para sistemas cudnticos bipartitos descritos por p, £(p) es un mapeo de opera-

dores densidad a nimeros reales positivos.

2) e(p) = 0 si p es separable.
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3) La cantidad de entrelazamiento presente en un estado p bipartito debe perma-
necer invariante ante cualquier transformacion unitaria local U = U4 ® Upg; es

decir: (p) = e(Ua @ UppUl, @ UL).

4) Para estados puros p = [¢)(¢)], la medida de entrelazamiento debe reducirse a

la entropia de entrelazamiento: e(p) = S(pa).

5) &(p) no debe incrementar bajo operaciones LOCC.

Entrelazamiento de formacion

De entre todas las medidas que se han propuesto, quizas una de las mas utilizadas

es el entrelazamiento de formacion, que se define para un estado p como [52]
Ey(p) = mf{zsz(W%M%D tp= sz|¢z><¢z|} : (1.35)

Para entender esta ecuacion, es importante recordar que una matriz densidad p puede
ser desarrollada en término de distintas combinaciones convexas de estados puros; es
decir, que si p = Y. p;|1i)(1s| ¥ los |1;) no son necesariamente ortogonales, el conjunto
{pi, |¥i) } no es unico. Asi pues el entrelazamiento de formacion es el entrelazamiento
promedio minimizado sobre todas las descomposiciones de p como combinaciéon con-
vexa de estados puros (denominado techo convexo de la entropia de entrelazamiento).

Ahora bien, dado que la Ec. (1.35) requiere una optimizacién sobre todas las
posibles representaciones de p, entonces su evaluacién es en general extremadamente
dificil para estados arbitrarios. Sin embargo, W. K. Wootters demostré que para el
caso particular de sistemas de dos qubits existe una férmula cerrada [53,54] para el

entrelazamiento de formacion.

Concurrencia

Dado una matriz densidad p de un sistema de dos qubits, se obtiene que

Ef(p) =h (1 - 12_ C2<P)) ’ (1.36)
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donde h(p) = —plog, p+ (1 —p) log,(1 —p) es la entropia de una distribucién binaria,

y C(p) es la Concurrencia de p, definida como

C(l)) = Kpld) = {@loylv)], (1.37)
= \max — Tr M;;, (1.38)

con Amax €l autovalor mds grande de la matriz M;; = [p;j/ Zﬁij pgj/ 2]1/ 2,y donde p;; =

oy ® oyp;;0y @ 0y es el estado “spin-flipped” en las base estandar.

Cabe mencionar, que para estados de mayor dimension no se conoce ninguna forma
de generalizar inequivocamente la Concurrencia. Sin embargo, para estos casos ain
es posible definir cuantificadores computables de entrelazamiento, como por ejemplo

la Negatividad.

Negatividad

Segun el criterio de Peres (Seccién 1.4.1), la positividad de la traspuesta parcial
de la matriz densidad es una condicién necesaria para la separabilidad. Asi pues, se

define la Negatividad como [55-57]

_Tr |pPt —1

N :
2

(1.39)

donde pP* denota aqui la traspuesta parcial de p y | X| la norma | X| =Tr v XTX.
Asi pues, la Negatividad intenta cuantificar que tan “negativo” es el espectro del
operador traspuesto parcialmente. Si \; son los autovalores de pP*, entonces N es el

valor absoluto de la suma de los autovalores negativos:

A = A
N:Z%: > Al (1.40)

Ai<0
Monogamia del entrelazamiento

La monogamia del entrelazamiento es una de las propiedades mas interesantes y

fundamentales de estas correlaciones cuanticas. En su forma extremal puede ser expre-
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sada de la siguiente manera: Si dos qubits A y B estdn mdximamente correlacionados
cudnticamente, entonces no pueden estar correlacionados con un tercer qubit C'. En el
caso general, siempre hay un intercambio entre la cantidad de entrelazamiento entre
los qubits A y B, y entre el mismo qubit A con otro qubit C. Por ejemplo, para
tres qubits esta relacion puede ser matematicamente expresada en la desigualdad de

monogamia de Coffman-Kundu-Wootters [58,59]:
Cip+ Chc < 031(30) ; (1.41)

donde Cap (Cac) es la Concurrencia entre los qubits A y B (A y C), mientras que

Ca(sc) es la concurrencia entre los subsistemas A y BC'

1.5. Mas alla del entrelazamiento

Como ya se ha mencionado, el estudio de las correlaciones cuanticas ha atraido
considerable atencién puesto que estas constituyen un ingrediente clave en el proce-
sado de informacién cudntica [18]. A su vez, se ha demostrado que existen estados
cuanticos no entrelazados que permiten realizar tareas como quantum state prepara-
tion [60] y quantum state merging [61]. Es por esto que en los tltimos anos se ha
desarrollado el concepto de cuanticidad de las correlaciones [4,62], donde se busca
cuantificar el total de las correlaciones y separarlas entre aquellas con sean clasicas

de las que son puramente cuanticas.

En las secciones pasadas se definié el estado separable como aquel que puede ser

escrito como combinacion convexa de estados producto, es decir,
pas =Y _Depi @ p - (1.42)
k

En este contexto, conviene definir un subconjunto de estados separables que llamare-
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mos estados cldsicamente correlacionados, y que se definen de la siguiente manera:

PAB = sz'jPiA ® P]-B ; (1.43)
ij
donde Py PJB son proyectores ortogonales sobre H 4 y Hp (PAP! = 84 P, PJB Pf =
8,57 PFP). Por ejemplo, un estado de esta forma es £(]00)(00] 4 [11)(11]).

La diferencia fundamental entre (1.42) y (1.43) reside en el hecho que un estado
separable general (1.42) no es necesariamente diagonal en una base producto de bases
ortogonales, es decir, una base de la forma {|ij) = l|ia)|i)}, con {|ia)}, {l|iB)}
bases ortogonales de H4 y Hp, como lo es (1.43). Por ejemplo, el estado pap =
£(]00)(00] + [+ +)(++1), donde |[+) = \%(|0> +11)), es separable, pero no de la forma
(1.43). Debido a la mezcla en B de estados no ortogonales |0) y |+) este estado tiene

“méas cuanticidad’ que los estados de la forma (1.43).

A continuacién se presentan dos medidas de correlaciones que buscan cuantificar

esta cuanticidad: la discordia cudntica y el déficit de informacién o déficit cuantico.

1.5.1. Sobre la discordia cuantica

El “quantum discord”, o discordia cuéntica, fue introducido en [63,64] para siste-
mas bipartitos pap como la minima diferencia entre dos versiones cuanticas distintas

de la informaciéon mutua, o equivalentemente, de la entropia condicional:

D(AB) = Min [I(A, B) ~ I(A, Buy,)] (1.44)
= Min S(A[Bu,) - S(A|B). (1.45)

La minimizacién se toma sobre todos las medidas POVM locales Mp en B [18], que
pueden ser caracterizadas mediante un conjunto de operadores M; = 1,®M;p que sa-
tisfacen ), M; = 1a®1p. Aqui, I(A, B) = S(pa)—S(A|B) representa la informacién
mutua estandar [65] antes de la medida, mientras que I(A, By,) = S(pa)—S(A|Buy)

es una informacion mutua que depende de la medida local. Ademas, se han utilizado
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las entropias condicionales

S(AIB) = S(pas) — S(pB) (1.46)
S(AIByy) = Y piS(pays) (1.47)
;
con
pa); = pj_lT’I“B pABMjTMj (1.48)

el estado reducido de A luego de obtener el resultado j en By p; = Tr papM jTMj
la probabilidad de dicho resultado. La Ec. (1.46) es la entropia condicional cudntica
usual, que puede ser negativa en estados entrelazados (por ejemplo, en todo estado
puro entrelazado), mientras que la Ec. (1.47) es una entropia condicional dependiente
de la medida, que es siempre positiva. En el caso de medidas proyectivas locales
completas estandar M; = P; = 1, ® P;p, con Pjp = |jp)(jp| proyectores ortogonales

unidimensionales (P;gPyp = 0,,P;p), entonces
S(A[Bug) = S(pap) — S(Pp) (1.49)

con pyp €l estado conjunto tras la medida local (sin post-seleccion)

Pap = Z PipapP; = ijpA/j ® Pjp (1.50)

J J

y donde py = Traplyp = >_; p;jPjp es el estado resultante en B.

Como es bien sabido, la informacién mutua I(A, B) es una medida de todas las
correlaciones entre los subsistemas A y B; es no negativa y se anula solamente para
estados producto pap = pa ® pp [65]. Asi pues, las Ecs. (1.42)—(1.43) pueden ser
interpretadas como la diferencia entre todas las correlaciones presentes en el estado
original y las correlaciones clasicas que quedan tras la medida local en B; dando asi
como resultado las correlaciones puramente cuanticas. Puede demostrarse que para
estados puros, D(A|B) se reduce a la entropia de entrelazamiento (1.31), siendo en

este caso igual a D(B]|A). Por otro lado, en estados no puros D(A|B) puede ser no nulo
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en estados separables, anulandose solo para los estados clasicamente correlacionados
(1.43) o estados cldsicamente correlacionados respecto de B (de la forma (1.50)).
Cabe mencionar que si bien en general el minimo de (1.43) se obtiene para medidas
proyectivas de rango uno M,p o Pjp (no necesariamente ortogonales) [66, 67|, el
problema de calcular la discordia es en general muy complicado, siendo de hecho un

problema NP completo [68].

Entropias generalizadas y entropia cuadratica

Debido a la dificultad inherente en el problema de optimizacién de la discordia,
muchas veces resulta conveniente considerar formas entrépicas mas simples que per-

mitan evaluar mas fécilmente el minimo de la entropia condicional [66,67]:
Si(AlByg) = Y 0iSr(pali) (1.51)
J

donde Sy(p) = T'r f(p) es una forma entrépica generalizada tipo traza [65,69]. Aqui
f:[0,1] — R es una funcién suave estrictamente céncava que cumple f(0) = f(1) =
0, tal que S¢(p) > 0, con S¢(p) = 0 cuando el estado es puro.

En particular, podemos considerar formas entropicas simples como la entropia

cuadratica

Sa(p) = 201 = Tr p? (1.52)

que surge de fo(p) = 2p(1 — p), y que también es conocida como la entropia lineal.

Esta entropfa es un caso particular de las entropfas de Tsallis [70,71] S,(p) = T2,

que surgen para f,(p) o< p — p?, ¢ > 0, y de donde se obtiene la entropia de Von

Neuman si ¢ — 1.

1.5.2. Sobre el déficit de informacion

El déficit de informacién generalizado se define como [4,72, 73]

I7(pap) = 1\]@;“ St(pap) — S¢(pas), (1.53)
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donde p'y5 es el estado del sistema tras una medida en B sin post-seleccién (Ec.
(1.50)) y la minimizacién se toma sobre todas las medidas proyectivas completas en
B. Esencialmente, los elementos no diagonales de p4p en la base producto condicional
{|#%)]35)} (en la cual py5 es diagonal) se pierden durante la medida, y por lo tanto
la Ec. (1.53) es una medida de la minima cantidad de informacién que se pierde en
un proceso de medida local.

Al igual que la discordia, la medida (1.53) se reduce a una entropia de entrelaza-
miento en el caso de estados puros [72], mientras que para estados no puros se anula
solamente para los estados clasicamente correlacionados (1.43) o cldsicamente corre-
lacionados respecto de B, (1.50) [72,73]. Una ventaja sobre la discordia es que las
propiedades anteriores son validas para toda forma entrépica S¢(p) [72]. Esto permite
el uso de entropias mas simples, tales como la entropia cuadrética (1.52), para la cual
el proceso de minimizacién en (1.53) resulta mds simple y puede incluso efectuarse

en forma analitica en ciertos sistemas [73].

1.6. Sistemas de espines

En la segunda parte de este capitulo se realizara una breve discusion sobre sistemas

de espines, su descripcién matematica y su relevancia en el contexto de esta tesis.

1.6.1. ;Qué son los sistemas de espines?

Si bien historicamente se definié el espin como una propiedad fisica de las particu-
las subatémicas, en el contexto de este trabajo se consideraran a los espines como
objetos matematicos. Asi pues, estos permitiran definir modelos que describen los
Hamiltonianos efectivos que surgen al estudiar diversos sistemas fisicos. En este sen-
tido, un sistema de espines se entiende como un modelo matemdtico en el que cada
grado de libertad estd dado por una variable de espin, es decir, que hay tres observa-
bles fundamentales {S*, S¥  S*} que representan las componentes del vector de espin
Sy que transforman acorde a una representacién unitaria de SU(2). Esto quiere decir

que cada espin s estd representado por un operador sobre un espacio de Hilbert de
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dimension finita d = 2s + 1 y cuya base es numerada mediante el nimero cuantico

m=—5,...,8.

Si bien esta definicion parece ser demasiado abstracta, en realidad permite in-
dependizarse de cualquier sistema fisico en particular, ya que las variables de espin
pueden provenir de: el espin de una sola particula (como podria ser un electrén), el
espin combinado de varios electrones acoplados (se habla de espin total), el resultado
del acoplamiento del espin y de algiin momento orbital, o de alguna variable efectiva
que surge de la interaccién del sistema en estudio (ver el Apéndice A para una discu-
sién detallada de la simulacién experimental de sistemas de espines). En cualquiera
de los casos, si el Hamiltoniano del sistema tiene la misma forma, éste se comporta

de la misma manera sin importar cual sea el origen de los espines en cuestion.

Asi pues, los operadores de espin se representan en términos de sus componentes

cartesianas hermiticas
S = (5%,8Y,5%), S* = (57)% + (9Y)* + (%), (1.54)
que satisfacen el algebra de Lie y la relaciéon de conmutacion
[S*)S"] = 1€,,,57, [S%,5"] =0, (1.55)
con [i, v,y = T,Y,2 Y €u~ €l tensor de Levi-Civita.

Al igual que para el momento angular ordinario, dado que [S?, S#] = 0, siempre se
puede determinar una base de autoestados comunes al operadores S? y alguno de los
operadores S* (comunmente se suele tomar S*). Los elementos de esta base pueden

ser etiquetados de la forma |s,m), y se verifica que
S%|s,m) = s(s + 1)|s,m) , S?|s,m) = m|s,m). (1.56)

donde m = —s, ..., s.
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Al mismo tiempo, conviene definir los operadores escalera

St o= ST4aSY, ST =S8 —uSY, (1.57)
. St+s- ,  St—§"
ST = T, S =T (1.58)

que satisfacen las relaciones de conmutacién
[S*, 8T =51, [S%,57]=-5", [ST,57] =25%. (1.59)

Estos tltimos acttian sobre los estados de la base segin las siguientes reglas

Stls,m) = +/s(s+1) —m(m+1)|s,m+ 1), (1.60)

S7ls,m) = +/s(s+1)—m(m —1)|s,m —1). (1.61)

Resulta a veces conveniente trabajar en la base ST = (S*,57,5%), que se obtiene

mediante la matriz de cambio de base

/2 1/2 0
S=U,-8", Upr=|-/2 42 0]. (1.62)
0 0 1

Finalmente, vale la pena mencionar que cualquier estado de maximo espin se
puede obtener a partir de una rotacién sobre el estado | T) = |s, s) al combinar una
rotacién alrededor del eje y seguida de una rotacion al rededor del eje z. Por lo tanto,

un estado rotado general que apunta en la direccion
n = (sin 6 cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 0) . (1.63)
se puede escribir como

©) = R(0,0)| 1) = e*F ™| 1), (1.64)
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y los elementos de matriz de los operadores de espin cumpliran

(6]5"10) = (1| [R™1(0,9)S"R(0,9)] | 1) - (1.65)

Esta ultima ecuacién implica que frente a la rotacion, los elementos de matriz pueden

también obtenerse utilizando los estados originales no rotados y los operadores rotados
St SH = RTYO, ¢)S*R(0, ¢) . (1.66)

Utilizando la propiedad e”Be™* = B + [A, B] + 5[A, [A, B]] + ..., se obtienen los

operadores rotados en funcion de los operadores originales

ST 8% = STcosfcos — SYsing + S7sinf cos ¢, (1.67)
SY — S¥ = S%cosfsing+ SYcosd+ S¥sinfsin g, (1.68)
S* = 8% = —S%sinf+ S*cosb. (1.69)

Estas ecuaciones se pueden reescribir en forma matricial

cosfcos¢p —sing sinfcoso

!

S =Ugr(0,0)-S, Ur(0,0)=]cosfsing cos¢ sinfsing | - (1.70)

—sind 0 cos

Asi pues, Ug(0, ¢) es una matriz de rotacién en el espacio tridimensional que tiene

!/ / ’ .
como columnas a los vectores ortogonales (n,,n,,n) definidos como

n, = (cosfcosp,cosfsing, —sinb), (1.71)
n; = (—sing¢,cos¢,0), (1.72)
n, = (sinfcos@,sinfsinep,cosh) =n. (1.73)
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1.6.2. De espines 1/2 y qubits

En el caso particular de s = 1/2 el espacio de Hilbert asociado al sistema no
es mas que H = C2, lo que implica que el espin puede ser considerado como un
qubit. Por convencidn, se suelen tomar como elementos de la base computacional los
autoestados de S?, es decir, aquellos que tienen espin bien definido en la direccién z:
{10y = | 1M, [1) = | })}. Los operadores de espin se escriben ahora en término de las

matrices de Pauli S¥* = o#/2:

1 0
0 -1

o
| —
(e}

|

-~

Sx

N
<
|

N
I
|

(1.74)

DN | —
[S—
(@) =
-~
(e}
DN | —

1.6.3. Sobre sistemas compuestos de N espines

Sea un sistema compuesto de N espines s; -no necesariamente iguales- con ¢ =
1... N un indice que indica el sitio del sistema. Como se mencion previamente, cada
espin tiene asociado un espacio de Hilbert H; de dimension 2s; + 1; de forma que el
espacio de Hilbert del sistema estard dado por el producto tensorial H = @, H; vy

tendréd dimensién [, (2s; + 1). Los elementos de la base de H son
) = |s1,ma; s2,ma5 ... SN, M) - (1.75)

En el caso en que todos los espines sean idénticos s; = s, la dimensién de H serd (2s+

1)V, y por simplicidad los estados (1.75) se denotardn simplemente |my, mo, ..., my).

Los operadores individuales de espin S!' pueden ser generalizados trivialmente a

operadores sobre H como
St = (®j<ily) ® S ® (®)>i1;) - (1.76)
Vale destacar que serd de gran utilidad definir los operadores de espin total

N
Sp=>"st, (1.77)
=1
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con | = x,v, 2.

1.7. Modelos de sistemas de espines

En esta tesis se estudiardn sistemas de espines con acoplamientos cuadraticos
generales inmersos en campos no necesariamente uniformes o transversos; que estan

descritos por un Hamiltoniano de la forma

H = -y WS -1) 877, (1.78)
7 ,]
= =) hSE—1 N Jisesy, (1.79)
(7 4,71,V

donde i, j son indices que indican el sitio en el sistema; S¥, u = x,y, z los operadores
de espin (1.54) en el sitio ¢; Jl{fj = Jf}u las constantes de acoplamiento de la interaccién
de intercambio entre los sitios ¢ y 7. Con esta notacién, iju son los elementos de la
matriz JY.

El Hamiltoniano (1.79) se puede dividir en dos partes. La primer contribucidn,
llamada de Zeeman, aparece debido a la presencia de un campo magnético externo.
Si el campo aplicado es uniforme, entonces h® = h Vi; en caso contrario, se dird que
el campo es no uniforme. Ademas, cuando el campo magnético externo es paralelo a
algunos de los ejes principales (usualmente al eje z) se dice que el campo es transverso
o longitudinal; y cuando el mismo tiene alguna otra componente no nula se dice que
es no transverso.

El segundo término de (1.79) es el llamado término de interaccion de intercambio;
y dado que involucra operadores sobre dos sitios se denomina también interaccion
cuadratica. En este, las constantes reales qu’/ tienen unidades de energia y dan idea

de cuan “fuerte” es el acoplamiento entre los espines. Si se define la diferencia
l=1j—1l, (1.80)

entonces se dira que la interaccion es de primeros vecinos cuando Jl{fj =0Vl>1;de
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sequndos vecinos si JI!, = 0 VI > 2, etc.

Para concluir, vale la pena mencionar que muchas veces se suelen estudiar sistemas
de espines con interaccion homogénea; es decir que las constantes de acoplamiento son
las mismas para cualquier par equidistante .J, = J¥, si [j —i| = |l — k|. Cuando esta

condicién no se cumple, se suele decir que la interaccion es inhomogénea.

1.7.1. De las clasificacion de los modelos de Heisenberg

El Hamiltoniano de la Ec. (1.78) incluye una gran variedad de casos interesantes
que se clasifican segun las interacciones presentes en el sistema. A continuacién se

presentan algunos de los modelos méas conocidos:

00 O
Interaccién de Ising J7=10 0 0
00 Ju
Ji 0 0
Interaccién XY J9=10 JJ 0
0 0 O
J7 0 0
Interaccién X X J7=10 J7 0
0O 0 O
Ji 0 0
Interaccion XY Z J7 =10 JJ7 0
0 0 Ji
J9 0 0
Interaccién X X7 J7=10 J7 0
0 0 Ji
0 DY —Déj
Interaccién DM (Dzyaloshinskii-Moriya) J9=1|-Di 0 D4
Di  —pi 0
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a) b)Qcﬁﬁﬁ?

1)) e) 1y 2
Figura 1-2: Representacion esquematica de las siguientes geometrias de sistemas de

espines: a) cadena abierta; b) cadena cerrada; c¢) cadena zigzag; d) red cuadrada; e)
red panal de abeja (honeycomb); f) red de Kagomé.

Cuando la matriz de interaccion es diagonal se suele denominar al modelo como
un modelo de Heisenberg. Por otro lado, cabe mencionar que la interaccién asimétrica
no diagonal de Dzyaloshinskii-Moriya surge debido al acoplamiento espin-orbita entre

dos espines S; y S; [74,75].

1.7.2. De cadenas y redes

El formalismo que se ha introducido hasta ahora es completamente general y no
supone ninguna condicién sobre la forma en la que los espines estan espacialmente
ordenados y distribuidos; es decir, sobre la geometria del arreglo de espines. De hecho,
la Ec. (1.79) describe tanto sistemas unidimensionales, como sistemas de dimension
mayor.

Cuando los sistemas de espines son 1D se denominan cadenas, y pueden tener
condiciones de contorno abiertas o periddicas. En el caso que la cadena sea ciclica y
tenga condiciones de contorno periddicas, el indice del sitio © = 1,..., N es tal que
N +1=1;y por lo tanto Sy, = S

Para arreglos de espines en dimensiones superiores existen configuraciones periédi-
cas que han sido de particular interés a lo largo de los anos. Algunos de los sistemas
en 2D més estudiados por sus propiedades criticas son [76,77]: la red cuadrada, red
triangular, la red panal de abeja (honeycomb) y red de Kagomé; entre otras. En la

Figura 1-2 se muestran las representacion esquematica de estos arreglos de espines.
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1.8. Consideraciones basicas

Los estados de sistemas de espines interactuantes -asi como de cualquier sistema
cuantico de muchos cuerpos- estan en definitiva caracterizados por las correlaciones
entre observables. Por ejemplo, algunas de las preguntas basicas que surgen al estudiar
un dado sistema de espines es: jqué sucede con el entrelazamiento entre dos espines
o grupos de espines a medida que aumenta la distancia entre ellos? ; Presenta algin
comportamiento critico cuando un parametro externo es variado? El poder responder
correctamente a preguntas como estas es fundamental para entender la distribucion
de entrelazamiento en sistemas interactuantes.

Consideremos un modelo de Heisenberg en ausencia de campos magnéticos exter-

nos. El estado fundamental (GS) del Hamiltoniano

1> Jistsy, (1.81)

ihj’l"?V

serd usualmente un estado entrelazado, donde el rango del entrelazamiento sera tipi-
camente del orden del rango de la interaccién?. Es decir, si el sistema tiene interaccién
de primeros vecinos [ = 1, entonces los espines en sitios adyacentes estaran tipica-
mente entrelazados y para [ > 1 el entrelazamiento sera pequeno o directamente
nulo.

De modo idéntico, aun cuando el sistema sea inmerso en un campo magnético
externo finito el GS seguira siendo un estado entrelazado. De hecho, si quisiéramos
que el GS sea un estado separable, entonces tendriamos que “apagar” las interacciones

o aplicar campos magnéticos muy intensos (h?, >> J%):

H= _ZhLSfW. (1.82)
Ty 2,0, 4,V

De esta forma, H seria trivial y los espines se alinearian con los campos aplicados.
El lector podra preguntarse por qué es que en el contexto de la informacién y

computacién cuantica habriamos de interesarnos en estados separables sin entrela-

2Siempre y cuando el sistema no esté en un régimen critico como una transicién de fase.
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zamiento. Primero, por que la emergencia de autoestados exactos completamente
separables y no triviales (por ejemplo, que violen alguna simetria fundamental del
Hamiltoniano) podria estar asociada a puntos criticos cudnticos en sistemas finitos.
Segundo, por que como ya se ha mencionado en la introduccién de esta tesis, resul-
ta que uno de los requisitos fundamentales para poder realizar tareas de computo
cuantico es la habilidad de inicializar el sistema en un estado separable bien definido.
Cabe entonces realizar la siguiente pregunta:
¢ Es posibles obtener estados separables en presencia de interacciones y campos finitos?
Sorprendentemente, la respuesta a esta pregunta es que si es posible gracias a
un fenémeno critico conocido como factorizacion que se estudiard en detalle en los

proximos capitulos.
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Factorizacion

Alicia: Esto es imposible.
Sombrerero loco: Sélo si tu crees que lo es.

- Extracto de “Alicia en el Pais de las Maravillas” por L. Carroll.

Como se ha mencionado previamente, los autoestados de los sistemas de espi-
nes interactuantes son por lo general estados entrelazados debido a las fluctuaciones
cuanticas que los desordenan y correlacionan, especialmente si el sistema es de ba-
ja dimensién. Asi pues, cuando el estado fundamental (GS) es un estado producto
completamente separable usualmente se debe a que el sistema presenta una fase com-
pletamente ordenada y el estado es trivial | 1171 ...).

Sin embargo, se ha demostrado que, bajo ciertas condiciones de la magnitud y
orientacién de los campos magnéticos aplicados, los sistemas de espines poseen un
estado fundamental no trivial y completamente separable con los espines alineados en
direcciones especificas (jque difieren de la direccién de los campos aplicados!). Este
sorprendente fenémeno es conocido como factorizacion, y puede ocurrir para campos
finitos aun en presencia de interacciones fuertes entre los espines.

Los primeros en descubrir el fenémeno de factorizacion fueron J. Kurmann, H.
Thomas, y G. Miiller en 1982 [34]. En su trabajo seminal demostraron que las cadenas
de espines 1/2 con interaccién XY Z antiferromagnética de primeros vecinos en un

campo magnético externo presentan un estado fundamental de tipo Néel (con los
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espines alineados en direcciones alternantes) cuando el vector de campo h apunta
a la superficie de un elipsoide determinado por las constantes de acoplamiento. A
partir de ese momento, la factorizacion fue estudiada en otros modelos con campo
transverso [20,78-96], donde se pudo demostrar que la existencia de estos puntos de
separabilidad esta asociada a puntos criticos cudnticos en sistemas finitos en los que
ocurren transiciones de entrelazamiento sin analogo clasico; tales que en su vecindad
el entrelazamiento de pares alcanza rango completo. Ademas, se logré determinar que
en los puntos de factorizacién las soluciones de campo medio devienen exactas; y que

por lo tanto constituyen soluciones no triviales.

Si bien el fenémeno de factorizacién recibié considerable atenciéon en la tltima
década y media, el mismo siempre fue estudiado en los sistemas de espines en condi-
ciones relativamente restringidas (por ejemplo, con campos transversos y/o uniformes,
interaccién homogénea, etc). Asi pues, en la Seccién 2.1 se determinaran las condi-
ciones generales para la existencia de puntos y lineas de factorizacién en sistemas de
espines con acoplamientos cuadraticos generales inmersos en campos no necesaria-
mente uniformes o transversos. Luego, en las Secciones 2.2 y 2.3 se realiza un estudio
riguroso de las propiedades matematicas generales de estas ecuaciones, asi como de
su interpretacién fisica. Los resultados presentados a continuacion fueron publicados

en [1] y en [2], y constituyen el eje conductor de esta tesis.

2.1. Ecuaciones generales de factorizacion

Sea un sistema de N espines s;, no necesariamente iguales, descrito por un modelo
de Heisenberg con interacciones de rango arbitrario en presencia de campos magnéti-

cos no transversos y no uniformes. El Hamiltoniano del sistema es

S SR ) SN 21)
i 2

= = nst 1N Jisesy (2:2)
i 47,1,V
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y se busca determinar las condiciones bajo las cuales el sistema posee como autoestado

exacto al estado completamente separable

©) = ®¢]\L1Rz‘(9z’,¢i)| ) =1\, (2.3)

donde [1;) = |s;) es el autoestado local de maximo espin (S7[1;) = si[1i)) v Ri(6i, i) =

et =i o5 el operador de rotacién (1.64). Asf pues, (2.3) es un estado sin correla-
ciones en el que cada espin apunta en alguna direccién n; = (sin 6; cos ¢;, sin 6; sin ¢;, cos 0;)

(que puede ser arbitraria y distinta en cada sitio).

Ahora bien, en vez de resolver bajo qué condiciones el estado rotado (2.3) es
autoestado de H -es decir, H|©) = Eg|O)-, es conveniente rotar el Hamiltoniano y

estudiar bajo qué condiciones este tiene como autoestado al estado producto @, | 1;):

H @Y, Ri(0;,0:)| 1) = Eo®iy Ri(b;,¢:)] 1), (2.4)
(@O R (0;,0) H @1y Ri(0;,¢0)] @X, | 15) = Eo @iy |1i). (2.5)

Donde el Hamiltoniano rotado He = @, R; 1(6;, ¢;) H @Y., Ri(6;, ¢;) se puede expre-

sar en término de los operadores rotados SZ“ definidos en (1.66)
Zh’ S —1 N gsrsy (2.6)
INNTRZ

Luego, por medio de las Ecs. (1.67)—(1.70), este Hamiltoniano se puede expresar en

v~

funcién de los operadores originales. Reemplazando S '=U r(0;, 0;)1S? | se obtiene

Ho = =Y Un(00ihiSe =% Y. (UR(0:6))% JUR(0;. 6)557S)
i, zjwy,oz,ﬁ
= —) h-8-1>"S..7Js;, (2.7)

1,

siendo o, B = x,y, 2, y

49



Capitulo 2: Factorizacion

los vectores de campo y matriz de interaccién rotados. Explicitamente, los elementos

de JY son Jj3, = n! T UnY con nf " los vectores columna (1.73) de la matriz
Ur(0;,¢;). Bs decir, n,, = (cos® cos ¢, cosfsin ¢, — sin §), n; = (—sin¢,cos¢,0) y
n, =n.

Finalmente, resulta conveniente trabajar en la base SF = (S, S;, S7). Mediante

el cambio de base (1.62) se obtiene el Hamiltoniano rotado

Ho=—> h'U;-SF—1>"SF- ()" J7U,S). (2.9)
i irj

Asi pues, como ya se menciond, las ecuaciones generales de factorizacion -bajo
las cuales |©) es un autoestado de H- se derivan exigiendo que ®N,| 1;) sea un
autoestado de Hg. Evidentemente, en general esta tltima condicién no se cumple,
ya que todos los términos de una y dos excitaciones en Hg (es decir, términos de la
forma S;7, S;7 S}, S7S; y S;S;) no tienen a ®;%,| 1;) como autoestado. Como se
vera a continuacion, este problema se resuelve justamente al pedir que los coeficientes
que acompanan a los términos problematicos sean exactamente cero. Esto deriva en
dos conjuntos de ecuaciones conocidas como ecuaciones independientes del campo y

ecuaciones dependientes del campo [1].

2.1.1. De las ecuaciones independientes del campo (EIC)

Consideremos por ahora los términos en Hg que contienen excitaciones de dos
cuerpos. Dado que estdn actuando sobre el estado mdximamente alineado @, | 1),
se obtiene trivialmente que S;"S}" @Y, | 1) = Sf(f)Sj*(Jr) @N . | 15) = 0; con lo que

el tnico término que no se anula trivialmente es S;°S;". De la Ec. (2.9) se obtiene

entonces que las contribuciones de excitaciones de dos cuerpos son
1 g g y y -
- S (T = T3, T8, + Ji)) SoS5 (2.10)
12

Por lo tanto, |©) serd un autoestado de H si y solo si para cada par interactuante

i, j se anula la excitacion de dos cuerpos (2.10). Es decir, cuando
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ij _ iJ ! ijoat’ Y ijY

Jx/x/ = Jy/y/ s = n, - j nj =n,; - j n] 5 (211)
.. .. ’ .. ’ ’ .. ’

Sy = —Jpw, & ni-Jn =n - J'n]. (2.12)

A estas ecuaciones las denominamos como Fcuaciones independientes del campo
(EIC) y como su nombre lo indica, no dependen del campo ni tampoco de los espines
Si, Sj-

Por ejemplo, para un modelo XY Z de Heisenberg J%, = 4,,.J;7, las EIC son

J;j (cos ¢; cos ¢; — cos b; sin ¢; cos 0 sin ;) = J(cos f; cos ¢; cos B cos ¢; — sin ¢; sin ¢;)
+JY sin 6, sin 6, , (2.13)
J;j (cos 8, sin ¢; cos ¢; + cos ¢; cos b sin¢;) = J%(cos 0; cos ¢; sin ¢; + sin ¢; cos b, cos ¢;) .

2.1.2. De las ecuaciones dependientes del campo (EDC)

Las excitaciones de un cuerpo en Hg tienen contribuciones S; provenientes del
término de Zeeman y contribuciones S;”S7 (S7.S;) de la interaccién. Dado que @Y, 1)

es un autoestado de S7, es facil ver que Si S =) QN 1) = (i) QN | 14). Ast

J)Z

pues, los términos con excitaciones de un cuerpo son

1 TR 1 y y
—5 Z (h; + m;) Si — 3 Z s (Ji. +J,) So

Z7.j

:%§:<m }:%ﬁg+zm }:%@;> S, (2.14)

y se anulan cuando

WL+ spdd, =0, (2.15)
J

Wi+ sidd, = 0. (2.16)
J

Estas ecuaciones definen los campos que se deben aplicar en cada sitio i. A su vez,

~ . I ..
estas ultimas se pueden simplificar escribiendo hj, = n! - h', J” =0 -J'n;y
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definiendo el valor medio (S;) = s;n,;.
Con esto, |©) serd un autoestado de H si y solo si se anulan las excitaciones de

un cuerpo. Es decir, cuando

o (M X)), wes 210
j

A estas ecuaciones las denominaremos como Ecuaciones dependientes del campo
(EDC) y definen los llamados campos factorizantes h’, (CF) que se deben aplicar en
cada sitio i.

Dado que (n*,nY n;) forma una base ortonormal, (2.17) implica que el CF h/
tiene que cancelar las componentes de Y, J”(S;) ortogonales a la direccién de ali-

neacién. Asi pues,

h! + Zjij<5j> x Ny,
J

y la solucién mas general sera de la forma

[ hi=hj+h}, hj="nn' (2@)]

siendo hﬁ un campo de magnitud arbitraria paralelo a la direccion de alineacion y

h, = n'x <n X (ijsj))) : (2.19)

= YoRY, B = —[79(s;) - nitn' - TS,

un campo ortogonal a la direccién de alineacién (n; - b, = 0) que de hecho representa

el CF de menor magnitud.

Para un modelo de Heisenberg XY Z, las Ecs. (2.17) quedan

h! sin 6; — cos 6;(h’. cos ¢; + h; sing;) = Y.sj[cosd;sinf;(J7 cos p; cos pj + Jéj sin ¢; sin ¢;)
J#i
—JY sin 6; cos 0] , (2.20)
hesing; — hicosg; = Y. s;sinb;[—JY sing; cos d; + Ji7 cos ¢; sin ¢;] .
J#i
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2.2. Comentarios sobre estas ecuaciones

Si bien las EIC (2.11)-(2.12) y las EDC (2.17) parecen suficientemente simples,
sus significados e implicaciones puede no ser del todo evidentes. Es por eso que en esta
seccion se resaltaran varios puntos importantes acerca de ellas, asi como se discute el

procedimiento para resolverlas.

Primero consideremos las EIC. Como se ve en (2.11)—(2.12), estas ecuaciones re-
lacionan las constantes de acoplamiento J% con la direccién de alineacién (6;, ¢;) y
(0, ¢;) de los espines. Operativamente, esto tltimo implica que las EIC deben resol-
verse para cada par interactuante iy j. Como se verd en los proximos capitulos, si
bien este hecho pareceria anadir dificultad al problema, en realidad permite que sea

posible determinar estados separables para interacciones muy generales.

En relacion con lo previamente mencionado, es interesante remarcar que las Ecs.
(2.11)—(2.12) pueden interpretarse de varias formas. Usualmente, en la bibliografia el
problema de factorizacién era encarado de la siguiente forma: dadas las constantes
de acoplamiento entre los espines, se determinan los posibles autoestados separables
|©). Es decir, las interacciones del modelo definen cuales son los estados permitidos.
Sin embargo, como mostramos en [2] y como se discutird en el Capitulo 6, es también
posible pensar en ingenieria de estados separables: se fija cual debe ser la direccion
de alineacion de uno -o de ambos- de los espines y se determina cual debe ser la

interaccion entre ellos para que el estado que queramos sea autoestado exacto.

En cuando a las EDC, es facil mostrar que las Ecs. (2.17) son ezactamente las
ecuaciones estacionarias de campo medio 9-(H) = 0, a%-<H> = 0, donde la energia

del estado separable es

( J

Eo = (H) = (0|H|O) = — Z<Si-) (hi + %ZJ”(S])) , (2.21)

e implican que en los CF las soluciones de campo medio son autoestados exactos de
H. Asi pues, las soluciones exactamente factorizadas son casos no triviales ya que por

lo general las soluciones de campo medio son meras aproximaciones de las soluciones
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. .,

Figura 2-1: Esquema de las contribuciones paralelas y perpendiculares al campo facto-
rizante hi. El aplicar un campo paralelo a la direccién de alineacién cambia la energia
del autoestado.

exactas. En efecto, son las EIC quienes aseguran que las soluciones de campo medio

sean exactas.

Por otro lado, de la Ec. (2.18) se ve que es posible descomponer al CF k' en dos
“contribuciones”, una paralela h|i| y una perpendicular hY a la direccién de alineacién
n; del espin en el sitio i. Como ya se menciond, los campos h corresponden a los CF
de menor magnitud. Asi pues, si en cada sitio se aplican los correspondientes campos
locales h'|, entonces |©) sera un autoestado de H. Sin embargo, por lo general |©)
serd un autoestado excitado. Para que la factorizacién ocurra en el GS siempre es
posible aprovechar el hecho que el CF tiene una contribucién paralela hﬁ: aplicar un
campo paralelo a la direccion de alineacion del espin no cambia el autoestado, sino
que solamente cambia su energia. Como se muestra en la Fig. 2-1, la magnitud del
campo paralelo al espin puede ser arbitraria y esto permite que el CF h’ pueda ser
muy general; por ejemplo, puede ser: (a) ortogonal a m;, (c) alineado con el eje z,
o (b,d) tener alguna direccién arbitraria. Cabe destacar que a menos que hY = 0

entonces el CF no serd colineal con (S;).

Finalmente es importante resaltar que el CF depende tanto de las constantes
de acoplamiento entre los espines asi como de su direccién de alineacién (2.20), de
forma que resulta conveniente resolver primero las EIC y luego las EDC. A su vez,
dado que el CF h! contiene contribuciones provenientes de cada espin j con el que
interactia h} = ; h’f, entonces se debe determinar hf para cada espin en cada par

interactuante.
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2.3. Propiedades de las ecuaciones de factorizacion

En esta seccion se prueban cinco propiedades fundamentales de las ecuaciones de
factorizacién. Los mismos son presentados en forma de Lemas con su correspondiente

demostracién.

2.3.1. Del estado fundamental

Lema 1. Si las Ecs. de factorizacién (2.11), (2.12) y (2.17) se cumplen, el esta-
do |®) dado por (2.3) serd siempre un GS no degenerado de H para campos

paralelos h|i| = hyn' suficientemente grandes, pero finitos.

Proof. Este resultado es evidente, ya que no existe ningiin estado |¥) ortogonal a
|©) cuya energia (H)y = (V|H|V) disminuya tan rapido con h como Eg. Esto tltimo
se debe al hecho de que la solucién factorizada tiene espin mdzimo ((B|S; - n;|©) es
méximo). Por ejemplo, si s; = s Vi, entonces [(S;- T S;)¢| < JYs(s+1) estd acotado
(donde J% es el méximo valor singular de la matriz J*) mientras que (— >, S;-h')y >
—(N—=1)shy—_,(S;)w-h' si b’ = hyn;+h’ [recordar que N es el nimero de espines].
Asi pues, como ya se menciond, ningin estado |¥) puede disminuir su energia con
h) tanto como Eg lo hace, dado que este iltimo contiene un término oc —NShy. Por
lo tanto, siempre existe un valor limite hy. tal que |©) es un GS no degenerado si
h‘i‘ > h|. Vi. Ademds, el gap en la energia con el primer estado excitado se puede
hacer tan grande como se quiera al aumentar la intensidad de hlil‘ O

Tipicamente, si todos los J% son O(J), entonces el valor limite hy. serd O(Jsl),

con [ el nimero de vecinos acoplados a un dado espin.

2.3.2. De la existencia de constantes de acoplamiento

Lema 2. Dadas dos direcciones de alineacién n; y n; en los sitios ¢ y j, siempre
existe un acoplamiento no nulo de tipo XY'Z JJ, = 6,,J} tal que se cumplan

las EIC (2.11)—(2.12).
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Proof. Para una interaccién tipo XY Z J}, = 6,,J7, las Ecs. (2.11) se pueden

reescribir en la siguiente conveniente notacién vectorial
J9.Uui=0, JV.Vi=0, (2.22)

donde J = (J7,J77, J) es el vector de acoplamiento; U y V¥ son dos vectores

definidos como

/ ’ /

ij _ o Y y
U“ =nj xnj —nj xn} (2.23)

Vi=n"s«n’! +n?’ «n? (2.24)
- " J 7 j :

con n ok m = (ngmy, nymy,,n.m,) el producto de Hadamard, tal que n; - JYn; =

J - (n; xn;) para J* diagonal.

Por lo tanto, basta con elegir J¥ ortogonal al subespacio generado por U¥ y V¥
para que las Ec. (2.22) -y por lo tanto (2.11) y (2.12)- se cumplan. Luego, los CF
se pueden obtener mediante las Ecs. (2.17)—(2.20), y |©) puede ser llevado al GS al

aplicar campos paralelos h|i| suficientemente grandes (Lema 1). O

Como se muestra en la Fig. 2-2, hay dos situaciones distintas que se desprenden
de las Ecs. (2.22): cuando U% y V¥ son a) linealmente independientes y cuando son

b) linealmente dependientes.

(a) SiUY y V¥ son linealmente independientes, entonces determinan una linea de

vectores de acoplamiento ortogonales al plano generado por U% y por V¥: es decir:
Ji = jUUY % V), (2.25)

con j% una constante real arbitraria. Esta ecuacién se puede escribir explicitamente

en término de las direcciones de alineacién m;, ; como
i (. D . D /n.
Jp, - j (nj,uD’L/nl,LL + nlij/n_]u> ) (226)

donde D; = Hu Ny = %lsin 0; sin 260; sin 2¢;. Como es de esperarse, esta ecuacién
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&

A MCSNGN

Figura 2-2: Columna izquierda: representacion esquematica de las direcciones de ali-
neacién n;, n; y los campos factorizantes perpendiculares h" y h’' [Ec. (2.20)]. Co-
lumna derecha: constantes de acoplamientos en el espacio de las interacciones de
intercambio compatibles con las direcciones de alineacién de los espines. Fila supe-
rior: U% y V' son linealmente independientes, de forma que las Ecs. (2.22) definen
una recta [Ec. (2.25)] de posibles contantes de acoplamiento de intercambio. Fila in-
ferior: U y V% son linealmente dependientes (ya que tanto n; como n; pertenecen
al mismo plano principal), y las Ecs. (2.22) definen un plano de posibles contantes de
acoplamiento de intercambio.

satisface Ji7 = JJ'. A su vez, el campo ortogonal h7 se determina como funcién de

las direcciones de alineacién y de la constante j¥:

(h)u = §7si(n}, —n3,)Difniy . (2.27)

JH
Correspondientemente, la energia Fg, (2.21), resulta

Eo =~ sihi—5 ) jsis;(Di+Dj). (2.28)
i i
(b) Por el otro lado, si U% y V% son linealmente dependientes, entonces definen
un plano de constantes de acoplamiento de intercambio. Este caso surge:
i. Si tanto n; como m; pertenecen al mismo plano principal, es decir, si n;,, =

nj, = 0 para algin o = z,y o 2.
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ii. Si n; es la reflexion de m; con respecto a algin plano principal. En este caso

|n.] = |niu| Y, con nj, = —n;, para alguna componente o.
ili. Si m; = —n,;, es decir, si las direcciones de alineacién son antiparalelas.

En todos estos casos -y para la presente eleccién de vectores n!’ - V' es idénticamente
nulo, y el plano de constantes de acoplamiento es ortogonal a U%¥. A continuacién se
presentan las formulas explicitas para J¥ en cada caso.

(i) Si tanto n; como n; pertenecen al mismo plano principal v, con o la direccién

ortogonal a este plano (n,, = n;, = 0), las Ecs. (2.22) conducen a
Jéj = ijnwnj,, + J,ijnwnju , (229)

con Ji7 y JJ arbitrarios. En este caso hay dos constante de acoplamiento que son
independientes, y que corresponden precisamente a aquellas que pertenecen al plano
de constantes de acoplamiento (panel inferior derecho en la Fig. 2-2). De la Ec. (2.20)
se puede ver que hi también pertenece al plano principal uv, y que depende direc-
tamente de las constantes de acoplamiento arbitrarias J7 y J7/. Ademds, si se elijen
de tal forma que se cumpla m; x (J¥ * n;) = 0, entonces b/ = 0; es decir, |©) es un
autoestado de H a campo nulo.

(ii) Si m; es una reflexién de n; con respecto al plano principal pv, con todas las
componentes de n,(;) distintas de cero (en caso contrario, regresariamos a i), las Ecs.

(2.22) son

(2.30)

con J7 y JJ arbitrarios. Luego, de la Ec. (2.20) se obtienen los campos ortogonales

como
(h)o = s;(J7 + T )nio (2.31)
(h’j{)l‘(’/) - Sj(‘]lz/j(u) - Jéj)ni,u(y) . (232)
(iii) Para finalizar, si n; = —n, entonces simplemente se debe reemplazar J¥ por
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—J¥ en (2.30)(2.32), de forma que J¥ pertenece al plano Y J7(1 —n2) =0, con

U=x,y,2

(b)) = 5;(Te(T) = Ju)nip-
A modo de comentario final, es importante destacar que si nos acercamos a algunos
de los casos (b) desde el caso linealmente independiente, se verifica que (2.29)—(2.32)

son en efecto los limites correspondientes de las Ecs. (2.26)—(2.27).

2.3.3. De la existencia de direcciones de alineacion

Lema 3. Dada una interaccién cuadrética arbitraria S;J7S; = 3_, , J;3,S;'SY
entre dos espines, y dada una direccion de alineacion arbitraria de uno de los
espines 1, siempre existe al menos una direccion de alineaciéon n,; para el otro

espin tal que se cumplan las EIC (2.11)—(2.12).

La direccion de alineacién de m; esta dada por
n;, =ala x b+ (nhra+ A_b)], (2.33)

. .. ’ . .. y/
donde @ = JYnj, b= J"n;,

V(lal — [b?)* + 4la - b]” £ (Jaf” — [b]*)

=
2 I

(2.34)

y « es una constante de normalizacion, con n =1sia-b > 0y —1 en caso contrario
(sia-b=0, A\, o A_se anula y el signo de 7 es irrelevante).

Como se muestra en la Fig. 2-3, cada signo en (2.33) da lugar a una solucién
distinta para m; si Ay no se anulan. Si b o a y a # 0, entonces n; x a. Como se
probard a continuacién, la Ec. (2.33) es vélida si @ y b no son simultdneamente 0.

Este lema implica que en sistemas unidimensionales de N espines con interaccion
cuadratica de primeros vecinos arbitraria y no necesariamente uniforme, siempre exis-
te un autoestado completamente separable compatible con una dada direccion de ali-
neacién (arbitraria) en uno de los espines. Las direcciones de alineacién de los espines

restantes se pueden determinar por aplicaciones sucesivas del presente Lema, mien-
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Figura 2-3: Izquierda: gréfica de contorno de las Ecs. (2.22) para J7 y n; (J9 =
J(1,,75,—.,2), ; = w/3, ¢; = w/5). Los dos puntos de interseccién se corresponden
con las dos soluciones n;" par m; [Ec. (2.33)]. Derecha: representacién esquematica de
las 2V~ configuraciones de |©) compatibles con el vector de acoplamientos J% para
una cadena de N espines y una direccion de alineacién inicial en el espin del sitio j.

tras que los CF se hallan mediante las Ecs. (2.17)-(2.20). De hecho, por lo general

2N—1

hay configuraciones de espines compatibles con los acoplamientos y la direccién

de alineacion inicial n; (ver panel derecho de la Fig. 2-3).

Proof: Supongamos primero que a = J% n;?/ yb=JY n?/ son linealmente inde-
pendientes, podemos entonces definir vectores ortonormales k, I tales que a = |alk,
b = bik + byl, con by = a - b/|a|. Asi pues, se tiene que los vectores norma-
lizados nf/ x bk — bl + dm vy nf/ x M + bym, con m = k x [, satisfacen

/

’ , ’

7 = 0. Por lo tanto, las ecuaciones de factorizacién (2.22)

se cumpliran siempre que nf/ ca = nf’l - b; que implica A = A, con A dado por la
Ec. (2.34). Con esto, se puede determinar una direccién de alineaciéon adecuada para

el espin en el sitio i como n; = n? x n?,, que resulta en la Ec. (2.33).

Adicionalmente, si b  a, con a # 0, entonces la Ec. (2.33) sigue siendo vélida, ya
que este caso conduce a n; x a, que es de hecho una solucién obvia de las Ecs. (2.22)
para n;. Por otro lado, si @ = b = 0, que ocurre cuando J% (que se supone no nulo)
y m; apuntan simultdneamente a lo largo del mismo eje principal (p), entonces n,
resulta completamente arbitrario. En este caso, el efecto del acoplamiento en el estado
producto puede ser contrarrestado solamente con el CF, ya que involucra simplemente
excitaciones de un cuerpo: J7S}'S%|0©) = 5,777 S}'|©). O

Como ya se mencioné previamente, se puede ver de la Ec. (2.33), que existen dos
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soluciones para m; a menos que se anulen simultdneamente A.. Este caso surge, por
ejemplo, cuando J¥ o (1,1,1) (acoplamiento isotrépico) o si todas las componentes
de J tienen el mismo valor absoluto (es decir, J o (1,1,—1)), que implica |a| = |b|
y a-b=0en (2.34). En el caso isotrépico, a = nj-”/, b= n?, y la Ec. (2.33) implica

una sola solucién n; = n; (solucién uniforme).

2.3.4. De la existencia de campos factorizantes uniformes

Lema 4. Dado un par de espines iguales (s; = s; = ), interactuando mediante
un acoplamiento tipo XY Z, si las Ecs. (2.22) se satisfacen para direcciones de
alineacién m; y m; que no sean antiparalelas, entonces siempre existen campos

paralelos hﬂ] y hﬂi en los sitios 7 y j tales que el CF h% del par es uniforme:

hi!+ ki =hi + hi =h7. (2.35)

Para el caso de solucion uniforme, es decir, si las direcciones de alineacién son
iguales n; = n;, entonces de la Eq. (2.20) es obvio que los campos perpendiculares son
iguales; lo que implica que los campos paralelos cumplen hﬂ’ = hﬂi y que su magnitud
h‘l‘” es completamente arbitraria. Sin embargo, como se mostrara mas adelante, cuando
n; # n; la Ec. (2.35) conduce a valores fijos para los campos paralelos hﬁj , hﬂi; de

forma que el campo factorizante es uniforme para el par y h¥ pertenece al elipsoide

(n#v#0)

> : (1) = (2.36)

X B
Proof: De la Ec. (2.20) se tiene que hY = —s[J¥n; — ni(n, - T9n;)], mientras

que la Ec. (2.35) implica

sTUx (ny =) = b+ s(ng T mg)ng (2.37)

—[hﬂi + s(nj - J7 xn;)n; (2.38)

que se verifica para algunos hﬁj y hﬂl siy solo si J9 % (n; —n;) pertenece al subespacio
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generado por n; y n;. Si n; = m;, entonces esta condicién se satisface trivialmente
(con hﬁj = hﬂi arbitrario); mientras que si n; y m; no son colineales, esta condicién
implica (JY % (n; —n;)) - (n; x n;) =0, es decir, J7 - [(n; — n;) * (n; x n;)] = 0. Sin
embargo, esta ecuacién se satisface siempre si J¥ oc UY x V¥ (Ec. (2.25)), mientras
que si UY y V% son linealmente dependientes, se satisface para cualquier J¥, dado
que en este caso (n; —n;) * (n; x n;) =0.

Por ultimo, si n; = —n;, entonces no existe soluciéon. En este caso, se obtiene de
la Ec. (2.20) que hij = —h‘f y por lo tanto no existen campos paralelos hﬁj(ji) que
puedan conducir a un CF uniforme para el par. Existe sin embargo el caso particular
en que hf = 0 (por ejemplo, direcciones de alineacién antiparalelas a lo largo del eje
z, que cumplen con las Ecs. (2.22) si J¥ = —J¥ y que conducen a h? = 0). O

Previamente se mencioné que si n; # mn;, entonces la Ec. (2.38) conduce a valores
fijos de los campos paralelos. A continuacion se realiza la demostracién explicita de
esta afirmacion.

Si U y V' son linealmente independientes, entonces al resolver la Ec. (2.38) se
determina que hﬁj = —j9s[D; + n; - (njynjs, njznjz, njznj,)]. El CF uniforme hY =

h"‘] + h" serd entonces (u,v, o indican los tres ejes principales)
(K?) = —j7s0unoue , Q= NNy + Ny, - (2.39)

Por el otro lado, cuando V% = 0, de la Ec. (2.38) se obtiene

i - JYU sy + ng, Ji9 0, (J9 + Ji9)

hl = —s (2.40)
zm + Uzm
si tanto m; como m; pertenecen al plano principal pv; y hﬁj = hﬂi = —S(Jﬁj + J9) si
1, es la reflexién de n; con respecto al plano principal pv. Asi, los CF son
(B ) = =8(J30) + T )iwey () =0, (2.41)
que implica que las componentes o de hﬁ] (%) y hf(j " e cancelan mutuamente de tal

forma que el CF uniforme resultante también pertenece al plano principal pv.
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2.3.5. Del entrelazamiento en la vecindad de la factorizacion

Lema 5. En la vecindad de la factorizacion, el entrelazamiento de pares alcanza
rango completo; es decir, todos los espines del sistema estdn entrelazados con

todos los otros espines.

Si bien en los puntos y lineas de factorizacién el entrelazamiento de pares se anula
(ya que el estado es separable), en su vecindad -es decir, para pequenas variaciones
de los valores de factorizacién en los acoplamientos y/o campos- el entrelazamiento
alcanza rango completo. Como se mostrara a continuacion, este resultado es completa-
mente general, ya que es valido incluso para acoplamiento y campos no uniformes. Asi
pues, los puntos de factorizacion pueden ser considerados verdaderos puntos criticos
del entrelazamiento aun en sistemas finitos.

Proof. Sean h' y J% los campos y acoplamientos para los cuales el estado separable
|©) (no necesariamente uniforme) es el GS no degenerado de H. Entonces, para
pequenas variaciones h' — h' + 0h' y JY, — JJ +6J,, el GS perturbado sera

pv
|GS) = |©) + 0|GS), con

W2, R S+, 5, 0010, S1SY)|O) _r oyt
J[ESEEDY L < v) = (3, uS; + 2, BiiSi Sy +...)18),

E,—Fo

’ (2.42)

donde |v) son los autoestados exactos -usualmente entrelazados- en el punto de fac-
torizacion (H|v) = E,|v), (v|©) = 0); dh', es la componente de dh' ortogonal a
n;y Sf/ = R;7Y(0;,:)SF R;(0;, ¢;) son los operadores de espin rotados, tales que
SF'1©) = 0 V¥ i. En la base estandar rotada {®;|k’;)} (S7|K;) = (s; — k)|K';)), tal que
1©) = @Y | 1), v considerando primero s; = 1/2 V i, se obtiene de la Ec. (2.42) al

orden perturbativo no nulo més bajo (se descartan los términos cuadraticos en «; y

fi;) una matriz reducida para el par de la forma

I o o5 Bij

a 0 0 0
& 0 0 0
By 0 0 O
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Utilizando el criterio de Peres (Seccién 1.4.1), se obtiene que la traspuesta parcial
de (2.43) tiene autovalores 1,0 y %|3|;; al orden mas bajo no trivial, de modo que
pij estara entrelazada si §8;; # 0. Los coeficientes exactos 3;; son, para perturbaciones

generales 6h' v 6J% , estrictamente no nulos para cualquier par i,j acoplados por

v
aplicaciones sucesivas de los acoplamientos en H (debido a las excitaciones de dos
cuerpos presentes en los autoestados exactos |v)). Estos coeficientes son generalmente
pequenos para pares distantes, pero siempre seran estrictamente no nulos.

Para espines mas altos s, p;; serd mas compleja, pero siempre contendra una
primera submatriz de la forma (2.43). Por lo tanto, también sera entrelazada si f;; # 0,
dado que la transpuesta parcial de este bloque serd el primer bloque de la transpuesta
parcial completa pg y es por lo tanto no positiva al orden mas bajo, evitando asi que
la matriz completa pg sea definida semipositiva. O

Para espines 1/2, la Ec. (2.43) conduce -al orden més bajo- a una Concurrencia

(ver Seccién 1.4.2) no nula C;; =~ 2|3;;|. A este orden, «; y «; en (2.43) no afectan a

Ci; (1.37) ni a los autovalores de la transpuesta parcial pgj .

Comentarios finales

En este capitulo se derivaron y estudiaron rigurosamente las ecuaciones funda-
mentales para la existencia de soluciones factorizadas en sistemas de espines interac-
tuantes. A partir de estos resultados, procedemos en los proximos capitulos a estudiar
el fenémeno de factorizacién en dos modelos distintos. Asi pues, se mostrara que las
EIC y las EDC derivadas permiten descubrir nuevas soluciones factorizadas y nuevos

fendmenos criticos.
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Campos factorizantes no

transversos en sistemas XY/

“Un proceso no puede ser entendido deteniéndolo.

El entendimiento debe moverse con el flujo del proceso,
debe unirse a este y fluir con el mismo.”

La Primera Ley del Mentat

- Extracto de “Dune” por F. Herbert.

En el capitulo anterior se determinaron las ecuaciones que aseguran la existen-
cia de soluciones factorizadas y de campos factorizantes (CF) bajo condiciones muy
generales. Asi pues, ahora se aplicaran estas ecuaciones al estudio de dos sistemas pa-
radigmaéticos: las cadenas de espines XY Z con interacciones ferromagnéticas (FM) y
con interacciones antiferromagnéticas (AFM). Cabe mencionar que si bien la factori-
zacion en estos dos sistemas ya habia sido estudiada en la bibliografia, se demostrara
que nuestras ecuaciones generales permiten no solo recuperar estos resultados sino
también obtener nuevos fenémenos previamente desconocidos.

En la Seccién 3.1 se realizard primero un breve repaso de los resultados conoci-
dos en cadenas antiferromagnéticas de espines 1/2 con interaccién XY Z de primeros
vecinos en campos uniformes. Este sistema es precisamente el estudiado por J. Kur-

mann, H. Thomas, y G. Miiller en 1982, cuando descubrieron el fenémeno de facto-
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rizacién [34]. Mds precisamente, estos autores mostraron que el sistema considerado
presenta una solucion separable de tipo Néel. En los anos posteriores, este sistema fue
también analizado por varios autores [78-88]; donde se consider6 por ejemplo la facto-
rizacién en sistemas bidimensionales [79], el rango del entrelazamiento en la vecindad
del CF [80,81] y su relacién con la frustracién del sistema [85]. Es importante men-
cionar que si bien Kurmann et al. estudiaron una cadena con campos no transversos,

el resto de los trabajos se centran en el caso de campos uniformes transversos.

Luego, se realizara un repaso de los resultados conocidos para cadenas ferro-
magnéticas de espines 1/2 con interaccién XY Z de primeros vecinos en campos uni-
formes transversos. Este caso fue estudiado por primera vez por R. Rossignoli, N.
Canosa y M. Matera [89], quienes demostraron la existencia de un estado factorizado
uniforme, y quienes argumentaron que en el campo factorizante (CF) la solucién de
campo medio es exacta. De hecho, mostraron también que las EIC pueden obtener-
se del método de random phase approximation (RPA) exigiendo que se anulen los
elementos que conectan el vacio (la solucién de campo medio) con excitaciones de pa-
res [90]. Este tipo de sistemas serfa estudiado en modelos més generales como cadenas

dimerizadas [90-94], ferrimagnetos [95] y sistemas con temperatura finita [96].

A continuacion, en la Seccion 3.2 se revisitaran estos dos sistemas paradigmaticos
con el fin de mostrar que las EIC y las EDC presentadas en este tesis permiten deter-
minar nuevos fenomenos criticos cuando se aplican al sistema campos no transversos.
En particular, se demostrara que tanto las cadenas FM como AFM presentan una so-
lucién factorizada uniforme que puede ser no degenerada para campos no transversos,
y que coexiste con la solucién de tipo Néel del caso AFM. Asi pues, estos novedosos
resultados extienden y completan el diagrama de factorizacion de Kruman et. al. Los

resultados presentados en este capitulo fueron publicados en [1].
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3.1. Cadenas con interaccién XY 7, repaso

El Hamiltoniano de una cadena de N espines 1/2 con interaccién uniforme XY Z

de primeros vecinos en un campo uniforme es

H=-=) hSt—3> J.8¢s", (3.1)
s b i,

donde la interaccién de intercambio JiJ, = &;;.J, (con pu = x,y,2) es AFM si J7 <0

y es FM si ij > 0. Como es bien sabido, es importante identificar las simetrias del

sistema bajo estudio; y en este caso -cadena con campo e interacciones uniformes, y

con condiciones de contorno peridédicas- el Hamiltoniano es invariante frente a trasla-

ctones. Es decir, que los autoestados no degenerados de H cumplen con la tnvarianza

traslacional

T|W) x |U), (3.2)

donde T es el operador de traslacién en un sitio. Ademas, si el campo externo es
transverso h, = h, = 0, entonces H conserva la paridad S, ya que conmuta con el

operador de paridad
P, = e 2il5iH1/2) (3.3)

Evidentemente, para campos no transversos, esta simetria no se conserva, pues ahora

[H,P.] # 0.

3.1.1. De la interaccion antiferromagnética

En [34], J. Kurmann, H. Thomas y G. Miiller determinan las condiciones bajo las
cuales el Hamiltoniano (3.1) presenta un estado separable de tipo Néel en el que las

direcciones de alineacién de los espines tienen valores alternantes

On) = H i) = | NN (3.4)
|77Z)2z'—1> = R2z‘—1(91, ¢1)| T2¢—1> ) (3-5)
’w21> - R21<927 ¢2)| T21> ) (36>
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donde R;(6;,¢;) = e % e %" es el operador de rotacién (1.64). Para un estado
de esta forma el problema original -no trivial- de muchos cuerpos interactuantes se

reduce a un problema de autovalores que incluye solamente dos sitios

Hi,i+1|¢z‘>|¢i+1> = €N|¢z‘>|¢i+1> ) (3-7)
con
h
Hion == 30 (ST + 85,0+ 18181 ) 3.3
1

En su trabajo, los autores demuestran que la Ec. (3.7) admite una solucién de tipo

Néel con energia por sitio
1
EN:EG/N:ZL(JI+Jy+JZ)7 (39)

si los campos magnéticos apuntan a la superficie de un elipsoide (ver Fig. 3-1) carac-

terizado por la ecuacion

h? h? h?
L + Y + - =1. (3.10)
(Jo+Jy)( o+ J)  (Jy+ L)y +Jo)  (J+ )T+ )

Debido a que el estado alternante (3.4) rompe la simetria traslacional de H, entonces
solamente puede surgir en un cruce de estados en el que el estado es doblemente

degenerado [97].

Finalmente, cabe mencionar que J. Kurmann et al. mostraron que si |©y) es un
autoestado de H para constantes de acoplamiento de intercambio J,, campos h, y
espin s = 1/2; entonces H también tendrd un autoestado separable de tipo Néel
para los mismos valores de las constantes de acoplamiento, campos 2sh, y espines
s arbitrarios. A su vez, en su trabajo demuestran que |Oy) es siempre el GS para
s = 1/2, mientras que para s > 1/2 indican que no lograron determinar una prueba

formal.
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Figura 3-1: Esquema del elipsoide (3.10) de campos factorizantes que determina una
solucién tipo Néel (3.4) en el espacio de campos (hy, hy, h.).

3.1.2. De la interaccion ferromagnética

El estudio de factorizacion en cadenas ferromagnéticas en campos transversos
(h, = h, = 0) se puede rastrear hacia los trabajos de R. Rossignoli, N. Canosa y J. M.
Matera, quienes en [89] determinaron las condiciones bajo las cuales el Hamiltoniano

(3.1) posee un autoestado uniforme completamente separable

N

©u) = [[R:i(6.0) 1) = | ~ 77700, (3.11)

i=1
en el que todos los estados son rotados para apuntar a lo largo de la misma direccion
0; =0y ¢; =0 en el plano xz. Siguiendo un procedimiento similar al presentado en
el capitulo previo, los autores demuestran que |©y) serd un autoestado de H si se

cumplen las ecuaciones

J, — J
g = =+ =2 z 3.12
cos Xo XET (3.12)
1
h,s = E(JZ — J;)cos@. (3.13)

En este caso se puede suponer -sin perder generalidad- que J, > |J,|, de modo que las
Ecs. (3.12) y (3.13) implican x € [0,1) y por lo tanto las constantes de acoplamiento

serdn de la forma J, < J, < J,. Este resultado se puede generalizar facilmente a sis-
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temas con interacciones uniformes de largo alcance, ya que |©y) dependera solamente

de la anisotropia y pero no del rango de la interaccion.

Si bien el estado uniforme (3.11) es invariante frente a traslaciones, este tltimo
rompe la simetria de paridad P, y por lo tanto debe surgir -al igual que |Oy)- en
un punto doblemente degenerado en el que se cruzan dos estados de paridad opues-
ta: a medida que el campo transverso aumenta en magnitud, el GS experimentara
transiciones de paridad, siendo la tltima de ellas el punto de factorizacion [89]. Asi
pues, tanto |Op) = [[~, Ri(0,0) como | — Oy) = [[Y, Ri(—6,0) son autoestados

degenerados de H en el CF (3.13), y su energia asociada sera
N
Ey = —g(Jx +J,—J,). (3.14)

A su vez, en [89], les autores demuestran que el estado uniforme |Oy) es el GS de H

siJ, >0.

3.1.3. jEstados fundamentales separables?

Para terminar con la presente seccion vale la pena resaltar un punto que es concep-
tualmente muy importante, y que surge por el hecho que en los dos casos previamente
estudiados la factorizacion aparece en un cruce de estados donde el GS es doblemente
degenerado. Por ende, si bien cada una de las soluciones que se cruzan es comple-
tamente separable, no se puede decir que en la factorizacion el GS del sistema sea
en efecto separable ya que cualquier combinacién de las dos soluciones serd también
GS. De hecho, dadas dos soluciones separables no coincidentes (por ejemplo, dadas

(| £ ©y)) cualquier combinacién lineal de estas serd un estado entrelazado.

Como se discutird a continuacion, en [1] demostramos que al romper la simetria
de paridad -mediante la aplicacién de campos no transversos- si es posible obtener

soluciones factorizadas no degeneradas en las que el GS es efectivamente separable.
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3.2. Cadenas con interaccién XY 7, revisitadas

Como ya se adelantd, en esta seccién se estudiaran las EIC y EDC en los sistemas
previamente mencionados. En una primera instancia se considerara un Hamiltoniano
completamente general que describe sistemas de N espines s;, no necesariamente
iguales, interactuando con acoplamientos de Heisenberg tipo XY Z de rango arbitrario
y en presencia de campos magnéticos generales h' = (hl, hi, h%), no necesariamente

uniformes. Es decir

H==> nst—1>" Jistst. (3.15)
(AL

i#],p

Como se demostré en el Capitulo 2, el estado separable

0) = @, Ri(0;, 00)| 1) = | /=N (3.16)

serd un autoestado de H si se cumplen las EIC y las EDC. En este caso, las EIC

(2.11)—(2.12) son

Jéj (cos ¢; cos ¢ — cos 0; sin ¢; cos 0 sin ¢;) = J(cos §; cos ¢; cos B cos ¢; — sin ¢; sin ¢;)
+J% sin 0; sin 0 , (3.17)
J;j (cos ; sin ¢; cos ¢ + cos ¢; cos O sing;) = J(cosB; cos ¢; sin ¢; + sin ¢; cos b cos ;) ;

mientras que las EDC (2.17) resultan

he sin6; — cos ;(hl cos ¢; + hising;) = > S;[cos b sinb;(J7 cos ¢; cos ¢; + J; sin ¢; sin ¢;)

JF
—J/ sin 6, cos 0;],

h.sing; — hycosg; = >.S;sin6;[—J7 sin¢; cos ¢; + J,7 cos ¢; sin ¢;] .

J#

Dado que las Ecs. (3.17)—(3.19) describen una amplia gama de escenarios, vamos
a restringir nuestra atencién a las soluciones uniformes y de tipo Néel, ya que estas

tltimas surgen naturalmente cuando el campo es uniforme!.

'Me tomaré la libertad de empezar por el caso de la solucién uniforme para luego estudiar el caso
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.<

'N-\—--
S

Figura 3-2: Representacion esquematica de la solucién uniforme.

3.2.1. Sobre la solucién uniforme

Aqui se examinard la posibilidad de tener soluciones uniformes con 6; = 6 y
¢ = ¢ Vi (Fig. 3-2); es decir, soluciones en las que |©) es un estado de méaximo
espin: (>, 8i)| = >, si. Si bien este tipo de soluciones rompe con la invarianza de
paridad, es evidente que preservan la invarianza traslacional; de modo que pueden ser
autoestados no degenerados cuando el campo es no transverso y uniforme.

En este caso, la Ec. (3.19) resulta
(J = J;7) cosBsin2¢ =0, (3.19)

e implica que si JJ — J7 # 0 para al menos un par, entonces el vector de espin (S;)
debe ser paralelo a un plano principal (zz si ¢ =0, yz si ¢ = /2y xy si 0 = w/2).
Notese que esta situacion se corresponde con uno de los casos del Lema 2 en que los
vectores U y V¥ son linealmente dependientes (ver Seccién 2.3.2).

Sin perdida de generalidad, se puede suponer que ¢ = 0; ya que los otros casos

son simples rotaciones de la presente eleccién. Si J9 # J9 1la EIC (3.18) es

ij _ 7
Ji—Ji

cos? 0 = T X, (3.20)

e implica anisotropia x constante para estos pares. Por el otro lado, cuando J¥ = J;j ,

de solucion tipo Néel.
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la Ec. (3.18) conduce al caso isotrépico Ji7 = JY ¥V p. De (3.20) se sigue que
JI > 0> g o JU < JU < g (3.21)

Las Ecs. (3.20)—(3.21) implican que las constantes de acoplamiento ij pueden ser de
la forma
JI=J7 479, (3.22)

con los J, tales que se cumpla (3.21). Asi pues, el estado |©) depende solamente

de x = jz:jz, y es independiente del rango de la interaccion (que es determinado

por J¥ y por r7). Es importante resaltar que la Ec. (3.20) conduce a cuatro posibles
direcciones de alineacion en el plano xz, y que estas se corresponden con las soluciones
+0 y +(7 —0), con 6 € (0,7/2).

En el caso ¢ =0, la EDC (3.19) (o (2.17)) implica -en acuerdo con el Lema 3- que
h; = 0; es decir, que el CF en cada sitio también es paralelo al correspondiente plano

principal (zz). La Ec. (3.18) es entonces

h: sinf — h' cosf = A, (3.23)
con
R, = sinfcosf Z s;(J9 — J9Y. (3.24)
i

Definiendo ng = m; = (sinf,0,cos0) y ny; = (—cosf,0,sind), las Ecs. (3.23)—

(3.24) implican que el CF no transverso estd dado por
h, = hjng+hing, (3.25)

en completo acuerdo con (2.18), y donde h’fl es arbitrario. De esta forma, las Ecs.
(3.24)—(3.25) dan lugar a una familia de CF no transversos que se ubican sobre cuatro

lineas rectas (Fig. 3-3): una para cada direccién de alineacion.

Es importante resaltar que el campo y la direccién de alineacién no pueden ser
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paralelos si hi, # 0. Esto se debe a que dada una direccién de alineacién fija para el

campo 1., = (sin+, 0, cosv); es decir, hl = h’(y)n., entonces las Ecs. (3.25) implican

hi(y) = ~

T (3.26)

que diverge si v — 6.

Para el caso de campos transversos v = 0, la Ec. (3.13) permite recuperar los CF

transversos (ver Seccién 3.1.2) estudiados en las Refs. [89,91]

h

sinf’

Wy = hi(0) = (3.27)

que son obviamente solucién de (3.23) cuando A’ = 0. Asi pues, también se puede

expresar la Ec. (3.25) como
h’; = hina + hisnz ) (328)

donde n, = (0,0,1) y h* = hﬁ — hi /tan 6. Asi pues, también podemos interpretar al
CF h' como la suma de un CF transverso h', = h' n. mds un campo no transverso
de magnitud arbitraria h; a lo largo de la direccién de alineacién my; cuyo efecto es

simplemente de cambiar la energia Fg.

En sistemas con invarianza traslacional -ya sean ciclicos o infinitos- si s; = s
entonces h, = h, Vi, que implican la existencia de un CF uniforme h,(y) apuntando
a lo largo de una direccién de alineacién + fija (Lema 4). Sin embargo, las Ecs. (3.28)—
(3.26) muestran que es posible obtener una solucién uniforme ain si el sistema no
es invariante frente a traslaciones, con la condicién que el campo hL en cada sitio
pueda ser controlado independientemente. En particular, para cadenas abiertas o para
sistemas con interaccién de corto alcance, las solucién uniforme requiere inicamente
correcciones de campos en los bordes, mientras que para el resto del sistema se necesita

un CF uniforme.
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hlJx ha/\J:|

Bl J:

hee/|Jx]

Figura 3-3: Campos factorizantes en cadenas XY Z con interaccién ferromagnética
(izquierda) y antiferromagnética (derecha) para campos en el plano principal xz del
espacio de campos. Las lineas rectas sélidas corresponden a un GS separable uniforme
(UGS) mientras que las lineas rectas discontinuas a estados excitados separables uni-
formes (UES). La elipse muestra los campos que dan lugar a un estado separable tipo
Néel fundamental (NGS, linea sélida) o excitado (NES, linea discontinua). El grafico
fue realizado para J, =0y J, > 0 (< 0) en el caso FM (AFM), con 0 < J, < J,.
Las flechas indican la direccion del campo externo aplicado, de modo que a medida
que aumenta la intensidad del mismo aparecen uno (FM) o dos (AFM) campos fac-
torizantes en el GS. Las direcciones de los campos n, son claramente diferentes de
la direccion de alineacién de los espines my. El recuadro muestra la descomposicién
(3.25) del campo factorizante que determina un UGS en cada diagrama, con la flecha
punteada indicando los campos factorizantes transversos h .

3.2.2. Del estado fundamental uniforme

En esta seccién se demuestra que el estado uniforme determinado anteriormente

es efectivamente el estado fundamental del sistema. Para esta soluciéon uniforme, la

energia (2.21) Eg = (Oy|H|Oy) = —>_,(Si*) (hi + 3 > jij<Sj>) es

Bo = —4Y S0~ I+ 79) = Y s (3.29
ij i
1SS+ T — T =N Sik (3.30)
ij i

De esta ecuacion (y en acuerdo con el Lema 1), es evidente que |Oy) serd el GS
st los campos paralelos hﬁne -0 equivalentemente hing- a lo largo de la direccién de

alineacion son lo suficientemente intensos. Asi pues, a medida que aumenta hﬁ siempre
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existird una transicion al estado fundamental uniforme (UGS) tanto en sistemas FM
como en sistemas AFM. Antes de alcanzar dicha transicién, |Oy) es un autoestado
excitado. Este resultado -que se muestra en la Fig. 3-3 (transicién de linea discontinua
a linea solida)- fue publicado en [1] y no habia sido reportado previamente.

A continuacién se demuestra que si la Ec. (3.20) se cumple, y si V 4, j,
T8 > 19 (3.31)

' . es decir, que

entonces esta transicién ocurre precisamente en el CF transverso hl;

|©) serd el GSY h; > 0 en (3.28) (panel izquierdo en la Fig. 3-3).

Proof: Si ¢; =0y 6; =6V i, entonces el estado separable se puede escribir como

= (252 L0 .0
. ' i 2si—k 7 s v
|©) = ®1(Z < . > oS 5 Sin 2]/@), (3.32)

donde S?|k;) = (s; — k)|k;). Por su lado, la Ec. (3.31) implica que la interaccién en H
-en la base estdndar {®;|k;) }- solo contiene términos no diagonales negativos o nulos?.
Por lo tanto, en esta base siempre existe un GS con una expansiéon en la que todos los
coeficientes son reales y del mismo signo (los coeficientes de distinto signo no pueden
disminuir (H)). Sin embargo, tal GS no puede ser ortogonal a |©) si § € (0,7) (que
implica h* > 0 en (3.28) si h. > 0), de modo que debe coincidir con |©) cuando
|©) es un autoestado exacto. El caso h: < 0 se puede reducir a la situacién anterior
por medio de una rotacién de angulo 7 al rededor del eje z, ya que esta iltima deja
invariante al resto de H.

En el caso transverso, los estados |Opy) v | — Ouy) = P.|Oy) (que se obtienen si
6 = £|6|) son exactamente degenerados (Ec. (3.30)). Asi pues, como se discutié en la
Secci6n 3.1.2, en el CF transverso h', el estado fundamental estd formado por el par
de UGS | £ ©y) cuando la Ec. (3.31) se cumple [89]. De esta forma, al aplicar campos
paralelos a la direccién de alineacion my (n_g) se rompe esta degeneracién, dejando

solamente a |Oy) (| — ©p)) como el GS. En otras palabras, la transiciéon al UGS se

2Este resultado se puede ver facilmente escribiendo a H en término de los operadores escalera
(1.58) SE = §% +4SY. A su vez, este argumento sigue siendo vélido si hy =0y hy >0Vi.
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da en hi,. O

Como se discutié en el Lema 1, el gap en la energia con el primer estado excitado
se puede hacer arbitrariamente grande al aumentar la intensidad de los campos h;
(Ec. (3.30)). Similarmente, el caso JZ > |J/7| V i,j se puede reducir a la situacién
previamente discutida tras una rotacién en 7/2 al rededor del eje y. Por lo tanto, en

este caso la transicion al UGS se da para campos transversos a lo largo del eje x,

hi,=h'/cosf = h' tanf.

3.2.3. Sobre la solucion tipo Néel

Como se discutié en la Seccién 3.1.1, para cadenas finitas las soluciones alternantes
tipo Néel [34] surgen en puntos doblemente degenerados en los que se cruzan dos
estados invariantes traslacionales no separables.

Sorprendentemente, este caso se corresponde con el discutido en la Seccién 2.3 .4,
donde se demostré que los CF uniformes no transversos deben pertenecer a la super-
ficie del elipsoide (2.36) dado por

W2 Nz, e,

ot ) e+ 02) Uy + d) iy +J0) | (et ) (o + Jy)

=1. (3.33)

Asi pues, se puede recuperar inmediatamente la condicién determinada por Kurmann
et al.. Por otro lado, proyectando sobre el plano zz, los CF h!, = h/(y)n., describen

una elipse (Fig. 3-3), y son tales que

(Jo + 1) (o + Jy)(J + )

h/ 2 — .
. (7)] (Jz + Jy) cos?y + (J, + J,) sin®y

(3.34)

Para cadenas de tipo FM, la solucion tipo Néel existe pero es un estado excitado
(NES, en el panel izquierdo en Fig. 3-3); mientras que en el caso AFM es un GS
(NGS) que coeziste en el plano xz -de campos- con el UGS previamente estudiado
(panel derecho). De hecho, el punto en el que la linea recta de la solucién uniforme se
cruza con el elipsoide (hs = h’) se corresponde precisamente con el punto en el que

la solucién uniforme deviene el GS (en este punto el NGS se convierte en uniforme y
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Figura 3-4: Diagramas de factorizaciéon (paneles superiores) y campos factorizantes
(paneles centrales e inferiores) para acoplamientos de tipo XY Z que cumplan con
la Ec. (3.21). En los paneles izquierdos (derechos) se tiene que J, > 0 (< 0), y con
J, del mismo signo que J,. Las diferentes combinaciones de los acoplamientos estan
indicadas (ver texto). Como se muestra en los paneles superiores e inferiores, para
Je < Jy <0, el estado separable de tipo Néel deja de ser el GS cuando J, > —J,,
aunque el estado separable uniforme sigue siendo el GS para campos adecuados.
La Ec. (2.36) puede también determinar un hiperboloide cuando las constantes de
acoplamiento tienen signos diferentes (paneles superiores e inferiores).

coincide con el UGS). Por lo tanto, dentro del primer cuadrante el UGS surge para
campos externos con angulos 0 < v < 0 en el caso FM, pero para § < v < 7, en el
caso AFM, con

To+J,

———=tanf. 3.35
T+ (3:35)

tan v, =
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Dentro de esta ventana, el GS de la cadena AFM presenta dos campos factorizantes
distintos a medida que h aumenta con un dngulo n., fijo (panel derecho, Fig. 3-3).
Por otro lado, vale destacar que la Ec. (3.33) determina un hiperboloide cuando J,,
Jy v J. no tienen todos el mismo signo. Este resultado se muestra en la Fig. 3-4, donde
todas las posibles combinaciones -no equivalentes- de constantes de acoplamiento se
consideraron para el caso (3.21). Cuando |.J,| aumenta desde 0, los diagramas de la Fig.
3-2 son esencialmente los mismos si |J,| < |.J,| (paneles centrales en 3-4) tanto para
el caso FM puro como para el AFM puro (todos los acoplamientos del mismo signo).
Este mismo comportamiento ocurre si J, tiene signo diferente. Sin embargo, como se
muestran en los paneles superiores e inferiores, cuando |.J,| > |.J,| (siempre que (3.21)
se cumpla, como por ejemplo J, < J, < 0y J, > —J,), el elipsoide se convierte
en un hiperboloide y el estado de tipo Néel deja de ser el GS del sistema AFM
original (J, < J, < 0). No obstante, el autoestado separable uniforme sigue siendo
el GS tanto para J, > 0 como para J, < 0 (lineas sélidas en los paneles inferiores).
Sorprendentemente, este resultado sigue siendo valido cuando |J,| aumenta mas alla
de |J,| (paneles superiores). Para finalizar esta seccién, cabe mencionar que los casos
Je>0>J, > J, vy J, <0< J, < J,son equivalentes a J, > 0 > J, > J, y

Jy > Jy, > 0> J, (respectivamente), tras una rotacién alrededor del eje y.

Comentarios finales

En este capitulo hemos demostrado que las EIC y las EDC permiten determinar en
forma analitica nuevos fenémenos como la emergencia del estado factorizado uniforme
en las cadenas AFM. A su vez, se probd que la presencia de campos no transversos
permite romper la simetria del Hamiltoniano y asi obtener un GS completamente
separable y no degenerado. En el siguiente capitulo se analizara en detalle el entre-
lazamiento, la magnetizacién y otras magnitudes en las cercanias de la factorizacién,

en los sistemas FM y AFM considerados aqui.
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Capitulo 4

Entrelazamiento y factorizaciéon en

sistemas XY 7/

Hacerlo resultaba dificil, costoso, y era improbable que funcionara. Pero era posible,
st alguien tenia interés en intentarlo.

- Extracto de “Parque Jurdsico” por M. Crichton.

En este capitulo se examinaran el entrelazamiento y otras medidas de correlaciones
en la vecindad de los campos factorizantes (CF) no transversos de los sistemas trata-
dos en el capitulo anterior. Cabe mencionar que el entrelazamiento en estos casos no
habia sido previamente analizado. Asi pues, en las Secciones 4.1 y 4.2 se obtendran
resultados completamente analiticos para el entrelazamiento y otras cantidades en
la inmediata vecindad de los campos factorizantes, y se demostrara que el entrela-
zamiento de pares tiene en este limite largo alcance. Luego, en 4.3 se presentaran
resultados del entrelazamiento, entropia de bloques, espectro de entrelazamiento (es
decir, el espectro de las matrices densidad reducidas) y la magnetizacién para cada
caso estudiado. Finalmente, en la Seccién 4.4 se realizard una breve discusiéon sobre
la discordia cuantica y el déficit de informacién en estos sistemas. Cabe recordar que
los estados reducidos de un par o grupo de espines obtenidos de un estado funda-
mental entrelazado son estados no puros, y por ende el entrelazamiento no captura la

totalidad de las correlaciones cuanticas de esos estados. Se verd en particular que la
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discordia puede exhibir un comportamiento distinto en las cercanias de factorizacién.

Los resultados presentados en este capitulo fueron publicados en [1] y en [4].

4.1. Entrelazamiento en la vecindad del estado fun-

damental uniforme

En esta seccion se estudiard el entrelazamiento en la vecindad del CF no transverso
h, que conduce a un UGS. Por simplicidad se considera que el campo aplicado h es
uniforme y que el sistema de espines es invariante frente a traslaciones; de modo que
la matriz densidad reducida de dos cuerpos py; = Tr5|GS)(GS| (siendo Tri5 la
traza sobre el subsistema complementario) depende solamente de la separacién entre
los dos espines. Por lo general, este estado reducido serd un estado mezcla cuando
el estado fundamental |GS) es entrelazado. Como se mencioné en el Capitulo 1, un
estado mezcla es entrelazado si no se puede escribir como combinacion convexa de
estados producto p; ® p; [45] (ver Seccién 1.2).

Dado un sistemas de espines 1/2, se obtiene mediante un tratamiento perturbativo

que el GS en la vecindad del CF es
GS) ~ |O0) + (a XS + 38557 S, +..)[0u); (4.1)
i i,

y por lo tanto, la matriz densidad reducida de dos espines ¢ y j resulta en

1 a o ﬂz‘j
a 0 0 0 5
pij ~ + O(6n1), (4.2)
a 0 0 O
Bij 0 0 0

con f;; # 0. A orden O(dh, ), la Concurrencia (1.37) del par es

La Ec. (4.3) implica que si bien Cj; toma valores finitos positivos en la vecindad del
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CF hg, se anula linealmente cuando h — hy; es decir, cuando el campo aplicado cruza
la linea de factorizacién para una direccién dada n,. A su vez, dado que el entrelaza-
miento de formacién (1.35) [53] es una funcién convexa creciente de la Concurrencia,
esta se anula como —C7 log, C7; cuando Cj; — 0.

De la Ec. (4.2) se puede ver también que los autovalores de p;; serdn ya sea 1 (con
correcciones negativas de O(6h?%)) o pequenios (O(6h?)). Por lo tanto, la entropia
S(pij) = —T'r pijlogy pij -que como se mencioné en el Capitulo 1 es una medida
del entrelazamiento entre el par de espines y el resto del sistema- se anulara como
O(6h% logy 8|h, |) cuando h — hg. Evidentemente, en la vecindad de h, se observard
este mismo comportamiento para la entropia de un solo espin S[p(1)]. Aqui se define
p(1) = p; = Trjp;; como la matriz densidad reducida de un sitio, mientras que p(m)
indica la matriz reducida de m espines contiguos. Cabe remarcar que la factorizacion
puede ser detectada directamente a través del espectro de entrelazamiento [47,48], es
decir, por los autovalores de la matriz densidad reducida p(m): en el CF (h = hy),
p(m) tendra solamente un autovalor no nulo p; = 1, mientras que en la vecindad de

la factorizacion el resto de sus autovalores serdn pequenos y O(6h?).

4.1.1. Entrelazamiento en la vecindad del campo factorizante

transverso

Como ya se ha mencionado, sobre las lineas de factorizacion (cuando el UGS es no
degenerado, Fig. 3-4) el GS es completamente separable y por lo tanto Cj; = 0 Vi, j.
Sin embargo, en la vecindad del CF transverso (h = hn,) el comportamiento de Cj;
es diferente al descrito anteriormente puesto que el GS es doblemente degenerado [89).
No obstante, siempre se pueden determinar los limites laterales del GS que tengan

paridad bien definida cuando h — hZ,. Asf pues, los estados entrelazados

= 4.4
V2(1+ (—6¢[6y)) 44

con |—Oy) = P,|Oy) son los limites laterales del GS. Estos estados conducen a limites

laterales comunes Cy en la Concurrencia C;; de cualquier par i # j. Para s = 1/2,
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estos limites son [89]

C* = (4.5)

sin® f cos™V 726 '

1+cosVO |’
con N el nimero de espines y cosf determinado por (3.20); a su vez (—Oy|Oy) =
cos™ §. Por ende, para cadenas finitas (NN finito), C;; presentard una pequefia dis-
continuidad cuando el campo transverso h pasa por h,, reflejando asi el cambio de

paridad del GS en la factorizacion.

4.2. Entrelazamiento en la vecindad del estado fun-

damental de Néel

En el capitulo pasado (Seccién 3.1.2) se resalté el hecho que tanto el UGS a
campo transverso como el NGS comparten la propiedad de ser ambos doblemente
degenerados en la factorizacion; de modo que no debe ser sorprendente que los limites
laterales de C;; de la Ec. (4.5) sigan siendo vélidos para cadenas antiferromagnéticas.
En este caso, cualquier GS exacto de la cadena ciclica AFM en un campo uniforme
debe preservar la invarianza traslacional. Asi pues, cuando h — h’ ;t el GS se acerca

a los limites laterales (que preservan la invarianza traslacional)

|On) £ | — On)
0%) = ,
o) V2(1 £ (—6y|On))

(4.6)

donde |On) = |01¢1,62¢2,...) ¥y | — On) = |02¢p2,0161,...) = T|Oy) denotan los
estados separables tipo Néel que estan degenerados en el CF k!, (T indica el operador
de traslacion (3.2)). Evidentemente estos estados tienen la misma forma que (4.4) y

por lo tanto para cualquier par de espines 7, 7 conducen a la Concurrencia

sin? @ cosV 2 ¢

ct =
14 cos™V @’

: (4.7)

donde ¢ es igual a la mitad de la diferencia entre los angulos alternantes en la solucion
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&} | c.
C H O
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C, rl S Gy
: - hy h/J
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Figura 4-1: Concurrencia C; entre los espines i e ¢ + [ en cadenas finitas de espines
1/2 con interaccién XY (J, = 0; x = J,/J, = 1/2) FM (izquierda) y AFM (derecha).
La abscisa indica la magnitud del campo no transverso h = |h| con orientacién fija
n., = (sin~y, cos~y) en el plano principal zz tal que v = 0,027 (FM) y 0,367 (AFM).
Para estas orientaciones hay un solo campo factorizante no transverso |hy| ~ 0,76.J,
(Ec. (3.26)) en el caso FM (que determina un UGS); y dos campos factorizantes en
el caso AFM: |h| =~ 1,06J, (Ec. (3.34)) y |hs| =~ 1,43.J,, que corresponden al NGS
y UGS, respectivamente. Los recuadros muestran en detalle la vecindad de los CF,
donde se puede observar que todos los C; se anulan linealmente en h, (Ec. (4.3))
y que VI se aproximan a limites laterales (4.7) en h.. En la vecindad de cualquier
CF todos los pares de espines estan entrelazados; y este comportamiento se mantiene
entre ambos CF para el caso AFM considerado. Todos los ejes son adimensionales.

tipo Néel si |y < 7 (Ec. (3.35))

(L + J) (e + Jy) (Jo + Jy) cos?y + (J, + J,) sin?
o+ J, (Jp + Jy)2 cos?y + (J, + J,)?sin®y

cos? 0 = : (4.8)
mientras que cos? @ estd dado por la inversa de (4.8) si v, < ¥ < T — Y. Por lo
tanto, para cadenas pequenas estos limites laterales seran diferentes y la Concurrencia
tendra una discontinuidad sobre el elipsoide de factorizacién (ver el panel superior

derecho en la Fig. 4-1).

Si bien para espines generales s > 1/2 la Concurrencia no es aplicable, en este
caso podemos -sorprendentemente- extender la Ec. (4.7). Esto tdltimo se debe a que
si consideramos el estado reducido pj? que surge de los estados degenerados ]@ﬁ%
entonces el subespacio que genera el GS es bidimensional y los estados de un solo sitio
10%,), ]@ﬁj) se comportan como qubits efectivos (ver por ejemplo [89]). La expresién

generalizada se obtiene al reemplazar cos @’ — cos® @' y sin? @' — 1 —cos* ¢ en (4.7).
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Similarmente, los limites laterales del estado reducido p*(m) de m espines se puede
obtener directamente a partir de los limites laterales del GS completo (4.6). Asi pues,

se obtendran estados mixtos de rango 2 de la forma

_ OO+ = O (=OF| + (IOF)(=OF(=Oy "|©"™) + h.c.)
2(1£ (—OnN|On))

pt(m) , (4.9)

donde | £ ©F) indica al estado reducido de m espines en los estados de Néel | + O y)
y donde (—Oy|Oy) = cos™¥ @, (—OR|OF) = cos™ ¢, con cos?# dado por (4.8) para

|| < Y. Los autovalores exactos de p*(m) son pE y 1 — pE, con

. (T4cos™@)(1+cosV ™)
= ) 4.10
Prm 2(1 £ cosMN @) (4.10)

Sorprendentemente, estos limites laterales son independientes de la eleccion de los m
espines, es decir, son los mismos para m espines contiguos o separados. Este mismo
comportamiento se observa en el UGS para campos transversos [89]. Asi pues, los

limites laterales para la entropia de entrelazamiento S[p(m)] en h’ son

S[p*(m)] = —py, logy pr, — (1 — pyy,) logy (1 — pyy,) - (4.11)

Para valores de m suficientemente grandes (m < n/2) la superposicién (—O%|O%)
se anula y p¥ — 1/2, lo que a su vez implica S[p*(m)] — 1. Cuando m = 2, de (4.9)
se recuperan los limites laterales del estado reducido de cualquier par, mostrando asi
que los limites laterales de la Concurrencia (4.7) son independientes de la distancia

que separa los espines.

4.3. Resultados de Concurrencia, entropia de blo-
que y magnetizacion

En las Figs. 4-1 a 4-3 se muestran resultados ilustrativos para la Concurrencia, en-

tropia de bloque y magnetizaciéon de una cadena ciclica de espines 1/2 con interaccién
XY x=J,/J, =1/2(y J, = 0) FM (izquierda) y AFM (derecha) de primeros vecinos

inmersos en campos no transversos, donde los resultados previamente discutidos pue-
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den ser claramente observados y verificados. Los resultados numéricos se obtuvieron
mediante una diagonalizacién exacta pues la fermionizacién de Jordan-Wigner [98]
es solo vélida para campos transversos [90]. Todas las cantidades fueron graficadas
en funcién de la magnitud escalizada del campo magnético no transverso |h|/J, para
una orientacién fija en el plano xz (v = 0,047 /2 en el caso FM, y v = 0,727 /2 para el
AFM). Para estas orientaciones del campo hay un solo CF no transverso h; en el caso
FM que determina un UGS; mientras que para el AFM hay dos campos factorizantes,

el primero en h’, que da lugar a un NGS y el segundo en h, asociado a un UGS.

4.3.1. Concurrencia de pares en cadenas XY

En la Fig. 4-1 se puede verificar que si bien para campos pequenos solo la Con-
currencia de primeros vecinos ' es no nula para ambos casos FM y AFM, todas las
Concurrencias son no nulas en la proximidad de los CF. Ademas, como se puede ver
en los recuadros, en la vecindad de hg su comportamiento estd bien descrito por la
Ec. (4.3), ya que las Concurrencias se anulan linealmente con |h — h,| para h — h
(Bij o< 6hyin~1=3! (n > 1) en el caso mostrado en la Fig. 4-1, y cambia de signo cuando
h cruza k). Por el otro lado, para el caso AFM se verifica que en h/, todas las C;
alcanzan limites laterales comunes (4.7) que son independientes de la distancia [ entre
espines (aqui, cosf’ = 0,92 y C~ = 0,11, C" = 0,049). Sorprendentemente, a medida
que el campo aumenta en magnitud (con orientacién 6 < vy < ~,,) el sistema presenta
dos CF, y esto conlleva a una zona intermedia (entre h. y hg) con entrelazamiento
de pares de largo alcance. Cabe remarcar que si bien los limites laterales de C* en
h’, disminuyen a medida que el nimero N de espines aumenta, las Concurrencias C)

siempre tendran valores finitos en la vecindad de ambas factorizaciones h’, y hs.

4.3.2. Entropia de bloque

En la Fig. 4-2 se muestra la entropia de entrelazamiento de un bloque de m espines

continuos!. Primero, se verifica que la entropia de bloques se anula cuadraticamente

!Cabe mencionar que esta entropia habia sido estudiada en cadenas de espines con interaccién
XY y XY Z solamente para campos nulos o para campos transversos [19,47,97,99], incluyendo
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Figura 4-2: Entropia de bloque S(m) = S[p(m)] de m espines contiguos (arriba) y
autovalores p; (espectro de entrelazamiento, abajo) de la matriz densidad correspon-
diente p(m) para m = 5 en los mismos sistemas FM (izquierda) y AFM (derecha)
que la Fig. 4-1. En h, (UGS), S(m) y todos los p; menos uno (p;) se anulan; mientras
que para h — h! (NGS) S(m) se aproxima a los limites laterales (4.11) (indicados
para m = N/2), y solo dos autovalores -p; y po- son no nulos (p; se aproxima a los
limites laterales indicados). Recuadro: detalles en la vecindad de los CF.

en la vecindad de hg; mientras que en el caso AFM se aproxima a los limites laterales
analiticos (4.11)—(4.10) en el punto de factorizacion h!, que determina un NGS (aqui
Slp(m)*] = 0,31, S[p(m)~] = 1 para m = n/2; y cabe remarcar que p,, = 1/2 para
m = n/2 ¥ n). Luego, para interaccién FM, estas entropias saturan rapidamente
-a campo fijo- a medida que m aumenta; en cambio, para el caso AFM si bien por
encima de |h;| son pequenas (< 0,01) y saturan rapido, por debajo de |k’ | son grandes

y dependen del tamano del bloque.

4.3.3. Espectro de entrelazamiento

Como se discutio en la Seccién 1.3.3, el comportamiento de las entropias de bloque

se puede entender mejor a través del espectro de entrelazamiento (fila inferior de la

también las entropfas de Renyi [47,100,101]
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Fig. 4-2, donde se muestran los autovalores p; de p(m) para m = 5) 2. En el caso FM
hay tres autovalores dominantes, con p; cercano a 1; mientras que el comportamiento
de py v p3 es parecido al de S(m): todos los autovalores excepto p; se anulan -
cuadréticamente- en h,. Sin embargo, para el caso AFM se muestra que si |h| < |h.],
tanto p; como po son significativos y comparables, indicando que el estado reducido es
aproximadamente un estado de rango 2. Cuando h — h.*, p(m) deviene ezactamente
un estado de rango 2, ya que solamente p; y ps son no nulos; en acuerdo con las
Ecs. (4.9) y (4.10). Este comportamiento es similar al observado en [47]. Como era
de esperarse, las transiciones del GS en este sector se observan claramente en la
entropia de bloque y el espectro de entrelazamiento. Finalmente, para |h| > |h|
el comportamiento es similar al caso FM, ya que solamente hay tres autovalores
dominantes, con p; mucho mayor al resto. Por otro lado, todos los autovalores excepto
p1 se anulan en el segundo CF hg.

Vale la pena remarcar que para campos nulos, cualquier medida de entrelazamiento
en una cadena XY serd exactamente la misma en los casos FM y AFM, ya que los
Hamiltonianos correspondientes pueden ser transformados el uno en el otro a través de
rotaciones locales en los sitios impares en angulo 7 al rededor del eje z; y esto tltimo
no afecta las medidas de correlaciones. Este hecho explica entonces el pronunciado
incremento en la entropia de bloques en el caso FM a medida que el campo se anula,
ya que en este limite deben coincidir con las entropias del AFM (que son de mayor
magnitud). Evidentemente, esta simetria no se mantiene para campos finitos que no

apunten en la direcciéon del eje z.

4.3.4. Magnetizacion

Sorprendentemente, para sistemas con s = 1/2 e invarianza traslacional la mag-
netizacion escalizada m = 2|M|/N -con M = (>, S;) la magnetizacién total- puede
ser utilizada como un testigo de entrelazamiento; ya que la magnitud 1 — m es efec-
tivamente una medida del entrelazamiento de un espin con el resto de la cadena (es

decir, de que tan mezclado estd el estado reducido del espin). De hecho, m = 0 (1)

2Los resultados para otros m son similares.
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Figura 4-3: Magnetizacion escalizada m,, = >, 2(S¥)/N y m = |m| (arriba); y gap
escalizado entre la energia del GS y la de los primeros dos estados excitados (abajo)
en los mismos sistemas FM (izquierda) y AFM (derecha) que la Fig. 4-1. Como se
muestra en los recuadros, en el CF no transverso hg se obtiene m = 1 (UGS). El gap
en la energia muestra que el UGS se puede alejar del primer excitado a medida que
aumenta la magnitud del campo, mientras que el NGS es doblemente degenerado.
Todos los ejes son adimensionales.

implica entrelazamiento espin-resto maximo (nulo). Por lo tanto, como se puede ve-
rificar en la Fig. 4-3, se obtiene m = 1 en el CF no transverso hg, y esto implica un
comportamiento no mondtono de m a medida que aumenta el campo (ver el recua-
dro). Para verificar que este comportamiento no surja por efectos de sistemas finitos,
se estudiaron sistemas de mayor tamano, donde este comportamiento no mondétono
también persiste. Por lo tanto, a través de una medida de M -o de la susceptibili-
dad asociada- como funcién del campo aplicado, seria posible determinar el CF no

transverso h.

4.3.5. Gap entre el GS y el primer estado excitado

En los paneles inferiores se puede observar que el UGS en h, es no degenerado y
estd bien separado del primer estado excitado, mientras que el NGS en h! es doble-
mente degenerado. De hecho, como se puede apreciar en el gap o en la magnetizacién,

el FM no presenta transiciones en el GS, pero en el caso AFM hay N/2 transicio-
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Figura 4-4: Concurrencia C; entre los espines i e i+ en cadenas finitas de espines 1/2
con interaccién XY Z (J, = 0,25|J,|; J,/J, = 1/2) y J, > 0 (J, < 0) en los paneles
izquierdo (derecho). La orientacién del campo magnético es la misma que para las
Figs. 4-1-4-3. Los campos factorizantes estdn ahora en |hy| ~ 0,52.J, para el caso FM;
v |hs| = 1,06, |h,| =~ 0,84.J, para el caso AFM. Se verifica que los limites laterales
de A/ son (4.5), y que todas las Concurrencias se anulan linealmente en hs.

nes del GS a medida que |h| aumenta con orientacién 7 fija (nétese que la ultima
transicion coincide con h'). Estas tltimas son transiciones de “paridad de traslacién”
|GSE) — |GST), con |GSE) estados invariantes traslacionales (T'|GSE) = +|GS*)).
Estas transiciones son, de hecho, similares a las observadas en sistemas FM y AFM
con campos transversos [47,89-91]; con la diferencia que en esos casos estan relacio-
nadas con transiciones de paridad de espin [89-91] que terminan en el CF transverso.
Por lo tanto, k! representa para sistemas finitos en campos no transverso un campo

critico que indica el pasaje a un régimen distinto.

Concurrencia de pares en cadenas XY 7

Finalmente, en la Fig. 4-4 se muestran resultados de la Concurrencia de pares en
una cadena con interaccién XY Z (J, # 0). Vale la pena recordar que este sistema no
puede ser mapeado a un problema de fermiones independientes, ni siquiera cuando el
campo es transverso [98,101]. Para este estudio se fij6 J, = 0,2|.J,| en ambos casos
FM (J, > J, > 0) y AFM (J, < J, < 0); mientras que las orientaciones del campo
son las mismas que las utilizadas previamente. Evidentemente, el comportamiento es
similar al observado en la Fig. 4-1, con las transiciones de paridad aun presentes en el

caso AFM. Resalta a la vista sin embargo el hecho que los valores de C; son mayores a
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los observados previamente, y que los limites laterales en h’ para el caso AFM estan
mds cercanos entre ellos (ahora C~ = 0,036 y C* ~ 0,032) debido al valor distinto
en la anisotropia y. Para campos nulos se sigue cumpliendo que los valores de las
medidas de entrelazamiento son las mismas para FM y para AFM. Finalmente, es
importante resaltar que para este caso, los resultados para la entropia de bloque y

para el espectro de entrelazamiento son similares a los presentados previamente.

4.4. Discordia cuantica y déficit de informacién

En esta seccion se estudiara la discordia cuantica y el déficit de informacion en
cadenas XY con interaccién FM en campos transversos y no transversos.

Campos transversos. En este caso el GS es doblemente degenerado (dado por
©)=10,...,0) y | —O) =|—6,...,—6)) y sus limites laterales son (4.4). Asf pues,
los estados reducidos son comunes p;t para cualquier par ¢ # j. Sin embargo, cuando
el overlap (©]0) = cos™ § es despreciable (es decir, cuando N o # no son pequeros),
entonces ambos limites laterales convergen y pg = (|060)(06| + | — 0 — 0)(—0 — 0])/2.
Si bien py es un estado mezcla separable -cuya concurrencia serd nula- su discordia
es no nula (ver Seccién 1.5.1). Asi pues, como se muestra en la Fig. 4-5, la discordia
cuantica y el déficit de informacién tienen limites laterales finitos en el CF hg,, que
pueden ser determinados analiticamente [94] y son independientes de L. A su vez, la
discordia y los déficit de informacién presentados alcanzan su maximo en la vecindad
del CF, y siguen presentando valores apreciables para todo h, < h,, dado que en este
sector el estado reducido de cualquier par serd esencialmente py.

Por otro lado, como se puede ver en la Fig. 4-5 si bien la discordia cuantica
D y el déficit de informacion [; presentan un comportamiento similar; I; tiene un
maximo pronunciado que refleja la transicién en la direccién de la medida local que
la minimiza (en este caso D no presenta transicién en la medida minimizante ya que
esta esta siempre a lo largo del eje x). Esta transicién se relaciona con el cambio de
autovalor dominante en la matriz densidad reducida y por lo tanto con el cambio de

tipo de entrelazamiento [102]. Por su lado, la medida que minimiza a I; presenta una
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Figura 4-5: Discordia cudntica (panel superior izquierdo), déficit de informacién
(superior derecho), Concurrencia (inferior izquierdo) y el dngulo 6 que determina
la medida de espin que minimiza estas cantidades (inferior derecho) para el estado
reducido de una cadena de espines 1/2 con interaccién de primeros vecinos tipo XY
en funcién del campo transverso aplicado (B = h.). L indica la separacién entre los
espines (L = 1 para primeros vecinos) mientras que N es el nimero de espines, y
X = Jy/J, indica la anisotropia. El d4ngulo 6 se mide en el plano zz a partir de la
direccién positiva del eje z, y se puede ver que es constante para D (§ = 7w/2) pero
experimenta una transicién x — z para el déficit de informacién I; (linea sélida) y I
(linea punteada) -en este dltimo caso la transicién es abrupta. Todas estas cantidades
alcanzan rango completo en el CF transverso B = h,,. La discordia y los déficit
de informacion presentan limites laterales finitos, comunes e independientes de L;
mientras que para la Concurrencia estos limites laterales son despreciables.

transicién suavizada que recorre todos los valores intermedios en una region centrada

alrededor del valor de transicién de I5.

Campos no transversos. Para interaccion FM y campos no transversos, la
cadena tiene un CF hg que determina un UGS no degenerado en el que la discordia
D y el entrelazamiento de formacién E; se anulan exactamente. De hecho, como
se muestra en la Fig. 4-6, para primeros vecinos el par reducido estd mucho menos
mezclado y eso implica que E; y D tengan valores parecidos, con Ey levemente inferior

a D. Para segundos vecinos, el comportamiento de D es cualitativamente similar pero
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Figura 4-6: Discordia cudntica D y entrelazamiento de formacion E; (panel izquier-
do), y los dngulos 6, ¢ de la medida minimizante de D (panel derecho, linea sélida)
para espines adyacentes en una cadena XY con y = 0,5, y campo no transverso en el
plano xz, como funcién del d&ngulo v que el campo forma con el eje z, y con |h| = J,.
Tanto D como E; se anulan en el CF debido a que el UGS es no degenerado. A
medida que v aumenta, aparece una transicion en la medida minimizante que va del
plano zz al eje y. Esta transiciéon puede ser predicha mediante la medida que optimiza
la entropia condicional cuadratica (linea puntada en el panel derecho).

sus valores son menores. Vale la pena remarcar que tanto Ef, D e I; exhiben largo
alcance en la vecindad del CF.

A su vez, si el campo es lo suficientemente intenso la medida minimizante de D
presenta una transiciéon del plano xz al eje y cuando el angulo del campo rota en el
plano xz. Esta transiciéon puede ser entendida considerando la entropia condicional
cuadratica ya que su medida minimizante sigue de cerca la medida que minimiza la
discordia cuantica basada en la entropia de von Neumann (Fig. 4-6). Finalmente, cabe
mencionar que si bien I; presenta un comportamiento similar al de D; su respectiva

medida minimizante es distinta pues tiende a alinearse con el campo aplicado |h/|.

Comentarios finales

En este capitulo se ha verificado que las correlaciones cuanticas adquieren largo
alcance en la vecindad del CF, corroborando que este es un punto critico cuantico
del sistema finito. En el préximo capitulo se vera que estos efectos se tornan ain mas
dramaticos en sistemas con interaccion X X7 inmersos en campos no homogéneos,

donde el CF representa un punto multicritico de magnetizacion y entrelazamiento.
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Capitulo 5

Factorizacion y criticalidad en

sistemas X X Z finitos

“E's muy peligroso, Frodo, cruzar la puerta”, solia decirme.
%

“Vas hacia el Camino y si no cuidas tus pies no sabes hacia donde te arrastraran.’

- Frodo citando a Bilbo, en “La comunidad del anillo” por J. R. R. Tolkien.

El modelo XX Z es un sistema de espines arquetipico que ha sido ampliamente
estudiado para entender las propiedades y las fases de los sistemas de muchos cuerpos
interactuantes [103-110]. De hecho, este modelo puede emerger como un Hamilto-
niano efectivo en diversos escenarios, como por ejemplo en los modelos bosénicos y
fermiénicos de Hubbard [111-114], y en sistemas de dtomos interactuantes atrapados
en un potencial [113-115].

Desde hace algunos anos, el interés en los sistemas X X Z se ha visto renovado
gracias a los grandes avances en tecnologias de punta de control cudntico [36,121].
Estos tltimos han permitido simular sistemas de espines con interacciones efectivas
tipo X X Z en distintos sistemas fisicos como atomos frios en redes épticas [114-120],
microcavidades acopladas por fotones [122-124], junturas superconductoras de Jo-
sephson [125-129], iones atrapados [130-134], d&tomos en superficies [135] y en puntos
cuanticos (quantum dots) [136]. Para més detalles sobre la realizacién fisica de los

sistemas de espines, ver el Apéndice A.
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El objetivo de este capitulo es estudiar la factorizacion en sistemas finitos de
espines arbitrarios con interaccion X X Z en campos transversos no uniformes. Cabe
mencionar que se decidié estudiar este modelo en particular pues al tener simetria
U(1) presenta fenémenos criticos de gran interés [108]. Asi pues, en la Seccion 5.1 se
estudiaran las respectivas EIC y EDC, donde se mostrara que estos sistemas presentan
un GS factorizado completamente separable que rompe la simetria y que surge en un
punto excepcionalmente degenerado. Luego, en la Seccién 5.2 se mostrara que tal
fenémeno aparece para una gran variedad de configuraciones de campos y que los
resultados son validos para sistemas de cualquier dimensién y valor del espin. Asi
pues, generalizamos la transicién del tipo Pokrovsky-Talapov [105] de los modelos de
espin 1/2 a sistemas mas generales. En la Seccién 5.3 se estudian diagramas de fase
de magnetizacion y entrelazamiento. Finalmente, en 5.4 se comparan los resultados
para distintas configuraciones de campo compatibles con la factorizacion, donde se
determina la presencia de nuevos fenémenos no triviales inducidos por los campos

magnéticos. Los resultados presentados en este capitulo fueron publicados en [3].

5.1. Factorizacion en cadenas con interaccion X X7

El Hamiltoniano de una cadena de N espines s; con interaccion X X Z en campos

transversos no uniformes es

H= =3 WP =3 JU(SPST+ SI8Y) + JUS7S; . (5.1)

1<j

Dado que este Hamiltoniano conmuta con el operador de espin total,
[H,87]=0, S => 5, (5.2)

sus autovalores tendran magnetizacién definida M en el eje z. Esto ultimo implica
que el GS exacto del sistema presentara plateaus -o mesetas- de magnetizacién M a

medida que los campos h' son variados. Para campos paralelos uniformes suficiente-
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mente intensos, el GS del sistema estara completamente alineado con el campo, sera
separable y tendrd magnetizacion maxima |[M| =S = ), s;. Por otro lado, cuando
|M| # S el GS serd en general un estado entrelazado.

Siguiendo el mismo procedimiento del Capitulo 3, utilizamos las ecuaciones de

factorizacion para determinar bajo qué condiciones H posee un autoestado separable

|®> _ ®?:le—z¢iSfe—19iS§’

) =1 AN (5.3)

donde recordamos que el estado local [1;) (S?[T;) = s;|T4)) es rotado en una direccién
arbitraria n; = (sin 0; cos ¢;, sin 0; sin ¢;, cos 0;). Asi pues, en este caso las EIC (2.11)—

(2.12) resultantes son [3]

J7 cos ¢y;(1 — cosf; cos0;) = J9sin6);sind;, (5.4)

JY sin ¢ (cos; — cos ;) = 0, (5.5)

donde ¢;; = ¢; — ¢;; mientras que las EDC (2.17) son

h'sin®; = > s;[J" cos ¢y cosb;sind; — J7 sin6; cos b;] (5.6)
JF#i

0 = Y s;J7sin¢y;sinb; . (5.7)
JF

De las Ecs. (5.4) y (5.5) se puede ver facilmente que los estados maximamente
alineados o antialineados en el eje z (6; = 0 o m Vi) satisfacen las EIC. Sin embar-
go, estamos interesados en determinar soluciones no triviales de la forma 6; # 0,7 y
¢i; = 0V1i,j. Dado que (0, ¢ 4+ 7) es equivalente a (—6, ¢), no es necesario considerar
soluciones con ¢;; = m (que también satisfacen las Ecs. (5.5) y (5.7)) si se permi-
ten valores negativos de . Bajo estas condiciones, las Ecs. (5.5) y (5.7) se cumplen

trivialmente, mientras que la Ec. (5.4) implica

_ tan(ej/2> - /A2
/’71] = tan<02/2> = A’L] :i: A’L] — 1 s (58)

con A;; = J9/J49 = Ay;. Debido a la raiz en el lado derecho de (5.8), estas soluciones
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existen solamente cuando |A;;| > 1.

Asi pues, si |A;;] > 1, la Ec. (5.8) conduce a dos posibles soluciones para 6; dado
un 0; (0; = V4 si 0; = ¥y). Cabe mencionar que este resultado esta en acuerdo con
el Lema 3 del Capitulo 2. A su vez, se verifica también el Lema 2 ya que dados 6;, 6,

. . , . m-—&-ni_-l . _
# 0,7, siempre existe un dnico valor de A;; = —5*L que satisface (5.8) (nijl =

2
Aij :F1/A12j — ].)

Si la Ec. (5.8) se cumple para todos los pares interactuantes, los CF (5.6) son

h; = Z SjVijJij1 / A?J —1 5 (59)

J

donde v;; = —vj; = %1 es el signo en (5.8). Sorprendentemente, estos CF son inde-

pendientes de los angulos 60;, y cumplen la condicion de suma ponderada nula

D sihi=0. (5.10)

Por otro lado, la energia Fg (2.21) es

Bo=—) sisjJ7, (5.11)
i<j
que depende solo de J%, y para los presentes valores de los campos magnéticos coincide

con la energia de los estados maximamente alineados M = +£5.

5.1.1. Sobre el estado fundamental

Con un argumento similar al presentado en la Seccién 3.2.2 se puede demostrar
que si JY > 0 Vi, j, entonces el estado |0) es el GS de H con energia (5.11) [3].
Proof: Sea un par de espines i # j (N = 2). Dado que la energia es independiente
de los dngulos azimutales ([H, S%] = 0), podemos considerar el caso ¢; = ¢; = 0. El

estado factorizado del par |0;6;) puede ser escrito en la base estandar como

Sk
0:0;) =® Z\/ (5,2, ) sin®s Mk Bk cogortm Ok ) (5.12)

k=i
Jmk:_skj
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donde SF|my) = my|my). Para J9 > 0y J9 > 0, la Ec. (5.8) admite soluciones con
6;,0; € (0,m) cuyos coeficientes en la expansién (5.12) son estrictamente positivos.
Por lo tanto, en la factorizacién |6;6;) debe ser un GS del Hamiltoniano local del par
H%Y: en estos puntos no solo es un autoestado exacto sino que para J“ > 0 todos los
elementos no diagonales de H% son negativos. Esto tltimo implica que (H¥) puede
ser minimizado por un estado con todos los coeficientes del mismo signo, pero no
existe tal estado que sea ortogonal a |#;6,). Cabe mencionar que una rotacién de 7 al
rededor del eje z en uno de los espines (por ejemplo en j) cambiard el signo de J¥ y
de 60;, pero no afectard a J, a los campos ni al espectro de H%. Por lo tanto, |6;, —6;)
serd un GS para este HY; y evidentemente los dngulos 6;, —6; cumplirén (5.8) para
A;; < 0 (con el signo v;; — —v;;) y los campos seguirdn siendo (5.9). Los argumentos
previamente mencionados muestran que si J¥ < 0, entonces |0;0;) sera el autoestado
de mayor energia de H* para cualquier signo de J% (pues es el GS de —H"Y).

Sea ahora un sistema -general- de espines en el que cada par interactuante satisface
la Ec. (5.8) y en el que los campos estédn dados por (5.9). En este caso, siempre se puede

escribir el Hamiltoniano completo como suma de Hamiltonianos locales » ., . H 4 con
H = —pS7 — hI'S? — JU(SEST 4 SYSY) — JiSE Sz, (A2)

y donde hY = v;s;J7 A% —1 = —s;hi'/s; el CF del par i,5 (3, hY = hi). Para
J9 >0V i,7,|0) serd el GS de H ya que |0;60;) serd el GS de cada H". Finalmente,
siguiendo estos mismos argumentos, si J¥ < 0 V 4, entonces este estado serd el

autoestado de mayor energia de H. O

5.1.2. De la magnetizacién y degeneracion del estado funda-

mental

En la seccién pasada se resalté que tanto los CF (5.9) como la energia de |©)
(5.11) son independientes de las direcciones de alineacién 6; de los espines. Como se
vera a continuacion, este hecho tiene profundas implicaciones sobre la degeneracion

del estado factorizado.
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Ante todo, es de gran importancia remarcar que estos estados separables |©) no
tienen magnetizacion definida, por lo que rompen la simetria bdsica de H. Ademas,
contienen componentes de todas las magnetizaciones. Por consiguiente, solo pueden
surgir en puntos criticos excepcionales, en los que la degeneracion del GS es 25 + 1
y donde todos los plateaus de magnetizacion convergen (ver Figuras 5-2 y 5-4). Esto
ultimo se puede entender a través del hecho que el Hamiltoniano conmuta con el
operador Pp; de proyeccion sobre magnetizacion definida M, para cualquier M =

=S,..., 8¢

1 2

- — w@(S*=M)qp | 5.13
o ), © © (5.13)

[HJPM]:()? PM

Por lo tanto, HPy|©) = FEgPy|0O) para todo M = —S,...,S, y esto implica que
todas las componentes de |©) con buen M son autoestados exactos con la misma
energia (5.11). Es mas, los estados proyectados normalizados son independientes de
¢ y del angulo semilla inicial #; = ¢, y depende solamente de la anisotropia de la

interaccién de intercambio A;; y de los signos v;;:

si—my) Hii+1

Pule) o« > (T2 Vi ™ g . ), (5.14)

donde 7; ;41 son las proporciones (5.8) a lo largo de cualquier curva en el sistema de
espines que una todos los espines acoplados. A diferencia del estado separable |©),
estos estados son evidentemente entrelazados V |M| < S — 1; y representan los limites
del GS exacto cuando el sistema se acerca al punto de factorizacién a lo largo de los

plateaus de magnetizacién M.

5.2. Construyendo las soluciones separables

En esta seccién se explica un procedimiento para determinar las soluciones se-
parables y sus respectivos CF. En particular, se empezara estudiando la solucién
factorizada para un par de espines; luego se discutird como utilizar esta solucién a

modo de bloque fundamental -al mejor estilo de los legos- para construir los estados
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separables en cadenas y arreglos de espines.

5.2.1. De pares de espines...

Como ejemplo basico de lo discutido previamente, consideremos un par de espines
s con J¥ = J. Como ya se menciond, la factorizacién surge cuando J, > 0y |A| =

2] > 1, y cuando los CF -opuestos- son h} = —h? = +h, con
he = sJVAZ 1. (5.15)

En estos puntos el GS tiene una degeneracién de 4s + 1, y su energia es Eg = —s2J.,.

Los GS de magnetizacién definida se obtienen proyectando en M:

Pul®) Z (23) (omen) M, M —m) (5.16)

V{(OlPu|©) T 2e (1)

donde Q™*(n) = (n* — 1)”Pﬂ‘k’m+k(%), con P%P(z) los polinomios de Jacobi, y
n estd dado por la Ec. (5.8). Estos estados son entrelazados, y la Ec. (5.16) es su

descomposiciéon de Schmidt.

5.2.2. ... a cadenas de espines...

A partir de la solucién para un par de espines ahora se determinaran los GS
separables de una cadena de N espines (Fig. 5-1). Cuando la interaccién es de primero
vecinos, se puede empezar con un valor inicial #; = ¥y € (0,7) en el primer espin,
y de alli los dngulos 6s, ..., 0y son determinados por aplicaciones sucesivas de la Ec.
(5.8). Si la cadena es abierta, las dos soluciones de 6; en cada paso conducen a 2V~
soluciones separables, y por ende a 2V~! configuraciones de CF distintas en acuerdo
con el Lema 3 (ver Fig. 2-3).

Ademads, para espines y acoplamientos uniformes (s; = sy J"" = J, Aji1 = A
Vi), los CF (5.9) son hi = vihs, con hy dado por (5.15) y v = > .v55 = #2 00

para espines en el “bulk” de la cadena; y con 1 para los espines en los bordes. De
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Figura 5-1: Panel superior izquierdo: Las dos soluciones de la Ec. (5.8) para §; vs. 6,
(lineas sélidas). Dada una direccién de alineacién arbitraria ¥y en un sitio, las direc-
ciones de alineacién del resto de los espines en el estado factorizado |©) pueden ser
determinadas mediante aplicaciones sucesivas de la Ec. (5.8) (indicadas por flechas).
Cada secuencia de angulos da lugar a una configuracién de campos factorizantes a
través de la Ec. (5.9). Este procedimiento se muestra esqueméaticamente para 3 espi-
nes (panel superior derecho) y para los primeros 6 espines de una cadena con espin
e interaccién uniformes. Como se puede ver, surgen dos casos extremos: una solucion
alternante (a); y una solucién con campos nulos en el “bulk” y sélo campos en los
bordes (d). Existen también soluciones con ceros intermedios (b,c). Nétese que en una
cadena ciclica el campo en el primer sitio debe ser 2h.

entre la plétora de configuraciones de espines y campos hay dos casos extremos que

sobresalen:
» Una configuracién tipo Néel Jgt19¢0; . . ., que implica campos alternantes h! =
+2(—1)’hs para espines en el bulk y |hl| = || = hs para los espines en los

bordes (Fig. 5-1 a).

= Una solucién con angulos crecientes g, 91, s, . . ., que conduce a campos nulos

en el bulk y no nulos solamente en los bordes h! = —hY = +h, (d).
A su vez, existen también soluciones con campos nulos en sitios intermedios (b,c).
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Cabe remarcar que en una cadena ciclica (N +1 = 1, J;N = J,) el ntimero

2N—1

\/7TN/8

grande). Esto tltimo se debe al hecho que (5.8) también debe cumplirse para el par

de configuraciones es menor ya que ahora hay ( ) soluciones (& para N

N
N/2
1-N, y esto implica Oy = ¥41; es decir, N pary un nimero igual de “pasos” positivos
y negativos en (5.8). Finalmente, para A — 1, se tiene hy — 0 y todas las soluciones

convergen a la solucién uniforme |©) (con 6; constante, Ec. (5.8)).

5.2.3. ...y arreglos de espines.

Los argumentos previos pueden ser extendidos para arreglos d dimensionales de
espines, como por ejemplo sistemas con geometria de estrella [137-139], y redes cua-
dradas o redes cibicas con interaccién uniforme de primeros vecinos (A;; = A). Dado
que los dngulos 6; de los espines acoplados con el espin i deben satisfacer la Ec. (5.8),
entonces deben diferir de #; en un solo paso: 0; = V41 si 0; = V¥, (Fig. 5-1). Como
se discute en el Apéndice E, a pesar de esta restriccion el nimeros de configuraciones
sigue incrementando exponencialmente con el tamano del arreglo'. A su vez, los CF
seran h; = +v;h, con v; entero.

En particular, no es dificil ver que las dos soluciones extremas siguen siendo rea-
lizables, ya que si se elijen signos alternantes en (5.8) a lo largo de filas, colum-
nas, etc, entonces se obtienen CF alternantes: h! = +2dhg para espines en el bulk
(h = +4(—1)"Jhg si d = 2); y con con campos de menor magnitud en los bordes.
Por otro lado, si siempre se elijen los mismos signos en (5.8) - de tal forma que ¥ sea
creciente a lo largo de filas, columnas, etc.- entonces los CF seran nulos en el bulk y

solamente se deberan aplicar campos no nulos v;hg en los bordes.

5.2.4. Sobre los estados reducidos de magnetizacion definida

Habiendo determinado los estados factorizados se pueden calcular los estados re-

ducidos proyectados sobre magnetizacién definida. En particular, si la anisotropia A

L Ademss, en dicho apéndice se incluye la anécdota de cémo el contar la cantidad de soluciones
factorizadas me llevé por un camino en el que peligré mi salud mental pero eventualmente nos llevo
a citar en el paper un trabajo sobre origami.
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es uniforme entonces todos los cocientes 7;,41 en el estado proyectado (5.14) seran
ya sea 11 o 7~ !, y esto permite obtener expresiones analiticas cerradas. Por ejemplo,
para arreglos d dimensionales de espines s en CF alternantes la Ec. (5.14) conduce
solamente a tres estados reducidos pf‘]([ distintos: p™ (impar-par o odd-even en inglés),
pM oy pM A su vez, debido a la forma de |©) estos estados no dependen de la sepa-
racion entre los espines ya que p% k= pf‘/jf V k impar. De hecho, sus elementos no

nulos seran

Oy O Qe et ()
My\m fis J J
(B Vgt — T (5.17)

ey 7,5
Mg QAn2 () ’

donde m = m;+m; = mj+m/; es la magnetizacién del par ([}, S7+57] = 0), Q¥ (n)
fue definido en (5.16), Cy'™ = (sz_sk) (S_iirk) y fij = 28 —my; —m}, 0,45 — 2m, l;; =
0,—1,1 para los pares oe, 00, ee, con 6 = 0(1) si N es par (impar). Para |[M| < Ns,
estos estados seran estados mezcla entrelazados, lo que implica que a su vez también

estaran entrelazados con el resto del sistema, y que en la vecindad de la factorizacion

el entrelazamiento de pares alcanzara rango completo (Lema 5).

5.2.5. Del estado fundamental en el plateau M = +(Ns — 1)
para campos alternantes y del comienzo del entrelaza-

miento

Para sistemas d dimensionales de espines s con acoplamientos ciclicos uniformes
XXZ y campos alternantes, el GS exacto en el plateau M = +(Ns — 1) debe ser

necesariamente de la forma
INs — 1) = cosa|W,) +sina|We,), (5.18)

con

W) = > S7INs), (5.19)

1
v NS 4 odd

even
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estados tipo W para espines en sitios impares (odd) y pares (even) (S, = S¥ —15?),
y donde |Ns) indica el estado completamente alineado con M = Ns. Los dangulos «
pueden ser obtenidos mediante la diagonalizaciéon de H en el subespacio bidimensional

generado por los estados |We), donde

(Wo|H|W,) = —2sJ, (5.21)
y Ens = —Ns(% + sJ,) la energia del estado alineado. Luego, se obtiene que
Eney = By, + 1th2 1 957, — W@y 4 (252 (5.22)

es la energia mas baja de cualquier estado con magnetizacion M = Ns — 1, donde

cosor — %}\h?w y A= \/(%)2 + (2sJ)%. Evidentemente, esta ecuacién sigue

siendo valida para F_ s, 1 al realizar el cambio h; — —h;.

Dada la forma de (5.18), la matriz densidad reducida de cualquier par i, j con-
mutard con la magnetizacion del par S7 + S7, y ademéds serd independiente de la
separacién para espines similares; es decir, para los pares odd-odd (0o), odd-even
(oe) y even-even (ee). De hecho, sus unicos elementos no nulos serdn aquellos que
se corresponden con m = 2s y 2s — 1. Asi pues, en el subespacio generado por

{11, 1), 1 1)}, el bloque no nulo de la matriz densidad reducida serd

1-2 0 0
— 2 o2 1
Poe = 0 ~sin“a  &sin2a | (5.23)
1o 2 2
0 ~ Sin2a & cos” «
para los pares odd-even, y

1 — + cos’ 0 0

Poo = 0 2cos’a Zcosta | (5.24)
0 Zcos?a % cos’a
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para el caso odd-odd. Por otro lado, la matriz densidad p.. de los pares even-even

se obtiene con el cambio cos?a — sin®

a. Como se puede ver de estas ecuaciones,
los estados reducidos son independientes del espin para un « fijo; es decir, cuando la
interaccion escalizada sJ, estd fija.

A partir de estas matrices densidad se puede determinar la Negatividad (1.39)

exacta como

A O ) (525)

iy = (5 = B e — (L = Bect) (5.26)

[\

mientras que para N,. se debe realizar el cambio cos? v — sin? . Cuando N es grande,

~ 112
NZ] ~ ZCU’ con

2|sin2a| 2 2]]
C,. = = — , 5.27
N N /(15224 (20)2 (5:27)
dcos>a 2
C,, = = 21— —h)/z 5.28
N N( \/(LQ*@)2+(25J)2) (5.28)
4sin? o 2
Cho = =1 (1 —ha)/2 5.29
N N % (—h1;h2>2+<2sJ)2>’ (5.29)

las Concurrencias de los pares. En la factorizacién, (5.25)—(5.29) coinciden con los
resultados obtenidos a partir de (5.17) para M = Ns — 1.

Cabe mencionar que los resultados para M = —Ns—+ 1 se obtienen reemplazando
h; por —h;. Asi pues, para campos h; grandes y positivos y para M = Ns — 1, tanto
C\o como C,, se anulan, mientras que C,. — 4/N (es decir, coincide con el resultado
obtenido para un estado tipo W de N/2 espines). Por otro lado, cuando los campos
hy en los sitios pares son grandes y negativos y si M = —Ns+ 1, entonces C,, — 4/N
mientras que C,. v C. se anulan.

Las Ecs. (5.25) y (5.26) muestran que los plateaus £(/Ns— 1) determinan regiones
criticas en las que comienza el entrelazamiento (el plateau adyacente de méaxima
magnetizacion M = £Ns corresponde a un GS completamente separable) y en las

que cualquier par de espines i y j estan entrelazados debido a la estructura tipo W

del GS.
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5.3. Resultados: magnetizacion y entrelazamiento

Si bien los resultados obtenidos previamente son generales y validos para siste-
mas d-dimensionales de N espines, en la presente secciéon se presentan diagramas
de magnetizacion y entrelazamiento obtenidos mediante diagonalizacién exacta de

Hamiltoniano finitos.

5.3.1. De la magnetizacién

Segun lo previamente discutido, los CF son campos criticos en el espacio multi-
dimensional (h',...,h"). Asi, como se muestra en el diagrama de magnetizacién de
una cadena ciclica finita de espines 1 en campos alternantes (hy, ha, hq,...) (Fig. 5-2),
para A > 1 gran parte del plano (hy, he) corresponde al GS completamente alineado
(M = +Ns); mientras que los sectores en los que el GS tiene |M| < Ns emergen
exactamente del CF hy = —hy = +2h,.

Sorprendentemente, para cadenas de espines 1/2 estos campos coinciden con aque-
llos que dan lugar a una transicién de tipo Pokrovsky-Talapov de una fase conme-
surada a una fase inconmesurada [105]. Este hecho indica que esta transicién surge
debido a la factorizacién y que por lo tanto sigue siendo vélida para cualquier sistema
de espin s compatible con factorizacién.

Ya que gran parte del diagrama de magnetizacién se corresponde con estados
maximamente alineados, podriamos preguntarnos si es posible determinar el borde
de esta fase ferromagnética. Como se discutira en el Capitulo 7, existen familias de
configuraciones de campos para las cuales si es posible hallar una expresion analitica
que describa estos bordes. Por ejemplo, para el caso de campos alternante de la Fig.
5-2, los bordes de los sectores completamente alineados estan determinados por las

ramas de las hipérbolas

(Zs£A) (2 £A) =1, (5.30)

2sJ

(con |h;| > 2h,, 24 > FA). De hecho, es facil demostrar que estas hipérbolas se

cruzan exactamente en los CF st A > 1. Ademas, la Ec. (5.30) determina también el

107



Capitulo 5: Factorizacion y criticalidad en sistemas X X Z finitos

hi/12hy]

ho/|2hy|

Figura 5-2: Diagrama de magnetizacién del GS exacto de una cadena de N = 8 espines
1 con A = 1,2 en un campo alternante h?~1 = h;, h* = h,. Todos los plateaus de
magnetizacion M = Ns, ..., —Ns convergen en los CF h; = —hy = £2h,. El recuadro
muestra las fases obtenidas en la aproximacién de campo medio.

comienzo de la fase de campo medio (MF) con simetria rota (symmetry-breaking, SB
por sus siglas en inglés); que a su vez termina en una fase antiferromagnética AFM

para campos opuestos suficientemente grandes (ver el recuadro de la Fig. 5-2).

Finalmente, es importante mencionar que si A > 1, entonces a lo largo de cualquier
linea hy = hy+3 el GS exacto experimenta una sola transicién —Ns — Nssi 0| < 4hg;
pero experimenta 2N s transiciones M — M +1 si |§| > 4hs, donde la primera de ellas
estd dada por el borde (5.30). Asi pues, dado que todas las magnetizaciones surgen
del CF, entonces al aplicar campos adicionales (0hy, dhs) = dh(cos~,sin~y) se puede
seleccionar cualquier plateau de magnetizacion. De hecho, todos los plateaus emergen

a lo largo de lineas rectas con angulos tan v, = %
2 - 2
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1.5
/12

00—
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

M/s

Figura 5-3: Negatividad NNV;; para el par de espines 7 y j en el GS exacto de la cadena
de espines 1 de la Fig. 5-2 con campos hy, he de signo opuesto. Los paneles superiores
muestran resultados para primeros (izquierda) y segundos (derecha) vecinos, mientras
que el panel inferior izquierdo corresponde a terceros vecinos. Por otro lado, el panel
inferior derecho muestra las Negatividades de pares en el campo factorizante (h; =
—hy = 2hs) en los GS de magnetizacion definida. En este tltimo caso se estudiaron
cadenas idénticas de N = 8 espines s con s = 1/2,...,4. Como ya se ha mencionado,
en la factorizacién solo existen 3 estados de pares distintos, y por lo tanto habra
solamente tres Negatividades N,. (odd-even), N,, and N, que dependeran de M
pero que seran independientes de la separacion real |i — j| entre los espines.

5.3.2. Del entrelazamiento

En esta seccion se discutird primero el entrelazamiento entre los pares 7,7 en la
cadena de la Fig. 5-2. Asi pues, como se muestra en la Fig. 5-3 la Negatividad del par
presenta un comportamiento de escalones que reflejan los plateaus de magnetizacion.
A su vez, se puede ver que el entrelazamiento comienza precisamente en los CF y en

los bordes de los plateaus |[M| = Ns — 1 (Ec. (5.30)).

Debido a la competencia entre los campos magnéticos y la interacciéon de inter-
cambio, la Negatividad N;; de pares contiguos (panel superior izquierdo) incrementa

cuando la magnetizaciéon |M| decrece; ya que los espines estdn menos alineados con
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el campo aplicado. Sin embargo, para segundos vecinos (panel superior derecho) Nj;
es asimétrico, ya que estos pares se alinean cuando M incrementa y tiene el mismo
signo que el campo aplicado correspondiente. Para terceros vecinos (panel inferior iz-
quierdo), el entrelazamiento sigue siendo apreciable en la vecindad del CF ya que alli
N4 = Nis = N,.. Sorprendentemente, esta propiedad sigue siendo valida en todo el
borde (5.30) debido a la estructura tipo W del GS en el plateau M = Ns—1 (ver Sec-
cién 5.2.5). Finalmente, en el panel inferior derecho se muestra la Negatividad exacta
en el campo factorizante para los GS de magnetizacién definida (5.14), que puede
obtenerse de los estados reducidos (5.17). En esta figura se puede ver que las Negati-
vidades para distintos s muestran el mismo comportamiento en cada magnetizacion
M. A su vez, estas cantidades estan en acuerdo con la propiedad de monogamia del
entrelazamiento (ver Seccién 1.4.2) ya que decrecen como N~! para grandes valores

de N y para M finito.

5.4. Resultados: otras configuraciones de espines

Los resultados presentados en la seccion previa fueron obtenidos para una cadena
de espines inmersa en campos alternantes. En esta seccion se presentan resultados
representativos para otras configuraciones de campos, donde se muestra que si bien
el comportamiento es -grosso modo- el mismo; surgen diferencias que resultaran de
gran interés.

En primer lugar, como se puede ver en la Fig. 5-4, en todos los casos considerados
los plateaus de magnetizacién |M| < Ns surgen del CF. Luego, resulta evidente
que el comportamiento para la red cuadrada en campos alternantes (panel inferior
derecho) es similar al de la cadena de espines mostrado en la Fig. 5-2. Sin embargo,
el comportamiento de la cadena con campos “next-alternating” (hy,0, ha,0,...) es
diferente al de los dos casos previamente considerados. En particular, el sector M = 0
es mucho mas reducido, mientras que los plateaus |M| < Ns/2 son méas anchos. Este
efecto se debe al hecho que los espines en sitios intermedios sin campo estan frustrados

para M = 0, y por lo tanto se alinean mas rapido con el campo mas fuerte a medida
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m/12h| |12k

hof|2h|

Figura 5-4: Diagramas de magnetizacién para el GS exacto en diferentes sistemas de
espines X X7 con A = 1,2 inmersos en distintas configuraciones de campo. Arriba:
cadena ciclica de N = 12 espines 1/2 con configuraciones de campo next-alternating
(izquierda) y con campos nulos en el bulk (derecha). Abajo: sistema abierto de 3 x 4
spines 1/2 con campos alternantes (izquierda) y con campos nulos en el bulk (derecha).
Todos los plateaus convergen en los puntos de factorizacion, donde el GS tiene los
angulos indicados en las figuras. Debido a la frustracion inducida por campos, los
diagramas presentan sectores reducidos con M = 0.

que este ultimo aumenta. Este fenémeno permite por lo tanto seleccionar diferentes
valores de magnetizacion en el GS variando los campos no uniformes. Un efecto similar
al previamente mencionado -aunque atenuado- surge para las configuraciones con
campos nulos en el bulk (paneles derechos). En estos tres casos, los espines en sitios
sin campo pueden estar muy entrelazados en el plateau M = 0 para campos grandes
de signo opuesto. Para una discusion mas detallada del diagrama de entrelazamiento
en estos ultimos casos ver el Apéndice B.

Para finalizar este capitulo, cabe mencionar que la frustracién previamente men-
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cionada, a la que hemos denominado frustracion inducida por campos, es diferente
a los otros tipos de frustracién conocidos. Generalmente, la frustracion surge debido
a la geometria del sistema (arreglos triangulares de espines con interacciéon AFM) o
debido a la competencia de interacciones de distintos vecinos (interaccién de primeros
vecinos FM e interaccién de segundos vecinos AFM); pero en este caso es posible frus-
trar espines en una cadena con interaccion FM de primeros vecinos. Como se discutira
en el Capitulo 7 las configuraciones de campos n-alternating, es decir, configuraciones
de la forma hy,0,...,0,hs,0,..., dardn lugar a éste y otros fenémenos criticos no
triviales atin en sistemas simples como la cadena ferromagnética con interaccién de

primeros vecinos.

Comentarios finales

En este capitulo demostramos la existencia de familias de GS completamente
separables que rompen con la simetria del Hamiltoniano y que por lo tanto surgen en
un punto excepcionalmente degenerado donde todos los plateaus de magnetizacién
convergen. A su vez, demostramos que este fendmeno puede aparecer para sistemas
generales de espines s y para una amplia gama de configuraciones de campos. En
particular, se discutié como al aplicar pequenas variaciones en los CF es posible
obtener distintos GS: desde separable, a entrelazados, y con cualquier magnetizacion
|M| < S. En el siguiente capitulo se discuten con mas detalle estas ideas de realizar

ingenieria de estados fundamentales.
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Capitulo 6

Ingenieria de estados separables

“La Mdquina no es mds que una herramienta, al fin y al cabo, que puede contribuir
al progreso humano encargindose de una parte de los cdlculos e interpretaciones. La
tarea del cerebro humano sigue siendo la que siempre ha sido; la de descubrir nuevos

datos para ser analizados e inventar muevas formulas para ser probadas.”

- Extracto de “Yo, Robot” por I. Aasimov.

En los capitulos previos se estudié el fendmeno de factorizacion en distintos mode-
los de espin: cadenas con interacciéon XY Z FM y AFM en campos no transversos, y
sistemas con interaccion X X Z en campos transversos no uniformes. En cierto modo,
los resultados presentados hasta ahora siguen el paradigma histérico con el cual se

solia estudiar el fenomeno de factorizacion; ya que la “receta” a seguir es la siguiente

1) Definir el modelo bajo estudio. Es decir, especificar el Hamiltoniano del sistema
H=-) h"-S-%) 8- -J78;,
i ij

aclarando el tipo de interaccion J% (si serdn de tipo XX, XY Z, etc.) y de

campos aplicados h® (transversos, no transversos, uniformes, etc).
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2) Dada la matriz de interacciéon J%, resolver las EIC

/ .. ’ ’ .. ’
n; - J'nj = ni Jn}, (6.1)

/ . - / ’ .. ’
ny -j”njy = n -J"ny (6.2)

para cada par de espines acoplados. De esta forma se determina cual es la
direccién de alineacion n; = (sin 6; cos ¢;, sin 0; sin ¢;, cos 6;) de los espines del

estado separable

10) = &L Ri(03, )| 13) = | S —=N\) s (6.3)
que sea compatible con el modelo bajo estudio.

3) Habiendo determinado el estado |©), resolver las EDC

h, = hj+h', hj=nn', (6.4)

h, = n'x (m‘ X (Zjiﬂ'<sj>>> . (6.5)

J

para obtener cuales son los CF que se deben aplicar a cada sitio.

Este procedimiento se muestra esquematicamente en el panel izquierdo de la Fig. 6-1.
Sin embargo, la simetria en las EIC (6.1)—(6.2) entre las direcciones de alineacién
y las constantes de acoplamiento permite pensar en realizar ingenieria de estados
separables, donde se busca responder a la siguiente pregunta (ver panel derecho de la
Fig. 6-1):
Dado un estado separable, cuales son los Hamiltonianos que lo tienen como autoestado
exacto?
Como se mencioné en la introduccién de la presente tesis, la idea de realizar in-
genieria de GS separables esta basada en el hecho que la gran mayoria de protocolos
de procesamiento de informacién cudntica [23] y de simulacién cuantica [37] presu-

ponen que es posible inicializar al sistema en un estado separable al que se puede
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— N

AN
a) [ @) pi D \<—~>> H b

2@ 0 ALY

Figura 6-1: a) Representamon esquematlca del procedlmlento usual a traves del cual
se estudia la factorizacion en sistemas de espines. El modelo bajo estudio -es decir,
el Hamiltoniano del sistema- define cual es el estado separable realizable; y estos
ultimos permiten determinar los campos factorizantes. b) Representacién esquematica
del procedimiento de ingenieria de estados separables. Ahora, la idea es definir de
antemano cual es el estado separable que queremos tener como GS. Asi pues, a partir
de este se define cémo se deben ajustar los parametros del sistema; y estos ultimos
permiten determinar los campos factorizantes.

llegar con gran fidelidad. En particular, cuando un estado inicial producto no puede
ser realizado con alta fidelidad dado que solo se puede acceder a una aproximaciéon
de éste -o, similarmente, cuando el sistema tiene muchas decoherencias- entonces se

torna necesario implementar protocolos adicionales de correccién de errores [140].

Por lo general, la forma en que se suelen inicializar los ordenadores cuanticos
basados en sistemas de espines es mediante la aplicacion de campo magnético extre-
madamente intenso, de modo que los espines se alineen con el mismo (por ejemplo
h, >> JZL]V) Sin embargo, la posibilidad de obtener un estado fundamental completa-
mente separable -y no degenerado- para campos finitos y en presencia de interacciones
no habia sido explorada hasta ahora. Asi pues, en la Seccion 6.1 del presente capitulo
se estudiara -a través de varios ejemplos- la idea de realizar ingenieria de estados se-
parables. Luego, en la Seccién 6.2 se presentaran recetas para realizar esta ingenieria
y se introducird una notacion que permite cuantificar la complejidad de una dada
solucion segun el control que se requiera sobre los acoplamientos y campos del siste-
ma. Finalmente, en 6.3 se analizara la posibilidad de utilizar estos estados iniciales
separables para realizar protocolos de quantum annealing. Los resultados presentados

en este capitulo fueron publicados en [2].
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6.1. Ejemplos de ingenieria de estados separables

Como se demostré en el Lema 2 (Seccién 2.3.2), dadas dos direcciones de alineacién
n,; y n; -arbitrarias- en los sitios 7 y j, siempre existe un acoplamiento no nulo de tipo
XYZ Jji, = 0,J}7 tal que se cumplan las EIC. A continuacién se muestran varios
ejemplos de ingenieria de estados separables, y se presentan ademaés resultados del

entrelazamiento de pares en la vecindad de la factorizacion.

6.1.1. De la espirales de espin y otras soluciones separables

Vamos a considerar ahora tres casos en los que se empieza con el estado para luego
derivar los acoplamientos y los campos compatibles: 1) éngulo 6 constante (6; = 0 en
todas las direcciones de alineacién m;), que incluye en particular los autoestados tipo
espiral de espin; 2) dngulo ¢ constante (¢; = ¢ V n;); y 3) solucién uniformes (0 y
¢). Cabe recordar al lector que para un interaccién tipo XY Z JJ, = 6,,J7, las EIC

(6.1)—(6.2) se pueden escribir en la notacién vectorial (ver Seccién 2.3.2)
Ji.Ugi =0, Ju.vi=o. (6.6)

Angulo 0 constante

Sea el caso de 6; = 6 para todos los espines, con ¢; arbitrario. Si U¥ y V% son
linealmente independientes -lo que implica aqui que n; + 12; no pertenece a un plano

principal- entonces las Ecs. (6.6) conducen a un acoplamiento tipo X X Z,
T = JI = J, T = 9 cos(6s — 65) (6.7)

con J¥ arbitrario. Sorprendentemente, estas ecuaciones son independientes de 0 y del
promedio (¢; + ¢;)/2. De la Ec. (6.5) se obtiene que la componente perpendicular del
CF pertenece al plano zy: b = J¥s;sin(¢; — ¢;)(e. x n;) .

En particular, las cadenas de espines con interaccién a primeros vecinos admiten

una solucién con anisotropia uniforme J/J% = cos A¢; y por ende también existen
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Figura 6-2: Representacion esquematica de la solucion separable de espiral de espin
en una cadena. La direcciéon de alineacién del espin en el sitio ¢ esta dada por 6, = 6 y
¢; = ¢1+ (i—1)A¢ V i. El panel superior se corresponde con una vista desde arriba,
mientras que el inferior con una vista lateral.

soluciones con acoplamientos uniformes si A¢ = ¢;11 — ¢; es constante. Cabe men-
cionar que en una cadena ciclica se debe imponer ademés la condiciéon A¢ = 27k/N,
con k cualquier nimero entero entre 1 y N — 1. Este tipo de soluciéon, denominada
espiral de espin, se muestra esquematicamente en la Fig. 6-2.

En una cadena de espines s, el campo perpendicular total h! = hif_l + hTH €s
hi = (JiTN— Jissin Ag(e, x n). (6.8)

La Ec. (6.8) muestra que si los acoplamientos son uniformes (J* ! = J Vi), entonces
hi =0, y por lo tanto la espiral de espines es un autoestado exacto en las cadenas
ciclicas con interaccion X X Z en ausencia de campos magnéticos (para cadenas abier-
tas, se deben aplicar campos en los borden h! y hY). Dado que este estado rompe con
la simetria del Hamiltoniano -pues no posee magnetizacion bien definida- entonces se
corresponde con un autoestado muy degenerado de H, y en cadenas ciclicas surge
cuando J¥/J9 = cos ZE.

Es importante resaltar que para el caso previamente considerado -cadena con in-
teraccion X X Z de primeros vecinos- este autoestado sera un estado excitado. Sin
embargo, anadiendo en la cadena una interaccion de segundos vecinos -0 equivalente-
mente considerando una escalera de espin- entonces es posible que la espiral de espin
sea el GS exacto del sistema a campo nulo [141]. En caso contrario, en la cadena con
interaccién de primeros vecinos siempre es posible aplicar campos paralelos h"" = hn;

para romper la degeneracién y extraer la espiral de espines hasta que sea un GS no
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degenerado con energia

FEe = —Ns(hj + Jscos Ag) . (6.9)

Angulo ¢ constante

Sea ahora el caso con ¢; = ¢ para todos los espines, mientras que los angulos 6; son
arbitrarios. Se asume por simplicidad que U¥ y V¥ son linealmente independientes,
es decir que m; + m; no pertenecen al mismo plano principal’, de modo que la Ec.

(2.26) implica una vez méas que el acoplamiento es del tipo X X 7
ij i 7 2 ij _ 7ij 2
Sl =07 =J1—n;), J?=J7(1+n;), (6.10)

donde 7;; = sin(6; — 6;)/ sin 0,5, y con 0;; = (0; +6;)/2 y J¥ arbitrario. Estos acopla-
mientos son independientes de ¢ pero dependen de 6; y 6;, con |JY| > |JY|.

Cuando la diferencia entre los dngulos es pequena ¢, — §; = 66, entonces los
campos ortogonales son h,f ~ —J"5;00 cos é,-j (cos ¢, sin ¢, — tan G_ij), y pertenecen al
plano definido por m; y por m;. En un sistema unidimensional con interaccién de
primeros vecinos, es posible obtener acoplamientos constantes para una configuracién
de tipo Néel con dngulos alternantes 6,056, ..., dado que en este caso G_Z'j y |60 — 6]

son constante. En cualquier caso, la energia Fg serd independiente de ¢, con (S;) -

J(8;) = sis;J[nZ cos 20,5 + cos(0; — 0;)].

Solucién uniforme

Sea finalmente el caso en el que la direccion de alineacion es m; = n para todos
los espines (6; = 6, ¢; = ¢ V i). Si m no pertenece a un plano principal, UY y V¥ son
linealmente independientes, entonces las Ecs. (6.7) o (6.10) conducen a J7 = J¥,
es decir, acoplamientos isotropicos o< S; - S;. A su vez, la Ec. (2.27) implica que
hi = 0, de modo que no se requieren campos ortogonales pues el estado uniforme es

un autoestado obvio de S; - S; para cualquier orientacion n.

!Cuando n; y n; pertenecen al mismo plano principal (de modo que U% y V¥ son linealmente
dependientes) se obtienen las Ecs. (5.4)—(5.5) estudiadas en el Capitulo 5.
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Figura 6-3: Panel izquierdo: espectro de energia escalizado para una cadena finita
de N = 8 espines 1/2 con interaccién XY Z de primeros vecinos cuando se aplican
los CF h' = k', + hyn', con k' fijo y hy > 0. La linea decreciente representa la
energia Fg del autoestado separable |©), que deviene el GS cuando hj > hy. (linea
puntada). Panel derecho: Concurrencia C;; en el GS exacto entre el espin central y sus
primeros y segundos vecinos. Se puede ver que para h < hj. el GS estd entrelazado,
mientras que si b > hj. entonces es completamente separable. Todos los ejes son
adimensionales.

Por otro lado, si m pertenece a un plano principal uv (n, = 0), entonces V¥ = 0
y también es posible determinar soluciones con acoplamientos uniformes siempre que

J sea ortogonal a U%. Esta condicién conduce a
i 7ij, 2 G2 7ij I AP
S = Jin, + Jing, = J7 4+ (J7) — J))cos”y, (6.11)

con Ji7, JJ arbitrarios y -y el dngulo entre 1 y el eje pu. Este resultado implica por lo

tanto un cociente fijo % Los CF pertenecen entonces al mismo plano principal,
n —Jv

con
! =sinycosy(e, x 1) Z s;(J7 = J7). (6.12)

J

Este caso se corresponde por lo tanto al estudiado en el Capitulo 3 [1].

6.1.2. Sobre el entrelazamiento de pares

En las Figs. 6-3 y 6-4 se muestra el comportamiento del entrelazamiento de pares
en el GS exacto de una cadena de espines 1/2 con interaccién de primeros vecinos

inmersa en campos no uniformes; la misma fue medida a través de la Concurrencia
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(ver (1.37) en la Seccién 1.4.2). Asi pues, se consider6 para este ejemplo un autoestado
completamente separable en el que las direcciones de alineacién de los espines fueron
elegidas al azar. Luego, las constantes de acoplamiento entre cada par de espines
fueron determinadas mediante la Ec. (2.25) (J% = j%(U% x V%)) con la salvedad

que se fij6 una norma uniforme |J%| = J para todos los vectores de acoplamiento.

Como se mencioné en el Lema 1 de la Seccién 2.3.1, para que |O) sea el GS se
aplicaron en cada sitio campos no uniformes h' = h’, +hyn’ con h’ los CF ortogonales
(6.5) y hy > 0. Cuando b = 0, |©) es un autoestado exacto de H, aunque no es el
GS. No obstante, como se muestra en el panel izquierdo de la Fig. 6-3, la energia
Eo = (B|H|©), dada por la Ec. (2.21), decrece linealmente -con la méaxima pendiente
posible- a medida que aumenta h. Finalmente, existe un valor critico k) = k. en el
que ocurre una transicién en el GS tal que |©) es el GS del sistema V k| > hj. (Lema
1 del Capitulo 2). Consecuentemente, las Concurrencias de pares en el GS se anulan

cuando iy > hy. V 2,7, como se puede ver en el panel derecho de la Fig. 6-3.

Por otro lado, en la Fig. 6-4 se muestra el comportamiento de la Concurrencia de
pares en la vecindad de la factorizacion. En particular, es importante mencionar que
se eligié un punto de factorizacién estable (el punto en hy/|J| =1 de la Fig. 6-3); es
decir, en el que el gap con el primer estado excitado es suficientemente grande, y por
lo tanto cualquier pequena perturbacién genera simplemente variaciones suaves en el
GS sin que se llegue a un cruce de estados. Obviamente, las correcciones al campo
fueron elegidas en una direccién perpendicular a la direccién de alineacion, ya que
cualquier perturbacion Ahyn; solamente cambiara la energfa del GS. En acuerdo con
el Lema 5 de la Seccion 2.3.5, se verifica que todas las Concurrencias C;; se prenden
en la vecindad cercana a la factorizacion para perturbaciones en los acoplamientos
(paneles superiores) y en los campos (paneles inferiores). Se ve ademds que para
pares distantes este entrelazamiento sera pequeno -pero no nulo- y se anula cuando

la perturbacion es grande.

Estos resultados muestran que los puntos de factorizacién son en efecto puntos

criticos cuanticos, ya que el rango de las correlaciones diverge en su vecindad.
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Figura 6-4: Concurrencias C;; entre los espines ¢ y j en el GS de la cadena de la Fig.
6-3 en la vecindad de la factorizacién (punto hy/|J| = 1 en la Fig. 6-3). En los paneles
superiores se fijaron los acoplamientos como Ji7 + AJ V 4, j, con J;? los valores que
conducen a la factorizacion, de forma que C;; = 0V 4,j si AJ = 0. En los paneles
inferiores se fijaron los valores de los acoplamientos a los valores de la factorizacién,
pero ahora los campos estén dados por h' + Ahn,,, con n;; o hi, de tal forma que
Cij = 0V i,jsi Ah = 0. Se verifica que Cj; alcanza rango completo en la vecindad
del punto de factorizacion. Los paneles de la derecha muestran con mas detalle las
mismas cantidades del panel izquierdo pero a una escala mas pequena.

6.2. Recetas para preparar estados separables

Como se discutié al principio del presente capitulo, uno de los objetivos principales
de nuestro trabajo [2] era el proveer “recetas” para realizar ingenieria de estados
separables no triviales en sistemas de espines en interaccion.

Como se muestra esqueméaticamente en la Fig. 6-1, hemos considerado que existen

dos formas de obtener estados separables:

= Cuando se especifican las direcciones de alineacion n; de los espines y luego se

determinan las constantes de acoplamiento J% compatibles (Lema 2).

» Cuando las constantes de acoplamiento J¥ estdn fijas y se determinan las di-

recciones de alineaciéon compatibles (Lema 3).

121



Capitulo 6: Ingenieria de estados separables

Por un lado, para el primer caso, es obvio que una condiciéon necesaria para realizar
la ingenieria de GS separables es que los acoplamientos entre los espines sean regu-
lables. Si bien esta condiciéon parece muy exigente, existen diversos sistemas fisicos
que pueden simular sistemas de espines y en los que se tiene suficiente control sobre
los parametros del Hamiltoniano. Por ejemplo, se pueden mencionar los sistemas de
espines basados en puntos cudnticos (quantum dots) [142,143], junturas de Joseph-
son superconductoras [144], y estados de espin nuclear (o electro-nuclear) [145] (ver el
Apéndice A para una discusion detallada sobre la simulacién de sistemas de espines
con acoplamientos y campos controlables). Por otro lado, en el segundo caso previa-
mente mencionado, los constantes de interaccién estan fijas y el Lema 3 determina
los posible autoestados separables que el sistema puede poseer. Este caso es mas res-
trictivo que el anterior, ya que suponemos que se tiene poco -o ningin- control sobre
los acoplamientos.

Por lo tanto, dependiendo de cuanto control se tenga sobre el sistema, el problema
puede ser considerado desde un punto de visto o el otro. Asi pues, para cuantificar este
control (y suponiendo que siempre es posible aplicar un campo uniforme al sistema)

introducimos la complejidad experimental
g. = (m, k). (6.13)

Esta ultima indica que un sistema de N espines interactuantes tendra un dado auto-
estado separable como su GS, si se tiene control sobre m < N — 1 campos locales y
sobre k constantes de acoplamiento entre los espines. Como se demostrara mas ade-
lante, los estados que requieren el menor control son aquellos en los que el estado es

uniforme.

6.2.1. Constantes de acoplamiento regulables

Como se demostro en el Lema 2, al especificar las direcciones de alineacion n; y
n; de un par de espines interactuantes, siempre es posible determinar el vector de

intercambio J% y los CF hf, hjf . Luego, aplicando campos paralelos en cada sitio,
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Figura 6-5: Representacion esquemaética de protocolos de ingenieria de estado separa-
ble con direcciones de alineacién m,; arbitrarias en cada sitio (panel izquierdo), y con
una configuracién de tipo Néel (panel derecho). De arriba hacia abajo: a) Se especi-
fican las direcciones de alineacion en cada sitio. Luego, para cada par se determinan
b) las constantes de acoplamiento y ¢) los campos perpendiculares. d) El campo per-
pendicular total en cada sitio es h}, = > i hf e) El campo factorizante uniforme h/,
queda determinado por el Lema 4.

el estado separable |©) puede llegar a ser un GS no degenerado de H (Lema 1).
Asumiendo que siempre se puede aplicar un campo uniforme, entonces para un 1inico
par de espines se obtiene €. = (1,1). Similarmente, para una cadena de N espines
con interaccién de primeros vecinos: €. = (N — 1, N — 1) en el caso de la cadena
abierta; y €. = (IN — 1, N) para el caso ciclico (Fig. 6-5).

Para reducir la complejidad requerida, se puede determinar bajo qué condiciones
se obtiene separabilidad aplicando solamente un campo uniforme. Segin el Lema 4,
siempre serd posible determinar un campo factorizante uniforme en sistemas de dos
espines idénticos si las direcciones de alineacién n, y me cumplen con las Ecs. (6.6)
(y si no son antiparalelas). Sin embargo, si n; # mns este autoestado serd doblemente
degenerado -debido a que rompe la simetria basica de permutacién- y se deberan

anadir campos paralelos para romper esta degeneracion. Por lo tanto, la complejidad
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sigue siendo la misma si queremos un GS no degenerado.

Este tultimo resultado sigue siendo valido en cadenas ciclicas con interaccién de
primeros vecinos y un numero par de espines si se busca que el estado separable
tenga una configuracion alternante tipo Néel (n; = mn; (ng) para i par (impar)).
Siguiendo la misma receta anteriormente discutida (con la salvedad que los campos
perpendiculares deben ser multiplicados por un factor de 2 debido a la presencia
de ambos vecinos), entonces es posible obtener tal autoestado al aplicar un campo
uniforme (panel derecho de la Fig. 6-5). Como se mencioné en el Capitulo 3, esta
solucion fue determinada por Kurmann y se corresponde con el GS para acoplamientos
de tipo AFM [34], pero seguird siendo doblemente degenerada. Esta degeneracién se
puede romper al aplicar un campo alternante.

Por el otro lado, si s; = s; y n; = n; (solucién uniforme), el CF uniforme es sim-
plemente b, = h+h_, donde la intensidad del campo paralelos k|| es completamente
arbitraria. Por lo tanto, segin el Lema 1, es posible que este autoestado sea un GS
no degenerado al aplicar un solo campo uniforme hg; y es tal que el gap con el pri-
mer estado excitado es arbitrariamente grande. Asi pues, para un par de espines esto
ultimo implica que la complejidad es €. = (0, 1). Siguiendo los mismos argumentos,
en una cadena ciclica de N (par o impar) espines con interaccién de primeros vecinos
tal estado requiere €. = (0, N'). Sin embargo, en el caso de una cadena abierta hace
falta corregir los campos en el borde -ya que los espines en estos sitios tienen un solo

vecino- y por lo tanto £, = (2, N — 1).

Ingenieria de estados en bulk

Ciertamente, lograr tal control sobre las interacciones y campos locales presenta
un enorme desafio en si mismo. Sin embargo, este requisito puede ser relajado si
se consideran esquemas de computacién basados en clusters de espines [146], en los
que el qubit esta codificado en varios espines. De esta forma, los resultados previos
pueden ser utilizados como ladrillos fundamentales para realizar ingenieria de estados
separables por bulk. Si la configuracion de espines de cada bulk es uniforme, entonces

el campo factorizante es también uniforme, y solo se requiere tener control sobre las
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interacciones y los campos locales en los bordes del bulk.

6.2.2. Constantes de acoplamiento fijas

Sea un par de espines interactuantes, dadas la direccion de alineacién n; para uno
de ellos, segin el Lema 3 siempre se puede determinar una direccién de alineacién
n,; para el otro espin, independientemente del tipo de acoplamiento entre ellos. Por
lo tanto, al aplicar los campos adecuados se puede obtener un GS completamente
separable con €, = (1,0). Asi pues, este resultado se puede utilizar para determinar
las soluciones separables compatibles con los acoplamientos fijos en sistemas finitos.
Por ejemplo, en una cadena abierta de N espines con interacciéon de primeros vecinos,
al especificar la direccion de alineaciéon de uno de los espines, este método permite
determinar las posibles direcciones de alineacién del resto de los espines (como se

2N=1 configuraciones).

muestra en el panel derecho de la Fig. 2-3, tipicamente habra
Este protocolo de ingenieria de estados separables esta esquematicamente representa-
do en el panel izquierdo de la Fig. 6-6. En este caso, €. = (IN — 1, 0). Finalmente, es
importante mencionar que para cadenas ciclicas se requiere control de las constantes
de acoplamiento entre dos espines, es decir, que €, = (N — 1, 1).

Si ahora se considera el caso de sistemas unidimensionales con interacciones uni-
formes, J¥ = J, entonces la solucién uniforme n; = n Vi serd siempre realizable
si se elije convenientemente la direccion de alineacién n. Luego, si los acoplamientos
son isotropicos, J, = J, p = x,y, 2, entonces m serd arbitrario. Es decir, dado cual-
quier direccién de alineacion en el sitio j, la solucién para mn; que se obtiene mediante
el Lema 3 serd exactamente n; para cualquier eleccion de n;. Sin embargo, si las
constantes de intercambio son anisotropicas, entonces se podra obtener una solucién
uniforme siempre que n; pertenezca a un plano principal y cumpla con las Ec. (6.11)
(ver panel derecho de la Fig. 6-6).

Asi pues, cuando la cadena es ciclica (con interacciones isotrdépicas o anisotropi-
cas), las soluciones uniformes |0) pueden ser GS no degenerados mediante la aplica-
cién de un campo uniforme. Es decir, que en este caso €. = (0, 0); mientras que para

cadenas abiertas €. = (2,0), debido a las correcciones en los bordes. Por otra parte,
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Figura 6-6: Representacion esquematica de protocolos de ingenieria de estados sepa-
rables en una cadena con acoplamientos no uniformes (panel izquierdo) y con aco-
plamientos uniformes anisotrdpicos (panel derecho). De arriba hacia abajo: a) Las
constantes de interaccién estén fijas. Izquierda: b) dada la direccién de alineacién
de uno de los espines el resto de las direcciones de alineacion se obtienen mediante
aplicaciones sucesivas del Lema 3. Derecha: b) la solucién factorizada puede ser uni-
forme, con n perteneciendo a un plano principal pr determinado por las constantes
de acoplamiento. c¢-d) Los campos factorizantes se obtienen mediante las EDC.

las soluciones de tipo Néel son realizables en cadenas con interaccién uniforme de
primeros vecinos, pero requieren de la aplicacion de campos alternantes para romper
la degeneracion y llegar a ser un GS no degenerado.

Para terminar esta seccién cabe mencionar que las soluciones uniformes se pueden
extender facilmente para sistemas de mayor dimensién, con diferentes geometrias
y con acoplamientos de mayor rango [1]. Asi, si el sistema es abierto, se deberan
simplemente corregir los campos en los bordes adecuadamente. De este modo, el GS

separable uniforme es aquel que requiere el menor control sobre el sistema.

6.3. Implementacién para quantum annealing

Dado un GS completamente factorizado, este se puede usar como estado inicial

de protocolos de computacion que requieren ser inicializados en un estado separable
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[18,23,36]. En esta seccién se discute brevemente una posible implementacién que

permite utilizar los estados factorizados en protocolos de quantum annealing 2.

En los protocolos de quantum annealing, se busca resolver algiin problema de op-
timizacion o de muestreo. Si bien el problema consiste en encontrar el minimo de
una funcién, se puede demostrar que este puede ser mapeado a un problema que
consiste en determinar el GS de un dado Hamiltoniano. En la versién clasica de este
algoritmo, conocida como simulated annealing, se provocan alteraciones térmicas en
los estados para verificar si atraviesan una barrera de potencial. Por otro lado, en
el quantum anealing se aprovecha ademas del efecto tinel para cruzar barreras de
potencial. Por consiguiente, el quantum annealing permite determinar mas rapido y
con mayor fidelidad la solucién al problema cuando el perfil de la funcién estd com-
puesto por minimos en valles separados por crestas altas y estrechas. En el ano 1998,
T. Kadowaki y H. Nishimori publicaron un trabajo seminal llamado “Quantum An-
nealing in the Transverse Ising Model’ [147], en el cual demuestran que un protocolo
de quantum annealing realizado en un sistema de espines con interaccion de Ising de
primeros vecinos en campos no transversos permite obtener mejores resultados que

aquellos obtenidos mediante un simulated annealing.

En general, en los algoritmos tipicos de quantum annealing, el sistema es iniciali-
zado en el GS separable de un Hamiltoniano trivial no interactuante. Es decir, dado
un modelo de Ising en campos no transversos, se aplica al sistema un campo “infinito”

(0, equivalentemente, se apagan las interacciones y el campo transverso)
H(t=0)=-)Y JS;S; haS; = haSP. (6.14)

Luego, el sistema es llevado en forma continua hacia un Hamiltoniano final cuyo GS

se busca determinar [148, 149]

H(t=c0) =~ JSiSi, — > h.Si—> heSt. (6.15)

2 Actualmente estamos estudiando este problema en colaboracién con M.Sc. J. D. Chang y con el
Dr. G. Ramirez de la Universidad de San Carlos de Guatemala.
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Asi pues, con los resultados previamente obtenidos se puede pensar en un protocolo
de quantum annealing en el cual las interacciones siempre estan prendidas. Ahora, el

Hamiltoniano inicial es
H(t=0) == JSSi =) hiSi— hiSt, (6.16)

con hl,y h’, las componentes del CF; mientras que el Hamiltoniano final sigue siendo
(6.15). Cabe mencionar que este novedoso protocolo de iniciacién permite empezar
de un GS separable con un gap arbitrariamente grande, y la idea fundamental es
aprovechar las correlaciones de largo alcance en la vecindad de la factorizacién para
recorrer el espacio de fase y converger hacia la solucién del problema. Adicionalmente,
dado que el Lema 3 asegura la existencia de multiples estados separables, entonces
puede resultar también de gran interés estudiar el efecto que la semilla inicial del

estado separable pueda tener con el resultado del annealing.

Comentarios finales

A raiz de haber estudiado el fenémeno de factorizacién en sistemas de espines
hemos sido capaces de descubrir nuevos GS separables y nuevos fenémenos criticos
(Capitulos 3, 4 y 5); asi como hemos propuestos métodos de ingenieria de estados
separables que pueden ser utilizados como estados iniciales en protocolos de compu-
tacion e informacion cuantica. En el préximo capitulo se mostrara que el andlisis de
la factorizacién nos permitié también demostrar la posibilidad de inducir fenémenos

criticos no triviales mediante la aplicacion de campos no uniformes.
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Capitulo 7

Induciendo fenomenos criticos a

través de campos n-alternantes

Es correcto, necesario e importante establecer metas y persequirlas. Pero hacerlo de
manera excepcional, particularmente con respecto a aquellos caminos que llevardan
muchos meses, incluso anos, es perder de vista el proposito mds grande. Es el viaje
en st lo que es importante, ya que es la suma de todas esas aventuras, planeadas o
inesperadas, la que nos hace quienes somos.

- Extracto de “Los comparnieros’ por R. A. Salvatore.

Quizas uno de los resultados més interesantes del Capitulo 5 -donde se considera-
ron sistemas de espines con interaccién X X Z en campos transversos no uniformes- es
el haber descubierto que los puntos multicriticos de factorizacion puede surgir para
una amplia configuracion de campos. En particular, al estudiar los distintos diagra-
mas de fase resulté evidente que existen configuraciones de campos que conducen a
novedosos fenémenos criticos (ver Fig. 5-4 en la Seccién 5.4).

Cabe remarcar que los comportamientos criticos y las transiciones de fase que sur-
gen cuando algin parametro de control es variado constituyen una de las caracteristi-
cas mas distintivas del comportamiento cooperativo en sistemas cuanticos de muchos
cuerpos interactuantes [150-155]. En este contexto, la emergencia de fenémenos como

la frustracion [156,157] y la aparicién de mesetas (o plateaus) de magnetizacién en
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el limite de sistemas grandes [158-163] son tipicamente asociados con sistemas anti-
ferromagnéticos con interacciones que compiten entre ellas [164, 165], o con sistemas

con geometrias no triviales [166].

Sin embargo, se sabe muy poco sobre las propiedades criticas que pueden ser
inducidas en sistemas de espines a través de la aplicacién de campos o acoplamientos
no uniformes [1,3,90,167-170]. Asi pues, la gran mayoria de trabajos con campos no
homogéneos analizan el caso de campos alternantes. Sin embargo, como se demostré
en el Capitulo 5, las configuraciones de campos dispersos periddicos (como por ejemplo
el caso next-alternating) dan lugar a fenémenos interesantes y se pueden considerar
como una generalizacién simple del caso alternante estandar. Como se discute en
detalle en el Apéndice A, la posibilidad de simular sistemas de espines finitos con
acoplamientos y campos controlables hace que sea de gran interés estudiar fenémenos

criticos en sistemas finitos con acoplamientos y campos mas generales.

Asi pues, en este capitulo se discuten los recientes resultados obtenidos en nuestro
trabajo [5], en el que mostramos -a través del estudio del modelo X XZ- que la
aplicacion de campos dispersos periddicos en cadenas con interaccién ferromagnética
conduce a novedosos diagramas de fase de magnetizacién y entrelazamiento para el

GS del sistema.

En primer lugar, en la Seccién 7.1 se introduciran las configuraciones de campos
n-alternantes. Luego, en 7.2 se determinara analiticamente el borde de la fase comple-
tamente alineada y se mostrara que existe un valor critico de la anisotropia, debajo
del cual la méxima magnetizacion que el sistema alcanza es mucho menor. En la Sec-
cion 7.3 se discutira como es que estos campos no uniformes conducen a la aparicién
de plateaus de magnetizacién que persisten para cadenas grandes (como pudimos ve-
rificar con cdlculos de density matrix renormalization, o DMRG); y que cumplen con
una condiciéon que normalmente esta asociada con sistemas antiferromagnéticos més
complejos. Asimismo, se explica la presencia de estos plateaus mediante la aparicion
de un fenémeno de polimerizaciéon inducida por los campos. Finalmente, en la Seccion

7.4 se estudiard el entrelazamiento en el GS.
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Figura 7-1: Representacion esquemaética de una cadena de espines inmersa en una
configuracién de campos n-alternante (Ec. (7.2)). El ntimero de sitios intermedios sin
campo es n — 1, mientras que el periodo es 2n.

7.1. De las configuraciones de campo n-alternantes

En este capitulo se considera una cadena ciclica de IV espines s acoplados mediante
una interaccién de primeros vecinos de tipo X X Z en presencia de campos uniformes

no transversos a lo largo del eje z. Asi, el Hamiltoniano del sistema es

N
H == [hS; +J(S5S, + SIS ) + 1.S7S7,,] . (7.1)
j=1

con A/, S;‘ las componentes del campo y del espin respectivamente, y con J y J,
las constantes de acoplamiento uniforme. Como se discutié en la Seccién 5.1, los
autoestados de (7.1) poseen buena magnetizacion M en el eje z. En este caso, se
puede fijar -sin perdida de generalidad- J > 0, ya que el espectro de energias y las
propiedades de entrelazamiento son las mismas para +.J (el signo puede ser cambiado
mediante rotaciones locales de 4ngulo 7 al rededor del eje z en los sitios pares). Luego,
estas propiedades son también idénticas para ({h’}, M) y para (—{h’}, —M) (ya que
estos casos se pueden mapear entre ellos mediante una rotacion global de angulo 7 al

rededor del eje x, que a su vez no modifica los acoplamientos).
En cuanto a la configuracion de campos, se estudiaran las configuraciones de

campos n-alternantes, que se muestran en la Fig. 7-1, y que estan definidas por

hlu j:172n+174—n+17
W={hy j=n+13n+15n+1,... . (7.2)

0, caso contrario
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Noétese que el caso alternante (A) usual (hy,ha, hq, he,...) corresponde a n = 1,
mientras que n = 2 define el caso “next-alternating” (NA) (hy,0,hs,0,...) (que ya
fue mencionado en la Seccién 5.4), y n = 3 indica el caso “next-next-alternating”
(NNA) (h,0,0,hs,0,0,...). En este trabajo, se fij6 N = 2nK, con K el nimero
de celdas de 2n espines. En lo que sigue del presente capitulo, primero se derivaran
resultados generales validos Vn, y luego nos centraremos en los tres casos previamente

mencionados.

7.2. Sobre el borde de la fase alineada

Dado que la interaccion es ferromagnética, es evidente que en el caso alternante
n = 1 cuando los campos h; y he son paralelos y suficientemente intensos entonces
los espines se alinearan con los campos aplicados y el sistema estara en una fase orde-
nada ferromagnética. Sin embargo, al considerar configuraciones con n > 2 (campos
disperso) surge una primer pregunta fundamental:

s FEs posible inducir una fase completamente alineada de magnetizacion mdxima -y
por lo tanto separable- para configuraciones n-alternantes con n > 27

Como se demostrara a continuacion, es posible que esta fase sea inalcanzable sin
la ayuda de una interaccién ferromagnética finita 5757, ;; es decir, que existe un valor
umbral JS(n) > 0 de J,.

El borde de la fase alineada puede ser obtenido mediante la determinacién de los
campos en los cuales el GS del sistema experimenta la transicién de magnetizacion
|M| = Ns — Ns— 1. Como se demuestra en el Apéndice C, estos bordes estan dados

por ramas de hipérbolas Vn > 1: El GS tendra M = Ns si

(h1 + Bn)(ha + B,) > a2, (7.3)

siempre que hy + hy >0y h; > —(,; v tendra M = —N's si

(hl - ﬁn)(h2 - Bn) > aia (7'4)

siempre que hy + hy < 0y h; < 8,. Aqui se definieron
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y

J
(jz + hs)n - (]z - hs)n,

(jz + hs>n + (]z - hs)n
0 = g : = 2 h2, 7.6
B s + he)™ — (o — hg)™ V Qg + R (7.6)

o, = 2h,

j= > js(n), (7.5)

con j =2sJ,j,=2sJ,y
hs = /7% — j?, (7.7)

el campo factorizante determinado para este modelo en el Capitulo 5 [3].

De estas ecuaciones se puede ver que «, y (3, dependen de las constantes de
acoplamiento escalizadas j y j, (de forma que «,/j y (8,/j dependen solamente de la
anisotropia j,/j), pero son estrictamente independientes del nimero total de celdas
K. Las Ecs. (7.5)-(7.6) son vélidas (y reales) tanto para hg real (j, > j) o imaginario

(72 < J), pero en este tltimo caso el denominador de (7.5) y (7.6) se anula para

[ Ju = j5(n) = joos(n/n), m>2. (7.8) ]

Esta ecuacién implica que «,, y (3, divergen para j, — jS(n)". De esta forma, la
fase alineada es inalcanzable cuando j, < jS(n). Esencialmente esta condicién se
deriva del hecho que por debajo de j¢(n) el estado maximamente alineado es inestable
frente a excitaciones de spin flip para cualquier valor de los campos (ver Apéndice
C). De hecho, como se muestra en ese Apéndice, —j cos(m/n) representa la energia
mas baja de los n — 1 espines intermedios cuando j, = 0 y la magnetizacion es

Mn_lz(n—l)s—l.

7.2.1. De los casos n=1,2,3 (A, NA y NNA)
En el caso alternante estdandar n = 1, las Ecs. (7.5)-(7.6) implican que
o =7, P=Js, (7.9)

y se verifica que la fase alineada se puede alcanzar V 7, j, si los campos hq, hy son lo

suficientemente intensos.
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4
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hl/j fz/.]

Figura 7-2: Diagramas de fase del GS de una cadena de espines s con interaccion tipo
X X Z en configuraciones de campo A (n = 1), NA (n = 2) y NNA (n = 3). Izquierda:
las ramas de hipérbola (7.3)—(7.4) delimitan las fases M = £Ns completamente
alineadas (para j,/j = 0,75). Las regiones coloreadas indican que la magnetizacion
del GS es |[M| = Ns en los tres casos. Derecha: Valor umbral (7.12) (linea sélida) de
la fase de GS méaximamente alineado para campos paralelos hy = hy v 7, < j. Como
se puede ver, este valor diverge cuando j, — 0 en el caso NA y cuando j, — j/2 en el
NNA. El limite (7.7) (linea puntada) que surge para campos antiparalelos hy = —hy y
j» > j es comun para todo valor de n. Los puntos indicados en ambos paneles indican
el valor umbral de hy = hy cuando j,/j = 0,75.

Sin embargo, en el caso NA n = 2, (7.5)-(7.6) conducen a

-2 -2
J s
62 = Jz 2]27

p—y .Z 9 .].
T J» >0 (7.10)

(8%

que divergen cuando j, — j¢(2) = 0. Asi pues, si j, decrece entonces se requieren
campos cada vez mas intensos para alcanzar la fase maximamente alineada; y de
hecho divergen en el limite j, = 0 (donde (7.1) se reduce a un Hamiltoniano X X).
De hecho, para j, < 0 esta fase se vuelve inalcanzable (ver Apéndice D).
Por dltimo, en el caso NNA n = 3, se obtiene
3 9

J - 447 — 35 o
12— B = By 1= i/2. (7.11)

a =
Y

Estas ecuaciones muestran que ag y 3 divergen cuando j, — j5(3) = j/2; de modo

que ahora el GS alineado es inalcanzable si j, < j/2 (Figs. 7-2, 7-3).
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A,n=1 NA,n=2 NNA,n=3
M=0

2 M=Ns M=0 LM*

MESK M=0

M=0
M=0

2 i M=Ns M=Ns M=Ns
0 ...........................................

- 1
-2 M=-Ns M=-Ns M=-Ns
M=0 R M=0
Julj=1.25 % =

24 -2 0 2 mfi-4 -2 0 2 mfi4 -2 0 2 hj

/11 /lz /Il /lz /11 /12 /ll 0 /lz 0 /11 0 /11 0 0 /lz 0 0

Figura 7-3: Diagramas de magnetizacién del GS en el plano (hq, he) para una cadena
de N = 12 espines 1/2 con interaccién tipo X X Z en configuraciones de campo n = 1
(izquierda), n = 2 (centro) y n = 3 (derecha) (7.2), indicadas en la fila inferior.
La anisotropia es: j,/j = 0 (paneles superiores), 0,75 (centrales) y 1,25 (inferiores).
Las curvas separan las diferentes magnetizaciones. Para j, = 0, en el caso A el GS
alcanza todas las magnetizaciones —N/2 < M < N/2 pero en el NA, M =0V
(h1, hy); finalmente, para campos NNA alcanza solamente los plateaus M = £K =
+2. Cuando j,/j = 0,75, las tres configuraciones alcanzan todas las magnetizaciones,
ya que ahora j, > j¢(n). Sin embargo, el caso NA sobresale por la presencia de sectores
anchos con |M| < N/4. Finalmente, para j, > j, las magnetizaciones |M| < N/2
solo pueden ser alcanzadas para campos de signo opuesto mas alla del punto de
factorizacién hy = —hy = +h,, que es independiente de n.

7.2.2. Sobre los campos criticos

Las Ecs. (7.3)—(7.5) también implican que si j$(n) < j. < j, entonces la fase de
GS completamente alineado se alcanzara solamente si se aplican campos no nulos al

sistema. Si los campos son paralelos (h; = hy = h) entonces estas ecuaciones conducen
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[h] > hll(n) = an — B, (7.12)

con hﬂ(n) > 0 cuando j$(n) < j, < j. Y si uno de los campos es nulo (por ejemplo,
hy = 0) entonces un solo campo |hi| > —h%/3, = hL'(Qn) sera suficiente siempre
que B, > 0; o equivalentemente, j, > j¢(2n). Cabe remarcar que hy = 0 en una

configuracion n-alternante es equivalente a hy = h; en el caso 2n-alternante.

Por el otro lado, cuando j, > j el GS estarda maximamente alineado Vn atn
cuando los campos son nulos; y los GS con menor magnetizacién |M| < Ns surgirdn
solamente para campos de signo opuesto mas alla de los puntos de factorizacién
determinados en el Capitulo 5 y dados por la ecuacién (7.7) [3]. En este caso, las Ecs.
(7.3)—(7.4) se intersecan en dos puntos criticos reales hy = —hy = £h, Vn, donde
todas las magnetizaciones convergen y el GS es 2N s + 1-veces degenerado. Asi pues,
estos puntos surgen Vn (Fig. 7-2, panel derecho; Fig. 7-3, paneles inferiores) y son

independientes de K y de n.

Finalmente, vale la pena resaltar que para j, > j y n > 1, o, decrece rapidamente

amedida que n crece (an, & 2h,(5 ihs )™) -0 cuando la anisotropia j,/j es grande (o, ~

j(ﬁf)n_l)' y por lo tanto 3, & hs. Por lo tanto, las fases no alineadas (|M| < Ns) se
alcanzan solamente cuando |h;| 2 hs parai = 1,2 (y hihe < 0). Este comportamiento
se puede verificar en los paneles inferiores de la Fig. 7-3. Ademas, es facil ver de (7.6)
y (7.12) que los campos criticos paralelos y antiparalelos (7.7)—(7.12) determinan

completamente a «,, 3,, y por lo tanto también al borde de la fase alineada:

1 h? 1 h
n==hln)——2— B, =—=hll(n) - —— 7.13
0= ghln) = s =gl e (713)

7.2.3. Del borde y el comienzo del entrelazamiento

Para terminar esta seccién, es importante resaltar que las curvas limite en (7.3)—
(7.4) también indican el comienzo del entrelazamiento del GS; y de hecho, indican
una transicion de entrelazamiento. Como se discutié en la Seccion 5.2.5 -y como se

muestra en el Apéndice C- el GS con |[M| = Ns — 1 es una combinacién lineal de
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estados tipo W [171] e implica que el entrelazamiento alcanza rango completo: el
estado reducido de dos espines ¢ y j depende solamente de su posicién dentro de una
celda pero es independiente de la distancia que los separa. De hecho, la Concurrencia
(1.37) es

Ci; = 2ww,|/ K , (7.14)

donde los coeficientes w; cumplen ;" |w;|? = 1. Es importante remarcar que estas

Concurrencias saturan las relaciones de monogamia [58,59] (ver Seccién 1.4.2).

7.3. Plateaus de magnetizacion

Una segunda pregunta fundamental que surge en este contexto es:

¢Emergen plateaus de magnetizacion con |M| < Ns que tengan un ancho signifi-
cante aun para sistemas grandes?

Sorprendentemente, el GS s7 tendra tales plateaus (Fig. 7-4), y la magnetizacion

escalizada m = M /(Ns) cumplird con la regla de cuantizacién

2ns(l —m) = q, (7.15)

con g entero. Este resultado se puede entender al considerar la situacién en la que uno
de los campos (hy) es suficientemente intenso y la cadena puede ser aproximadamente
considerada como K subsistemas polimerizados formados por 2n — 1 espines s con un
campo hy en el sitio central (Fig. 7-1); y donde estos subsistemas estan separados
por espines maximamente alineados. Asi, al variar el campo hs, la magnetizacién
My, 1 del GS de cada polimero serd (2n — 1)s — ¢ con ¢ entero (tal que empieza
en ¢ = 0 cuando j, > j(n)). Por lo tanto, la magnetizacién del GS total serd
K{s+[(2n—1)s —q|}, y de alli se deriva (7.15). Este resultado muestra entonces
que los plateaus en m reflejan esencialmente las magnetizaciones del polimero; y las
magnetizaciones intermedias que surgen en las regiones de transicion entre plateaus
implican que las celda no tiene magnetizacién bien definida.

Es importante resaltar que la Ec. (7.15) coincide con el conocido criterio de OYA;

descubierto por M. Oshikawa, M. Yamanaka y I. Affleck en 1997 [163]. Este criterio
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ha sido aplicado con éxito para predecir la existencia de plateaus en cadenas antife-

rromagnéticas inmersas en campos uniformes.

7.3.1. Diagramas de magnetizacion en sistemas finitos...

En la Fig. 7-3 se graficaron resultados representativos de la magnetizacion del GS

en cadenas pequenas de espines 1/2.

En el caso estandar alternante n = 1 (paneles izquierdos), el GS alcanza todas las
magnetizaciones para cualquier valor de la anisotropia j./j. Ademads, se ve que los
sectores completamente alineados | M| = N/2 estan separados del plateau M = 0 por

una banda muy angosta que contiene todas las magnetizaciones intermedias.

En contraste, para el caso de una configuracién de campos NA n = 2 (centro),
se puede verificar en primera instancia que para j, = j5(2) = 0, el GS no puede
alcanzar magnetizacion maxima. De hecho, tiene estrictamente M = 0 para cualquier
valor de los campos. Este resultado puede ser rigurosamente demostrado a través
de la fermionizacién de Jordan Wigner [152] (ver Apéndice D). En cuanto al caso
7. > 0, esta configuracién presenta un comportamiento notable, ya que los sectores
0 < |M| < N/4 son més anchos que en los otros casos considerados. De hecho, el
plateau |M| = N/4 persiste para cadenas grandes (N grande), como se discute en la

siguiente seccién.

Finalmente, en el caso NNA n = 3 (derecha), se verifica que si j, < j5(3) = j/2,
entonces el GS no alcanza la fase completamente alineada (panel superior). Cuando
J. = 0, la magnetizaciéon maxima que se alcanza es |M| = 2sK = N/6 (este resultado
persiste en la region 0 < j, < j/2 si s = 1/2): para campos paralelos grandes, los
espines en los sitios con campo se alinean con el mismo mientras que los espines en
sitios sin campos forman dimeros entrelazados con magnetizacion nula; y esto implica
que la magnetizacién total es |M| = 2sK. Finalmente, cuando j, > j/2 el diagrama
de magnetizacién es similar al del caso n = 1, aunque ahora la regién de transicion

entre los sectores M =0y |M| = N/2 es mas ancha.
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j¢(n) como punto critico

Los resultados previos muestran que el umbral j¢(n) que determina la fase comple-
tamente alineada es en realidad un punto critico cudntico ya que por debajo de este
valor existe todo un intervalo de magnetizaciones que se vuelven inalcanzables. Este
resultado puede ser entendido al considerar una vez més el limite de campos gran-
des hy, hy — oo, donde ahora los espines con campo estan completamente alineados
mientras que el resto forma cadenas aisladas de n — 1 espines con campos efectivos
de magnitud sJ, en los bordes.

De esta forma, para n = 2, cuando los campos son grandes y 7. — 07, todas las
magnetizaciones M > 0 (y no solo N/2y N/2—1) de la cadena se degeneran: ahora los
estados M; = £+1/2 de los 2K espines sin campos estan completamente degenerados
(dejando al sistema en un estado con M = 0 cuando j, < 0). Similarmente, para
n =3y j. — j/2, todas las magnetizaciones M > 2sK = N/6 de la cadena se
vuelven degeneradas a campos grandes, ya que ahora cada par de espines sin campo

puede tener una magnetizacién My = 1 0 0, que se degeneran precisamente si j, = j/2.

7.3.2. ...y en cadenas grandes

En la Fig. 7-4 se muestran resultados obtenidos mediante density matriz renorma-
lization (DMRG)' [172-174] para la magnetizacién escalizada del GS de una cadena
de N = 120 espines 1/2. En el caso n = 1 la regién de transicion M = 0 — N/2
es estrecha (panel superior izquierdo), en acuerdo con la Ec. (7.15), ya que en este
caso el “polimero” para h; grande estda formado por un espin s cuyos autoestados
de menor energia pueden tener solamente dos magnetizaciones: M; = s y —s (ver el
recuadro); es decir, ¢ = 0 y ¢ = 2s, que conducen a los plateaus |m| = 1,0.

Paran =2y j, > 0, el GS tendra plateaus en |m| = 1,1/2 (panel superior dere-
cho), que reflejan las magnetizaciones M3 = 3/2,1/2 (¢ = 0, 1) del trimero formado
por los tres espines confinados entre los dos espines alineados con el campo. En par-

ticular, el trimero no puede tener magnetizacién Mz = —1/2 (excepto para campos

!Los resultados de DMRG fueron realizados por el Dr. C. Lamas.
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1 s=1/2 M
N=120 - 12
n=1
1/2 W 10 -l

s=1/2, N=120, n=3
-n/4 —n/8 0 n/8  w/d-n/4  —n/8 0 /8 /4
0 0

Figura 7-4: Magnetizacién escalizada del GS m = M/(Ns) para j,/j = 0,75 y para
campos (hy, hy) = 4j(cos @, — sin #). Se muestran resultados para s =1/2, N =120 y
n=123;yparas=1, N =80y n = 2. Los recuadros muestran la magnetizacién
Ms,,_1 de los polimeros.

grandes hy &~ —hy); y esto implica que no existe un plateau amplio con m = 0.
Finalmente, para n = 3, la magnetizacion M5 del pentamero si puede ser igual
a —1/2, y por lo tanto este caso presenta un amplio plateau m = 0. Ademés, este
sistema presenta también una fase alineada |m| = 1 (M; = 5/2, ¢ = 0) y plateaus
intermedios en |m| = 2/3,1/3 (M; = 3/2,1/2, ¢ = 1,2, panel inferior izquierdo).
Para terminar esta seccion, resaltamos que estos plateaus también aparecen para
espines mayores, como se puede ver para s = 1 y n = 2 en el panel inferior derecho
de la Fig. 7-4. En este caso |m| = 1,3/4,1/2,1/4, en acuerdo con las magnetizaciones

del trimero M3 = 3,2,1,0.

7.3.3. De las magnetizacién de espines individuales

En la Fig. 7-5 se muestran las magnetizaciones (S7) de espin individual de los
primeros cuatro espines de las cadenas de la Fig. 7-3. De hecho, como se discutié

en el Capitulo 4 para s = 1/2, la magnitud 1/2 — |[(S?)| es también una medida del

140



Capitulo 7: Induciendo fendmenos criticos a través de campos n-alternantes

A, n=1 NA, n=2 NNA, n=3
) Iom — — =T I, n —=F=
02t _ X A== 2 a3
0.0& — == =
-2 I ——
-0.2 & a3 1N ™.,
—0.4} j./i=0 / ; 4
(55 e ¢ R _—=F=
0.2 /','/ - — )\$2 —— B 4-;2__
0.0f== : £ ===—_
—0.4} j.fi=75 2 3 47
00 025 05 075 £h/j00 025 05 075  h/j00 025 05 075  h/j
(5) \——\,1 Tﬁ\ql !
0.2 iL 2
2
0.0
-02f 2— \ 3
—0.4} j./i=1.25 -l 4

/4 3n/8 00 /8 /4 3n/8 60 /8 /4 3n/8 0

0 /8
a): : : : b): : = : c) d)= : e) f)% :

Figura 7-5: Arriba: magnetizacién individual (S?) de los primeros cuatro espines de
las mismas cadenas de la Fig. 7-3. En la primera y segunda fila las lineas sélidas
muestran la magnetizacion para campos paralelos h; = hy = h, mientras que las lineas
punteadas para campos antiparalelos h; = —ho = h. En la tercer fila los campo son
(h1, ha) = 2j(cos 8, —sinf), con § € (0,7/2). Los escalones en (S7) reflejan aquellos de
la magnetizacion total M. Abajo: representacion esquemaética de las configuraciones
de espin.

entrelazamiento del espin i con el resto de la cadena (es decir, de que tan mezclado
estd el estado reducido del espin); ya que [(S?)| = 0 (1/2) implica entrelazamiento i-
resto maximo (nulo). Esto se debe al hecho que en un estado puro con magnetizacién
total M bien definida a lo largo del eje z, el estado reducido p; de un solo espin
conmuta con S} Vs. Para s = 1/2, sus autovalores seran entonces 1/2 + (S?), y su

pureza (1.17) Tr p? = 5 + 2(S7)>.

En primer lugar, los espines en sitios con campo se alinean con el mismo a medida
que el campo aplicado h; aumenta; para n = 1, esto conduce a una configuracion de
espines de tipo a (b) cuando los campos son paralelos (antiparalelos). Sin embargo,

los espines en sitios sin campo (n > 2) presentan un comportamiento mas complejo.
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Para n = 2 y 5, = 0, la magnetizacién total del GS M es nula V hq, he, y esto
implica que los espines en sitios sin campo se antialinean para hy = hs. Es decir, que
para campos paralelos el sistema presenta una configuracion de Néel tipo b. Por el
otro lado, para campos antiparalelos h; = —hsy, estos espines tienen magnetizacion
nula ((S?) = 0), y por ende conducen a una configuracién de tipo d. Es més, aun
cuando j, > 0y hy = —hy (y para |h;| > hg si j, > j) los espines siguen ordenédndose
segtin esta configuracion, dado que M debe anularse. Es decir, que estos espines
estan frustrados, dado que la interaccién atractiva S7S7,; no puede ser satisfecha
con ambos espines vecinos. Como ya se discutié en el Capitulo 5, este es un claro
ejemplo de la frustracion inducida por campos; y de hecho en este caso implica que
el entrelazamiento i-resto es mdzrimo y satura -en gran parte- con los espines vecinos
que tampoco tienen campo. Por el otro lado, cuando los campos son paralelos y
grande hy = ho, vy dado que j, > 0, entonces todos los espines se alinean en la fase

ferromagnética y la configuracion es del tipo a.

Por el contrario, para n = 3 los dos espines en sitios contiguos sin campo tienden
a formar dimeros entrelazados con una configuracién de tipo e si los campos son
paralelos (hy = hy) y si j, = 0 ((S?) ~ 0 para i = 2, 3); y una configuracién de tipo f si
hy = —hs (con una leve polarizacién hacia b). De hecho, cuando 0 < j, < j5(3) = j/2,
hay una transicién de configuraciones donde (S7) cambia de signo en los espines
centrales y la polarizacion cambia de tipo b a tipo ¢, cruzando exactamente una
configuracién de tipo f. Cuando j, > j/2, estos espines centrales estédn fuertemente
entrelazados para campos antiparalelos, con una polarizacién que tiende hacia el tipo
c; mientras que para campos paralelos se alinean con el campo a medida que |h;| -y

por ende | M|- aumentan.

Los argumentos previos también pueden ser verificados en los paneles inferiores
(donde j, > j), ya que alli se puede ver la “evolucién” de (S?) con § = tan™!(—hy/h)

entre las fases completamente alineadas.
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Figura 7-6: Concurrencia de pares C;; entre los espines ¢ y j (unidos con una linea en
la fila inferior) de una cadena de N = 12 espines 1/2 en el plano (hy, hs) del espacio de
campos (j./j = 0,75). En la columna izquierda la cadena estd inmersa en una confi-
guracion de campos NA, mientras que en la derecha es NNA. Los escalones reflejan los
diferentes valores de la magnetizacion total. El entrelazamiento comienza en el borde
que determina la fase alineada. Abajo: representacién esquematica de la trimerizacion
aproximada que ocurre en los plateaus =N /4 para n = 2, y la pentamerizacién en los
plateaus £N/3 y £N/6 plateaus para n = 3.

7.4. Entrelazamiento de pares

En la Fig. 7-6 se graficaron resultados ilustrativos para la Concurrencia de pares
en los espines de la cadena de la Fig. 7-3 para una anisotropia j,/j = 0,75. En primera
instancia, se verifica para el caso n = 3 NNA que los dos espines contiguos en sitio
sin campo (Chs, panel superior derecho) estén fuertemente entrelazados en el plateau
M = 0 debido al hecho que los espines forman esencialmente una configuracién di-

merizada de tipo f (ver el panel inferior de la Fig. 7-5). A su vez, se verifica que la
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Concurrencia de los espines sin campo en sitios no contiguos se anula en este plateau
(panel inferior derecho). Por el otro lado, esta ultima es apreciable en los plateaus
M| =4y |M|=2 (Im|=2/3,1/3), ya que alli el campo intermedio hs es débil y se
verifica el argumento de la pentamerizacién.

Por el otro lado, en el caso n = 2 NA, la Concurrencia Cy; (entre un espin sin
campo y un espin con campo hs, panel superior izquierdo) es claramente significativa
en los plateaus |M| = N/4. En particular, este entrelazamiento emerge para valores
pequenos de |hy|; en acuerdo con el argumento de trimerizacién. A su vez, se puede
verificar que los trimeros no estén entrelazados, ya que Cyy (panel inferior izquierdo)
es apreciable (nulo) cuando Cy; es grande (pequeno) en estos plateaus. Coy toma
valores significativos también en el plateau M = 0, donde los espines sin campo mas
cercanos se entrelazan debido a la frustracién inducida por campos.

Finalmente, se verifica que todas las Concurrencias son finitas en la region de

|M| = Ns — 1. Este resultado esta en acuerdo con la Ec. (7.14).

Comentarios finales

Los resultados presentados en este capitulo muestran que las configuraciones de
campos que presentan puntos multicriticos de factorizacion para J, > J también
exhiben fendmenos criticos interesantes en otras regiones; es decir, para J, < J,
campos paralelos, etc. En particular, existe un valor critico de la anisotropia por
debajo de la cual la fase alineada y todo un intervalo de magnetizaciones dejan de ser
accesibles. Mds atn, el borde de la fase alineada queda completamente determinado
por el campo factorizante y un campo critico paralelo. Estos resultados abren las
puertas para el estudio de la emergencia de nuevos fenémenos inducidos por campos

magnéticos no uniformes.
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—Entonces las profecias de las viejas canciones se han cumplido de alguna manera!
—dijo Bilbo.

—Claro! —dijo Gandalf—. ;Y por qué no tendrian que cumplirse? ;No dejards de
creer en las profecias solo porque ayudaste a que se cumplieran? No supondrds,
gverdad?, que todas tus aventuras y escapadas fueron producto de la mera suerte,
para tu beneficio exclusivo. Te considero una gran persona, senor Bolson, y te
aprecio mucho; pero en ultima instancia jeres solo un simple individuo en un mundo

enorme! —;Gracias al cielo! —dijo Bilbo riendo, y le paso el pote de tabaco—

- Extracto de “FEl Hobbit” por J. R. R. Tolkien.

A lo largo de esta tesis se analizaron diferentes aspectos de la factorizacion y del
entrelazamiento en sistemas de espines interactuantes. Se mostré que mediante este
novedoso estudio de la factorizacién se pueden obtener fenémenos y propiedades criti-
cas que no eran conocidas. Esto motivé una discusién sobre la posibilidad de realizar
ingenieria de estados separables y sobre cémo inducir fenémenos criticos a través de
la aplicacion de campos magnéticos no uniformes. Discutiremos ahora algunas de las
principales conclusiones.

Ecuaciones generales de factorizacion. En una primera instancia se deter-
minaron en el Capitulo 2 las condiciones generales para la existencia de autoestados
separables -de maximo espin en cada sitio- en sistemas de espines con acoplamiento
cuadratico general en campos magnéticos, no necesariamente uniformes o transversos.
Se mostré que los campos factorizantes pueden ser caracterizados en funcién de sus

componentes perpendicular y paralela a la direccién de alineacién local.
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Ademas, se presentaron cinco lemas fundamentales sobre las ecuaciones de factori-
zacion: el Lema 1 muestra que los autoestados separables -si existen- siempre pueden
ser llevados al estado fundamental del sistema mediante la aplicacién de campos fini-
tos. Los Lemas 2 y 3 aseguran la existencia de acoplamientos dadas las direcciones de
alineacion y de direcciones de alineacion dado el acoplamiento, que cumplan con las
ecuaciones de factorizacion. El Lema 4 muestra que es posible obtener campos facto-
rizantes uniformes. Por ltimo, el Lema 5 demuestra que el entrelazamiento de pares
alcanza rango completo en la vecindad de la factorizacién. Los puntos o lineas de

factorizacién pueden pues considerarse puntos criticos cuanticos en sistemas finitos.

Factorizacion en sistemas con interacciéon XY 7 en campos no trans-
versos. En el Capitulo 3 se identifico la posibilidad de que exista un GS separable
uniforme no degenerado en una amplia gama de sistemas; incluidas las cadenas y
redes con interaccién de tipo ferromagnética (FM) y antiferromagnética (AFM). Al
mismo tiempo, descubrimos que en cadenas con interacciéon AFM de primeros vecinos,

la solucion uniforme coexiste con una solucion de tipo Néel.

Para la solucion uniforme, se derivé que el entrelazamiento se anula linealmente en
la factorizacién cuando el GS es no degenerado (Capitulo 4). En cuanto a la solucién
de tipo Néel, se demostro que para campos transversos el estado es degenerado; y se
determinaron analiticamente los limites laterales finitos de la Concurrencia de pares.
A su vez, se estudié la magnetizacion y las entropias de bloque; y se probd que estas
ultimas se anulan cuadraticamente en los campos factorizantes no transversos que
determinan soluciones uniformes, mientras que alcanzan limites laterales finitos (que

derivamos analiticamente) en los campos asociados a soluciones de tipo Néel.

Factorizacion en sistemas con interaccion X X7 en campos transversos
no uniformes. En el Capitulo 5 se mostré que en sistemas generales de espines con
interacciéon X X 7, existen conjuntos de GS separables que rompen con la simetria
del problema, son excepcionalmente degenerados y que surgen de puntos criticos de
factorizacion en los cuales todas las magnetizaciones convergen. Tales puntos mul-
ticriticos existen para sistemas de cualquier tamano, valor del espin y dimensién; asi

como para una amplia gama de configuraciones de campo no uniformes. En parti-
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cular, estos puntos pueden surgir para arquitecturas de campos muy simples, como
pueden ser solo campos en los bordes de una cadena o en los bordes de una red.

En consecuencia, se determiné que estas distintas configuraciones de campos per-
miten generar diferentes diagramas de magnetizacion que pueden ser entendidos me-
diante la apariciéon de nuevos fenémenos, como por ejemplo la frustracién inducida
por campos. Finalmente, se derivaron féormulas analiticas para los GS factorizados

proyectados a buena magnetizacion.

Ingenieria de estados separables. Los resultados obtenidos previamente per-
mitieron presentar un nuevo abordaje al problema de factorizacién, en el que se parte
del estado separable y se determinan luego los acoplamientos y los campos factorizan-
tes (Capitulo 6). Asi, se proponen esquemas de ingenieria de estados separables que
son realizables si se posee cierto control sobre los acoplamientos y sobre los campos
locales. En este contexto, se demuestra ademas que es posible determinar soluciones
no triviales en sistemas de espines que no tienen solucién analitica (como puede ser
la espiral de espin en una cadena con interaccién X X 7).

Inducir fenémenos con campos magnéticos. Finalmente, en el Capitulo 7
se demostré que las configuraciones de campos n-alternantes conducen a nuevos dia-
gramas de fase que difieren significativamente de aquellos que se obtienen al aplicar
campos alternantes estandar. En particular, estos pueden exhibir plateaus de magne-
tizacion no triviales que sobreviven para sistemas grandes. Concretamente, argumen-
tamos que estos estan asociados con los fenémenos de frustracién y polimerizacion
inducida por campos; y se derivé una condiciéon que cuantiza estos plateaus y que
sorpresivamente coincide con el criterio de Oshikawa, Yamanaka and Affleck. Estos

resultados fueron verificados mediante célculos de DMRG.

Por otro lado, se obtuvieron resultados analiticos para los bordes de la fase com-
pletamente alineada, mostrando que estos son independientes del tamano del sistema
y que implican la existencia de un valor umbral de la anisotropia bajo el cual todo
un intervalo de magnetizaciones se vuelve inalcanzable. A su vez, se estudiaron en
detalle los diagramas de magnetizacién total e individual, y se derivaron resultados

analiticos en el plateau donde comienza el entrelazamiento.
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Perspectivas

Al finalizar la presente tesis me queda claro que ain quedan muchas preguntas
abiertas. En primera instancia, cabe remarcar que de todos los sistemas de espines
de interés, se estudidé solamente un pequeno conjunto de modelos. Por otro lado,
dado que los resultados presentados en esta tesis son tedricos, es fundamental realizar
experimentos que permitan contrastar el experimento con nuestras predicciones. Es
por esto que a lo largo de la tesis se han propuestos diversas formas en las que se
podria determinar experimentalmente la factorizacién (como por ejemplo, midiendo
la magnetizacion cuando el GS factorizado es uniforme y no degenerado, o rompiendo
la degeneracién aplicando campos adecuados).

Luego, es importante resaltar que si bien las ecuaciones de factorizacién derivadas
son completamente generales para sistemas con interaccién cuadratica y para solu-
ciones separables en las que cada espin estd maximamente alineado (y por lo tanto
aptas para ingenieria de estados separables), estas no cubren sistemas con interaccio-
nes o soluciones mas generales. Por ejemplo, se podria derivar un formalismo para la
factorizacion de estados tipo cluster o en sistemas con interacciones de mas cuerpos.
Otra idea seria el estudiar la factorizacion en sistemas fermidénicos. Si bien el estudio
y la cuantificacién del entrelazamiento en estos sistemas estd aun en su infancia, se
sabe por el modelo de Lipkin que es posible generar factorizacién fermidnica tal que
el estado separable se corresponda con un determinante de Slater.

Respecto a la ingenieria de estados separables, si bien las bases tedricas han sido
establecidas, ain resta determinar si los estados iniciales factorizados no triviales
aportan alguna ventaja sobre otros métodos de inicializacién. Para esto, es necesario
realizar las simulaciones numéricas para contrastar la eficiencia de cada protocolo.

Finalmente, los resultados obtenidos que muestran que es posible inducir fenéme-
nos criticos mediante la aplicacién de campos no uniformes abren la puerta a todo un
campo completamente desconocido. ;Qué otros resultados se pueden obtener contro-
lando algunos campos o interacciones? ;En qué es igual y en qué difiere la frustracién

inducida por campos de los otros tipos de frustracién?
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Realizacion experimental

Gracias a los notables avances en tecnologias de control cudntico, hoy en dia
es posible simular sistemas de espines interactuantes con control de interacciones y
campos. A continuacion se describen varios sistemas experimentales que permiten
en principio controlar y ajustar las interacciones entre espines y los campos locales

aplicados en cada sitio.

Dispositivos superconductores

Uno de los escenarios mas atractivos para realizar tareas de simulacién cuantica
son los qubits superconductores basados en circuitos electrénicos y junturas de Jo-
sephson en sistemas de estado solido. Estos dispositivos han recibido un gran interés
gracias a su robustez, sus largos tiempos de decoherencia y su poca disipacién [128].

En particular, se ha demostrado que los circuitos con qubits de flujo supercon-
ductores pueden ser usados -dentro de ciertos regimenes- para simular sistemas de
espines con interaccion XX de primeros vecinos inmersos en campos no transver-
sos (que pertenecen al plano principal zz) [175]. En estos sistemas, las constantes
de acoplamiento pueden ser ajustadas si se utilizan dispositivos superconductores de
interferencia cuantica (SQUIDS, siglas inglesas para superconducting quantum inter-
ference device) para acoplar los qubits de flujo [176]. Por otro lado, la direccién y

magnitud de los campos magnéticos locales puede ser controlado al modificar la fase
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y la amplitud, respectivamente, del campo magnético de “driving”.

A su vez, recientemente se han reportado trabajos en los que se han simulado
cadenas de espines con interaccién ajustable de primeros vecinos de tipo XY -no
necesariamente uniforme- en presencia de campos magnéticos no transversos y no
necesariamente homogéneos. Estos ultimos pueden ser realizados, por ejemplo, en

sistemas de “planar transmon qubits” (un tipo de qubits superconductores) [129].

Atomos frios en potenciales 6pticos

El Hamiltoniano efectivo de un par de atomos fuertemente interactuantes que han
sido confinados en una trampa unidimensional puede ser mapeado a un modelo de
espines 1/2 con interaccién X X Z. Asf pues, las componentes {|0), |1)} de cada espin
seran las componentes del gas de Bose atomico, mientras que los campos efectivos
h' dependerédn del campo magnético inhomogéneo B que se aplica al sistema. Lue-
go, la magnitud de la interaccién de intercambio de primeros vecinos dependera de
la interaccién de contacto entre los dtomos (ver, por ejemplo, las Refs. [119, 120]).
Finalmente, la anisotropia A = J,/.J puede ser controlada mediante los pardmetros
del potencial que atrapa a los atomos.

A su vez, en la reciente propuesta de la Ref. [115] se propone simular sistemas
de espines en un dispositivo basado en dtomos de Rydberg en estados circulares -
es decir, en estados de maximo momento angular- atrapados en trampas de laseres.
Una de las principales ventajas de estos 1ltimos es que presentan largos tiempos de
decoherencia [115]. En particular, los estados “up” y “down” del espin se corresponden
con estados circulares con distinto ntimero cuantico principal. Luego, la interaccién
X X7 emerge del acoplamiento dipolo-dipolo, donde el valor de J depende de la
distancia interatémica, y .J, es ajustable mediante la aplicacién de un campo eléctrico
estatico. Al mismo tiempo, si se aplican otros campos clasicos con una polarizacion
y frecuencia adecuada, se pueden ajustar los campos locales efectivos a lo largo de
los ejes z y x. Estos campos seran usualmente uniformes (excepto por correcciones

de borde), de modo que serd necesario aplicar campos no uniformes para obtener
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campos efectivos locales no uniformes. Asi pues, algunos de los protocolos de baja

complexidad discutidos en el Capitulo 6 son realizables en este sistema.

Iones atrapados y puntos cuanticos

Bajo ciertas condiciones, se pueden simular sistemas de espines efectivos con inter-
acciéon XY Z en campos no transversos usando iones atrapados en redes 6pticas. Una
de las ventajas de los métodos que utilizan iones atrapados es que éstos dispositivos
son altamente controlables, muy versatiles, presentan largos tiempos de coherencia y
es posible realizar mediciones de alta precision. Concretamente, en estos sistemas, las
constantes de acoplamiento y los campos locales se pueden ajustar al controlar los
ldseres que actian en las transiciones internas de los iones [130-134].

En “Controllable Anisotropic Exchange Coupling between Spin Qubits in Quan-
tum Dots” [136], los autores proponen un esquema de computacién cudntica basado
en dos 0 mas espines electronicos en una geometria lineal- los cuales proveen el “bus”-
mas espines adicionales que generan los qubits y conducen a un acoplamiento efectivo
de tipo X X Z entre ellos. Esta interaccion emerge al realizar una teoria de pertur-
baciones de segundo orden del acoplamiento anisotrépico tipo Heisenberg entre los
espines electronicos del bus y los qubits. Asi, el Hamiltoniano resultante contiene un
término de campos locales efectivos que actian sobre los qubits (que dependen del
campo magnético ajustable que se aplica a los espines/qubits); mas una correccién
perturbativa que conduce a un campo externo longitudinal (determinado por el aco-
plamiento bus-qubits). En principio, este acoplamiento efectivo afecta a cualquier par
de espines. Sin embargo, también es posible alcanzar un régimen critico en el que
el campo magnético en el bus se ajusta para que el sistema esté cerca de un cruce
de niveles en el GS. En este caso, surge un acoplamiento de primero orden de tipo
X XZ entre cada qubit y el bus cuya magnitud es similar a la magnitud de la in-
teraccion de intercambio original. Luego, se puede demostrar que el bus puede ser
considerado como un qubit efectivo basado en sus dos estados cercanos de energia

méas baja. Finalmente, el Hamiltoniano resultante se corresponde -a primer orden- a
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una arquitectura tipo estrella de espines (un qubit/bus acoplado a N espines/qubits
no interactuantes [137-139]), en la que el campo aplicado a los qubits puede ser ajus-
tado localmente. Como se discuti6 en el Capitulo 6, una configuracién de este tipo
permite realizar ingenieria de estados separables en un sistema interactuante con una

baja complejidad.
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Negatividad de pares en sistemas

con iInteraccion X X7

En el presente Apéndice se examina la Negatividad de pares N;; (1.39) en el
GS exacto de: una cadena ciclica de espines en una configuracion de campos “next-
alternating” (fila superior de la Fig. B-1); una cadena ciclica con campos nulos en
todos los sitios excepto en dos (fila central); y en un arreglo bidimensional abier-
to con campos en los bordes (fila inferior). Como se discutié en el Capitulo 5, las
magnetizaciones del GS conducen a 2N's 4 1 escalones en [V;;; y todos ellos colapsan
exactamente en el punto de factorizacion. A su vez, también se muestran resulta-
dos de la Negatividad de los GS proyectados a buena magnetizacién en el punto de

factorizacion.

Entrelazamiento de pares

Cadena de espines con campos next-alternating

En el panel superior izquierdo de la Fig. B-1 se muestra la Negatividad del par
2 — 3 (un espin sin campo aplicado y un espin con campo hy). Como se puede ver,
el entrelazamiento de primeros vecinos muestra un comportamiento asimétrico y es

maximo para valores grandes positivos M < Ns. Es decir, cuando el campo h; es
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Figura B-1: Negatividad de pares IV;; en el GS exacto de una cadena ciclica de N = 12
espines 1/2 con campos next-alternating (fila superior) y con campos nulos en el bulk
(fila central); y en un sistema abierto de 3 x 4 espines 1/2 con campos nulos en el bulk
(fila inferior). La tercer columna muestra las configuraciones de campos. En la fila
inferior se muestra la Negatividad de los pares unidos por lineas sélidas (puntadas)
en el panel izquierdo (central). En todos los casos se la anisotropia es A = 1,2.

fuerte y el campo hy es débil. A su vez, este entrelazamiento decrece a medida que

M disminuye por debajo de Ns/2 —o, equivalentemente, a medida que hy aumenta-

ya que en este caso estos espines se alinean con el campo aplicado hs.

En cuanto al entrelazamiento de segundos vecinos para espines en sitios pares -sin

campo- (panel central superior), este es apreciable en el plateau M = 0; e incluso se

puede ver que la Negatividad aumenta cuando la magnitud de los campos de signo

opuesto aumenta. Debido a la frustracion inducida por los campos, cuando M = 0

estos espines estdn entrelazados y su matriz densidad reducida cumple (S?) = (S2) =

0. Por el otro lado, a medida que |M| aumenta, Ny, disminuye ya que estos espines

se alinean con el campo mas intenso.
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Cadena de espines con campo nulo en el bulk

Esta configuracion de campos factorizantes se corresponde con la configuracion de
menor complejidad para una cadena de espines ya que requiere solamente la aplicacion

de dos campos de signo opuesto.

Como se puede ver en los paneles centrales de la Fig. B-1, la Negatividad Nys
de dos espines contiguos en sitios sin campo (izquierda) es maxima en el plateau
M =1 pero sigue siendo apreciable cuando M = 0. A su vez, esta ultima decrece si
M disminuye ya que el espin en el sitio j = 5 se alinea con el campo cercano hy para

contribuir a la magnetizaciéon negativa.

Por otro lado, los espines en los sitios i = 4 y j = 10 (panel central) -es decir,
espines sin campo equidistantes a sitios con campo aplicado- presentan un entrelaza-
miento significativo en el plateau M = 0 a pesar de la distancia que los separa. Esto
ultimo se debe una vez mas a la frustracion inducida por campos, y por lo tanto el
comportamiento es similar al discutido previamente: el entrelazamiento aumenta a

medida que los campos opuestos aumentan en magnitud.

Sistema abierto de 3 x 4 espines con campos nulos en el bulk

La fila inferior de la Fig. B-1 muestra la Negatividad entre los espines indicados
en el esquema del panel derecho. En particular, la Negatividad para primeros ve-
cinos (panel izquierdo) -un espin en el borde con campo hs y un espin en el bulk
sin campo- presenta un comportamiento asimétrico similar al mostrado en el panel

superior izquierdo. Es decir, la Negatividad disminuye a medida que M decrece.

Similarmente, la Negatividad de segundos vecinos para dos espines del borde con
campo nulo y con h; (panel central) presenta también un comportamiento asimétrico;
pero en este caso la Negatividad es menor y decrece a medida que M aumenta. Es
decir, disminuye a medida que los espines se alinean con el campo h;. Cabe finalmente
mencionar que el entrelazamiento de los dos espines del bulk tiene un comportamiento

similar al mostrado en el panel central de la segunda fila.
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Figura B-2: Negatividad de pares N;; en el punto de factorizacién (hy = —hy =
2hs) en los GS de magnetizacién definida M, para distintos pares i, (indicados).
Los resultados corresponden a una cadena ciclica de N = 12 espines 1/2, con una
configuracién de campos next-alternating (panel izquierdo) y con campos nulos en el
bulk (panel derecho).

Negatividad en el punto critico

En la Fig. B-2 se muestra la Negatividad en el punto de factorizacion para los GS
de magnetizacion definida, en una cadena ciclica inmersa en campos next-alternating
(izquierda) y con campos nulos en el bulk (derecha). A diferencia del caso de campos
alternantes (Fig. 5-3), para estas configuraciones la estructura de los distintos GS en
el punto de factorizacion es mas compleja y por lo tanto conduce a varios estados
reducidos distintos, indicados en la figura. No obstante, la Negatividad sigue depen-
diendo solamente de la ubicacién en la celda pero no de la separacién entre espines.
Puede verse que los distintos N;; alcanzan su valor méximo para distintos valores de

la magnetizacion M.

Cuando la configuraciéon de campos es nezt-alternating, la méxima Negatividad
de pares se alcanza para dos espines con el mismo campo (1-5, 1-9, etc. o 3-7, 3-11,
etc.) para valores finitos de M de signo opuesto al campo correspondiente. Para el
resto de pares el maximo de INV;; serd siempre inferior al previamente mencionado, y
se alcanza en M = 0 para pares sin campo (2-4, 2-6, etc.) o para pares con campos
opuestos (1-3, 1-7, etc.).

Por otro lado, para la cadena ciclica con configuraciéon de campos nulos en el
bulk se muestran solamente las cuatro Negatividades de pares mas importantes. Estas

ultimas presentan maximos muy pronunciados en distintos valores de M. Los pares
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como 6-8 o 6-7 alcanzan el valor més alto en magnetizaciones opuestas al campo
aplicado en el sitio 7. A su vez, los pares distantes 4-10 con campo nulo simétricos
con respecto a los sitios con campo también alcanzan un maximo significativo en
M = 0. Asi pues, estos resultados muestran que en este punto, una elecciéon adecuada
de la magnetizacion M permite entrelazar apreciablemente distintos pares de espines

(por €j., espines 1,2 si M = —5, espines 3,11 si M = —1, etc.).
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Apéndice C

Fase completamente alineada en
cadenas de espines en campos

n-alternantes

A continuacién se derivan las Ecs. (7.3)-(7.3) que determinan el borde de la fase
completamente alineada para cadenas ciclicas de espines en campos n-alternantes. El

Hamiltoniano es

N
H == [WS; + J(SySi + SUSY,) + 1.S;S7,,] (C.1)
j=1

con N =2nK y K el nimero de celdas.

Proof: Los estados completamente alineados |M = +Ns) son autoestados triviales

de H Vn, con energias
E:th = —KS[:i:(fM + hg) + TZ]Z] s (CQ)

donde j, = 2s.J,. Evidentemente, estos autoestados son degenerados cuando hy +hy =
0 y su energia es independiente de J. Por otro lado, el autoestado con M = Ns—1 de

menor energia puede ser obtenido mediante la diagonalizacién de H en el subespacio
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invariante generado por los 2n estados tipo-W [171]

|Wi) =

\/FZS;Q””NS i=1,...,2n, (C.3)
=0

y seran de la forma

2n
INs—1) =Y w;|Wi), (C.4)
con Y. |w|? = 1.
La diferencia de energia entre estos dos autoestados es

Estl - ENs = .jz + )\n ) (C5>

con A, el menor autovalor de la matriz H, de 2n X 2n obtenida al diagonalizar
AH = H — Ey; en el subespacio generado por los estados (C.3). Esta matriz depende

solo de hy,hy y 7 = 2sJ, y sus elementos son

(Hp)kt = 0k1(h10k1 + habknt1) — Gndkix1 (C.6)

donde 6 on+1 = Op1, Oko = Ok2n ¥ Jn = J/2 para n > 2, con j; = j. Asi, para
hi + hs > 0, la existencia de un GS completamente alineado requiere j, + A, > 0; es

decir, H, + j,I definido positivo. Esto implica
D, =Det[H, +j.1] > 0. (C.7)

El borde de la fase completamente alineada queda entonces determinado por la ecua-

cion D,, = 0.

De las Ecs. (C.6)—(C.7) se obtiene
Dn = anh1h2 + bn(hl + h2) + cn, (08)

con ay, b, v ¢, coeficientes independientes del campo. Asi pues, (C.7) conduce a la
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Ec. (7.3), con

b2 — a,cp b,
2= R B, =2 (C.9)

a
2
a; n,

Finalmente, la Ec. (7.4) se obtiene por simetria.

Para n = 1, H,, es una matriz de 2 x 2 y un calculo trivial muestra que a; = 1,
by =j.yc = j2—j% esto conduce a oy = j y ) = j.. Es decir, a la Ec. (7.9) (en

hiths
2

este caso A\, = (M5h2)2 4 j2 y 1a Ec. (7.3) puede obtenerse directamente

de la condicién j, + A; > 0).

Para valores generales n > 2, se obtiene

Ay = d721—1 s bn = dgnfl s (ClO)

Y Cp = doy — j;dgn,g — 2%, donde d,, = Det(M,,) es el determinante de una matriz

tridiagonal de Toeplitz [177] de n x n cuyos elementos son (M, );; = j.0i; — %61-,]&1.

En particular, este determinante satisface

dn+1 = jzdn - (]/Q)an—l ) (Cll)

paran > 1, con d; = j,, dy = 1; es decir, (djn“) = A™(3), con A = (¥ _jz/4). Por lo

tanto, para cualquier n > 1, la diagonalizacion de A conduce a

(jz + hs>n+1 _ (]Z - hs)n+1
2n+1hs ’

d, = (C.12)
con hsy = \/j? — j2. Luego, las Ecs. (C.9)-(C.10) implican «,, = 2(j/2)"/d,—1 y por
lo tanto conducen a la Ec. (7.7), con 3, = da,_1/d>_, dado por la Ec. (7.6). O

Por otro lado, el autovalor mas bajo de H,, cumple \,, < —j cos(mw/n); alcanzando
esta cota cuando hy, hy — oo. Por lo tanto, la condicién de estabilidad para el estado
alineado j, + A, > 0 requiere que j, > jcos(w/n) = jS(n). Este valor umbral de
Jj. representa entonces el menor autovalor del bloque de (n — 1) x (n — 1) de H,
asociado con los n — 1 espines sin campo. Este bloque es tridiagonal, y sus autovalores

son —jcos(mk/n), k = 1,...,n — 1. Por lo tanto, —j cos(m/n) representa el menor
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autovalor de los n — 1 espines atrapados entre dos espines completamente alineados
en el limite hq, hy — 00, para j, = 0 y para magnetizacién (n — 1)s — 1.

Si bien la Ec. (C.7) es en principio una condicién necesaria para la estabilidad del
GS completamente alineado con M = Ns, resulta ser también suficiente suficiente
para jS(n) < j, < jy hi + hy > 0, ya que en este caso la magnetizacién del GS
decrece en pasos de magnitud 1 a medida que los campos hy, hy decrecen desde +oo.
La excepcién ocurre cuando j, > 7 a lo largo del segmento hy = —hy = h entre los
dos puntos de factorizacién (ver los paneles inferiores de la Fig. 7-3), donde los GS
méximamente alineados M = +Ns estdn completamente degenerados si |h| < hg;
Y los puntos de factorizacion h; = —hy = +hg son los tnicos en los que todas las

magnetizaciones (es decir, todos los plateaus de magnetizacién) colapsan.
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Apéndice D

Solucion exacta de la cadena XX

en campos n-alternantes

Cuando J, = 0, el modelo X X Z se reduce al modelo X X. En particular, si s = 1/2

el Hamiltoniano resultante puede ser exactamente mapeado a una forma bilineal en

operadores de aniquilacion c} y creacion c; fermidnicos a través de la transformacion

de Jordan-Wigner [152]: ¢} = ST exp(—ur Y1_) Sy Sy, ).
En una cadena ciiclica, para cada valor de la paridad
P =exp(irN) =0 = +1, (D.1)

donde N = Zjvzl c;r-cj = 5%+ N/2 (y S el espin total), esta transformacién conduce

al Hamiltoniano

(oa UJ
H? = = "[hy(cle; — 1/2) = n §(C}+1Cj +clejia)], (D.2)

J

donde n; =1Vjymn =1(-1)paraj < N —1(j= N). Tras una transformada

de Fourier discreta de los operadores fermiénicos, H? puede ser expresado como una
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suma de K términos independientes determinados por matrices de 2n x 2n Hy:

K—08,1/2
H=— > ¢ Hgcj—e, (D.3)
k=1—0,1/2
h™ + J cos wy, h~
Hy = h~ h*t 4+ Jeos(we + %) ... | (D.4)
=D+ A, (D.5)
donde cg = (cg, C;J+N/(2n), ey Cg+(2nfl)N/(2n))’ D, es una matriz diagonal de elementos

(Dg)ii = J cos(wy, + @), A es una matriz circulante especificada por el vector

(Wt h= hT h™,...),y

hth
- on

_ Nh*

h* €

, wg =27k/N . (D.6)

La Ec. (D.3) muestra que la transformada de Fourier de la configuraciéon de campo
n-alternante conduce a términos de hopping fuera de la diagonal. Los valores de
k son semienteros (enteros) para ¢ = 1 (—1). El estado fundamental se obtiene
entonces digaonalizando los Hy y ocupando todos los estados de un fermién con

energia negativa, respetando la paridad correspondiente.

El nimero de transiciones en la magnetizacion del GS estd asociado al nimero
de veces que una energia de una particula (“single fermion energy”) cambia de signo
[178]. Por lo tanto, los valores en los que estas energias cambian de signo pueden ser
determinados resolviendo

Det (Hk) = O, (D7)
conk=1/2,1,... K.

Para una configuracién de campos alternante estandar n = 1, la Ec. (D.4) es

ht + J coswy, h~
H, = , (D.8)
h~ h™ — J cos wy,
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de donde se obtienen las conocidas energias de una particula [178-184]

AE=hT4++/(h~)2 + J2coswy, . (D.9)

En este caso

Det (Hy) = hihy — J* cos®> wy, (D.10)

y la Ec. (D.7) determina N/2 hipérbolas en el plano (hy, he). Este resultado implica
que el GS presentard plateaus (sectores) de magnetizacién bien definida que tomarén
valores de |M| =0 a |M| = N/2. En particular, para k = N/2 el nivel mas bajo en
la paridad ¢ = —1 cambia de signo y se vuelve negativo; y por lo tanto se recupera
ezactamente la hipérbola hihy = j2 de la transicion N/2 — N/2 — 1 (este resultado
estd en acuerdo con las Ecs. (7.3)—~(7.6) paran = 1y j, = 0. Cuando n > 2 las

expresiones exactas son mas complicadas.
En el caso n = 2, el determinante de Hy es

4
Det (H},) = Jz sin®(2wy) (D.11)

y se anula solamente cuando k = N/4; en cuyo caso conduce a una energia de particu-
la idénticamente nula. Por ende, ahora no hay ninguna energia que cambie de signo
a medida que los campos son variados, y esto indica que no hay transiciones en la
magnetizacién del GS. Aun maés, se puede demostrar el siguiente lema:

Lema. El GS de un sistema de espines finito con interaccion X X en una configura-

cion de campos next-alternating (n = 2) serd un estado “medio lleno” con magneti-

zacion M =0, Y hy, hs.

Proof: Primero empezamos comparando el niimero de niveles con energia de una
particula negativa dentro de cada paridad o; ya que la suma de estos determina la
energfa E, del estado més bajo. Dado que Det [Hg] = J*sin®(2wy) > 0 Vk, entonces
cada matriz Hy serd semi definida positiva (o negativa); o tendrd dos autovalores
positivos y dos negativos. Sin embargo, dado que el determinante de cualquier menor

principal que conecta i con i + 2 es —J%cos?(wy), entonces Hy no puede ser semi
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definida positiva o negativa.

En el subespacio de paridad ¢ = 1, Det [Hg] > 0 Vk = {1/2,... K — 1/2}, lo
que implica que siempre habran N/2 energias de una particula que serdn negativas;
mientras que para ¢ = —1 hay N/2 — 1, ya que uno de los autovalores de Hyy4
es idénticamente nulo. Debido a esta pequena -aunque importante- diferencia en el
niumero de niveles con energia negativa, Fy < E_1 V hy, hs.

Si bien este resultado puede ser verificado numéricamente, para hy = +£hy = £h
se puede realizar una expansion en serie de la diferencia de energia entre los niveles
mas bajos de cada paridad AE = E_; — Ey; y asi se puede mostrar que AF > 0
Vh. Asimismo, para campos grandes, un tratamiento perturbativo de segundo orden

verifica que el autoestado con M = 0 es en este caso el GS VJ. m
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Apéndice E

Contando configuraciones de

espines y campos factorizantes

En este Apéndice -de tono matematico, anecddtico y sumamente informal- se
realiza una breve discusion sobre el problema de determinar cuantas configuraciones
de espines y campos factorizantes existen para un dado sistema de espines. Si bien
la pregunta en si misma parece poco relevante en el contexto de la fisica, en mi caso
particular -y como buen amante de los retos matematicos- resulté ser una pregunta
intrigante que casi me consume por completo.

Empecemos por el caso mas simple: una cadena abierta de N espines con inter-
accion de primeros vecinos. Como se discutié en la Seccién 5.2.2, podemos arrancar
con una semilla arbitraria ¥y # 0,7 en el primer espin de la cadena. Luego, segiun la

Ec. (5.8) -que se incluird de nuevo en este apéndice para refrescar la memoria-

tan(6;/2) 5
o= IR AL 2 1 1
i = an(are) = it JAL -1, (E.1)

hay dos direcciones de alineacién posibles para cada uno de los espines siguientes

0,01 = Vpyq si6; = 9%). Asi pues, en este caso hay 2V~1 configuraciones distintas de
+ p ) y g
estados y campos factorizantes.

Por ejemplo, para una cadena de N = 4 espines s con anisotropia A constante y

donde la magnitud de la interaccion X X es J, se obtienen los ocho campos factorizan-
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tes £hg(1,—2,2,—1), £hs(1,0,—-2,1), £hs(1,—2,0,1) y £hs(1,0,0, —1), que se corres-
ponden respectivamente con los autoestados separables |9g04190011), [Fo¥011912041),
[002190051), ¥ [JoU0 41019, Vas).

Luego, si la cadena es ciclica, entonces hay solamente ( N]\/fz) configuraciones, ya que
la interaccién entre los espines 1 — N implica que 0 = 4. Por lo tanto, para N =4
solo los primeros seis de los autoestados previamente mencionados son realizables; y
en este caso conducen a los campos factorizantes +2hg(1,—1,1, —1), £2h4(1,0,—1,0),
y £2hs(0,—1,0,1).

So far so good. Habiendo resuelto el caso més simple, nos empezamos a sentir
confiados y un poco mas atrevidos; asi que decidimos considerar otros casos. Por
ejemplo, para una geometria de estrella -donde un espin central esta acoplado a N —1
espines no interactuantes [137-139]- hay una vez mas 2V ~! configuraciones de campos
factorizantes; dadas por las elecciones de signos en (E.1). Cabe mencionar que entre
estas configuraciones existe una en la que el campo en el espin central es nulo si el

resto de los campos cumplen con la condicién de suma ponderada nula (5.10).

Para configuraciones d-dimensionales podemos intentar extender los argumentos
previos, pero dado que los dngulos 6; de los espines acoplados con el espin ¢ deben
satisfacer la Ec. (E.1), entonces pueden diferir de #; en un solo paso: 6; = ¥y si
0; = U (Fig. 5-1).

Asi pues, decidimos considerar sistemas bidimensionales abiertos de M x N espi-
nes con interacciéon de primeros vecinos y anisotropia fija A (tanto en el eje vertical
como horizontal). Sin embargo, como muy rapidamente nos dariamos cuenta, la de-
terminacion del nimero de configuraciones posibles L(M, N) no es para nada trivial

en el caso general.

Para un sistema de 2 x N atin se puede realizar una cuenta suficientemente simple

para mostrar que dada una semilla ¥y € (0, 7) hay
L(2,N)=2x3""", (E.2)

posibles configuraciones de campos factorizantes y estados separables; dado que para
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cada par (¥, Jg11) hay tres posibles continuaciones: (U1, Vgr2) ¥V (Vkt1, Ui).

A estas alturas, la determinacién general de L(M,N) habia dejado de ser una
curiosidad para convertirse -casi- en una obsesién. Mi escritorio estaba lleno de hojas
repletas de configuraciones distintas que contaba a mano, habia un premio monetario
entre mis amigues para quien encontrara la solucién; e incluso llegué a plantear el
problema en varios foros de problemas mateméticos. Pero la féormula general para
L(M, N) nos seguia eludiendo.

Luego, en un acto de genialidad, mi director el Dr. Rossignoli y mi codirectora
la Dra. Canosa lograron resolver el caso del sistema de 3 x N espines siguiendo un
procedimiento similar al utilizado para 2 x N. Pero en este caso el problema conduce
a un sistema recursivo de ecuaciones lineales de primer orden -un problema del tipo

Fibonacci- en el que se determina que el niimero de configuraciones estd dado por
L(3,N) = a;AY +a AV, (E.3)

con Ay = %ﬁ, oy = % Créalo o no querido lector, un nimero N entero en
(E.3) conduce a otro nimero entero para L(3, N). Por ejemplo, con este resultado se
puede obtener que hay L(3,3) = 82 configuraciones para sistemas de 3 x 3 espines.
Por fin habiamos podido avanzar, y este resultado nos mostré que los casos 4 x N
y 5 X N pueden ser resueltos en forma similar. Sin embargo, estos casos no parecian
permitir la determinacion de una solucién general.

Cabe mencionar, que tras varias semanas de dibujar configuraciones de espines de
la forma (..., 0%_1, 0%, Og11,...), me di cuenta que esta notacién es -como minimo-
engorrosa y puede resultar en errores innecesarios. Asi pues, logré mostrar que dada
una configuracién en un arreglo de M x N con una semilla para los angulos 9, en el

sitio ¢ = 7 = 1, entonces la funcién no decreciente definida como
(i+7—k)/2, (E.4)

donde 14, j indica el sitio, y k es el nimero de pasos en (E.1) de 61, = Uy a 6;; =

¥k, define un mapeo uno-a-uno entre cada configuracion factorizada y un arreglo en
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0o} 0102705 [2d b hs 0

GGy dsdy hs 0 -0 =hg
Gy d4 s hsg 0 -0 =hg
03 F4 5 g 0 =hg=hg=2hg

(0.} 9% [2hd-3hs3hs-2h,
81 : (9() : (31 : (90 _3?hs‘4"15‘_4'h5l3hs
(90 : (9-1 : (9.0 : 0-1 3f-‘ls‘—4‘hs‘4I-15'—3jhs
(91 : (90 : 31 ‘ (90 -2:h53hs—3:h§2hs

Figura E-1: Representacién esquematica de las dos configuraciones extremales de la
solucion separable y de los campo factorizantes para un sistema de 4 x 4 espines: la
solucién con campos nulos en el bulk (arriba) y el caso alternante (abajo). La tercer
columna muestra la funcién no-decreciente (i + j — k)/2, donde ¢, j indican el sitio y
k el nimero de pasos desde 8;; = ¥ hasta la semilla inicial.

forma de terraza. Este ultimo esta compuesto de M x N nimeros enteros que son no
decrecientes tanto de izquierda a derecha como de arriba a abajo, de tal forma que
dos entradas contiguas solo pueden diferir a los sumo en 1. Este mapeo se muestra
en la Fig. E-1.

Aun teniendo esta nueva forma de definir el problema, no logramos realizar mas
progreso. Finalmente, mientras tomaba un café viendo mi pizarra llena de terrazas
no decrecientes, mi atencién se centrd sobre una esquina que tenia los resultados que

ya habiamos logrado conseguir:
m Paralx N 1, 2, 4, 8, 16

= Para2x N 2, 6, 18, 54, 162

» Para3x N 4, 18, 82, 374, 1706

En ese momento, decidi hacer lo que cualquier ser humano sano haria: tomar esos
nimeros, e introducirlos en el buscador de Google.

FEureka!

En la Fig. (E-2) se muestra la pdgina que pondria fin a mis pesares: OEIS, la

enciclopedia on-line de secuencias de nimeros enteros.
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This site is supported by donations to The OEIS Foundation.

THE ON-LINE ENCYCLOPEDIA
OF INTEGER SEQUENCES®

founded in 1964 by N. J. A. Sloane

The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences® (OEIS®)

Enter a sequence, word, or sequence number:

|1,2,3,6,11,23,47,706,235 l

Figura E-2: OEIS, la enciclopedia on-line de secuencias de ntimeros enteros.

Para mi sorpresa, los niimeros que busqué se corresponden con una secuencia co-
nocida, ya que el problema de contar terrazas obtenidas mediante la Ec. (E.4) es
completamente equivalente a contar dobleces de Miura-ori [185] -un problema rela-
cionado con el Origam:, el arte milenario japonés de doblar papel- y a contar las
distintas formas de pintar con 3 colores los vértices de un grafo de M x N con un
vértice pre-coloreado [186]. Si bien no se conoce una expresién cerrada de la forma
(E.3) para el caso general de M x N, se puede obtener una matriz de transferencia
recursiva A para determinar el nimero de configuraciones de estados separables y
campos factorizantes. Si definimos las matrices A(1) = (1),

AM+1) = AM) A , (E.5)
0 A(M)
y B(M) = A(M) + A(M)T, entonces el niimero total de configuraciones para los

estados separables -dada una semilla- es simplemente
L(M,N) =Y (BY"(M))y, (E.6)
i,J

es decir, la suma de todos los elementos de BN~1(M). Para M = 2 y 3 la Ec. (E.6)
conduce a los resultados previos (E.2)—(E.3). De hecho, se puede demostrar que para
valores grandes de M y N, el nimero total de configuraciones crece exponencialmente

con la dimensién [185, 187].
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