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Resumen

Los cursos iniciales de matemdtica en la carrera de Arquitectura generalmente tropiezan con el
inconveniente de la escasa formacion previa del estudiante y la pobre valoracion que los alumnos
hacen de esta disciplina. A diferencia de lo que ocurre en la UNLP, los ingresantes en la carrera de
Arquitectura de la UNT inician sus estudios con un curso introductorio de matematica. No obstante,
en ambas unidades académicas, nos encontramos con una tendencia generalizada al estudio
memoristico. En particular, este comportamiento se puede observar en el estudio del tema funcion
cuadratica consistente en el aprendizaje de formulas y no en la comprension integral del concepto que
incluye la capacidad de “visualizar” mentalmente su grafica.

En este trabajo presentamos una descripcion de diferentes actividades didacticas implementadas en
Geogebra correspondientes al tema funcion cuadrdtica. El principal objetivo es fortalecer el
aprendizaje del modo en que los parametros de la funcion cuadratica —expresada en su forma
polinomica- modifican su grdfica, favoreciéndose con ello, la consolidacion de un modelo mental
basado en la comprension.

Introduccion.
El reto de una investigacion sobre la ensefianza de las matematicas
no es solo saber cuales contenidos ensefiar y de qué manera introducirlos en clase,
sino también analizar las razones estructurales de los problemas de comprension
con los cuales se enfrenta la mayoria de alumnos de todos los niveles de ensefianza.
(Duval, 1999, p. 15)

La constante evolucion de las tecnologias digitales aplicadas a la educacion trae aparejada el
surgimiento de lo que se ha dado en llamar “pedagogias emergentes” que propician la consolidacion
de nuevas teorias del aprendizaje, propias de la era digital que estamos transitando. Como docentes e
investigadores en procesos de enseflanza y aprendizaje de matematica y fisica para estudiantes de
arquitectura, el uso de la mediacion digital, tanto para la comunicacion como para el disefio e

implementacion de materiales didacticos, se ha convertido en uno de los ejes de nuestro trabajo.

Sin embargo, incorporar herramientas digitales a los procesos de aprendizaje implica analizar -

previamente— la potencialidad de la herramienta y la modificacion de los procesos de ensefianza y

aprendizaje que ella genera. Sumando a la eleccion la necesaria capacitacion de los docentes que
3

estardn en contacto directo con el estudiante y el disefio de materiales didacticos elaborados “a

medida” de la situacion de aprendizaje propuesta.
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Luego de sucesivas experiencias en el uso de diferentes software matematicos hemos adoptado el
Geogebra por tratarse de un software de cddigo abierto, que facilita tanto su instalacion en las
maquinas de la facultad y en las de los alumnos como sus sucesivas actualizaciones. Permite trabajar
con Geometria, Algebra, Analisis Matematico, etc. Tiene la gran ventaja de ofrecer en pantalla una
vista algebraica y otra grafica, simultineamente, lo que favorece la conexion de ambas formas de
expresion matematica. De un modo sencillo se accede a la implementacion de animaciones.

Dado que en el gjercicio de la docencia, es muy dificil conocer de qué modo aprende un estudiante,
resulta indispensable (Moreira; 2002, 12), asegurarnos que el modelo mental adquirido se corresponda
con el modelo conceptual. El uso de GeoGebra favorece este proceso como lo evidencian las

actividades de evaluacion propuestas y desarrolladas por los estudiantes.

Fundamentacion.
Muchos de los esfuerzos de la comunidad de investigadores en educacion matematica, se han dirigido

a entender y a promover el aprendizaje y la ensefianza, con y para la comprension, y en éstos
generalmente emergen asuntos relacionados con las representaciones de los conceptos.

Dichos investigadores han tenido en cuenta las representaciones en los procesos de ensefianza —
aprendizaje, como herramientas importantes en la construccion de significados. Ello se debe a que

juegan un papel fundamental en los procesos de comprension. Al respecto Duval (2004, p.24) afirma:

La actividad matemética es un tipo de actividad que, a pesar de su universalidad cultural, a
pesar de su cardcter puramente intelectual, supone una manera de pensar que no es nada
espontdnea para la gran mayoria de alumnos y de adultos. Necesita modos de
funcionamiento cognitivos que requieren la movilizaciéon de sistemas especificos de
representacion. Estos sistemas constituyen registros de representacion semiotica. Su
integracion a la arquitectura cognitiva de los sujetos es la condicion absolutamente necesaria

para poder comprender en matematicas.

En este sentido es que se aborda el estudio de la funciéon cuadratica incorporando Geogebra para
producir el nexo entre la representacion algebraica y la representacion grafica. Asi se favorece la
construccion de un modelo mental en el que conviven ambos tipos de representacion. Su
consolidacion depende de los vinculos que se establezcan entre una y otra. Aqui juega una
importancia fundamental la caracteristica del software de presentar ventanas duales en las que ambas

representaciones estan a la vista del estudiante.

Metodologia.



En el marco del desarrollo del programa de estudio, una de las unidades tematicas se refiere al estudio
de funciones. Los alumnos pertenecen al primer afio de sus estudios universitarios y se supone que han
efectuado aprendizajes basicos del tema en el nivel medio. Sin embargo, se observa que dichos
aprendizajes son fundamentalmente memoristicos, hecho que se evidencia en las clases dedicadas a
ejercitaciones en Conocimientos Previos/Curso Introductorio. Esta etapa de nivelacion, determina
nuestro punto de partida.
Las actividades previas correspondientes a la unidad Transformaciones en el Plano nos permite que al
iniciar el tema funciones todos los alumnos dominen el uso del GeoGebra. En este sentido cabe
mencionar que una buena parte de ellos llega al nivel universitario con conocimientos sobre el mismo
adquiridos en la escuela media debido a la distribucion de netbooks, en el marco del Programa
Nacional Conectar Igualdad que promovié el modelo 1:1(1 alumno, 1 netbook).
Dado el alcance de este trabajo, mostraremos las actividades llevadas a cabo en el aula con respecto al
estudio de la funcién cuadratica expresada de la forma f{x) = a x° + bx +c y a los efectos que la
modificacion de sus parametros -a,b y/o c¢- produce sobre su grafica. Se busca incidir en los procesos
de ensefianza y de aprendizaje mediante el uso de GeoGebra.
Se elabor6 una Guia de Trabajos Practicos en el que se describieron las actividades a llevar a cabo en
clase. Se eligio, para el analisis, el caso en que b=0y c=0, es decir f{x) = a x°. Para luego producir
las correspondientes generalizaciones.
Dichas actividades se basaron en tres etapas:
- Primera etapa: andlisis de los efectos de la variacion de a.

Su modificacion, si a > 0, produce deformaciones de la grafica de la funcion a las que llamaremos,

contraccion o dilatacion, segiin el caso. A esta consecuencia se agrega la reflexion cuando a < 0.

Sea a> 0:
- cuando a la grafica experimenta una dilatacion, se aleja de su eje de simetria (Fig.1. a)
- cuando a , la grafica experimenta una contraccion que se manifiesta con un acercamiento al

eje de simetria (Fig. 1.b)
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Fig.1.a. Dilataciona >0y |a|<1. Fig.1.b. Contracciona> 0y |a|> 1.




Sea a< 0:

- cuando a = -1, la grafica mantiene su forma pero resulta simétrica, con respecto al eje x, de la grafica

defx) = 1. X

- cuando a la grafica experimenta una dilatacion, es decir, se aleja de su eje de simetria
(Fig.2. a).
- cuando a , la grafica experimenta una contraccion que se manifiesta con un acercamiento

al eje de simetria (Fig. 1.b).

Fig.2.a. Dilataciéon paraa<Oyla |[<1. | Fig.2.b.Contraccion para a<0y |a [>1.

El uso de Geogebra facilité la visualizacion de este comportamiento y permitié comprender que la
variacion de a produce deformacion en la que si |a | > 0, las “ramas” de la grafica se acercan al ¢je de
simetria (contraccion) yquesi |a | < 0, se alejan del eje de simetria (dilatacion). Ademas quedo claro
que el cambio de signo de a, produce una reflexion (simetria axial) en la grafica.
- Segunda etapa: analisis de los efectos de la variacion de ¢ sobre la grafica de F(x)= a x’+c

- Cuando ¢ =0, es decir si ¢ , el vértice pertenece al origen de coordenadas.

- Cuando ¢ > 0, es decir: la grafica experimenta una traslacion en el sentido positivo del

eje y cuyo modulo coincide con |c| (Fig 3.a).

- Cuando ¢ < 0, o sea si 0), la grafica experimenta una traslacion en el sentido negativo

del ¢je y cuyo mddulo coincide con [¢] (fig. 3.b).

Bly=x+5

Fig. 3.a Variacién de c en y= ax’ +c, ¢ >0 | Fig. 3.b Variacion de c en y = ax’ +c, ¢ < 0




Se visualizo el efecto de traslacion que produce la modificacion de este parametro cuando es no nulo.
Esta conclusion, relacionada con el efecto del término independiente, ya habia sido estudiada al
trabajar con funcion lineal mediante expresiones de la forma: f(x) = ax y g(x) = ax + b con b#0.
Incluso se generalizé para otro tipo de funciones, cuya representacion algebraica y grafica era
conocida por los estudiantes.

La comprension del efecto que tiene sobre la grafica de la funcion la modificacion de estos dos
parametros (a y ¢) no ofreci6 dificultades. En buen niimero, los estudiantes tenian un conocimiento
previo significativo y para quienes tenian dificultades, la visualizacion por medio de GeoGebra incidio

sensiblemente en la comprension del concepto.

Sin embargo, no ocurri6 lo mismo con el parametro b, cuya incidencia tiene una apariencia
aparentemente no determinada. Es muy frecuente encontrar una dificultad para describirlo y por tal
motivo es ignorado su tratamiento tanto en el nivel medio como en el nivel universitario. Por ello, al
abordar el comportamiento de la funcioén cuadratica para variaciones del coeficiente del término lineal,
fue necesario capacitar previamente a los docentes involucrados ya que al ser preguntados sobre el
efecto de b, la respuesta generalizada fue: “no se puede establecer a priori”.

Este trabajo se propone sumar un enfoque a los ya existentes, en términos de propuesta para las

instancias superiores del nivel medio y/o los niveles iniciales de la educacion superior.

Tercera etapa: analisis del efecto de la variacion de b.

- Mediante la construccion en GeoGebra, puede verificarse que la variacion de b produce lo que
algunos autores describen como “un efecto de traslacion caracterizado por el desplazamiento de
la familia de parabolas en dos direcciones: horizontal y vertical, simultaneamente” (Gutiérrez y
otros, 2012, pag 517). Puede demostrarse' que para f{x)=a x’+ b x +c¢ la modificacién del valor
de b, produce un desplazamiento, sin deformacion, de la grafica de modo que el vértice de la
nueva funcién cuadratica es un punto de: f{x) = - a x’+c.
A los efectos de estimar el tipo de desplazamiento que experimenta la grafica de:

fix)=a x’+bx+c
al modificar el parametro b, llamaremos b’ a los valores posibles que puede tomar este
parametro. Establecida esta nomenclatura, los movimientos horizontales y verticales simultaneos
que produce la modificacion de b pueden agruparse en los siguientes casos:
- Caso a>0con
b’<|b|, la grafica con pardmetro b " se ubica por encima de la curva original.(Fig. 4.a).

b’ >|b|, la grafica con pardmetro b " se ubica por debajo de la curva original (Fig.4.b).

'Ver demostracion en el Anexo, al final de este trabajo.



Fig.4.a. Siendo >0 y b°’<| b | la graficase | Fig.4.b. Siendo a> 0y b’ > | b | la grafica se

localiza por encima de la original. localiza por debajo de la original.

Cuando b’ > b, entonces la grafica de f{x) se desplaza hacia la izquierda (Fig.5.a).

Cuando b’ < b, la grafica de f{x) se desplaza hacia la derecha (Fig. 5.b).
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Fig.5.a. Con ¢>0y b’<b la grafica se desplaza | Fig.5.b. Con >0y b’ >b la grafica se

hacia la derecha. desplaza a la izquierda.

- Parael casoenquea <0:
Los resultados del analisis son opuestos a los del caso anterior, por lo que no se efectiia su

analisis en este trabajo. Se sugiere su desarrollo al lector.

Conclusiones

El problema de la ensefianza y del aprendizaje de la funcion cuadratica se dificulta cuando no se
consigue efectuar un adecuado pasaje de una forma de representacion a otra.Este problema se
relaciona con la dificultad de hacer una distincion entre un objeto y su representacion. La confusion
conduce a una especie de aprisionamiento del objeto por el registro donde se ha producido su

representacion y dificilmente podra aplicarse fuera del contexto donde ha sido generado. En



matematica esta confusion tienes consecuencias complejas ya que la fuerza de la disciplina reside,
precisamente, en la amplia aplicabilidad de sus conocimientos. Ello determina la necesidad de
descontextualizar el concepto, al aplicarlo.

El enfoque dado a este estudio sobre los parametros de la funcion cuadratica se relaciona con esta
necesidad. La capacidad desarrollada de pasar de un tipo de registro de representacion a otro acerca al
alumno a efectuar modelizaciones adecuadas en el marco de la resolucion de problemas concretos de
su especialidad.

La experiencia realizada permite verificar que la utilizacion de GeoGebra favorecié la comprension de
los efectos que se producen sobre la grafica ante la modificacion de dichos parametros, valorandose su
incidencia sobre la capacidad para pasar de un registro a otro. Esta cuestiéon no es de menor
importancia por cuanto la funcion cuadratica permite modelizar muchas situaciones concretas que se

le presentan al estudiante en su carrera.

Anexo.

Demostracion citada en pag. 6 de este trabajo.
Se considera funciones cuadraticas de la forma f(x) = ax? + bx + ¢

La forma canodnica de f se obtiene de la siguiente manera: f(x) = ax? + bx +c = a (x2 + Zx) +
c=a [(x+£)2—b—2 +c=a (x+%)2+c—b—2.

2a 4a?

2
De modo que el vértice de la parabola grafica de f tiene vértice V = (— i, c— b—)

2a 4a
. - b b?
Sea a la abscisa y 8 la ordenada del vértice, entonces: a = — e y f[B=c— "
i 2 b? 2 _ b2 y 2 b?
Asi, a“ = 2az Osea aa” = = restan de c esta expresion resulta: ¢ —a a“ = ¢ — i B

De modo que: B = ¢ —aa?

Esta ultima ecuacion indica que si se consideran parabolas que son graficas de funciones cuadraticas
de la forma f (x) = ax? + bx + c, es decir parabolas con coeficiente principal @ y ordenada al origen
¢, entonces los vértices (a, B) de todas estas pardbolas pertenecen a una parabola de ecuacion
B = ¢ —aa?. Es decir, estos vértices se encuentran sobre una parabola cuyo coeficiente principal es
opuesto al de f, cuya ordenada al origen es igual a la de f y cuyo eje de simetria es el ejey. Esto
implica que su ecuacion es:

y=—01x2 +c

En la figura que sigue se muestran las graficas de las funciones en cuestion.



! AN
M Al modificar b, la grafica de la funcion cuadratica:
\_, ; f(x) = a x? +b x + ¢ (en rojo en la figura),
7 cualesquiera sean los valores de sus parametros, experimenta
B 5 S desplazamientos vertical y horizontal simultaneos, de modo que
o el vértice V de la funcion desplazada (en negro) es un punto de:
) X f(x) = - ax2 +c . (trazo cortado en azul).
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