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Resumen

En esta tesis se consideraron varios tépicos asociados a la aplicacién de la correspondencia AdS/CFT
a sistemas de materia condensada. En particular se estudiaron modelos hologréficos de superconductores,
metales extrafios e inestabilidades fermidnicas que pueden presentar los mismos.

El capitulo 1 es una introduccién donde se exponen los objetivos y motivaciones para estudiar estos
sistemas.

En el capitulo 2 se resumen las ideas y conceptos fundamentales para entender la teoria de cuerdas
y la correspondencia AdS/CFT.

En el capitulo 3 se introducen conceptos bésicos de la teoria de la Materia Condensada pertinentes
a la Tesis. En primer lugar los superconductores, cudles son los fenémenos fisicos detréds de ellos y cémo
es el marco tedrico-matematico para describirlos. Posteriormente se introducen los liquidos de Fermi, su
descripcion a través de la teoria de Landau, y la existencia de una fase denominada de metal extrano
que experimentan los superconductores de alta temperatura, donde dicha teoria no es aplicable.

En el capitulo 4 se introducen los modelos holograficos mas béasicos para describir superconductores,
metales extranos y sistemas de electrones a potencial quimico finito.

En el capitulo 5 se presenta el andlisis de un sistema del tipo gravedad-Yang-Mills-Higgs que modela
holograficamente un superconductor de onda p/p + ip. En tal sistema se calculan varias propiedades
fisicas de interés y se hace una comparacion entre ellas. Se estudian ademaés soluciones a temperatura y
entropia nulas.

En el capitulo 6 se analizan funciones espectrales de campos fermiénicos a temperatura finita en el
fondo de un superconductor de onda p, teniendo en cuenta el efecto sobre la geometria de los campos de
calibre.

En el capitulo 7 se estudia el cruce entre un liquido de Fermi y un metal extrano introduciendo una
variable de dopaje desde el lado gravitatorio.

Por ultimo, en el capitulo 8 se generaliza el método de Pomeranchuk en un espacio-tiempo curvo
especifico, para poder estudiar inestabilidades de la superficie de Fermi de un sistema de electrones
fuertemente acoplado que pueden dar lugar a fases nemdticas o esmécticas.



1 Introduccion

1.1 Motivaciones y objetivos

El estudio de sistemas de electrones fuertemente correlacionados (SCES) es uno de los mas fascinantes
tépicos de la Fisica Moderna. Un ejemplo de SCES son los superconductores de alta temperatura (HTSC).
Es conocido que la teoria BCS (Bardeen-Cooper-Schrieffer) de los superconductores de baja temperatura
no se ajusta bien a la fenomenologia observada en los HTSC, y que la descripcién correcta debe tener
en cuenta la alta correlacién que existe entre los electrones en el estado fundamental, que resulta en un
hamiltoniano fuertemente interactuante para las excitaciones. En estos SCES el tratamiento perturbativo
usual en teorfa cudntica de campos (QFT) no se aplica, y la investigacién se ha diversificado en varias
direcciones de aproximaciones alternativas [1].

Estos materiales genéricamente presentan una rica estructura en su diagrama de fases (FD). Se piensa
que la dindmica de fermiones fuertemente acoplados es responsable de esta rica estructura. Aunque ha
habido importantes progresos en los dltimos 30 afios (ver por ejemplo [2] y referencias) todavia es necesario
un completo entendimiento de los HT'SC debido a las dificultades que presenta su complejo FD. Por ejemplo,
en el caso de los cupratos el diagrama incluye varias regiones, tales como una fase de antiferromagneto (AF),
una regién de pseudogap, la fase de superconductor de onda-d, la de metal extrano y la fase de liquido
de Fermi (ver figura (14) y figura 2 en referencia [2]). Por otro lado, la “fase normal” (no ordenada) es
también compleja. Aunque para altos dopajes es un liquido de Fermi descripto por la teoria de Landau, para
dopajes intermedios una fase de metal extranio estd presente, donde dicha teoria no funciona (por ejemplo,
la resistividad escalea linealmente con la temperatura, mientras que en la teoria de Landau se predice un
comportamiento cuadratico; debido a esto, son algunas veces llamados “non-Fermi liquids”). La fase de metal
extrano ha sido observada en diferentes experimentos, especialmente en los experimentos de angle-resolved
photoemission spectroscopy (ARPES).

Por otro lado existen regiénes del diagrama de fases en las cuales la simetria rotacional estd rota, las lla-
madas fases “nemadticas”, asi como también fases inhomogéneas llamadas “esmécticas”, terminologia prestada
de la teoria de cristales liquidos. Ha sido propuesto que la transicién desde una fase normal de liquido de
Fermi a una fase nemdtica es debido a la presencia de una inestabilidad de Pomeranchuk [3]. Tales inesta-
bilidades surgen cuando un liquido de Fermi es perturbado con una excitacién fermidnica representada por
una deformacioén anisotrépica de su superficie de Fermi, la cual induce un decrecimiento neto de la energia
del sistema.

En este contexto resulta de particular importancia la descripcién de los grados de libertad fermiénicos
tanto en la fase normal como en la fase superconductora, el anélisis de la superficie de Fermi y de su defor-
macién a temperatura finita, asi como en la fase de metal extrano, y a su vez el andlisis de las inestabilidades
de la superficie de Fermi que se puedan presentar. La presente tesis se aboca al estudio de estos problemas.

La correspondencia AdS/CFT [4][5][6] es una poderosa herramienta para estudiar sistemas fuertemente
interactuantes. Rudamente hablando, la misma establece que QFT que vive en d dimensiones en un régimen
de acoplamiento fuerte es equivalente a una teoria de gravedad débilmente acoplada en al menos una di-
mension mas alta. La solucién de fondo de la teoria gravedad tiende asintoticamente a un espacio-tiempo
de Anti-de Sitter (AdS), mientras que la teoria de campos conforme(CFT) asociada vive en la frontera con-
formemente minkoswkiana de AdS. Como veremos en el Capitulo 2, fue inicialmente conjeturada estudiando
sistemas de cuerdas y branas supersimetricas, y posteriormente extendida a dualidades gravedad/QFT en
general. Cobré nuevo impulso en los tltimos tiempos por las aplicaciones a la teoria de materia condensada
(CMT), por lo que se la refiere frecuentemente en este contexto como dualidad AdS/CMT.

Los superconductores hologréficos [7]-[10] son una clase de modelos tedricos que comparten muchas
caracteristicas similares con los HTSC. En particular, son sistemas fuertemente acoplados en los cuales
una fase superconductora surge a bajas temperaturas. Ademads, los estados normales y superconductores
pueden propagar fermiones que no son descriptos por la teoria de Landau. La principal diferencia con los
sistemas de laboratorio es que, debido a que los superconductores holograficos son descriptos por medio de
la correspondencia AdS/CFT, ellos requieren un gran ntimero de grados de libertad en cualquier punto del
espacio, condicién referida como el “large N limit” (limite de gran N).

El modelo més simple de superconductor holografico es provisto por una teoria de Einstein-Maxwell
acoplada a un campo escalar cargado, que en el marco de la correspondencia AdS/CFT es dual a un
operador escalar cargado bajo una simetria global U(1) (dual de la simetria de calibre) y cuyo valor de
expectacion de vacio es identificado con el parametro de orden de la transicién superconductora. Ha sido
probado que una solucién de agujero negro cargado, interpretada como una fase no condensada, se vuelve
inestable y desarrolla “pelo” escalar a bajas temperaturas rompiendo la simetria U(1) cerca del horizonte
del agujero negro [11] [12]. Este fendmeno en general puede ser interpretado como una transicién de fase de



segundo orden entre las fases conductora y superconductora. Esta interpretacién es avalada por el andlisis
del comportamiento de la conductividad y por la respuesta del sistema frente a un campo magnético externo
8]

Pasando al contenido de la tesis, los capitulos 2, 3 y 4 contienen material introductorio relevante para
el desarrollo de la misma, donde se exponen tépicos de teoria de cuerdas, materia condensada y modelos
holograficos.

En el trabajo desarrollado en el capitulo 5 estuvimos interesados en los superconductores holograficos
de onda p, donde el condensado es alguna componente de un campo vectorial. Para que éste se encuentre
cargado, un campo de calibre no abeliano es requerido, sistema al que acoplamos un campo de Higgs en la
representacion adjunta. El objetivo fue construir el diagrama de fases del sistema, comparando las energia
libres de fases isotrépicas (superconductor de onda p+ip) y anisotrdpicas (superconductor de onda p) en
todo el espacio de pardmetros (masas, acoplamiento de Higgs, etc) para diferentes temperaturas.

El objetivo del trabajo desarrollado en el capitulo 6 fue considerar la inclusién de fermiones acoplados
a la teorfa considerada en el capitulo 4 (sin la presencia del campo de Higgs). Dichos campos fermiénicos
son duales a operadores fermiénicos de la teoria de campos. El estudio de fermiones en un fondo gravi-
tatorio de agujero negro permite, calculando la funcién de Green de dos puntos y utilizando la dualidad
gravedad/QFT, calcular funciones de correlacién fermiénicas a temperatura finita en la QFT y obtener asi
las funciones espectrales. Las mismas permiten estudiar holograficamente el tipo de sistema fermiénico que
se estd describiendo, indicando la existencia o no de superficies de Fermi y de cuasi-particulas, es decir,
establecer si el sistema se comporta o no como un liquido de Fermi, etc.. Funciones espectrales en la fase su-
perconductora de onda-s a temperatura nula fueron estudiadas en [13], mientras el caso de superconductores
de onda p fue considerado en [14].

Posteriormente el foco fue puesto en sistemas no balanceados, como se elabora en el capitulo 7, los cuales
se definen como sistemas de materia condensada descriptos por una teoria gravitacional dual que contiene
dos campos de calibre abelianos, uno dual a la corriente de electrones y otro dual a la corriente de impurezas.
El objetivo fue analizar si mediante la introducciéon de una variable de dopaje desde el lado gravitatorio es
posible describir un cruce (“crossover”) de una regién donde el sistema se comporta como un liquido de Fermi
a otra region donde se comporta como un metal extrafio conforme variamos el dopaje, tanto a temperatura
nula como a temperatura no nula.

Por tdltimo se estudiaron inestabilidades fermiénicas en el capitulo 8. Se sabe que la descripcion holografica
de una fase fermidnica homogénea explica algunas de las propiedades interesantes del metal extrano, como
se explica en el capitulo 4. En particular, la funcién espectral resultante es compatible con una superficie de
Fermi (FS) sin cuasi-particulas de larga vida media. Partiendo de este punto, se presenta un andlisis de las
inestabilidades de Pomeranchuk de la fase metalica extrana desde la perspectiva holografica.



2 Teoria de Cuerdas y AdS/CFT

2.1 Teoria de cuerdas: nacimiento

La teorfa de cuerdas (ST) surge como una posible explicacién de las interacciones fuertes, teoria que fue
dejada de lado posteriormente y reemplazada por una QFT conocida como Cromodindmica Cuédntica (QCD).
QCD es una teorfa de Yang-Mills con grupo de simetria de calibre o de “color” SU(3) y tres colores de
fermiones llamados quarks que transforman en la representacién fundamental. Los estados observados a
baja energfa, conocidos genericamente como hadrones, son estados ligados de quarks, singletes de SU(3);
por ejemplo un mesén es una particula constituida por un quark y un anti-quark. La interaccién entre
ambos es explicada si pensamos que existe una cuerda que conecta los dos quarks. Si R es la longitud de la
cuerda/separacion entre quarks, para separar las particulas se necesita una energfa proporcional a la longitud
de la cuerda, E = T'R, donde T es la tension de la cuerda, relacién que muestra porqué no es posible separar
a los quarks (fenémeno conocido como confinamiento). Lo que ocurre cuando aumentamos la longitud de la
cuerda es que la energia potencial se hace suficientemente grande como para crear otro par quark-antiquark,
y la cuerda se convierte en dos cuerdas ya que resulta més favorable energéticamente; los extremos de las
cuerdas siguen siendo quarks y antiquarks, no resultando quarks libres.

Como la tensién T de la cuerda podria en principio reducirse a cero, es necesario que ésta oscile ya que
el momento angular contribuye a la energia y entonces debe haber una relaciéon entre el momento angular
J y la energfa de la cuerda. Clésicamente el tinico parametro con dimensiones que describe la cuerda es la
tensién T'. Mediante anélisis dimensional y la definicién de momento angular, se encuentra que:

1
J~ =M?*+h 1
Fenomenolégicamente esta relacion es escrita como:
J =~ o/ M? 4 a(0) (2)

donde o' ~ 1/T, es la pendiente de Regge y «(0) las correcciones cudnticas. Hay muchas variedad de
mesones, entre ellos los piones (mesones escalares), mesones vectoriales y mesones con mayor espin y energfa.
El espectro de mesones satisface con gran aproximacién la relacién (2) como se muestra en la figura (1),
donde los valores de las constantes son: o ~ 0.9GeV =2 y a(0) ~ 0.5. Por lo tanto vemos que los mesones
son bien explicados mediante el modelo de cuerdas.

L I = Lol ]

Figura 1: El eje horizontal representa la energia M? y el eje vertical representa los spins. Los mesones
simbolizados con corchetes no son bien conocidos. La linea representa un ajuste usando la ecuacién (2).

Como dijimos precedentemente, la teoria de interacciones fuertes actualmente aceptada es QCD. En QCD,
un mesén es visto como un par quark-antiquark unido por gluones (las particulas de calibre de SU(3)). Las
lineas de flujo de la electrodindmica se extienden por el espacio, en cambio las lineas de flujo de una teoria
de color no se expanden sino mas bien permanecen delgadas debido a las auto-interacciones entre los gluones

Si bien ST puede resultar una teoria consistente, si se pretende utilizarla se deben aceptar ciertas conse-
cuencias:

e Para cuantizar ST consistentemente es necesario que el espacio-tiempo tenga 26 dimensiones si se
quiere tener solo bosones en el espectro. Mientras que si se requiere que también contenga fermiones
el nimero de dimensiones se reduce a 10 y la teoria debe ser supersimétrica.



e Usando ST es posible explicar el confinamiento de quarks, pero QCD explica otros fenémenos ademas
de éste. Por ejemplo, cuando la separacién de los quarks se vuelve pequenia (en el ultravioleta) el
tamano del flujo no es despreciable y como consecuencia la energia potencial entre los dos quarks se
comporta como E ~ —1/R (potencial de Coulomb); los modelos de cuerdas més simples no son capaces
de explicar este comportamiento conocido como libertad asintdtica.

Fue entre otras cosas debido a estos problemas que ST fue abandonada como teoria para describir la
interacciones fuertes, pero surgié como una teoria candidata para unificar todas las interacciones, ya que
como veremos ST incluye la gravedad.

2.2 Cuerda bosonica

ST tiene un solo parametro con dimensiones que es la tensién, T'= 5 = #52; como [T] = L2, [o/] = L.
Por lo tanto introducimos el pardmetro I, = v/2¢/, la longitud de la cuerda. Esta es la escala fundamental
donde la ST presenta sus mayores efectos, que es del orden de la longitud de Planck, I, ~ 1073%m; asi
macroscépicamente (a escalas mayores que I,) la cuerda se ve como un punto.

En general podemos tener objetos extendidos en p dimensiones llamados p-branas Una O-brana es una
particula puntual, con accién Sy = —m [ ds, una 1 — brana es una cuerda y asf siguiendo. La generalizacién

de la accién de una particula puntual a una p-brana en un espacio-tiempo D dimensional (D > p) es:

S, = Ty [[dny =T, [ \/~det(Gusto))i 1o 3)

donde dp, es el elemento de volumen (p+1) dimensional, definido por la métrica inducida Gq (o) =
%fj %TX;gW(X) donde o, 8 = 0,1,....p y 0® = 7, juega el rol de coordenada temporal o', o2, ...,0P son
coordendas tipo espacio. La métrica G, g(o) surge debido al inmersion de la p-brana en un espacio-tiempo
D dimensional, es decir, G, g(0) mide distancias sobre el volumen de mundo mientras que g, (X) mide
distancias en espacio-tiempo. Nos centraremos ahora en el caso de la accién para una cuerda, p = 1.

La hoja de mundo (WS) de una cuerda serd parametrizada por dos parametros independientes (o, o) =
(1,0), con 7 € R0 € [0,7]. La inmersién de la cuerda en un espacio-tiempo D dimensional es definida por
los campos X*(7,0), donde y = 0,1,...D — 1. Trabajar con la accién (3) resulta complicado debido a la
presencia de la raiz cuadrada. Para evitar esto, Alexander Polyakov propuso otra accién que a nivel cldsico

resulta ser equivalente a (3):

S = *% / drdo/=hh*P 8, X" 05 X" g, (X) @

donde hag(7,0) es un nuevo campo auxiliar simétrico que representa la métrica en la WS.
Una vez conocida la accién es de fundamental importancia conocer sus simetrias. En espacio de Minkowski
(4) presenta las siguientes simetrias:

Simetrias globales (Poincaré)

e Simetria de Lorentz: X* — ALXY | AZA,‘EUP(; = N
e Simetria frente a Traslaciones: X* — X* + e#

Simetrias locales

e Simetria frente a difeomorfismos: ¢ — 6%(7,0)
o Simetria de Weyl: hag — hag = A(T,0)hap

Es posible utilizar las simetrias locales para fijar el calibre: h,g = 1,8, por lo que se suele decir que la
métrica hqapg no tiene dindmica. Utilizando este fijado de calibre la accién (4) se simplifica notablemente:

T .
S = /deac == /dea ((X)2 - (X’)Q) (5)
De la definicion del tensor de energia-impulso:

2 1 48
Tos = =4 /= 6heh )



y del principio variacional se obtienen las ecuaciones de movimiento para hqg:
1
Top = 0aX - 05X — §haﬁméayx 95X =0 (7)
que en el calibre fijado da lugar a los siguientes vinculos:
1 . )
O:TOO:T11:§(X2+X’2) i Tn=Toe=X-X'=0 (8)

Por otro lado, al variar la accién de Polyakov respecto de los campos con las condiciones: 6X*(7y)
dX*H(1;) = 0, se obtiene

0S8 = T/dadT(X”“ — X")(SXN — T/CZTX’“(SXMU:7T + T/dTX'“(SXML,:o (9)
La condicién 45 = 0 implica la siguiente ecuacién de movimiento para los campos X*:
(02 = 97) X" (1,0) =0 (10)

Pero ademas los términos de borde también deben anularse. Hay varias formas de imponer condiciones de
contorno (bc), que conducen a la posibilidad de tener cuerdas abiertas y cerradas.

Cuerdas cerradas: Si pensamos en cuerdas cerradas es natural pensar en bc periddicas:

XH(ryo+7) = XH(1,0) — 0 XH(7,7) = §X*(7,0) (11)

Por lo tanto los dltimos dos términos de borde en (9) se cancelan entre si.

Cuerdas abiertas: Para cuerdas abiertas tenemos dos posibles alternativas para poder anular los términos
de borde.
Condiciones de contorno de Neumann (NN): estdn definidas por:

0, XH(1,0) = 0, XH(7,7) =0 (12)

Figura 2: Figura izquierda: Condiciones de contorno de Neumann: La cuerda puede oscilar y sus puntos fi-
nales pueden moverse a lo largo del borde tanto como desaparezcan en ellas. Figura de la derecha:Condiciones
de contorno de Dirichlet: La cuerda puede oscilar pero sus puntos finales estan fijo en el borde

Condiciones de contorno de Dirichlet (DD): corresponde a fijar un valor constante de los campos en los
extremos de la cuerda:
XH(1,0) = 2k ; XH(r,m) =z (13)

La interpretacién grafica de estas bc se muestran en la figura 2 1.
Una vez que contamos con la ecuacién de movimiento de los campos (10) y las bc correspondientes a
cuerdas cerradas y abiertas podemos pasar a resolverlas.

1Si bien condiciones de contorno mixtas del tipo ND y DN son importantes, no serdn de relevancia en esta Tesis y por lo
tanto no las consideraremos.
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e Cuerda Cerrada: be periédicas

XH*(1,0) = 2" + 2a'Tp* + = \/72 (ate —Zin(r—o) 4 abe 72”“‘(7“’)) (14)
n;ﬁO
donde la constante z* es el centro de masa y p* es el momento de la cuerda definido por:
T oL
pt = / doP™ (1, 0) ; PH= " —TXW" (15)
0 oXn

Los dos primeros términos de (14) describen el movimiento del centro de masa de la cuerda, mientras
que el resto describe las oscilaciones correspondientes a los modos o y &

o Cuerda Abierta: bc NN

XH(r,0) = 2l + V2T 4 iV2a/ Z —a“ T cos(mao) (16)

m;éO
o Cuerda Abierta: be DD
XH(r,0) =z} + (xh —2f) + Z —a” T gin(mo) (17)
m;éO

Una vez encontradas las soluciones resulta de interés calcular observables fisicos como por ejemplo el
Hamiltoniano y la masa de la cuerda.
El Hamiltoniano es definido por:

H= /0 do(X, P — L) (18)

Con P™ y L definidos en (15) y (5) respectivamente, obtenemos:

H= g/oﬂdg <X2+X’2) (19)

Esta expresion nos permite obtener el Hamiltoniano de cuerdas cerradas y abiertas reemplazando las solu-
ciones correspondientes.

Cuerdas Cerradas:

Cuerdas Abiertas:

(oo}
Z a_p - Qp ; al = lp*. (21)
n=-—oo
Otro de los observables de interés (que en particular es igual a cero pero que nos da restricciones sobre
las soluciones) es el tensor de energfa-impulso. Resulta conveniente, como veremos, usar la expresién para
T,p en las coordenadas de cono de luz o* = 7 + o; de (8) obtenemos:

T =(0-X")? 5 Ty =(0:X")° 3 Tyo=T4=0 (22)
Reemplazando la solucién explicita para la cuerda cerrada llegamos a:
T__ = 215 m;OO Lme_sz(T_o-) 5 Lm = 5 n;m Qm—n * Op (23)
Analogamente T' ; esta dado por:
oo B ) N 1 oo
T = 2[2 Lm —2mi(r+0) 3 Lm =3 ~m7n . ~n 24
++ s m:Z_OO e ) 5 L o «a (24)

Recordemos que hasta ahora todas estas expresiones son clasicas y deben ser modificadas en el caso
cuantico. De acuerdo a las definiciones de L,, y L, podemos escribir el Hamiltoniano para cuerdas abiertas
y cerradas:
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o Cuerda Cerrada ~
H =2(Lo + L) (25)

o Cuerda Abierta
H=1L, (26)

Una vez encontrado el Hamiltoniano y el tensor de energia-impulso en términos de los modos, podemos
calcular la masa de la cuerda (abierta y cerrada). Para derivar ésta, partimos de la relacién de masa-energia
relativista:

M? = —p'p, (27)

Usando la definicién de p# tanto para la cuerda abierta como para la cerrada dadas en (20) y (21) y usando
los vinculos Ly = 0 (cuerda abierta) y Lo = Lo = 0 se obtiene

Z 5 (aep o +a_p - ay) cuerdacerrada

M? = (28)
1 [e%s}

o anl O_p - Qp cuerda abierta

2.3 Espectro de la cuerda

No explicaremos en detalle el procedimiento de cuantizacién, ver [15] por ejemplo. Cuando cuantizamos el
campo X* los modos pasan a ser operadores que satisfacen:

g, o] = mano 5 (& an] =m0 0min o (29)
Esto afecta la definicién de (23) y (24). Recordemos que cldsicamente: T,3 = 0, pero cuando cuantizamos

en general no es consistente imponer esta condicién operatorialmente, lo que se puede imponer es (¢|Tns|¢)
para todo estado fisico |¢). Ya que ahora tenemos un orden normal derivado de la construccién del espacio

de Fock asociados a estos osciladores los operadores Lo y Lo (que son los inicos que tienen problemas de
ordenamiento normal) estardn definidos a menos de una constante arbitraria, y por lo tanto sobre estados
fisicos tendremos que:

N |

1 > - 2 N~ A -
LO = 50[(2) + Zla—nan =a ; LO a(z) + Zl AOnlp = a (30)
n— n=

Para que la cuantizacion de la ST sea consistente es necesario imponer que a = a = 1, D = 26, ver [15].

Cuerda abierta
Consideramos bc NN en todas las coordenadas. De (30) imponiendo Ly = 1 obtenemos:

1 o0
M2:§(N71) ;. N=> a,-an (31)
n=1

donde N es el operador de nimero. Recordemos que los a_,, crean estados de modo n > 0 mientras que
los a,, destruyen estados de modo n > 0. Para describir los estados es conveniente utilizar el formalismo
de cuantizaciéon de cono de luz donde se trabajan con los grados de libertad fisicos que resultan ser los
transversales, X! con I =2,...,D — 1.

e El estado fundamental en este formalismo es definido por

anlp®.pr) =0, nx>1 (32)
donde p* = p° £ pP~1 vy pr = (p%,..,pP~1)’. La masa de este estado es M? = —1/a’ y no tiene
osciladores presentes. Resulta ser un estado de masa negativa, cominmente llamado estado taquidnico.
La funcién de onda asociada a este estado se corresponde con un campo escalar. El signo M? < 0 da
cuenta de una inestabilidad de la teoria.

e Primer estado excitado: ol |p*, pr) creamos un estado con modo n = 1 por lo tanto existen 24 estados
fisicos no masivos. El estado mas general posible es una combinacién lineal de los mismos:

D—1=25

> &l pt,pr) (33)

I1=2

Esta expresién nos dice que el primer estado excitado de cuerdas abiertas corresponde a un campo
vectorial sin masa, o sea, un fotéon. No mencionaremos el resto de los estados excitados ya que no seran
de interés.
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Cuerda cerrada 3
De (30) imponiendo Lo + Ly = 2 obtenemos:

1 .
5a’M2 =N+N-2 (34)

e Estado fundamental: M2 = —4/a’. Vemos que el estado fundamental de cuerdas cerradas son también
estados taquidnicos con la diferencia que en el caso de cuerdas cerradas son més masivos en relacion a
la cuerda abierta.

e Los préximos estados excitados pueden ser construidos con dos osciladores actuando sobre el estado
fundamental, teniendo en cuenta de (30) el vinculo Ly — Lo =0 o0 lo que es lo mismo N = N, por lo
que resulta: aI J{o/“p ,pr) con I,J = 2,...,25. La masa del estado resulta ser M? = 0. Al estado

general lo podemos escribir como:

D
NS .
E RIJOé!IOCI|P+,PT> (35)
1,0=2

Cualquier matriz Ry siempre se puede escribir como Ryy = hyy + R/Dér; + Bry donde hry es una
matriz simétrica y con traza nula, B;; una matriz antisimétrica y R/Dd;; la parte de traza (R = RY)
lo que nos lleva a:

Zh[]O[ 7T04Jir|p ,p +Z d 8[

Existe una relacién uno a uno entre entre el primer término de (36) con los estados cudnticos que surgen
tras cuantizar pequenas perturbaciones h,, alrededor del espacio de Minkowski usando la gravedad de
Einstein. Por lo tanto estos estados son identificados con gravitones. El segundo término de la ecuacion
(36) se corresponde con un estado sin indices que se asocia naturalmente a una particula escalar sin
masa, el dilatdn. El tercer término de (36) se corresponde con estados de una particula asociados a un
campo tensorial anti-simétrico B,,,, denominado campo de Kalb-Ramond.

T pr) + Y BrallaMpt, pr) (36)
I1,J

2.4 D-branas

Las Dp-Branas surgen de las b.c de la ST. Estas resultan ser objetos de p dimensiones donde los
extremos de las cuerdas abiertas pueden ser anclados. Consideremos una cuerda entre dos Dp —
branas planas paralelas en espacio de Minkowski D dimensional, con direcciones tangentes (0,1,1),1 =
2,3,...,p y perpendiculares ¢ = p+1,..., D — 1. Trabajando siempre en la cuantizacién en el cono de
luz, el espectro de masa viene dado por:

N 1 (o] o0
2 - 20 ] 2 I T i
M-* = ~ + T (x), — ) ; N = Z a0 + Z ol ol (37)
n=1 n=1
donde a,b = 1,2 etiquetan las branas. Analizaremos primero
Caso a = b, una Dp-brana.
e Estado fundamental: Encontramos estados taquiénicos con M? = —1/a’ anélogos a los que aparecen

n (32).

e Estado excitado: Tenemos dos tipo de osciladores que pueden actuar sobre el estado fundamental.
Consideremos primero los osciladores que tienen un indice asociado a la coordenada tangente a la
brana I. Estos estados son de la forma: af,|p*,p) y tienen M? = 0. Tenemos un nimero total de
estados sin masa igual a (p + 1) — 2. Vemos que coincide con el nimero de grados de libertad de un
campo de Maxwell en p + 1 dimensiones, con lo cual podemos concluir que:

Una Dp-brana tiene un campo de calibre U (1) viviendo sobre su volumen de mundo.
e Ahora consideremos osciladores que tienen un indice normal a la brana. Los estados son de la forma:

o’ | |pT,p) y tienen M? = 0. Ya que j no es un indice de Lorentz para la brana, tenemos entonces un
campo escalar no masivo por cada direccién normal a la brana. Concluimos que:
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Una Dp-brana tiene D —p — 1 campos escalares no masivos, uno por cada direccion normal a la
brana, viviendo sobre su volumen de mundo.

Caso: !, # x} - andlisis general. Supongamos que tenemos 2 Dp-branas. Los diferentes sectores son

etiquetados por [ab] donde a,b = 1,2. El primer indice denota la brana sobre la cual el extremo o = 0 de
la cuerda se encuentra, mientras que el segundo indice denota la brana sobre la cual el extremo o = 7 se
encuentra. Asi los estados base son de la forma:

osciladores |[a,b] pT, p) (38)

Si las dos Dp-branas coinciden tendremos ahora un total de cuatro campo vectoriales no masivos, uno por
cada sector, que forman un multiplete vectorial de una teorfa de calibre U(2). Si las branas estdn sepa-
radas entonces, de acuerdo con (37) los sectores no diagonales serdn masivos (tendremos bosones vectoriales
masivos) y la simetria del grupo de calibre se rompe a U(1) x U(1).

En el caso més general de tener N Dp-branas paralelas, tendremos un total de N x N = N2 sectores
etiquetados por [ab] donde a,b=1,..., N. Si las N Dp-Branas son coincidentes los N? sectores resultan en
N? campos de calibre no masivos, junto con D — p — 1 campos escalares viviendo en la adjunta de U(N)
(N? en total). Esto define una teorfa de Yang-Mills U(N) sobre el volumen de mundo de las N Dp-branas
coincidentes. Concluimos que:

Sobre N Dp-Branas coincidentes viven campos de calibre no masivos junto con D —p — 1 escalares en la

adjunta de U(N).

Notamos por completitud que en el caso de tener grupos de branas separadas entre si, se dispara un
mecanismo de Higgs por el cual algunos campos de calibre adquieren masa dando lugar a distintos patrones
de ruptura de simetria.

2.5 Interacciones de cuerdas

Como sabemos una particula dibuja una linea de mundo cuando se propaga por el espacio-tiempo, en cambio
una cuerda deja a su paso una superficie u hoja de mundo (WS). En la figura (3) de la izquierda, se puede
apreciar un diagrama de Feynman para una interaccién entre particulas. Este diagrama se ve reemplazado
para cuerdas cerradas en la figura de la derecha.

Figura 3: La figura de la izquierda representa un diagrama de Feynman asociado a un vértice de interaccion
de tres puntos (particulas puntuales). El diagrama de interaccién dnalogo si se considera a las particulas
como cuerdas cerradas se muestra en la figura de la derecha.

El objeto basico a computar en ST a nivel perturbativo es la matriz-S (ver ecuacién (41)), o sea, las
amplitudes de colisién entre estados asintdticos in y out que representan particulas. Por ejemplo, la colisién
entre dos estados in y dos estados out es descripto en términos de la WS de las cuerdas como se muestra en
la figura (4).
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Figura 4: La figura de la izquierda representa un scattering entre dos cuerdas cerradas. La figura de la
derecha también es un scattering pero entre cuerdas abiertas.

De la misma podemos apreciar la ausencia de vértices interactuantes locales definidos. También vemos
que luce localmente como la WS de una cuerda propagandose libremente y solo las propiedades globales
capturan la interacciéon. Otro aspecto fundamental en ST es que las interacciones entre cuerdas ya se
encuentran codificadas en la teorfa, no es necesario agregar términos extras (solo términos topoldgicos como
veremos a continuacién). Las interacciones se pueden ver de las distintas formas que puede tomar la hoja
de mundo.

Figura 5: A la izquierda se muestra la WS que representa el propagador de una cuerda cerrada,
topolégicamente un cilindro. A la derecha, la WS es mapeada conformemente a una S? con dos punturas.

Los estados in y out se encuentran localizados en el infinito, es decir las patas de los diagramas de la
figura (3) se extienden al infinito. Es posible mapear tales estados en el infinito a puntos (inserciones)
sobre la hoja de mundo, via una transformacién conforme (recordemos que la accién de Polyakov una vez
fijadas las simetrias locales presenta invarianza conforme). Por ejemplo, consideramos la WS que describe
la amplitud uno 1 a 1 6 propagador de cuerdas cerradas. Comenzamos con una superficie 2-dimensional con
coordenadas (7,0) y métrica euclidea: ds? = dr%+do?. Para cuerdas cerradas tomaremos o periédica (como
especificamos en la seccién (2.2)), ¢ ~ o + 27, por lo cual tenemos topolégicamente un cilindro (como se
muestra en la figura (5) de la izquierda), con secciones espaciales a 7 = Foo correspondientes a los estados
in/out. Luego el cambio de coordenadas w/w = 7+ ic nos lleva a ds* = dwdw, y haciendo la transformacién
conforme z/z = € /e®” mapeamos el cilindro a una esfera, con los estados |in) y |out) insertados en los polos
de la esfera (como se muestra en la figura (5) de la derecha). De este ejemplo se desprende un resultado
mas general (ver figura (6)): siempre podemos pensar las interacciones, via un mapeo conforme, como una
esfera con inserciones donde cada insercién se corresponde con un operador local W(r, o) asociado a un
estado colisionante. Tales operadores pueden ser construidos para cada estado de la cuerda y se denominan
operadores de vértice. 2

2Estrictamente hablando esto es cierto para estados on-shell, invariantes conformes.
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Figura 6: Se muestra graficamente que siempre es posible mapear via una transformaciéon conforme la
colisién entre dos cuerdas y llevarla a una esfera con 4 inserciones en ella, correspondientes a los cuatro
estados presentes. Las inserciones se pueden encontrar en cualquier punto de la esfera. En el caso del mismo
proceso pero para cuerdas abiertas el mapeo también es posible pero las inserciones correspondientes a los
cuatro estados deben vivir en el borde de la WS.

A este punto debemos tener presente que las WS pueden tener diferentes topologias. Podemos tomar un
world-sheet e ir agregando cualquier nimero de manijas, que se corresponden con los lazos en los diagramas
de Feynman de QFT. El nimero de manijas presentes es llamado el genus g de la WS. Es posible extender
la accién de Polyakov manteniendo las mismas simetrias y teniendo en cuenta la topologia de la hoja de

mundo: T
S=-= / 2o VhhP O, X1 XV Gy (X) + o / d?>0vVhR® (39)
2 /s ar Jos
donde ¢ es una constante y R es el escalar de Ricci de hy g. Sin embargo el nuevo término es esencialmente
un invariante topoldgico que puede ser construido para cualquier superficie orientable (llamada superficie de

Riemann), la caracteristica de Euler:

1
x=2-2-b= | d*aovVhR® (40)

donde g es el genus de la superficie y b el ntimero de fronteras. Vemos entonces que el término extra en (39)
resulta ser ¢gx; el mismo lleva un registro de la topologia de la WS en la integral de camino.

b

DXDh S

Sjl----jb(kl--~kb) = E We Sp ¢0XHV1(1€Z) (41)
1=1

Topologias
donde Vj, (k;) = [ W, (7,03 k;) es el operador de vértice (integrado a la superficie) del estado j; que representa
la particula i con momento k;. Definamos g, = e®°; vemos en (41) que un término de la forma:

e~ Pox — g;2+29+b (42)

estd presente. Para g, << 1 = la serie topoldgica define una serie perturbativa.

Consideremos el caso de una cuerda cerrada. Afiadir una manija a la WS corresponde anadir un agujero,
o sea pasar de g a g + 1 y asi el nimero de Euler pasa de: —xy — —x + 2. Fisicamente anadir una manija
describe la emisién y absorcién internas de cuerdas cerradas. Si pensamos en términos de diagramas de
Feynman esto corresponde a pensar en dos vértices cada uno con una constante de acoplamiento. Por otro
lado agregar un estado externo hace que b pase a b+ 1 y entonces —x pasa a —y — x + 1; en términos de
diagramas de Feynman se agrega un vértice con su constante de acoplamiento. Teniendo en cuenta (42),
estos dos hechos nos llevan a interpretar a g, como la constante de acoplamiento de la cuerda cerrada:

b0 s (43)

Gclosed = €
Un analisis similar en el caso de la cuerda abierta nos lleva a concluir:

1 1

é0 1 1
Yopen = € 2= 952 = gczlosed (44)

En conclusién, de la serie perturbativa (41) se deduce que las interacciones entre cuerdas estdn de-
terminadas por la suma sobre superficies bidimensionales con diferentes topologias, correspondiente a una
expansion pertubativa gravitacional. Por ejemplo, en el caso de cuerdas cerradas, la esfera (orden drbol,
g =0, g72) se corresponde a la gravedad clésica, el toro (g = 1, g2) se corresponde a gravedad a 1-lazo y asf
siguiendo. Esto se muestra en la figura (7).

16



Figura 7: Se muestra la suma de procesos de colisién de cuatro estados externos con diferentes agujeros en la
WS de la cuerda. Tal suma de diagramas es equivalente a una suma sobre superficies de Riemann cerradas
con distintos genus y cuatro inserciones sobre su superficie.

Si Zsiring €s la funcién de particién /amplitud, podemos escribir para la parte conexa:

Gstring =In Zstring = Zg§g72Gg(ls) (45)

9=0

donde hemos hecho explicita la dependencia G4(ls), ya que la teorfa tiene correcciones en o ~ 1.2,

2.6 Supergravedad

Hemos visto que las oscilaciones méas bajas de ST corresponden a particulas descriptas por teorias de calibre
y la teorfa de la gravedad (ver seccién (2.3)). Pero dado que existen infinitos estados de oscilacién de la
cuerda obtenidos considerando los infinitos modos n, tenemos infinitas particulas predichas por ST, lo cual
entra en conflicto con lo que sabemos de la naturaleza a las escalas de energias observadas hasta el momento
en los experimentos. Ahora bien, notemos que para que las cuerdas oscilen esto demandara energia, este
nimero infinito de arménicos o modos que podemos generar desde el estado fundamental corresponden a
particulas masivas cuyas masas son tipicamente del orden de 1/I, correspondiendo a particulas elementales
extremadamente pesadas, por lo que las particulas que nos importan en un principio son las méas livianas y
finitas en ntimero, como lo son las observadas al momento en la naturaleza.

Por otro lado, dado que la existencia de taquidnes en el espectro es una caracteristica no fisica, se debieran
considerar ST donde los mismos no estan presentes. Es bien sabido que es posible eliminarlos si consideramos
versiones supersimétricas de las mismas, las teorfas de supercuerdas (SST). Ya que SST describe un nimero
finito de particulas elementales cuando podemos ignorar los efectos de la longitud de la cuerda [, debiera ser
descripta en términos de una teoria de campos. Tales teorias son conocidas como teorias de Supergravedad.

La forma de la accién de supergravedad puede ser derivada de principios generales. Es posible mostrar
que una ST que contiene la gravedad debe respetar el principio de covarianza general, con lo cual el sector
de la gravedad a orden méds bajo en derivadas (6 en [;) debe ser de la forma:

1
S = T / d"Yz/—gR (46)
como en Relatividad General. La escribimos en 10 dimensiones ya que la SST solo puede ser cuantizada
en 10 dimensiones. Similarmente se puede mostrar que la accién asociada a campos vectoriales no masivos
en ST debe tener invarianza de calibre, por lo que debe tomar la misma forma a como lo hace en teoria de
campos en 4 dimensiones en fondos curvos.

Debemos ser capaces de relacionar la constante de acoplamiento de ST, gs, con la de la gravitacion G1g
y con la de la teoria de calibre gy j;. Analicemos primero el caso de la gravitacién. Haciendo un desarrollo
de la métrica g del espacio-tiempo alrededor de la métrica de Minskowski g,,, = 1., + hyw, obtenemos de

(46):
1

5= 167TG10

/ d"°z(0hoh + hohoh + h*0hdh + ...) (47)

, . iy . 1/2
De aqui podemos ver que la emisién de un gravitén es proporcional a Gl(/) . Pero de (43) sabemos que la
emisién de una cuerda cerrada (un gravitén) se corresponde con un g,. Entonces concluimos que G1g o g2.
Ahora escribimos la accién para el campo de calibre

1

S=—— AP (0ADA + A?9A + A4) (48)
9y m
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En este caso la emisién de un campo de calibre se corresponde con gy s, mientras que la emisién de una
cuerda abierta se corresponde con gs% (ver ecuacién (44)), por lo tanto vemos que g%, x gs. Las constantes
de proporcionalidad se pueden fijar haciendo andlisis dimensional. De acuerdo a nuestra convencién la
accién es siempre adimensional entonces [G10] = L8 de (47). Por otro lado, en ST solo hay una constante
fundamental con unidades I, con lo cual la constante de proporcionalidad entre Gy y g2 debe ser (5. De
igual forma en el caso de la accién del campo de calibre [¢2,,] = LP~2 (ya que [A] = L~!) para que la accién
sea adimensional, entonces la constante de proporcionalidad con unidades debe ser I2~3. Resumiendo:

D gym e gltTd (49)

La accién (46) es vélida solo cuando se puede despreciar los efectos de la longitud de la cuerda l;. Cuando
la longitud de la cuerda no puede despreciarse entonces la accién contendrd un nimero infinito de términos
en potencias de R y sus derivadas correspondientes a correcciones a altas energias de la gravedad debidas a
efectos cudnticos:
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1
S=— /dwx,ﬁ—g(R +I2R*+...) (50)
167G i

Dichas correcciones en o, pueden ser ignoradas cuando o/ R << 1. Tales términos en la expansion topoldgica
de la ST corresponde a los diagramas mas bajos de la esfera. Para ser més precisos (el sector bosénico de)
la accién de supergravedad que describe los modos no masivos de la SST a nivel drbol (esfera) es:

1

S=———
167TG10

_ 1
/dlom\ﬁ—ge 2 (R+4(V¢)?) — " Hywp + - (51)
donde ¢ es el campo escalar asociado al dilatén y Hy,,, = 0,,B,, + ciclicos es el tensor de calibre asociado
al campo de Kalb-Ramond B,,,. Notar la presencia del factor e72¢, que proviene de la identificacién de
ecuacion (42)del valor de expectacién del dilatén con la constante ¢¢ que define la constante de acoplamiento,
g;X = g2 en la esfera (g = 0).

2.7 La correspondencia AdS/CFT
2.7.1 Principio holografico

Sabemos de la solucién de agujero negro de Schwarzschild con horizonte en ro = 2MG/c?, que el drea del
mismo crece como A = 4mrg = 16M2G?/c*. Ya que la masa del BH (agujero negro) solo puede aumentar
(nada puede salir de éste, solo pueden caer cosas hacia él) el drea se incrementard siempre. Esto nos recuerda
a una variable termodindamica, la entropia, que es una cantidad que siempre aumenta. Con lo cual podriamos
suponer que S o A. Es decir que el BH obedece la segunda ley de la termodindmica. Pero no solo obedece
la segunda ley sino que obedece todas las leyes de la termodinamica.

A lo largo de esta Tesis nos centraremos en BH estacionarios. En Relatividad General una solucién de
BH satisface los teoremas de no pelo, es decir estd determinada solo por unos pocos parametros: masa, carga
y momento angular. Esto nos indica que no depende de la composicién original de la estrella colapsante
de la cual provino. La situacién se asemeja a la teoria termodindmica donde no es necesario describir las
posiciones y velocidades de las moléculas para caracterizar el sistema, solo son necesarias unas pocas variables
macroscopicas como la presién y temperatura. Las leyes de los BH parecen ser muy similares a las leyes
de la termodindmica (ver [18] para una descripcién detallada). Ahora bien, sabemos que la entropia de un
sistema, estadistico resulta ser proporcional al volumen del mismo pero hemos supuesto que la entropia de
un BH es proporcional al area, o sea, se comporta muy distinto. Podemos decir entonces que:

Primera clave de AdS/CFT: La entropia de un BH sugiere que éste puede ser descripto por un sistema
estadistico cuya dimension espacial es una menos que la dimensién del sistema gravitacional.

Tal idea es llamada Principio Hologrdfico.

2.7.2 Temperatura de Hawking y formalismo euclideo

Pasemos ahora a calcular la temperatura de un BH. Consideremos una métrica estatica de la forma:

1
ds®> = —f(r)dt? + —dr® + ... 52
£+ s (52)
Pasando a tiempo euclideo t = —iT:
1
ds? = +f(r)dr? + dr? + ... 53
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Nos enfocaremos en la regién cerca del horizonte donde: f(rg) =0, r ~rg — f(r) = f'(ro)(r —ro) + ..., con
lo cual:

dst = ' (ro)(r —ro)dr® + dr? + ... = dp® + p*d¢? (54)

1
f'(ro)(r —10)

donde introdujimos las coordenadas: p = 2+/(r —19)/f'(r0) , & = f'(r0)7/2. Vemos que la regién cercana al
horizonte resulta el origen de un plano si imponemos ausencia de singularidad cénica, o sea, identificamos:

¢~ ¢+ 2m, con lo cual f'(rg)7/2 ~ f'(ro)7/2+ 27. Entonces 7 ~ 7+ =7+ %, y ya que en mecdnica
estadistica cudntica la periodicidad en el tiempo imaginario estd asociada a la inversa de la temperatura,
identificamos 5 = 1/T y por lo tanto:

= L) (55)

47
Cabe mencionar que la métrica en coordenadas polares no cubre el interior del BH ya que r = rq es el origen
del sistema de coordenadas polares.
Tentativamente una teoria de la gravedad cudntica estd definida por la funcién de particién:

Z:/Dgei/hsm :/Dge—sE[g]/h (56)

donde introdujimos la accién euclidea: S = —iS|i=—;r Ya que una métrica euclidea de BH es periddica en
el tiempo, es natural decir que (56) es la funcién de particién del BH andloga a las funciones de particién que
aparecen en mecanica estadistica cudntica. El problema surge en que no es claro cémo tratar con tal integral
ya que presenta divergencias. De todas maneras semi-clasicamente la contribucién mas dominante viene de
la solucién cldsica (la aproximacién de punto silla/ método de la fase estacionaria). En esta aproximacion:

7 o0 e~ SBlon—sheu (57)
La energia libre es por definicién: F = —InZ/f, con lo cual:
SE|on—shell = ﬂF (58)

2.7.3 Teorias de calibre de gran N,

QCD tiene un poder predictivo limitado, pues solo es posible analizar problemas en forma perturbativa. Un
método de aproximacion para estudiar interaccidnes no perturbativas es considerar la teoria en el limite de
gran numero de colores N.. Si bien QCD tiene tres colores se espera que la aproximacién capture informacion
relevante. Si consideramos una teorfa de YM U(N,.) donde los campos de calibre se escriben como matrices
N, x Ng, (A#)z», el ndmero de grados de libertad serd N.2. Por lo que més generalmente se puede pensar
este limite como un limite de gran nimero de grados de libertad.

Una teoria de calibre tiene dos parametros libres: la constante de acoplamiento de la teoria gy y el
ntmero de colores N,. En lugar de usar gy s usaremos la llamada constante de 't Hooft: A = gy p2N, . El
limite de gran N, se define como:

N, — o0 ; A fijo (59)

Los diagramas de Feynmann en teorias de campos, por ejemplo los propagadores, son representados
mediante lineas, pero en teorias de calibre para mantener la pista de los colores es conveniente usar la
notacién de doble linea: donde el propagador es representado por una doble linea con indices opuestos. A
saber una linea representa la fila de la matriz (A#)é (Ay = AjT* y T estd en la representacién adjunta de
U(N,. ) mientras que la otra representa la columna. En la figura (8) se puede ver tal esquematizacién

——

-
-

Figura 8: El primer grafico representa el propagador del campo de calibre y su correspondiente diagrama

de doble linea. El segundo representa un vértice de interaccién y su diagrama de doble linea. El tltimo
esquema es un ejemplo de diagrama que contribuye a la amplitud de vacio.
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El Lagrangiano de una teoria de YM es esquemaéticamente representado como:

1 2 4\ _ &
g ((0404) + 4?04+ AY) = () (60)

Las reglas de Feynman asociadas a este Lagrangiano para calcular las amplitudes de dispersién son:

L =

e Se asocia el factor Nic por cada propagador.
e Se asocia el factor N./A por cada vértice de interaccién.

e Se asocia el factor N, por cada lazo.

Si V es el nimero de vértices, E el nimero de propagadores y F el nimero de lazos, entonces:

|4 E
(NC) (A) NI = APV NY-BHE (61)

(a) .

Figura 9: Ejemplos de distintos diagramas de amplitudes de vacio. Las figuras (a) y (b) son diagramas
planares mientras que la figura (c) es un diagrama no-planar.

Por ejemplo el diagrama (9)(a) tiene (V, E, F) = (2,3, 3) entonces

(JK)Q (]37)3 N3 = \N? (62)

mientras que el diagrama (9)(b) tiene (V, E, F') = (4, 6,4) entonces

4 6
(Z\;) (:f) NI = XN (63)

Para calcular la amplitud de dispersién de un proceso (amplitud de vacio en este caso) estos resultados son
sumados:

A= (ag + a1 )+ ax)* + .. )N? = a(\)N? (64)

Pero no siempre se puede escribir de esta forma, por ejemplo el diagrama (9)(c) tiene (V, E, F) = (4,6,2)

con lo cual . .
N, A
(%) (&) 2= o
(&

Los diagramas como los de las figuras (9)(a) y (b) son llamados planares pues siempre pueden ser dibujados
sobre esferas o en un plano, mientras que los diagramas como el de la figura (9)(c) son llamados no-planares.
La amplitud se puede escribir:

A= foANZ + fL(AND + fa(X) :

R (66)

En el limite de gran N, es el primer término de (66), o sea los diagramas planares, el que domina. En
general se puede entender la relacién que existe entre los diagramas de la figura (9) y la topologia de la
siguiente forma. Cada lazo en (9) se puede asociar con superficies como se muestra en la figura (10).
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Figura 10: Representacién que muestra la relacién entre un diagrama y una superficie.

Cada propagador es un borde de la superficie y cada vértice es un vértice de la superficie. Entonces
se puede caracterizar el numero de propagadores E como el nimero de bordes de la superficie, el nimero
de lazos F' como el nimero de caras de la superficie y V' como el nimero de vértices de esta. Bajo esta
interpretacion, la potencia de N, en (61) coincide con la definicién topoldgica de caracterstica de Euler y
que definimos en la seccién (2.5):

x=V-E4+F=2-2g (67)

que para una esfera (g = 0) x = 2 y para un toro (g = 1) x = 0. A saber, los diagramas (9)(a)(b)
corresponden a la esfera, mientras que el diagrama (9)(c) se corresponde con el toro. Esta comparacién se
muestra en la figura (11)

Figura 11: Analogia entre los diagramas de doble linea y su correspondiente diagrama topoldgico bidimen-
sional.

Por lo tanto Zgqipre €s la funcién de particién, la suma de los diagramas de vacio conexos se puede

escribir:
o0

Gcalibre =In anlibre = Z N(?(fg()‘) (68)

g=0

Segunda clave de la correspondencia AdS/CFT: La funcién de particién de una teorfa de gran N, estd
dada por una suma sobre las diferentes topologias de una superficie bidimensional.

Por otro lado, recordemos que hemos visto que cuando analizamos cuerdas en interaccién (ver seccién
(2.4)), la funcién de particién Zgring también resulta una suma sobre diferentes topologias bidimensionales
de las amplitudes de las cuerdas cerradas. Ya que dentro del espectro de cuerdas cerradas se encuentra
la gravedad, la expansion de cuerdas cerradas se corresponde a una expansion gravitacional perturbativa.
En particular, la esfera se corresponde con la gravedad cldsica (gréaficos planares) mientras que el toro
corresponde a la gravedad a 1-lazo (grafico no planar).

De lo expuesto precedentemente podemos conjeturar un resultado extraordinario:

Una teoria de calibre puede ser representada por una teoria de cuerdas y en particular, en el limite de
gran N, por una teoria de gravedad cldsica.

En forma matemaética esta conclusién puede ser expresada de acuerdo a (68) y (45) como:

anlibre = Zstring (69)

Esta ultima ecuacién nos vincula pardmetros de ambas teorias:

Mxtoal PREYN (70)
C g G

donde hemos usado (49). Pero ademds podemos aseverar:

e Una teoria de calibre en cuatro dimensiones en el limite de gran N, es representada por una ST.
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e Por otro lado una ST no es una teoria consistente en cuatro dimensiones.

De estas dos afirmaciones pareciese que hemos llegado a una contradiccion, las dimensiones de las dos teorias
no coinciden. Esta contradiccién se resuelve con el siguiente razonamiento. La ST debiera admitir como
solucién muchos espacios, en particular un espacio plano y ademads espacios-tiempos curvados. Podremos
usar espacios-tiempos curvos para representar teorias de calibre de gran N, con lo cual este espacio curvo
puede tener una dimensionalidad mayor a cuatro. Por lo tanto la teoria de calibre puede ser representada por
un espacio-tiempo curvo si tal espacio tiene simetria I50(1,3) (la invarianza de Poincaré, también llamado
el grupo de Lorentz inhomogéneo) en cuatro de sus coordenadas. La aparicién de un espacio-tiempo curvo
de cinco dimensiones no es raro de esperar de acuerdo a la entropia de un BH. Un BH en cinco dimensiones
tiene una entropia proporcional al drea en cinco dimensiones (ver subseccién (2.7.1)), pero un drea en cinco
dimensiones es un volumen en cuatro dimensiones, lo cual es lo correcto para la entropia de un sistema
estadistico en cuatro dimensiones.

En conclusién diremos que:

Una teoria de calibre a gran N, es representada por un espacto-tiempo curvo de cinco dimensiones con
una invarianza de Poincaré en cuatro dimensiones.

Una métrica en cinco dimensiones que tenga invarianza I50(1,3) es de la forma:

ds? = Q(w)?(—dt* + dx3) + dw? (71)

donde z# = (t,x3) = (t,z,y, 2). Esta métrica es manifiestamente invariante 7.SO(1,3) en (z*), las coorde-
nadas del espacio donde vive la teoria de calibre de gran N..

Ahora bien, todavia no sabemos nada acerca de que tipo de teoria de calibre es representada por un
espacio-tiempo curvo. Tampoco sabemos mucho acerca de que tipo de espacio-tiempo curvo representa esta
teorfa de calibre (solo sabemos que tiene que tomar la forma de la métrica (71)) pues falta determinar
el factor Q(w). Impondremos una condicién mds para identificar la teoria de calibre y el espacio curvo
correspondiente, la invarianza de escala que es una transformacion del tipo:

= axt (72)

En este tipo de teorias no existe una escala. Un ejemplo de teoria invariante de escala es la teoria de Maxwell,
con los campos de calibre transformando como A,, — %Aw Mas generalmente, si un campo transforma como

b —a 2P (73)

bajo la transformacién (72) decimos que el campo tiene dimension de escala A 3. Pero es bien sabido que
una teoria invariante de escala clasicamente en general no lo es cuanticamente. Por ejemplo la funcién beta
a un lazo para una teorfa de YM SU(N,) estd dada por:

dgy m 1 4
=uy—=—-—— N 74
Blgym) = p dp 4872 Iy mVe (74)

donde p es la escala de energia y vemos que la funcién § es distinta de cero y es negativa indicando que la
teoria es asintéticamente libre.

No obstante existen teorias de calibre que son invariante de escala a nivel cudntico (la funcién beta de
esta teoria es cero), notoriamente la teoria de super YM (SYM) N=4, donde N=4 indica que la teoria tiene
cuatro supersimetrias. Su contenido de campos es:

e campo de calibre A,
e 6 campos escalares ¢;
e 4 fermiones de Weyl \;

No nos extenderemos maés alld ya que en ningiin momento realizaremos cédlculos con ella.

Pasemos ahora al lado gravitatorio donde si se trabajara a lo largo de esta tesis. La exigencia de invarianza
de escala restringe la forma de la métrica (71) fijando Q(w) = e=2*/Z (se introduce la escala de longitud L
ya que w tiene unidades de longitud). Haciendo 7 = Le~*/% la métrica (71) adquiere la forma:

2 dr?
ds? = (%) (—dt® + dx3) + LQTL2 (75)

3La dimension de escala es también llamada peso conforme o dimension conforme
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Este espacio de cinco dimensiones es conocido como espacio-tiempo de Anti-de-Sitter (AdS), siendo L el radio
de AdS. Por lo tanto este es el espacio-tiempo dual a una teoria de calibre de gran N, invariante de escala.
El espacio AdSs es solucién de la ecuaciéon de Einstein con constante cosmolégica negativa A = —6/L?:

1
a 167TG5

S5

/ 1/ ~g(Rs — 20) (76)

Hasta ahora analizamos dos simetrias, la simetria de Poincaré I1S0O(1,3) y la invarianza de escala. En
verdad la teorfa de SYM N=4 y el espacio-tiempo AdS5 presentan una simetria méas grande que las incluye,
la simetria conforme SO(2,4).

2.7.4 Espacio AdS

Queremos ver en qué sentido el borde de un espacio AdS4+1 es un espacio-tiempo plano en d dimensiones.
Tomamos d = 4, el caso de interés.

Un espacio AdS5 puede verse como un hiperboloide 5-dimensional en un espacio Lorentziano 6 dimen-
sional. Probemos esto. Consideremos el espacio pseudo-minkowskiano en 6 dimensiones con métrica:

4
ds® = —dY?, —dY7 + ) dY? (77)

i=1
Definimos el hiperboloide de 5 dimensiones por el vinculo:
_YEI - Yo2 + Y12 + Y22 + Y32 + Y42 =-L? (78)

Con el siguiente cambio de variables U =Y_1+Y,, V=Y_1-Y;, X¢= %Y‘l cona =0, ...,3, la métrica

(77) toma la forma:

U? o 0 v dU? o UdU
ds? = —dUdV + T3 apdX dXP + nap X X7 —7 + 2apX X7 3 (79)
donde 7,8 = (—,+,+,+). En las coordenadas (U, V, X,,) la hipersuperficie (78) se escribe:
U L?
— a B
V= napXX 5+ 1 (80)
Usando ésta en (79) y haciendo el cambio adicional Z = %2 se obtiene la métrica inducida sobre el hiper-
boloide:
2 L2 2 « B
ds® = ﬁ(dZ + Napd X “dX") (81)

La ecuacién (81) es la métrica de un espacio AdSs en coordenadas de Poincare. El espacio al que tiende
AdSs5 cuando Z — 0 lo interpretaremos como el borde de AdSs, la parte de la métrica de relevancia es el
segundo término, o sea en la hipersuperficie Z = 0 tenemos:

dSi&ng) |70 o ds?wmim (82)

Por lo tanto se puede decir que el borde del espacio AdSj5 es el espacio de Minkowski 4-dimensional a menos
de un factor conforme global (divergente).

2.7.5 Prescripcion GKPW

Escribiremos la ecuacién (69) en la forma:
ZCFTN=4 = ZString,AdSs (83)

En el lado izquierdo de la ecuacién (83) figura la funcién de particién de una teorfa de calibre con simetria
conforme, mientras que en el lado derecho la funcién de particién de una teoria de cuerdas sobre AdSs. Tal
relacién es conocida como la prescripcion GKPW [5] [6].

Volviendo a la ecuacion que vincula los pardametros de la teoria gravitacional y los de la teoria de calibre,
ecuacién (70), ya que el espacio AdS nos introdujo la escala L y dado que [G5] = L?, tenemos:

N? L
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Por otro lado la constante de 't Hooft estd relacionada a I, o lo que es lo mismo o', y por lo tanto esta
relacionada a las correcciones en o. En estas correcciones aparecen términos del tipo I2R. Como la curvatura
del espacio AdSs es R ~ 1/L? entonces:
L *
A~ () (85)
ls

donde * es algtin coeficiente. Los coeficientes delante de (84) y en (85) pueden ser fijados usando D —branas,

obteniéndose: .
2 T L73 . — £
Nc - 9 G5 ’ A= <lé ) (86)

Volviendo a (83), para evaluar el lado derecho no es necesario evaluar la funcién de particién completa,
ya que en el limite de gran N, es suficiente usar la teorfa de la gravitacién cldsica (pues G5 — 0). Teniendo
en cuenta esto, es posible usar la aproximacién de punto silla, con lo cual:

Zopr(Ne >> 1) = ¢~ Splon—sneut0(L) (87)

donde SEg|on—shenr €s la accién de Einstein euclidea evaluada sobre las soluciones cldsicas de la métrica (en
este caso el espacio-tiempo AdSs).

El término O(I2) representa las correcciones en o’ (que representan correcciones cudnticas a la gravedad
clésica de Einstein). Tales correcciones pueden ser ignoradas cuando la curvatura del espacio-tiempo es
pequenia e ignorar las correcciones en o’ corresponde a tomar el limite A >> 1 del lado de la teorfa de
calibre. Por lo tanto llegamos a la relacién final:

Zorpr(Ne >> 1,A >> 1) = ¢~ Selon—shell (88)

Calcular Zoppr(N. >> 1, A >> 1) en este limite es dificil. No obstante el lado derecho de esta ecuacién nos
dice que puede ser evaluada usando supergravedad. Utilizaremos ecuacién (88) como piedra angular a lo
largo de la Tesis.

Notemos finalmente que el espacio-tiempo AdSs no es la tnica solucién posible de (76). Un BH puede
existir en AdS5 y vimos que tiene temperatura (seccién (2.7.2)) con lo cual podemos conjeturar que:

e Teorfa de calibre a temperatura nula <> espacio-tiempo AdSj

e Teorfa de calibre a temperatura finita <> BH en AdSs

2.7.6 D3-branas y teorias de calibre

Describiremos ahora como las D-branas describen teorias de calibre. Para esto analizaremos las oscilaciones
de cuerdas abiertas que viven sujetas a N, D3-branas.

Sabemos que la SST requiere de 10 dimensiones para que la teoria sea consistente o no tenga anomalias.
Con lo cual las D3-branas se extienden en 341 dimensiones dentro de un espacio-tiempo de 941 dimensiones.
Cuando cuantizamos la teoria de Maxwell en D dimensiones el nimero de grados de libertad a especificar
para los campos de calibre son D — 2 = 10 — 2 = 8 en este marco, tenemos 8 en lugar de 2 grados de
libertad, entonces, jcudles son estos grados de libertad? ;qué tipo de teoria de calibre se tiene en las D3-
branas? Para llevar a cabo el andlisis recordemos de la seccién (2.3) que del espectro de cuerdas abiertas
sabemos que las oscilaciones sobre la brana representan campos de calibre mientras que las oscilaciones
perpendiculares a la brana representan campos escalares no masivos, ambos en la representacion adjunta de
U(N.). Ya que las dimensiones espaciales del espacio-tiempo y de la brana son 9 y 3 respectivamente, el
ntumero de dimensiones perpendiculares a la brana es 6 y sabemos que hay un campo escalar no masivo por
cada dimensién transversal a la brana. 4 Los campos de calibre junto con los modos escalares llevan indices
en la adjunta de U(N,). Ellos son parte (junto con los fermiones) de un supermultiplete vectorial de una
teoria de SYM con supersimetria N = 4. Por ahora tenemos una teoria de SYM con N = 4 sobre la brana
pero esta no es toda la historia. Ademaés:

e El espectro de cuerdas abiertas contiene particulas masivas (los modos de oscilaciéon maés altos) que se
acoplan a los estados de la brana.

e El espectro de cuerdas cerradas, SST contiene gravitones y mucho mas (estados no masivos y masivos).

4Por supuesto que existen compaifieros fermiénicos requeridos por la supersimetria pero no son relevantes para nuestro
razonamiento.
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Con lo cual, desde este punto de vista no estd claro si la gravedad puede ser ignorada. Primero considere-
mos la gravedad de la D-brana. Este es un objeto con energia que tiene asociado un tensor de energia-impulso
que curva el espacio-tiempo. El potencial gravitacional debido a una particula puntual es ¢newton = GM /7
en 4 dimensiones. En el caso a mano tenemos un objeto extendido con una densidad de masa T3 e inmerso
en un espacio-tiempo de 10 dimensiones con 6 dimensiones transversales, con lo cual:

(bNewton ~ GlOT’i%/Tﬁ_2 (89)

Dado que en ST la densidad de masa de N, D-branas es T5 ~ gj_:ffé 5 usando (49) el potencial(89) resulta:

¢Ncwt0n ~ gchlg/T4 = )\l;l/f’A (90)

Por otro lado la constante efectiva de la teoria de calibre es como vimos la constante de 't Hooft A, y para
cuerdas abiertas g%, ~ gs (ver ecuacién (44)), de donde concluimos que:

e La constante de acoplamiento efectiva de la teorfa de calibre es A = g%, N. = gsN.,.

e La fuerza del acoplamiento de la brana a la gravedad es: G173 ~ gsN.I% = \I2.

Es posible mostrar que el sector gravitatorio (es decir los modos de cuerda cerrada sin masa, gravitones) dan
lugar a un supermultiplete de gravedad en 10 dimensiones, cuya descripcion efectiva esta dada por la acciéon
de supergravedad de tipo IIB . Por lo tanto en el limite de bajas energias E << 1/I5 o lo que es lo mismo
ls — 0 (manteniendo E fijo) la teorfa que los describe es una teorfa de supergravedad de tipo IIB. Por otro
lado vimos que los modos de cuerdas abiertas sin masa dan lugar a un supermultiplete vectorial N = 4 en
3+1 dimensiones cuya descripcién efectiva de baja energia esta dado por el Lagrangiano de una teoria SYM
U(N.) con N = 4. En el caso de la brana, en el limite de s — 0y A ~ gs N, << 1 tenemos gravedad debido
a éstas despreciable pero seguimos manteniendo una teoria de calibre con una dindmica no trivial. Solo falta
analizar los modos masivos, pero dado que sus masas M ~ -, los mismos se desacoplan a bajas energias, y
resultan asf irrelevantes. En conclusién, tenemos que las N, D3 Branas en el limite de bajas energias [y — 0
y acoplamiento débil A << 1 vienen descriptas por:

N, D3-branas: U(N.) SYM N=/ + supergravedad en 10 dimensiones en un espacio-tiempo plano.

[ /8[=/

o N <l g N2l

of i

Figura 12: Izquierda: Cuando g;N. << 1 la curvatura del espacio-tiempo debido a la D3— Brana es pequena
y se puede aproximar la geometria por un espacio-tiempo plano. Derecha: Cuando g;N. >> 1 una regién
con curvatura no despreciable del espacio-tiempo macroscopica aparece.

2.7.7 D3-branas y espacio-tiempo curvo

Hemos visto que N, D3-Branas en el limite de bajas energias y A << 1 es descripta por una teoria effectiva de
SYM con N = 4 supersimetrias inmersa en un espacio-tiempo de Minkowski de 9+ 1 dimensiones. Esto no es
cierto si A >> 1 ya que en tal caso la brana comenzara a curvar el espacio-tiempo de manera apreciable (ver
ecuacién (90)). Volviendo al argumento del potencial Newtoniano, en el limite de » — 0 el espacio-tiempo
aparece necesariamente curvado cerca del origen para valores:

rt << gchl;1 (91)

5La dependencia en 1/gs = l/ggpen puede entenderse del hecho que una D-brana es interpretable como un solitén de
Supergravedad.

25



SigsN. << 1, (91) nos dice que la regién curvada es muy pequenia y puede pensarse que existe una fuente
puntual representando la brana en un espacio-tiempo plano. Si en cambio g;N. >> 1, el tamafio de r
en (91) no es pequefio y una zona macroscépica es curvada, ver figura (12). En el limite gsN. >> 1 una
descripcién de Supergravedad es adecuada para describir la brana [17]. La solucién de la D3-Brana extrema
de Supergravedad es:

ds?y = Z7Y2(—dt? + dx3) + 22 (dr? + r2d032) (92)

donde Z = 1+ (L/r)*, L = g;N.l*, y x3 = (v,y,2) representan las direcciones espaciales en donde se
extiende la brana. Estamos interesados en como la brana curva el espacio-tiempo cerca del horizonte r = 0,
asi consideremos el limite r << L:

dsty — (r/L)*(—dt* + dx3) + (L/r)*dr® + L?d0Z (93)

Por lo tanto la geometria de la D3-brana en el limite de horizonte cercano resulta ser AdSs x S°. Asi para
gsN. >> 1 tenemos que:

D3-brana: Supergravedad sobre AdSs x S° + Supergravedad en espacio-tiempo plano en 10 dimensiones.

En conclusiéon vimos que la descripcién en términos de una teoria de calibre falla cuando gsN. >> 1,
mientras que la descripcién en términos de supergravedad no es valida cuando g;N. << 1. Esto ul-
timo se puede ver mas facil calculando el invariante RMNQP Ryungp > ﬁ de la métrica (93) dando

RMNQPRMNQP ~ gNﬁ podemos ver que cuando g;N. << 1 el escalar diverge. Por lo tanto la métrica
(93) es confiable solo para gsN, >> 1

2.7.8 Teorias de calibre y espacio-tiempo curvo

En las dos secciones anteriores vimos dos descripciones posibles de N, D3-branas, una que da lugar a una
teorfa de SYM U(N) N = 4 y otra una teorfa de supergravedad en AdSs x S° y un sistema en comin que
se presenta en ambos andlisis, supergravedad 10 dimensional en un fondo plano (ver figura (2.7.8)). Ya que
aparecen en ambas descripciones y “se cancelan”, podemos concluir que:

La teoria de SYM N = 4 en 4 dimensiones es equivalente a la teoria de Supergravedad tipo IIB en

AdS5 X 55

Resumiendo: obtuvimos dos descripciones diferentes a partir de un mismo sistema, N, D3-branas, pero la
parte crucial reside en que estas dos descripciones corresponden a diferentes limites (ver figura (2.7.8)). La
primera es vélida cuando g << 1y ¢g;N. << 1 mientras que la segunda es valida para g, << 1y gsN, >> 1.
Ya que en principio ambas teorias existen para todo gs v gsN. es natural extrapolar la equivalencia para
todo gs v gsNe, lo que constituye la versién fuerte de la conjetura de Maldacena [4].

open /closed-
strng duality

Flat-space open strings Closed strings in the presence of

ending an N D3 branes an extremal charged black hole
N =4 U[N) superYang-Milk CFT AdSs = 5" closed-string theory
flat-space closed-string theary flat-space closed-string theory
N =4 Ui N) superYang-Mils CFT AdSs % 87 clased-string theory

"\__/

AdS /CFT carrespandence

Figura 13: Se representa el esquema desde donde el cual se origina la correspondencia AdS/CFT.

26



2.7.9 Cailculo de funciones de correlacién usando AdS/CFT

Hemos visto gracias a la prescripcion de GKWP que la funcién de particién de una ST es iguala la de una
CFT. Esta igualdad es manejable en el limite de supergravedad (cuando g5 — 0; lf — 0). Tal limite resulta
ser la aproximacién de punto silla donde se aproxima la funcién de particién por la exponencial on-shell de la
accién de supergravedad (ver seccién (2.7.5)). La igualdad entre las funciones de particién fue originalmente
propuesta en espacio euclideo, donde la métrica en AdSy,itoma la forma:

1
ds?, = ?(sz +dr? 4 d7?) (94)

El objetivo inicial es calcular funciones de correlacién de operadores O de la CFT. Para esto es conve-
niente introducir una fuente J para el operador O:

Sorr — Sorr + / d'e.J ()0 (x) (95)

Por ejemplo, si consideramos el operador tensor energfa-impulso: [ ddthT“”. En el régimen de validez de
(88) un campo v viene dado por la solucién clésica 1., de sus ecuaciones de movimiento. Cerca del borde
z =0 de AdS se comporta generalmente como:

Y@, 2) P (2)22 42+ 250 (96)

donde los exponentes Ay > A_ dependen de la masa y los nimeros cudnticos de ¥ (por ahora no nos
interesara su expresién exacta). El exponente Ay = A se corresponde con la dimensién conforme del
operador O de la CFT. El primero y el segundo término se corresponden con modos no-normalizables y
normalizables respectivamente, en el sentido de que la acciéon on-shell resulta en general divergente debido
al termino t_z”-. El término de primer orden en (96) es identificado con la fuente del operador de campo
dual O a través de:

J(x) = lim 274 Yy (, 2) = ¢ (z) (97)

z—0

Pasemos ahora a igualar las funciones de particién

(e~ S 42T @O@)Y L = Zguaralz® V(2 2)sm0 = J(2)] (98)

Del lado izquierdo de (98) tenemos la Zopr de la CFT donde la fuente J(z) es arbitraria. Del lado derecho
tenemos la funcién de particién de supergravedad que en la aproximacién saddle-point resulta ser como
vimos anteriormente:

ZorT =

Zsugﬂl[w] ~ 6_S[wcl]|0n75hezz (99)

Debido al comportamiento cerca del borde de 1).; dado en (96) la accién on-shell diverge y por lo tanto es
necesario regularizarla; la accién en (99) se entiende como la accién regularizada. Tales divergencias pueden
ser regularizadas anadiendo contra-términos locales de borde determinados por el comportamiento de los
campos cerca del borde. Tal procedimiento es llamado renormalizacién hologrdfica [16].

De (99) la generatriz de amplitudes conexas resulta:

Werr =InZeopr = _Sren[w—|on—shell} (100)

Partiendo de (100) y derivando funcionalmente respecto a la fuente ¢_(z) se puede calcular la funcién de
correlacién de n-puntos:

B 5nSren [wf]‘onfshell |
5 (21)8%_(w2).-00_ () V=70

Para computar explicitamente la funcién de uno y dos puntos, es conveniente introducir el momento canénico
conjugado renormalizado de la soluciéon clasica :

(O(21)0(22)...0(2y)) = (101)

6S'ren [djcl]
Dyen = ———— 102
51/}cl ( )
Luego la funcién de 1 punto (valor de expectacién de O) a fuente finita ¢_ viene dada por:
A _ dSren W’—] _ . —A_
<O(SC)>(. - 6w7($) ‘W,ZJ_ZO - 7;14%2 Hren(zyx) (103)
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Por otro lado, se sabe de la teoria de respuesta lineal de la QFT que la respuesta de un sistema frente a una

A~

fuente externa 1_, es decir, como cambia (O(z)) es:
S—=>5+05=5+ /d4xw_ (2)0(z) =  (O(x)) = (O(x)) + 6(0(x))y_ (104)

donde §(O(z)) en espacio de Fourier resulta:
3{O(wp, k))y_ = Grlwe, k) (wp, k) (105)

donde Gr(wg, E) es la funcién de dos puntos (funcién de Green retardada) y wg es la frecuencia euclidea.
Usando ecuaciones (103) y (105) obtenemos:

~ -

- 6{O ,k‘ Iyen
Grlwg, k) = UCICRIS = — lim 2724~ (106)

¥ (wp, k) z—=0 el

En el caso de un campo escalar la funcion de un punto resulta ser proporcional al modo normalizable en
la expansién ultravioleta (UV) de (96), (O(z))y_ o< 4 (x), y entonces la funcién de correlacién de dos
puntos (funcion de Green) en el espacio de momentos resulta ser el cociente entre el modo normalizable y el
no-normalizable: .

o Y4 (wE’ k)

GR(WE,]C) = ¢7(wE7]g) (107)
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3 Materia Condensada

3.1 Diagrama de fases de los cupratos HTSC

e :
- A Tcoh?
pt T
g \_‘ f ".
— s : .-
p(T) s, 2 .
S-shaped * oo P TH T

upturns

in p(T)

0 0.05 01 0.15 0.2 025 0.3
Hole doping x

Figura 14: Se muestra el diagrama de fases de un cuprato dopado en términos de la temperatura y el dopaje.
En cada fase se muestra el comportamiento de la resistividad con la temperatura. Las lineas sélidas dividen
la fase normal de la fase superconductora y la fase antiferromagnética de la fase de pseudo-gap. Las lineas
punteadas indican un cruce entre los diferentes comportamientos de la resistividad.

La superconductividad fue descubierta en 1911 por Heike Kamerlingh Onnes, quien observé que la resistencia
eléctrica del mercurio desaparecia bruscamente al enfriarse a 4K. En 1986, se encontraron superconductores
con una temperatura critica mas elevada, T, ~ 30K, por lo que se los conocen como superconductores de alta
temperatura (HTSC). Son tipicamente materiales de 6xidos de cobre, cominmente denominados cupratos.
Por ejemplo el Las_,Sr,CuOy4, donde z indica el dopaje (de La y Sr en este caso). Del punto de vista de
la estructura cristalina Cu — O forman planos bidimensionales cuyos electrones sobre estos planos son los
responsables de la superconductividad. Por ello se los puede pensar como un sistema en 241 dimensiones.
Todos los cupratos tienen un diagrama de fase universal, que se muestra en la figura (14). Se muestran
diferentes fases de acuerdo a los distintos valores de temperatura y dopaje. Para valores bajos de dopaje
el sistema se encuentra en una fase de tipo antiferromagnética. Conforme se aumenta el dopaje el sistema
rapidamente pasa a la fase superconductora, en la forma de un domo, con un valor 6ptimo de x para
obtener el maximo valor de T,.. Si se sigue aumentando el dopaje, la temperatura critica decrece y la fase
superconductora se pierde dando lugar a un liquido de Fermi (zona azul). También vemos que existe una fase
denominada de pseudo-gap donde el material presenta propiedades inusuales que todavia no son muy bien
entendidas. Por encima del domo superconductor, el sistema se encuentra en una nueva fase denominada
de metal extranio tampoco bien entendida, donde por ejemplo la resistividad escalea en forma lineal con la
temperatura (a diferencia de un liquido de Fermi donde escalea en forma cuadrética). Entre la zona gris y
la azul, se ve una regién en la cual la resistividad va variando su comportamiento con 1" de acuerdo al valor
de dopaje presente (zona verde).

3.2 Transiciones de fase: modelo de Ginzburg-Landau

Cuando se cambia un parametro de control como puede ser la temperatura, el sistema puede experimentar
una cambio macroscopico tendiendo a un estado mas estable que el anterior. Esto es lo que se conoce como
una transicion de fase. En tales procesos, los potenciales termodindmicos (como por ejemplo la energia libre)
experimentan comportamientos no analiticos cerca de la temperatura critica T,.. Se define una transicion de
fase de orden m cuando la analiticidad de la energia libre es rota en la nth derivada. A saber:

e Transicién de Fase de primer orden: F' es continua, pero g—? no lo es.

. .7 . 2
e Transicién de Fase de segundo orden: F'y g—g son continuas pero g;; no lo es.

La teorfa de Ginzburg-Landau (GL) trata de explicar las transiciones de fase de segundo orden (aunque
puede ser extendida para analizar transiciones de primer orden). Tales transiciones son caracterizadas por
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un parametro denominado pardmetro de orden, el cual resulta nulo por encima de cierta temperatura critica
T. y distinto de cero debajo de T.. Denotaremos a este pardmetro como 7. La idea consiste en proponer
alguna forma para la energia libre del sistema en funcién de este pardmetro de orden, ya que con la energia
libre es posible calcular todas las propiedades termodinamicas del sistema. Para este fin consideramos lo
siguiente:

e Como el pardmetro de orden 7 es pequeno cerca de la T, podemos hacer una expansion de Taylor
alrededor de n

e Supondremos que la energfa libre F(T,7) como funcién de 7 es par.

Asi para 7 chico tenemos:
1
F(n,T) = Fo(T) + a(T)[n|* + Sb(T)n|* + ... (108)

donde a(T') y b(T) son parametros fenomenoldgicos de la teorfa. Suponemos que b(T') > 0, ya que de no ser
asi F'(n,T) no tiene un minimo estable. Si a(T") > 0 entonces el valor minimo de 1 que minimiza F(n,T) es
cero. Si a(T) < 0 entonces la condicién de minimo es: ||, = —a(T)/b(T). Considerando la temperatura

T. para la cual a(T.) = 0 (o sea, a(T') pasa de un valor positivo a otro negativo) tenemos entonces:

0 T>T,
2 _ ) c
|77|mz'n - { —a(T)/b(T) , T < Tc (109)
Por otro lado, cerca de T, podemos considerar las siguientes expansiones: a(T) = ao(T — T¢) + ..., ¥
b(T) = by + ..., con ag, by > 0, lo que da lugar a:
0 T>T,
min — 1 ’ 11
Il { AT.-T): | T<T. (110)
mientras que con (110) en (108) obtenemos:
0 , T>T.,
F_FO(T)+{ _B(T, —T)? 7 T<T (111)
donde A = ‘;—g y B= ‘%z Podemos ver que la entropia S = —g—? es una funcién continua en 7" mientras
que el calor especifico: Cy = —TQ%F no lo es, presentando un salto ACy = 2BT,2 que indica que el sistema

experimenta una transicién de fase de segundo orden a T' = T,.. Notemos ademéas que para temperaturas
menores a la critica, la energfa libre resulta menor que la de la fase normal, Fy(T'), como debe ser para la
estabilidad del sistema.

3.3 Modelo de Ginzburg-Landau para la Superconductividad

En la mayoria de los metales la resistividad a bajas temperaturas se comporta de la forma:
p=po+al® (112)

Pero por ejemplo para el platino, oro, etc. esto no ocurre y se presenta un comportamiento del tipo que se
muestra en la figura (15).

P T ‘.'\'ll[]i.‘!'(".)ll(l.ll('fill_L'.'

/ HllE]{‘['{‘l)ll(lll{‘l‘ill_L','

T, T

Figura 15: Comportamiento de la resistividad en funcién de la temperatura para los superconductores.
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A los materiales donde la resistividad resulta ser cero a partir de cierta temperatura critica T, se los
denomina superconductores. Cabe destacar que, como veremos en la seccién 3.4, un conductor perfecto no
es un superconductor por lo que es necesario una teoria distinta para describir a este ultimo.

Consideraremos la superconductividad /superfluidez como un fenémeno asociado a una transicién de fase.
Fenomenolégicamente la superconductividad es una extension del modelo mas simple de GL:

h2

b 1
\Di1/f|2+a\7/’\2+§|¢|4+ZF¢2j (113)

donde D; = 9; — i%*Ai 6. Mencionaremos algunas caracteristicas de este modelo

e El pardametro de orden ) en este caso es complejo, necesario para poder describir carga en el super-
conductor. Efectivamente, 1 representa el valor de expectacion de un par de Cooper, el cual consiste
de dos electrones, por lo que m, = 2m y e, = 2e (ver seccién (3.5))

e El sistema estd acoplado a un campo electro-magnético, con lo cual el campo escalar al ser complejo
estara cargado frente al campo de calibre A;. Cuando no hay un campo externo el sistema es apropiado
para describir un sistema de particulas neutras, tales como un superfluido.

Minimizando la energia libre (113) (o sea, exigiendo que g—f; = 0, 2£ obtenemos la ecuacién de
movimiento para i:
oy 2
(= ierA 9
_ — 7 7) = 114
o (v - ) YE) + (D)) =0 (114)
La supercorriente puede ser encontrada derivando F' respecto a A:
- oF he ez -
9:77ﬂ:7'7* *V — v**i*A 2 115
= i (VY yVY) - S Al (115)
Escribiendo: (%) = |(Z)|e*¢*¢@/" | la supercorriente es:
e 2
Ji = m*W" (0ip — Ai) (116)

En el calibre donde el bosén de Nambu-Goldstone es eliminado, ¢ = 0, llegamos a:

1 M

—Ai ; =
X A= e

que es conocida como ecuacion de London. De ella se puede inferir:

63 2
Ji=——[Y|"A; = - (117)
™

e Efecto Meissner: Consideremos un A = (0, Ay(x),0), luego F,,y = 0;A, = B,(z). Combinando la
ecuacion de London y la ecuacién de Maxwell 0;F i = J' se tiene que:

1
0 F™ = JY — —9%A, = —z v = B:(o) = Bye*/* (118)

lo que significa que el campo magnético decae exponencialmente dentro de un superconductor

e Divergencia en la conductividad DC': Si tomamos la derivada temporal de la ecuacién de London (117)
se tiene que:

1 1
y pasando a espacio de Fourier obtenemos:
.o 1 - . -
Ji(w, k= 0) = - = Ey(w, k = 0) = o(w)E;(w, k = 0) (120)

= onb

Vemos que I'm[o(w)] tiene un polo en w. Esto implica una divergencia en la conductividad DC como
explicaremos en la seccién siguiente (ver (122)).

6Trabajaremos en el calibre Ag = 0, que deja transformaciones residuales independientes del tiempo.
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3.4 Conductor normal, perfecto y superconductor

Para entender las caracteristicas que presenta la conductividad, primero debemos entender la conductividad
en un modelo mucho mas simple, denominado modelo de Drude para estudiar la respuesta electromagnética
que presenta el sistema frente a un campo eléctrico externo. Este modelo también es ttil para distinguir
entre un conductor normal, conductor perfecto y un superconductor. El modelo de Drude usa la mecanica
clasica para el movimiento del electrén, con lo cual:

—\

LR ) (121)

dt T

donde () es la velocidad media del electrén y 7 el tiempo de relajacién debido a las colisiones del electrén
dentro del material.

e Conductor normal: La solucién estacionaria de (121) viene dada por (7) = %ET, la corriente es:
- . - ne’r
J =ne(t) =oF ; o= E (122)
m

donde n es la densidad de electrones de conduccién. Ecuacién (122) es la ley de Ohm donde o es la
conductividad. Por lo tanto un conductor normal tiene una conductividad constante en el modelo de
Drude.

e Conductor perfecto: Un conductor perfecto resulta ser el limite 7 — oo (ya que en estas circunstancias

no hay dispersién) . Con lo cual la solucién para campo constante resulta ser: (¥) = %Et, y la corriente
obedece: .

0J ne? -

—=—F 123

ot m (123)
Vemos que es posible tener una corriente aun en ausencia de campo eléctrico.
Para calcular la conductividad a 7 finito consideremos cémo responde el sistema a un campo eléctrico
arménico de frecuencia angular w, F(t) = Eype™ ! La corriente resulta: J(t) = cE(t) = cEge .
La solucién es: () = Gpe~ ! donde @y = e/m7/(1 —iwT)Eq y por lo tanto la corriente viene dada por:

- ne’r 1 - o
J(t) = ——FE(t o = — 124
®) m 1 —iwr ®) o(w) 1 —wr (124)
Vemos que la conductividad es compleja, y en el limite de conductor perfecto 7 — oo es:
ne’r 1 ne? ne’r  wr ne? 1
R =— — —39§ ; 1 = — —— 125
o) =" T 5 0w) 5 Imlow)] = T B )

La parte real de la conductividad presenta una divergencia en w = 0, mientras que la parte imaginaria
presenta un polo simple. Mds generalmente, las partes real e imaginaria de o(w) obedecen la relacién

de Kramers-Kronig: 1 * Relo(w")]
Im[o(w)] = —7P/ — = du (126)

r_
T ) oo W—w

donde P denota el valor principal. De (126) se ve que una funcién delta en Re[o(w)] se refleja en un
polo 1/w en Im|o(w)].

De (120) y (125) vemos que la conductividad presenta las mismas caracteristicas en los superconductores
y en el modelo de Drude de conductor perfecto, por lo tanto la divergencia en la conductividad DC no es
adecuada para distinguirlos. Para diferenciarlos reescribamos la ecuacién (123):
1 9 m
/\—QatAi ; AD = (127)
D

ne2

8tJ7,' - —

Vemos que (127) es la derivada temporal de la ecuacién de London, de donde se desprende que (117) implica
(127), pero lo contrario no es cierto. La diferencia surge en la respuesta magnética del sistema. Tomando el
rotor de la ecuacién (117) se obtiene:

VxJ+—=B=0 (128)
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Si la corriente es cero el campo magnético dentro del superconductor resulta ser nulo. Por otro lado tomando
el rotor de (127) (que es la derivada de la ecuacién de London deducida del modelo de Drude) se obtiene:

P Lo

que implica que si la corriente es cero el campo magnético es constante dentro del conductor perfecto, y por
lo tanto no presenta necesariamente efecto Meissner.

3.5 Superconductividad microscépica: ideas fisicas

En 1957 J. Bardeen, L. Cooper y J. Schrieffer (BCS) propusieron una teoria microscépica de la supercon-
ductividad. Sus principales logros son las predicciones de la formacion de pares de Cooper y la existencia de
un salto de energia E, = 2A a la energia de Fermi (FE).

Primeramente en la teoria de GL (seccidnes (3.2) y (3.3)) para explicar la superconductividad, el conjunto
de los electrones superconductores se describe, como vimos en la seccién (3.3), por medio de la funcién de
onda () con una sola coordenada espacial, a diferencia de la funcién de onda de un sistema de n electrénes
interactuantes que depende de 7,7, ..., 7, es decir, con t(F) se describe el comportamiento colectivo de
todos los electrones superconductores.

Una de las principales dificultades en formular una teoria de superconductividad radicaba en el de-
sconocimiento de la interacciéon que ocasionaba el comportamiento colectivo de los electrones. Sabemos que
en un metal los electrones tienen energias de Fermi E'r del orden de varios electrén-voltios y que el estado
superconductor se destruye cuando kgT ~ 10~%eV. Por lo tanto habia que hallar una interaccién muy débil
con participacién de la red 7 capaz de ordenar a los electrones a pesar de la gran energia de estos.

La formacién de pares de Cooper surge de la existencia de una fuerza atractiva entre electrones cercanos a
la superficie de Fermi (FS), debida a la interaccién con los fonones (excitaciones de la red de iones). Cooper
descubrié que dos electrones fuera del mar de Fermi pueden atraerse a través del siguiente mecanismo.
Para explicar el origen de la interaccion atractiva entre los electrones se debe tener en cuenta el efecto del
movimiento de los iones al pasar el electron. La idea es que un electrén atrae los iones positivos y polariza el
medio. Estos a su vez atraen a un segundo electron dando lugar a una interaccién efectiva neta entre los dos
electrones. BCS también se dieron cuenta que la FS resultaba inestable a la formacién de pares de Cooper,
debido a que la energia de un electrén dentro del par es menor que la FE.

El segundo mayor resultado fue la prediccion de un gap de energia E, = 2A. Este gap es la energia
necesaria para romper el par de Cooper. Si la frecuencia del campo eléctrico es mayor que E4(0), el par se
disocia y la conductividad normal reaparece. A T' = 0 la energia del gap esta relacionada a la temperatura
critica via:

E,(0) = 2A(0) = 2.52kp T, (130)

donde kp es la constante de Boltzmann. Este valor se verifica para una gran rango de superconductores
como se puede mostrar en la figura (16)
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Figura 16: Se muestra la energia del gap para diferentes materiales como funcién de la temperatura.

7 Efecto isotdpico: Las muestras de semiconductores hechas de distintos isétopos de un mismo elemento poseen temperaturas
criticas diferentes, Te ~ 1/,/Misotopo- Esto muestra que en la superconductividad la interaccién de los electrones con las
vibraciones de la red juega un rol crucial.
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3.6 Gas de Fermi

Un gas de Fermi consiste en N electrones no interactuantes en una caja. Un estado del sistema puede
escribirse como producto de estados individuales de cada uno de los electrones:

U =r..0N ; Vi = i (T, 1) Xis (131)
donde 9;(Z, t) es la parte orbital y x;s es la parte de espin del electrén i- ésimo. Las particulas van ocupando
estados de acuerdo al principio de exclusién de Pauli. La energia de cada una es: eg(k) = 222 Se define

la energia de Fermi Er, como la energfa del nivel més alto ocupado a T'= 0K (en este caso la FE coincide
con el potencial quimico p). El momento de Fermi esté definido por:
Rk

Ep = 132
F 2me (132)

Las excitaciones que se producen en un gas de Fermi corresponden a mover un electrén por encima del nivel
de Fermi (particula) o remover un electrén dentro de la FS (agujero):

(k) = eo(k) — Er (133)

El estado del sistema estd determinado por la funcién de distribucién n;; . Para un gas de Fermi, la energia
viene dada por:
Elng,) =) eo(F)ng, (134)
Ko
En particular para el estado fundamental, la funcién de distribucion es la de Fermi-Dirac: 7]%0 =0(kp — k);
la energfa del estado fundamental (GS) resulta:

Egs = Eln2 ] = eo(k)n?, (135)

ko
Por lo tanto la energia de excitacién del sistema es:

SE[ng,) = Elng,) — Eas = »_e(k)ong, 5 ong, =ng, — % (136)
ko

Podemos argumentar que al entregar energia, por ejemplo calentdndolo, la misma no es percibida por todos
los electrones sino solo por aquellos que estan mas cerca de la FE. Esto es asi puesto que los electrones que
se encuentran en niveles muy inferiores a Er, en virtud del principio de exclusién, no pueden participar del
movimiento térmico debido a que no pueden pasar al siguiente nivel energético por estar ocupado pues seria
necesaria mucha energia para que estos electrones puedan ser excitados a estados desocupados. Por lo tanto
a bajas temperaturas los electrones cerca de la F'S son los que definen las propiedades del sistema. Cerca de

—.

la F'S podemos hacer un desarrollo de Taylor de e(k) alrededor de kp:

e(k) = e(kp) — p + %Ik:m(k —kp) + O((k — kp)?) = vp(k — kp) + O((k — kr)?) (137)

donde vp = 9|;_, es la velocidad de Fermi &.

3.7 Liquido de Fermi y metales extranos

El liquido de Fermi o Landau-Fermi es un modelo teérico que permite describir fermiones en interaccién bajo
ciertas condiciones fisicas cuando la temperatura es suficientemente baja. Por ejemplo, el Helio-3 (He3) es
un liquido de Fermi a bajas temperaturas (pero no tan bajas como para que estar en su fase superfluida),
como lo son los electrones en un metal normal (no superconductor).

En un liquido no existen estados cuanticos para las particulas o atomos individuales, solo podemos
referirnos a los niveles que corresponden a estados estacionarios del sistema, de modo que para construir
el espectro de un liquido de Fermi debemos partir de la hipdtesis de adiabaticidad: cuando se encienden

8M4s generalmente, la F'S est4 definida por la ecuacién: e(E) = 0, o sea, por los momentos cuya energia de excitacién es nula.
En el caso de sistemas invariantes ante traslaciones, como el gas de Fermi en cuestién, resulta ser una esfera de radio kg. La
velocidad de Fermi por otro lado estd definida por: o = VEG(]C)L(E):O' En el caso del gas de Fermi en cuestién, vp = kp/my
las correcciones en (137) son calculables. No obstante cuando existen interacciones la expansién (137) es igualmente relevante,
ver ecuacién (138).
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gradualmente las interacciones la clasificacion de los niveles de energia permanece invariable cuando pasamos
del gas al liquido, o sea, los niimeros cuanticos de un sistema no interactuante siguen siendo buenos ntimeros
cuanticos incluso después que la interaccién se ha encendido. En esta correspondencia uno a uno entre los
autoestados del sistema interactuante con los del gas de Fermi, el papel de particula del gas lo juegan las
excitaciones elementales llamadas cuasi-particulas.

En estos sistemas interactuantes la energia total ya no es mas la suma de excitaciones individuales. En
primer término, cuando la cuasi-particula se mueve, la interaccién con el mar de Fermi hace que su inercia
aumente dando lugar a un cambio en la masa efectiva m — m,. En segundo término la energia total del
sistema interactuante cambia debido a que la funcién de distribucién n; de las cuasi-particulas se ve afectada
por la interaccién entre éstas. La energia de excitacion del sistema a segundo orden en 47 esta dada por:

1 .
SE =Y vp(k—kp)ong, + 3 S° HEE 00"z, 00, + (138)

E,U kk'oo’

Las cuasi-particulas son solo aproximaciones de los autoestados del Hamiltoniano del sistema real. Se
puede calcular la vida media de estos autoestados aproximados (que son las cuasi-particulas) considerando
la tasa de decaimiento de una cuasi-particula de energia € por encima de la FS:

oo (139)

.
donde el segundo término tiene en cuenta el efecto de la temperatura. De (139) vemos que cerca de la
superficie de Fermi € ~ 0 la cuasi-particula es siempre bien definida en el sentido de que 7 >> 1/e¢ (podemos
decir entonces que 7" = 1/¢ es el tiempo minimo requerido para que se desarrolle adiabdticamente el sistema
y entonces se cree la cuasi-particula). Para valores grandes de €, 7 << 1/e la cuasi-particula decae antes de
que la interaccién pueda ser completamente encendida. Asi la descripcién de Landau es valida siempre y
cuando la energia de las excitaciones y la temperatura sean suficientemente bajas.

De acuerdo a lo visto precedentemente, la teoria de Landau se asienta sobre la hipdtesis que las excita-
ciones creadas anadiendo una particula al sistema no interactuante pueden ser descriptas por una particula
libre con una gran vida media, la cuasi-particula. Justamente la respuesta causal de un sistema interactuante
cuando se anade una particula a éste es la funcion de Green retardada, cuya forma general es:

- 1

Gr(F,w) = - . = ReS +ilmS 140
(k) w— (k) — 2 (k,w) (140)

La funcion espectral, que mide la variacién de la densidad de estados por unidad de energia del sistema, se

define como: .
A(w, ) = 2 ImGr(Ryw) = = _ Im3(w.k) _ (141)
™ T (w— e(k) — ReX(w, k)))? + (ImX(w, k))?

A bajas energias w =~ 0 y alrededor de kr podemos expandir Ggl en potencias de k — krp y w ~ 0. Con las

definiciones:
_ OReX(kp,w)

—1 —
Z =1 8(.4) |w:0 (142)
o d(e(k) + Rex(k,0 .
&E) = (k- kp)Z (e(k) = (k,0)) loeip = (k — kp)kp/m (143)
m m OReX(k,0)
m* :Z<1+kF8kk=kF> (144)
1 o
= -2ZImY(k,w 145
— (F.w0) (145)
se obtiene .
- - i -
k =7 —é(k 14
GulF) = 2 (0~ ) + QTE(W)) (146)
de donde tomando la parte imaginaria se obtiene
o Z /1
A(w, k) = . 2/g(w) . (147)
(w—€&(k))? + (W)z
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Vemos de (147) que la funcién espectral tiene la forma de una Lorentziana cerca de k = kp. La contribucién
del pico de cuasi-particula en la funcién espectral se puede extraer considerando valores pequenios de ImY
y usando la férmula 6(z) = %limaHO #1(12:

Agp(kyw) = 21 Z8(w — €(K)) (148)

Esto muestra que la funcién espectral tiene un pico para w = E(l_é) que es identificado con la cuasi-particula
(ver figura (17)). Si bien la regla de suma de estados:

* dw -
/_OO ﬂA(k,w) =1 (149)

se debe satisfacer, no es verificada dado que Ay, no es toda la funcién espectral. Considerando la integral
del resto de la funcién espectral A’(k,w) tendremos un valor de 1 — Z. Por lo tanto podemos escribir:

Ak, w) = 21 Z8(w — (k) + A'(k,w) (150)

La contribucién de A’ no esta asociada con el polo, sino que contiene una estructura de excitaciones méas
complicada que no son descriptas por un pico de cuasi-particula.

(a) (b)
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Figura 17: La figura (a) muestra la funcién espectral de un sistema de electrones no interactuantes a k fijo.
Esta resulta ser una delta para w = €. La figura (b) muestra la funcién espectral para un liquido de Fermi.
Esta contiene un pico caracteristico para k # kg con un cierto ancho I'y, para w = €. Tal pico es identificado
con el pico de una cuasi-particula. Si k = kg este pico se vuelve infinitamente agudo correspondiente a una
gran vida media de la cuasi-particula. El peso en el pico de la cuasi-particula es Z; ~ m/m*.

Pasemos ahora a hablar sobre algunas propiedades de los denominados metales extranos, que corresponden
a una regién del diagrama de fases de un HTSC cuyas propiedades no son compatibles con las predichas por
la teorfa de liquido de Fermi (ver figura (14)). Tal fase si presenta una FS, pero la representacién de cuasi-
particula no es aplicable, ya que la vida media de tales excitaciones resultan mucho menores. Esto puede
observarse experimentalmente en los experimentos de ARPES para los cupratos HTSC. Dichos resultados
experimentales se pueden ajustar con la siguiente expresién para la funcién de Green:

- h
Gr(w, k) = = (151)
w — 'L)F(k — kF) + E(w, k)
S(w, k) ~ cw Inw + dw ; c,heRydeC (152)

Ya que de C de (151) se obtiene que T' ~ Im(X) o w. Asimismo en estos sistemas el comportamiento de la
resistividad resulta ser lineal con la temperatura. En un liquido de Fermi-Landau ambas dependencias son
cuadraticas.
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4 Modelos holograficos de la Materia Condensada

4.1 Superconductividad holografica

En esta seccién explicamos en detalle el articulo [7], de donde por otro lado son extraidas todas las figuras.
Aunque ambos superconductores, los LTSC y HT'SC pueden ser descriptos por pares de Cooper, el mecanismo
de apareamiento es bastante diferente en el caso de los HT'SC, y no pueden ser descriptos por la teoria BCS.
El mecanismo usual de interaccion fonén-electrén no esté presente en los HT'SC ya que ningun efecto isotdpico
se ha detectado. °

Esto parece indicar que hay un mecanismo de acoplamiento fuerte en lugar de uno débil en los HTSC y
por lo tanto la correspondencia AdS/CF'T podria ser de ayuda en estos casos ya que se encuentran en el rango
de validez donde es aplicable. Por lo tanto la pregunta que surge es si es posible modelar holograficamente
este tipo de sistemas. Los ingredientes minimos serian los siguientes:

e Buscamos describir una teoria de campos, con lo cual la teoria gravitatoria dual debe originar un tensor
de energia-impulso conservado en la QFT.

e Debe existir la nocién de temperatura del superconductor.

e Una caracteristica tnica de un superconductor es la resistividad nula o la divergencia de la conductivi-
dad como vimos en la seccién (3.3). Para ver esto necesitamos una corriente U(1).

e Un estado superconductor es un fenémeno asociado con una transicion de fase. Vimos en las secciones
(3.2 y que 3.3) que necesitamos un condensado que modele los pares de Cooper.

De acuerdo al diccionario de AdS/CFT, si tenemos en el borde operadores del tipo T“b, Ja y O entonces
esto se corresponde con una métrica en el bulk g,,, un campo de Maxwell A4, y un campo escalar complejo
¥ (que juega el papel del condensado) respectivamente. Por lo tanto terminamos con una teorfa del tipo
Einstein-Maxwell-campo escalar cargado. Ademads buscaremos soluciones de BH ya que éstos introducen la
temperatura en la QFT como vimos en la seccién 2.7.2.

Para describir al superconductor desde el lado gravitatorio es necesario que el agujero negro no tenga
pelo a altas temperaturas, es decir, que el sistema solo esté especificado por los parametros del BH, mientras
que a bajas temperaturas presente pelo, es decir, que el sistema esté caracterizado por un valor no trivial del
campo ademds de los pardmetros del BH. En [19] se observé que agujeros negros acoplados a un campo escalar
neutro ¢ con un potencial arbitrario V' (¢) en un espacio AdS puede solo formar pelo a bajas temperaturas si
el espacio AdS se vuelve inestable. En un trabajo subsiguiente [11] se mostré que un campo escalar cargado
alrededor del BH presenta las propiedades deseadas. En la referencia [7] la accién que se propone para
modelar los superconductores desde el lado gravitatorio es de la forma:

1
Seu= [ dtav=g (R 20— P P — [V — igAg|? - m2|¢|2) (153)

Variando la accién respecto a la métrica, al campo de Maxwell y al campo escalar obtenemos las tres
ecuaciones diferenciales:

~(V, = igA,)(V" = igA")6+ 3LV (9] =0 (154)
VHEy = il (Vo — igA)6 — 6(V, + igA,)o] (155)

y 39 1 v v
R, — v p _ G SEupFl — gg FPEpy — %V(WD

2 L2 2
v . 1 . * - *
= V6~ igAol + (V.6 — ig4u6) (V8" +iqAd) + 1> V] (156)
con A = —3/L? y ¢ el campo escalar cargado de masa m y carga ¢q. Para simplificar este sistema lo que se

puede hacer es trabajar en el limite de prueba, donde los efectos del campo escalar y del campo de calibre
sobre la métrica son despreciables. Tal limite se obtiene reescaleando los campos como: ¢ — ¢/qy A — A/q,
y luego tomando g — oo, De este modo se mantiene el acoplamiento entre ¢ y A,, mientras que sus ecuaciones

9Ffecto isotépico: La frecuencia de Debye wp (frecuencia maxima a la que pueden vibrar los dtomos que forman la red)

verifica: wp o« —L——. Fue encontrado que la temperatura de transicién a la fase superconductora para el mercurio muestra
VMiones
la misma dependencia pero sustituyendo 22°Hg con un isotopo diferente, el 198 Hg, es decir, T, o« ————. Este efecto

VMisotopo

sugiere que la superconductividad esté relacionada a las vibraciones de la red.
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se desacoplan de la gravedad, con lo cual podemos considerar estos campos en un fondo gravitacional fijo
solucién de (156). Se elegirda como tal fondo a un agujero negro de Anti-de-Sitter (AdSBH). Tomaremos
ademds el potencial de la forma V (¢) = m?|¢|?, con un valor de la masa: m? = —2/L? lo que implica que en
principio ¢ es taquiénico, pero como demostraron Breitenlohner y Freedman (BF) en un espacio AdS existe
un rango de masas negativas que no vuelven al sistema inestable:

d? d? 9 5
—— < PmP<——+1l— - <L*m?< = 1
L <Limi<— + g <Lmt<—y (157)
donde consideramos d = 3, con lo cual m? = —2/L? satisface (157). La masa asociada al campo ¢ es el

factor que multiplica a |¢|? con lo cual si se desarrolla la expresién |[Vé — iqgA¢|? se desprende un termino
¢*|AJ? que multiplica a |¢|?, obteniéndose en (163) una masa efectiva:

m2sp =m® +g"¢* A7 (158)

De (158) puede apreciarse porqué en este sistema podriamos tener un agujero negro con pelo a bajas tem-
peraturas, pues m? ¢ puede ser negativa ya que g't en nuestras convenciones es negativa lo que daria lugar
a desestabilizar el campo escalar. Por lo tanto al disminuir la temperatura el BH se vuelve més extremo
implicando que g;; desarrolle un doble cero en el horizonte, o sea que g** se hace cada vez mas grande y el
sistema mas inestable.

Una de las razones principales de que tengamos pelo a baja temperatura es que el espacio es asintéticamente
AdS y no asintdticamente plano. Expliquemos brevemente porqué sucede esto. Sea @; la carga inicial del
BH, si ¢Q; es suficientemente grande, el campo eléctrico cerca del horizonte sera intenso, lo cual via mecan-
ismo de Schwinger se crearan pares de particulas cargadas (el campo eléctrico tiene suficiente fuerza como
para sacar dos particulas del vacio y hacerlas reales). La particula con carga opuesta al BH caerd a este,
reduciendo la carga del BH mientras que la particula con igual signo del BH serd repelido por este. En un
espacio asintéticamente plano estas particulas escaparan al infinito sin nada que las detenga y el estado final
serd un BH de Reissner-Nordstrom con Q¢ < @;. Pero en un espacio asintéticamente AdS tales particulas no
podran escapar debido a la presencia de la constante cosmoldgica negativa. Luego las particulas se dirijiran
de nuevo al BH. Una vez alli habra cierta probabilidad que se dispersen con alguna particula que ya se
encuentra en el horizonte. Este proceso llegard a un equilibrio, dando lugar a un gas con carga opuesta al
BH por encima del horizonte. Esto resultarad ser el superconductor que flota por encima del horizonte del
BH debido a un equilibrio entre el campo gravitacional y el campo eléctrico. Este gas de particulas es la
descripcion del pelo y es la solucién que hallaremos a continuacién.

Buscamos soluciones estacionarias, con un horizonte de BH negro planar (el horizonte tiene una ex-
tension infinita ) y con solo la componente eléctrica del campo de calibre encendida. En el limite de prueba
estudiaremos ¢ y A, en el fondo de un BH de Anti-de-Sitter (AdSBH). El ansatz es:

d 2
As* = =)+ oS+ r2 (e £ d?) 5 Al tag) = 60d 5 Y(ntay) =) (159)
La solucién para f(r) es:
r? re
f(r):ﬁ 1—773 (160)
La componente radial de la ecuacién de Maxwell resulta:
0= 1(1/1* rw - WMW) (161)

de donde se concluye que la fase de 1) es constante y entonces se puede tomar a v real. Por otro lado las
ecuaciones de movimiento para el campo de calibre y el campo escalar son:

2, 20? _
" f/ 2 / ? 2

que es un sistema de dos ecuaciones diferenciales acopladas de segundo orden. La solucién de vacio, o sea,
sin pelo, estd dada por: ) =0, ¢ = p — 2. Estamos interesados obviamente en soluciones con 1 # 0. Para
encontrar dichas soluciones es necesario dar cuatro condiciones de contorno.

e Para que A, tenga norma finita en el horizonte es necesario que ¢(ro) = 0. Esta condicién impone que
en la solucién trivial: p = ro p.
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e Si evaluamos (163) en rg llegamos a que ¥'(rg) o 1 (rg), por lo cual solo necesitamos un pardmetro
para especificar 1 en el horizonte.

e Hemos reducido el problema a especificar dos constantes (rg) y ¢'(rg).

Resulta de interés como vimos en la seccién (2.7.9) calcular los comportamientos asintdticos. Las expan-
siones asintéticas de los campos (r — o0) son:

A, A SN
¢N71+—22+...:¢—+w—2+... (164)
T T T T
B
¢N31+72+...:M_§+... (165)

donde p resulta ser el potencial quimico de la teoria del borde y p la densidad de carga. Notemos que el
superconductor que se estda modelando tiene p # 0 aunque los superconductores ordinarios son eléctricamente
neutros. Esto puede ser explicado notando que el modelo de superconductor holografico no estd modelando
electrones sino el condensado, o sea los pares de Cooper. Estos son bosones (por eso la introduccién del
campo escalar), pero en ningin momento se incluyen cargas positivas proveniente de la red atémica (iones).
Es mas, la presencia de simetria traslacional en el modelo indica que no se esta teniendo en cuenta dicha red
sino solo los pares de Cooper.

Surge ahora la pregunta: ;jcéomo se comporta el condensado como funcién de la temperatura?. Para esto
necesitamos analizar como varian las soluciones ¥' y 12 como funcién de T. Usando simetrias de escala
podemos fijar: L =1y rg = 1. Con esto la temperatura del BH pasa a ser:

3’/”0 T 3

“ T, (166)

lo que da lugar a una temperatura constante. En principio podriamos pensar que hemos cometido un error
al usar las simetrias de escala ya que esto ha conducido a una temperatura constante que no podemos variar
con ningin pardmetro. Esto no es correcto ya que las cantidades invariantes de escala son las relevantes.
Hagamos ahora algo de andlisis dimensional, p tiene unidades de ¢/V haciendo ¢ = 1 y como nuestro sistema
es 2d, [p] = 1/[L]?. Si ¢ = h =1 entonces [M] = [L]~! con lo cual [p] = [M]?. Por otro lado se ve de (166)
que [T] = [M]. Por lo tanto para construirnos una cantidad adimensional con la temperatura, se tomaran
cualquiera de las siguientes cantidades:

T T 3 3

VP o 4Amyp Amp

Por lo tanto para cada valor de p o u indistintamente, los valores 9! 0 ¢ varfan con lo cual varfan con la
temperatura. Para especificar la solucién debemos dar un valor de p y podemos hacer (1) =0 0 ¢(?) =0
ya que ambos modos son normalizables en este caso . O sea, tenemos dos modelos posibles, de acuerdo a
la prescripcion GWKP:

(167)

=0, (0)=v® o ¥@=0 . (O)=y" (168)

Como () son interpretados como fuentes, poner la fuente a cero y tener un valor de expectacién no nulo
indica una rotura espontanea de simetria.
Siendo [¢)] = 0 — [¢)] = [M]?; de manera angloga [¢)(!)] = [M] con lo cual las cantidades adimensionales

A V{(0s) (01)

que podemos construir con los (O) son Y=~y = Las soluciones numéricas graficando estos condensados
C c
como funcién de T'/T,, se aprecian en la figura (18).

10Vale la pena acotar que niimericamente estamos resolviendo el sistema de ecuaciones diferenciales mediante el método de
disparo, es decir damos valores a ¥ (rg) y ¢'(ro) para que py »@ (o 11)(2)) tengan el valor deseado.
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Figura 18: Izquierda: Se muestra el condensado <01> en funcion de lﬂ Se puede ver rapidamente que

para temperaturas muy bajas el valor del condensado diverge. Derecha: Se muestra el condensado <02> en
funcién de . Este representa un valor finito de <02> para temperaturas bajas, dando lugar a un valor del
condensado ﬁmto

De la figura (18) de la derecha se ve un comportamiento muy similar al obtenido en la teorfa BCS en la
figura (16)), donde la identificacién de la energia del gap con la raiz del condensado se deduce de la figura
(21). Es decir que cuando la temperatura tiende a cero, el valor del condensado tiende a un valor constante.
En el condensado de la izquierda se ve notoriamente que tal valor diverge a bajas temperaturas. Esto puede
ser explicado con el siguiente argumento: cuando disminuimos la temperatura disminuye la masa del BH
haciéndose comparable a la masa del campo escalar y entonces ambos objetos curvan el espacio con la misma
intensidad y no es posible despreciar el efecto de ¥ ni A, sobre la métrica. Si ajustamos las curvas para
valores pequenos del condensado (cerca de T.), se encuentra un comportamiento de raiz cuadrada, lo cual
es tipico de una transicién de fase de segundo orden (ver seccién (3.2)). Especificamente se encuentra:

(O01) 93T, (1= T/T)?  +  (Og) = 144T% (1 — T/T.)"/? (169)

También es posible calcular conductividades (que son funciones de Green, o sea, funciones de correlacién
de dos puntos como se mostré en la seccién (2.7.9)). La conductividad o;;(w) caracteriza la respuesta del
sistema a un campo eléctrico (luz de frecuencia w) a lo largo de la direccién normal a la coordenada radial
r es decir, en el espacio (¢,z,y) donde vive la muestra. Con lo cual, para calcular o;;(w) se envian fotones
desde el borde AdSy y se observa como ellos son absorbidos o reflejados por el condensado en el horizonte.
Pasemos a ver como podemos hacer esto.

Perturbaremos el campo de Maxwell A; mediante fluctuaciones vectoriales de momento nulo y con una
dependencia temporal de la forma e~**. La parte del orden siguiente al primero de esta perturbacién se
correspondera de acuerdo a la prescripcion GKPW con el valor esperado de la corriente en el sistema y ésta
a su vez, via la ley de Ohm se relaciona con la conductividad. Consideremos una perturbacién a la solucién
(159) de la forma:

0gut(r t,x,y) = egxt(r)efiwt ; 0A(r t,z,y) = eAx(r)efi‘”t (170)

donde € es un pardmetro que controla la misma. Reemplazando en las ecuaciones de movimiento y quedandonos
a orden lineal se arriba a un sistema de ecuaciones diferenciales para g, v A.(r) que puede desacoplarse,
obteniéndose para A, (r) la ecuacién:

/ 2w2

Ay — AL+ (w — ) Ay =0 (171)
f 2

El comportamiento de la solucién de esta ecuacién diferencial cuando nos acercamos al horizonte ry (donde

f(ro) = 0) es de la forma: A, ~ Alf(r)i#o‘ Para calcular la respuesta causal del sistema, es decir, la
funcién de Green retardada, se imponen las condiciones de borde entrantes en el horizonte [79]. Por lo tanto

la solucién relevante es: A, ~ A1 f (r)_ﬁ. Luego el comportamiento cerca del borde resulta:

ALY

Ay =AD 4. 4 ... (172)

El diccionario holografico nos dice que la fuente y el valor expectaciéon de la corriente son:

A, =AD (T =AY (173)

40



De acuerdo a la ley de Ohm la conductividad es:

olw) = = M2l - 174
() E, A, wA, wA® 1)
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Figura 19: Izquierda: Se muestra la parte real de la conductividad para los condensados (O;) (izquierda)
y (O2) (derecha) en funcién de la frecuencia para distintas temperaturas, con Tl decreciente de izquierda a
derecha en cada grafico. Una funcién delta en w = 0 esta también presente. /

En la figura (19) se muestran los graficos de la parte real de la conductividad en funcién de la frecuencia
para diferentes temperaturas. La linea horizontal corresponde a la conductividad por encima de la temper-
atura critica mientras que las otras curvas corresponden a temperaturas mas bajas que T,.. A medida que se
reduce la temperatura aparece un salto de energia similar al encontrado usando la teoria BCS. Por debajo de
esta energia la conductividad desaparece Esto es andlogo a lo que sucede en el limite de superconductividad
T — 0 (ver seccién (3.4)).

En la figura (20) se muestran los graficos de la parte imaginaria de la conductividad. Una divergencia en
w = 0 estd presente, de acuerdo con la relacién de Kramers-Kronig (126) ya que se debe a la presencia de una
delta de Dirac §(w) en la figura (19), aunque no se la puede apreciar numéricamente. Esto es exactamente
lo obtenido en el limite de conductor perfecto en el modelo de Drude en seccién (3.4).
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Figura 20: Se muestra la parte imaginaria de la conductividad para temperaturas T < T, para ambos
condensados.

Para saber maés acerca de la magnitud del salto de energia se pueden analizar soluciones a temperaturas
cercanas a la critica. En las figuras (21) se muestra la parte real de la conductividad en funcién de la
frecuencia normalizada en términos del condensado.
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Figura 21: Se muestra la parte real de la conductividad en funcién de la frecuencia normalizada con el
condensado correspondiente, para valores pequenos de temperatura.

En ellas se observa para todas las temperaturas T << T, un salto de energia finito aproximadamente

en el valor del condensado, w, ~ 1/(O;). De la figura (18) de la derecha el valor del condensado a T' ~ 0
tiende aproximadamente a 8.47,. Podemos decir entonces que a bajas temperaturas el salto de energia para

el segundo condensado es:
wg =2A = 84T, (175)

Este valor difiere apreciablemente del valor que predice la teoria BCS, 2A ~ 3.527,. Esto no es de extranar
ya que las condiciones de validez de la correspondencia AdS/CFT se verifican a acoplamiento fuerte. Ya
que el acoplamiento en los pares de Cooper es mucho més intenso, wy (que es la energfa de disociacién del
par) es mucho mds alta. Se ha mostrado que para superconductores hologréficos en 2+1 y 341 dimensiones,
la relacién (175), “T’—Z ~ 8.4, se verifica con un error en las computaciones menor al 10 por ciento. Por otra
parte este valor coincide experimentalmente con el cociente medido en HTSC [30].

Podemos hacer un rapido céalculo analitico para explicar el valor constante de la conductividad para

T > T.. La solucién del sistema para esta regién de temperaturas es la trivial:

2 L 2 =2 P

ds :Z—Q(—dt + dZ*) ; Y=0 ; gb:u—; (176)
donde z = L?/r. La solucién de (171) es: A, = e~*(=2) (donde se ha anulado la onda saliente del horizonte
del BH), y puede ser expandida de la siguiente forma cerca del borde:

. . jwL?
Ap = e 1 +iwz +...) = e (1 + e ) (177)
Comparando (177) con (172) y de acuerdo a (174):
. (1)
(W) = LGR(w, k = : R_ _24:°
oij(w) = wGij(w,k =0) ; Gy = " 20 (178)
de donde: op?
Ogxx = Oyy = ? ; Ogy = (179)

va que el parametro de orden, siendo un escalar rompe la invarianza de calibre pero no la invarianza rota-
cional.

Vale la pena destacar lo siguiente. Los fenémenos de interaccién fuerte en una QFT pueden ser entendidos
desde la teoria dual usando una representacién geométrica. En los modelos del tipo ”bottom-up” (o sea,
aquellos sin una obvia inmersién en ST) que son los que consideramos a lo largo de esta tesis, siempre nos
quedamos con el sector de gravedad cldsica de Einstein méds campos de materia (para esto hemos usado las
aproximaciones de curvatura débil y bajas energias). Esto sugiere que las construcciones de BH podrian
sernos ttiles para entender la dindmica de los HT'SC. Pero los BH que estudiamos no nos dicen demasiado
acerca de la dindmica microscépica del proceso de formacién de pares de Cooper en los HT'SC. En esta
descripcién la gravedad no es mas que una teoria de GL (seccién (3.2), aunque estos BH superconductores
pueden ser vistos como un primer paso para aproximar a los HTSC holograficamente. AdS/CFT nos da la
posibilidad de poder obtener resultados no perturbativos que hasta ahora eran impensados. Estos resultados
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podrian originar nuevas ideas acerca de como se comportan estos sistemas y ser aplicadas a los materiales
reales. Por otro lado, otros tipo de superconductores holograficos denominados de onda p y de onda p + ip
son los que fueron estudiados en profundidad en esta tesis y se detallan en las secciones (5) y (6).

4.2 Metales extranos holograficos

La forma mas directa de detectar la presencia de una FS es a través del propagador fermidnico, que como
vimos en la seccién (3.7), captura el pico infinito de la cuasi-particula para k = kp. Dados los origenes
supersimétricos de la correspondencia AdS/CFT, los fermiones aparecen en forma natural pero presentan
profundas diferencias con los operadores bosénicos.

Antes de introducir fermiones en la teorfa especificaremos la geometria donde luego introduciremos los
fermiones. Consideramos una accién del tipo:

6 R
R? 4%

1
S = ﬁ/d‘lx\/—g (R - FWF“”> (180)

Las ecuaciones de movimiento que se obtienen de (180) tienen como solucién un AdSBH cargado o RNAdASBH
11,

2 r? 2 -2 2d7‘2
donde: 0* M
_ @M . _ _To
f=l+ - Ao_u(l T) (182)
— gr@Q

donde rq es el horizonte del BH definido como f(rg) =0,y p = YT puede ser identificado como el potencial

quimico de la teoria del borde (de manera andloga al caso de superconductores hologréficos). Para trabajar

tanto tedrica como numericamente es conveniente usar cantidades adimensionales. Mediante los rescaleos:
R2 To

r—ror 5 (4,7 —> —,%) ; Ag—

. 3. 2
. ﬁAo ;i M — Mry 5 Q— Qrg (183)

podemos fijar L = ry = 1. La temperatura del BH se puede calcular igual que como se mostroé en la seccion
(2.7.2):

1
4
El limite de temperatura cero corresponde a Q> = 3.

En esta seccién trabajaremos con los fermiones en el limite de prueba, en el cual ellos no afectan la
métrica y el campo de Maxwell. Los fermiones son descriptos por un campo de Dirac en un espacio curvo
en presencia de un campo electromagnético externo. La accién viene dada por:

T=—(3-0% (184)

SDirac = —i/d4x\/jg(\fl(lp —m)¥) (185)

donde I = r“p,, U =UTty Dy =0+ %wabMFabfiqAM. Ya que la ecuacién de Dirac es proporcional a
las ecuaciones de movimiento, la accién on-shell resulta ser cero. Esto refleja la naturaleza cudntica inherente
de los fermiones, por lo cual ellos nunca influyen en la aproximacién de punto silla. Por lo tanto pareciese
que la funcién de particién es independiente de la condicién de borde y no podremos reproducir ninguna
de las funciones de correlacién de la teoria de campos que vive en el borde. Esto no es asi, veamos porqué.
Variemos la accién (185):

5 piras = —i / P (OTPY + PT) — PTST — ms(TT)) (186)
El término que contiene una derivada total se puede escribir como:

fi/dzlx/jglp(\ilé\ll) = fi/

r=

dPrV/—hUsT = fi/ BV —h(V, 00 +T_§0,) (187)
Por lo tanto la variacién (186) se puede escribir como:

6SDirac = —z‘/d‘*x(axix(zp —m)¥ — () — m)UsW) — z/ BV =h(TL6V_ + T_5T) (188)

=7

I Respecto del ansatz (159) hemos rescaleado f — r2/L? f; la diferencia entre (182) y (160) radica en que aqui estamos
considerando el efecto de los campos de materia sobre la métrica (salimos del limite de prueba), origen del término Q?/r*.
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Vemos que la §Sp;.qc on-shell no resulta ser cero por la presencia del término de borde. Para cancelar el
mismo se debe agregar a la accién el termino de borde (187), cuya variacién cancele el segundo término en
(188). El término apropiado es:

Shay :i/ APz —hU U _ (189)
r=r

€

Por lo tanto la accién total a considerar es:

Stermion = —z‘/d‘*x,/—g (T —m)¥) +i/ dBrv/—h¥LU_ (190)
T=Te
Refiy, Gy
10000F
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Figura 22: Izquierda: Se muestra I'm(G11) curva punteada y Im(Gaz) curva solida como funcién de k para
w=—0.001y (m=0,¢g=1). En Im(Ga2) se ve claramente un pico cerca de kp ~ 0.9185. Derecha: Se
muestra la parte real (curva azul) e imaginaria (curva naranja) de Gas para k = 0.9 < kp. En Im(Gag) para
w < 0 hay un pico de cuasi-particula. Para w > 0 una pequena loma esta presente. Conforme k se aproxima
a kp el pico y la loma se aproximan a cero y sus pesos tienden a infinito.

Las ecuaciones de movimiento, la imposicién de las condiciones de contorno y como resultado la obtencién
de la funcién de Green retardada asociada a la accién (190) se analizan con detalle en la seccién (7). Aqui
se presentaran solo algunas ecuaciones e ideas relevantes acerca del célculo de la funcién de Green. Notamos
primero que el campo de Dirac se acopla a un operador espinorial O(t, Z) de la QFT del borde. La estructura
asintética de las soluciones de (190) es algo distinta ya que las ecuaciones diferenciales para ¥ son de primer
orden, en particular el niimero de componentes del operador O es la mitad del nimero de componentes de
WU, o sea, mientras ¥ tiene cuatro componentes, O tiene dos, como es de esperar en un espacio-tiempo de
tres dimensiones (ver [80]). El resultado de la funcién de Green es:

bo(w, k)

Calw k) = 0o k)

L a=1,2 (191)

donde a, y b, son los coeficientes de expansién en el borde como en (96). Una relacion util es: Gy (w, k) =
G2(w,—k), la cual permite concentrarnos en Ga(w, k). Vemos que cuando aq(w, k) = 0 tenemos un polo
en la funcién de Green que indica una divergencia en ImGs(w, k). Definimos el momento de Fermi kg
como el valor de k a w = 0 (energfa de excitacién nula) tal que Im G2(0,kr) tiene una divergencia. De
esta forma podemos calcular los momentos de Fermi numéricamente para diferentes parametros. La figura
(22)(izquierda) muestra una divergencia en I'm Gy para w ~ 0 en un valor especifico de k, senialando la
ubicacién del momento de Fermi kp. De la figura (22)(derecha) se ve la presencia de un pico agudo para
w < 0y en laregién w > 0 una loma. Esto parece indicar la presencia de un pico de cuasi-particula, en
primera instancia. Si se grafican diferentes graficas de este estilo, para diferentes valores de k cercanos a kp
y anotamos el valor de w para el cual ocurre este méximo, denotado como w,(k;) , podemos ir siguiendo
este pico y encontrar una relacién funcional entre w,(k,) y k1 =k — kp para k; — 0. Se encuentra que:

wi(ky) ~ k% , z=2.09+0.01 (192)
y el peso del maximo de la funcién espectral escalea como:

p=ImGa(w.(ki) ki) ~ kT ~w:®* | a=100+001 (193)
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En un liquido de Fermi-Landau los exponentes toman los valores z = a = 1.

Es posible hallar la funcién de Green en una forma semi-analitica para frecuencias pequenas w << p
usando el método de pareo (que se explica en detalle en el dpendice 7.8). El uso de esta técnica se debe
a que a altas temperaturas (T >> u) la funcién de Green Gr(w, k) es analitica cerca de w = 0 entonces
es posible hacer una expansién del espinor alrededor de w, pero para temperaturas pequenas T << p 'y
bajas frecuencias w/u la expansién es delicada ya que en la ecuacién de movimiento para el espinor aparecen
términos de la forma (w/f) donde cerca del horizonte tenemos f(r9) — 0 no importa que tan chico sea w.
El resultado final para la funciéon de Green resulta ser de la forma:

bl (k) +bf (k)w+ -+ (by (k) +...) Gr(w)

Gr(w, k) = 194
R, k) ag (k) + af (K)w+ -+ (ag (k) +...) Gr(w) (194)

donde los coeficientes ax en (194) tienen una expansién analitica en w:
ay (w, k) = al? (k) + ol (k)w + o (k)w? + . . (195)

de igual forma para by (w, k). Estamos interesados en la funcién de Green cerca de la F'S ya que los fenémenos
que ocurren en las cercanias de la F'S dominan las propiedades termodinamicas a bajas temperaturas. Cerca
de la FS y para frecuencias bajas tenemos la siguiente expansion:

h ,
Gr(w, k) ~ . SWw)=h — he(vp, Jw?r 196
r(w, k) o — iw W) (w) Gr(w) (Vi p )w (196)
con:
vp = M oy = b% (kr) S o ¥ (k) ;o c(y)=2" D(=2v)T (3 — vk — igeq)
aVkr) ona(kp) oD (k) Tu)T(3 + vie — igeq)

(197)
Por lo tanto podemos ver que la auto-energia Y(w) solo depende de la frecuencia, y es caracterizada por un
exponente no trivial v, que viene dado por:

k2L?
v, = \/miL3 — ¢?e2 ; mi = = +m? (198)

: =1 — __9r d—1 _  [d=2
donde: Lo = mL, eq Weremy y ré \/ 0.
La variacién de vy, como funcién de ¢ y m se muestra en la figura (4.2)(derecha). Los polos de (196)
son determinados via:

ke hp— = N(we) =0 — w(k) = wa(k) — T (k) (199)
v

La parte real de w.(k), w.(k), define la relacién de dispersién de las cuasi-particulas, mientras que su parte
imaginaria I'(k) define el ancho de una excitacién, el cual resulta ser proporcional a la parte imaginaria de
Gr(w). Por lo tanto vemos que dependiendo de los valores de vy, la fisica sera diferente.

e Caso vy, > 1/2: liquido de Fermi regular.

Si vk, > 1/2 el término lineal de (196) domina sobre el termino de la auto-energia w?r (recordemos
que estamos a frecuencias bajas). Luego la expresién para el movimiento del polo sera

we(k) = vp(k — kp) — vphc(vy,) ve(k — kp)?er (200)

Tenemos entonces una relacién de dispersién lineal w, = vp(k — kr) con ancho T’ ~ w2kr que es

siempre mucho mas pequeno que la energia w,. Por lo tanto tenemos cuasi-particulas con una gran

vida media, que cualitativamente no son muy diferentes de las excitaciones de un liquido de Fermi,

excepto que ahora el ancho satisface I' ~ w?"¢r en lugar de I' ~ w? como en el liquido de Fermi-Landau.
o Caso v, < 1/2: liquido de Fermi singular.

En este caso la contribucién de ¥(w) domina sobre el término lineal. La solucién a (199) es ahora:

_ 1/2v
welk) = . ((’“hf”)) (201)
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Como ¢(vk,.) es complejo este polo tiene parte real y imaginaria. La relacién de dispersién es ahora no
lineal, w, ~ (k—kp)'/?"*r |y el ancho también tiene el mismo comportamiento: I'(k) ~ (k—kp)'/?¥kr
Por lo tanto:

o (h) ~ constante (202)
El residuo del polo es
wehy 19
Z=—————~(k—Fkp) 203
21/(](7 - kJF> ( F) ’ ( )

mientras que el residuo del polo para k — kg se anula. El hecho de que el ancho de la excitacién sea
del orden de su energia y que el residuo desaparezca indica que la misma no puede considerarse como
una cuasi-particula. Tenemos un ejemplo donde el sistema tiene una superficie de Fermi bien definida
pero no existe el concepto de cuasi-particula.

e Caso v, = 1/2: liquido de Fermi marginal.

En este caso ambos términos en (196) son proporcionales a w. Bésicamente tenemos un cero simple
en vp, y ¢(vk,) en la auto-energia X(w) tiene un polo simple para v, = 1/2; las dos divergencias se
cancelan y dejan un término finito wlnw con é real, més otro término c;w complejo, ver [68]:

hy
k—kp+ciwlhw+ cw

Gr(w, k) ~ (204)
Esta funcién de Green es exactamente la postulada para la funcién respuesta de un metal extrano
discutida en la seccién (3.7). Acd vemos que notablemente surge de cdlculos hologréficos. Notemos
que el ancho viene dado por I' ~ w, dando lugar a que el residuo del polo escalee como Z ~ 1/ In(k—kr)
y asf Z~! diverge logarftmicamente.

Figura 23: Izquierda: Las lineas sdlidas representan los valores de kr para distintos valores de g. La zona
sombreada representa la region donde el parametro v, es complejo. Las lineas punteadas corresponden a
lo mismo pero en la cuantizacién alternativa. El grafico resulta simétrico frente al intercambio de (q, k) —
(—g,—k). Derecha: Se muestra como se distribuye vy, en el plano m — ¢. La zona blanca corresponde a
una regién donde no hay superficie de Fermi. Vemos que en la regién v4,. < 1/2 no hay cuasi-particulas con
gran vida media. En el resto del espacio de parametros hay cuasi-particulas con gran vida media.

4.3 Estrella de electrones

Esta seccién se basa en el articulo [115].

Comenzaremos haciéndonos la siguiente pregunta: jcudl es el sistema fisico de materia fermiénica com-
pactada debido a la gravedad? La respuesta es una estrella, como en el caso de una estrella de neutrones en
Astrofisica. Para altas densidades es posible aproximar el gas de Fermi como un fluido perfecto, aproximacién
conocida como de Thomas-Fermi o de fluido. Consiste en tomar el limite donde el niimero de fermiones por
radio de AdS L, es muy grande (infinito) respecto de la energia de Fermi, que permanece fija. Dicho de otro
modo, la escala de longitud fijada por las variaciones de los campo fermiénicos es muy pequena comparada
con la escala de longitud fijada por la curvatura del espacio, es decir, EFxL >> 1. De esto se desprende que
cada fermién ve localmente un espacio-tiempo plano y por lo tanto podemos usar las expresiones usuales
para un gas de Fermi ideal. El efecto de la gravedad es solo notable si comparamos diferentes puntos. La
métrica juega el rol de un potencial de captura, el efecto de la curvatura se resume en un potencial quimico
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local al que esta sometido efectivamente el fluido de fermiones. Por lo tanto en la aproximacion de fluido la
accion de Dirac es reemplazada por una accién efectiva:

s/ = [attev=g (205)

donde py es la presién del fluido de fermiones.

Comencemos recordando la descripcion usual de un fluido perfecto en espacio plano. Los pardametros que
caracterizan a éste son la presién py, la densidad de energia p; y la densidad de carga oy. Estas variables
estan dadas por:

Emax EF=H
pf:/ Eg(E)dE:/ Eg(E)dE (206)
E-,,”'n m
er=p
o = / g(E)dE (207)

donde g(F) es la densidad de estados. Notemos que estamos integrando desde el minimo de energia (masa
de la particula) a la energfa de Fermi, o sea, el potencial quimico a T' = 0. La densidad de estados para un
gas de Fermi relativista en d+1 dimensiones es:

9(E) = Bap1 E(E* —m?)@=2/2 I8 g(p) = g, E\/E? — m? (208)

El potencial gran canénico es por definicion: Q = F — uN = U — TS — ulN donde a T = 0 se tiene que
Q= —pV, llegando a:
—pf = pj— Hof (209)

En la aproximacién de densidad local el potencial quimico es reemplazado por el potencial quimico local:

W — Hlocal = utAt (210)
donde u' es la componente temporal del tetravector velocidad u*, normalizado a u*u, = —1. En el marco
de referencia del gas:

1
u' = (211)

vV —9tt
Localmente el fluido ve un espacio plano pero globalmente se tiene en cuenta la gravedad debido a la
introduccién de este potencial quimico local. Las variables del fluido perfecto de fermiones estdn dados por:

Mlocal Mloc
pr = Bust / EgE)E 5 o5 = fant / WEYE i —pr=pr— e (212)

m m

El efecto de los fermiones sobre la métrica en la aproximacion de fluido es capturado por el tensor de
energia-momento del fluido perfecto, que aparece como fuente de la ecuaciéon de Einstein, a saber:

T;{u = (pf +pf)uuuu +Pr9uv (213)

La accién a considerar contiene siguiente tipo de materia:

1 1
S = /d4l‘\/ —g (M(R — 2A) — @FMVF'U‘D — p(/,[,loc)> (214)

cuyas ecuaciones de movimiento son

1
R+ (A — §R)gw = kT = K> (T, + T1,) (215)
V, F' =" = e*ou” (216)

vV, T" =0 (217)

Propondremos un ansatz para la métrica tal que a altas energias la teoria cuantica dual asociada sea invariante
de escala como vimos en la seccién (2.7.3):

1 L
ds® = —L? (f(r)dt2 + g(r)dr® + ﬁ(de + dy2)> ;o A= %hdt (218)
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donde f(r) y g(r) son funciones desconocidas. Imponiendo que el espacio para r — 0 sea asintéticamente
AdS tenemos que para gran r: f(r) — 1/7% y g(r) — 1/r%. Es conveniente trabajar con cantidades
adimensionales; notando que:

[p] = [p] = [longitud)™* ; [0] = [longitud)™® ;  [k]* = [longitud)? , (219)

podemos definir las variables adimensionales:

A 12,2 . A 72,2 .o
p=Lk"p ; p=Lk"p ; G=—73-0 (220)
Las ecuaciones de movimiento que se obtienen toman la forma:
!/ ! A
VPSRN N o
( )2f VI (221)
Lif, g 4 S
A A =0 222
r(f+g+r +(P+0)g (222)
ooy R
_ 3 —— =0 223
=G B (223)
Walh+ 5
oy TIPED)  sFs— (224)

2
Las cantidades termodindmicas adimensionales vendran dadas ahora por:

_h_
5= B/ﬁ /2 — m2de (225)

h
A [T
6=p ’ eV e? — m2de (226)

m
h
=P g0 (227)
donde: a2 )
3=228  ; mi=m? (228)
K e

Los ansatz (225), (226) y (227) determinan tres de las funciones a encontrar. La ecuacién (221) es en efecto
la ecuacién de conservacién de la energia y es verificada por (225), (226) y (227), por lo cual las cuatro
ecuaciones (221), (222), (223) y (224) se reducen a

i(§+gg+i>+(ﬁ+ﬁ)g=0 (229)
froow)? N
h”+W—g\/}&=o (231)

El fluido perfecto mas la gravedad se reduce a las ecuaciones de un fluido de fermiones autogravitantes
denominado estrella de electrones.

En la regién IR, que en nuestras coordenadas se corresponde a r — 0o se encuentra una escala emergente
tipo Lifshitz, es decir, la geometria en el interior de esta estrella es del tipo Lifshitz determinado por un
exponente dindmico critico z. En efecto, tal métrica es una solucién exacta en el IR de las ecuaciones de
movimiento (229), (230) y (231). La métrica y la funcién de Maxwell toman la forma

f= ; =2 h = -z (232)
Lo siguiente que haremos es seguir al flujo de renormalizacién, es decir, comenzar desde el punto fijo en
el infrarojo dado por la métrica de Lifshitz y perturbarla para encontrar la soluciéon para todo r, es decir

queremos ver hasta donde se extiende la solucién en el UV. Se propone un ansatz de la forma:

7«22
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— 9=

r2

1 hoo
(I+ firt+..) ; g 14+qgre+..) ; h= T—Z(l—f—hlro‘—i—...) (233)

TZZ

f=

Sustituyendo las expansiones de arriba en las ecuaciones de movimiento se encuentran tres soluciones para
el pardametro a:

_2+2 V923 — 2122 + 402 — 28 — m22(4 — 32)2
2 2,/ (1 —m?)z — 1

El exponente a— es negativo y por lo tanto es el que debemos considerar. La presencia de los modos ag y oy
deben ser puestos a cero para obetener una solucién regular en el IR, ya que se debe integara numéricamente
desde el IR hasta el borde. Dado el valor del exponente a_ se pueden determinar los coeficientes g1 y h1 y
todos los coeficientes mas altos en términos de f; el cual en principio no esta determinado. No obstante f;
puede ser elegido para que tome cualquier valor mediante un cambio de variables de las coordenadas ¢, r, Z,
aunque el signo queda sin ser definido. Se elige el signo de f; para que cuando r — 0 se obtenga la solucion
de un BH cargado en AdS. Para lograrlo se tomara el valor f; = —1. Luego podemos proceder a integrar
numéricamente hasta pequenos valores de r. Se llega a una zona donde para algin radio especifico ry la
estrella termina y la presién, densidad de carga y densidad de energia tienden a cero.

La solucién que se encuentra se muestra en la figura (24), donde se puede ver como varfan las variables
termodindmicas del fluido de fermiones desde sus valores constantes de Lifshitz a grandes r hasta el radio
de la estrella r = r,. Cabe notar que a diferencia de estrellas reales, la regién IR del espacio-tiempo a
grandes valores de r tiene un volumen infinito en la direccién radial. El borde de la estrella ocurre cuando
el potencial(qt)u’mico local no es suficientemente grande para poblar el mar de Fermi. Este valor viene dado

h(rs

por m = —~—. Estos perfiles radiales son similares a los perfiles del fluido de una estrella de neutrones.
VI(rs)
Ts

g = 24+ 2z ; o4 (234)

0 5 10 15 20

s

Figura 24: Desde arriba hacia abajo se corresponden a las soluciones de la presién, energia y densidad de
carga para una estrella de electrones con z = 2 y m = 0.36 (correspondiente a 8 ~ 20). El borde de la
estrella es r = 5. El borde del espacio-tiempo es r = 0 mientras que la profundidad del IR es r — oc.

Para explicar méas acerca de como es posible la formacién fisica de esta estrella, nos haremos la siguiente
pregunta: jcudl es el destino final de un agujero negro cargado en presencia de fermiones?. En presencia de
fermiones los BH cargados son inestables a descargarse llevando la geometria a quedarse sin horizonte, pues los
campos de materia apantallaran y descargaran al agujero negro. La explicacién de este proceso es la siguiente:
la produccién de pares de Schwinger de fermiones ocurre cerca del horizonte del BH (que geométricamente
es AdS, x R?) si la masa de los fermiones es suficientemente baja, (Lm)? < v2 = (eL/k)?. Esta inestabilidad
no conduce a la ocupacién macroscépica de un estado, como en el caso de los superconductores holograficos
(debido a que los fermiones cumplen la estadistica de Fermi-Dirac) sino que se espera que la produccién
de pares conduzca a una neutralizaciéon del BH y un mar de Fermi aparezca fuera del horizonte, el cual
contendrd toda la carga. Por lo tanto podemos concluir que el estado que describe esta estrella de electrones
aT = 0y con entropia nula, es el de un sistema de fermiones fuertemente acoplado que forman una superficie
de Fermi.
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5 Transiciones holograficas en presencia de campo un campo de
Higgs en un agujero negro cargado no abeliano

Resumen

Encontramos soluciones de una teoria de gravedad-Yang-Mills-Higgs en 3 + 1 dimensiones que repre-
sentan un espacio anti-de Sitter con un agujero negro cargado con parcial/completa ruptura de simetria
de calibre. Aplicamos la correspondencia AdS/CFT para estudiar el régimen de acoplamiento fuerte de
una teoria cudntica de campos en 2 + 1 dimensiones a temperatura y potencial quimico finito, la cual
experimenta una transicién de fase exhibiendo la condensaciéon de un campo vectorial compuesto y car-
gado bajo una temperatura critica T, presumiblemente describiendo superconductores del tipo p + ip/p.
En el caso de un superconductor del tipo p + ip hemos encontrado que las transiciones de fase son siem-
pre de segundo orden pero para los superconductores de tipo p, determinamos la existencia de un valor
critico a. del acoplamiento gravitacional (para un valor fijo v.e.v del pardmetro /mw ) més alld del cual
la transicién se vuelve de primer orden. También hemos encontrado soluciones correspondientes a T'= 0
tales estados son descriptos por geometrias de tipo domain wall (pared de dominio) que interpolan entre
espacios AdSy con diferentes velocidades de la luz y para un dado valor de rw existe un valor critico del
acoplamiento que no es posible superar. El comportamiento del pardmetro de orden como funcién del
acoplamiento gravitacional cerca del acoplamiento critico sugiere la presencia de una transicién cuantica
de segundo orden. Finalmente estudiamos la dependencia de la solucién en presencia de una constante
de acoplamiento debida al Higgs y encontramos la existencia de un valor critico a partir del cual no se
encuentra una fase condensada.

5.1 Introduccion

Un agujero negro cargado introduce una densidad de carga/potencial quimico y una temperatura en una
teorfa cudntica de campos (QFT) definida sobre el borde usando la correspondencia calibre/gravedad. Este
marco permite estudiar las transiciones de fase y construir diagramas de fase en el espacio pardmetros.

El modelo mas simple es provisto por una teoria de Einstein-Maxwell acoplada a un campo escalar
cargado que, en el marco de la correspondencia AdS/CFT, es dual a un operador escalar que lleva la carga
de la simetria global U(1). Ha sido probado que una solucién de un agujero negro cargado, interpretada
como una fase no condensada, se convierte en inestable y desarrolla pelo escalar a bajas temperaturas
rompiendo la simetrfa U(1) cerca del horizonte del agujero negro [11] [12]. Este fenémeno en general puede
ser interpretado como una transicién de fase de segundo orden entre la fase conductora y superconductora.
Esta interpretacion es soportada por el andlisis del comportamiento de la conductividad en estas fases [8]. Han
sido también estudiadas soluciones de vértices que describen superconductores holograficos de tipo IT [20] [21]
[22] y mas recientemente, modelos espacialmente anisotrépicos en modelos abelianos de superconductores
[23]. Tan pronto como estos superconductores hologréficos de onda -s fueron introducidos, modelos de
superconductores holograficos con pelo vectorial, conocidos como superconductores holograficos de onda-p
fueron explorados numéricamente primero en [24] y [9] (para un reciente tratamiento, ver [25]). El ejemplo
mas simple de superconductor holografico de onda p puede ser provisto por una teoria de Einstein-Yang-
Mills con un grupo de calibre SU(2) y sin campos escalares, donde la simetria de calibre electromagnética
es identificada con un subgrupo U(1) de SU(2). Las otras componentes del campo de calibre SU(2) juegan
el rol de campos cargados duales a operadores vectoriales cuyo valor de expectacién distinto de cero rompe
la simetria U(1) llevdndonos a una transicién de fase en la teoria de campo dual.

Mas recientemente, soluciones de las ecuaciones de campo gravedad-materia donde ambos pardmetros
de orden, escalares y vectoriales estan presentes fueron consideradas: ellos describen sistemas donde existe
competicién/coexistencia entre diferentes fases [26]-[29)].

Soluciones de diones auto-gravitantes de las ecuaciones de Einstein-Yang-Mills-Higgs (EYMH) en el limite
BPS y asintéticas a un espacio global AdS fueron construidas tiempo atrds en [31] and [32]. Ellas fueron
extendidas a soluciones didnicas de agujeros negros en [83] and [33], donde estas son interpretadas como
describiendo los llamados superconductores de onda p + ip a temperatura finita en la fase condensada.
La propuesta del presente trabajo es generalizar trabajos previos encontrando soluciones mas generales de
EYMH en un espacio asintéticamente AdS, con masa y densidad de carga eléctrica finita, e interpretar estas
via la dualidad calibre/gravedad como describiendo fases de una teoria de campo fuertemente acoplada, y
construir los correspondientes diagramas de fases 12

Mas especificamente, en primer termino comenzaremos revisando el anélisis de [83] [33], verificando la
existencia de una transicién de segundo orden a lo largo de todo el espacio de parametros. Fue encontrado

12Consideraremos el ansatz usual de un horizonte plano, los cuales son relevantes en el estudio de los sistemas de materia
condensada con invarianza traslacional. Bajo estas circunstancias la densidad de carga magnética de la solucién de dion en [83]
[33] desaparece
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(ver por ejemplo [34]) que algunos sistemas hologréficos experimentan una transicién de fase de segundo
orden como funcién de la temperatura a una de primer orden, moviendo el acoplamiento gravitacional de
los campos sobre la geometria, cuando tal acoplamiento excede cierto valor critico. Este fenémeno ocurre
en superfluidos hologréficos cuando la velocidad es suficientemente alta [35] [36], y fue medida en ciertos
tipo de superconductores [37] [38] [39]. Hemos encontrado que este tipo de comportamiento en nuestro
sistema en el caso anisotropico, encontrando soluciones condensadas y construyendo el diagrama de fase. En
segundo lugar computamos las energias libres y encontramos que para cualquier conjunto de valores de los
parametros libres que determinan las soluciones, la fase anisotrépica es siempre energéticamente favorecida
sobre la fase isotrépica como fue conjeturado en otros contextos [40] [41] [42]. En tercer lugar analizamos el
limite de temperatura nula, caso que no ha sido analizado anteriormente; para acoplamiento gravitacionales
suficientemente bajos encontramos soluciones, las cuales espontdneamente rompen la simetria U(1) y tienen
entropia nula, con lo cual describen el verdadero estado base del sistema. Para acoplamientos gravitacionales
mas altos que el valor critico la solucién desaparece, que es interpretada como una transicién de fase de
segundo orden. Por tltimo, analizamos el efecto de un potencial de Higgs no nulo sobre el sistema.

5.2 Superconductores holograficos: gravedad+ Yang-Mills+Higgs
5.2.1 EIl modelo

Consideremos un sistema de la forma: gravedad — Yang — Mills — Higgs en un espacio-tiempo de 3 + 1
dimensiones con la siguiente signatura de Minskowski (—+++). Tomaremos SU(2) como el grupo de calibre,
con generadores que satisfacen el algebra

[Xm Xb] = €abe X ; a, ba c= 07 1, 2 y €012 = +1 (235)

y el campo escalar en la representacion adjunta H = H® X,. La accién completa que se considerara es,

S = Glbulk) | g(GH) 4 glet) (236)

1
(bulk) _ g L
S /M z /19 <2 e

1
- 3 DMH® Dy H® —

donde

6 1 a a MN
+L2> " gz unt

(H*H® — HOQ)Q)

>~
=

4

1
SeH = — d3x+/h| 2 K (237)
2K OM

donde k, e and A son los acoplamientos gravitacionales, de calibre y escalares respectivamente, L es la
escala AdS relacionada a la constante cosmolégica negativa a través de A = —3/L? y Hy > 0 define el valor
de expectacién de vacio del campo de higgs (y entonces la condicién de borde en el infinito ver debajo en
(248)).

Como es bien conocido el termino de Gibbons-Hawking S(GH) es necesario para tener un principio
variacional bien definido [43], donde K = V,n® es la traza de la curvatura extrinsica, y h and n son la
métrica inducida y el vector normal sobre M. El contratérmino en la accién S(¢Y) sera discutido en la
seccion 5.4

El campo de esfuerzos Fy;y y la derivada covariante Djs actia sobre el triplete de Higgs H® que esta
definido como,

Fin = 0mAYy — ONAY 4 eape ASy A 3 Dy H® = Oy H + eape Ay HC (238)

Vamos a considerar coordenadas (z*,y) y un ansatz que preserva invarianza traslacional en las coorde-
nadas {z#, u = 0,1, 2},

g = =T AGP a7 g (e de'” ) 17 T
A = L7 (dz® J(y) Xo +dat Ki(y) X1 + da? Ka(y) Xo)
H = Ho H(y) Xo (239)

en lo que sigue sera conveniente introducir las constantes de acoplamiento adimensionales

o w =eHy L : Xo =2 Hy* L\ (240)
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Las ecuaciénes de movimiento de la gravedad (e.o.m.) derivadas de (237) resultan,

w3~ IS - (v + G 1)
y* J'(y)°

(
S HY)? -1+ fy) i+ Vet

A 2 Aly)?
g (T rer) (s e )
vae s (o) = o (e (G +907) moiin)
A0 @) (P A () = o ((IES)@Q —Kz(y)2> (JM—MWQH@)Q)
- o) (B9 7)) (241)

mientras que las de la materia son,

1 i (M Ki(y))/ ) (I;%))ijQ H(y>2‘f<;;g§g>2> )
A YO At K = ( o b 1) - ) Kal)
T O IO AW T 0) = (S8 4 Kalo)? + 5P (WP - 1) HO)
o (280 10) — (REF ) s
donde hemos definido
ey (B kger)+ M e mer o vem g RUEEIE oy

Comenzaremos considerando el limite BPS Ay = 0, pero conservando el valor de vacio de Higgs Hy > 0
que sera crucial en nuestras consideraciones. El efecto de un acoplamiento de Higgs finito sera considerado
en la seccién 6

5.2.2 Condiciones de borde

Investigaremos soluciones de agujeros negros cargados los cuales presentan un horizonte en y = y;, dondef(y,) =
0. La temperatura de Bekenstein-Hawking asociada al agujero negro viene dada por,

T = 2 Aln) /') (244)

El ansatz (y e.o.m) son invariante bajo la trasformacién de escala,

(EO
(2% AWw), J() — (B;BA(W J<y>>)

(@sey), Kay) — (Z,;ﬂ’ ). K1<y>) (245)

Estas permiten fijar alguna normalizacién imponiendo las b.c (condiciones de borde), A(y),c(y) =3 1.
Las coordenadas z* son identificadas con las coordenadas en un espacio-tiempo de Minkowski donde vive la
QFT y (244) con su temperatura. Ademds se tienen otras simetrias de escala

(x%y)a(y”:,vy) C FW =R E) K =Ky . J) = 4y (246)

si yp # 0 podemos fijar y;, = 1'3

I3Este es el caso excepto cuando consideramos en limite de temperatura cero. Cuando la back-reaction no es tomada en
cuenta y, = 0 corresponde a el espacio AdS; cuando es considerada, y, = 0 es impuesta en orden para obtener una correcta
descripcién del estado base y (246) puede ser usado para fijar el potencial quimico, ver seccién 5.5.
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Ya que fijaremos la posicién del horizonte en esta forma, teniendo en mente que tenemos que considerar
solo cantidades invariantes de escala.

En [83] y [33] las soluciones (241)-(242) con un horizonte y asintéticamente AdS, fueron estudiadas. Mas
especificamente alli fueron encontradas soluciones con K1 = Ko = K y las siguientes condiciones de borde:
cerca del horizonte y — 17,

= Al-1D+0[y—-1)7

ao+ a1 (y— 1)+ Oy —1)?]
cotea(y—1)+0[(y—1)°
ho + hy (y — 1) + O[(y — 1)?]
ko +k1(y—1)+O[(y — 1)

~ = T o

P e e e e

Lt e

S
Il

= ji(y—1)+0[(y 1)’ (247)
mientras que en el borde y — oo,
fy) = ¥+ +
Aly) = 1+-
ly) = 1+
H
H(y) = 1+ y—?} +
K
K(y) =
W=
I(y) = Jo+j+~' (248)

donde la consistencia con las e.o.m y la finitud de K (y) fija k1 para ser

1 1
2 — mi=g 7T w2 (249)
para saber mas acerca de las b.c en el borde mandamos al lector al apéndice A. Adoptaremos las b.c.
(247)-(248) en este trabajo excepto en la seccién 5.5 donde las b.c sobre el horizonte tienden a ser modificadas.

La teorfa definida en (237) es invariante bajo el grupo de grauge SU(2); no obstante las b.c sobre el

K1 (Iﬁ:l — 1) :mW

campo de Higgs H(y) =, rompen esta invarianza al U(1) generada por el Xj. Con respecto a este
subgrupo de calibre la densidad de carga eléctrica de la solucién es definida de la forma usual como,

i 1 _ 1 C(y) 2 ! _ Jl

como mostramos en la seccién 5.4 para acoplamientos finitos (o, M) una solucién general de (241)-(242)
con las b.c (247)-(248) es determinada por Jy, la cual esta relacionada al potencial quimico U(1) por,

J
p=A(00) = (251)
de (250) y (251) la expansién asintética standard es
Lp
Ag(y):u—7+... (252)

A lo largo de este trabajo adoptaremos g como nuestra escala. De (246) la temperatura invariante de
escala adimensional es

e Tpr _ agp f1
12 4’/TJO

donde ag y fi son definidas en (247). Una solucién es determinada por los tres pardmetros (o, mw, Jo),
y entonces la temperatura (a través de los coeficientes ag, f1) resultan una funcién de ellos.!*

En la solucién analitica a las ecuacidnes (241)-(242) que preservan la simetria U(1)x, los campos de
materia toman la forma,

(253)

En EYM donde el campo de Higgs no esta presente la temperatura es funcién de solo un pardmetro libre de la teorfa, a,
ver [34]



J 1
=+ L=n (1-3) 0 KG=0 i Hw= (254)
donde impusimos un comportamiento suave del campo de calibre en el horizonte dando la condicién
J(1) = 0, ver la tltima linea en (247), y entonces se encuentra J; = —Jg 1°.

En lo que concierne a las funciénes de la métrica, ellas corresponden a un agujero negro AdS Reissner-
Nordstrom (AdS-RN),

Aly) = cly) =1 N1 atr2 g
fly) = y2—<1—|— 20)y+ 20 2
_ yy_21 (3—a22JO2+(y2+2y+3)(y—1)) (255)
con temperatura,
r= 47T1J0 (3_ azf) (256)

El extremo (cero temperatura AdS-RN black hole) es definido por la relacién o?Jy? = 6.

5.3 Soluciones a T" > 0: estado superconductor

Cuando la parte magnética del campo de calibre es no trivial, i.e. K;(y) # 0 para algtin ¢ = 1, 2, la solucién no
solo rompe la invarianza U (1) x,, sino que también rompe la invarianza bajo rotaciones en el plano (2!, z?).
De acuerdo al diccionario de AdS/CFT este pelo es interpretado como un rompimiento espontaneo de una
simetria global U(1) en la teorfa del borde (donde vive la QFT), cuya corriente toma un valor de expectacién,

(Ji (@) ~ Ko 5 da=1.2 (257)

Dado que el parametro de orden es dual a una componente del campo de calibre, es posible modelar un
superconductor de onda p [9]. El estado normal del superconductor es descripto por una solucién del tipo
AdS-RN (254)-(255); tal solucién es energéticamente favorecida hasta que cierta temperatura critica T, es
alcanzada; cuando T' < T la solucién no simétrica con pelo, dando lugar a una fase superconductora. Cabe
notar que con la b.c sobre el campo de Higgs estamos rompiendo explicitamente el grupo de calibre de SU(2)
a U(1)x,; esto da una masa para los bosones de calibre“W”

mw = BHO (258)

el problema es entonces el siguiente: podemos encontrar bajo esta condicién una solucién con K;(y) # 0
que rompa espontaneamente el U(1)x,?. Esto ultimo es interpretado en el borde como un rompimiento
de una fase de simetria global U(1) de la QFT. Esto es parecido a lo que sucede con los superfluidos y
superconductores con fotones débilmente acoplados. Se puede identificar a T, con la temperatura critica de
la transicion de fase en la QFT.

Consideraremos dos casos:

e El caso isotrépico: K(y) = K1(y) = Ka(y)

Aunque ambos simetrias, la de calibre y la rotacional se rompen por una solucién con pelo, una
configuracién (239) con K (y) = Ka(y) preserva el subgrupo diagonal,

(U(Q)x, X SO(2)rot) giqg- efecto que se manifiesta en (257) [24]. Esta configuracién da lugar a un tensor
1

de energia-momento isotrépico en el plano x!-x2; por lo tanto la componente de la métrica c(y) debe
ser una constante, incluso cuando el acoplamiento gravitacional es tomado en cuenta.

Este tipo de configuracién fue primero estudiada en [83]-[33], usando métodos de relajacién. Nosotros
re-obtendremos estas soluciones usando shooting methods (métodos de disparo).
e El caso anisotrépico: K(y) = K;i(y) ; Ka(y) =0

Como mencionamos arriba una configuracién con K; = 0 preserva el grupo U(1)x, y las rotaciones
espaciales. Cuando K (y) desarrolla un valor distinto de cero la simetria de calibre U(1)x, se rompe,

15Cuando y, = 0, J(y) = Jo es puro potencial quimico y la solucién de la métrica es un espacio AdS; este describe la fase no
condensada cuando la temperatura es cero, ver seccién 5
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y el condensado K(y) X;da! elije la direccion x! como especial. Luego si tenemos en cuenta el

acoplamiento gravitacional, el sistema no puede soportar la condicién g1 = ga22 [9]. Debido a este
hecho Tpi,1 # Ty2,2, la funcidn c(y) no puede ser una constante; en conclusién el sistema estard en
una fase anisotropica.

En ambos casos el valor de expectacién del vacio en la teoria de campo d = 3 del operador corriente,
dual a la funcién K asociada con el campo magnético en el lado gravitatorio, se sigue de la identificacion,
(Ok) ~ K; con K; definido en (248); Ky = K;(T) puede ser tomado como el pardmetro de orden que
describe la transicién de fase del sistema. Como discutimos para diferentes modelos [12]-[33] uno pude
interpretar este resultado entendiendo que un condensado es formado arriba del horizonte del agujero negro
debido a un balance entre las fuerzas gravitacionales y electrostaticas. Del comportamiento asintético en
(248) se obtiene la dimensién A[Og] del operador O [44]

3 1
A[OK]:1+I<&1=§+§ 1+ 47mw? (259)

De las soluciones numeéricas concluimos que a temperatura finita toma lugar una transicién de fase debido
a un rompimiento espontaneo de simetria y que el sistema condensa a una temperatura critica 7., como se
puede ver del comportamiento de K;(T') para T ~ T, en las figuras 27, 28 y 29. Ademds si comparamos la
energia libre correspondientes a ambas fases en las figuras 32 y 33, encontramos que la fase anisotrépica es
favorecida, ver [40] [41] [42] para resultados relacionados.

5.4 Soluciones numeéricas

Analizamos soluciones numéricamente (241)-(242) y encontramos soluciones que satisfacen las requeridas b.c
(247)-(248) en una amplia regién del espacio de pardmetros, que conducen al diagrama de fase que se ve en
la figura 25. Tales soluciones en el caso anisotrépico son mostradas en la figura 26.

Antes de presentar los resultados, pensamos que es mejor gastar unas pocas palabras sobre el método
usado para encontrar tales soluciones. Como discutimos en el apéndice Al, después de fijar alguna nor-
malizacién y preguntarnos por la finitud de la solucién cerca del borde, la solucién es determinada por seis
constantes (Fy,Ch1,Jo, J1, K1, H1). De todas maneras las b.c sobre el horizonte impone cinco condiciones.
Las primeras dos viene de la definiciéon del horizonte y la regularidad del campo de calibre,

f=0 5 JA)=0 (260)

Estas esencialmente fijan la masa y la densidad de carga (~ Jj) del agujero negro. Las otras tres
condiciones fijan (Cy, K1, H1) y son obtenidas de un andlisis del comportamiento (singular) de las e.o.m
cerca del horizonte,

c 2
Cl(].) - o2 mWQ ((11)) ( Kz(:)l) +K2( ) > H(1)2
/ _ Kl(l) 2
H(1) = 0 ( )2 +K2(1)> (261)

Por lo tanto el inico pardmetro adicional que determina la solucién es Jy, i.e el potencial quimico (251).
En la practica integramos el sistema desde el horizonte, donde de acuerdo a (260)-(261) los pardmetros libres
son,

JM)=5 3 KA)=ko ; H()=ho ; A(l)=ao ; c(l)=co (262)

como fueron definidos en (247). Estos pardmetros son elegidos de una forma tal que las soluciones le
peguen a las condiciones sobre el borde (248),
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Figura 25: Diagramas de fases en el caso isotropico (izquierda) para my = 0.1 (azul), my = 0.4 (verde), y
en el caso anisotrdpico, para my = 0.1 (centro) y iy = 0.4 (derecha).

La figura 25 muestra el diagrama de fases en el plano o — T', para dos diferentes valores de . En
las regiones blancas solo la fase normal o no condensada esta presente. En el caso isotrépico el sistema
experimenta una transicién de segundo orden a lo largo de las curvas azules (my = 0.1) y verdes (my = 0.4).
En el caso anisotrépico, en la regidénes azules y rojas la fase condensada es una fase termodinamica preferida.
La linea azul hasta el punto negro indica una linea critica de transiciones de segundo orden. El punto negro
senala el acoplamiento ay. maés alla del cual la transiciéon se convierte de primer orden a lo largo de la linea
roja, mientras que las lineas azules y verdes que continian después del triple punto critico representan lineas
espinodales. La curva roja critica, de las transiciones de primer orden terminan en el punto rojo a T' = 0,
las cuales representan una transicién de fase cudntica, senalando un acoplamiento critico & arriba del cual
la fase condensada deja de existir, ver seccién 5.5. Comparando ambos graficos podemos ver que ambos oy,
y & decrecen con el incremento de . Diagramas de fase similares son obtenidos en las referencias [45] en
ausencia de campo de Higgs.

En la figura 26 los campos son mostrados como funcién de la coordenada y, a un valor fijo de Jy y
mw y para diferentes a’s. Para a, =~ 0.8825 un segundo horizonte aparece, como se aprecia de las curvas
correspondientes a f(y)/y?. La fase no condensada y condensada estén separadas por una curva sobre la
cual la formacién de un segundo horizonte toma lugar para una dada temperatura critica determinada por
la masa del bosén de calibre my v Jy.

En el caso isotrépico la curva es mostrada en la figura 25 para dos diferentes valores de iy, (lineas azules
y verdes) y coincide con la curva critica sobre la cual la transicién de fase toma lugar. Por otro lado, en
el caso anisotrépico la curva coincide con la curva critica (linea azul en la figura 25) hasta el triple punto
critico oy, y esta continua a través de la curva espinodal verde.

En la figura 27 el parametro de orden Kj es mostrado como funcién de la temperatura para diferentes
valores de My, para un acoplamiento gravitacional fijo & = 0.7. En este caso la transicién es de segundo
orden independientemente de «, en acuerdo con [24].

Las figuras 28 y 29 muestran el pardmetro de orden K7 como funcién de 7" en el caso anisotrépico desde
dos perspectivas: para un valor fijo de my = 0.4 y variando « de la figura 28 y luego a un valor fijo de
a = 0.7 y variando iy en la figura 29. De la figura 28 se ve que para oy ~ 0.53 K; se convierte en
multievaluada, hecho que senala el pasaje de una transicién de segundo a una de primer orden como se
corrobora del computo de la energia libre en la siguiente seccién. Este fenémeno ha sido visto recientemente
en superfluidos de onda -p estudiando el papel del acoplamiento gravitacional en las transiciones de fase
[34] (para resultados experimentales sobre transiciones de fase de primer orden en superconductores, ver
[37][38][39]). Comparando las figuras 27 y 29 es observado que la temperatura a la cual el pardmetro de
orden se convierte en cero es el mismo en ambos casos, y que la temperatura critica decrece cuando my se
incrementa, esto puede ser interpretado como que la presencia del campo de Higgs dificulta la condensacion.
Adema&s hemos chequeado cerca de la temperatura critica T, y para acoplamientos gravitacionales pequefios
o < aqge, que Kp se comporta como (T, — T)%7 indicando una transicién de fase de segundo orden con un
exponente de campo medio de (T, — T)%, como usualmente sucede en descripciones holograficas de sistemas
criticos en el limite de un gran nimero de grados de libertad.

96



£/ A(y)

Il Il L Il J y
8 10 12 14

I I I I y
8 10 12 14

. ey
6 8 10 12 14

Figura 26: soluciones para los campos (f(y), A(y),c(y), K(y), J(y), H(y)) con b.c (247)-(248) en el caso
anisotrépico. Las curvas corresponden a Jy = 6, my = 0.4 con diferentes valores de o = 0.0 (negra), 0.1
(verde), 0.2 (roja suave), 0.3 (azul suave), 0.4 (fucsia), 0.5 (marrén), 0.6 (gray), 0.7 (naranja), 0.8 (roja),
0.88 (azul). Se puede apreciar de las curvas correspondientes a f(y)/y? la formacién de un segundo horizonte
en «, ~ 0.8825. Las soluciones andlogas para el caso isotrépico pueden ser encontradas en [33].
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Figura 27: El pardametro de orden Ki/Jo' ™" = (Og,)/Jo'™" es mostrado en el caso isotrépico a un valor
fijo de @ = 0.7, para diferentes valores de my = 0.01 (negra), 0.1 (verde), 0.2 (naranja), 0.3 (marrén),
0.4 (azul) que corresponden a las temperaturas criticas 7. = 0.017056,0.016371,0.014174,0.011215,0.00791
respectivamente. Cerca de la temperatura critica el pardmetro de orden se comporta como (7, — T)l/ 2,
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Figura 28: El pardametro de orden Ki/Jo' ™" = (Ok,)/Jo' ™" es mostrado en el caso anisotrépico para un
valor fijo de my = 0.4, para diferentes valores de o = 0.50 (negra), 0.53 (azul), 0.55 (roja). En el recuadro
es mostrada la multievaluacion del parametro de orden para ay. =~ 0.53.

98



KI/JOKIH

0.010

0.012

0.014

0.016

0.018

Figura 29: El pdrametro de orden K;/Jo!Tr = <OK1>/J01+“1 es mostrado en el caso anisotrépico a un
valor fijo de a = 0.7, mostrando la transicién de fase a diferentes valores de 7y = 0.01 (negro), 0.1 (verde),
0.2 (naranja), 0.3 (marrén), 0.4 (azul).

5.4.1 La energia libre
De acuerdo a la correspondencia AdS/CFT, la energia libre de la QFT es dada por,

F=T8.u= / dy / A7 Leyal (264)
Yh

de (237) y usando las e.o.m la contribucién de los campos de materia-gravedad a la densidad de energia libre
puede ser escrita como,

Yoo A
o = o [ v (5 - (02 -’
Ki(y)* Ka(y)?

fly) (Ki(y)? ) i\2
)2 (dw2+Kﬂw>+ vy

J'(y)? J(y)? Ki(y)?
Ay)? 2 fly) A(y)? < +K2(y)2>) (265)

La contribucién del termino de Gibbons-Hawking es,

JCE—— < 2 ) fy)

2¢213 \ a2

(266)
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Aqui hemos introducido y, para regularizar las expresiones ya que ellas presentan términos divergentes.
Para este fin hemos introducido un contratérmino a la accién [46] [47],

1 . —2
St = — / Bz \/|h| - 267
s [ VI (267)
el cual da lugar a la siguiente contribucién a la densidad de energia libre,

1 4

(et) — =~ =
f 2e2 3 a2

(1) 2 AWy e (268)

La densidad total de energia libre del sistema f es dada por,
f= lim (f(bulk) 4 fem | f(ct)) (269)

Remarcamos que en orden para analizar los resultados, la forma correcta es trabajar con la densidad de
energia libre invariante de escala,

(270)



Las figuras 30 y 31 muestran la evolucién de la densidad de energia libre (270) con la masa del bosén de
calibre para dos diferentes valores de «, en los casos isotrépicos y anisotrépicos respectivamente. La figura
30 muestra la continuidad de f a la temperatura critica (donde la densidad de energia libre de la fase no
condensada se intersecta con la fase de la curva condensada) para ambos valores de «, para cualquier iy,
hecho que indica el caracter de segundo orden de la transiciéon de fase como el comportamiento de K; en
la figura 27 lo sugiere. En la figura 31 en efecto se observa la discontinuidad en la primera derivada de la
densidad de energia libre a la temperatura critica para o = 0.7 > a4, para cualquier valor myy, senala una
transicion de fase de primer orden. En ambos casos la temperatura critica decrece con el crecimiento de
mw, en acuerdo con el andlisis del comportamiento del pardmetro de orden de arriba.

En las figuras 32 y 33 las densidad de energia libre de las fases isotrépicas y anisotrépicas son comparadas
para dos valores del acoplamiento gravitacional, a < oy, (figura 32) y a > ay. (figura 33). De ellas uno
puede ver que la densidad de energia de la fase anisotrépica, sin importar el valor que tome « i.e si estamos
en la fase de primer o de segundo orden, es mas baja que la densidad de energia libre de la fase isotrépica.
Esto implica, que la fase anisotropica es siempre energéticamente favorecida sobre la fase isotrépica.
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Figura 30: La densidad de energia libre f se muestra como funcién de la temperatura en el caso isotrépico
para dos valores del acoplamiento gravitacional o = 0.4 (izquierda) y o = 0.7 (derecha), a diferentes valores
de 7y = 0.01 (negra), 0.1 (verde), 0.2 (naranja), 0.3 (marrén), 0.4 (azul). La curva roja representa la
densidad de energia libre de la fase no condensada.
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Figura 31: La densidad de energfa libre f se muestra como funcién de la temperatura en el caso anisotrépico
para dos valores del acoplamiento gravitacional o = 0.4 (izquierda) y @ = 0.7 (derecha), a diferentes valores
de my = 0.01 (negra), 0.1 (verde), 0.2 (naranja), 0.3 (marrén), 0.4 (azul). La curva roja representa la
densidad de energia libre de la fase no condensada.
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Figura 32: Las densidades de energia libre para los casos isotrépico (negra) y anisotrépico (azul) son
mostradas como funcién de la temperatura para diferentes valores de myy, a un valor fijo de a = 0.4.

La curva roja representa la densidad de energia libre de la fase no condensada.
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Figura 33: Las densidades de energia libre para los casos isotrdpicos (negra) y anisotrépicos (azul) son
mostrados como funcién de la temperatura para diferentes valores de myy, a un valor fijo de « = 0.7. La
curva roja representa la densidad de energia libre de la fase no condensada.

5.5 Soluciones a7 =0

En esta seccién analizaremos el problema de transiciones de fase cudnticas en tres dimensiones en un super-
conductor de onda -p (en el caso anisotrépico), i.e transiciones a 7' = 0, que ha nuestro conocimiento no ha
sido considerado antes en la literatura (ver no obstante [48] [49] [50] [51] para estudios relacionados en otros
modelos).

Es conocido que cuando un agujero negro cargado AdS es llevado hacia el limite de temperatura cero
este se convierte en un agujero negro extremo, pero su entropia es diferente de cero y entonces tal sistema no
puede describir el estado base del superconductor que queremos modelar holograficamente. Para alcanzar
tal objetivo el radio del agujero negro necesita volverse nulo, para estar en acuerdo con la tercera ley de la
termodindmica y realmente describir el estado fundamental cuantico del superconductor. Entonces debemos
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imponer que y, = 0,, con lo cual la coordenada y € [0, 00). Una muy importante cosa desde un punto de vista
técnico es que mientras que el comportamiento asintético de los campos es como en (248), las expansiones
cerca del horizonte cambian drasticamente con respecto al caso T' > 0. A primer orden el comportamiento
no analitico de los campos para y — 07 es,

Fojo? e ob
o o kojo© e v
f(y) - y 2 60 &02 y ~+ .
Fo jo2 e o0
oy
A _ 1 2 Ko Jjo~ € “°
(y> ao ( + Codo? 3 +

27 2 %
7 €0~ Jo — 2ko
K = ko |1— fov 4 ..
(y) 0 102 ko> )
~ _ ko
J(y) = Joe Tov+
~ _ ko
H(y) = hpe %v ... (271)

Las constantes independientes son 1210, Jo, iLO, ag, ¢o. Tales constantes son elegidas de la misma forma como
en el caso de T' > 0, ver (263). De (271) se sigue que cerca del horizonte la solucién es otro espacio AdSy.
La solucién que describe el estado base cudntico del superconductor en la fase condensada son por lo tanto
paredes de dominio (domain walls) que interpolan la solucién entre espacios AdSy con el mismo radio L pero
con diferentes velocidades de la luz en ambas direcciones, en virtud del hecho que a9 # 1y ¢p # 1. Mas
explicitamente,

i 5V yn [ f(yeo) Alyes) 1

v o) \ Fam) Algn) a0 ¢ wl® oy \ Flm) A an (272)

_ Y c(yn) f(Yso) Ayso) G

IR —
U1

Por otro lado, la fase no condensada es descripta estrictamente por el espacio AdSy y J(y) = Jo, la cual
reemplaza la solucién AdS-RN (254)-(255). También hemos encontrado que arriba de cierto valor de & la
solucién que representa la fase condensada desaparece y la tnica solucién que existe es el espacio AdS. Este
resultado puede ser seguido del andlisis de [49] (ver también [40]). A muy bajas temperaturas la fase normal
es representada casi por la solucién de un agujero negro Reissner-Nérdstrom (254-256) con Jo? = %, cuya
geometria cerca del horizonte es AdS; x R2. Si perturbamos esta solucién con un campo de calibre no nulo
Ki(y) = K(y), de la primera ecuacién en (242) su ecuacién lineal en esta geometria resulta ser,

0= (p"02+2p0, —1hess®) K(y) (273)

donde p =y — 1, la cual es solo la ecuacién de onda para AdSs con una masa efectiva,

1 1
A2 s 2
Meff = (mW - 042) (274)
con lo cual, la inestabilidad para formar un pelo vectorial SU(2) a bajas temperaturas, sucede para
campos escalares por debajo del enlace de BF para AdSy, m%, = —1. Esto es, cuando mhess? < %y uno

puede esperar que el vacio del espacio AdS se vuelva inestable y el sistema prefiera estar en la fase descripta
por la solucién superconductora del agujero negro con pelo no abeliano. Entonces obtenemos una adecuada
condicion para la inestabilidad,
1
2 _ =2 _

a” < aguess = %+mwz (275)
La figura 34 muestra los campos para diferentes valores del acoplamiento gravitacional 6. En el ejemplo
mostrado (7hy = 0.4) obtenemos & =~ 0.8825 & a.|rso, ver figuras 26 y 34.

16Usaremos la simetria de escala (246) para fijar Jo = 1.
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Figura 34: Mostramos para T = 0 las soluciones f(y)/y?, A(y), c(y), H(y), K(y) and J(y) como funcién de la
coordenada y desde el horizonte, ahora localizado en y = 0, hacia el borde, para my, = 0.4 y diferentes valores
de a = 0.0 (azul), 0.3 (naranja), 0.6 (verde), 0.8 (fucsia). Se puede apreciar de las curvas correspondientes
a f(y)/y? la formacién de un segundo horizonte cuando a se aproxima a & & a.|r=o ~ 0.8825; para valores
mas grandes que « la solucién asimétrica deja de existir.

Encontramos las soluciones para diferentes valores del parametro myy, en la tabla 1 los correspondientes
acoplamientos criticos son mostrados. Es observado que & decrece cuando se incrementa My y que Ggyess <
@, esto es consistente con en analisis de inestabilidad realizado arriba.

Por otro lado, en la figura 35 es mostrado el parametro de orden como funcién del acoplamiento . Hemos
verificado que el comportamiento cerca del acoplamiento critico es del tipo,

N|=

Ki(a) ~ (a—a) (276)

consistente con la existencia de una transiciéon de segundo orden en la teoria de campo medio, en el limite
de un gran ntmero de grados de libertad.
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Figura 35: El pardmetro de orden K;j es mostrado como funcién de a a T' = 0, para diferentes valores de
mw = 0.5 (azul), 0.6 (azul claro), 0.7 (verde), 0.8 (naranja), 0.9 (marrén), 1.0 (rojo). Los valores para los
cuales K1 = 0 define los acoplamientos criticos a.

5.6 Analisis para \ # 0

En esta seccién estudiaremos el efecto de un potencial de Higgs no nulo como es introducido en (237),
especificado por la escala del vev del Higgs Hy y la intensidad A. Por simplicidad trabajaremos en ausencia
de acoplamiento gravitacional «, aunque la nueva idea no depende de este hecho.

En las convenciones del apéndice A2, las e.o.m (242) en el caso anisotrépico se reducen a,
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myy o

0.1 | 1.03
0.2 | 0.97
0.3 | 0.94
0.4 | 0.88
0.5 | 0.86
0.6 | 0.84
0.7 | 0.80
0.8 | 0.76
0.9 |0.74
1.0 | 0.70

Tabla 1: Acoplamientos gravitacionales criticos & para diferentes valores de my y T = 0.

O A e L
o (50 e N (e B0 H@P 1Y
(2 w) g{K(j*mW? =) )
J'(u) = f((z)) J(u) (277)

donde f(u) =1 —ud.
La existencia de un A no nulo no modifica el comportamiento de K(y) y J(y) sobre el borde, siguen
permaneciendo como en (248), pero en el caso del Higgs tenemos,

H(u)=1+H_u® 4+ Hyub + ... (278)
donde, para un valor general de Ay y myy,

3 9 Ao

Aq = 5 + 1 +2 o (279)
Un hecho bien conocido es que exigiendo un valor real de A4 esto necesariamente implica que el enlace BF
Ao > —% 2. Cuando estamos en la ventana —% < m’\—v‘;z < —% ambos modos son normalizables y conducen
a una cuantizacién consistente y podemos ignorar H_ =00 Hy = 0. Si A\g > —% w2, la condicién H_ =0

debe ser impuesta [53]. Consideraremos por definicién el caso Ag > 0.
Un muy interesante hecho es que, ademés de la existencia de un enlace por debajo del acoplamiento del
Higgs como en el caso de arriba, un analisis directo de la solucién cerca del borde u = 0 produce también

un enlace por arriba. Nosotros también encontramos la existencia de un valor critico A\§ definido por,

C
A6
mw

S =2+ (k1 — 1) (21 +3) (280)

tal que para \g > A§ la solucién condensada deja de existir. En el ejemplo considerado arriba 2 = 1,
A§ ~ 5.854. Esto es para ambos casos, isotrépico y anisotrépico.
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Figura 36: El condensado K; como funcién de la temperatura T, para my2 = 1y Ao = 0 (negra) 0.25
(naranja), 0.5 (marrén),0.75 (azul), en los casos anisotrépicos (izquierda) y isotrdpicos (derecha).
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Figura 37: La energia libre f como funcién de la temperatura T para my? = 1y A\g = 0 (negra), 0.25
(naranja), 0.5 (marrén), 0.75 (azul) en el caso anisotrépico (izquierda) y isotrdpico (derecha).
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Figura 38: Comparacién entre las energfas libres en los casos anisotrépico (azul) y isotrépico (negra) para

mw? =1y, de izquierda a derecha, \g = 0,0.25,0.5,0.75.
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Figura 39: La energfa libre como funcién de la temperatura en el caso anisotrépico (izquierda) y isotrépico
(derecha) para un valor fijo de A\g = 0.25 y diferentes valores de 7y = 0.5 (azul), 0.7 (marrén) y 1.0 (negro).
La curva roja representa la energia libre de la fase normal.

Las figuras 36 y 37 muestran el condensado y la energia libre respectivamente como funcién de la tem-
peratura, para un valor fijo de 7y v diferentes valores del acoplamientos del Higgs 7.

Uno pude apreciar que ambos, el parametro de orden y la energia libre decrecen con el incremento de la
fuerza del potencial \g; no obstante la temperatura critica no cambia y las transiciones de fase permanecen
de segundo orden.

En la figura 38 las energias libres para los casos isotrépicos y anisotropicos son mostradas juntas como
funcién de la temperatura para compararlas, para una escala de Higgs fija y diferentes acoplamientos del
Higgs. La fase anisotrdpica siempre permanece energéticamente favorecida sobre la fase isotrépica

Como se dijo antes, un valor critico (280) arriba del cual la fase condensada no existe esta presente y fue
verificado por nuestros calculos numéricos; tales resultados ocurren en ambos casos isotropicos y anisotrépicos

La figura 39 muestra las energias libres en funcién de la temperatura para un valor fijo de Ay, para
diferentes masas del boson de calibre. Es observado que ellas se incrementan con el incremento de my,. Las
curvas son similares a las curvas de la izquierda de las figuras 30 y 31.

5.7 Conclusiones y perspectivas

En este trabajo hemos investigado soluciones en 4 dimensiones de agujeros negros con pelos no abelianos
SU(2) introducido por bosones de calibre de Yang-Mills y un campo de Higgs no trivial en la representacién
adjunta, cuyo v.e.v desencadena el rompimiento de la simetria de calibre a un subgrupo U(1) bajo el cual el
agujero negro esta cargado.

En el espiritu de la correspondencia AdS/CFT, la solucién simétrica dada por el agujero negro AdS-RN
cuando la temperatura es positiva y AdS cuando T' = 0, describe la fase no condensada de la QFT dual
de tres dimensiones. Una solucién con pelo no abeliano genéricamente rompe la simetria de calibre U(1)
junto con la simetria rotacional, y esto es interpretado como la fase condensada de la QFT. El pardametro de
orden es el coeficiente del término de segundo orden (normalizable) de la componente magnética del campo
de calibre, luego los sistemas son descriptos genéricamente como superconductores o superfluidos de onda
p- Nosotros hemos considerado dos casos. El caso isotrépico que describe superconductores de onda p + ip
donde el subgrupo diagonal de U(1)cazipre X SO(2)rot €s preservado, y el caso anisotrépico donde ninguna
simetria es preservada. En ambos casos obtenemos transiciones de fase a la temperatura critica que decrecen
cuando el acoplamiento gravitacional crece y en el caso de superconductores anisotréopicos las transiciones
de fase se convierten de primer orden cuando el acoplamiento gravitacional es grande [34]. Estos resultados
son resumidos en los diagramas de fase presentados en la figura 25.

Hemos también encontrado soluciones que describen estados bases de entropia nula del superconductor
de onda p, mostrando la existencia de transiciones desde la fase normal (descripta por el espacio AdS) a la
fase condensada, que esta presente debajo de cierto valor critico del acoplamiento gravitacional . Estas
transiciones de fase son de segundo orden, en acuerdo al comportamiento (276) del pardmetro de orden cerca
de la transicién, obtenida de la figura 35. Tales estados son descriptos por geometrias de pared de dominio,
que interpolan entre dos espacios AdS. La aparicién del espacio AdS cerca del horizonte, con la misma escala

17Para valores més altos del acoplamientos del Higgs por encima del valor critico, las curvas no experimentan cambios
significativos.
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que el espacio AdS que aparece en el borde pero con diferentes velocidades de la luz, presumiblemente indica
que hay un escala invariante emergente en el limite de "= 0 [34] [35].

Finalmente estudiamos el efecto de considerar un potencial de Higgs no nulo. Fue encontrando que para
acoplamientos constantes del Higgs mas grandes que el valor critico A., la solucién colapsa a la fase normal.
Este efecto depende del comportamiento ultravioleta del sistema; en particular es independiente de si el
acoplamiento gravitacional es considerado o no. Para A debajo A el sistema y su variables termodinamicas
se comportan cualitativamente como en el caso A = 0, pero con una energia libre mas baja.

Un muy importante hecho conjeturado en la literatura [24] [9] [40] para sistemas sin campos de Higgs que
nosotros contestamos explicitamente en este articulo incluyendo un correspondiente potencial de Higgs, es
que debajo de cierta temperatura critica en todo el espacio de los parametros encontramos que la densidad
de energia libre de la solucién anisotrépica es mas baja que la del caso isotrépico, indicando que el super-
conductor de onda p es mas estable que el superconductor de onda p + ip. Esto es ilustrado en las figuras
32, 33 y 38.

Creemos que es necesario hacer las siguientes aclaraciones. Resulta directo ver que si apagamos el campo
de Higgs las e.o.m del superconductor de onda p son recuperadas. No obstante si apagamos la parate
magnética del campo de calibre, K17 = K5 = 0, se ve que no recuperamos las e.o.m de un superconductor de
onda s . Esto es debido al hecho de que encendimos el campo de Higgs en la direcciéon Xg, y no en la direccion
X1. Esto nos lleva a concluir que en nuestro modelo el campo de Higgs no condensa espontanemante ya
que la componente temporal del campo de calibre (cual juega un rol fundamental en la condensacién) es
nulo. Por lo tanto en nuestro esquema nunca tendremos una competicién entre las fases de onda s y p como
en los casos analizados en las referencias [26]-[29] donde el ansatz para el campo de materia es ligeramente
diferente y el valor del vev para el campo de Higgs es puesto a cero. Por lo tanto no es dificil ver de las
e.0o.m que una configuracién donde un vev (257) implica necesariamente un campo de Higgs no trivial; no
obstante el vev de su campo escalar dual O(z),

(O(z)) ~ Hy (281)

no indica ningin rompimiento espontaneo de simetria en vista de la presencia de la fuente Hy.

Debemos destacar que, aunque ellos comparten algunas caracteristicas similares, la presencia del campo
de Higgs con una no trivial b.c |ﬁ (00)| = Hp > 0, introduce una escala que hace a nuestro sistema diferente
de aquellos considerados [9] [48], en los cuales los escalares no estdn presentes. Por otro lado del hecho
obvio que el sistema es mas grande y mas complexo; en particular nosotros tenemos tres parametros libres
(o, 7w, Jo) v otras cosas més, como por ejemplo la dimensién (259) del pardmetro de orden permanece
arbitrario. En efecto, en los sistemas del tipo Einstein-Yang-Mills donde el campo de Higgs no esta presente,
la temperatura es solo una funcién del parametro a = - [34]. Por otro lado y mas importante, desde
el punto de vista de la QFT para la cual los sistemas que hemos considerados tiene un dual holografico.
Este hecho puede ser elucidado estudiando las propiedades de transporte del sistema i.e las conductividades.
Incluso ignorando los efectos del acoplamiento gravitacional, terminamos con un sistema de quince ecuaciénes
de segundo orden acopladas que resultan mucho mas pesado para desacoplarlas que en el caso de no tener
campo de Higgs. Esperamos reportar resultados en esta direccién en el futuro cercano [54].

5.8 Apéndice Al: expansiones en el borde

A lo largo de este articulo usamos métodos de disparo para obtener soluciones a las e.o.m. Presentamos aqui
el (siguiente) orden de los campos cerca del borde, que es necesario para llevar a cabo los célculos numéricos.
Para grandes y — oo los campos admiten la expasion,

A A

A = 1A =1 S (1422 A
F a? Ji? ~

fly) = y2+jF1(y):1+?1 <1+2mW21F1y (y)>

B Ch B Ch 2
cy) = 1+yf301(y)—1+f I+ 5 Ca(y)
K, - K Jo? - 1 1

K(y) = yxi K1(y)=y$ (1_2(14-;/€1)2/2K2(y)) ; /f155+ Z+mw2
J J:

o) = Rt G =g 2 (14 22 )

H; -~ H Ho -~
HO) = 1o ) =1+ 58 (1452 ) (252)



donde A;(0) =1, a; > 0, etc., para i = 1,2,.... Las constantes (Fy,Cy,Jo, J1, K1, Hy) son libres, el resto
son determinadas por las e.o.m ¥ En el caso isotrépico, K(y) = K;(y) = Ka(y), C(y) =1 (C; = 0) son
dadas por,

6<2Kk1+2 —3 a2 H? D2 < mw? < oo
(a1,A;) = 2k1+2<6 — sy ;0 <rhw?<2
6=2rk1+2 , —o? (3H?+1K?) ; w?=2
6 <2k +1 Af ;B <mp?< oo
. Ki1° J . A 2 15
(]27 J2) = 2K/1 + 1 < 6 ’ (2/{1<|2>1)1(1~£I€1)J1 ) 0 < mW < I
6=2mtl . ARA 5 At
3<2k—1 —% D2 < hw? < oo
(ho, Hy) = 2k —1<3 —(2,{171}((11“1),{1 c 0 <hp? <2 (283)
3=2r -1 , -5 ;o =2

mientras que en el caso anisotrépico, K(y) = Ki(y), Ka(y) = 0, resultan,

(a1,41) = (3,-C) (284)
3<2k1—1 —he D2 < hw? < oo

(c2,Co) = 261 — 1< 3 o mw P m )KL g a2 g

2, L2 1 ) 2(2r1—1) (1+#1) C1 w
3—2 _1 _Fl_cl _ 042K12 . s 2_2
= K1 , 3 6Ch ; mw- =

Gai) = (3.-5)

3<2k—1 _F?: C2 <l < oo
K ) 52
(he,Ha) = 261 =1 <3 5T Fr) M 0 <mw® <2 (285)
3=2m—1 , —B4+& 5 dp?=2

5.9 Apéndice A2: convenciones

En este apéndice escribimos las e.o.m en las convenciones de las referencias [34], [55]. Ademds de estar mas
a menudo en la literatura, ellas suelen ser convenientes en algunos calculos numéricos.
El ansatz es escrito como,

L? < : o o dz? 5 o du? )
g = — |—fu)s(w)dt"+ —= +gu)*dg” + =
(T 502 a0 ot i+ 2
A = dt Jﬁu) X0+d1' Kl(u) X1+d§ KQ(’LL) X2
La relacion con las convenciones usadas en la métrica de este trabajo son,
.’I}O:Lt ’ xlsz ’ I2:Lg ) y:#
1 f(u) ’ 2 s(u)
= = — A = —_—
c(y) gw)? Fly) == 5" (9(u) —ug'(w) K (y) 900) —ug ()
Jy)=Jw) , Ki(y)=Ki(u) , K(y)=Kz(u) , H(y)=H(u) (287)

Las e.o.m de la gravedad resultan (sin los tildes),

' 3 g'(u)? u
fw) = = (flu) 1) +uflu) ==+ —= (1)
s (u) _ iu g/(u)2 - ud y/(j)(:EQ) g(u)
) g2~ 9w
u” g(u s(u) f(u) , _ 1
2 oty (s @) = e © 25

donde (1), (2), (3) son las r.h.s.’s de (241) escritas en las variables (287), mientras que las e.o.m de la materia
son,

1 : s L s H@W?E I

) st g K3 () = (25 K + - Ky(u)
s ¢ 1) = (e T Fw)sw)

18Las condiciones de borde en el horizonte deja solo un pardmetro libre (que lo tomaremos como Jy) que determina comple-

tamente la solucion, ver seccién 5.4.
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1 2 gt ! 2 o, o o 8(u) H(u)? J(u)?
PO (f(w) s(u) g(u) KQ((q;))/ = <3(u)g(u) Ky (u) JF(W;W 2 Fu S(u)>K2(u)
u) s(u J(u = u)? u)? Kaly U
1 () )< ())(S(u)> (st Kt + o ) ) .
.2 Fu) s(u / / - , ) K2y2 Ao H(uw?2 =1
oy () = (st mrt+ S+ 5o S )
(289)
Finalmente, las contribuciones a la densidad de energia libre son,
o = S [ sty (- s (0 -1)°
L8 (gl K+ Ky (0) + K0 Koo
T (1)2 J(u)? 4 2 2
- s((u))2 B f(u)s((u 2g(u)? (9(w)" K1(y)* + Ka(y) )>
om0t 2 (s
fem) = 2J03§uf(u) 3 ) luo
Aot a? 4 u)z s(u
o (f( 2 o )) » (200)
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6 Funciones espectrales de superconductores holograficos de onda-
p

Resumen

Investigamos la funcién espectral de fermiones en un superconductor onda-p, tanto a temperatura
finita como a acoplamiento gravitacional finito, usando la correspondencia AdS/CFT y extendiendo
investigacion previa. Hemos encontrado que, para cualquier acoplamiento debajo de un cierto valor
critico, el sistema se comporta como su limite de temperatura cero. Incrementando el acoplamiento,
la estructura del tipo “pico-depresion-joroba” que caracteriza la funcién espectral, a momento finito
desaparece. En la regién donde la transicién de fase del estado normal al superconductor es de primer
orden, la presencia de un parametro de orden no nulo es reflejado en la ausencia de simetria rotacional
en la funcién espectral a la temperatura critica.

6.1 Introduccién

Los superconductores son clasificados de acuerdo a la simetria de su funcién salto de energia A [57]. Desde
este punto de vista, los superconductores convencionales BCS corresponden a simetrias del tipo s. Con
respecto a los HT'SC, los cupratos se cree que tienen simetria de onda d, mientras que algunos rutenatos
como SraRuQy4 se suponen que tienen simetria de onda p.

En este contexto, un modelo de superconductor a temperatura y potencial quimico finito con un campo
dindmico cargado, es necesario para describir el condensado . Con esto, se espera que para altas temperaturas
la geometria del espacio-tiempo sea un agujero negro cargado asintéticamente AdS, este sera dual a la fase
normal de superconductor, mientras que a bajas temperaturas el agujero negro podria adquirir pelo del campo
que modela al condensado. Esto es, en efecto, lo que sucede en los conocidos modelos de los superconductores
holograficos.

Por ejemplo, los superconductores holograficos de onda s son modelados anadiendo un campo escalar
cargado en el espacio curvo, este es dual al condensado escalar que vive en la teoria de campos. Debajo de
cierta temperatura critica una solucién con pelo escalar no trivial aparece, la cual tiene menos energia libre
que la solucién AdS Reissner-Nordstrom que describe el estado o fase normal del superconductor. Este pelo
del agujero negro rompe la simetria de calibre U(1) y , de acuerdo a la correspondencia AdS/CFT, esto es
interpretado en la teorfa de campo como un rompimiento espontdneo de la simetria global U(1) debido al
condensado escalar [7][8][60][61][62].

En este articulo estamos interesados en los superconductores holograficos de onda p, donde el condensado
es alguna componente de un campo vectorial. En orden, para que este se encuentre cargado, un campo de
calibre no abeliano es requerido. En este, sistema la fase normal es una solucién con una componente no trivial
del campo eléctrico el alguna direccién del dlgebra de calibre, representando la carga del BH AdS Reissner-
Nordstrom. Tal eleccién rompe el grupo de calibre a una simetria de calibre residual U(1). Similarmente
como en el caso del superconductor de onda s, la solucién normal es energéticamente favorecida hasta que
la temperatura critica es alcanzada; debajo de la cual una solucién con una componente magnética en otra
direccién de calibre se convierte en no trivial, rompiendo espontdnemanete la simetria de calibre residual
U(1) y la simetrfa espacial rotacional 9. Esto es interpretado de acuerdo a la correspondencia AdS/CFT
como la aparicién de una nueva fase en la teoria del borde, con un condensado vectorial no trivial que
espontaneamente rompe la simetria global U(1) [9]. La inclusién del acoplamiento gravitacional de los
campos de calibre produce un cambio en el orden de la transicién de fase para un acoplamiento gravitacional
critico, pasando de una transicién de segundo orden a una de primer orden [63][14][64][65].

Los fermiones holograficos en la fase normal fueron estudiados en las referencias [66][67][68][69][70] entre
otras, las conductividades para estos sistemas fueron computadas en [71][72]. El esquema que emerge es la
de un liquido de Fermi con una superficie de Fermi bien definida, con o sin cuasi-particualas con gran vida
media dependiendo de los pardmetros de la teorfa. Utiles referencias acerca de estos temas son [73][74]. Con
respecto a la fase superconductora, los grados de libertad fermiénicos en el superconductor de onda-s fueron
estudiados en [13][75][76][77]. Por el lado del superconductor de onda-p, fueron primeros analizado en [14],
para el caso de temperatura nula a un acoplamiento gravitacional finito. El caso de temperatura finita fue
estudiado en el probe limite en [78]. El objetivo de este trabajo es extender el computo para incluir ambos
efectos, el de un acoplamiento gravitacional finito y considerar temperatura finita [10].

El articulo es divido como sigue. En la secciéon 6.2 revisamos las soluciones que describen a un super-
conductor de onda-p, para temperatura nula y temperatura finita. La seccion 6.5 es devota a el estudio

19Campos de Higgs pueden ser afiadidos pero no lo haremos aqui. Tal solucién isotrépica con Ail = Aiz # 0 que preserva
el subgrupo diagonal de U(1)cqiibre X SO(2)rotation puede ser obtenido. No obstante siempre tiene una energia libre mas alta
que la solucién anisotrépica como es mostrado explicitamente en la referencia [81].

70



de las ecuaciénes de movimiento de los fermiones en la representacién fundamental de SU(2), el anélisis de
las condiciones de borde y el computo de las funciénes de correlacién siguiendo los pasos de [14][80]. En la
seccién 6.8 presentamos los resultados numéricos, mientras que en la seccién 6.9 es dejada a las discusiones
y conclusiones. Dos apéndices con algunos resultados relevantes con respecto a la funcién espectral son
anadidos en el final.

6.2 Sector bosoénico: el superconductor holografico de onda-p

En esta seccion estableceremos nuestras convenciones y revisaremos la contruccién de soluciones duales al
superconductor de onda -p hologréfico [9], que serdn usadas en el resto del articulo. Primero nos concen-
traremos en encontrar numéricamente la solucién geométrica del espacio-tiempo, y entonces daremos la
interpretacion en el borde.

6.3 Solucion gravitacional del espacio-tiempo

Nuestro punto de partida es una teoria de la gravitacién cuyo sector bosénico es una sistema que contiene
gravedad mas una teoria de Yang-Mills en un espacio-tiempo de 3 + 1 dimensiones, con una métrica Gy n
y M, N =0,1,2,3 con signatura (— + ++), y un grupo de calibre SU(2) con generadores hermiticos 7 con
a=0,1,2. La accién se escribe como

1 6 1
bos) __ 4 a a M N
St L/dx G (M(R+L2)4€2FMNF > (291)
Aqui k? = 87 Gy con Gy la constantes de Newton, L es la escala AdS relacionada a la constante
cosmoldgica a través A = —3/L?, e es el acoplamiento de calibre y la fuerza del campo de calibre es definido

a _ a a b c . s . . s
como Ff; v = OmAY — ONASY, + €ave Ay AY - Las ecuacidnes de movimiento derivadas de esta accién se
escriben,

R o "{2 a aS GMN a aPQ
VsFin + e AL FSn = 0, (292)

donde “V” es la derivada covariante geométrica usual. Nosotros estamos interesados en soluciones de la
forma [9][63][65][81]

v P
= (@) s(2) a® + o +g(z)2+g( )" dy )
A = 9)dto+W(z)dx . (293)

Para entender este ansatz, primero observamos que una ¢(z) no nula rompe el grupo de calibre SU(2)
hacia U(1),,, v seleccionamos una direccién preferida temporal ¢. Entonces, una componente “magnética”
no nula W(z) rompe la simetria residual U(1),, completamente, y establece una anisotropia espacial entre
x y y. Sitenemos en cuenta los efectos del acoplamiento gravitacional el sistema no puede soportar una
métrica rotacionalmente invariante, y esto es porque necesitamos incluir no solo f(z) y s(z) sino que también
una eventual componente no trivial g(z). Reemplacemos el ansatz en las ecuaciénes (292) y obtendremos lo
siguiente

AN 2 2
s /
2 19
(ng2w/)/ _g¢ W,
fs
2sf\ _ 3 N7
s \ z a z 2 s2 7
2 2
s = —232—2——2392 3W’2—|—8¢f2W2),
2 / 2 4 42 2 2 1172
n 9 g 3 A 2% A° 3 n W
- L (o2 o w2 - 204
% ( 7t f82)+229 277 ) (294)

donde hemos definido el acoplamiento adimensional 2° A\ = x/(Le).

20La constante de acoplamiento gy a7 en [14] y la nuestra, estédn relacionadas por , A = 1/(v/2 gy ).
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Notemos que el ansatz (293) y las ecuacidnes de movimiento (294) son invariantes bajo las simetrias de
escala

(ta Saé) — <t ; OéS,Oé(b) ’
«

(x,y; g W) — <Z7By; Z,BW> ,
(k2 6 W) — <iw“7i2;7¢,vW)- (295)

Estas simetrias resultaran ttiles para fijar valores asintoticos de algunos de los campos.

Las expresiones representan un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden en la variable inde-
pendiente z, la cual se mueve en un cierto intervalo z € [zyv, z1r]. Esta debe ser resuelta con condiciones de
borde en las fronteras zyy y zrg reflejan la situacion fisica deseada. En lo que sigue, definiremos zyy = 0
como el borde AdS. Cerca de zyy, las ecuaciénes de arriba puede ser expandidas en potencias de z y resueltas,
para obtener los comportamiento asintéticos

d(z) = p+pz+...,
W(Z) = WUV+W[IJVZ+-~-,
flz) = 1+f224+...,
)\2wl2
s(z) = 1—TUVZ4+...,
g(z) = 1+4g32°..., (296)

donde hemos usando las dos primeras simetrias en (295) para fijar las condiciones de normalizacién s(0) =
¢(0) = 1, en un camino para identificar las 2*’s coordenadas de Minskowski en el infinito. La tercer simetria
serd usada de acuerdo a si estudiamos los casos de entropia nula o finita en las secciones que vendrén.

Ahora tomando p # 0 la condicién de borde rompe explicitamente la simetria de calibre SU(2) a un
subgrupo U(1),,. Luego poner Wy = 0, implica que no hay un rompimiento explicito de la simetria de
calibre residual U(1),, entonces un valor no nulo de la cantidad WY, sehala un rompimiento espontdneo
del calibre restante U(1),, y la simetria rotacional

En el extremo opuesto de la geometria, el valor de zyr y los detalles de las expansiones asintéticas depende
de si queremos estudiar una solucién con una entropia nula o no nula. En cualquier caso la temperatura de
Hawking de la solucién es determinada por

T 8(2IR)4|J:(ZIR)| _ 8134\7{§R| (297)

6.3.1 Entropia de Beckenstein-Hawking nula

En este caso, extendemos la geometria de la regién zyp — oo para fijar nuestras condiciones de borde alli.
En tal region, las ecuaciénes de movimiento dictan los siguientes comportamientos

#(z) = ¢rre IRWIRZ 4
QﬁR —2
Wiz = wip— ——Af e TAYIRWIRZ 4
(2) 24539?31013 ;
f(Z) — 1_)\7wz36_291Rw1R2+'”
2 3?3 ’
2 2
3(2;) — SIR‘FLWZS@_Q!HRWRZ—&—...
4 SIR ’
)\2 2
g(Z) = gIR_ 7%22 e*ZQIRwIRZ_F”' . (298)
8 StR

En las expresiones de arriba imponemos suaves condiciones poniendo a cero los coeficientes de la parte
divergente de las soluciones del sistema linealizado. Genéricamente, las soluciones con condiciones de borde
(296) y (298) son paredes de dominio que interpolan entre dos espacio AdS con escalas iguales pero diferentes
velocidades de la luz, y describen el verdadero vacio de la teoria. De acuerdo a (297), ellas tienen entropia cero
a temperatura nula. Tales soluciones fueron primero estudiadas en [14][40] y revisadas mas recientemente
en [81]. Nosotros fijaremos p = 1 usando la ultima simetria de escala en (295).
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En la figura 40 las funcidnes f(z), g(z), W(z), ¢(z) y s(z) son mostradas y se corresponden a diferentes
valores del acoplamiento A\. Vemos que la simetria rotacional y de calibre estdn rotas por las funciénes g(z) y
W (z). El comportamiento lineal de W (z) en el borde senala el rompimiento de la simetria de calibre restante
U(1)r,. Cuando A — A = 0.995 (correspondiente a gy pr« = 0.71) un horizonte a zp ~ 2.462 se forma y la
solucién tiende a un BH extremo AdS-Reissner-Nordstrom 2*

W(z) = 0,
g(z) = s(z) =1,
P(z) = 1- th )

~

—~
N

S~—
I

2 2
z z z
(1—) 1+2—+43 () . (299)
Zh Zh Zh
Para los acoplamientos por encima del valor critico cudntico A, solo la solucién AdS-Reissner-Nordstrom
esta presente.
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Figura 40: La métrica y el campo de calibre a entropia nula son mostradas, para diferentes valores de A:
0.40 (cyan), 0.8 (azul claro), 0.995 (azul). Las curvas negras corresponden a la solucién del BH extremo

cargado.

21 Estrictamente hablando, el BH AdS cargado es definido para 0 < z < zj, ver la préxima seccién
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6.3.2 Entropia de Beckenstein-Hawking no nula

Ahora consideramos soluciones con un horizonte z;g = zp < oo tal que f(z,) = 0. La expansién asintética
de la solucién cerca del horizonte se comporta suavemente

d(z) = dlz—zn)+...,
W(Z) = WIR+W]/R(Z_Zh)+-~-a

fz) = fir(z—zn)+...,

s(z) = sip+sir(z—zn)+...,

9(2) = gir+gir(z—2n)+.... (300)

Las condiciones de borde (296) y (300) son compatibles con la solucién de un agujero negro AdS cargado
W(z) = 0,
9(z) = s(z) =1,

fz) = 1-(1+@? (;)3+Q2 <Z>4 (301)

2
donde Q% = \? ;u? 2,2 /2. La temperatura de Hawking de esta solucién de agujero negro es dada por

3 - Q?
T = . 2
47TZh (30 )

El limite de temperatura nula se corresponde al agujero negro AdS cargado extremo (entropia finita) con
Q? = 3 considerado arriba en la ecuacién (299). En efecto, la condicién de extremo implica que la relacién
s zn = V6 se debe mantener, consistente con los valores numéricos encontrados, \, ~ 0.995 and z;, ~ 2.462.

Las condiciones (296) and (300) son también compatibles con una solucién con pelo “magnético” W(z) #
0 que rompe la simetria de calibre residual U(1),,. Para obtener ésta, llevamos a cabo célculos numéricos
donde, usando la ultima simetria de escala en (295), fijamos la posicién del horizonte al valor, z;, = 1 [9][63].

En términos de la temperatura invariante de escala T'/u, uno obtiene que la solucién de agujero negro
AdS cargado es energéticamente favorecida para temperaturas arriba de una temperatura critica T,. Para
temperaturas mas bajas, una solucién con pelo sin simetria es seleccionada. Como discutimos para diferentes
modelos [61][82][83] uno puede interpretar este resultado declarando que un condensado es formado arriba
del horizonte del agujero negro debido a un balance entre la fuerza gravitacional y electrostatica.

6.4 La interpretacién del borde en términos de una QFT

La invarianza de calibre SU(2) de la accién (291) es realizada en el borde dual como una simetria interna
global SU(2). La presencia de un valor no nulo de ¢(z) en el borde, es interpretado como un potencial
quimico finito p para particulas cargadas bajo tal simetria, y ademds rompe la simetria global SU(2) a
la simetria residual global U(1),,. La eleccién de la condicién de borde Wyy = 0 corresponde a apagar
la fuente del operador dual J! en el lado de la QFT, cuyo valor de expectacién es dado por W/ . En
consecuencia la cantidad W/, = (J}) puede ser considerada como el pardmetro de orden de la QFT, un
valor no nulo para el cual W}, = (J!) sefala el rompimiento espontdneo de la simetrfa residual global
U(1);, v la simetria rotacional. Una solucién con un WY;;, no nulo es entonces interpretada como la fase
dual de un superconductor de onda-p [9]. Por otro lado, el estado normal del sistema es descripto por una
solucién de agujero negro AdS cargado (301) con W, = 0.

La temperatura de Hawking de la solucién de espacio curvo es interpretada como la temperatura del
bano térmico en contacto con la teoria del borde. Ya que solucién de un agujero negro cargado AdS es
energéticamente favorecida para temperaturas por encima de T,, podemos decir que la teoria dual esta en
su fase normal para T > T,., mientras que tiende a una fase anisotrépica superconductora para T' < T,. El
valor de T, y el orden de la transicién de fase depende del acoplamiento A. En la figura 41(a) mostramos
el diagrama de fases del superconductor de onda-p. Podemos distinguir tres regiénes del acoplamiento
gravitacional, a saber

e Cuando 0 < A < A, =~ 0.62 el sistema tiene una transicién de fase de segundo orden para algun valor
de T, (linea critica azul), experimentando una solucién con pelo para bajas temperaturas, mientras
que para altas temperaturas se encuentra en la fase normal.
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e Cuando \; < A < A, =~ 0.995 la transicién de fase se convierte de primer orden (curva roja critica).
Notemos la presencia de dos curvas modales arriba y abajo de la linea critica que senala la emergencia
de la dos ramas de la solucién con pelo (7}) y la desaparicién de la rama inestable (T%) respectivamente.

e Para A > )\, la fase de simetria rota deja de existir.

El pardmetro de orden WY, y la energfa libre son mostradas en las figuras 41(b) y 41(1)(2)(3) respectiva-
mente, para tres diferentes acoplamiento tipicos A = 0.40 < A, (donde T, = 0.0467607 ), A = 0.62 = A
(donde T, = 0.0252852 1) y A = 0.80 > A. (donde T, = 0.0103462 p).
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Figura 41: (a) Diagrama de fase de un superconductor de onda -p en el plano A—T. El punto negro indica el
acoplamiento critico A\, a T' = 0 donde una transicién de fase cudntica toma lugar. (b) El pardmetro de orden
como funcién de la temperatura para tres diferentes valores de A: A = 0.40 < A\, (violeta), A = 0.62 = A,
(verde), A = 0.80 > A. (azul). (1) (2) (3) La energfa libre para los valores de A como en (b); Las curvas
rojas son las energias libres del sistema en la fase normal.

En lo que sigue, después de introducir los fermiones en esta geometria, analizaremos como su funcién
espectral cambia en todo el diagrama de fases.
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6.5 Sector fermionico: anandiendo fermiones al superconductor holografico de
onda p

Ahora vamos a movernos al sector fermiénico, introduciendo grados de libertad fermiénicos en la configu-
racién definida arriba. Por lo pronto estaremos en el lado gravitacional y luego interpretaremos nuestros
resultados numéricos desde el punto de vista de la QFT.

6.6 Espinores de Dirac en un fondo gravitacional

Consideraremos espinores de Dirac en la representacién fundamental de SU(2), definido por los generadores
{70, 71,72} = {03/2,0'/2,0%/2} donde 01,02,03 son matrices de Pauli. Para acoplar estos espinores a
la gravedad, primero debemos introducir un vielbein {w? : G = napw? wP}, junto con sus vectores bases
duales {e : ea(w?) = 65}, y una conexién de spin {w’}, donde los indices locales corren de A, B =0, ..., 3.
En la geometria (293) ellos se escriben

0= svF =z 0 0, — (e — - _ys 2l 0
w' = =L dt, €0 = 777 b WV = —wp3 = +wsg = —/f (1 z % 5F) W
1 1 _ ) 1 ! 1

w' = 2 do, e1 =29 &, wly = 4wz = w31 = —/f 1+2%4) wh,

2 _ —z 0 2 ! 2
w*=2dy, 62:3%, w23 = +waz = —w3o = —/f lfz% w?

w'= = dz, es=z/[ &=

(303)
las matrices gamma obedecen {T'4, TP} = 2948, y nos permiten a nosotros definir una derivada covariante
como la usual

1
DU =TADy0 =14 (eA(\I!) + ngcA T5,Tc] ¥ —i A% T, \1/> : (304)

y introducir los proyectores sobre los autoestado de I'* dados por Py = % (1 F£T3) con autovalores F1.
Es bien conocido que un termino de borde es necesario para tener un principio variacional bien definido
[84][85]. Si fijamos los valores en el borde de los campos de Dirac para ser la parte izquierda (derecha)
U, =P U (V_ = P_U), laaccién a ser considerada es

Slfer) — —/d“xm U (D —m) v ?/ drV—h Wy Vg, (305)

z—0

donde ¥ = UiiTl% y h = hy,,(z)dz"dz” es la métrica inducida sobre el borde. Las ecuaciénes de
movimiento resultantes se escriben

(D —m)T =0 (306)

para resolver estas ecuaciones, encontramos conveniente trabajar en el espacio de momentos y re-escalear
. _ ; u 1 _1 4 I3

los espinores como W(z,2) = (—detG G**)~V4etkua" 4y (2) = 23/2f~7 572 e'ku® oy (2) donde (k,) =

(—w, kg, ky). Usando la siguiente representacion de las matrices I de Dirac

0 A~ 3 -1 0
A =
F‘(v“ 0>, F—<O 1>, (307)

donde las matrices v* en un espacio 2+1 son 7* = ioy, ¥ = 01, v = 03, podemos introducir dos espinores
bidimensionales 1 (2) como 22

_ [ ¥i(z)
11%(2) = ( w:—(z) ) . (308)

Las ecuaciones de movimiento (306) se escriben entonces como

22L0s generadores del subgrupo de Lorentz en 2 + 1 dimensiones son

7 7 o3 0 7 7 —01 0 7 1 o2 O
—[To, 1] = = —[To, 2] = = 2Dy .Tol = =
4[ 0,1] 5 ( 0 o )7 4[ 0,2] 5 ( 0 —o1 ); 4[ 1,T2] 5 0 os )
las cuales muestran la reductibilidad de la representacién con respecto a spin(1,2), siendo i03/2 y —io1/2 los generadores de

los boosts y 02/2 el generador de las rotaciones en el plano (z — y)-. Los espinores de color izquierdos/derechos w,f(z) son
entonces espinores de Dirac en la teoria del borde.
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'Hbljl"_% L\l/f(erWo)vo—g(kx—Wﬁ)vl—]3’72] Uy =—%¢§a
R [ ot o) g e = W) = 2| g - T (309)

Ahora podemos hacer explicita los indices de color escribiendo 1/1;5 = ( If‘”) donde o = 1,2 y ¢ = 1,2
son indices de espinores en el borde y indices de color respectivamente. Serd conveniente en lo que sigue
introducir las cuatro-uplas 4 (z) y Ux(z) como

WO =UE),  dE=RE, =, e =),
vp(2) =y T (2),  ve(z) =Y (2), vi(z) =y 7(2),  wp(z) =, (2),  (310)
y la matriz real de 4 x 4
ot &
—%y (S+;) —gkg 0 gW/2
T Ly b gw/2 0
U(z) = — svVf 9 i (%) . (311)
w_
gW/2 0 _(s\/%)_gk;w %’

En términos de esta notacion, las ecuaciénes (309) son escritas en forma compacta como

+i,(2) +iU0(2) vk(z) = 0,
T (2) +iU(2)dk(z) = 0, (312)

donde ponemos m = 0 ya que nos concentraremos en este caso particular en el resto del articulo. Estas
ecuaciones necesitan ser resueltas para las ocho funciénes i (z), Uk (2). Ya que ellas son ecuaciénes de primer
orden, las soluciones son escritas en términos de ocho constantes no determinadas. Tales constantes son
fijadas eligiendo condiciones de borde en la frontera zyy = 0 y zrr del dominio de la variable z. Nosotros
hacemos la eleccién de fijar la parte izquierda ¥, en el borde, esto es ik (z), siendo la accién como esta
escrita en (305) con el signo de arriba. Entonces, cuando imponemos las condiciones de borde en zyg, cuatro
de estas constantes pasan a estar determinadas. .

Las ecuacidnes (312) pueden ser resueltas iterativamente en la vecindad de cualquier punto zq escribiendo

() = C(z20)@) —iS(z20) 8
Ue(2) = iS(z20) @ +C(z20) 0 (313)
donde
C(z;20) = Pcosh (/ dz’U(z')) = % (P el UG L p S5 dZIU(z/))
20
S(z2) = Psinh (/ ds' U(z’)) = % (P oI 4# UG _p S5 dz/U(z/)) ) (314)
20

Aqui P implica para cada orden. Los operadores de evolucién C(z; z9) y S(z; z0) mapean los valores ﬁ,(co)

y U,(CO) de @ (z) y Uk(z) a el punto zg en sus valores a z. Usamos ellos para analizar el comportamiento de
las soluciones en los limites IR y UV
6.6.1 Condiciones de borde entrantes para entropia de Beckenstein-Hawking nula

Cuando la entropia de Beckenstein-Hawking es nula, las condiciones de borde deben ser impuestas a zjgp —
oo. La matriz U(z) es constante all{

by W JIRWIR
JgIR SIR kQIR ke 0 2
v _ k Sty 9IR WIR 0
Up=U(o)= | =m 9B 7 2 (315)
= 0 JgIR WIR _ ky — grr ks ’

2 gIr SIR A IR

JIRWIR . — Y

LR lIR 0 s —9gIrR ke s
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donde (wrrg, S1r,9rr) fue introducido en (298). Los autovalores de Ug son dados por (K4, —Ky,k_, —K_)
verificando

2

2 k2
wIR) + y w (316)

2 2
Kt :gIR(ini poaiie
2 9ir  SIR
La matriz Ur? es simétrica (aunque U no lo es ) y entonces es diagonalizable por una matriz ortogonal
P tal que P! U;r? P = Diag(ky 2, k4%, k-2 k%) y

1 Toxa  lax2
P=— ) 317
V2 < —laxo  laxo (317)
Tomaremos zy = z; > 1, y consideraremos la region z > z; > 1. Alli los operadores de evolucion se
escriben como

N cosh(k4(z — zir)) Laxo O2x2 ¢
C(z; 2ir) = P ( 0252 cosh(k_(z — zir)) laxa P
R sinh(k4 (2 — 2ir)) laxo O2x2 ¢
S(Z,ZW) ~ P ( 02><2 sinh(m_(z—zir)) 12><2 DP U[R, (318)

donde D = Diag(1/k4,1/k4,1/k_,1/k_). Ahora las ecuaciénes (313) implican que en el limite de grandes
valores de z tenemos que

- 1 eﬁJr(Z_Z“‘) 1 0 —(ir =S —(ir
Up(z) =~ 2P< Oaxo 2 erc_(z—zzjrg) Toyo ) (Ptuz )_ZDPt UIva(c )> +
1 er+(EmE) 1500 O2x2 t =ir) | 7 pt (ir)
+§P ( 02><2 efn—(zfzir) 12><2 (P Uy, +ZDP UIRUk ) ’
- 1 €H+(z_zir) 1 0 S(ir . S(ir
Tp(z) =~ 2P< Ons 2 6,{_(#223 Tovs ) (Ptv,y(C )-l-zDPtUlRug€ )> +
1 —hp(2=zir) r = r
+ QP( ) O2x2 e e*”f('?z:i) lox2 ) (Pt ﬁl(“ '=iDP'Usn a’(“ )) - (8319)

Vamos primero a considerar xk+2 > 0, y entonces x4+ = ++/k+2. La condicién para que la solucién sea
bien comportada implica que los coeficientes de las exponenciales positivas deben desaparecer, teniendo la
solucién

B e—n+(z—zw) loxs 02%2 t —(ir)
Up(z) =~ P( O e r-(2=zir) 1, L
B emr+E=zin) 1, O2x2 t (i)
~ P P ?
Ui (2) ( O2x2 e r-(EmEn) 1y o )

donde los valores iniciales de los campos satisfacen la relacién lineal
@ =iPDP Ui . (321)

Un resultado similar es obtenido cuando k.2 < 0 y/o k_2 < 0 bajo la imposicién de condiciones de borde
entrantes (ingoing), con el reemplazo k.t — —i sign(w) \/—r+2 en (320). Con respecto al caso k42 = 0, sera
de particular interés mas adelante, obtenemos que

C(Z, ZiT) ~1 )
S(z;2ir) >0, (322)
implicando los comportamientos
(z) =~ oy,
T (2) gt (323)

Notemos que estas son regulares en el horizonte sin imponer ninguna relacién adicional entre ﬁ,(;r) y ﬁ,(f).
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6.6.2 Condiciones de borde entrantes para entropia de Beckenstein-Hawking no nula

Cuando la entropia de Beckenstein-Hawking no es nula, el horizonte se puede fijar en z;, = 1, y la matriz
U(z) no es una matriz constante alli pero presenta un polo simple

z—1" —iw _ Z’)/O 02)(2
—_— = . 24
U) 47T (1—2) C C ( O2x2  i7° ) ’ (324)

donde T es la temperatura de Hawking introducida en (302). Notemos que C es un imaginario puro,
hermitico y satisface C? = 1. Vamos a tomar ahora |1 — 2;,| < 1, y vamos a mirar la regién cerca del
horizonte z;» < z < 1. La evolucién de los operadores (314) a primer orden se escribe entonces como

w 1-=2 . w 1-=2
C(z; zir) = cos <471'T In T Z”) 1, S(z; zir) > 4 sin (471'T In T Zir) C, (325)

de (313) ellos producen la solucién

_ w L—2z\ ) | . w 1—=2 _(ir)
Ug(z) =~ cos (477T1n1—zi,.> Uy, ’ +sin (477T1n1—z"> Cv",
- . w 1—=2 _(ir) w 1—=2 _(ir)
~ - —1 —1 . 2
Uk (2) sin (47rT nlzw) Cd, ' + cos (47rT nlzw) o (326)

.. . . . . —(ir —(2r
Las condiciones de borde entrantes en el horizonte fijan de nuevo una relacion lineal entre u,(c ) y v,(c ), como

" =ican) . (327)
Después de imponer esta condicion cerca del horizonte la solucién se escribe,

1—2 .
In = ’ljl:](c”) ’

w

(2) ~ e tarTInT=L ) (328)
~ (i)

ip(z) ~ e ‘a7
Uk

6.6.3 El comportamiento ultravioleta

Vamos a tomar ahora zg = zyy = 0 en las ecuaciénes (313), y considerar que la regién cerca del borde AdS
z — 0. All{ la matriz U(z) va a una constante

—ky w5 =k 0 0
—w—LE—k k 0 0
= — 2 z Y
Uyy = U(0) k 0 K, Wk, | (329)
0 0 —w+ 5 =k, ky
y los operadores de evolucién (314) a primer orden son
C(z;0)~1, S8(z;0) ~ Uypy 2. (330)
poniendo devuelta en (313), los comportamientos a primer orden resultan ser
’l_[k (Z) ~ ’L_L'](CUV) —1z UUV ’l_]}gUV) 5
o(z) ~ 7V +iz Uy al’"). (331)

6.6.4 Modos normales y los conos de Dirac

Los modos normales pueden ser definidos genéricamente como las soluciones mas normalizables regulares con
energia real. En el caso de Fermiones sin masa que es el caso que consideraremos nosotros, el comportamiento
cerca del borde AdS es dado por (331). El camino natural para definir los modos normales debe ser buscar
soluciones donde los términos de primer orden resultan ser cero en el borde. No obstante, de acuerdo los
términos de borde incluidos en nuestra accién (305), la mejor cosa que podemos hacer es definir los modos

o . _(UV ~ = . .
normales fermiénicos como soluciones regulares con u,(c ) = g (zuv) = 0. Debido a la suavidad/entrantes
.. . _(UV _.
condiciones de borde en el horizonte, las componentes restantes v,(C ) = Uk (zuv ) son entonces completamente

determinadas, y ninguna condicién puede ser impuesta sobre ellas. En efecto, vamos a tomar zy = 2 y
z=zyy = 0 en (313)

(i _(ir)

" = Claoviz) @ — Sy zi) B
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'[72UV) = iS(ZUv; Zir) ﬁ]glr) + C(ZU\/; Zi,«) 6](;7") . (332)
Pero como vimos en la subseccion 6.6.1 y 6.6.2 una relacién lineal 17}2”) = —iLﬁgT) se sostiene donde, de

acuerdo a (321) o (327), la matriz unimodular L es dada por L = U;g P D P' o L = C respectivamente.?3.
Por lo tanto (332) puede ser escrito como

iy = (Clavvizn) = SCovizn) L) @
’L_)'IE:UV) = 1 (S(ZUV; Zi'r‘) - C(ZUv; Zir) L) 7._1:1(:7’) 5 (333)
_(UV) : _(UV)
la cual muestra que para un momento general ¥, es determinado una vez que 1, es dado. No obstante,

para modos normales fijamos la condiciéon de borde particular ﬁ,(cUV) = 0, y entonces existird una solucién
no trivial si
C(w, kg, ky) = det (C(zuv; 2zir) — S(zuv;zir) L) = 0. (334)

Esta ecuacion define una restriccién en el espacio de momento para cualquier valor de la frecuencia, donde
los modos normales viven. Ahora vamos a dar algin argumento euristico para analizar algin limite de esta
ecuacion:

e En primer lugar vamos a considerar particulas altamente energéticas. Ya que ellas sondean el espacio
cerca del borde, son pricticamente ciegas a la regién IR, entonces podemos usar (330) como una
aproximacién para sus operadores de evolucién, i.e C(0; z;-) ~ C(2;r;0) ~ 1, §(0;24) ~ —S(241;0) ~
—Uyv zir. En tal caso, la ecuacién (334) se escribe

C(w, kg, ky) ~ det (1 + 2, Uyy L) ~ 2 det (Uyy) =0 (335)

Por lo tanto en este limite los modos normales tienen su momento y frecuencia tal que los autovalores
de Uyy, son dados por (A, —Ay, A_, —A_), con

_ 2
Ar? = ko 4+ k2 — (w + 5) , (336)

desaparece. Las ecuaciénes A2 = 0 pueden entonces ser tomadas como una aproximacién de la
restriccién C(w, kg, ky) = 0 para un gran valor de |w|. Ellas definen los conos de Dirac UV CYV
[14], cuyos vértices estdn localizados a (w, ks, ky) = (F4/2,0,0), y estos satisfacen CYV N CYV =
{(0,ky, ky) : k2 + k7 = p?/4}. Notemos que ellos presentan simetria rotacional en el plano de los
momentos, indicando que tal simetria es preservada en el UV.

e Por otro lado, si consideramos los modos de baja energia, ellos sondean la regién de grandes valores
de z siendo esencialmente ciegas a la geometria en el UV. Entonces para k3 # 0 podemos usar (318)
como una aproximacién para sus operadores evolucién. La restriccién (334) esta vez se convierte en

C(w, by, k) = elieFr-)zin — (337)

la cual no puede ser verificada para cualquier elecciéon de momento y frecuencia. Entonces nos quedamos
con el caso k1 = 0, donde

2 2 wrr\? k§ w?
pa? = gin (b £ 20 4 S - S (338)
2 9ir  SIR

entonces la restriccion C(w, k;, ky) = 0 puede ser aproximada como k+2 = 0. Esto define los dos
conos de Dirac en el IR C1F [14]. Sus vértices estan localizados a (w, ks, ky) = (0, Fwrr/2,0), ¥
ellos satisfacen C{® N CIH = {(w,0,k,) : w? = s75(97gwir/4 + k2/97r)}- Notemos que la simetria
rotacional en el plano de los momentos esta rota en el IR.

6.7 Operadores fermionicos en la QFT

Desde el punto de vista de la correspondencia AdS/CFT, los campos espinoriales definidos arriba, tienen
un operador espinorial dual O(x) en el borde, el cual transforma como un doblete en la representacién de
SU(2). Las funciénes de correlacién de tal operador pueden ser computadas derivando la accién on-shell con
respecto a la fuente identificada rudamente con el valor en el borde que toma el campo espinorial. En esta
subseccion presentaremos los computos de la funcién de correlacion retardada fermiénica siguiendo de cerca
la referencia [14].

23 Los modos normales son estrictamente definidos a 7' = 0, entonces nos restringiremos a este caso por ahora.
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Cuando evaluamos la accién (305) sobre una solucién de las ecuaciénes de movimiento solo los términos
de borde contribuyen. En términos de la notacién vectorial (310) toma la forma

d*k
S =~ / @ /"t cgv (339)

on—shell —

No obstante, como notamos antes, una relacién existe para un valor de momento general entre los valores
de borde de los campos; de (333) obtenemos

17}(€UV) ~ M, a,](CUV)
M, = i (S(zov;zir) — Clzuv;zir) L) (Clzuv; zir) — S(zuvi zir) L) ™" (340)

entonces la accion on-shell es

3
(fer)  _ &’k _wv) ~(UV)
Sonfshell - _/ (27_(_)3 Up t C Mk Up . (341)
En nuestro notacién de 4-upla, las fuentes GI(CUV) se acoplan a 4- uplas de operadores fermiénicos (5(35) =
(O1(x),I =1,...,4) en la accién de la teorfa del borde, por un término de la forma 65 = @% V1 C O+ h.c..

La correspondencia AdS/CFT establece que la funcién de Green retardada conectada de ellos en el espacio
de momentos puede ser computada por medio de la receta

- 525(fer)

i (O(K) G (0)clrer = (27)° 6%() (k) = C —ooon=hell_ . (312)
ou, T ou

De aqui, usando la ecuacién (341),podemos escribir la funcién de correlacién
Gr(k) =M;C. (343)

Desde el punto de vista de la teoria fermiénica, el observable relevante para analizar la dindmica de fermiones
es la funcién espectral p(k), definida como

p(k) = —-ImTrGg(k) = —ImTr (M; C) . (344)

Es una cantidad siempre positiva, un hecho que desde el punto de vista holografico puede ser mostrado ver
[14] en el caso de T' = 0; nosotros revisamos y extendemos el andlisis para temperatura finita en el apéndice
B1. Para teorias invariantes frente a traslaciones débilmente acopladas, una representacién via Kéhllen-
Lehmann para Gr(k) implica que p(k) genéricamente presenta deltas (picos) como funcién de la frecuencia,
sobre los estados de cuasi-particulas con una relacién de dispersién bien definida, ver por ejemplo [86].

Resulta de particular relevancia el valor de la funcién espectral para frecuencia cero p(0, kg, ky), cuyos
picos seran etiquetados (kj, ky). A temperatura nula, estos picos corresponden al momento de Fermi (kL k5 ),
y su localizacién en el espacio de momentos determinan la superficie de Fermi. Notemos que los modos
normales a w = 0 se sientan sobre tal superficie, ya que la matriz My, es singular en ellos.

6.8 Resultados numéricos

Realizamos un extensivo estudio numérico de todo el espacio de pardmetros, para analizar como el acoplamiento
gravitacional afecta la funcién espectral cuando la temperatura es modificada. Los resultados estan con-
tenidos en las figuras mostradas en esta seccién. Gréficamos la funcién espectral como funcién de (ky, ky)
para diferentes valores de T para un valor fijo de w y A, y como una funcién de w para valores fijos de
(ks ky), para diferentes valores de A y T'.

En la figura 42 presentamos los graficos de la funcién espectral como funcién de w para valores fijos de
(kg,ky) y valores de A < A, y a bajas temperaturas T' < T,.. Es visto que la interseccién con los conos de luz
en el IR son suavizados a temperatura no nula con respecto al caso T' = 0, como puede ser visto comparando
la figura 8 de la referencia [14]. La regién para pequenos valores de w, la funcién espectral oscila dando lugar
a un unico pico y luego tiende a un valor constante para w = 0.

En la figura 43 damos la funcién espectral en la fase normal y superconductora a T' < T, para diferentes
valores de momento. Es observado la ausencia de paridad en w en la fase normal en acuerdo con [67], y la
presencia de tal simetria en la fase superconductora, resulta observada para el caso T' = 0 en [14].

Las figuras 44 a 52 muestran la evolucion de la funcién espectral como funcién de la temperatura. Cada
figura se corresponde a un valor fijo de A y w. En todos los casos cuando la temperatura decrece de la
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(a) (ku,ky) = (kx,0) ~ (0.27,0)4 (b) (ka,ky) = (0.2, 0.1)p (©) (ks ky) = (0.2, 0.4)

Figura 42: La funcién espectral como funcién de w para diferentes (k;, ky ), y a baja temperatura T' = 0.20 T
y A = 1/(8v/2). La lineas verticales punteadas representan la posicién de los conos de Dirac IR (en rojo) y
UV (en violeta).

temperatura critica, la simetria esférica rapidamente se pierde y el maximo local se vuelve mas agudo y se
aproximan al lugar de los modos normales. Notemos que, aunque por razones ilustrativas nosotros incluimos
las localizaciones de los modos normales en todos los gréaficos, como mencionamos en el pie de pédgina 23
en la seccion 6.6.4, estos modos son estrictamente definidos solo a T' = 0. Comparando la localizacién del
méximo en, por ejemplo, figura 45 subfigura (b) con figura 44 subfigura (f), o figura 46 subfigura (b) con
figura 45 subfigura (f), vemos que para altas temperaturas ellos se aproximan a los lugares de los modos
normales correspondientes a altas frecuencias. Esto es debido al hecho de que la temperatura y frecuencia
son medidas en unidades del potencial quimico p, por lo que la cantidad T'/u puede ser interpretada como
el conjunto formado por las figuras 44 a 46, figuras 47 a 49, y figuras 50 a 52 respectivamente corresponden
a tres valores fijos de A, uno mas pequeno, intermedio y grande comparado con .. Cada figura en el
marco, muestra los graficos de la funcién espectral para diferentes valores de temperatura para un valor
fijo de w. El valor de w decrece de figura a figura dentro de cada marco. Es evidente comparando las
figuras correspondientes a la misma temperatura dentro de un tinico cuadro, que la regién para la cual la
funcién espectral es apreciable en el espacio de momentos se vuelve mas pequena conforme w decrece para
un valor fijo de A. Comparando diferentes conjuntos de figuras vemos que la dependencia en la temperatura
y frecuencia de la funcién espectral es mas suave para A > A. que en los casos A < A\.. Notemos también
que incluso si la simetria esférica esta ausente, parece ser recuperada cuando la frecuencia es aumentada.
Para A > A, y altas frecuencias, de la figura 50, los modos normales no existen. Esto ultimo esta en acuerdo
con la ausencia de una regién entre los conos de Dirac IR y UV. En su lugar en la figura 52 dos pequenas
regiones abiertas y desconectadas estan presentes, donde los modos normales aparecen.

Las figuras 53 a 55 corresponde a tres diferentes valores de A, mas pequeno, intermedio y mas grande
comparados con A.. En el lado izquierdo la superficie espectral w = 0 es mostrada para diferentes tem-
peraturas. En el lado derecho, la funcién espectral como funcién de la frecuencia es mostrada para varias
temperaturas, para tres momentos diferentes. De estas funciénes, las subfiguras (1) son graficadas para el
valor de momento (kz,ky)« = (k«,0) que corresponde a uno de los dos maximos de la superficie espectral
a cada temperatura, y se mueve al valor de momento de Fermi conforme la temperatura tiende a cero.
Definiendo el momento de Fermi kr como la localizacion de uno de los maximos cuando la temperatura es
nula 7 = 0, la superficie de Fermi consiste de dos puntos £ (k%' kf ) = (+kp,0). Es observado que los picos
en la funcién espectral como una funcién de w en las subfiguras (2) (3) se mueve a la izquierda y se vuelve
muy agudo conforme la temperatura decrece. Un pico puntiagudo similar surge en la subfigura (1), aunque
es mas dificil de apreciar con nuestros métodos numéricos. Esto corresponde a la apariciéon de los modos
normales a T' = 0. De forma interesante en la subfigura (1) los picos también se vuelven agudos conforme la
temperatura se aproxima a 7T,

Cuando la temperatura tiende a cero, la densidad espectral en 53 a 55 subfigura (1) se aproxima a un
continuo con una especia de pico en forma de delta a w = 0. Esto nos permite interpretar la inversa del
peso del pico a w = 0 como un rudo estimador de su ancho, i.e. de la vida media de la cuasi-particula. En
la figura 56 mostramos el valor de la densidad espectral a w = 0 como funcién de la temperatura. Para
temperaturas suficientemente bajas, tal valor se incrementa conforme la temperatura decrece, indicando
el esperado y agudo pico de una cuasi-particula. Algo interesante es que, un pico agudo sucede no solo
cuando la temperatura se aproxima a cero, sino que también cuando nos aproximamos a 7., donde se une
perfectamente con los valores de la fase normal.
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Figura 43: La funcién espectral como funcién de w en la fase normal (negra) y la fase superconductora
(violeta), a un valor fijo de (k;, ky), para tres diferentes valores de temperatura y acoplamientos: (a) (b) (c)
T=020T.,A=0.40 < A.; (d) (e) (f) T=0.28T., A=0.62=X.;(g) (h) i) T=040T,, A=0.80 > A..
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Figura 44: La funcién espectral para diferentes temperaturas y para un valor fijo de A = 0.40 < A,

w = 0.25 u. Se observa la presencia de simetria esférica a T = T,. Las lineas punteadas indican el lugar de
los modos normales. Los circulos violetas y rojos representa los conos de Dirac UV y IR respectivamente.
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Figura 45: La funcién espectral para diferentes temperaturas y para un valor fijo de A = 0.40 < A,

w = 0.18 u. Se observa la presencia de simetria esférica a T = T,. Las lineas punteadas indican el lugar de
los modos normales. Los circulos violetas y rojos representa los conos de Dirac UV y IR respectivamente.
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Figura 46: La funcién espectral para diferentes temperaturas y para un valor fijo de A = 0.40 < A,

w = 0.12 u. Se observa la presencia de simetria esférica a T = T,. Las lineas punteadas indican el lugar de
los modos normales. Los circulos violetas y rojos representa los conos de Dirac UV y IR respectivamente.
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Figura 47: La funcién espectral para diferentes temperaturas y para un valor fijode A = 0.62 = ., w = 0.254.
Se observa la presencia de simetria esférica a T' = T,. Las lineas punteadas indican el lugar de los modos
normales. Los circulos violetas y rojos representa los conos de Dirac UV y IR respectivamente.
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Figura 48: La funcién espectral para diferentes temperaturas y para un valor fijo de A = 0.62 = ).,

w = 0.18 u. Se observa la presencia de simetria esférica a T = T,. Las lineas punteadas indican el lugar de
los modos normales. Los circulos violetas y rojos representa los conos de Dirac UV y IR respectivamente.
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Figura 49: La funcién espectral para diferentes temperaturas y para un valor fijo de A = 0.62 = A,

w = 0.12 u. Se observa la presencia de simetria esférica a T = T,. Las lineas punteadas indican el lugar de
los modos normales. Los circulos violetas y rojos representa los conos de Dirac UV y IR respectivamente.

89



-10 -0.3 1] 0.5 1o -10 -0 [iln) 0.5 1.0 -10 —0.3 0.0 0.3 1o
Enlp kafp knlp
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Figura 50: La funcién espectral para diferentes temperaturas y para un valor fijo de A = 0.80 > A,
w = 0.25 . Permanece préacticamente sin cambiar para el rango entero de temperaturas. Los circulos
violetas y rojos representa los conos de Dirac UV y IR respectivamente.
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Figura 51: La funcién espectral para diferentes temperaturas y para un valor fijo de A = 0.80 > A,

w = 0.18 4. Permanece préacticamente sin cambiar para el rango entero de temperaturas. Los circulos
violetas y rojos representa los conos de Dirac UV y IR respectivamente.
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(a) T =0.80T (b) T =0.40T. (c) T=0
Figura 52: La funcién espectral para diferentes temperaturas y para un valor fijo de A = 0.80 > A,

w = 0.12 . Permanece practicamente sin cambiar para el rango entero de temperaturas. Los circulos
violetas y rojos representa los conos de Dirac UV y IR respectivamente.
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Figura 53: jajajala funcion espectral para un valor fijo de A = 0.40 < A.. Izquierda : La superficie espectral
w = 0 a diferentes temperaturas. Derecha: (1) p como funcién de w a (kz, ky) = (k,0), notemos que la
curva negra (T = 0) también presenta un pico tipo delta a w = 0 el cual no es representado en la figura ;
(2) p como funcién de w a (ky, ky) = (0.20,0.10)1; (3) p como funcién de w a (kg, ky) = (0.20,0.40)p. Cada
grafico en esta figura corresponden a las temperaturas: 7' = T, (roja), T' = 0.97T, (marrén), T = 0.86 71,
(naranja), T' = 0.43T, (verde), T = 0.217T. (azul), T = 0 (negra).
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Figura 54: La funcién espectral para un valor fijo de A = A\, = 0.62. Izquierda: La superficie espectral w = 0
a diferentes temperaturas. Derecha: (1) p como funcién de w a (kz, k) = (k«,0), notemos que la curva negra
(T = 0) también presenta un pico tipo delta a w = 0 el cual no es representado en la figura ; (2) p como
funcién de w a (kg, ky) = (0.20,0.10); (3) p como funcién de w a (kg, ky) = (0.20,0.40)p. Cada grafico en
esta figura corresponden a las temperaturas: T = T, (roja), T = 0.97T, (violeta), T = 0.76 T, (naranja),
T =0.38T. (verde), T =0.287, (azul), T = 0 (negra).
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Figura 55: La funcién espectral para un valor fijo de A = 0.80 > A.. Izquierda: La superficie espectral w = 0
a diferentes temperaturas. Derecha: (1) p como funcién de w a (kz, k) = (k«,0), notemos que la curva negra
(T = 0) también presenta un pico tipo delta a w = 0 el cual no es representado en la figura ; (2) p como
funcién de w a (kg, ky) = (0.20,0.10); (3) p como funcién de w a (kg, ky) = (0.20,0.40)p. Cada grafico en
esta figura corresponden a las temperaturas: T =T, (roja), T = 0.907,. (naranja), T = 0.867, (amarillo),

T =0.80T. (verde), T =04T, (azul), T =0 (negra).
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A = 1/(8y/2), mientras que la curva roja se corresponde a A = 0.4.
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6.9 Discusién

En este trabajo hemos estudiado la funcién espectral de los grados de libertad fermiénicos sobre un super-
conductor de onda-p hologréfico teniendo en cuenta el acoplamiento gravitacional, a temperatura y entropia
finita extendiendo trabajos previos en la literatura.

A temperatura nula, los modos normales existen dentro de los conos de Dirac UV y fuera de los conos
IR. Este comportamiento es consistente con la apariciéon de arcos donde la interseccién de los conos de Dirac
UV y IR no permiten una superficie de Fermi cerrada.

Los modos normales pueden ser interpretados como un modelo donde una relacién entre la frecuencia y
los momentos pueden ser entendidos como una relacién de dispersion de cuasi-particulas.

El soporte de la densidad espectral esta completamente contenida dentro de los conos de Dirac IR y las
fuertes divergencias en los modos normales.

A temperatura finita, la regién donde la funcién espectral es numéricamente apreciable se reduce cuando la
temperatura disminuye, los picos en los modos normales se vuelven mucho mas agudos. Hay un rompimiento
de la invarianza rotacional que se vuelve mas fuerte a medida que la temperatura disminuye.

No obstante nuestro resultados muestran que tal dependencia con la temperatura es suave conforme el
acoplamiento gravitacional es incrementado.

La densidad espectral evaluada en el momento de Fermi presenta un pico de cuasi-particula para una
frecuencia nula, esto puede ser interpretado como la vida media de la cuasi-particula. En los gréficos, vemos
que la cuasi-particula se estabiliza cuando la temperatura disminuye, que es lo que se espera debido a la
presencia de los modos normales y también cuando la temperatura se aproxima a la temperatura critica de
la transicion de fase superconductora

6.10 Apéndice B1: Acerca de la positividad de la funcién espectral

En este apéndice estableceremos las propiedad de no negatividad de la funcién espectral siguiendo el anélisis
del caso T' = 0 en [14] y extendiendo los resultados para el caso T > 0. El punto de partida es la conservacién
de la corriente (on-shell)
3 —
JMNz,2) =i V(2 2) TA U (2 2)  —  JAz5k) = zz—\/? Ui (2) T4 9y (2) (345)
S

donde sobre el lado derecho usamos el ansatz introducido en (306). La ecuacién de conservacién se escribe,

DaJAzk) = Z; Q' (zk)=0
Q(z k) = —2Im (Y (2) ¥y, (z)) = —21Im (ﬁk(z)T C(z)) = —2Im (ﬁk(z)T S(2) ™" i (2))(346)

Aqui la matriz S(z) = —i U(z) C es hermitica, S(z)" = S(z), y en la segunda igualdad hemos introducido la
notacién (310) con la matriz C dada en (305), mientras que para la ultima igualdad usamos las ecuaciones
de movimiento (312).
De (346) concluimos que, cuando evaluamos on-shell, Q(z; k) = Q(k) es una cantidad conservada, incluso
si no sabemos la solucién explicita a las ecuaciones de movimiento podemos evaluarla, en los limites conocidos.
En primer lugar consideremos el limite UV; con ayuda del comportamiento asintético (331), la relacién
(340) y la definicién (343) obtenemos

Quv (k) = Qs k) = i (Cﬁ,gUW)T (Gr(k) - Gr(k)T) cal" (347)

Si asumimos que Qv (k) > 0, y siendo el vector ﬁ,iUV) arbitrario, debemos concluir que la matriz hermitica

i (Gr(k) — Ggr(k)') es no negativa. De la definicién (344) concluimos que,
plwiky, ky) = Tr% (Gr(k) — Gr(k)") >0 (348)
siendo estrictamente cero si todos los autovalores son cero y entonces Quy =0

En segundo lugar consideremos el limite UR: este caso se divide en dos. Cuando la entropia desaparece
el comportamiento asintético para z — oo es de la forma

b bs
Up(z) ~ e "7 —b12)1 +e "7 22 (349)
—bo by
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donde el vector b = (by, by, bs, bs) es leido de (320) en términos de f[,(fr) pero tal relacién no es relevante
aqui. De (346) obtenemos

Qir(k) = Q(zk)|:5

b\ by bs \ b3
: —kg 2|2 b2 —1 b2 —k_ 2|2 b4 -1 b4
:ZIEI;O 2Im(ky) e+ 7| by Sk by +2Im(k_) |e ’ bs Sk by
—bo —by by by
by \ by b\ b3
(hy4r_*)z | ba -1 ba (hyTtR_) 2 be 1 [ ba
+2Im | Kkye bs Stk b, +K_e b, Sir by
by —by —bg by
(350)
donde
k
SIRES‘z—mo: Sl S2 ) SlE—ﬁl—lal +90k5w0'3 s SzE—gowO g3 (351)
Sz S S0 go

Por cémputos directos de (350), y usando el hecho que los autovalores de las matrices Sy = S; F Sz son
reales y son dados respectivamente por,

——i“ —i—mr ——i\/ —I-Ii_ (352)
30 SO

con k42 definidos en (316), es un poco tedloso pero directo mostrar que Qrr(k) > 0 excepto cuando estamos
fuera de ambos conos de Dirac IR, i.e. k+2 > 0, caso en el cual Qrr(k) = 0. Entonces ya que la conservacion
de la corriente implica Quv (k) = Qrr(k) = Q(k) podemos concluir que efectivamente p(k) > 0, siendo cero
afuera de ambos conos de Dirac IR o en otras palabras p es estrictamente positiva dentro de algin cono de
Dirac IR y nulo fuera de ambos de ellos.

Cuando T > 0 la cosa se vuelve mucho mas simple; el comportamiento para z — 1~ es de la forma,

i (2) ~ exp P awT M1=2) (353)
donde b es leido de (328) en términos de U,(jr). De (346) obtenemos,
Qir(k) =2bT6>0 (354)
Entonces encontramos que a temperatura finita la funcién espectral debe ser estrictamente positiva en
cualquier lugar en el espacio de momentos.

6.11 Apéndice B2: Sobre la funcion espectral en un espacio-tiempo conforme

Este apéndice intenta clarificar la relacion entre las condiciones de borde entrantes, la preincripcion en w y
las positividad de la funcién espectral cuando tenemos un espacio-tiempo conforme arbitrario.
Consideraremos la siguiente métrica, solucién a las ecuaciones de movimiento (292)

G = iz (—dt? + di® + dz?)
z
A = (dto+da' Wi+ da® Wa) 7. (355)

donde (¢, W7, W3) constantes y tomaremos la subalgebra de Cartan en la direccién 7.
v (2)
¥y (2)

notacién (310), las ecuaciones de movimiento resultan como en (312) con la matriz constante U definida por

Trabajando en el espacio de momentos, ¥(z,z) = 2%/2 ¢tku " ( ) y después de introducir la

_( U+ O . _ \t.a
U( o U) . Up=-Afq (356)
donde
o= —w% : A%zkﬁ—‘; : A;E—kﬁ—’;?



2 2 2
A2 = gt )\;f = — (w + 2) + (kT F WQ/I) + (ky F Wgy) (357)
La solucién general de (312) es

Gz = [ €Vt HeTVAEbE =i | 0
U(z) = ; U(2) =1
g eVA-?Z a= 4 e VA-?2 b= g o

) @) (358)

Vamos a definir,

> 2>
)\iQ:{ A >0 , A2 >0 (359)

isign(AT) /A2, A2 <0

y tomamos las condiciones de borde a* = 0; es claro que en el primer caso es solo una condicién suave
cuando z — co. Con esta condicién de borde la solucién puede ser escrita

_ eTVAMTE 0 _(0)
Up(z) = 0

0 e VAP )R
_ /A+2Z 1 O L 0
= [ € A+? =(0)
Up(z) = —1 U 360
(2) ( . wq) S (360)
De la definicién (340) y usando la receta de AdS/CFT (343) leemos la funcién de Green retardada
AL a ~0
Vvl 0
Gr(k) = VAL N (361)
0 e
La funcion espectral es entonces obtenida de (344),
w+ % w— 4|
wWoky k) =2 [ =2 0(—\ ) + —Z 9(—\_2 362

Vemos que la b.c. adoptada para z — oo junto con la introduccién en la ecuacién (359) de el signo correcto
en la definicién de la raiz de A\+2 en la regién donde ellas son negativas, i.e. dentro de los conoes de Dirac
(v donde la funcién espectral es distinta de cero) es lo que asegura la positividad de la funcién espectral y
cuando ¢ = 0, el caso relevante en el limite IR a entropia nula considerado en el articulo, ellas coinciden con
las ingoing b.c en la regién k42 < 0 considerada en la subseccién 6.6.1.

Como ultima nota, es facil ver que estas b.c efectivamente siguen de la preinscripcién de suavidad después
de cambiar w — w + ie con € = 07; en efecto si asumimos que A\+2 < 0 tenemos,

+
+ ;0

s A s ~— —i—l—ez
)\i2|‘”%‘*’+if ~ )\iz +i \/)?72 € - e A z|w%w+ie Re Ag?z € et (363)
+

y entonces la exponencial se comporta bien para z — oo si (359) se mantiene [14].
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7 Funciones espectrales en metales holograficos dopados y el cruce
en la fase de metal extrano

Resumen

Investigamos funciones espectrales en la fase normal de un superconductor de onda-s dopado a tem-
peratura nula usando la correspondencia AdS/CFT. Encontramos evidencia de un cruce entre un liquido
de Fermi-Landau a una fase de metal extrano al variar el dopaje.

7.1 Introduccion

Un sistema fuertemente acoplado se encuentra fuera del rango de valides de los métodos tradicionales usados
en la comunidad de la Materia Condensada, tales como la teoria de bandas electrénicas y teoria de perturba-
ciones. En efecto la teorfa BCS [89] ha sido exitosa para explicar los superconductores convencionales pero
no funciona en el caso de los HT'SC. Aunque ha habido importantes progresos en los tltimos 30 afios (ver
por ejemplo [90] y referencias) todavia es necesario un completo entendimiento de los HT'SC.

En una serie de experimentos muy interesantes, Chatterjee [92] estudié el espectro de energfa a momento
fijo en BiySroCaCusOs.s para varios valores de dopaje y temperaturas. Para una temperatura fija (ver
Fig. 1E [92] ) las curvas de distribucién de energia (EDCs) son cualitativamente diferentes conforme el
dopaje varia. Para grandes dopajes 6 > 0.17, se puede ver un pico agudo en la energia de Fermi, indicando
excitaciones con vida media grande y por lo tanto la presencia de cuasi-particulas bien definidas como en el
estado de liquido de Fermi usual observado en metales convencionales. Por otro lado, conforme el dopaje
es disminuido, uno puede observar un ancho espectro en la energia, lo cual significa que la vida media de
las excitaciones son muy pequenas y por lo tanto no hay cuasi-particulas bien definidas (una caracterfstica
bastante general de sistemas de electrones fuertemente interactuantes) y el sistema se encuentra fuera de la
fase de liquido de Fermi, en la llamada fase de metal extraio. No obstante incluso para valores de dopaje
pequetios se puede apreciar la aparicién de un gap espectral en las EDCs, sefialando la entrada en la fase
de pseudogap. El estudio de la transicién entre la fase de liquido de Fermi y la fase de metal extrano como
funcién del dopaje y la temperatura sera el foco de este articulo.

En la ultima década, la correspondencia AdS/CFT (también conocida como dualidad hologrifica o dual-
idad calibre/gravedad) [93, 94, 112] ha sido usada como una alternativa para estudiar sistemas fuertemente
acoplados en materia condensada (ver por ejemplo referencias [95, 96, 97] y referencias al respecto). Aunque
en su forma original [93] la correspondencia es entre una teoria de calibre supersimétrica especifica y una
teoria de cuerdas, se espera que una relacién similar sea cierta més generalmente, y que un sistema fuerte-
mente acoplado (descripto por una teorfa cudntica de campos fuertemente interactuantes) en D- dimensiones
sea equivalente (dual) a un sistema débilmente acoplado (en presencia de gravedad) en D + 1-dimensiones,
donde el nimero de grados de libertad de la teoria cudntica de campos D dimensional es la misma que la de
una teorfa de la gravedad D + 1 dimensional. Ejemplos de sistemas donde la correspondencia AdS/CFT ha
sido usada incluye: hidrodinamica (también conocida como correspondencia fluido/gravedad) [98, 99], donde
ha sido mostrado que existe una minima cota para el cociente entre la viscosidad y la entropia [100] en un
fluido relativista, superconductores hologréficos [101, 102, 103], los cuales capturan muchas caracteristicas
de los superconductores tales como la existencia de una temperatura critica, un condensado cargado y una
brecha en la conductividad éptica, la entropia de entrelazamiento holografica [104, 105, 106, 107], donde
fue propuesta (conjeturada) que la entropia de entrelazamiento en una teorfa fuertemente acoplada puede
ser calculada en la teoria gravitacional dual computando la superficie de area minima en el espacio-tiempo
curvo.

7.2 Metales no balanceados

Los superconductores holograficos no balanceados contienen dos campos de calibre A y B, los cuales son
duales a la densidad de corriente de los electrones y de las impurezas en la teoria del borde respectivamente.
En la fase normal, su dindmica puede ser descripta por un termino de Maxwell para cada campo de calibre
acoplado al campo gravitacional,

1 4 6 L? L?
Sb = ﬁ d T (R+ ﬁ - gAj Al“/ Al“/ — g? B/l,u BHV (364)
donde A,, = 0,4, — 0, A, By = 0,8, —0,B,, y L es la escala AdS relaciona la constante cosmologia
via A = —3/L%. Cualquier solucién a las ecuaciénes de movimiento de (364) es una solucién al modelo
extendido introducido en [108], en la regién de pardmetros en la cual todos los campos excepto la gravedad y
los campos de calibre estdn apagados. En particular, la geometria del espacio-tiempo dual a la configuraciéon
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de la teoria de campo que vive en el borde de este espacio, con potenciales quimicos 4 para electrones y
1p para impurezas estd dada por el agujero negro AdS plano doblemente cargado, con métrica:

r? f(r) L? r2
= - dt? dr® + — (dz® + dy?
9 12 +r2f(r)T+L2(x+y)
_ Qa>+QB*\ (mh\3 | Qa°+Q5p°
y campos de calibres
Th Th
A=dt s (1—7) . B=dtup (1—7) (366)
El horizonte es fijado a r = r, tal que f(ry) =0, y las cargas del agujero negro
Qa=ILr, 22 Qp=L>r, 258 (367)
ga 9B

son ajustadas en términos de los potenciales quimicos para tener campos de calibres que se anulen en el
horizonte A;(ry,) = By(r,) = 0, condicipon que garantiza una suave continuacién euclidea 2*.La temperatura
de Hawking es dada por,

2 2
) e Qa*+Qp*\ L Ha B
T = = 3 - = 3—— — | +|— (368)
472 472 rpd 47 L2 1,2 ga gB
Los espinores ¥ acoplados a esta geometria tendran operadores fermiénicos duales en la teoria de campo
que vive en el borde. Ellos deben satisfacer una ecuacién de Dirac, en la cual los acoplamientos a los campos
de calibre estan parametrizados por diferentes cargas de prueba g4 v ¢g. En el apéndice presentamos un

estudio de las ecuaciones relevantes. Alli es mostrado que las soluciones en el espacio de momentos son de
la forma,

3 yw,k(T
U(w,z) = f(r)"s (f) etku e gif 512 ;Z”ir()r) (369)
Zw,—k(T)

donde y,, x(r) estd dado en (404), y z, r(r) satisface la ecuacién de Schrédinger (409) con potencial (410),
explicitamente:

Voi(8) = iy e (u(i) pwaE (k2 —u(r)? - % r? f(r)® (M - 1) + ”Li,j 7“2) (370)

donde
u(r) = £(r)} (0t (aga +upap) (1-2)) (371)

y f(r) estd dado en (365).

La siguiente observacion resulta relevante. Si re-escaleamos los campos de calibre A - a4 A, B — ap B,
con pardmetros arbitrarios a4, ap, y al mismo tiempo redefinimos las constantes de acoplamiento g4 —
aAga, g — ap gp y las cargas fermidnicas g4 — ga/aa, ¢ — qp/ap , la accién (364)+(388) permanece
invariante. Para cualquier solucién que tiene al vacio de la geometria (365)-(366) en el UV, los campos de
calibres re-escaleados imponen el re-escaleo de los potenciales quimicos g4 — aapa, pup = appup. En
particular podemos tomar ay = ga,ap = ¢gp, es decir que normalizamos los campos de calibres de forma
tal que: g4 = gp = 1; adoptaremos esta normalizacién en lo que sigue.

La teorfa estd definida por los cinco pardmetros (pa, pi5; g4, gs; m). En lugar de los potenciales quimicos
serd conveniente trabajar con el pardmetro de dopaje (“doping”) Z y la temperatura (368),

_ __ MB 3 2 2 )
Fuaps)="2 . Tuapp)=Tw (1- —> T 372
(pa,pB) n (paspB) = Tar ( AT (na®+ p5?) (372)

con expresiones inversas:

_ 47 TM(TM—T) B 47 T
, = —\\ —" ; )= —=\/Ty Ty —T) ———

24Las constantes de acoplamiento adimensionales introducidas en [111] y la densidad de carga usual del agujero negro es

V2 i Qi
gi s Pi = 2

(373)

definida por: A¢(r) = pa — 24 (lo mismo con Bi(r)), estdn relacionadas a las introducidas aqui por: \; =
respectivamente, ¢ = A, B.
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donde Ty = 43 T£2. Ademaés introducimos el potencial efectivo y la carga efectiva por:
s

LPrppiest = Qef = Qa2+ Qp2%2 = L?7,\/pua? + up?
Heff Qeff = HAGA T+ UBAB (374)

que en términos de (Z,T) se escriben,

\/grh T

T = 1— —
_ qAa T4B T
T:qa, _ = 375
e (7594, 9B) o (375)
Vemos que e (0) = \/l§2rh y tiende a cero para T = T);. Por otro lado gef interpola entre g4 a £ =0y gp

como T — oo, teniendo un maximo a Ty = &,

El hecho importante es que el problema %A mano resulta andlogo al estudiado por Faulkner et al. en la
referencia [109] si identificamos los pardmetros (Q, i1, ¢) presentes alli con nuestros (Qefr, feff, Geff) COMO SON
definidos en (374), (375). La funcién de Green estd dada por la llamada “ecuacién maestra ” ecuacién (54)
en [109], la cual cerca de la superficie de Fermi k = kg luce como (ver ecuacién (88) en [109] y (454))

—1
Grlw, k) ~ H, (|k el =~ 1 w) (376)

donde las constantes vp, H; and Hj se leen de (454). El indice vy, es dado por la ecuacién (A31) en [109],

m2 [2 14 k2 214 g2 p2
vV = —+ — 3
6 2v3Q 12Q

(377)

Notemos que v en (376) debe ser evaluada en la FS k = kg, donde a T = 0, los kr’s son identificados
como los polos de la funcién espectral a frecuencia nula, i.e. S(Gr(0,kr))~! =0 (para T > 0 tenemos que
buscar el maximo de F(Gr(0, kr)). Ellos tienen que ser encontrados numéricamente resolviendo la ecuacién
de Dirac. Remarcamos que en nuestro contexto, kr = kp(Z,T; ga,gp;m). Focalizaremos nuestra atencién
sobre la FS primaria, i.e. la FS con mas alto valor de kp.

De lo dicho podemos tomar prestado el resultado (376); de (377) haciendo los reemplazos correspondientes
el exponente de nuestro problema resulta:

(378)

Uy = m?2 12 N HE2 2 1 gerr® pefr
6 23 Qefr 12 Qefr?

De las definiciénes de los pardametros efectivos (378) podemos escribir que,

22 Bke(z.T: . 2 1 7)2
I/kp(f,T; QA7QB;m) _ m + F(l'v ,(JA,(]B,m) L (qA + 4B 1') (379)

—2
6 67,2 /lleM 12 14+

En el apéndice C3 revemos la derivacion de la funcién de Green y la relevancia del indice vy para cualquier
temperatura. El punto importante aqui es que, como vimos en el capitulo 4 el comportamiento metalico
estd directamente controlado por la carga del espinor a través de la cantidad vy, que depende de esta. Para
cargas tales que vk, > 1/2, obtenemos el liquido de Fermi-Landau (excepto que el exponente de la frecuencia
puede ser mucho mas grande que dos). Si la carga es tal que v, < 1/2 tenemos una superficie de Fermi
con cuasi-particulas estables, pero en la cual la vida media de la cuasi-particula escalea con la frecuencia de
forma diferentes a lo esperado en un liquido de Landau. Finalmente, si la carga implica v, = 1/2, tenemos
una superficie de Fermi pero cuyo escaleo con la frecuencia coincide exactamente a lo que se espera para las
excitaciones que presenta un metal extrano.

Ya que para valores fijos de las cargas (g4, ¢g) nuestro vy, es una funcién de (z, T, m), conforme variamos
el dopaje podemos en principio movernos del comportamiento tipico de un liquido de Fermi-Landau a una
regién de metal extrano. El objetivo es entonces graficar vy, (Z) como una funcién de Z, e identificar (si estd
presente) un cruce (“crossover”) entre un liquido de Fermi-Landau a un metal extrano. Posteriormente se
extiende el andlisis con la inclusién de temperatura finita en nuestro esquema, siguiendo [110].

100



7.3 Viendo el cruce a T = 0: resultados numéricos

Para llevar a cabo los calculos numéricos es conveniente usar la variable espinorial:

Go(r) = 22

2o () (380)

De (403) la misma obedece la ecuacién diferencial no lineal:

\/?a’f‘gu,k("’) = uw(r) —k—=2m \/@C@,k(r) + (U’W (’I’) + k) Cwﬁk(T)Q (381)

donde de (371),

r
uy(r) = f(r)"2 (w + et (T) Gers (T3 4, 4B) (1 - %)) (382)

La funcién ¢, ; permite computar directamente la funciéon de Green retardada utilizando la relacién:
Grlw, k) = lim ™" ¢, 1(r) (383)

que se deduce de las definiciones (417) y (418). Por otro lado, (381) debe ser resuelta con las b.c. en
el IR dictadas por las b.c. entrantes impuestas sobre vy, r ¥ %w.k. Estas b.c se siguen de los siguientes
comportamientos en el IR:

Caso T =0 — f(r) = %(r—rhf—i—...:f—;pz (14 o(p))
El bi-espinor (402) obedece:

at(0,k) v p™% + ...+ a—(0,k) vy, p*”’“+...‘p:i_1 , w=0

Qb(l;e('r) Ti)h —1 1% w +3 R 52w
w, a+(w,k) < 1 > e_ZThP +...+CL_(UJ,I€) ( 1 ) 6+Z7‘hp +...‘p=%_1 5 (.U?éo
(384)

donde vy, es definido en (430), los espinores v,f en (439),y Ly =, /m L. Las b.c. entrantes implican:

a4 (w, k) =0, y por lo tanto {u, 1 (r)|p=0 = ¢, que es la b.c. en el IR utilizada para resolver (381).

En la figura (57) se muestran diferentes graficos a m y ¢p fijos, donde se grafica vy, como funcién de la
variable de dopaje para distintos valores de g4. Se observa que en el limite £ — oo todas las curvas confluyen
a un mismo valor, como es de esperar dada la irelevancia del campo de calibre A, en este limite. Se aprecia
ademads que para el rango de valores de T, vy, toma valores comprendidos entre cero y 1.5 aproximadamente.
Esto nos indica que estamos recorriendo diferentes fases del sistema de acuerdo a si vg, > 1/2, v, =1/2y
Vi < 1/2 como se explicé anteriormente.
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Figura 57: vy, vs x para diferentes valores de masas y cargas g4, gp del fermion.
7.4 Viendo el crossover a T > 0: resultados numéricos
7.5 Conclusiones
7.6 Apéndice C1: Convenciones
Consideremos la métrica,
2 2 2 2 b
9= gut(r) dt* + grp (1) dr® + gaz(r) dz® + gyy (1) dy* = Nap W w (385)
donde elegimos los vierbein obvios y su base dual de vectores,
— / — 1 lé)
WO = —gtt(r) dt 5 ey = Tt(’l’) b
1 — / — 1 o)
w = ga:a:(T) dx y e = g—('r‘) oz ( )
2 7 _T o 386
w” = gyy (7") dy 5 €y = a—y
9yy (r) o
3 _ _ 1
w® =4/ r) dr €3 = ———— =
gﬂ“( ) ) 3 \/gT(r) or
Las componentes no nulas de la conexién de espin:
0 _ _ _ 1 0
w's = —woz=twszo = ez (Iny/—gu(r)) w
1 1
w3z = Fwiz=—ws =e3 (111 gmz(r)> w
2 2
w?s = Hwoz = —wsy =e€3 <ln gyy(r)> w (387)

La accién de un campo de Dirac acoplado a los campos de calibres A yB con cargas g4 y ¢p respectivamente
es,
AERVAR S T VR (388)

— 00

gifer) z—/d4x\/—_g\fl (T*D, —m) ¥ F

—~
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donde ¥ =0t  h= hyw(x) de? dz¥ es la métrica inducida en el borde r — oo, y la derivada covariante
es definida por:

D,V = (ea + %Wbca Spe —iqaAa —iqp Ba> v (389)
Las matrices gamma locales obedecen: {I'*,T’} = 27 y Sy, = ﬁ [T, Tp] son los generadores en la
representaciéon espinorial del grupo local de Lorentz en 3 + 1 dimensiones, y V4 = %(1 FI?). El signo

superior (inferior) en (305) corresponde a fijar ¥, (¥_) en el borde; adoptaremos esta convencién.
La ecuacién de movimiento para el espinor es:

(T*D, —m)¥ =0. (390)
En este trabajo consideramos el caso de invarianza rotacional, g, = g,y ¥ asumimos que solo la componente

temporal de los campos de calibres son no nulas. Para resolver (390) encontramos conveniente trabajar en
espacio de momentos. Denotando (z#) = (t,z,y) y (k) = (kt = —w, kg = kcos 6, k, = ksin6), introducimos

(a)
dk3 . e M (r)
ww,k(r)

w,k
También adoptamos una representaciéon imaginaria pura para las matrices I':

=(pn) ()
1 2

0 o —0 0
1“25(02 02> 7 r3z< 03 _03> (392)

De ecuacién (390) se halla para wi)o%(r), a=12

los bi-espinores (¢, 7 (r), @ = 1,2) como sigue:

=

U(z,2) =(-99")"

(0 +m/Grr 03) ¥L9(r) =,/ j— (=) ko1 +iug(r) o2) () (393)

uy(r) = \/% (w+qa Ar +qB Bt) (394)

Ya que de (393) se sigue: 1/)5}22 (r) « w&l)_k(r) 25 podemos enfocarnos en la ecuacién a = 1

donde

La prescripcién AdS/CFT para computar la funcién de Green retardada

Cerca del borde de AdS, la solucién general a (390) en d + 1 dimensiones arbitrarias se comporta como:
(z,r) =% pmgtml Yy(x)+ ...+ pmgml Y_(x) + ... (395)

donde 14 (x) son la parte derecha y izquierda con respecto a I'?, T% ¢, (x) = +1. Si definimos el operador
fermiénico de la QFT O dual a ¥ tal que se acopla a la fuente 1 en la forma standard, S(souree) [y, i) =
[ dz® (O(z) ¢4 (z) + 14 (z) O(x)), entonces la prescripcién AdS/CFT en el limite de un gran nimero de
grados de libertad (limite de gran N) nos identifica la accién on-shell fermidnica en la geometria (305) con
la funcién generatriz de las funciones de correlaciones conectadas en la teoria de campo, con lo cual:

_ 1 _

G[iﬁJr, ¢+] = S(fer) |onfshell = _ﬁ dxd ¢+ ((E) 1/)7 (:E) (396)
donde en la ultima igualdad usamos (395) v la métrica AdSg41 . La funcién de dos puntos en el espacio de
momentos G (k) es introducida por,

1 525(f€T) |on—shell -1
60 (k) 64)-.(p)

25Podemos ciertamente tomar una base de soluciones de (393) que verifica la igualdad; debido a la condiciones de contorno
entrantes impuestas en el horizonte la solucién que buscamos es Uinica a menos de una normalizacién, y por lo tanto esta relacion
es cierta en nuestro contexto.

—i < O(k) OT(p) >conn= (2m)*8%p — k) Gr(k) = C (397)
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La funcién de Green en la que estamos interesados se obtiene de (396) en la forma usual:

2 g(fer)
— O~ /dp d 0°S |on shell 0_1 (398)
L (k) 5104 (p)

En nuestro caso de interés, d = 3 y con las convenciones (392), (395) puede ser escrita:

" 0 b (w, k)
ww,k(r) T30 4+ml a(l)(wa k) —ml 0
’ a® (w, k) 0
con los a(® (w, k) definiendo la fuente arbitraria. Entonces la accién fermiénica resulta ser,
(fer) A (e k)b % (4. k) 5@
SU on—shert = [ gz (a0 (@, k) (@, b) + a®* (@, k) b (w0, k) (400)
(2m)*
entonces de (398) obtenemos,
Gr(k) = diag(Gr(w, k),0,Gr(w, —k),0) , b w, k) = Gr(w, (=)k) o (w, k) (401)

Cabe mencionar que las b.c entrantes en el horizonte fijan completamente la solucién para dadas a(®) (w, k)
no nulas; en vista de la linealidad de las ecuaciones, b(a)(w, k) o a(o‘)(w, k) y por lo tanto el valor de la fuente
es irrelevante para el computo de Gr(k) en (401).

7.7 Apéndice C2: Una ecuaciéon de Schrodinger para fermiones

Si escribimos

wlhn = (L)) (102)

Zu k(1)
entonces de (393) obtenemos un sistema de ecuaciones acopladas,

0 = (D +m /) York(r) [ 25 (—(7) + k) 2 k(r)
0 = (O = mv/Fm) () [0 (Fualr) + ) () (403)
De la segunda ecuacién tenemos:
Yok (r) = = /22 (o () + B) 7 (D = mv/Gir) 2w (7) (404)
Remplazando en la primer ecuacién obtenemos una ecuacién de diferencial de segundo orden:
2k (1) + Pue(1) 2 1 (1) + Quie (1) 20,1 (r) = 0 (405)
donde
Poalr) = =0t (/2 wutr) 4 1)
rr w k
Qualr) = =25 (8 = uy(r)?) + m /gy 0, In (W) —m? g (406)

Haciendo el cambio de variables r — s(r), tal que:
s"(r)+ Pyp(r)s'(r)=0 — s'(r)=5(ro) e — [l dr' P k(1) (407)

que con (406) conduce,

s(r) = so /T dr', [ (uw(r) + k) (408)

Jzx
donde sg es una constante arbitraria que pone la escala de s. Entonces (405) para Z, x(s) = 2wk (7)|r(s)
toma la forma de una ecuaciéon de Schrodinger:

() = Vor(s) Zupl(s) =0, Viu(s)= %{iﬁ? o

(409)

donde, explicitamente, el potencial efectivo es,

1 - uy(r) + k
— (k% - w 2 ol ( ) 2 Im) 410
802 (Uw (T’) + k)Q ( B (r) Grr . VY9zx tmg ‘T(S) ( )

Vw,k(s)
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7.8 Apéndice C3: Funciones espectrales a baja energia

Serd conveniente en el andlisis de esta seccién rescribir las ecuaciones (403) introduciendo las componentes
yf  por medio de la siguiente rotacién:
;

1 + 5 (W) —iy5 ()
Y = ( i’“”“gﬁi ) =5 (1—io) ( %’“Eiii ) ol A (411)
w,k 2 yw’k V2 yw,k(r) + Zyw,k(r)
Las ecuaciénes (403) son ahora:
gT‘T‘ —
0 = (o1 [TE ) sl + 50 1,0)
gTT — —
0 = (0= 1y /TT ) )+ £ ) (12)
Gz
donde hemos definido,
fEe) = k2 Fim g (413)
Jzx
De la primera/segunda ecuacién en (412) podemos escribir y‘f () en términos yf () como sigue,
Y (r) = —Tl (ar d4, )2 uw(r)) Y= (r) (414)
’ I (r) Jzx 7
Reemplazando en la segunda/primer ecuacién, obtenemos ecuaciénes diferenciales de segundo orden,
Ryl o (r) = 0, In £ (r) Opys (1) + a3 (1) w5, (r) =0 (415)

donde,

&) = I (ug(r)? — K2) —mP g, £ (ar ( Jrr uw(r)> - \/zz u(r) 8, In f,}@«)) (416)

gzm ngZl)

Para obtener la funcién de Green retardada tenemos que resolver (415), imponer condiciones contorno
entrantes en el horizonte, y aplicar la receta AdS/CMT. Esta tarea no es analiticamente posible en general
y tenemos que pasar a los cdlculos numéricos. No obstante en algunos casos como el que tenemos a mano
donde el IR es esencialmente un agujero negro AdSs, es posible obtener explicitamente el comportamiento
a bajas frecuencias, y a bajas temperaturas usando el denominado “matching method” (método de unién
o pegado), introducido muchos afios atrés en el contexto de teorfa de cuerdas [112]. Aqui seguiremos el
procedimiento de [109] [110].

La idea es dividir el dominio de las coordenada r en una regién “interior” y una region “exterior”, y unir
ambas soluciones en una expansién a pequenas frecuencias temperaturas (respecto del potencial quimico p,
la escala de la teoria). Con este fin, mientras el horizonte es definido como el punto rj tal que f(ry) = 0,
también introducimos el punto 7. < r, tal que f'(r.) = 0. De (368) es claro que ambos puntos coinciden a
T=0.

Regién exterior

Es definida como la regién donde r. + 22 < r < oo, donde ¢ y € son pardmetros pequenios tales que en
el limite o,¢e — 0,
o/e — 0. Laregion en el borde r — oo se encuentra en esta regién exterior, y la solucién alli se comporta

como:
wilgc(r) =R a(w, k) rmE ( (1) ) 4o b(w, k) r™E ( (1) ) +... (417)

donde obviamos los supraindices respecto del apéndice C.1. Fijando la fuente en el borde ( 2 (w, k) > =

limy—oor ™™ z[;u(}}ﬁ(r), la funcién de Green retardada de los operadores fermidénicos duales a 1ZJU(J13€ es de
acuerdo a (401) 26:
b(w, k)

Grlw, k) = a(w, k)

(418)

26Cuando 0 < m L < 3/2 es también posible fijar b(w, k); aunque no consideraremos este caso directamente aqui.
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En general hay dos soluciones independientes a (393) (o a (415), (414)); vamos a llamar a ellas nfk(r)
en la region exterior. Entonces podemos escribir,

W) = 05 (r) + Grlw) 15, (r) (419)

donde Gy (w) es la normalizacién relativa.
Dado que en la regién exterior la ecuacién (415) es bien comportada alrededor de w = 0, podemos elegir
ambas nf () holomorfas en w y escribir una expansién:

(oo}

SN0 = 3 (04 ) + Ga(w) 1y (1) W (420)

p=0

Las funciénes ni 1 () son calculadas resolviendo el conjunto (infinito) de ecuaciénes derivadas de (415) orden
a orden en w. Ellas presentan cerca del borde un comportamiento similar a (417),

k(1) =3 ag (k) rm* ( (1) > o b (k)™ < é > +.. (421)

)

entonces de (417), (420), (418) podemos escribir,

bt (w, k) + Gr(w) b~ (w, k)

= 422
Gr(w, k) at(w, k) 4+ Gr(w) a=(w, k) (422)
donde hemos definido los coeficientes holomoérficos:
a*(w k)= af(k)w? ;7 bE(w k) =) bE(k) W’ (423)
p=0 p=0

Enfatizamos que ellos estdn determinados univocamente orden por orden en w a través de (421) una vez que
las funciénes nf () estdn completamente definidas.

Region interior

El problema de computar (418) depende de la conexién del comportamiento en el UV (417) con la
solucién en el IR. Si la solucién en el IR es conocida ( y este es el punto crucial), el procedimiento de
matching (pegado) que brevemente explicamos debajo permite computar (418) en el régimen de frecuencias
y temperaturas bajas.

La regién interior es definida introduciendo las coordenadas £ y 7 por:

OTh

r = e+ —— & €= , e< &<
13 T — Ty
Lo
-1
donde mantenemos el pardmetro: &, = o ( — :—Z) fijo, y definimos Lo via:

>y f"(rn)
—=—""=d(d-1 425
=t (@-1) (125)
donde la tltima igualdad es vélida para la solucion RNAdSBH. En términos de estas coordenadas tenemos
que:
£
. L2 f(&) =

f(r)= L7 e (14 o(0)) ; flx)=1-22 (426)

Los campos toman la forma:
Ly? ~ de? r
g = = <f(€)df2 ~i>+"(d2+dy) o(0)

A = ar 38 <1 - g) +o(0) , €3 = #Lo” (427)




Podemos reconocer los términos a primer orden en ¢ como la solucién de agujero negro AdS; x R2. Con
respecto a 7, la temperatura de este agujero negro es T, = junto con la frecuencia definida por
wt = w; 7 ellos estan relacionados a la original via,

L
LT—; T ; W=0—5 w;r (428)

1 .
271‘5},,’

T=o

Estas relaciones muestran que en el limite ¢ — 0 para un valor fijo de w, y T, w y T tiende a cero mientras
que # permanece fija. Estamos interesados en la expansién a bajas frecuencia y temperatura, entonces a
primer orden en o, la ecuacién fermidnica (415) se convierte en,

0 = (52 % + (2 - f(})> §0e + v (i)) Yoo (r)
5 - .

sal@) = f?i)? <W£h + E3 <316 - 1)) B KQf(;W y f(‘::)z (W&, — B3 (1—x))  (429)
donde hemos introducido W = T%wT y las tres constantes adimensionales: K = LT% k, M = mL, y

B3 = % ez = er . En términos de ellas también introducimos el indice,
12 =K?+ M? — E5? (430)

Caso T =0, & —
Definimos las siguientes funciones:

Wi (&, W,E) = (i2W €)% Wey iy, (12WE) (431)

donde Wy, (2) es la funcién de Whittaker. Para & — ¢ — 07 y & — oo tiene el siguiente comportamiento:

, €0 I'(—2v) . v I'(2v) . —
Wy (&v,W,E) F(%i%—y—&—iE) (I2W &)Y + JrF(%i%—i—u—i—iE) (@2WE ™" +...
Wi, W,E) X (i2W¢)~3F3—iB (miWe <1 +o <2)> (432)

Entonces la solucién a (429) puede ser escrita como,
yfk(r) = Af,k Wy (57 vi, W, EB) + Bik WqZ(f? v, W, EB) (433)

Pero de la segunda linea en (432) y ya que los términos eT*"¢ son ondas salientes/entrantes cerca del
horizonte £ — oo, la imposicién de las b.c entrantes implica que: Af = 0. Entonces usando la primer
ecuacién en (432) obtenemos en el borde del agujero negro AdSs:

F(QVk)
FAFil+v—iEs)

+ E-0F 4 F(72 Vk) . v . —v
Y, () — B < ; —2WE + -+ —2WE ™+ ...
w0 B2 (e ey 2O (~i2W )
(434)
No obstante yf () no son independientes debido a las relaciones (414), que en las variables interiores se

escriben como: 1

+
r)=——=
Vo (7) K+iM

En particular del comportamiento de la solucién para & yendo a cero (434), ecuaciones (435) implican,

(€0eZ () 21 (Bs + W2 €) () (435)

ab,=—(kK—int) Az, 5 By =—(K+idl) B, (436)

las cuales determinan, i.e, y_ ,(r) en términos de y' (). Con la ayuda de (436), de (411) obtenemos:
+ 71/k+]\;[+i (Eg*f()
W,

k T(1+v,—iEs) . —uy,
V2 e E3+K+ilﬁuk+13\"4) (—iZWE) ™ + ...

£—0t

A (o I

T(1—vx+iE3)
ppis s
+ o T200) | gt it Gty | (C2WO™ (437)
T(1+vp+iE3)
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que en forma abreviada se puede escribir como:

o+ L2\ L%\
W0 Y (7€) b (226) (439)

= () (439)

v las constantes,

o ['(2vy) v+ M\ B,
Ay = —(=2w) " ——m— 1 4+i= :
k ( ) (14 v, — i E3) ( K+E;) V2
o T(=2wm) —we+ M\ Bl
b = —(—12 b~ — ¥ |1 ~ : 440
* (~i2w) I(1—v, —iE3) o K+E; ) V2 (440)

De acuerdo a (401) se puede introducir la funcién de Green en dos dimensiones del operador fermiénico dual
definido por la fuente a,,  en (438):

(2w)?v* (441)

G () = dek _ mimn T(E20) T+ vy =i Fy) vi + M +i (B3 + K)
F T aug T(2v) T(1—vp—iE3) —yy + M +i(Es — K)

Caso T >0, &, < o0

Definimos la siguiente funcién:

W
1-2\ (577 9p \¥ 1 2
F(a:;V,W,E)E( :c) ( x) 2F1(u—iE,2+1/—|—i(W—E);1—|—21/;—1 x

(442)
1+ 1—2x —x

donde o F (o, 8;7; 2) es la funcién hipergeométrica. Presenta los siguientes comportamientos:

T

F(x;v, W, E) v20 2x)" +...

P = o TUEATGEW) (1)
T FG+v+i(W-E)T(1+v+iE) 2
T(1+2v)T(—L —iW) 12\ 2%
r(yz‘E)F(;+uz'(WE))< 2 ) L

+

(443)

Entonces la solucién a (429) puede ser escrita como,

i) = A2, F (St e8) 4 B2 P (S 54 (444)
’ ’ h ’ h

Usando la primer ecuacién en (443) obtenemos en el borde del agujero negro AdSs, & — € — 0T:

T — Vg +vi
() S A%, (2 ;) +.-+ B, <2§h> .. (445)

No obstante yf () no son independientes debido a las relaciones (414), que en las variables interiores se
escriben como:

1 ~ E
+ — F i 3 +
r)=———= 19 r)xe (Es+ (W ——= r 446
yw,k( ) K+iM <f(§)§ gyw,k( ) ( 3 < gh) 5) yw,k( )) ( )
En particular, del comportamiento para grandes valores de £ (445) obtenemos que:
K+iM K+iM
a=—— AT ; ,=———B7 447
w,k —u +ZE3 w,k ’ w,k +up, +ZE3 w,k ( )
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la cual determina, i.e., y ,(r) en términos de y:"k(r).

Por otro lado, para obtener el comportamiento cerca del horizonte debemos usar la segunda ecuacién en
(443). Los términos con la dependencia (1 — x)~* Ea corresponden a ondas entrantes mientras que aquellos
con (1 — x)”% son ondas salientes (z = &/xip). Imponiendo b.c entrantes estos ultimos términos se
cancelan, y nos conducen a las relaciones entre coeficientes:

AZ’k _ F(+2l/k) F( Vi —ZE3) F(§ — Vi —Z(W—Eg))
B:}r,k F( 2Vk) F(—H/k —ZE3) F(%—I—Vk —i(W—Eg))
Aok _ T(2m) T - —iB) T(5 —ve — i (W — E3)) (448)
B;,k F( 2I/k) F(l—l—l/k —ZEg) F(f—i—l/k —i(W—Eg))
Es directo chequear la compatibilidad entre (447) y (448). Con la ayuda de (447), de (411) tenemos:
Wy AL, —v+ M +i (B - K) <2€>-uk+
@k \/5(—Vk+iE3) Es+K+i (VkJrM) n
Bt ve+M+i(Bs—K 96\
N L S— . ’ ) (§> T (449)
\@(Vk'f'ZE?)) FEs+ K +1 —Vk—i-M) én

con AJr y B+k relacionados por la primera ecuacién en (448). Una expansién andloga a (437) permite
mtroducn" la versién de (441) a temperatura finita, con:

(47 T) v+ M\ AL,
Qi = ————— [1+i= .
—v + i B3 K+E;) V2
47 T)™* - M\ B
bos = _@rD Tt k (450)
Vk+ZE3 K+E3 \/5

El procedimiento de pegado

Para determinar completamente la solucién fermidnica, tenemos que unir la solucién en el interior £ =
€ — 0™ con la solucién en el exterior en r = 7, + 27k El camino més directo para hacerlo es el siguiente.
Escribamos el comportamiento a primer orden de la soluc10n en el interior en la forma:

2 —Vk Vi
60 2 auvp (L2£> +o 0P (W) aup v (g) b (451)

rho

Ahora consideremos el primer orden de la solucién exterior, término p = 0 en (420). No es dificil ver que las
ecuaciénes verificadas por las funcidnes noik (r) son exactamente las mismas que las ecuaciones verificadas
,

por la solucién interior en el limite £ — 0F. Por lo tanto, si definimos 770i () imponiendo en el IR el siguiente
comportamiento:

T
— T —Th
néfk(r) g vf <L22 ) +... (452)
entonces el pegado es autométicamente realizado con la identificacién de la normalizacién relativa Gy (w) en

(419) con la funcién de Green retardada de la CFT dual a la geometria AdSy x R, Q,(f)(w) introducida en
(441). Llevando a cabo las identificaciones, tendremos:

efiﬂ'ukF(*2Vk) T(14vk—i E3) Vk+Nf+i(E3+K) (2w)2uk

Gr(w) = F(2vk) T(l—vk—i Es) —p+M+i(E3—K)
k I'(—2wvg) F( +vp—i(W—E3) T'(14+vy,—iE3) vp+M+i(Es3— ) (47TT)2V’“ T>0
F(2vk) T(3—wvk—i(W—Es) T(1—vk—iE3) —up+M+i(Ez—K) )

(453)

Por lo tanto la funcién de Green (422) a bajas frecuencias resulta:

by (k) + b0 (k)w+ -+ (by (k) +...) Gr(w)

Gr(w, k) = af (k) +af (k)w+ -+ (ag (k) +...) Gr(w)

(454)
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8 Inestabilidades de Pomeranchuk holograficas

Resumen

Usando la descripcién hologréfica de la fase de metal extrafio, desarrollaremos un método para de-
tectar inestabilidades fermiénicas que conducen a una fase nematica. La propuesta es usar la técnica de
Pomeranchuk sobre fermiones débilmente acoplados en un espacio-tiempo curvo, como senal de inestabil-
idades anisotrépicas de la teoria fuertemente acoplada que vive en el borde. Exploramos el diagrama de
fase a temperatura cero para un valor finito del potencial quimico en el borde, variando un acoplamiento
femidnico cuértico.

8.1 Introduccién

Ha sido propuesto que la transicién de una fase normal de liquido de Fermi a una fase neméatica es inducida
via una inestabilidad de Pomeranchuk [3]. Tales inestabilidades surgen cuando un liquido de Fermi es
perturbado con una exitacién fermidnica, representada por una deformacién anisotrépica de su superficie
de Fermi, que resulta en un decrecimiento neto de la energia total. Descomponiendo la deformacién de la
superficie de Fermi en una base de arménicos esféricos, e insertando dicha descomposicién en la formula de
Landau para la energia de una excitacién, Pomeranchuk fue capaz de escribir un conjunto de condiciones
bajo las cuales un liquido de Fermi es estable. Su método puede ser generalizado a sistemas con redes o a
superficies de Fermi anisotrépicas [111]; dicha posibilidad depende de la debilidad del acoplamiento entre
las cuasi-particulas, o en otras palabras de la validez de la férmula de Landau. Esto implica que desde
la perspectiva de la fase de metal extrano, ya que la dinamica es fuertemente acoplada, la deteccién de
inestabilidades fermiénicas se hace mas dificil.

Recientemente ha sido mostrado que la descripcién holografica de una fase fermiénica homogénea cuenta
con algunas propiedades interesantes del metal extrario [109]-[118]. En particular, la funcién espectral
resultante es compatible con una superficie de Fermi con cuasi-particulas de gran vida media. Basandonos
en eso, en este articulo, analizamos las inestabilidades de Pomeranchuk de la fase de metal extrano desde
la perspectiva holografica. Usaremos la geometria del espacio-tiempo de una “estrella de electrones” dentro
en la cual propagaremos un campo de Dirac acoplado débilmente [115]-[118]. Asumiendo que los campos
en el espacio-tiempo curvado interactiian débilmente, pueden ser descriptos por una teoria de Landau en la
aproximacién de campo de medio, y por lo tanto podemos estudiar sus inestabilidades bajo la deformacion de
la superficie de Fermi. Esto nos permite tener en cuenta las inestabilidades anisotrépicas del metal extrano
dual.

8.2 Marco general

El método de Pomeranchuk para detectar inestabilidades fermiénicas en un espacio-tiempo de 2 + 1 dimen-
siones depende de la representacién en el espacio de momentos del sistema fermiénico (ver apéndice 8.6
para una introduccién). Usamos la teorfa de Landau de liquido de Fermi, que depende de una “relacién
de dispersién renormalizada” y una “funcién de interacciéon de cuasi-particulas” las cuales son obtenidas
del Hamiltoniano perturbativo o de calculos de campo medio. Este procedimiento es en general seguro solo
en el limite de acoplamiento débil, ya que la fase de metal extrafio se supone que es una fase fuertemente
acoplada, el inico camino para aplicar el método de Pomeranchuk seria por medio de una descripcién de
acoplamiento débil. La holografia provee tal dual, el precio a pagar es anadir una dimensién extra teniendo
asi un espacio-tiempo curvo de 3 + 1 dimensiones.

La generalizacién del método a un espacio curvo arbitrario no es posible, debido a la ausencia de una
representacién en el espacio de momentos. De todas maneras el tipo especial de geometria usada en holografia
tiene la caracteristica adicional de simetria traslacional en las dos direcciones espaciales que abarcan el borde.
Esto permite etiquetar los estados en el espacio-tiempo curvo con un indice de momento 2-dimensional k. A
tal indice se le agrega un indice adicional n que etiqueta el modo de oscilacién sobre la direccién holografica.
Esto implica que el espacio curvo de 3 4+ 1 dimensiones del sistema de fermiones puede ser entendido como
un sistema en un espacio plano de dimensién 2 4+ 1 con muchos fermiones etiquetados por el indice n. En
conclusién, el método de Pomeranchuk puede ser extendido a un sistema de muchos fermiones acoplados
débilmente en un espacio plano.

En lo que sigue esbozaremos los pasos necesarios para ir de una acciéon para espinores en un espacio-tiempo
asintoticamente AdS a un espacio-tiempo plano de 2+ 1 dimensiones para un sistema de multiples fermiones.
Luego construiremos la teoria de Landau relevante para tal sistema y aplicaremos el método de Pomeranchuk
a éste. La accion en un espacio curvo en 3+1 dimensiones y la métrica de fondo serdn presentadas en la seccién
8.3. Las etiquetas para los estados fermidnicos en tal espacio corresponden al momento en dos dimensiones,
las especies fermidnicas y el espin, son introducidas en la seccién 8.4, en la cual la ecuacién de Dirac libre
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es resuelta en la aproximacion WKB. Finalmente en la seccién 8.5 el Hamiltoniano resultante en 2 + 1
dimensiones es presentado, y partir de éste la interaccién de Landau y la relacién de dispersién normalizada
son obtenidas via un calculo de campo medio. Con estos elementos, la construccion de Pomeranchuk es
imitada, resultando en un conjunto de condiciones de estabilidad. Evaluando tales condiciones para la
interaccién (458), se espera que en alguna regién del espacio de constantes de acoplamiento se viole alguna
de las desigualdades de Pomeranchuk, originando una superficie de Fermi anisotrépica donde la invarianza
rotacional estd rota dando lugar a una fase nemaética.

Solo los pasos mas relevantes de los célculos se muestran en la parte central del articulo, los detalles se
presentan en los Apéndices.

8.3 Espinores acoplados en un espacio curvo

Trabajaremos sobre un geometria genérica de la forma:

dx? + dy?
ds? = L2 <— F(2)df? + g(2)dz> + “””;y) (455)
con un campo electromagnético dado por:
L
A= % () dt (456)

Aqui f(z2), g(2) and h(z) son funciones de la coordenada hologrifica z. Una eleccién particular de tales
funciénes determinan el fondo que usaremos, el cual es una solucién de las ecuaciones de Einstein con una
posible contribucién de materia al tensor de energia-momento. El borde esta localizado a z = 0 y la geometria
se extiende en el IR en la direccién de z crecientes. Las secciones de z constante corresponden a un espacio
euclideo de dos dimensiones. Para pequenos valores de z las funciénes de la métrica son elegidas para que
asint6ticamente tiendan a la métrica de AdS: f(z) — 1/22, g(z) — 1/z2. El potencial eléctrico tiende a
h(z) — z+ ho donde la constante aditiva hg es determinada en términos de los otros pardmetros imponiendo
adecuadas condiciones de regularidad en la dimensién extra. Ejemplos especificos de este tipo de geometria
son: agujeros negros cargados [109], estrellas de electrones [115]-[118], asi como estrellas de electrones a
temperatura finita [119]. En este trabajo mantendremos el formalismo lo mds general posible pero teniendo
en mente que lo aplicaremos al espacio-tiempo de [115].
En la geometria (455) propagamos un campo espinorial de carga ¢, de acuerdo a la accidn:

S = /d4$ (&6 (]-—‘]\/I,DM)&Twa + T&c‘r’aa’ w:r-ﬂ/f;ibal/fa') (457)
donde Dy, representa la derivada covariante en espacio-tiempo curvo y contribuciones de calibre, I'* son las
matrices de Dirac en un espacio tiempo curvo, con los indices M = t,z,y, z, y las ¢ son indices espinoriales,
que corren de 1 a 4 y donde una suma siempre serd entendida cuando los indices se repitan. El tensor
invariante de Lorentz T55/,, tiene 4 indices espinoriales y estdado por:

5 5 b
Tovioo = Gi105ig 50 + 9205, o0 + gananl's, To,
5ths 1
+ gl leTey = 595 (PTIE®) 50T (o )0

(458)
Aqui I'* son las matrices de Dirac en el espacio tangente con el indice a,b = 0,1,2,3 donde de nuevo
una suma es siempre intentada siempre que el indice se repita, ['** = I'*I'* and Tl = [ T?]. Esta es
la interaccién cudrtica fermidnica covariante mds general que puede ser escrita en un espacio curvo [116].
Depende de cinco coeficientes (g1, . . ., g5), donde g; controla la interaccién densidad-densidad, go la densidad

quiral-densidad quiral, gs el acoplamiento corriente-corriente, g4 el corriente quiral-corriente quiral, y g5
controla el acoplamiento cuadratico en el tensor de corriente quiral.

En lo que sigue descompondremos el campo espinorial en modos fermiénicos libres y reescribiremos la
dindmica en términos de ellos. Resolviendo la dependencia en z en el limite semi-clésico, interpretaremos el
sistema de arriba como un sistema multi-fermiénico en un espacio plano de dos dimensiones.

8.4 Estados fermiodnicos libres en la aproximacion WKB

Para encontrar una base para descomponer nuestro campo espinorial necesitamos resolver las perturbaciones
fermiodnicas libres que satisfacen la ecuacién de Dirac

(TMDy —m) s =0 (459)

oo
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Imponiendo una solucién normalizable con condiciones de borde tipo hard-wall (“pared dura”, HW) en el
IR, después de separar variables, la solucién general de esta ecuacién puede ser escrita como:

=3 o (Y7 ()€™ (460)

ank

en términos de autofunciénes wZnE(z), con a = #1 un indice de espin, k un momento bidimensional en
el plano zy, y n un indice (genéricamente discreto) que etiqueta las soluciones de la ecuacién dependiente
de la coordenada z. Ya que la ecuacién de Dirac es rotacionalmente invariante en el plano zy, podemos
concentrarnos en las soluciones con un momento que apunte a lo largo del eje = positivo, desde la cual todos
las otras soluciones pueden ser obtenidas via una rotaciéon. En otras palabras, tenemos

P? 2(2) = Dog(0)9 81 (2) (461)

ank

donde D(6) es una zy matriz de rotacién en la representacién espinorial, que mapea el eje x en la direccién
de k que forma un angulo 6 con este. Se escribe como

D,5(0) = cos = o (550 + sm o rey (462)

Todas las componentes espinoriales 97 ,(z) con 0 = 1...4 pueden ser escritas en términos de una unica
funcién ¢k, (z) que satisface una ecuacién de Scrhodinger efectiva con algin potencial efectivo complicado.
Tal ecuacién puede en principio ser resuelta numéricamente como en [118], pero para nuestros fines sera
suficiente usar el limite WKB presentado en [117] adaptado a nuestras condiciones de borde de HW (ver
Apéndices).

Las frecuencias w,, (k) son elegidas para que satisfagan la condiciones de cuantizacién de Bohr-Sommerfeld:

de\/ k)+h(z))* —22k2—m? = (n—i)ﬂ (463)

donde z,, es la posicién del HW y v = ¢QL/k. Ecuacién (463) es vélida en el caso de un unico punto
de retorno como es explicado en [117], para grandes valores de . Si el potencial efectivo de Schrédinger
desarrolla tres puntos de retorno las correspondientes férmulas se vuelven més complicadas.

8.5 Interacciones de fermiones en el espacio-tiempo holografico.

La descomposicién (460) nos permite reescribir la dindmica como un hamiltoniano en la segunda cuan-
tificacién para miultiples fermiones en un sistema bidimensional en el cual el indice n denota especies de
fermién. En efecto, si en la expansién (460) promovemos los coeficientes c_, ;: a operadores e la insertamos
en el hamiltoniano obtenido de la accién (457), obtenemos (see Apéndice 8.13):

(F+a) (K~ @)FR 1 t
H/’}/ an omk Cank + Z T&ﬁa n’ana’'n’ can(k-l-q')ca’n’(k' 9 ConkCorntir (464)
kan kk/*

&ﬁa/ﬁ’ana/n’

donde ¢! qes el operador de creacion de un fermién del tipo n con momento k y espin «, y ¢, - es el operador
an
de aniquilacién correspondiente Vemos que las frecuencias w, (k) juegan el rol de relacién de dispersién.

i . . .7 . .7
Por otro lado el tensor Tclfsak’fl on o/ contiene la informacion acerca de la fuerza de la interaccién, y puede
ser obtenida contrayendo el tensor de interaccién en espacio de posicién Tz5/,, con los autoestados de
fermiones libres ¢, -(z) (ver Apéndice 8.13). Hacemos notar que hemos re-escaleado por un factor v los

acoplamientos: g1 ...957 = g1...79s.

Dado el hamiltoniano (464), el estado base estd caracterizado por un cierto conjunto de ndmeros de
ocupacién N_ =, y una excitacién puede ser considerada como variaciones de tal conjunto: dN_ . De
acuerdo a la teoria de Landau del liquido de Fermi, la energia de una exitacion se escribe como

!

5E/~y=/d2kean( )ON i + 5 /koko Janarm (K, k') SN,

ank

#ON

a'n'k’

(465)

donde €4, (k) es la “relacién de dispersién renormalizada” para las cuasi-particulas y fonam/(k, k') es su
“funcién de interaccién”. Siguiendo [86], estas funciones pueden ser escritas mas o menos directamente de

112



kk kk/ sz . .z . . .
wn (k) y TFEEE, . En nuestro caso, la funcién de interaccién tiene una dependencia angular particular-

mente simple, que puede ser descompuesta como (ver Apéndice 8.13):

fana’n (k k ) om,a’n (k7 k/) + féna’n’(k7 k/) COS(G/_ 9) + f;na’n’(k7 k/) Sin(el_ 9) (466)

en términos de los llamados “parametros de Landau” cuya forma explicita es :

zy
ana’'n’ (k k ) = Z (T0102[0304] - _T0152[03&4 Fig 4]F5502)

0i0;
4

v / Ao =G B (VD (20T (20 (2)

ana’'n’ (k k) = Z (T0102[U3U4] +T0102[‘7304 iya“]rig 2)

0;0;
3 4

<[ AT e (I ()

Y Y
an arn (K, K = Z (Ta102[0304rg4o4] TU102[‘7304]F0202)

0i0;
4

/ Ao/ =G B (VDT (2 s (20 (2)

X

(467)

Por otro lado, la relacién de dispersién renormalizada puede ser obtenida dentro de una aproximacion de
campo medio como:

604”(];) = Z fana n’ E7 E/) a n’k’ (468)
a'n'k'
1
N,z = ——— (469)
1 + e_Bgan(k)

Estas ecuaciones acopladas deben ser resueltas auto-consistentemente. El parametro 3 representa la inversa
de la temperatura del bano térmico con el cual los fermiones estan en equilibrio, que en nuestro caso
identificamos con la temperatura del “espacio-tiempo curvo”. Ya que estamos trabajando con una solucién
de temperatura nula, tomaremos el limite 3 — 0 y la funcién N_, - se convierte N_ = H (—€an(k)) donde
H(x) es la funcién paso de Heaviside que se anula para < 0y toma el valor 1 para = > 0. Podemos definir
el “momento de Fermi” k%* de la componente « de espin del modo n como €4y, (K1) = 0. Esto nos permite

reescribir las ecuaciones de auto-consistencia (468)-(469) como condiciones sobre el momento de Fermi:
)+ Z / AR'K' faparne (K R =0 (470)

Notemos que la condicion de existencia de k}ik pone un limite superior en el nimero de modos: n < Ny,
que necesitamos que sea considerado en la suma. Modos tales que €4, (k) > 0 para todo k , no contribuye
a la formula (470). De aqui usando la férmula de Landau (465), los célculos usuales de Pomeranchuk se
aplican (ver Apéndice 8.15), y entonces podemos ver directamente que el estado del sistema resulta inestable
si cualquiera de las siguientes condiciones es violada:

YN |ker (5%@/”/ yomken fl (ke kY ))‘N >0 (471)

X
YN |ken (5%&%, ok fe (ke kS )) ‘N >0 (472)

X

VN - ]%;ﬂ (5ana,n/ L S ))
— TR (i (RE R - f(iw an(k%”,k%” ). >0
XN

(473)

donde | |nxn es el N-ésimo menor principal dominante, que es el determinante de la sub-matriz N x N de
la esquina superior izquierda, N = 1, nmyq,- Estas condiciones son ficiles de implementar recursivamente, y
nos permiten construir un diagrama de fase como una funcién de los parametros del espacio-tiempo curvo y
los acoplamientos.
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8.6 Apéndice D1: el método de Pomeranchuk

Ya que los calculos de Pomeranchuk no son usados extensamente fuera del contexto de la materia condensada,
daremos en esta seccién una breve introduccién a los mismos. Nos limitaremos al caso de dos dimensiones
que es el que nos interesa. Explicaremos el método para un tnico fermion, la generalizacion para multiples
especies de fermiones es dada en el Apéndice 8.15.

Dado un fermién en dos dimensiones a temperatura cero con una relacién de dispersién €(k) (en la cual
incluimos un posible potencial quimico), su superficie de Fermi es definida en el espacio de momentos por
la relacién e(kr) = 0. En el estado fundamental todos los estados con momento k < kp estdn ocupados
n(k) = 1, mientras que una deformacién de tal superficie de Fermi tiene una energfa a acoplamiento débil
dada por la féormula de Landau:

SE = [d®ke(k)on(k) + % /d%d%’ F(k, E"on(k)on(K') (474)

donde f(k, k') es la llamada “funcién de interaccién” que parametriza la interaccién entre cuasi-particulas
con momento k y k', y la variacién dn(k) = 0, %1 en los ntimeros de ocupacién del estado con momento k

puede ser escrita como: . .
on(k) = H(—e(kj) + 5g(k)) — H (—¢(k)) (475)

donde H(z) es la funcién paso de Heaviside que es 1 para valores positivos de x y 0 para valores negativos

de z, y dg(k) es una funcién auxiliar que parametriza la deformacién de la superficie de Fermi. Usando la
expansion de la distribucién de la Heaviside H podemos escribir

() = 5(~e(k)g(F) + 30 ( e(k)) S () (476)

(este es un boceto de célculo, si el lector no se siente confortable con el mismo, el cdlculo puede ser repetido
reemplazando H (z) por la distribucién de Fermi F(z) = 1/(exp(8x)+1) y entonces tomar el limite 5 — c0.)
Cuando reemplazamos esto en (474), las funciones delta de Dirac fuerzan el integrando a ser evaluado en
e(k) = 0, a saber en la superficie de Fermi. Usando coordenadas polares en el espacio de momentos (k, 6),
esto implica que la integral sobre el momento desaparece y el integrando es evaluado a k = kr, quedando
solo una dependencia angular:

s =12 [asgtor-rhn [a0ar 0~ 150500 (a77)

donde f(6 — 6') es la funcién de interaccién evaluada en la superficie de Fermi f(kp,0,kr,6’) que debida
a la invarianza rotacional, puede solo depender de la diferencia 6 — ¢’. Usando una base de funciones
{cos(m@), sin(mb) }men, podemos hacer la siguiente descomposicién:

FO—0) =" (f"cos(m(0 —6")) + fI"sin(m(6 - 0))) (478)
y
5g(0) = > (8gy cos(mb) + 5g.* sin(mo)) (479)
m=0

Remplazando esto en la energia de la excitaciéon obtenemos:

> (6977 +8922) (1 4wk 1) (480)

7TkF

0E = ﬁkp5g22(1+27rkpf£)+ 5

Vemos que la energia de una excitacién termina escribiéndose como una forma cuadratica en los pardmetros
de la deformacién. Para tener un sistema estable, JE tiene que ser una cantidad positiva para cualquier
posible excitacién, o en otras palabras para cualquier valor posible de dg(f). Esto implica que la forma
cuadratica definida arriba debe ser definida positiva, de donde obtenemos las condiciones de estabilidad:

L+2rkpfo>0 5 VYm>0: 1l+7kpf" >0 (481)

Si alguna de estas condiciones son violadas el sistema se vuelve inestable. Notemos que los parametros f"
desaparecen completamente de los cdlculos. Los parametros fI* son llamados los “parametros de Landau ”
del liquido de Fermi.

El procedimiento de arriba puede ser facilmente generalizado a muchas especies de fermiones, el resultado
es también una forma cuadratica no diagonal en las componentes de espin y en los indices de especies. Los
detalles son dados en el Apéndice (8.15)
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8.7 Apéndice D2: estados fermionicos libres en el espacio-tiempo curvo holografico
La métrica del espacio-tiempo tiene la siguiente forma general:

dz? + dy?
ds® = L? (—f(z)dt2 + g(2)dz* + :E;;y) (482)
con campos de calibres dados por

At:%h
K

(2) A;=0 (483)

La métrica puede ser generado con los vierbein:

e =19 €z =1Lvg(z) (484)

J_Lgl
€ = ;61
Ccomo:
€SN Mab = guN (485)

Aqui los indices latinos en mintuscula a,b = 0,1,2,3 indican las direcciones del espacio tangente, cuando
ellos aparezcan explicitamente subrayados, y los indices latinos con mayuscula A, B = 0,1, 2,3 indican las
direcciones del espacio-tiempo. Los indices espaciales estdan indicados como 7,5 = 1,2 (respectivamente
4,7 =1,2 ). Los inversos de los vierbein estdn dados por:

1
L/ f(2)

t_
ep =

z _ 1
2 Ly/g(2) (486)

= €

M
€q

e
¢ =19
Los simbolos de Christoffel resultantes se escriben:

1
TRiv = igNS (9rs,M + 9MS,R — 9RM,S)

1NS

1
= 39 (9Rs,20M= + grs,20R:) — §gRM,ngZ (487)

0 mas explicitamente:

1 1
Iy = igttgtt,z(;Nt(st - igzzgtt,zéNz(;Rt
/ /
- Il N, — J2) N6,
%f (2) 2g§Z)
I‘gi = igiigii,z(sNi(SRz - ig“gii,zéNZ(SR,-
1 1 )
— 751\]26 L *5]\“5
239(2) Ri o Rz
1 1 1 .. )
ng _ igttgtt,z(;Nt(;Rt + igzzgzz,szzéRz + §g“gii,z§N15Ri
f'(2) cne 9'(2) v 1 ni
= 07"0 5N 0R, — —0Mop; 488
27(z)° Mg TR0 OR (488)

Concluimos que:

(489)
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La conexién de espin puede escribirse como:

Mis explicitamente:

b Nb b N
wiy = eyome "’ + e‘}\,eR Teum

ab a zbyt a tbpz
wy” = eye”T, +ele T},

((Sagébg _ 5(15617;) fl<z)

2y f(2)9(2)

Concluyendo que las componentes no nulas son:

tz 2t _

Wy = —Wy

Wi’ = el T 4 ele T,
- ; 1
_ (6ag5bg _ 5(1151@)
2%\/9(2)
w® =0
!
21 iz 1
iL ‘*’7:*‘*’7:27 wg‘b:()
2¢/f(2)9(2) 22\/9(2)

8.8 Apéndice D3: la ecuacién de Dirac

La ecuacién de Dirac en un espacio curvo se escribe:

(TMDy —m) =0

donde la derivada covariante estd dada por:

Aqui I'®® = Z[I'*; T"*] donde T

I'*D,

D,

T'D,

1 .
Dy =0 + Zwaerab —iqApm

(490)

(491)

(492)

(493)

(494)

son las matrices gamma en espacio plano. Escribiendo parte por parte:

= eI'0,
1
_ 20,
Ly/g(z)

. 1
= eZaF“ (81 + 4wabifab>
. 1
— ir&ai - Tz
L zL\/g(2)

1
eZFa (8,5 + zwathab — ’Lth>

1 " .QQL fl<z) z
——=I*| 0y —i——h(z — =1
L,/f(z)F ( w )> +4Lf(Z)\/@F

Usando lo de arriba obtenemos:

<1rz (az _ % MG ) N 1(z>rt (at - iqiLh(z)) + 20, — mL) Y =0

9(2)

4f(2) f

Esta es la ecuacién de Dirac que tenemos que resolver para nuestro espinor ).

Ahora si re-escaleamos:

obtenemos:

1
——_T%9,
( V9(2)

Separando variables como:

+ \/%rt (at - tiHLh(z)) + 2D, — mL> =0

q/;(t’zi’z) _ ei(kixi_wt)d}];w(z)
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tenemos:

+ 02Dk — mL) Yz (2)=0

<¢ ). ¢t< )

Podemos usar la invarianza rotacional en el plano zy para escribir R;;k; = d,k donde kt =

y:

cosf sinf
R = ( —sinf cosf >
En términos de los espinores tenemos que:
Vi, (2) = D0 (2)
donde DI6] es la matriz de rotacién en la representacién espinorial:
_orzy

Dl =e"2

Ademas: T2Y = T'2TY satisface (I'%¥)? = —(I'2)?(I'Y)? = —1, lo cual implica:
0 0
DI[f] = cos = — I'Z¥ gin —
2 2

La ecuacién (500) entonces se escribe:

1 7 qQL .
2o, — It ——h(z 1zkI’E — mL w(z)=0
<g@ o (o ) + )wk”

Definiendo los proyectores:

I, = = (14 (~1)°T2rtre)

L\:\H

con o = 1,2, y los campos proyectados

Vakw(2) = Hathre(2)

obtenemos:

(F . F (4—QO( ))—i—iszz—mL)wa;m(z):O

Tomando la siguiente definicién de las matrices gamma:
z g3 0 ¢t _ iUl 0
r - < 0 g3 ) "= ( 0 iO’l >
z —09 0 v _ 0 g9
e (Ta) re(a b

los proyectores se escriben:

M, =

N
S
=
+
—

I
—_
—

Q
7N
|
o5
X
[\v]
—_
[\v]
x <
()
S~
"
|

y por lo tanto:

oot = (1) o= a2y )

Esto nos permite escribir:

o3 9, o1 w qQLhz ink(— anmL) o (L) —
<\/9(7) +m(+ K ()>+ (=) kw(2) =0
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(505)

(506)
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(508)

(509)

(510)

(511)

(512)

(513)



Siendo una ecuacién de primer orden con condiciones de contorno definidas (ver Apéndice 8.9), de (513) se
sigue que:
O} (2) o Ly (2) (514)

y por lo tanto podemos concentrarnos en lo que sigue en solo una de las proyecciones, por ejemplo a = 2.
Definiendo:

2 [ Pro(2)
Q)kw(z) = < QS%QJ(Z) ) (515)
obtenemos:
(—gl(z)az - mL) P (2) + ( ;(Z) <w + qiLh(z)) - zk) Pio(2) =0 (517)

8.9 Apéndice D4: condiciones de borde

Cerca del borde, f(z) ~ g(z) ~ 1/2% y h va a una constante hg, y las ecuaciones toman la forma:

(20, —mL) ¢5,(2) + 2 (w + qQTLhO + k:) #3,(2) =0 (518)
(20. + mL) 62, (2) — 2 (w + 19, - k) B (z) =0 (519)

Escribiendo:
Dpeo(z) = Az® (520)
i (2) = B2’ (521)

obtenemos:

(a —mL) Az + (w + qQTLho + k) Bzt =0 (522)
(B+mL)BzP — <w + qQTLhO - k> Azt =0 (523)

En orden para obtener valores independientes de A y B necesitamos asumir que el determinante se anula:

2L 2
(o —mL) (B +mL) 2P 4 <<w + qﬁm) - k2> oA (524)
— (a—mL) (B+mL)z*F =0 (525)
de donde obtenemos a« = mL y 8 = —mL. Imponemos que la soluciéon no normalizable se anule en el borde
(UV):
9%, (0) =0 (526)
mientras que en el IR imponemos como condicién de borde un HW en z,,:
¢Ilcw (2m) =0 (527)
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8.10 Apéndice D5: ecuacion de Schrodinger efectiva

Llamando v = ¢QL/k y re-escaleando w = yw, k = 'yl% v mL = ~m tenemos que:

1 1 .

—0, —ym | dr, (2 — (@ z z 2 (2) =

(W y )%()w( 5 @A) k)m) 0 (525)
1 1 N

——0, —ym zwz w4+ h(z)) — zk 1“2 =

Resolviendo para qﬁzw:

k() — A0.0,(2)

$(2) = : (530)
o (\/% (@ +h(2)) + zk>
y reemplazando:
1 ) \/ﬁazqﬁ}m(z) 2 — f(lz) (@ + h(z))2 + 22k2 1 5 m
We(z) ﬁ(dz+h(z))+zl§ |7 ﬁ(wmg))ﬂfc * 9(z) ﬁ(amg))ﬂk

Definiendo las coordenadas como:

du = ( L (W+nh(z)+ zl%) Vg(z)dz (532)

tenemos:

~2 1 (~ 2 27.2
1 5 m® — w0 (W + h(2))” + 2%k
okt + | | s | ¢k Gw) =0
() ( ]} = (@+h(=) + zk)
V(u)=Vi(u)+vVo(uw)
(533)
o0 sea, la ecuacién de Shrodinger efectiva:
1
(-222+ V(W) ehutetu) =0 (534

Es fécil chequear que para z — 0 tenemos u ~ (@0 + ho + lAc)z Por otro lado para z — oo tenemos
u — ©2"72 ), /goo(z + 1) — oco. Entonces nuestras condiciones de borde se escriben:

Pro(2(0)) = 0=}, (2(0) (535)
P (2(um)) = 0 (536)

donde u,,, es la localizacién de nuestro HW en la variable u. En términos generales, esta condicién de borde

implica una condicién de cuantizacién de la forma & = @, (k) con n un indice discreto. Entonces el indice &
en nuestras soluciones serd reemplazado por el indice n.

8.11 Apéndice D6: forma general de la soluciéon
Haciendo uso de (530) podemos escribir:
P (2)
Pho(2) = | vmslo ()~ —A=0.0k.(2) (537)
(@)
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y entonces por (514) y (512) tenemos:
Selu()

1_(_1)a Wﬁaﬁl,kw(Z)—\/%azqﬁl,m(z)

2 V(S @nen-2k)
Vakw(2) = 1+< v o (538)
kw

1+(—1)® Vmﬁbiw(z)* ﬁliazd)iw(z)
2
<W(w+h(z))+zk)

Ahora usando (502) obtenemos:
HEelu()

1_(_1)a 7m¢1_kw(z)_\/%az¢l_kw(z)
2
cos 8l sinfly (A @nn-5t)

w(xkiw(z) - (539)

') 0 1+(=1)% ;1
sin 51ax2 cos 51ax2 b, (2)

L (= 1) Y70k ()= 2=0:01,(2)
p

’y(\/T(erh(z))Jrzk)
Teniendo en cuenta la cuantizacién de la frecuencia, la solucién general de la ecuacion de Dirac puede ser
escrita como: .
ik
-CL' Z, t Z Cank ’(/}ank ( ) ¢ (540)
ank;

con:

G gL, (2)

1—(—1)* 7m¢£kn(z)*\/l—3z¢£kn(z«)
2
cosglgxg singlgxg (\/T(wn(k)+h(z)) Zk)

_sin @ 2] 1+(=1% 11
s 212><2 Ccos 212><2 f(bkn(z)

1+( 1)04 Wm¢kn(z) \/78 ¢kn(z)

2 +h(z))+zk>

\/T (wn (k)

donde ¢}, (2) = ¢}mn (k)(z) con wy, (k) cuantizado de acuerdo a las condiciones de borde.

8.12 Apéndice D7: solucion WKB

Escribiendo la ecuaciéon de Shrodinger efectiva como:

(=202 Viw) + %600 ) éha(o(a) = 0 (542)
podemos definir:
Dro(2(u)) = 75 (543)
obteniendo:
—025(u) — 7 (9uS(w)? + Vi (u) +Vo(u) =0 (544)
Escribiendo:
S(u) = So(u) + %Sl(u) (545)
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obtenemos:
2 Lo 1 ’
—auS()(U) — gauSl (u) - 8uSQ(U) + ;81“5’1 (u) + Vl(u) + ’}/Vo(u) =0 (546)
Reordenando potencias de v tenemos:
1
v (Vo(u) — 84S0 (u)?) — 9250 () + Vi (u) — 20,50 (1) S1 (u) — 5 (9251 (u) + 0,51 (w)?) =0 (547)

En el limite v > 1:

¥ (Vo(u) = 0uSo(u)?) — 8550(u) + Vi(u) — 20480 (u)9u 81 (u) = 0 (548)

que implica:
Vo(u) = 8,So(u)? =0 (549)
—0280(u) + Vi(u) — 20,50 (1), S1(u) =0 (550)

La primera de estas ecuaciones puede ser resuelta como:

So(u) = :I:/u du~/ Vo (u) (551)

Uo

con u, aun indeterminada. Reemplazando en la segunda tenemos que:

0,/ Vo (u ) + 21/ Vo (1), 51 (u (552)

que implica:

S1(u) = —log Vi (u / (553)
\/VO
donde ¢ es una constante. Entonces:
u Vi (w) (% du w Vi (w)
A (s vo(u)+2¢lvm)+ A di (Wt e ) (554)

Vo' (u) Vo' (u)

Notemos que ya que estamos tomando el limite v > 1, el segundo término en los integrandos pueden ser
omitidos:

¢kw _ 'yfuo dur/ Vo (u) + "?— —y f:o dur/ Vo (u) (555)
VoZ (U) Vo' (u)

Mantendremos esta expresién como esta para Vp(u) > 0, pero en la regién Vo(u) < 0 escribimos:

o = VAZ )e” J, dun/ Vo ()] Vfil( )e’” 2 duy/TVo(w)] (556)
o (u o (u

La solucién de arriba tiene una divergencia obvia a Vp(u) = 0. Identificando u, con un punto de retorno,
podemos expandir la ecuaciéon de Schrédinger en su vecindad como:

*%33¢kw(Z(U)) + (Vi(uo) + (Vi (u0) + 7V5 (1)) (1t — 10))) Pk (2(11)) (557)

En el limite v > 1 obtenemos:
1
—;53</>kw(Z(U)) + V5 (o) (= o) s (2(1)) (558)
Una base de soluciones son las funciones de Airy:

Do (2(1)) = A Ai (’y%VO/% (o) (1 — uo)) + AgiBi (y%vo’%(uo)(u - uo)) (559)
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Resumiendo tenemos:

ATl Vo) AT J /TG Vo(u) >0
; T
Vot (u) Vo' (w)

Ok =3 Anidi (VG (o) (u = o)) + AgiBi (VAVEF (o) (u = ) ) Volu) ~ 0 (560)

AT v [ du Vo) _AS =iy [ duy/[Vo(w)] Vo(u) < 0
1 1
Vol (w) O]

(esto es para el caso de un tinico punto de retorno, cuando mas puntos de retorno estan presentes, necesitamos
un andlisis mayor).

Usando las expansiones asintéticas de las funciénes de Airy, podemos decir que:

AL 1 I, du/Vot) 4 AZ v [, duy/Vo()
Vot (w)

I Vo(u) >0
V04 (u)

1 3 1 3

—2,1)% —up)d 2,12 —uo)3
VT %v'le(l ) (u—uo) T (%AAie 37V0 2 (no)(umuo) 2 4 Ape37Vo 2 (o) (umuo) )
Ty o U ) (u—up

T
Ghw = AuAi (’y%Vd%(uo)(u—uo)) + Ap;Bi (W%Vd%(uo)(u—uo)) Vo(u) ~0
1
oot  (Aarsin (3211 (wo) ? (fu— ol + 5) + Apicos (~391V0 (o) fu — ol + §) )
VA0 VT () (u—uo) 4 ’ ! ’ !
< . oy < . ~u
v iy /ol A =i [, duy/IVo(w)l Vo(u) <0
Vo4 (u) V04 (u)
La integral en el exponente de la primera linea puede ser expandida cerca a u, como:
“ p 1 2 1 3
£y [ duy/ |V (uo)llu — uol® = F g7V 0(uo)| 2w — uol? Uo < U (561)
Uo

Lo mismo es cierto en la dltima linea:

u 2 1
ﬂf/du\w@mmf%ﬁ:i?megMuf%% Uo > U (562)
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Con estos podemos escribir:

AT 1 I, du/Vot) y _AZ = [, duy/Vo()
Vol (w) Vot (w)
1
A> 2 % 3 A> 2 13 3
N S—— S ORI ST 41 (ORI CE)
Vot (uo) (u—uo) 4 Vot (uo) (u—uo) 4
1 1 -2 v/%(u Y(u—u )% 2 V’%(u ) (u—u )%
T s T §AA'L'€ 37Vo o o _;’_ABie;;’Y 0 o o
Vmy 6 Vo/ 12 (uo)(u—wuo) 4
/[\
Gro =13 AniAi (W%VO’% (o) (u — uo)) + ApiBi (V%Vo’% (o) (u — uo))
1
1 S 2 V' % % ;T 22 V' % %
T T (ABz_ZAAz) eZZ@Z§’YI 01(uo) 2 Jlu—uo| +(AB7,+ZAAZ) 6711671§7| 01(uo) 2 Jlu—uo|
2/ 6 Vg 12 (o) (1) 1
B S F{\CIE (I S o= 21V (o) fu—uio| 3
Vol (uo)(u—uo) 4 Vol (uo) (u—uo)
/l\
AT g iy du/ VoGl A iy [, duy/IVo ()]
Vol (w) Vot (w)
y entonces vemos que:
Vi
U
A> = %Am (563)
+ 1 1
2TV (u,)
1
Vi (u
prap—d C7) R, (564)
VY Vg2 (uo)
Vi
u . %4
Af =W g6t (565)
2TV (uy)
1
Vit (u , .
Af = —01 ( 12 (ABi =+ ZAAZ‘) 6_ZZ (566)
2TV (u,)
Podemos establecer formulas de conexién:
1 x
< > o> z
45— <2A_ _ ZA+> i (567)
A<= (Laz viaz) e 568
S = 5 ) T)e ( )

Ahora, para imponer nuestras condiciones de borde, notamos que para u — 0 tenemos Vy ~ m?/u? > 0,
entonces estamos en la regién Vj > 0, y la solucién se escribe como:

A> iz [ Vmlty 4> T ||+ 3
hutetuy = e (1) Ty Ao (1) (569)
| \o |\ o
Dado que el enlace BF para espinores como 7| = |[m|L > § nuestras condicién de borde ¢y, (2(0)) = 0
entonces implica A~ = 0. En las formulas de conexién esto implica:
AT = —iAZe' (570)
AS = iA7e'E (571)
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Entonces la solucion se escribe:

ih’ e Ju, dun/Vo(u) Vo(u) >0

Vot (u)
Dhw = (572)
sin (7] dun/[Vo ()] + g) Vo(u) < 0

vi()

Ahora tenemos dos posibilidades: que el potencial tenga un solo punto de retorno y entonces la solucién
oscilatoria se extiende al HW o si el potencial tiene dos o méas puntos de retorno y entonces méas conexiones son
necesarias. En cualquier caso para satisface las condiciones de borde en el HW ¢4 (2(uy,)) = 0 imponemos

lo siguiente:
Um, 1
7/ du/|Vo(u)| = (n - 4) ™ (573)

Esto no es mas que la condicién de cuantizacion de Bohr-Sommerfeld. Notemos que puede ser verificada
solo para valores discretos y reales de w = wy,(k;). En términos de nuestras variables originales z se escribe:

’y/zm dz\/@ ﬁ ((:J i h(Z))2 B 22]%2 —m2 = <1’L _ i) T (574)

Entonces los valores correctos de w, (k) son seleccionados satisfaciendo estas condiciones. Notemos que wy, (k)
es invariante bajo kK — —k. En consecuencia, las autofunciénes qS,lm(z) estan dadas por:

T @the)+aE I o9 [ s o () FR() P+ 222 Vo(ur) < 0
(7?L2—W(L;.z-‘,—h(z))2-‘r22fcz)i 0
= A7 x 579
s (h(2)+2h

|

poin (127 do /T 7 () + hCE))" = 202 =i+ ) Vo) >0

(755 (@+h(2)?—22k2—m2) T

donde Ai es una constante determinada por la normalizacién.

8.13 Apéndice DS8: interacciones de fermiones en el espacio de fondo holografico

Con las consideraciones hechas precedentemente, podemos definir nuestro hamiltoniano libre en el formalismo
de la segunda cuantizacién como:

Hfree = Zwom ank Conk (576)

ank

Para definir una interaccién, notemos que el término de interacciéon cuartico mas general para fermiones de
Dirac en un espacio curvo puede escribirse en la forma:

’L’I’Lt - /d?’x\/ Z T0'10'20'30'4 ¢011/1 wagﬂ/}m (577)
01020304
donde los indices de espin o’s, corren de 1 a 4. El tensor invariante 15, 5,040, €std dado por:
Toi020500 = 1 (Fi)awa (F5)0204 + 92 (F£F5)0103 (F£F5)0204 + 93(F£Fa)0103 (FEFG)Uzm +
1
+g4 (FLFGFE))UNT?, (FLFGPS)UWM - 195 (FL[FQ’ Fb]r5)0103 (FE[FW Fb]rs)cmm (578)

este tensor satisface la propiedad de invarianza
T51525354 = T01020304D[9]2151D[e]:rﬂ&?D[G}USC_TBD[Q]U‘L?I‘l (579)

donde D[] es la matriz de rotacién en el plano zy definida en (503).
Poniendo la solucién general en esta interaccién obtenemos:

Z z: 2 : } : T T - -
Hint = alnlkl a2n2k? a3n3k3 a4n4k4c 1 1;}'10a2n2§2ca3n3k3ca4n4k4 (580)

alnlk! a2n2k2 a3n3k3 atndk4
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donde:

=1 - 2 3 4
Ta1n1E1 a2n2k2 a3n3k3 adniks — Loio20304 / dzdz\/ -9 ¢Z1n1l‘c‘1 (SC, Z)iljgznz,gz (:C, Z)¢Z3n3];3 (1‘, 2)7/}24"4[6‘4 (1'7 Z)

(581)
La integral en x puede ser realizada explicitamente, obteniendo:
Ta17L1E1 a2n2k2 aB3n3k3 adniks 5(k1 + k2 - k3 - k4)Ta1n1E1 a2n2k2 aBn3k3 adniks (582)
donde
TalnIEI a2n2k2 aB3n3k3 adniid T01020304D[91]2151 D[02:|l-26-2D[GS]U353D[94]04&4 X

51 52 53 54
X / dZ\/ —4g walnlk‘l (z)woﬂn?kZ (Z)¢a3n3k3 (Z)wa‘ln‘lk‘* (Z) (583)
donde hemos usado la forma de la solucién general. Entonces obtenemos

int = . , B, et t 3} }
Hip = Z Z Z Z Z Talnl(k1+¢7)aznZ(k2,®a3n3k1 a4n4k2Calnl(El+q’)ca2n2(;}’2,q')ca3n3k1Ca4n4k2

klk2gatnt a?n? a3n? atn?

(584)

8.14 Apéndice D9: aproximacién de campo medio

Ahora haremos una andlisis de campo medio de la interaccién mostrada en apéndice precedente para escribir
la correspondiente teorfa de Landau. Comenzaremos con nuestro hamiltoniano completo:

H = Hfree + Hing (585)

y definimos un hamiltoniano de campo medio como:

Hyr = Z €an (k) CLnE Comk (586)
OLTLE
Siendo la energia libre:
1
F=—glogtr (e=7H) (587)
podemos escribir:
F = —llogtr (e‘B(H_HMF)e_ﬂHMF> =
g

1
= fﬁlogtr (e*BHMF — B(H — Hyp)e PHMF +) =

tr ((H - HMF)ei’@HMF)
tr(e*ﬁHZ\iF)

= —%trlog (e7FHmrY) 4

= Fur+ (H—Hyr)yp+--- (588)

donde:

tr ((H — Hyyp)e  PHuvr)
tr (e_/BHMF )

La aproximacién de campo medio asume que cuando F' es minimizada las correcciones en (588) pueden ser

descartadas. Para encontrar tal condicion escribimos:

(H—Humrp)yp = Z (wa”(k) a ea”(ED <CLHE CC’"E>MF

ank

§ : P . . . Lot T . .
+ Z Z Z Z Talnl(k1+¢7) a?n2(k?2—q) ad3n3k! atntk? <Ca1n1(;’C‘1+q')ca2n2(fc‘2,q')ca3n3k1C(x4n4k2 MF

klk2gatnt a?n? a3n? atnt

(H = Hur)yp = (589)

(590)
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Usando el teorema de Wick podemos escribir:

i T i i
c - c - C 5 371C - =(c - c - c = C 5 37
< alnl(B14+q) a2n2(k2—q) a3n3kl atntk? MF alnl(k1+q) atndk? ME \ a2n2(k2-7) al3n3kl MF

= (el ot >Mp <Ci2n2<l€2—®ca4"4’32>MF
= 0a1040,1,40(E" + G = E)Ny1 1 1y gy Occnas 02030 (K — §— B )N 20 2 _
00103001 38(DN 1,1 7100204002040 N. 2, 272
- (5a1a45a2a35n1n45n2n352(k +G-k )—5a1a35a2a45n1n35n2n452(q)) x
X Noam g Nozn2 (i2—g (591)
Por lo tanto tenemos que:

(H—Hyp)yp = Z (wcm(k) - ean(E)) Nonk

ank

Z Z Z Z Z [ nl(k1+q)a2n2(k2—@a n3kl ainik2
k12

gotnt a?n? adn3 atnt

Gt ot Oogzegs Ot Op2nad2 (KL + 7 — k2) — 5a1a35a2a45n1n35n2n452(q-)) T P
(592)

/N

Usando las funciénes delta para colapsar las sumas (notemos que podemos regularizar la 62 en indices de
momentos que aparece en la suma de arriba imponiendo un volumen finito al espacio I y entonces tomar el
limite de volumen yendo a infinito al final de los célculos) obtenemos:

<H - HZVIF>MF = Z (Wan(k) - Ean(E)) NanE + % Z Z Z falnl a?n? (E17E2)Na1n1§1Na2n2]§2

ank kg2 alnl a2n?
(593)
donde: L R R
fa1n1 a?n? (k1> k2) = 2Ta1n1§1 a?n2k2 a2n2k2 alnlkl — 2Ta1n1E1 a2n2k2 alnlkl a2n2k2? (594)
Como Fyp = —%log[ZMF] y para sistemas fermiénicos a bajas temperaturas podemos escribir Zy p =
Z e Nonk 6&"(k) B — =14+e" (ean(E)fﬂ)
ank
tenemos:
1 -,
Fap = —glog | JT0+e 7)) = —2 Zlog (14 2o ®)
ank omk
Entonces, dentro de nuestra aproximacion la energia libre es:
P 3 (onth) = o) Nopi 5 3 503 St ne B FON N
anE k1k2 aln! a
Z log (1 + e—ﬁﬁan“)) (595)
ank

donde €4, (k) y N, 1z son tales que minimizan F' y por lo tanto satisfacen las ecuaciones de auto-consistencia:

Ean(E) = +Z Z foma nt ﬂr 1) @ nlkl (596)

k1l alnt

1
p=— (597)
ank ™ 1 o Bean(R)

Ahora para simplificar fu1,1 o202 (k', k?) comenzamos escribiendo:
[ — T T
Ta1n1E1 a?n2k2 aB3n3k3 atnikt T0102¢T;04 [01] [02] [91]0353D[92}g454 X

—4

/dzrwa nlkl( )1/104 n2k2( )wa5n3k3( )¢g4n4k4(z) (598)

X
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Luego usamos la propiedad de invarianza para escribir:

T

_ T
alnlkl a2n2k2 a3n3kl adnik2 T61026304 [02 - 01]02 2 [02 - 01]0464 X

/dzrwalnlkl( )quazn?kz( )¢Z§n3k3(’z)¢gin4k4(z) (599)

X

implicando:

4

falnl a2n2(lg17lg2) = Z 2T51525354<92 )/dz\/ w 1k1( )’(/JZQan?(z)ngnQW(Z)wglnlkl(Z>
01020304
(600)

donde la integral muestra independencia angular y definimos un tensor con dependencia angular como

T01020304 (6) = Z (T0152035’4D[9]t2 D[9]5404 - T01<_T2U454D[9]2202D[9]5403) (601)

5202
0204

El tensor que depende del angulo puede ser escrito como:
2 4 L L Yy .92 0
T51050504 (0) = Z (T01020304 - T01020403) COS ) + (T01620404FU403 - T01620304Fa404) F5502 S 3
0204

ZY ZY zy 0 . 0
01‘7203‘741_‘0404 - T010204&4F5403 + (T016204o3 - T0'162a'304) ]-—“—7202) COS 5 S111 2>

Z ((T01020304 - T01020403) (1 + COS 6) ( 01020404P;403 - T01&20304F;4U4) F§g02(1 — COS 6)

02

1
2
ZY Zy .
+ ( 01020304 0404 - T01020464F5.ZJ3 + (Tg162¢7403 — T015203U4) F6502> Sin 9)
1
2

x; zY LY
§ (T0'1020'304 - T(710'2<740'3 + (T01020404FU 453 7 T0'1620'364F5404) F6202

T2

LY zYy ZY
01020304 - 0'10'20'40'3 - (T0'15‘20'40'4F0- 453 T T01620304F5 J4> F5202> COSQ

implicando que:
Formiazn2 (B K2 = 1 o2 (B D) 4 fon g (KY E2) cos(By — 01) + f21,1 422 (K K2 sin(6y — 6;)
(603)
con:
Fhy e (B2 = 3 (T,,lamm S (T(,IMMJﬁUS - T01020304F;ZU4) Fgw)
010203045254
[ A0 s (D (e s (0 s 2 (604)
oo B8 = 3 (Toiososrs = Torososos = (ToroaoioiTatgs = ToioaoariTatos ) Tobpa ) X
010203040204
[ A0 s (D s (VO s (0 g 2 (605)
Yy
o a1 = 3 (ToiosososTstes = Toirarios Ut + (Tosarios = Tosososon) Tabs )

2 3 4
[ AoV i ()T (D6 (O s 2 (600)

Con todo esto podemos escribir la férmula de Landau:

Z / A%k € (K) ONon (K +f > / d?k / BPK fonorm (K K) ONan () SNar (K)  (607)

nan’a’
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8.15 Apéndice D10: construccion de Pomeranchuk

Usando la descomposicién:

5Nan(E) = Hl—€an(k) + ban(k)] — H[—€an(k)] =
= Hl[_ﬁan(g)]éan(l_‘;) + %Hﬁ[ Gom(];)](S (E)éa n (E/)
= d[—€an(k)an(k) + %5’[ €an ()| 0an (K)darm: (') (608)

podemos escribir la férmula de Landau como:

oF ~ = Z /d2 /d2 Ean Ean(E)] 5ana’n/5(];_ E/) + foma’n/(Ev E,) 5[_%4”(%)]5[_60""/(];/)]) x

nom «

-

X Ban (k)arns (k')

Usando invarianza rotacional y coordenadas polares en el espacio de momentos obtenemos:

0F ~ Z /dkd@/dk do’ ke(m (k)o'[— ean(]%')] 5ana/n,5(/;7 E’)+

nan’a’

kK fonarn (kK0 — 0') 6] —€an (k)]6]—€arns (K)]) Sam (K)Sarn: ()
= Z / dkdd / dk d9’ S S omarn 0(0 — 0') + kS ™ Fon arm (K& KR ™ 0 — 9’)) Son (0)8rms (6)

nan’a’

(610)

donde el momento de Fermi k%" estd localizado en los ceros de €qy, (k). Ahora descomponiendo las deforma-
ciones como:
San(0) = cL, 4 ¢S, cosf + ¢, sinf (611)

obtenemos:

5F = Z g (21{3?‘_‘” (50477.04 'n! + 27Tk fom,a n/ (k%‘n’ %/n/)) C(llnc}l/n/+

non’a’

+k%‘n (504%(1/71’ + ﬂ-k%‘/n ana’n’ (k%n7 k )) (Cfxnc(c)/n’ + szcz’n’) +
+7Tk%'nk%’ " (f(ina’n’(k%‘n’ %‘n ) fa n’ an(k%'n7 )) ancgc n’ ) (612)

Esto implica que para tener una energia definida positiva, la forma cuadratica debe ser positiva. En otras
palabras, obtenemos una condicién sobre los menores de las matrices:

VN :

K2 (Gamarms + 272" a5, 1)) >0 (613)

VN :

K2 (Gamarms + TR ™ o (15 ))| >0 (614)

vN ’2]{:?‘_‘” (50477.04 'n/ + 7Tk an a’'n’ (k%‘n’ k%/n/))
_Wk%”k%'n (f(fmo/n/(k%n’kF ) fa 'n’ an(k%n’k )) ‘NXN =0
(615)
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