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INTRODUCCICN

Ista memoria recoge alqunos de los puntos fundamentales e
inéditos cue han aparecido al iniciar un estudio sobre los mé
todos espectrales en Anélisis y, en particular, sobre los ani
llos y estructuras diferenciables Dicho estudio se ha reali-
zado kajo la direccién del profesor Dr J Sancho Guimerd y en
colakoracién con J Mufioz El camino recorrido puede seguirse
a través del articulo "“obre las &lgebras localmente convexas"
de J Mufiez y J Orteqa (Coll Math 1969), la memoria "caracteri
zacibén de las &lgebras diferenciables y sintesis espectral pa
ra m6dulos sobre tales &laebras", tesis doctoral de J Mufioz y

la presente memoria

Para centrar debidamente el tema, resumamos el proktlema
que resuelve el teorema de extensifn de Whitney Sea K un com
pacto de R? i a cada funcién de c”(R") le asignamos el desa
rrollo de Taylor de dicha funcién en cada uno. de los puntos
de K obtenemos una aplicacidén continua de K en el anillo de
las series formales en n variables Citrg)) Esta asignacién es
un morfismo de €= (R™) en c®(K,CLr£1)) cuyo nficleo Pg €s el

cierre del ideal de nulidades de K Fl teorema de extensibén de
Whitney da una condicién sobre una funcién de c®(x,ctig31) pa-
ra ocue provenca de una funcién de c (R™) In este sentido este

teorema constituye una caracterizacibén de C’(Rn)/PK = W(K),

"8lgebra de Whitney en K", pero es una caracterizacién, elemen
to a elemento, para una particular representacién del anillo
es una caracterizacién no intrinseca Despues de {11} dispone-
mos ya de una caracterizacién intrinseca de este anillo que
puede formularse asf

En la clase de &lgebras que se preeisa (0 4 ) la condicién
necesaria y suficiente para que un dlgebra A sea el &lgebra de
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n
tritney cde ur cornactc de P es cue se veraficue

1 2 estd cenerade topcldaicamente por n elerentos auto

conjucados

2 C diaconal de 2, es un 1¢eal finito caenerado de

’\I
P@CI\ Vv
3 Trara cada m, " es cerrado en AQCA y Grad. (Ag.A) es
s DA C

el anillo de polinomios en n variakles

For ctra »arte, paralelamente a la nocidén alaebraica de
Crothencdiecl cde morfismo diferenciablemente liso pouermos dar
la siaquiente definiciébn Dirermos cue el morfisro de C en 2,
2 un &lcerra de Fréchet, es diferenciable topoléaicame: te 1i
so (~are akreviar en toda la teorfa hablareros de morfismo
topolba1l amente iiso 6 t lisc) si1 se verifica

1 DA es un i1deal finito generado de Ath

2 TPara cada m, r" es cerrado en AabA, QA=DA/D§ es un

A

A-médulo proyective y Grad, (A@.A) = Simetr, (Q,)
DA Cc A"TA

Tendremos entonces cue para un &lgebra de Whitney sobre un
compacto de P”, el morfismo C » ¥ (K) es t liso Fl teorema re
ciproco no es cierto Tl capftulo II estd dedicado a cderostrar
que en la clase de &lcekras que alll se precisa el morfismo
C » A es t liso s1 y solarente si A es el cociente del anillo
de las funciones infinitamente diferenciakles en una variedad
médulo el cierre del ideal de nulidades de un compacto de la

misma

Fl método, ya consagrado, del estudio sistemdtico de los
morfismos morfismo finito, morfismo plano, morfismo liso,
tiene su desarrollo natural en nuestro contexto asi, en el
apartado sequndo del capitulo III se akorda el estudio del mor
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fismo t liso entre dos 8lcebras €1 el flecebra (A es una exten
s16r travial finita de 2, siempre en la clase de dlaekras que

se precisarén, es decir, s1 (A=Peg.A con P topolScicamente fini-
C p

tc acenerado el morfismo A — (l es t liso si y solo s1 QA es co
ciente de las funciones infinitamente diferenciakles en una va-
riedad con valores en A, mdédulo el cierre del ideal de nulida-
des de un compacto de la rmisma Puede caracterizarse tamkbien el
caso particular en cue la variedad sea P’ F1 proklera cue se

resuelve es pues del taipo cdel de la "extensidn de Vhitnevy ,pero
por medio de una caracterizacién 'a lo Celfand", para varieda-
des y conicoeficientes en un anillo €e demuestra tambien cue la
nocibn de t liso es de caracter local, con lo que se caracteri-

za un anillo que sea localrente del tipo anterior

Puesto cue los médulos cde diferenciales _QA ague nos apare-

cian eran médulos de Fréchet libres en entornos estudiamos los
mdédulos de Fréchet finito cenerados sobre L-&laebras 6 scbre
F*-&lgetras y oktuvimos la equivalencia entre éstos, los local
mente likres, los proyectivos y los planos (apartado 3 capitu-
lo I)

Fl capitulo I v la primera parte del capitulo III son, bési
camente, de preparacidn para los teoremas de caracterizacién

anteriormente citados

Fl problema de la caracterizacién del anillo cociente del de
las funciones infinitamente diferenciakles en una variedad por
el ideal de nulidades de un compacto,a partir del conocido para
un compacto de P? es un problema, en parte, de localizacién El
primer paso cue habia que realizar era el de construir una teo-
ria de la localizacibén para un tipo de &lcebras (L-8lgebras)
que, como las cque intent&bamos caracterizar, podian tener radi-
cal [Ista teorfa junto con la de localizacibén para médulos de
Fré&chet sobre tales &laebras se da en los apartados 1 y 2 del
capitulo I Se estudia en ellos la teoria general de la locali

zacidén, la localizacidn de un producto tensorial cde &lgebras,
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la localizacidn de la diaagonal y la del agraduado de PQCA por

este 1deal Tl lector excusard@ la aridez de algunas derostra
ciones, aue el cran nGmero de puntos a justificar ha hecho
inevitable FEn la secunda narte del capitulo III se vuelve
al proklema de la localizacidn para productos tensoriales de

2A-3laebras v médulos sobre las mismas

'n el primer apartado del capitulo III se estudian las de
rivaciones v cdiferenciales nara ?-alagebras de Fréchet y se
dar para ellas propiedades anélocas a las algebraicas de las

diferenciales de Kalher

Fn el capitulo IV se descriken diversos ejemplos de morfais
mos t lisos cue tienen interes en Andlisis Ffe definen los mor
fismos t lisos asociados a un fibrado trivial de base Spec(A)

y fikra " 6 una variedad, asi como el asociado a un médulo
proyectivo cue son las A-secciones de un fibrado localmente
trivial de fikra P" De esta forma la estructura diferenciable
ce las fikras se transporta a una "estructura A-diferenciable’
en las P-secciones de dicros fibrados C“e demuestra cue la A-va
riecad ce las A-secciones cel fibrado trivial de fibra una varie
dad es localmente isomorfo a un médulo proyectivo de los citados
anteriormente Como resultado rarginal y como muestra de las po-
sikilidades de estos planteamientos se observa como la demostra-
c16n del teorema de existencia de soluciones en ecuaciones dife-
renciales ordinarias da directamente el teorema de dependencia
diferenciable de las soluciones respecto a las condiciones ini-
ciales y respecto a una familia de pardmetros de las cque depen-
de la propia ecuacibén diferencial

Es una obligacibén y al tiempo una gran satisfaccién acabar
estas lineas con un recuerdo a todos los cue hicieron posible
el trabajo, en particular estoy en deuda con todos los profe-
sores de licenciatura que me dieron la formacién kdsica mate-
m&tica, con los componentes del Departamente de Algebra y Fun
damentos que aportaron cuantas aclaraciones y ayuda les fué re-



querida en forra especialisima agradezco a J Mufioz, compafie
ro de estudios, toda la colakoracibn prestada

Al profesor Dr J fancho Guimerd le debo, adem@s de todas
las directrices b&sicas del trabajo, agran parte de mi forma-
c1én de postgraduado Mi agradeciriento y el deseo de que es
ta memoria sea fiel reflejo de las ensefianzas recitkidas



CAPITULO CERO

REFERENCIAS

En este capitulo se da un resumen de algunos de los resultados
y definiciones en aue se basa la memoria Faremos uso en ella, sin
ulterior referencia a cuestiones generales sobre espacios vectoria
les topolbgicos , topologla, dlgebra y anilisis en general No obs
tante hemos creido de utilidad hacer una breve alusidn a resulta_
dos previos directamente vinculados con el contenido del trabajo
Las demostraciones y una mayor informacidn sobre todos ellos pueden
encontrarse en la biblioarafia que se cita especificamente

0 1 Referencias a la teoria de productos tensoriales en espacios

vectoriales topolbgicos

011 Topologla n del producto tensorial de dos espacios vectoria

les localmente convexos

Dados dos espacios vectoriales topolSgicos localmente convexos
(e 1l ¢ ) EyF sobre un cuerpo ¥ (cuerpo de los nfimeros reales 8
complejos) el dual de E® F puede identificarse a las aplicaciones
bilineales de EXF en K De esta forma se puede dotar a E®F de una
topologia de e 1 ¢ la topologla de la convergencia uniforme sobre
las partes equicontinuas de las aplicaciones bilineales continuas de
EXF en K Dicha topologia se llama topologfa m y es la mis fina



que hace la aplicacibén bilineal canfnica ExF — Ee¢ F continua
Esta topoloaia puede caracterizarse por la sicuiente propiedad

universal

En E® F existe una Gnica topologia de e 1 c Eg F tal que para
todo espacio G, los espacios de las aplicaciones bilineales con
tinuas de EXF en G y de las aplicaciones lineales continuas
de F@F en G son canfnicamente 1somorfas y en el i1somorfismo se
corresponden las partes equicontinuas de estos espacios

Si1 E, SN E, y Fy LN F, son aplicaciones continuas entre e

1l ¢ (respectivamente epimorfismos) la aplicacién canénica
POy ElgﬂFl — E2®T‘F2 es continua (respectivamente epimorfismo)

La completacidén de E@ F se escribe EéﬂF o simplemente E®F

Dados un sistema fundamental de seminormas (px} en E vy {gu}en
F un sistema fundamental de seminormas en EQF es
P,® qu(u) = inf (I pl(xt)qp(yx) u= I x @ yK}
A partir de agqui es f&cil probar cue si F = lam Ei y F=lim FJ

limites proyectivos estrictos, E®@ F = lim (Eia F])

Si FyF sonelc metrizables cada elemento de E®F es de

la forma ):Alxlayl con Z}A1|<fao r X —0 enEeyl—-»OenF

0 1 2 Topologia € en el producto tensorial

Dados E y F dos e 1 ¢ podemos dotar a E®@F de la topologia de
la convergencia uniforme sobre los productos de partes equicontinuas
de E' y F' A dicha topologia le llamaremos ¢ y es menos fima o
coincade con la topologla = E@F con esta topologia lo escribi
remos E@eF -

1 Ey — E, y F} — F; son monomorfismos topolSgicos de e 1 ¢
la aplicacién natural E,@.F) + E2@F; es un monomorfismo topolé-
gico



0 1 3 Espacios nhucleares

Un e 1l ¢ F se dice nuclear si para todoe 1l c¢c F , EQF es

1somorfo topoldgicamente a Fe F

Dada una sucesibén exacta de espacios y morfismos topolbgicos
(g-ue llamaremos sucesidn topolbaicamente exacta para abreviar)

06 —-E, —E, —E, ~—0

1 2 3
si F es nuclear, se tiene una sucesidn topolSgicamente exacta

0 ——’EIQF—*EZ@F-‘—"E3®F - 0
Si E,, EZ' Eqr y F son espacios metrizables se deduce, como
consecuencia del teorema del gré&fico cerrado, la exactitud topo

l6gica de la sucesidn

0 —E,&F —»zzér‘ *"E3§F — 0
Los espacios nucleares verifican las siquientes propiedades

=T conservacifn

Todo subespacio de un espacic nuclear es nuclear

Todo cociente de un nuclear es nuclear

Todo limite proyectivo de nucleares es nuclear

Todo limite inductivo numerable de nucleares es nuclear

El completado de un espacio nuclear es nuclear

Fl dual fuerte de un espacio de Fréchet nuclear es nuclear

Necesitaremos el siquiente teorema general de los nicleos

S1 Ey F sonelc de Fréchet y E es nuclear se tiene la
siguiente identidad

(EQF)'= E'@ F'
donde los duales estan dotados de sus respectivas topologias
fuertes

Un ejemplo de espacio nuclear que usaremos repetidamente es el
anillo de las funciones infinitamente diferenciables sobre una



variedad diferenciable con su topologia habitual

Las demostraciones de estos resultados y un estudio detallado
de las mismas pueden verse en {6} , en {15} o en manuales comple

tos sobre espacios vectoriales topolbgicos

0 2 Referencias a algebra conmutativa

Todos los anillos que manejaremos serd&n conmutativos

e e

0 21 Anillo graduado de un anillo por un ideal

Dado un anillo Cl y un 1deal D consideremos el anillo cociente
A= ( /D c<e define el A-médulo graduado de (I por D como la su-

ma directa

A & p/ple DZ/D3e>
que escribiremos brevemente (rad, ( (1) Este A-médulo se puede
dotar de un producto que hace de €1 una A-dlgebra mediante las
aplicaciones producto naturales

Dm/Dm+1 X Dn/Dmd Dn+m/ Dn+M+1

gi D/D2 es finito generado por e, 1€y s CraAD( (A ) es un
cociente del anillo de polinomios A[X,, X, ]  Si coincide
m+l

con &1, Dm/D son mbdulos libres de base el conjunto de las
a a

clases de representantes e,, e€), Con o)+ ta,= m



0 2 2 FCfimetrizado de un médulo

Dado un A-m6dulo M, considereros el &laekra tensorial sobre
M
AOMEO (M@AM) o (N@AMQPM) ®

El cociente de esta &laekra por el ideal enaendrado por los

elementos ml@mj-mJ@ml se llama &laebra simetrizada sobre M y lo
escribiremos °1metrA(M) €1 M es likre de dimensién n, Simetrp(M)

es i1somorfo al &lgebra de los polinomios en n variables a ccefa
cientes en A
e puede verificar cque si £ es un sistema multiplicativo en

el anillo A es cierta la i1aqualdad

(SlmetrA(M))S = c1metrz\c(MS)

€i B es un cociente de 2 se tiene el i1somorfismo de BR-mddulos

B¢

A (SlmetrA(M)) = SimetrB(BQAM)

0 2 3 MBdulos proyectivos y planos

Un A-mbédulo M se llama proyectivo si1i para toda sucesidn exacta

de A-médulos

N—sT-—0

la sucesidbn correspondiente
Fom (M,N) —Fom (M, T)—0

es exacta Para que un A-mbdulo sea proyectivo es necesarie y
suficiente cue sea factor directo de un médulo libre
Un A-médulo M es plano si para cada sucesifn exacta de A-m&du

los
0—N 2ot
la sucesién
0—+No, M —"—‘»TQAM

es exacta



Todo A-médulo proyectivo es plano

S1 el anillo es local y para médulos finito generados existe
eg-uivalencia entre mbédulos libres, proyectivos y planos

Sea M un médulo finito generado M es proyectivo si y sola-
mente si cada punto del espectro primo de A admite un entorno
U (puntos p tales que para un f de A, ff’P) en el que la loca-

lizacién de M, Hf es un Af—médulo libre

Para mbddulos finito aenerados un médulo M es plano si y sola-
mente siI para cada punto p del espectro primo de A, Mp (locala-
zacidén de M en P ) es un A, -médulo libre En estas dos ultimas
caracterizaciones puede sustituirse el espectro priro por el méximo

Un A-mbddulo M es de presentacibn finita si1i existen dos A-m&du-

los libres L y R de bases finitas y una sucesifn exacta
R—L —M —0

€1 M es de presentacibn finita y N es un A-médulo, para cada
sistema multiplicataivo S de A

(HomA(M,N))s = HomAq(MS'NS)
De aqui y de las caracterizaciones anteriores puede deducirse
que para mb6dulos de presentacién finita coinciden los conceptos

de plano y proyectivo

La mayor parte de las demostraciones pueden verse en{ 8.

0 3 Referencias a la teorfa espectral para Slgebras localmente

convexas y para mbédulos sobre tales 8lgebras

0 31 Definiciones y representacién espectral para 8lgebras lo-

calmente convexas

Todas las &lgebras que consideremos ser&n Slgebras sobre el



cuerpo complejo, conmutativas y con elemento unidad Se sobreen-
tender&n estas condiciones al hablar simplemente de &lgebras

Un dlgebra A se dice localmente convexa (a 1 c ) si estd do-

tada de una topologia que hace de A un espacio localmente convexo
y de tal forma que exista una familia fundamental de seminormas
P, \€I que verifiquen p,(a b)g p,(a) p,(b) para cada X €I, aeA
be¢A Si dos seminormas Pyr P, cumplen la condicidn anterior,
tambien la verifiica sup(px.pu), de donde puede suponerse que el
conjunto de Indices es filtrante creciente

Sea N, el anulador de la seminorma p, (conjunto de elementos
de A anulados por p, ), es un ideal cerrado de A Sea A, =A/b‘A y
" A — Ax la proyeccién cinénica, podemos dotar a esta &lgebra
de la norma |nAa|= px(a) Si fx es la completacién de AA puede de-
finirse fn forma natural lim Al y comprobar que si1 A es completa,
A= 1tm AA

En el caso en que A sea completa y la familia de serinormas de-
finidora de la topoloala pueda tomarse numerable diremos que el

dlgebra A es de Fréchet

En toda a 1 ¢ completa todo ideal maximal cerrado x es un hiper
plano, es decir, la aplicacibén canbnica A-2, a/x =C, a — x(a} es
un funcional lineal multiplicativo y continuo

Llamaremos espectro de un a 1 ¢ completa A al conjunto de los
ideales maximales cerrados de A a cada uno de tales ideales le 112
maremos punto

Como el espectro de A (Spec(A)) est& sumergido en el dual topol6
gico A' de A , se le puede dotar de la topologfa dé&bil inducida por
A' A esta topologia se le llama topologla de Gelfand de SpeckA) y
los elementos de A se representan como funciones continuas en el
Spec(d) a(x) = x(a), considerando x en el segundo miembro como el
funcional lineal correspondiente a dicho ideal maximal. Si denota-
mos con C(Spec{A)jel &lgebra de las C-funciones continuas en Spec(A)




obtenemos asi una representacidén A—>C(Spec(A))que llamaremos
representacidn espectral del 8lgebra El nficleo de esta repre-
sentacibén coincide con el radical de Jacobson de A y si esta

representacibdn es fiel se dice que A es semisimple

La condicibn necesaria y suficiente para que un elemento de
A sea invertible es que representado como funcidn continua no
tenga ceros en Spec(a)

El espectro de A puede dotarse de otra topologfa natural, la
topologia inducida por la topoloaia de Zariski definida en el
espectro praimo de A, a esta topologia la llamamos topologia de

Zaraiski del Spec(A) La topologia de Gelfand es mds fina que la

de Zaraiski en general Un a 1 ¢ se dice reqular cuando ambas
topologias coinciden

Una x-8lgebra es un &dlgebra dotada de una involucidén a—>a*
tal que (a+b) = a4+ , (la) =1ia , (a b)f =1p* a

Una ~ -8lgebra localmente convexa completa se dice simétrica
cuando se cumple una de las tres condiciones siguientes que son
equivalentes

1 para cada a€A, 1+a a* es invertible

2 todo 1deal maximal cerrado x es invariante por la
involucidn

3 para cada a€A y xe Spec(A), a¥(x) = a(x)

Dada un algebra simétrica llamaremos elementos hermiticos o
autoconjugados a los invariantes por la involucién Si denotamos
por H al conjunto de dichos elementos se tiene A= H@® iH donde el
producto en H@iH es el natural de polinomios en i, con 12=-1 H
es entonces un &lgebra real Los elementos de H se representan
sobre el Spec(A) como funciones valoradas en los nfimeros reales
De esta forma, para este tipo de &lgebras reales, partes hermiti
cas de dlgebras simétricas puede darse un teorema de representa-
cién espectral

Para las dlgebras de Fréchet simétricas toda funciénal lineal
multiplicativa es ya continua De aqul se deduce, mediante el teo
rema de los homomorfismos, que si A es un 8lgebra simétrica y se-



misimple, dos topologias que hagan de esta un &lgebra de Fréchet
son 1dénticas

0 3 2 Un lema del tipo de Urysohn para &lgebras requlares

Sea A un &algebra de Fréchet, I y J dos ideales cerrados tales
gqgue I+J es denso en A, entonces I+ J = A Dicho de otra forma,
s1 I y J son tales que no tienen ceros comunes, I+ J=A

De aqui que para &lgebras de Fréchet regulares existen parti-
ciones de la unidad correspondientes a recubrimientos finitos
Tambien puede deducirse de aqui que si A es un ilgebra de Fréchet
regular y semisimple y F es un cerrado del Spec(A), existe un ideal
NF contenido en todos los ideales cerrados cuyos ceros sean F NF
consta de todas las funciones a de A que se anulan en algin entorno

de F NF se llamari ideal de nulidades de F

Una informacién detallada de estas cuestiones puede verse en

{10}

0 3 3 Relaciones del espectro de un a 1l ¢ A con su espectro de

ideales maximales y su espectro de ideales primos

Dada un a 1 ¢ denotaremos Spec primo(A) al conjunto de ideales
primos de A y Specméx(A) al conjunto de ideales maximales de A
Ambos espacios los supondremos dotados de la topologia de Zariski

En el estudio de las a 1 ¢ una diferencia bdsica que se encuentr
respecto a las &lgebras de Banach es que en las primeras el espectro
no tiene por qué ser compacto Si el espectro es compacto no hay ide
les densos, y por tanto Spec max(A) = Spec(A), en este caso las cues
tiones del apartado 0 3 2 son triviales Parece, pues, natural procu-
rar reducir el estudio de a 1 ¢ al estudio de a 1 ¢ pero con espec
tro compacto Un lema fundamental para ello es el siguiente, que tie
ne interes ademds por si mismo



Si A es un al c completa semisimple regular y de espectro
compacte (Spec(A)= Spec max(A)), todo ideal primo de A estd con
tenido en un solo ideal maximal y la aplicacién gque asigna a ca
da 1deal primo el ideal maximal que lo contiene es una retrac-
cidn continua del Spec primo(A) sobre Spec(A)

A toda &lgebra simétrica A se le puede asignar otra B de es
pectro compacto sin més que tomar los elementos acotados de A
en la pépresentacidn espectral y dotar a B de la topologia reu-
nién de la dada y la inducida por la norma de la convergencia

uniforme sobre el Spec(A)

La inyeccién B——A da una aplicacidn Spec primo (A)—>» Spec-
primo{B) gue compuesta con la retraccién anterior y con la 1in-
yeccibébn Spec max(A)—>Spec primo(A) da una aplicacién continua

Spec max (A)—>Spec (B)
De esta forma se demuestra el siguiente teorema

Sea A una ¥ -3laebra completa semisimple y simétrica, B la
subdlgebra de los elementos acotados de A Si B es reqular, A
es reqular y Spec max (A) es homeomorfo a Spec (B)

2si, el Spec(B) es una compactizacién natural del Spec(A)

Bajo las mismas hipbtesis la condicidn necesaria y suficien
te para que Spec(A) sea localmente compidcto es que entre los
ideales densos de A exista uno minimo, este ideal es el de las
funciones a soporte compacto y es el ideal de nulidades en B_dél
cerrado * zona del infinito" Spec(B)-Spec(A)

Las demostraciones pueden verse en {10}

Puede adoptarse otro punto de vista sobre las compactizacio-
nes del espectro de una a 1 ¢ {3} Consideremos en Spec(A) y
Spec max(A) los ceros de los ideales finito generados, la condi
cidn necesaria y suficiente para que estos reticdulos sean formal
mente el mismo es que en A no existan ideales finito generados
densos Esto ocurre asl en las Slgebras de Fréchet (2} En estas
condiciones Spec max(A) es la compactizacién Wallman del Spec(A)



gi, adem8s, A es reqular, Spec(A) es normal (0 3 2 ) y las compac
tizacién Wallman coincide con la compactizacién Cech

Observemos, en particular, que para &lgebras de Fréchet reguia=
res, el espectro maximal es el mismo para dos &dlgebras gue tengan
en mismo espectro (topolbgico)

0 3 4 localizacién para a 1 ¢ semisimples

Un problema natural que se presenta en el estudio de las &lge
bras regulares semisimples A es si existen particiones de la uni
dad para recubrimientos generales y si dada una funcién sobre el
espectro que coincida localmente con funciones de A, es de A La
respuesta es afirmativa y la demostracibn puede encontrarse en
{10} para &lgebras de Fréchet que, ademds, verifiquen la siquien-
te condicién suplementaria para toda seminorma multiplicativa p
de A, existe un compacto Q del espectro tal que si a es nula en
0, es p(a)=0 (diremos que las seminormas est&n localizadas en

compactos) en particular, si el espectro es localmente compacto
se verifica dicha condicién R M Brooks {4} demuestra por otros
métodos que el resultado es valido para toda &lgebra de Fréchet
regular

Sea A un &dlgebra de Fré&chet reqular y semisimple Si asigna-
mos a cada abierto del espectro, el anillo de las funciones del
abierto que localmente coincidencon funciones de A obtenemos un
haz cuyas secciones globales son A Una cuestibn de interes b&-
sico para el manejo de este haz es verificar si la localizacién
en este sentido en un ablerto U coinédide con la localizacibén al-
gebraica en U, Ay anillo de los cocientes a/b, b no nulo en U,
mbdulo la relacibén de equivalencia habitual, es decir a/b~a/B
si existe un ¢ de A no nulo en U con c(all - d8b) = 0 Se llega
{10} al siquiente teorema
Sea Awa~8lgebra de Fréchet simétrica regular y separable E1l &l1-
gebra de las funciones sobre un abierto U de Spec(A) que coinci-
den localmente con elementos de A es isomorfo a la localizacién



algebraica A, Esta Slgebra puede dotarse de una topologla que
hace de ella una »-8lgebra de Fréchet simétrica, regular y se-
parable, de espectro U

0 3 5 Localizacibn para médulos de Fré&chet sobre F*-§lgebras

Llamaremos F" -8lgebra a toda #-8lgebra de Fréchet separable,
reqular, simé&trica, semisimple y de espectro localmente compac-
to

Dado un a 1 ¢ A, llamaremos A-médulo topolbdgico M a todo
A-médulo M con topologia de e 1 ¢ separado y tal que la aplica
cidén bilineal AxM——M sea continua Si M es de Fréchet el mb

dulo se dird@ que es de Fréchet

Dado un A-mdédulo M de Fré&chet sobre una F*-§lgebra podemos
definir un prehaz sobre el Spec(RA) asociando a cada abierto U el
AU-médulo Ay @AM = M, Este prehaz es un haz {11} E1l AU-médulo
localizado MU admite una topologia natural de AU-médulo de Fré&chet
tal que el functor Ma— M, de la categorfa de los A-m8dulos de
Fréchet en la de los AU—médulos de Fréchet es exacto en sentido
no sblo algebraico sino tambien topolbgico, es decir, si

0— M'—>M—M- 0

es una sucesibn exacta de A-mbédulos de Fréchet con morfismos con
tinuos, la sucesibn

0——9Mﬁ-—+MU——)M6-—+O
ea de AU-mbdulos de Fréchet exacta y de morfismos continuos {11},

0 3 6 Producto tensorial topolégico de A-mbdulos topolbgicos

Sea A un 8lgebra, llamaremos diagonal algebraica de A, AA' al
nficleo del morfismo producto A®A——>A Es el ideal engendrado

por los elementos de la forma ael-lea? Si M y N son A-médulos
se puede dotar en forma natural a M ®cN de estructura de ALOCA-mQ



dulo y podemos escribir la siguiente sucesién exacta

0—>AA(M QCN)——+M @CN—-)M @AN—)-O

que puede servir de definicibn de M @,N

En el caso en que A sea un a 1l ¢ y M y N sean A-m6dulos topo-
16gicos, tendremos que M @ﬂN tiene estructura de AkQNA-médulo to-
poldgico, de donde la adherencia de Py (M @ﬂN) en M® N es un sub

médulo cerrado de &ste, lo que permite construir un A-mbédulo topo
16gico

M ?AN =(M Q;"N)/AAIM OHN)

que llamaremos producto tensorial topolSgico sobre A de M y N E§
te producto coincide con el producto algebraico M ®\N si y solo
si{ el submbdulo de las A-relaciones AA(MQﬂN) es cerrado en M@N

La topologia producto tensorial topolbgico sobre A estd carac-
terizada por la siguiente propiedad universal

Dados dos A-mddulos topolbgicos M y N, existe un A-mbébdulo topol&gicc
M QAN y una aplicacibn A-bilineal continua y canénica

M x N—pM ®,N

tal que para todo A-m6dulo topolbgico R y toda aplicacibdn A-biline-
al continua ¢ Mx N—»R existe un Gnico morfismo continuo

¢ M ?AN—-)R

tal que ¢ = ¢ <

Si I es un ideal cerrado de A y M es un A-mb6dulo topol6gico, en-
tonces(A/I)@,M = M/IM

Este producto tensorial no es exacto a la derecha como el alge-~
braico, no obstante vale la siquiente propésicidn

Sea M—Y.M-¥5M"— 50 una sucesibn exacta de A-médulos topolbgicos y
morfismos continuos Supondremos ademis que ¥y es abierta Sea R un
A-mSdulo topoldgico Entonces eml sucesibn

¢ @1 o
M@ AR;@-»M ?AR;’——)M ®,R—>0

¥®4 es un epimorfismo topolbgico y la imagen de ¢®1 es densea en el



niicleo de @81
El completado de M@,N lo escribiremos M @AN Si son espacios

de Fréchet M @ ,N es el cociente de M@ N por el cierre de AA(MQCN)

en M@ N

A

Pueden verse las demostraciones en {11}

0 3 7 Algebras diferenciablemente completas

Un al c A simétrica diremos que es diferenciablemente comple
ta cueando para cada elemento autoconjugado a¢ A, existe un morfis
mo continuo C  (R) —> A que aplica la funcién identidad t R—>R en
el elemento ae€A Si el dlgebra es sin radical el morfismo es la
composicién de la funcién diferenciable f con la funcibén a¢A Pa
ra estas algebras es valido el siquiente teorema de caracteriza--
cibn

Sea A una *» ~dlgebra de Fréchet simétrica semisimple La condi-
cibén necesaria y suficiente para que sea diferenciablemente comple
ta es que para cada elemento autoconjugado a¢ A y cada seminorma p
de A (puede suponerse gque la seminorma es simétrica, es decir
p(a) = p(a*)) existen numeros ¢ y B tales que para todo numero re
al o

p(eioa’ s B(]o]% 1)

De aquil que para el tipo de &lgebras anteriores toda sub&lge-
bra cerrada, todo cociente y todo limite proyectivo numerable de
algebras diferenciablemente completas es un &lgebra diferenciable
mente completa

Tambien se verifica que para una ¥ -&lgebra de Fré&chet simétri
ca (con o sin radical) de espectro compacto y tal que c; (radA) ™=0
la condicién necesaria y suficiente para que A sea diferenciablem:
mente completa es que para cada seminorma simétrica p de A y cada
a hermitico de A, existan constantes a y 8 tales que

p(el®®) < 8(|o]% 1)



para todo o perteneciente a R

Pueden verse las demostraciones en {11}

0 4 Referencias a las 8lgebras diferenciables de un compacto de R

Sea A = C”(R") el anillo de las funciones infinitamente diferen
ciables en R" con la topologfa ordinaria Se trata de una F¥-&lge-
bra Sea F un cerrado de Rn, el cierre del ideal de nulidades PF
consiste en las funciones cuyos desarrollos de Taylor son nulos en
todos los puntos de F Puede demostrarse que PF es un A-mbédulo
plano Tambien se verifica que si 0 —M' —M —M" ~—(0 es una suce-
sidn exacta de A-mbédulos topolbaicos y morfismos no necesariamente

continuos, la sucesién

0—{a/p O, M'—fp/p M —AR/p )G M"—0
es exacta

Al anillo cociente C"(Rn)/pF le llamaremos &lgebra de Whitney

del cerrado F en rR"

Un problema de interes b&sico es dar una caracterizacidn de un
dlgebra A en té&rminos topolbgicos y algebraicos(sobre A)para que
sea el 8lgebra de vhitney de un cerrado en R"

Una primera aproximacifn a este resultado es el "teorema de ex
tensibén de Whitney" {7} que sequidamente enunciamos

El dlgebra de Whitney de un punto x de R” es el anillo cttel]
de las series formales en n variables, donde cada elemento viene
representado por su desarrollo de Taylor en x De esta forma,asig
nando a cada funcién f de C”(R") su desarrollo de Taylor en cada
punto de Rn, se puede pensar f como una seccibn continua del fibra
do R%<C[[£]] El probéema resuelto por el teorema de extensibn de
Whitney es el de caracterizar las secciones del fibrado anterior
sobre un cerrado Q de R" para que provengan de una funcién de C'(Rm‘
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Una fun¢idn F de ¢ en C[[¢])]} continua, es un conjunto de fun-
ciones continuas F = {f(k)} donde k=(k,, ,kn), (kiﬁN) En el
conjunto de estas funciones se puede definir unas 'derivaciones

formales"
(DhF)(k)= f(k+h)

Puede entonces hablarse del desarrollo de Taylor de F en un
punto a de Q hasta el orden n como el polinomio

TgF iyl (f(k)(a)/k')(z-a)k

k] sm
o bien la funcién de 0 en Crig 1] definida por dicha funcion El
resto de Taylor m-simo en A es la seccibn de ( en CIL[£]]

Rl;}? = F—T’;‘F

El teorema de Whitney puede entonces enunciarse asi

La condicién necesaria y suficiente para que una funcibén defi
nida en un cerrado Q de R" en el anillo de las series formales
en n variakles CL[(£]] provenga de una funcién c”(R") es que para
todo numero natural m, para todo compacto K de ¢ y toda n-pla de
enteros k, |k|lgm es que

(RzF)(k)(y) = o(lx-ylm-lkj X,y de K

Este teorema es una "caracterizacién" del anillo C“(Rn)/FQ

como subanillo del de las funciones continuas de (O en C{LE1] ,
pero es una caracterizacibn en términos de propiedades de una re
presentacién particular de cada elemento del anillo

Una caracterizacién Intrinseca del anillo es la siquiente {11}

Sea A una D-8lgebra de Fréchet con involucibn simétrica, genera
da topologicamente por n elementos autoconjugados y de espectro X
(identificable a una parte compacta de R") La condicién necesaria
y suficiente para que A sea c.(Rn)/Px es que tenda las siguientes
propiedades

1 Para cada m, Dl;\1 es cerrada en Ao; Ay q\es finito generado ()

2 E1 graduado de Ag A por D, es el anillo de polinomios en n varia
bles con coeficientes en A

(*)lamavemas Juynﬂch.undqdwa(L‘iﬂwffhhaﬁﬂnudu>AJUMAKMOFW&JBEﬁyX——zﬂ



3 xQ xm: =0 ( m, ideal maximal de A en x)

heN

4 A es diferenciablemente completa

La demostracién puede verse en {11} y se hace usoc en ella esen
cialemente de la "caracterizacién" de Whitney



CAPITULO UNO

LOCALIZACION PARA CIERTAS ALGEBRAS
CON RADICAL Y PARA MODULOS DE FRE-
CHET SOBRE TALES ALGEBRAS

El propbsito de este capitulo es dar una teorfa de la localiza-~
c16n para &lgebras que en general tencan radical de Jacobson no nu
lo La condicibén de semisimplicidad se sustituye por una mis débil
gue juega un papel similar a aquella y la condicién de regularidad
por una mids fuerte pero del mismo tipo Un ejemplo de &lgebras que
cumplen estas condiciones son las &lgebras de Whitney (O 4) La mo
tivacién inicial de la teorfa es poder localizar &lgebras de este
tipo y llegar a una caracterizacidn del &lgebra de Whitney corres-
pondiente a un compacto de una variedad diferenciable

En un primer apartado se da la teoria general de la localiza--
cibén para L-8lgebras y la relacidn de la localizacidén con el pro--
ducto tensorial de &lgebras

En el sequndo apartado se extiende la teorfa a la localizacién
de mbdulos de Fréchet sobre L-&ljebras y se aplica al caso parti-
cular de la localizacidn de la diagonal del &lgebra y de los médu
los de diferenciales de un &lgebra Se estudia tambien la locali-
zacién en A-algebras

En el tercer apartado se da una caracterizacién de los médulos
de Fré&chet proyectivos de tipo finito sobre L-&lgebras en términos
de sus localizaciones sobre el espectro del &lgebra y se demuestra
la identidad de los mddulos proyectivos y planos en la categoria
de los mbédulos de Fréchet de tipo finito sobre L-&lgebras

La teoria del capitulo es vAlida para &dlgebras sobre los nume-
ros complejpa y tambien para &dlgebras reales que sean la parte hez
mitica de un Slgebra compleja simétrica



1 LOCALIZACION PARA CIERTAS ALGEBRAS CON RADICAL

Definicién I 1 1

Llamaremos L-&lgebra a toda dlgebra de Fréchet simétrica separa
ble, de espectro localmente compacto y que verifique las dos condi
ciones saiguientes

a) condicibdn de subsemisimplicidad
Si m, €s el ideal maximal de A correspondiente a un punto

x del Spec(A)

h
m, = 0
X € Spec (A)

h ¢N
b) condicién de superreqularidad
Para cada cerrado F en la topologia de Gelfand de Spec(a)
y cada y de Spec(A) que no sea de F, existe un elemento

perteneciente a f\ m, y no perteneciente a m
X €F Y
heN

La condicifn a) es mas débil que la de semisimplicidad la condi
cién b) implica la de regularidad del &lgebra

Las &lgebras de Whitney (0 4 ¥ constituyen un ejemplo de L-&lge-

bra ya que () m: no es sino el conjunto de las clases de funciones
XeF
heN

diferenciables de representante una funcibén de desarrollo de Taylor

nulo para todo x de F

En este apartado supondremos que las &lgebras son L-8lgebras

Sea U un abierto del espectro de A, Olc:ozc una sucesién
exhaustiva de compactos en U que son adherencia de abiertos con&?Qinu

e - —h
Y 0,C0Qp,y Sea I, -xig m,, se verifica que I,>I,> y podemos

heN

n

construir lim A/In



Por otra parte sea S el sistema multiplicativamente cerrado de
los elementos de A que se representan como funciones no nulas en
U

Iema I 1 1

En las condiciones anteriores Ag = lim A/In
Demostracidn )

Sea a/beAS, la clase de b en A/In tiene inverso puesto que el es

pectro de A/In son los ideales maximales cerrados que contienen a
I,y segn la condicién de "superregularidad" son los puntos de On
Si llamamos T,a la aplicacién canbnica L A —»A/In tiene senti-
do el elemento nna(nnb)-l en A/In Por otra parte en los morfismes
que definen el 1Imite proyectivo A/I — A/I la imagen de = b es
LI b y por lo tanto la imagen del inverso del primero es el inver
so del segundo, de donde uunm(nnb) ) es un elemento del limite
proyectivo que tomaremos como imagen de a/b en el morfismo de AS
en lim A/In La aplicacién estd bien definida puesto que si
a/b=a1/b1 en As, existe un ¢ de A no nulo en U con c(abl-alb)=0,de
donde en A/In nnc( Tan, b =Tnad17, b)= 0 y como mC tiene invee
SO en A/In se sigue que("na"nb Thd1 nb)- 0 y por lo tanto la inde
pendencia en la definicibn de la aplicacién del representante del

elemento de AS

Veamos que el morfismo es inyectivo

Si a/b tiene por imagen 0, afl\ mﬁ Sea In como antes
xXeU
he¢N
I-= [\ J = /q\ mh ’ In+-J es denso en A, luego
x€Q, ye(U
heN heN

I.+J=2a (032) De aqul que existen d  y c . con d.4c =1
con ¢, de J que es no nulo en 0, multiplicando por su conjugado
puede suponerse que c, es como funcibén positiva o nula y dividien

do €, POr numeros convenientes puede suponerse que las series §§1°n
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y = c,a son convergentes ( por ejemplo basta sustituir ¢, por
nzl

»
®nn
n
27 (1 +p, (e cf)) (1+ p, (c cra))
donde P;< Py < P3¢ es un sistema fundamental de seminormas en
A) Se tiene c,a € M\ -r;ﬁ, luego cna=0, de donde ( X cn)a=0
xeSpec (A) nzl
heN
con =X ¢, no nulo en U, luego a/b=0 en As

n»l

Veamos que el morfismo es exhaustivo

sea {f,)perteneciente a 1ljm A/I_, f, representantes ém A de f,

Sean a,€ _n-1ﬁ con a_, positivo en Q -1+ que existe segln el ra-
xe X n n

heN
zonamiento anterior ( hemos tomado los On de forma que On-ln 56n= é)

Consederemos el elemento {anfl} €lim A/I:L , veamos cque es imagen

n

de anfne A considerado como elemento de AS En efecto, si i >n,
en A/Ii
a,€ -a f, =a (f -f) =0, pues f -f, €I,

Podemos tomar la sucesién de los a, de forma que las series

= apf, vy = a, sean convergentes, Z o, da un elemento que se
n>»l n»l n»l

representa en una funcién no nula en U
Z.a f / > a, es un elemento de A, cuya imagen en el limi
n n n s =
nzl nzl
te proyectivo es {fi} Fn efecto, veamos que la imagen en A/Ii
da -f-i Se trata de ver si en A/I; , Xa f =Z 3 t,, esto es
cierto puesto que para n> i, a (f -f;)€ I, y no afecta a la cla-
se en A/I, y si n<i, a (f -£f,) =0 pues £ ~-f, €I, Esto acaba de

demostrar el lema

Es inmediato comprobar que dos sucesiones exhaustivas de com-
pactos de U del tipo tomado inducen mediante los correspondientes
limites proyectivos la misma topologia en A, Tenemos entonces ek
sigquiente teorema
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Teorema I 1 1

Sea A una L-8lgebra Para cada abierto U de Spec(d), podemos
dotar a AU( localizacibén por el sistema multiplicativo de los
elementos no nulos en U) de una topologia en forma canbSnica que
hace de A, una L-8lgebra El espectro de Ay es U

Demostracidn

Tras lo dicho lo Ginico que hay que probar son las condiciones
de "subsemisimplicidad" y de "superreqularidad" de Ay Veamos la
primera

Sea x €U0 y m, el ideal maximal correspondiente a x en Ay,
14

m, py ©std formado por los elementos del tipo a/b€ Ay, aem, Que
’
remos ver que M\ m g = 0 en A,

xey X

heNN T— _..H

Observemos en primer ltgar que me U =(mx)U, localizacién como
14
mb8dulo por el sistema multiplicativo de los elementos no nulos
en U En efecto m: y Sorn los elementos de la forma a/b con
’

aemi, b no nulo en U y se trata de ver que su cierre en AU es
(m::)u Esto se sique sin mas que tener en cuenta que (;E g como
subespacio de AU = lim A/In se expresa lim ;EAID , cocientes
que tienen sentido de un n en adelante Es pues cerrado en AU Yy

m: y ¢©s denso en este espacio
’

El problema queda reducido a comprobar que /N (;5) U-O Sea

x€eU
— heN
a/be N (mh) , a/b es tal que a pertenece a m
x'0 X
X€U
heN
——— Eaclg m,,,

Comprobemos que si a/b = c/d, G de mx/y b y d son no nilos en
U, se verifica que aem,

Bn efecto, existe un e€A no nulo en U con e(ad-cb)=0, de don
de existe un d1 con adle;i—, d1 no nulo en U y puede suponerse



ademads positivo

Sea f €m, y no nulo en un entorno del complementario de U,
existe y podemos tambien suponerlo positivo De aqul que
af+adle—:-n3 » alf+d,) e;i y como f4d, es invertible (0 31 ),

—
a€m,

- ~n n+l
Anilogamente, si a/b = c/d, ae€ m, Yy Cem se sique

ad, € m:: con d, no nulo en U y siguiendo el mismo razonamiento

1
se llega a que aem:*l

De aqui que si a/bef\ (m;l)U se deduce que a € M m}; Multi
xeU xelU
heN heN -
plicando a por un elemento t no nulo en U y que sea de ﬂwmg,
Xe€
heN

ta = 0, de donde a/b=0 en AU

La condicién de "superregularidad" se cumple por verificarse
en A y teniendo en cuenta el morfismo A—Ay,

Teorema I 1 2

Sea A una L-&lgebra, VcU dos abiertos de su espectro, se ve
rifica que

(Ay) = (Ay)y

La demostracidn del isomorfismo algebraico, una vez visto que
A, es una L-dlgebra es trivial teniendo en cuenta las expresio-
nes como cécientes de los elementos de A, y de (AU)v

Veamos la igualdad topolbgica Sea
A, = 1im A/I, Ay = lim A/J,
(Rydy = Lim A /Ty
donde I, = N m ,3 = M o , %=\ o

n ernx n xsKn ern x,U
heN h €N h eN
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0, es una sucesidén de compactos definidora de la topologia en A,
y K, lo andlogo para Ay Reiterando los razonamientos del teore-

ma I 11

U _ =
I, = (In)U = lim I /3,

cocientes que tienen sentido pues siempre podemos suponer que
onc:Kn De aqul y teniendo en cuenta que los liImites proyectivos

son estrictos, la topologla ljim AU/Ig coincide con la ljim A/In

Tambien podria deducirse por una aplicacién del teorema de homo

morfismo

Para la caracterizacifn de las &8lgebras de Whitney sobre un
compacto de una variedad necesitamos algunas relaciones de la
localizacidn con el producto tensorial Veémoslas

Teorema I 1 3

Sean A y B dos L-dlgebras nucleares El &8lgebra Ai%B es del

mismo tipo

En efecto, en primer lugar observemos que A y B pueden expre=~
sarse como limites proyectivos estrictos

A= 1lim A/Jn ) B = 1ljim B/In ) con
J = f\ ;H , I = [\ nJi, donde Q- y K. son sucesiones
x n Y n n
x€e0 Yy €K
n hen"

heN
exhaustivas de compactos del espectro de A y de B respectivamente
La igualdad topol6gica se sigue del teorema de homomorfismo

Tendremos
A§B = ( 1jm A/3) &(1ym B/I) = Lim(a/3 &B/T ) (01.1)

Se trata de verificar que Spec(AégB) = Spec (k)x Spec (B)

Desde luego Spec(A®,B) = Spec(A)xSpec(B) Por otra parte las
topologlas de Spec(A®B) y Spec(A@.B) coinciden sobre las partes
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que sean producto de un equicontinuo de A por un equicontinuo
de B, por ejemplo sobre Op X K, La topologia 1lim ( A/Jn@%B/In)éébil
es mids fina que la topologla ( 1im (A/Jn@%B/In))éébil’ que es la

gque induce la topologia espectral, que a su vez es m&s fina que
Spec (A) x Spec (B) Ahora bien, este ultimo espacio es localmente
compacto y Haussdorf, lueco un conjunto de Spec (A} X Spec(B) es
cerrado si lo son las intersecciones con los compactos On*K, Como er

el espacio Spec(A) x Spec(B) con la topologfia inducida por
1im (A/JnécB/In)éébil no puede haber mas cerrados que estos, queda

verificada la identidad de las topologias
Veamos que se verifica la condicibn de "subgemisimplicidad"

Observemos en primer lugar que A y B por ser de Fréchet nuclea-

res son reflexivos y que (A&B)' = A'®B', todos los espacios con
la topologia fuerte (0 1 3 ) Se trata de ver si
h
= 0
m o 6‘IY)
(x,y)€ Spec (AgB)
heN

Es inmediato verificar que el ideal M, v} de A@cB correspondien

14

te al punto (x,y) es mx®B+A®m

Y
5 S
De la relacibn /\ ;E = 0 se deduce que =3 mh es
X € Spec{A) x € Spec(A)
heN heN

d&bilmente denso en A' puesto que su polar en la dualidad {A,A') es
1

/-\ ;5 Puesto que A es reflexivo = X mg es fuerte-
X €Spec(A) x € Spec(A)
he N heN

mente denso en A' y haciendo lo propio con B tendremos que

1
( 2= mhi)e( ZZ n) es denso en A'®.B' y su polar ser§
x € Spec(A) X x € Spec (B)
heN he N

cero en A&B

La "subsemisimplicidad"se deduce entonces de las relaciones

- 4
hd = W4 == ahlenkt
vel ( = mhe “‘y)} Tx @8y | 2
x (x,y)eSpec (A@,;B)
xes A s
hefi hen o™ h,ke N
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D f\ (AGm:-\—m];@ A) 2D m m(g y)
(x,y) € Spec (A&,B) (x,y) € Spec (A&,B)
h,keN pPEN

La condicién de "superreqularidad" y todas las demds son ya

traiviales

Teorema I 1 4

Sean A y B dos L-8lgebras nucleares Sean U y V abiertos res
pectivamente de Spec(A) y Spec(B) Tenemos la igualdad topolégi

ca

A,&.B, = (Ad.B)

U v UxV

En efecto, sean AU = 1m A/IQn , BV = 1lim B/IKn donde Iog IKn

son como en el teorema I 1 1 con U 0,= UC Spec (), V K =Vc Spec (B)
n n

Tendremos que On X Kn seradn compactos en Spec (A®GB) que permitiré&n

definir la localizacidn (AaCB)UxV

Ay®,B, = ( lim A/Ion)@c( 1gm B/Iy ) = 4 (A/IonacB/Ixn) (01 1.

por otra parte (A&B), . = 1im(A3B)/ Io x K
n* “n

Es suficiente demostrar que A/IQn®a B/IKnaz(A GbH/IQn K

Consideremos la aplicacibén natural de A/IQ ® B/IK en
n n

(Aecla)/Ian X_) L ‘liia‘ieEi—-» I \ja;®b,y (011 ) estd definida coe

rrectamente y proviene de una aplicacién bilineal continua,es pues
continua y se extiende al producto tensorial completado Es un epi
morfismo ya que si miai@bi es una serie convergente en AécB, lo

es

_ A
zxiaieBi en A/IQ;)®C B/I,

n
Veamos que la aplicacién es inyectiga

S1 Iyage Bi tiene por imagen I)\;a, @b, = 0 donde a; y b, sen
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representantes adecuados de Ei Y bi de tal forma que la serie
[Aiaigb i sea convergente en AS CB Se tiene entonces que

2 Naeb €1
iz1 1717 anxn

Queremos probar queZ:AiEfgﬁi es nulo en una parte densa del

dual de(A/I )§’C‘B/I )con lo cual serd cero Fste dual es
Cn Kn

L 1
- &’CI; y una parte densa en &l es (L m}; ye (L m) Es
n

Q Y
n xeQ YeK,
heN keN
inmediato comprobar que
h
I = . (m B +2em )
On* Kn (x,y)eSpec(AeCB) X y

heN

es ortogonal a este espacio, lo que acaba la demostracibn del
teorema

Para acabar la seccidn veamos dos propiedades importantes
y de no dificil demostracién que verifican las L-8lgebras vy
gue necesitaremos posteriormente

Teorema I 1 5

Sea A una L-8lgebra, F un cerrado de Spec(A) Existe un ideal
minimo cerrado?F entre los ideales cerrados cuyos ceros sean F

Este teorema es el andlogo al de existencia de ideal de nuli-
dades para las 8lgebras de Banach regulares

Demostracién
Sea F un cerrado del Spec(A) Sea J el ideal de los elementos
a¢h tales que existe un entorno U de F de tal forma gue-a N ;gf
XeU
h¢N

Desde luego que este ideal tiene por cerrado asociado F ya que
sl x¢F, existe un entorno de F, G, cerrado, que no contiene a x
Por la condicidén de "superregularidad®” existe un ag¢A tal que

a(x)# 0 y a e[\;n.f, es decir a J

xeG
heN
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Sea ahora I un ideal cerrado cuyos ceros sean I Veamos que IDJ

sea aed, acl) m: donde U es un entorno de F Sea F;, = (U y llame
xeU
heN___

mos Il= /\ mh, se verifica que Il+ I es denso en A, luedgo
}:eFl
heN

Il+ I =2A (032 ) De aqul que existe oeII, vel con ¢+y = 1, de

donde multiplicando por a y puesto que a¢=0, por la condicibn de
"subsemisimplicidad”, tendremos que a=yael como querfamos demos-

trar
El cierre de J, P, es el minimo ideal cerrado entre los que
tienen como ceros F

Por Gltimo veamos en qué sentido podemos decir que las seminor
mas de una L-8lgebra estan localizadas en compactos

Teorema I 1 6

Sea A una L-8lgebra Para cada seminorma p multiplicativa y
continua sobre A existe un compacto K del Spec(A) tal que si
agN md

xeK x
heN

, p(a) = 0

Demostracién

Si llamemos soporte de un elemento a¢A al cierre del complemen
tario de los puntos x¢Spec(A) tales que ag f)n1 , €l conjunto I
liGNx
de los elementos de A a soporte compacto es un ideal denso en A
puesto que es un ideal sin ceros en el Spec(A)

Sea p una seminorma continua de A y sea a¢ZX con p(l-a)<e<l
Supongamos que a tenga su soporte en K Si b es un elemento tal

que be ﬂ mh

xeK
heN

se verifica que ab=0 por la condicién de "subsemi-



simplicidad" Tendremos entonces que
p(b) = p(b-ab) < p(b¥p(l-a) ¢ p(b)e,

luego p(b) = 0 Es decir la seminorma p est8 localizada emn K

2 LOCALIZACION PARA MODULOS DE FRECHET SOBRE L~-ALCLRPF S

Sea A una L-&lgebra y M un m&dulo de Fréchet sobre A Para
cada abierto U del Spec(A) escribiremos M =R, @M My tiene es~

tructura de A .-mbdulo y le llamaremos m&dulo localizado en U

U
Para cada UD V tenemos morfismos MU——»MV gue permiten hablar del

prehaz de los médulos localizados

fe trata de ver en primer lugag que el prehaz U——»MU es un haz
y de dotar en forma candnica a My de una topologla de AU—médulo

de Fréchet FEn la demostracibn de esta parte segquimos la pauta
marcada en {11} para la teorfa andloga para Ftélgebras (0 35)

Teorema I 2 1 - =

Sea A una L-8lgebra y M un m6dulo de Fréchet sobre A El pre-
haz sobre el espectro de A que asigna a U, My=A,;®,M es un haz

Demostracién

Veamos que se verifica la primera condicibén de haz Sea UcUUi

Yy sea (ﬁ/b)uwﬁU eMU Si llamamos pgi MU———rMUia los mprfismos de

restriccibn correspondientes, supongamos que pg‘ﬁbs'ﬁﬁ =0 para
i i



cada i Hemos de demostrar que ﬁU=O

Consideremos un subrecubrimiento numerable del anterior, para
cada 1 existe un a;eA sin ceros en U; con aiﬁ=0 Sea

9%
_J asay
a =11 *

donde Py € Py < P3¢ es una familia fundamental de seminormas en

A a es un elemento de A sin ceros en U y es trivial que am = 0,

luego (fi/b) = 0

Para verificar la segunda condicibén de haz (acomplamiento de

secciones), enunciemos antes un lema

Lema I 2 1

sea U = U,V U, y sean Eﬁl y mUz elementod de MUi MU2 cuyas

restricciones a Ulﬂ U, coincidan Existe un elemento de MU cuyas

restricciones a U, y U, coinciden conm, y EU respectivamente
1 2 U 2

1

Demostracidn

Sean ﬁui= (t'ii/ai)Ui » a; sin ceros en U, y podemos suponerlos

no negativos Existe, por otra parte, beA sin ceros en Ulf‘UZ con
(b puede suponerse tambien no negativa)
Se&a F,=U0-U,, F,=U-U,, F; y F, son cerrados disjuntos del espa-
o
cio U, por tanto existen cerrados en U, G, y G, con F;CG, y disg

)

juntos Como AU es una L-8lgebra, pode )

mos encontrar elementos de Ay ¢; Y ¢,

-
con dyrép= 1y °1‘1QN Mx 4

X<Gi
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Sea b' un elemento de AU positivo en el interior de G, y perte
neciente a¢ [\-;5 de forma que ¢2b' = 0 Construccidn anfloga de
b' para G, De esta forma a2+b'= aé es no nulo en U ( lo an8loao
podemos hacer con al) Asi tiene sentido hablar del elemento
Eﬁ‘MU definido por

my=(¢;/a;)im, + (¢,/a,)m,
Para demostrar el lema lo finico g-ue hay que comprobar es que ﬁb

coincide sobre U; con h; Ve&moslo por ejemplo con U,
1
mU-mU1=(¢1/ai)m1+ (65/a5)m,(¢,+90,) /a,)m

Cbservemos que la imagen de (¢,/a;)m, en M, es (¢,/a,)m; En efec
1
to

ayd, = a;o, +b", = a,¢,
tendremos en MU
l

Y Y P Y i G B v
1] 222 ;1 aa,

Sea c=b+b', c no tiene ceros en U, v teniendo en cuenta que ¢2b'=0

m,.~m

¢, Cla,M,~a5m, ) = ¢,b(a;my=(antb')my) = ¢,b(a;my-am ) = 0
luego vale el lema ——

Pasemos a la demostracidn del teorema

Sea {U.} una familia de abiertos de unién U Sea ’r'r'\‘JgMU de
A r U

i

forma que én u,n Uu coincidan muxymu‘l Hemos de probar que existe
un HU‘”'U cuya restriccidén a los U, sean los dados

Podemos extraer un recubrimiento numerable y sustituir cada Un

por Ul v UUn (véase lema anterior) de modo que U,¢cU,c

Por ser U localmente compacto y ¢ -compacto puede tomarse una su-
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ces1ibn Vi de abiertos relativamente compactos con<Vh<;Vn+l y defi

nir m;, como la restriccibn de cualquier m; con U, >V
n A

B
Sean ¢,y v, con ¢ +v = 1, ¢ﬁe£1§x ’

x¢entorno cerrado de Cvn
“h
vo€m
L%‘ B heN™
x<entorno cerrado de Vn-1
mvn= 3; con ag sin ceros en Vn Yy
()p _0 ?ﬂ 0 —
podemos suponer ademd@s que pertenece a /\ m: y €s no negativa
heN
Xe c Vn

Consideremos un elemento no negativo b' de A sin ceros en [vn y

que sea b'¢n= 0, elemento que puede construirse f&cilmente median-

¢

te una serie adecuada SffsTes un elemento de A pues an+.b' es
n

invertible y es independiente del particular elemento b' tomado
con las condiciones prefijadas De esta forma

es un elemento de M Veamos que su restriccién a V _; coincide

con ﬁﬁ En efecto
n~1

¢n - mn"l -

$ndp- My~ (2 tb)m

a__ (a ¥b")

aFb'n a__,

Obsérvese que por ser ¢ _b'=0 y ¢ no nulo en V , b!' en A
que p n n n-1

n-1
es cero, luego basta ver que ¢Han-1ﬁn-anan-1 en M _, es cero
E = -
sto se deduce de que $n2n-1=@,_; En efecto, de ¢ tv =1,

qne1¥n t a,_,¥,= a,_, pero a _,v = Or En resumep siempre pode-

mos considerar que los elementos de M, son la restriccibén de
elementos de M Sean estos m Definamos



*n

¢ = I '
n>1 2% (1+p_ (e.)) (L4qp (¢ 7))

*n™n

z
nzl 2%(1+p (6.)) (L+q (o F))

m =

donde P; < Pyt es una familia fundamental de seminormas en A

Y <93¢ es una familia fundamental de seminormas en M

Veamos que m/¢ es la seccibn buscada Se tiene

- ¢ M _~¢ m
nzl 2 (1+pn(¢n))(1+qn(¢nﬁn))

De donde, multiplicando por oy
o 0™~ Mk *xTn "Ry

n<k 2“(1+pn(on))(1+qn(¢nﬁnx) n>k 2“(1+pn(¢n))(1+qn(onﬁn);

ya que ¢i¢J= ¢; para i<y que se deduce a su vez de la relacibn
¢j+w3= 1 tras multiplicar por ¢1
¢J ¢l-wj¢i = ¢il

teniendo en cuenta que WJ¢1= 0

Ahora bien para n<k es ¢n(ﬁn-"k)= 0 En efecto, existe un b no
negativo sin ceros en V  con b(ﬁn-ﬁk)= 0 Puede sumidrsele a b un
elemento b" tal que b+b" sea invertible en A y tal que ¢nb"- 0 De
esta forma ¢ b= ¢ (b+b") de donde ¢, (b+b") (M -m )= 0 y ¢, (M -m )= 0
en M De la misma forma se deduce que ¢k(ﬁn-ﬁk)= 0 para n>k De aqul
que m-¢m = 0 en Vy_y+ luego m/¢ coincide en V,_, con m y por lo

tanto con m,_, Luego vale el teorema



Teorema I 2 2

Sea 2 una L-&lgebra y M un médulo de Fréchet sobre A El AU-mg

dulo M. admite una topologlia de AU—médulo de Fréchet en forma ca-

U
ndnica de tal manera que el functor M*-»MU es exacto en sentido

algebraico y topolégico

Recordemos, siquiendo las notaciones del apartado 1 que

AU= lim A/In

Veamos que

My= lim M/T M= lim M/I?d

Comprobemros en primer lucar la relacidn M= lim M/HnMJ Los mor-
fismos AU-—»A/In inducen morfismos MU——+MAInM)que dan un morfismo
de MU en lim MAInMJ El morfismo es inyectivo, ya que si la imagen
de m/a es 0, ﬁ(InM, es decir, exaisten bneln, ﬁﬁeM con m= bnﬁn De

perteneciente a

aqui que tomando ¢n caue valga 1 en Qn-l'
—_— *n
h -
/W m, y no negativo ¢nm= 0 Tomando ¢ = I 5 anula a
heN n>1 27 (l+p_(¢_))
M n''n
X e[Qn

m v no tiene ceros en U, luego m/a es cero en My Oue el morfismo

es exhaustivo se deduce de la condicidén de haz que verifica My

Veamos ahora que

1im MAI M= lim M/I M

Esto se deduce de la consideracibfn del siguiente lema



Lema I 2 2

Sea A una L~8lgebra y M un A-médulo de Fréchet, 0,y 0, dos cerra-

dos del espectro de A con Qlc 62 Sea I = N ;i , J = N EE, se ve

xX€0Q x¢ Q
hen? heN®
rifica
JM c IM
Sean atb= 1 con ag /) ;5 y beI Sea meJM
x¢entorno derrado de ([ 0,

h¢N

dado ¢>0 y g una seminorma en M, existird un m'€«JM con g{(m-m') <e
Como am'= 0 tendremos
g(am)= g(a(m-m'))< p(a)e

donde p es una seminorma en A que depende solo de g Puesto que €
es arbitrario seri g(am)= 0, luego m= (a+b)m= bm y como b¢I, he-
mos acabado

La igualdad entre los dos limites proyectivos es trivial ahora
s1 se tiene en cuenta que InMc:f;ﬁc:In+lM De esta forma podemos

dotar a M, de la topologia de Fréchet limite proyectivo de M/f;ﬁ

Es inmediato comprobar que tiene estructura de Aj,-m&dulo de Fréchet

La exactitud algebraica del functor M-——M, se deduce de la pla-
titud de A, como A-mddulo Por otra parte, si M>N es Ul WMOETiEmMO

continuo de A-mddulos de Fré&chet, la continuidad de los moérfismos

M/(InM)——» NAInNJ
asegura la continuidad de M;—N; De aquf que si 0——>M—N—P—0
e€s una sucesién exacta de A-mbdulos de Fréchet,

00— MU——) NU——) PU——-)O

€8 una sucesibfn exacta de AU-médulos y con morfismos continuos El
teorema del gf&fico cerrado asegura que es topolSgicamente exacta

Una situacién que se presenta con naturalidad es la siguiente
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Sean(ly A dos L-&lgebras, A una sub&lgebra de A y la inyeccibn de
A — (1L continua Diremos brevemente que (Ll es una A-&lgebra Se tra
ta de estudiar la relacién entre la localizacién de d como &lgebra
con la localizacién de (I como A-médulo

Veamos en primer lugar un lema

lema T 2 3

Sean (1 y A dos L-dlgebras, (1L una A-&lgebra, la inyeccién
A -+ (1 induce una aplicacibén © Spec((l ) —Spec(A) La 1imagen
de esta aplicacibn es densa en Spec(A)

Demostracién

Supongamos que = (Spec((l)) no fuese densa en Spec(A) Fxis-
tirfa en &ste un abierto U que no tendria elementos de la imagen
de n Sea V un abierto con V¢ U y sea un elemento a de A con

—

ag /\_m:
XeV
h<N

divisor de cero en A y, por otra parte, considerado como elemento
de (I es invertible pues no se anula en Spec((l) en contradiccién
con la inclusién de A en ({

y que a como funcién valaga 1 en (U Fste elemento es un

Obsérvese, en particular, que si los espectros de las &lgebras
son compactos, m es una aplicacién exhaustiva

Estamos ahora en condiciones de enunciar el siguiente teorema

Teorema I 2 3 (Teorema general de localizaci&n)

Sean (] y A dos L-§lgebras, (1 una A-SIgebra Sea 7 la apli-
cacidn Spec((| ) —Spec(A) inducida por la inyeccién A— (I Sea
U un abierto de A, V= T (U) es un abierto no vacfo de Spec((])
Se verifica que la localizaci6én de (I en V como &lgebra, {, coin



cide con la localizacidn de (A en U como A-m&dulo Ay® Aa

Demostracidn

Desde luego que Ay @, es un A -médulo de Fréchet Veamos que
av tambien es un Au-médulo de Fréchet Fs suficiente probar que

el morfismo AU -——»Clv es continuo

Sea Kn una sucesidn exhaustiva de compactos en U definidora de
la localizacién Ay ©, la sucesibdn andloga para QV Puede siempre
suponerse que uCncKn De esta forma tenemos definidos morfismos

continuos de A/IK en a/IQ de tal forma que establecen un mor-
n n

fismo continuo de AU= 1}_m A/IKn en av= 1}_m a/IOn

Podemos establecer un morfismo
Ay @Aa - OV f/a —f/a
que esta bien definido pues si f/a=f1/a1, existe un c de A no nulo
en A con c(fal-fla)= 0cen A, luego f/a=f1/a1 en ClV pues ¢ co-

mo elemento de A es no nulo en V

Para ver que este morfismo entre m6dulos de Fré&chet es un iso-
morfismo bastar8 comprobar que para todo x del Spec(A) existe un
entorno WcU tal que tenemos un isomorfismo entre A, QAU (ADQACU-

Ay opd ¥ Ay gy
En efecto, sean xGWQﬁcUlc Elc U, podemos definir un morfis-

mo A @Aa —Ay QAU(lV por localizacibén de A‘UQAa — a.v, es de-

cir la imagen de £/a, f de l y a¢A y no nula'en W es fV/au, don
de fV Yy ay son las im&genes de f y a en (lv Yy AUrespectivamente

Veamos en primer lugar que el morfismo es inyectivo



Sea f,/a; = 0 en A, QAUCIV, existe un b de Ay no nulo en ¥V

con bfv- 0 en (lv Sea t un elemento de A no nulo en W y con

Dt

te M mh donde m, es el ideal de x en A Tendremos que
Xé€ fﬁl
he«N
<€

f/a = tf/ta De esta forma si bft es cero en (1v, existe un
g de (1 positivo en V con b,ftg= 0 en (L , donde b= b,/a; y t
como elemento de (A pertenece a f\__;g: my ideal de y en a
Fen !

Podemos sumar a g un elemento g, de (L de tal forma que tg,= 0
Y 9-g, sea invertible en Q@ De esta forma blfts o, b1 de A y
no nulo en U, luego la aplicacién es inyectiva

Veamos que la aplicacidn es exhaustiva

——— Sea—un elemento f/a, f de CLV, a de AU no nulo en W Pode-

mos multiplicar los dos términes de la fraccibén por un elemen-
to t del tipo anterior f/a = ftU/atU, ty, imagen de t en A,

Ahora bien ftU € Clv es imagen de un elemento de (I En efec-
to, puesto que f¢ (1, f es de la forma f,/f, con f, de Ol no
nulo en V ft, es igual a fltU/fz donde f, puede suponerse po-
sitivo en V Podemos sumar a f, un elemento conveniente §2 de
tal forma que f,+f, sea invertible en Al y f,t = 0 Tendremos
que en Qv/ fltu/fz-fltu/(fz-rfz) que es imagen de un elemento

de Q4 Anflogamente at,, es imagen de un elemento de A De aquf
que la aplicacibn es exhaustiva y vale entonces el teorema

Para el estudio de las Slgebras de Whitney de un compacto en
una variedad diferenciable precisamos relacionar la localizacién
de la diagonal de un Slgebra con la diagonal del &lgebra locali-
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zada y una relacibén andloga para el graduado de la diagonal
Ve&moslas

Tema I 2 4

Sea A una L-8lgebra nuclear Seglin el teorema I 1 3 A =a 3‘.1\

es del mismo tipo Si U es un abierto del espectro de A se veri-
fica

Ae Ryeu=Ay
donde A hay que cosdirerarlo como a’/DA para dotarlo de estruc-

tura de d-médulo

Demostracién

A g A yxu =(a‘/DA)2 auxu = A 4,0/PA% gy

Teniendo en cuenta el teorema I 1 3 O’UxU= AU® C'AU' de donde

para demostrar el lema es suficiente verificar que
Paty ¥ePy = P

D es el nficleo del morfismo canénico AU ® CAU --»AU Es trivial

AU

comprobar que los elementos de DpAy @ Ay pertenecen a este nficleo

Y que por tanto DAAUD cAUC DAU Por otra parte, observemos que

DAy ) oAy es denso en D En efecto, sabemos que la diagonal al-

AU

es densa en D, , es suficiente comprobar que

Ay Ay

¥ ”~
AAb est8 contenida en DAAU ® cAU

gebraica &

En efecto, si nai/bi)o(ci/di) pertenece a AAU, reducien@o a comtn

denominador podemos ya suponer que todas las b, son iguales a b y
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las d;, iguales a d Se tendré l'{ai/b)c(ci/d)- €ajgec,) (1/bel/d)
con !aici= 0 en A, existe un n de A no nulo en U con n(taici)- 0
Podemos suponerlo en la smna,l‘mai/nua{ci/d)y tendremos entonces

que Inaigci es de DA

Para acabar el lema es suficiente verificar que DA(1UxU es

cerrado Consideremos para ello la sucesidn

()—»DA —_ O.—-—-pa/l)A —0
tensorializando por CLUxU sobre (. obtendremos una sucesién

topolbgieamente exacta

0 —D @a —»a —-»a

A Yoo UxU ux0/Pa gy /0

De aqui que DAG*U)(U = D, Qa.aU)‘U es cerrado en auw

Teorema I 2 4

Sea A una L-8lgebra nuclear Sea U un abierto del espectro
de A Se verifican los isomorfismos

DAU =Dy 0, Ay,p = 0p ey

m+1

(/D" @2y = Dy Ohe

Demostracibn

La aéirmacidn de que D, %JLUEU = DAClUxU la hemos verificado

en el lema anterior, por otra parte, en la sucesidn

0 —D,— (J—A —0

A
al tensorializar por CLUxU y aplicar dicho lema

60—, @Ay Ly, g2y



de donde DAU- D, eaaUxU
De aqui que
mo_ - pM
DAU (D, @ CLUXU Dy oaam

y por la platitud de C(UXU sobre (A

(D’A“/D:‘”) (l = (D} QaWU%m%& :‘U 2;1

UKU)

Lo Gnico cue resta por verificar es que
m+l -1
(DA/Da )e, Qyxy = (Dp/Dx ) @Ry
Consideremos la sucesién

0-—+DAU——» Clu iRy —0

Tensorialicemos por Dg/DK-l sobre O

D, & (Dp/Dn- 1)——;QU)‘U (DR/Dy ) — Ay e, (3/Op Y o

Puesto que D

by

= DACIUXU’ la imagen del primer médulo en
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el

segundo es cero y tendremos el isomorfismo buscado sin mis que

observar que

Ay e, (of/oR Y = aye foi/D
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3 MODULOS DE FRECHET DE TIPO FINITO PROYECTIVOS Y PLANOS

SOBRE L-ALGEBRAS

En esta seccidn se recuerda en primer lugar un esquema de la
caracterizacibén de los mbdulos finito generados proyectivos y
planos sobre un anillo general en té&rminos de sus localizacio-
nes en el espectro primo o méximo A partir de é&ste (proposicio
nes I 31, I32 y I 3 3 ¢uyos resultados son ya conocidos)

y de la teorfia de la seccidn 2 se da una caracterizacibn de los
médulos de Fré&chet proyectivos de tipo finito sobre una L-&lge-~
bra o sobre una Ft&lgebra (0 3 5 ) mediante sus localizaciones
en el espectro topolbgico ( de ideales maximales cerrados) Se
demuestra para este tipo de médulos su equivalencia con lég_ﬁifz
dulos planos

Proposicién I 3 1

Sea A un anillo local y M un A-m6dulo finito generado Las tres
condiciones siguientes son equivalentes

1 M es libre
2 M es proyectivo
3 M es plano
Puede verse la demostracibén en {8}

Proposicién I 3 2

Sea A un anillo y M un A-m8dulo finito generado M es plano si
Y solo si la localizacién en cada punto x del espectro primo o
del espectro méximo M= A _0®,M es un Ax-m6dulo libre
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La demostracién se reduce a la proposicién anterior teniendo
en cuenta que todo A-mbdulo M finito generado es plano si y solo
si sus localizaciones M, em su espectro primo 6 maximo son Ax-mg

dulos planos {244

Proposicidén I 3 3

Sea A un anillo ¥ M un A-mbédulo finito M es proyectivo si y
solo si para cada punto x del espectro primo (o bien del espec-
tro méximo) existe un entorno en la topologfa de Zariski tal
que la localizacidén de M en &l es libre

Demostracién

Llamaremos soporte de M en el espectro primo de A al conjun-
to de 1deales primos x tales que Mx# 0 Para todo A-mbdulo fini

to generado Soporte (M) coincide con los ceros del ideal anula-
dor de M (llamamos ceros al conjunto de ideales primos que lo
contienen) {8}, en particular Soporte(M) es un conjunto cerra-
do, luego, si un médulo M verifica que M = 0 existe un f de A
tal que Mf, localizacibébn de M en el abierto de los puntos en"que
f no se anula, es cero

Sea entonces M proyectivo, L un m6dulo libre y ¢ un morfismo
¢, L =M tal que L.~ M., pues Mx es proyectivo y por tanto 1li-

bre De aqui que(Conuté) = 0, luego en un entorno (cohucs)= 0,
de donde Lf--—-*Mf —0 es una sucesibn exacta Tendremos entonces
la sucesidn exacta 0——*K-—*Lf——+Mf——*0 y como M. es proyectivo,
K es finito generado y K. = 0 Localizando nuevamente en un abier
to K_ es cero de donde Lg= Mg y el m6dulo es libre en entornos

Reciprocamente, sea M libre en entornos Veamos en primer lu-
gar que M es de presentacibén finita En efecto, tomemos una suce
sidn exacta

0—K—L—M —(0
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donde L es libre Como M es localmente proyectivo, K verifica la
misma condicibn y por lo tanto es localmente libre en entornos
puesto que los espectros con los que trabajamos son compactos se
deduce que K es finito generado

Sea entonces una sucesién exacta de A-médulos

R—S —0
Hom (M,RY——Hom(M,S) —C —0

para cada x del espectro primo ( 6 méximo) C,= 0, por ser M de
presentacibn finita (0 2 3 ), luego C= 0 y M es proyectivo

Se deduce inmediatamente que para médulos de presentacién fin
ta coinciden los conceptos de proyectivo y plano y que todo médu
lo finito generado proyectivo es plano

Tras el anterior esquema puramente algebraico estamos en con-
diciones de comprender el significado de los teoremas siguientes
Demos, para mayor comodidad, las siguientes definiciones

Definiciones I 3 1

Sea Aun alc y M un A-médulo, diremos que M es localmente
libre si para cada x del espectro de A ( espectro de ideales
maximales cerrados), las localizaciones Mx son Ax-médulos 11~

bres

Diremos que M es libre en entornos si existe un recubrimien
to abierto {U} del espectro de A (nuevamente recordamos que se
7 trata de los ideales maximales cerrados) tales que MU= Ay e AM

sean AU—mbdulos libres



Teorema I 3 1

Sea A una Ff§lgebra (0 3 5 ) o una L-Slgebra Sea M un A-m&--
dulo de Fréchet de tipo finito Las siguientes condiciones son
equivalentes

1 M es proyectivo

2 M es plano

3 M es localmente libre
4 M es libre en entornos

Demostracién

Las implicaciones 1=2 y 2=»3 son generales para todo A-mé-
dulo finito generado

En la implicacién 3=>4 juegan las especiales caracteristicas
topSlogicas de A y M Veamos la demostracién Supondremos por el

momento que A es una Ftélgebra
Sea x un punto del espectro de A, como M, es libre podemos
encontrar una base ml, ,mk de Mx sobre Ax Sean ml, ,mk re~

presentantes de los anteriores en M Veamos que existe un entor
no U de x en el que son Aj-independientes Supongamos que no fug

se asI Por ser A separable existe una base de entornos del pun-
to x numerable, sean {U } con Un:’ﬁ;+1 En U, tendrfamos una re

lacién
1= k=
ajm,+ +am =0
donde podemos suponer gue las ai son de A Estos deber&n ser

cero en un entorno de x Sea é&ste V,,contenido en Uy En V,

existir8 otra relacidn
1- k—
a2m1+ + azmk a 0 ,

i

podemos suponer que las a, son cero fuera de V, y tambien en un

V3 contenido en U3



Tendremos asi una sucesién de relaciones
k= _
+anmk =0

donde Py € Pp ¢ es una

a_m,+
n ;i
Sean a1= I n

n 2“(1+pn(a;)+ +p,, (a

k
n

))

familia fundamental de seminormas en A En ningun entorno de x se

anulan idé&nticamente las ai, luego la relacidn
d

1- -
(+) a ml+ ’ +akmk =0
pasada a gérmenes es no trivial Luego llegamos a contradiccibn
Existe, entonces un entorno U en el que EH, ,ﬁk son AU-inde-
pendientes Por otra parte sean ty, 'ty generadores de M y gi
sus imédgenes en Mx, tl=z(bi/ci)mi con ¢; no nulos en U La iqual

dad anterior da una igualdad en Mw para W1 entorno conveniente
1

de x Haciendo lo propio con t, vty llegamos a encontrar un
entorno W de x tal que las imagenes de ﬁl, ,ﬁk en M, son gene-
radores de €ste Si Wc U, estos son libres y por lo tanto forman
una base de My

En el caso en que A sea una L-&lgebra, el proceso es similar
Siqguiendo la notacién anterior los ai son tales que sus im&genes

en Ax son cero, luego existen di no negativos en un entorno de x

con dia%= 0, esto es diaig N ;E', sumando a d, un elemento
X ¢ Spec(A)
heN

conveniente ai € q g con VZCU2 para que d1+ai sea invertible
X¢
2

h¢eN

se llega a que a}e-f\ ;E' En V, tendremos otra relacién como
XeV
thz
antes
1= k=
agm ¢ taym = 0, -
puede suponerse que las aée f} mi y tambien a%e/\ m  para un

hGN h€N
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V3 contenido en u,

Prosiguiendo como &n el caso semisimple los elementos ai no
son nulos en A, pues cada entorno de x contiene puntos y en los

que todos los elementos de la serie salvo uno pertenecem a

/W.;E} luego la relacibn (¥) es tambien en este caso no trivial
h¢N

en los gérmenes y llegamos a la misma contradiccién

Veamos por Gltimo que si M es libre en entornos, M es proyec
tivo

Si observamos la demostracién de la proposicion I 3 3 vemos
que en el caso estrictamente algebraico el hecho fundamental es
que por ser M libre en entornos es de presentacién finita, ya
que el espectro primo es compacto En nuestro caso si el espec-
tro es compacto puede repetirse el razonamiento, y podremos ha
cer uso de que AUQAHomA(M,N) = HomAU(MU,NU) No obstante esta

proposicidn es cierta para mdSdulos de Fréchet finito generados
sobre Ftalgebras o L-8lgebras Veamos, pues, esta propésicidén que
tiene interes por sf misma y regresaremos despues para acabar
el teorema I 31

I———

Teorema I 3 2

Sean M y N dos A-mbdulos de Fréchet de tipo finito sobre A A
una Ft§lgebra 6 una L-Slgebra Para cada abierto U del Spec(A)
se verifica

Hom (NU,MU) = AUOAHomA(N,M)

Ay

Observaciones

-~ No es preciso distinguir si los homomorfismos son continuos
© no porque para M y N A-mSdulos de Fréchet de tipo finito
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todo homomofiorfismo es autom&ticamente continuo En efecto, si _
M= L/R, L libre, cada morfismo M-i*N induce un morfismo L—i*N
que es continuo por ser L libre Fste morfismo tiene un nlicleo —
que contiene a R Puesto que la topologfia de L, por ser de Fré
chet, es la topologia cociente L/R, se deduce inmediatamente

que ¢ es un morfismo continuo

Observemos tambien que el gque A sea F-dlgebra & L-&lgebra
implica la existencia para cada cerrado F del Spec(A) de un

ideal minimo Pr cerrado de entre los ideales cerrados cuyos

ceros sean F (vE&ase para Ftélgebras {10} y para L-§lgebras teore
ma I1l5) Se verifica que pg es un ideal cuyos ceros son F,

—

de aqui que ,P!2,= ’PF

Demostracién

La inclusibén de AU49AHomA(N,M) en HomAU(NU,MU) es general

Veamos la inclusién inversa Lo demostraremos mediante una cade
na de lemas

fea una presentacién de M
0 —R —L —M —0
donde L es libre finito y R es cerrado en L

Sea R el submédulo de L que consiste en aquellos elementos
1l de L tales que PFltrR, donde F= [ U Por ser R cerrado, lo

es R que verifica entonces p.RCR Si leL verifica que p.ic R
entonces 1 ¢ R En efecto FF PFJ‘ Cc PFﬁc R, de donde Pglc_n,
esto es pLlc R, luego 1¢R

Definamos un cociente de M, M mediante la sucesién exacta 3

0—R —L—M¥ —0

De la sucesibén exacta

0 —R~—R—*R/R —0



obtenemos la sucesidn
0 —-»PFRI'\ R—r PFR -——»P‘PR/R —0
Puesto que Ppﬁc:k se deduce que PFﬁ/R= 0

De aquf que si consideramos la sucesién
0 —R/R —M—M —0
localizando en U obtenemos la sucesidn
0 —Ay ®f R/R)—A; 8, M—A, 8, M—0
Ahora Lkien AUOA§/R# 0 ya que existen elementos de Pp RO nulos

en Uy se verifica que Pﬁﬁ/RF 0

De aqui que tenemos la identidad My = ﬁU

Lema I 3 1

En las condiciones y notaciones del teorema I 3 2 ae verifi

ca
3,0, Hom (N, M) = AUDAHom(N,ﬁ)

Demostracién

Observemos en primer lugar que FFMB,PFH
En efecto, de la sucesibn

0 —R/R —+M —M —0

obtenemos

0— ppMAHR/R) — ppHl— g —0

Ahora bien, si am¢R/R, mM, ac¢ pp Se verifica que si 1 es un
representante de m en L, al ¢ R de donde ppal cpplc PF!'!cR, lue-

go l¢R y si aeh. aleR, luego am= 0 Tendremos entonces que



{>Fl'm(l-!/R)=I= 0 Por otra parte, de la misma sucesibn
0 —+R/R —M —M —0
se deduce
0 —Hom (N,R/R) —Fom (N,M)—FHom (N, M)

y tensorializando por Ay

0——+AUOAHom(N,§/R)——+AUoAHom(N,ﬁ)——*Auahﬂom(N,ﬁ)

De la relacibén ya empleada de que R/B= 0 y de que en
P F

existen elementos sin ceros en U se deduce que AUQAHom(N,ﬁ/R)= 0

De aqul que tenemos una inyeccién AUQAHom(N,M)——»AUQAHom(N,M)
Veamos que la aplicacibn es exhaustiva Sea ¢ N-—¥, a¢pp sin
ceros en U, a¢ aplica N en aﬁc:FFﬁ= PpM Luego a¢ factoriza co-

mo morfismo de N en M en

N S
M
Entonces la imagen de y/a ¢Aym,Hom(N,M) en AU@AHom(N,ﬁ) es a¢/a,

que es la ¢ en este Giltimo Con ello queda.demostradoc el lema

Lema I 3 2

Sea P un A-médulo libre, by P——*ﬁu un morfismo de A-m6dulos
cuya imagen esté& contenida en la de la restriccién de M a ﬁU

Entonces puede encontrarse un morfismo ¢ P—M tal que el diagra
ma

p—tf

;E‘ﬁg/<PU
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es conmutativo y Ker¢= Ker¢U

En efecto, consideremos el diagrama

‘v -
p—Y L

U

v 1 /}L/”TPU

0 +R +L M ——0

donde y es de tal forma que t y= ¢y Definamos ¢= T Vv Veamos que

Nuc¢ = Nuc ¢, Desde luego Nuc ¢y 2 Nuc ¢

Sea ahora peNuc by ¢ (p) es un elemento de M anulado por un ele
mento a sin ceros en U y que podemos suponer es de P Por ser M

A-m8dulo topolbSgico, el anulador de ¢(p) debe ser un ideal cerra-
do de A cuyos ceros estardn contenidos en F, lueqo este ideal coﬂi&q
dra a PF De aqui que PF¢(p)= 0, luego PFw(p)c R de donde

v(ip)e Ry ¢(p)= 0 Esto acaba la demostracibn del lema

Lema T 3 3

Con las notaciones anteriores

AUQAHom(N,ﬁ) = HomAU(NU,ﬁU)

La inclusifn del primer miembro en el segundo es general Sea
ahora vy NU——»EU, por ser mbdulos finitamente generados podemos

multiplicar ¥y por un elemento de A sin ceros en U de modo que
!
la imagen de ¥y por dicho elemento esté contenida en la restriccién

de M a M,, Bastarf que demostremos que un tal vy 8 la localizacifn

U
de un morfismo de N en M

Escribamos N como cociente de un m8dulo libre P Tendremos un

diagrama !
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by*Py T Y donde ¢ satisface la condicién Nuc¢ = Nuc 4y
(lema I 3 2 )

con ¢,=

Entonces Nuc¢ = Nuc ¢U::Nuc m , por lo cual ¢ factoriza en

y se tiene asi un morfismo ¢ tal que pye ¥v= ¥y pyr con lo que Yy

es la localizacién de ¢ en U

Podemos ya acabar la demostracién del teorema

A, ®, Hom(N,M)

u®a = Auehﬂom(N,ﬁ), por el lema anterior es igual a

HomAU(NU,MU) y como M,=M,, es a su vez igual a HomAU(NU,MU),

luego vale el teorema

-~

-
Volvamos nuevamente a la demostracifn del teorema I 3 1 , que-
rfamos ver que si M es libre en entornos, M as proyectivo
Sea una presentacién de M

0—+R—L—YoM —+0

donde L es libre finito
Sean U, abiertos del Spec (A) tal que M, sean Ay -m&dulos
8 §

libres Tendremos la sucesién
¥
U

0 ——»RU..._—-»L A-MU
i

De aquif que existen aplicaciones.
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tales que by Yy, = IM Seglin el teorema I 3 2
U
i

i i
cada morfismo Yy ©S la localizacidn de un morfismo de M en L,
i

es decir es del tipo yi/ai, donde Yy s un morfismo de Men L y

Y —L
0 Moo,

a; es un elemento de A no nulo en Ui

Para cada punto del espectro existe un entorno en las con-
diciones anteriores Podemos seleccionar de este recubraimien-
to uno localmente finito y numerable {Vn} (finito sobre cada
compacto) y construir otro {Un} de las mismas caracteristicas

con ﬁngvn Sea e =l una particién de la unidad subordinada al

recubrimiento, con a,¢ (\_.;E si se trata de una L-&dlgebra o
xe (U
he¢N

sencillamente con a, ¢ /}_ m, si A es una Ftélgebra (v€ase {4})

Xe (U
€L%n

Tendremos entonces que anyn/an da un morfismo de M eh L pues

cn/an =an/(an+bn) con an+bn invertible ( tomando previamente a,

no negativo)

La serie ﬂhn/an)yn define un morfismo de M en L puesto que
para cada m de M la serie (zun/an)yn(m) es convergente ya que

las semhinormas en L est&n localizadas en compactos ( v&ase {il}
para F-§lgebras y teorema I 1 6 para L-&lgebras)

Veamgs que este morfismo compuesto con y es la identidad en
M Puesto que Hom, (N,M) es un mSdulo de Fréchet, bastar& compro

bar que, localmente, esta composicifn es la identidad Sea W un
entorno tal que tenga interseccién con s6lo un nGmero finito de

Vn
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'pW.(z(ai/ai)Yi)W(mW) ww°z°1(Yi/ai)W(mW) = zui 'Pw (Yi/ai)w(mw)=

Tamy = my

donde los sumatorios segundo, tercero y cuarto se refieren a
un numero finito de sumandos FEsto acaba la demostracién



CAPITULO DOS

CARACTERIZACION DEL ALGEBRA DE
WHITNEY DE UN COMPACTO EN UNA

VARIEDAD

Dada una variedad diferenciable V' ( siempre la supondremos
numerable al infinito) y X un cerrado de - , llamaremos Px al

ideal de nulidades cerrado de X en £ (V), anillo de las funcio
nes infinitamente diferenciakles en la variedad (0 3 2 y O 4 )

Llamaremos algebra de Whitney del cerrado X en la variedad
al anillo ¢§(v)/ Px

El propbsito de este capitulo es dar una caracterizacién en
términos algebraicos u topolbgicos sobre un &lgebra A para que
exista una variedad diferenciable tal que A sea el dlgebra de
Whitney de un compacto de la citada variedad

La condicién a que llegamos es an8loga a la definicibn de
Grothendieck (Eléments de Géométrie Algébrique, Cap IV) de que
el morfismo inyeccién de C en A sea un morfismo diferenciable-
mente liso (condicién de lisitud en términos de diferenciales
La condicibén de Grothendieck se refiere a diferenciales y dia-
gonales puramente algebraicas y hemos creido natural emplear en
nuestro caso el té&rmino "lisitud topolégica" del morfismo En
el capftulo III estudiaremos una situacidn que engloba a &sta

El método que utilizaremos es, b&sicamente, el de hacer uso
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de la teorla del capitulo I para reducir el problema al caso de
un 8lgebra de Whitney de un cerrado no necesariamente compacto
de R"
en {11} para la caracterizacifn del &lgebra de Whitney de un

Para este caso sequiremos esencialmente la pauta marcada

compacto de R"

Un resultado marginal que se obtiene en el curso de la teoria
es una demostracidn del teorema de la funcién inversa para fun-
ciones diferenciables trabajando directamente con los anillos
que creemos es de interés por si misma

Preliminares al teorema de caracterizacién

Recordemos en primer lugar que se llama Q-algebra a toda a % ¢
que tiene un entorno de la unidad formado por elementos inverti-
bles Para toda a 1 ¢ completa, tonelada y reqular A las tres
condiciones siguientes son equivalentes

1 A no tiene ideales densos
Spec (A) es compacto

3 Existe un entorno de la unidad formado por elementos
invertibles

La demostracién puede verse en {10}

Las dlgebras de funciones diferenciables las supondremos valo
radas en los nfimeros complejos, Buede obtenerse una caracteriza-
cidén andloga para el caso real sin mis que considerar partes her
miticas de &lgebras simétricas
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Observemos que si X es un compacto de una variedad diferencia
ble V- v = E()/py es el &lgebra de Whitney de X respecto a la

variedad V se trata de una L-&lgebra En efecto E(U") es una
#-81lgebra de Fréchet simétrica, semisimple y separable De aqui
que A es una ¥-8lgebra de Fréchet simétrica, separable y de es-
pectro compacto X Para comprobar gque se verifican las condicio-
nes de "subsemisimplicidad" y de "superreqularidad" es suficien-
te tener en cuenta que en £(V) , para un cerrado F de UV,

FF= N mh consiste en las funciones tales que al aplicarles
X¢F
heN

h campos sucesivos, la funcibn resultante es nula en F y esto
para todo h nGmero natural

Por otra parte, puesto que (V) es nuclear tambien lo es A

Un alc A se dice topolbgicamente finito generado si exis-
te una subdlgebra finito generade y densa en A La finitud gene
rada de A= €(1f)/'PX puede deducirse a partir de la finitud

generada de § ( V;) donde Lq es una variedad diferenciableccen

tenida en V con Xxc U, y U] recubrible con un nfimero finito

de entornos coordenados y teniendo en cuenta que E(‘U1)4Fx ™
4
1

= E(U’)/rx (Px’v,l ideal de nulidades de X en U)

Resumiendo, el &lgebra de Whitney de un compacto en una varie
dad diferenciable es una L-&lgebra nuclear topolSgicamente fini-
to generada y que es una O-dlgebra Daremos el enunciado del teo
rema fundamental del capitulo en la clase de las &lgebras con las
condictones anteriores y que sean diferenciablemente completas
Observemos que esta filtima condicidn no presupone apenas limita-
cién en cuanto a los propbsitos enunciados, ya que puede darse
una condicidn necesaria y suficiente para que una &lgebra sea di
ferenciablemente completa en t&rminos de seminormas (0 3 7 )
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Sea A una L-8lgebra Diremos que el morfismo inyeccidn C-—A
es topoldgicamente liso (t liso) si se verifican las siguientes

condiciones

1 La diagonal de A, D,, es un A® A-mb6dulo finito

C
generado
2 Las potencias D: son ideales cerrados de AéCA,
Q= DA/Di es un A-m6dulo de Fréchet proyectivo y
GradDA(A@bA) = SimetrA(QA) (véase 0 2 )

Observacién

Segln el apartado 3 del capftulo I la condicién de que las

diferenciales de 2, 2, sean un A-m6dulo de Fré&chet proyectivo,

bajo las condiciones 1 de morfismo t 1lisoc a que sea un A-m6du
lo de Fréchet plano o bien localmente libre

Estamos ahora en condiciones de dar el enunciado del teorema
fundamental

Teorema II 1 1

Sea la clase de las L-&lgebras nucleares topolSgicamente fini
to generadas por elementos autoconjugados, que sean (Q-8lgebras de
espectro conexo y diferenciablemente completas

La condicidn necesaria y suficiente para que una &lgebra A
de la clase anterior sea el 8lgebra de Whitney de dﬁ‘aaﬁﬁiéfa‘de
una variedad es que el morfismo C—2A sea topol8gicamente liso.La
variedad tiene por dimensifn la dimensién local de 2
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Observaciones

1 La condicibén de que el espectro sea conexo tiene por finico
objeto el que la dimensibn de las localizaciones de 9, sea

la misma para todos los puntos del Spec(A) Se puede, si se
quiere, sustituir la condicibn de conexibn por esta filtima
condicidn La dimensibn local de Qp dard como en el caso
del enunciado la dimensidn de la variedad

2 N&tese que la diferencia entre las condiciones de este enun
ciado y las dadas en {11} (0 4 ) para la caracterizacidn del
8lgebra de Whitney de un compacto de R" estriba en que en
nuestro caso no se imponen condiciones sobre cuantos deben
ser los generadores de A y que la condicibn de ser 2 libre

se sustituye por la de proyectivo Se impone por otra parte,
que el &lgebra sea una L-&lgebra nuclear

Necesidad de las condiciones

Seflalemos en pramer lugar que segfin las observaciones prelimi
nares al teorema de caracterizacién el 8lgebra de Whitney de un
compacto en una variedad diferenciable pertenece a la clase de
las L-8lgebras nucleares topolSgicamente finito generadas por
elementos autoconjugados y es una QO-8lgebra diferenciablemente
completa

Para probar las condiciones de morfismo t 1liso necesitames el
siguiente lema

Lema IT 1 1

Sea X un compacto de una variedad diferenciable U, U un abier
to de VU Se verifica



U
CE/pxnu = Eu/Pxau

donde ngu es el ideal de nulidades cerrado en EU correspon-—-

diente a XnU

En efecto, sea Ql una sucesibén exhaustiva de compactos de U,
Pn el ideal de nulidades cerrado correspondiente a C s Segln

la definicibn de la localizacibn para L=8lgebras
CE/pp)yau = Him (E/pp)/(Po/py) = Lam Epy

Por otra parte es trivial que f/Pn= EU/Pg donde F)g es 1
cierre cel ideal de nulidades en £U correspondiente a o NX Se

tiene entonces
(E/pyxay = 1am E/pp = Lam EU/Pg

y este Gltimo es i1gqual a Eh/F)gnU como se deduce del siguiente

lema
Lema II 1 2
Sea A una Fialgebra (0 35), 0,¢ 0p¢ una sucesidn exhauss

tiva de compactos en el Spec(A) = X Sea F un cerrado de X, Pn s
el cierre del ideal de nulidades de CaN F' Pp el cierre del ide-
al de nulidades de F =(J(QﬂnF) Se verifica entonces que Pf="Ph
y que A/PF= lg._m A/Pn

En efecto, desde luego p,clIp Sea ahora ael) ppY P una semi~
norma en A que puede suponerse localizada en Ch (0 3 4) Por ser
a de ”n podemos encontrar un beA nulo en un entorno de anF y tal

que p(a-b)<e para €>0 prefijado La interseccién de dicho entormno
con F puede expresarse como un entorno de O, interseccién con F,
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¥
pues F es cerrado U(Qn)n F Sea ¢¢A igual a 1 en ¢C. y nulo en

un entorno del complementario de U(on), ¢h>€F% y se tiene

p(a=¢b) < p(a=b) < ¢ , luego ac¢ FF

Vale entonces la relacidn P =’1f; De agui que la aplica-
cién canbnica A/F’F_—’lim A/p , es inyectiva La 1magen es den

sa y para ver cue la aplicacifn es exhaustiva es suficiente des
mostrar que toda seminorma p de A/PF procede de una del linm F’f)n

En efecto, sea p una seminorma de A que est& localizada en On

y cque induzca p Tendremos

[}

p(a)= inf p(atc) = inf p (a+b) inf p(a+b) = 1inf p(a+b)
Cepp beF+ﬁOn bePF+an bEF%nOn

que es una seminorma del limite proyectivo

A partir de este lema se acaba la demostraciédn del lema II 1 1
sin més que tomar A = EU y F = XnU

Necesidad de la condicién 1 de morfismo t 1liso

Seqlin el teorema I 2 4 DAU= DA% O‘UXU es decir la localiza-

cidén de la diagonal de A ( A es una L-8lgebra nuclear) es la dia
gonal del localizado de A Ahora bien, en nuestro caso si A= E/PF

Ay segin el lema JI 1 1 es para U = U;AF con U; abierto de la

variedad, A= ‘EUI/F:UlnF' tomando U, un entorno coordenado pue-

de suponerse que EU = C (R?) Ay serd entonces el 8lgebra de Whit
1 -—

ney de un cerrado G de R" Ay= C“(Rn)/'PG
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La diagonal del anillo c”(R") es finito generada pues es el
submédulo de C”(R") & ch(Rn) = Cm(RZn) que consiste en las fun

ciones f(xl, 1 XYy ,yn) con f(xl, yXp oYy ,yn)= 0y

es un resultado cl&sico que este m6dulo de funcicnes estd gene
rado por x,-y, 1=1, ,n, luego Dcw(Rn) est& finito generado

sobre C” (R) éccm(Rn)
Por otra parte es inmediato comprobar aue DAU= Dcm(Rn)/f>C
es un cociente de Dcw(Rn) ya aque por ser los espacios de Fr#&ch-tr

y nucleares ( 0 1 3 ) tenemos el sicuiente diagrama de sucesio-

nes exactas

0 0
] | |
0-— ]nDiw(Rn) —————————*1 _——o fG — 0
-3 n ~ oo n @ n
0-———->Dcm(R ) ———C (R) TCC (R") ———C (R) ——0

~

/p g€  (R) /pc ) & (€T (R™) /p)—CT (R) /p 0

L

0

De™ (r™)

PR
o<

donde J=p.oc™(RM) + cT(xM e py

De acui que D, es finito generado Si las localizaciones de

Py

D, son finito generadas y el espectro de A es compacto se sique
inmediatamente que Dp es finito cenerado De hecho puede demos-

trarse incluso que DE/P es de presentacibn finita
F

Necesidad de la condicidn 2 de morfismo t 1liso

Veamos en pramer lugar que D!; son ideales cerrados de A@ A,
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Sabemos {11} que para B &lgebra de Whitney de un cerrado de

R" se verifica que las potencias de la diagonal son ideales ce
rrados de BGCB Seqfin el teorema I 2 4 1la localizacién de Dx
es DK €i lo hacemos para los abiertos de un recubramiento

U

coordenado de Spec (A) puede identificarse Dg con un ideal de

N m -
? (Ay &A,) Por ser DAUcerrados en A,8-A; y mediante una parti-

c16n de la unidad se sigue inmediatamente que Di es un ideal

cerrado de A GCA

El que f1, sea un A-mbdulo de Fréchet proyectivo localmente de

2, _ 2
dimensidn n se sique del teorema I 2 4 ya que (DA/DA)U—-Dz /DA
U

y como A, es el anillo de Whitney de un cerrado en R" se trata

de un m8dulo libre de dimensidn n { vEase {11} teorema III 3 3 )
La proposicifn se deduce ya trivialmente de la equivalencia en
los m&édulos de Fréchet finito generados sobre L-&8lgebras de los
conceptos de libre en entornos y proyectivo (I 3 1 )

Anilocamente, como

[GradDA (2 &.A)] Grady (hy Bhy) (1 2.3},
v

(SlmetrA(QA))U Simetr (0,2,2,)

(o, )
Ay Ay
y por otra parte Grady (AU4§CAU) es el anillo de polinomios en

Ay

n variables a coeficientes en AU ( véase {11} teorema I17,3,3,),

Ay ay

A.-mbédulos Grad, (A $.~A) vy Simetr,(0,) coinciden en sus locali~
U DA C A*TA

es decir, coincide con el Simetr ); se verifica que los

Zaciones sobre el espectro de A que es un compacto

De aquf gue el morfismo canénico SimetrA(ﬂA)—i*GradD (A éCA)
A
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que estd definido a partir de los morfismos X * QQA——*Di/D;*l

(w0 ew. —>{w, wr}) es un isomorfismo ya que tanto el Nucé

como el Conucé al localizarlo en los abiertos de un recubrimieg
to de Spec(A) son nulos, luego ambos son cero

Suficiencia de las condiciones

Supongamos un 8lagebra A bajo las condiciones del teorema
IT 11 El punto fundamental es demostrar que para cada pun-
to del Spec(A) existe un entorno abierto U tal que Ay es el &1
gebra de Whitney de un cerrado ( en general no compacto) identi
ficable a un cerrado U en R"

En primer lucar sea U un abierto tal que @2A)U=QA sea un
U

AU—médulo libre AU es un anillo que verifica las siguientes

condiciones

1 Ay es una L-8lgebra nuclear finitamente generada (to-

polégicamente} por elementos autoconjugados)

En efecto, A, es una L-&lgebra de espectro U segflin

el teorema I 1 1 Es nuclear por ser lImite proyectivo
de cocientes de A que son a su vez nucleares (0 1 3 )
La finitud generada de Ay se obtiene del siguiente lema

Iema YI 1 3

Sea A una L-&lgebra engendrada topolSgicamente por
Xy 1 X, AU lo estd por los elementos imagenes de és

tos en el morfismo canénico A-—vAU

En efecto, siguiendo las notaciones del capfitulo I

Ay = lim A/Jn, las imdgenes de x,, /X, en el morfismo



canénico A—»A/Jn generan una parte densa, de aqul que las im&

genes de Xy »X,. en el lim A/Jn generan una parte densa en &l
2 Ay, es diferenciablemente completa por ser limite proyectivo
numerable de &lgebras cociente de 8lgebras diferenciablemen
te completas, que son &lgebras del mismo tipo (0 3 7 )

ur DAU es un (AU @CAU)-mbdulo finito genera

3 La diagonal de A

do

Se deduce inmediatamente de la relacidn

D, =D,®

AU A AfbA(A @CA)UAU (teorema I 2 4 )

m

4 Las potencaas DA

5 son ideales cerrados de Ay @Ay, JIAU es un

Ab-médulo libre de dimensién n y GradD (AU®CAU) es el ani-

Ay

llo de polinomios en n variables a coeficientes en AU

Ay

sucesibn topol&gicamente exacta

Fn efecto, veamos que D son cerrados en I\uacAU Sea la

0 Dl s @ — /D" —0
donde (= ASCA

Localizando en UxU tendremos la sucesidn topol8gicamente
exacta (I 2 2 )

m m
0 —Dy & Ay Ay Qyyu/On Lys—0

De aqul que Dg‘ %_aUxU = Dg a'U)tU es cerrado en aUxU y es

precisamente

m m _ m_ .M
DAU B (DA%aUxU) (DAa’UxU) DA auxu
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Por hipbtesis 2, es un A,y-mbdulo libre y de la relacidn

Ay

GradDA(A @CA) = SlmetrA(nA)

localizando y teniendo en cuenta el teorema I 2 4 y 0 2 2

[GradDA(A & A ; = Grad p, Puécry)
u

Simetr (01 = Simetr, ((9,),,) = Simetr, (9, )
[ A A)]u AU A'U AU AU

y como este filtimo es el anillo de los polinomios a coefic. -

-

tes en el anillo A, se sigue la proposicién

Resumiendo, la localizacién de A, AU verifica las maismas

condiciones que el &lgebra A enunciadas en el teorema 1I 1 1
gue estamos demostrando, pero sustituyendo la condicién de
ser Q, un A-mbdulo de Fréchet proyectivo localmente de dimen

s16n n por la condicibén de ser libre de dimensibn n

Supongamos, por simplificar la notacidn, que ya A verifica
la citada condicién

Sean x,, ,X.. generadores topol8gicos de A Se trata de

r
ver que para cada punto p existe un entorno V tal que
nﬁv = nAoAAv, que es un médulo libre de dimensién n, tiene una

base formada por n de los elementos ax, ., ,dxr imfgenes en

el morfismo AV——»QAV que asocia a xi-_»dxi= (xiol-l@xi) (de

hecho deberfamos escribir en lugar de x; las imégenes de x; en

A, por el morfismo canbnico A—A,,

En efecto, si 4y es el nlcleo del morfismo producto
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A ®.,A—A—0, D, es el cierre de 3, en A 6CA y por otra par
te Ap estd engendrado por elementos del tipo da para a<A De
ag-uf y de la continuidad de la aplicacibén A-—»QA,a——»da=aol-loa,

se sigue que el submédulo de £  engendrado por ax,, ,dx_ es

A r

denso en QA Del lema siguiente deduciremos que dxl, dxr ae

neran todo QA

Lema II 1 4

Sea A un &lagebra de Fré&chet, M un A-m&dulo libre de dimen-
sién finita En M no existen submSdulos finito generados y den

50sS

En efecto, sea Nc M un tal submbdulo finito generado y den-
so fea my s yMy una base de M Si aeM, a=a1m1+ +akmk Con

sideremos la proyeccibn M—A, m-—a, La imagen de N por es-

ta aplicacidn continua es un ideal finito generado y denso en
A, luego coincide con A ( R Arens {2}) Es decir, en N existen
elementos que tienen por componente i-€sima cualquier elemento
prefijado de A En particular existe un elemento en N cuya pri
mera componente es 1 ¢

n,=m;ta,m,+ -fakmk
Es trivial verificar que la base de M m,, ym, puede sustitir
se por n,,m,, oMy Podemos, ahora, manejando esta nueva base

proceder en forma anfloga y llegar asf a una base formada por
elementos de N, de donde N = M —

En nuestro caso tenemos entonces que dxl' ,dx_. generan

r

todo @ Siempre puede suponerse

A A
r>n Tendremos las siguientes relaciones

Sea El' 'En una base de Q
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n
(1) dx, = [ a__¢ i=1 r
i g=1 1373 ! !
r
(2) El = k):lblkdxk 1=1, /N
de donde
r n
£y = kil Jilblkakjgj' luego
b
kilblkakj = élj 1=1, M, 3=1, 1

Estas relaciones entre los elementos de A mediantes el mor
fismo "tomar valores en p" A-—»A/mp= C da una relacibn entre

nGmeros que implica que el morfismo entre espacios vectoriales
inducido por la matriz (akllp)) compuesta con el de la matriz

(b;, (p)) da la identidad en un espacio vectorial de dimensidn
n De agul que el morfismo inducido por (akl(p)) es inyectivo

y por lo tanto existe un menor de orden n, supongamos (a,, (p))

k=1, ,n , 1=1, ,n de determinante no nulo , de donde

det (akl) da un elemento invertible en Ay, para V un entorno
k=1, N

1=1, N

conveniente de p Tendremos entonces que las relaciones (1) in-

ducen unas relaciones en QAV

n
dx, = I a,_&
1 J=1 15>5

n
= I
dx L anjgj

con det(aij) invertible en AV De agqul gue podemos despejar

51' ’En como combinacidn lineal de dxl, .,dxn de donde é&s-

tos son generadores y generadores libres de QAV
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Nos encontramos pues en que AV que est8 generada por
3 X, verificar& tambien todas las condiciones del enun=

ciado del teorema II 1 1 vy ademés dxl, ,dxn forma una ba-

se de Q Para simplificar las notaciones llamaremos nueva-
mente A "al &lgebra A, que verificaba las condiciones anterio

res

Se trata ahora de ver que para cada punto p del espectro
de A existe un entorno W tal que en la nueva localizacidn Ay

DAW que desde lueado est&8 finito generada sobre AWCDCAW (pues

es la localizacibn de D, en WxW) estd8 generado precisamente

por xlol-lexi, i=]1, n

En efecto, sea I el ideal contenido en DA y generado por

2 =
xl;al--ltbx_,L De la condicibén de ser en DA/DA' dxi— xial-oni

i=1, ,i una base tendremos que Dp= I ¢ Di

Sea xeSpec(A), veamos que (DA) (X X)=I(x x’,local.:l.zac:!.én
’ [4

algebraica en el punto (X,X)¢Spec(A@-A) Tenemos

2

=1I )+(D )

©p) (x,x) (X,X

A (x,%)

como D, est8 contenido en el ideal maximal de (AéCA)

ya que DycA dam  + m, A, que es el ideal maximal de (X,X]

en A®.A, por el lema de Nakayama (8}

) (x,x) = T(x,x)
Tendremos entonces que si Ny sy SON generadores de DA’

ny= ZfJ (xj-xj) en (A®-A) (X,%)’ de aqul que la igualdad ante-
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rior tiene sentido para la localizacidn de AJDCA.en un entor

no de (X,X) y como tenemos un nfimero finito de generadores se

deduce inmediatamente que la localizacibn de D, en un entorno

de (X,X) est& generado por las imlaenes de x401-1px, en dicha

localizacibdn El1 entorno siempre puede tomarse del tipo WxW
con W entorno de X

De aqui que (DA)WxW = D est8 generado por las im&genes

Py

de xiol—lexi en DAW

Resumiendo, estamos al presente en la siguiente situacidn

Dada un &lgebra A en las condiciones del teorema II 1,1
para cada punto p del Spec(A) existe un entorno W tal que la
localizacibn Ay verifica las siguientes condiciones

1' 841 los generadores de A son Xy, 1 Xy Aw tiene

por generadores las imdgenes de &stos en el mor
fismo candnico A—A, A, es por otra parte una

L-8lgebra nuclear de espectro W
2! A, es diferenciablemente completo
3' D, estd generado por xs,0l-lex, i=l,.. ,n

AW

kK son ideales cerrados de AWQCAW, 2. es un

A A

Aw-mbdulo libre con base dx,, Ax Y

4' D

Grad, (AwéCAw) es el anillo de polinomios en

AW

n variables a coeficientes en AW‘

Consideremos ahora la aplicacidn Spec(Aw)= Ww—R" dado por
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p-»(xl(p), ,xn(p)) Veamos que esta aplicacibn es inyectiva
En efecto, si xi(p) = xi(ﬁ) para i=l1, /1, tendremos que pues-

to que x.0l-lex, pertenece a D, para i=n+l, , T, por la propie
i i Ay pig

dad 2' x;0l-lex, = jzl aj(xjal-lexj), “jGAw‘BCAw De donde el
valor que tomar&n estos elementos en el punto (p,p)e¢Spec (A, &A,)
ser8 :
- n - -
xi(p)-xi(p) = Jilaj(p,p)(xj(p)-xj(p)) = 0

luego x, (p) = xi(B) para i=1, ,r es decir para una familia de

generadores topolBgicos de Ay, de aqui que p=p (t)

La aplicacibn inyectiva considerada es continua, luego es un

D G G ER D S T GRS P - S S S S G R B Ik i S G I G R G G S G I R G G G D R D D W G T G T G R R D O D @ S O R D OR S G AR R W

(+) Obsé&rvese que en estos razonamientos est8 implfcito el
teorema cl8sico de la funcién inversa que puede enunciarse
asi sea £ el anillo de las funciones infinitamente dife
renciables en R" Sea un morfismo continuo £ —%+ £ tal que
la imagen de x, es y,= f, (x,, +X,) de tal forma que

dyy s ,dy, forman una base de las diferenciales en el pun
to p Existe un entorno U de p tal que el morfismo anterior
induce un isomorfismo £¢%U) -> £U

En efecto, siguiendo los razonamientos anteriores yi—§i

constituyen una familia de generadores de D, sobre { Q:E
£ v&tu

para un abierto U De aqul que las funciones Yyreees¥, S€°
paran puntos del espectro de {,  y &, son las funciones dg

ferenciables sobre el abierto imagen de U por las aplicacio
nes y,, 'Y, Es facil demostrar a partir de aqul que el

morfismo E’ E— EU es un isomorfismo,
¢ (U)
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homeomorfismo sobre cada compacto de W Puesto aque el espectro
de A, es localmente compacto para cada punto p de ¥ existe un

entorno abierto de adherencia compacta en V' La localizacibn de
A, a este entorno vuelve a verificar las condiciones 1',2',3',

4' y adem8s su espectro es identificable mediante Xy Xy @

una parte abierta de un compacto de R" Es decir a la interseecibn
de un compacto de R" con un compacto del mismo que puede suponer-
se es una bola (identificable a R") si asf lo deseamos) Para no
complicar m&s las notaciones supondremos que ya A, se encuentra

en estas filtimas condiciones

Nuestro segundo punto b&sico en la demostracifn es probar que
A, es el anillo de Whitney correspondiente al cerrado W (no nece

sariamente compacto considerado como cerrado de R" mediante la
identificacifén dada por los elementos x,, X, En este punto

sequiremos la pauta marcada en {11} para la caracterizacidn del

8lgebra de Whitney de un compacto de R™

Por comodidad en las notaciones escribiremos en lo sucesivo
aepl= a(y), l®ea= a(x), y por £(x,y) los elementos de AwécAw.
Para cada a de A, da se expresa en forma Gnica da=a1dx1+ .
ta dx ~ Escribamos a;,= §,(a) Se verificari que a(y)-a(x) y
n
1£161(a)(y1-xi) tienen la misma clase en QAW, luego su diferen~

n
cia ser§ de D2 aly)-a(x)= I &, (a)ly,;=x;)¢ Diw La clase

Ay i=1
n

se expresa univocamente como L z aijdxidxj

2 ,.3
D
Aw/ Ay 21 1,j=1

Sea a1j -cij(a) Se verificar8 entonces

en D
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n
1 3
a(y)-a(x) -  §;,(a) = — I é,_(a)(y.=x )(y_ -x_) €D
i=1 i 2' i,3=1 i3 yl 1 yj J AW

Asi sucesivamente para cada n-pla de numeros naturales
k= (k,, ,kn) existe una aplicacibn G(k) A,—A, tal que

§, (a)
L k k r+l
a(y) -lkl<r—_k| (y=x)" € DZ-'

y las aplicaciones G(k) vienen determinadas por esta condicidn

Es f8cil comprobar que las aplicaciones §,, son composicién

de aplicaciones continuas y por tanto continuas

Estas aplicaciones verifican §,. 6, = Sy4n [Esto se deduce sin
més aque aplicar § el A ®.A, ~A,® A, al "desarrollo" de un ele
mento cualquiera a de A Se obtiene entonces el desarrollo de

épd va que D;wpor medio de la aplicacibn Ghel tiene su imagen

en Dr-j ( trivial teniendo en cuenta los generadores de DAwl

Por otra parte, mediante el producto de desarrollos y teniendo
en cuenta su unicidad se llega a la regla de Leibnitz

8y (a b) = hz (i]ah(a)ak_h(b)
<k

Sea Aw[[£]] el anillo de las series formales en n variables
a coeficientes en Ay, Definamos una aplicacibén ¢=Aw——+ch[£]]

tal que ¢(a) = z-L ck(a)zk La regla de Leibnitz prueba que

k k!
trata de un morfismo de anillos Sea Rw el anillo cociente de

A, por su radical El morfismo Aw_';‘w , a—a da canSnicamente

un morfismo Ay [L£]] Awll8]  considerando el morfismo compo-

S8icién de ¢con este filtimo tendremos una aplicacidn
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Gk(a) Ek Ahora bien, estos

Aw$—»iw[[§)] que asigna a a€A_, I
k K
elementos no son otra cosa que " jets" de Whitney correspondien

tes a W (v€ase 0 4 y {7 bis}) ya que de las relaciones

z 6k+h(a”")(y_x)h ¢ prti-lk|
[h|<r-|k| hi

(1) & () ly) -

y puesto que D, est& engendrado por Y1™Xy '¥Yn~¥, (he aqui un

AW

punto esencial por el que hemos necesitado localizar el &lgebra
de partida) tendremos que para Xo ¥ X de W

8 (a) (x)
kth 2 (x,=x )h= z £ (xo,xl)(xl—xo)

|h|sr=|k| hi 170" |p|=rs1-|k|P

6 (@) (x)) -

que son las condiciones de Vhitney 0 4 . Tendremos entonces un
morfismo ¢ de A, en el anillo de Whitney del cerrado W de Rn,o

lo que es lo mismo del cerrado W respecto a una bola de R
Veamos que dicho morfismo ¢ es un isomorfismo

_E,es inyectivo

Sea a de Ay, y X, €W, de la relacién (1) aplicada a a

I
]h|<r R

aly) - (y=x)" €D

hallando su imagen por el morfismo Ay 60 Aw-——»Aw que asocia

a f(XIY)“—*f<XOIY)

s, (a)(x) l
aly) = ¢ B0 (yex )P nf*!
|h|ex h! o
bPues el citado morfismo aplica DAw en m  Por consiguiente si
o

+1
o)
Para todo r de N De la condicibn de "subsemisimplicidad" de Ay

tla)= 0 » tendremos aem; para todo X, del espectro de A, ¥

Se deduce que a= 0
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s es exhaustiva

e

Sea f‘£C°(Rn)/PW y sea f un representante de £ en " (R™)
Por ser Ay, diferenciablemente completa se demuestra que existe
un morfismo continuo C”(Rn)—---rAw que transforma las coordenadas
t

,tn en x 2 de AW Esto da un morfismo

1’

c” (R™) ﬁcC"(Rn) —Ay ® A, que transforma el desarrollo de f

(k)
f(t) = t £ (s) (t-s)k - I Rh(t,s)(t-s)h
|k|<r k! |h|=r
en
a, (x) -
aly) = 1 E—(y-0¥ - 1 R (y,% (y-x)"
Ikl<r k! |h|=r

De la unicidad del desarrollo de a¢A necesariamente debe ser
akgék(a) Ahora bien, la funcibn Ek sobre W coincide con f‘k’sg

bre W que es la k-&sima componente del "jet" de Whitney £, lue-
go en el morfismo ¢ , a se aplica en f Esto acaba la demostra-
cidn

Obsé&rvese que en particular demuestra que Aw‘estaba genera-

do por Xy, ' Xp

Resumiendo lo demostrado hasta el momento ¢

§i A estd& bajo las condiciones del teorema II 1 1, para cada
punto del Spec(A) existe un entorno W tal que la localizacibn de
A a este entorno W es el &lgebra de Whitney de un cerrado, iden
tificable a W, en un abierto de R® Se trata, a partir de esto,
de construir una variedad y un compacto en ella de tﬁl forma que
A sea el Slgebrm de Whitney de &ste en aquella
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Sean V, y V, dos abiertos de Spec(A) tales que A, son &l-
i

gebras de Whitney de cerrados en abiertos U, v U, de rR" su-

pongamos que V,nV, es no vacfo Se tiene
= ( ) = ( )
Avpv, = By lviav, = Bylvag,

Si los aeneradores de son x,, Xy los de son
AV1 1 n AV2

Yy 'Y, Se tiene que tanto las restricciones de unos como

de otros a AVf\Vz lo generan topolbgicamente

x %)

Sabemos ue AVlﬂvz es la lo-
y RAY,)
calizaciébn en xl(VanZ) de AV

] (Vt) 1

Es decir, existe un abierto B1
~_ 4, contenido en U con B)NV,=V,AV,

y tal que es el dlgebra
Mviav,

de Whitney de Van2 en B Existen
entonces fl' ,fn, funciones diferenciables en B1 tales que

sus clases en el 8lgebra AV av. son los elementos yy Se veri-
fica queéﬁbfi/axj)# 0 en loé 2 puntos de V;nV, y por lo tanto

en todo B1 si lo consideramos suficientemente pequefio Estas

funciones establecen difeomorfismos locales de entornosde pun~
tos de xi(VanZ) en los correspondientes entornos de puntos de

yi(vlnvz), Esto permite definir un difeomorfismo de un entorno
de xi(Vfwvz) contenido en U; en un entorno de yi(Vlnvz) conteni
do en U,, reduciendo si es preciso V, y V, de tal forma que no
varie VvV, y que la nueva interseccidn tenga su adherencia, que

/
serd compacta, contenida en VAV, Ello se deduce inmediatamen?e

del siguiente lema /

[



Lema IT 1 5

Sea y = £(x) una aplicacisn de R" en R" tal que sobre un compacto
K sea una aplicacibén biyectiva y que para cada punto del compacto
exista un entorno tal que la restriccibn de y = f(x) a &1 sea un ho~-
meomorfismo sobre su imagen Existe entonces un entorno del compac-
to en el que y = f(x) es un homeomorfismo sobre su imagen

En efecto, si no fuese asf podrlamos encontrar xi'ii dos puntos
pertenecientes al conjunto (x| d(x,K)< 1/i} con f(xi)=f(§i) Pue-~
den seleccionarse sucesiones parciales de Xy ¥ ii de tal forma que

tengan limites, estos serfn de K Sean 1l y 1 respectivamente Ten-
dremos entonces que f(x,;)—f(1), f(§i)——»f(I) y puesto que _

£(x,)=£(x;) se deduce f(1)=£(I), de donde 1=I en contradiccién con

el que la aplicacién sea un homeomorfismo local en un entorno de 1
de K

De esta forma el conjunto formado por los dos abiertos Uy U2 y
las funciones de transicidn yi=fi(x1, ,xn) definen una variedad

diferenciable U Si suponemos que Spec(A) estd recubierte por
dos abiertos U, y U, en las condiciones anteriores, U contendr§
un compacto formado por V, ¥y V, con la correspondiente identificae

cién de puntos mediante las funciones f, Este compacto es trivial

mente homeomorfé a Spec(A) Lo finico que nos resta es comprobar que

A es precisamente el anillo de Whitney de este cerrado en la varie
dad Establezcamos una aplicacién de A en este filtimo anillo

Sea a¢A, define sendos aleAvl,azesz a; es un elemento del &1

gebra de Whitney de Vi en Ul, sea fi una funcidn de U1 representan

te de a; en el anillo de las funciones infinitamente diferenciables
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en Ui fe trata de comprobar que existe una funcién diferencia-

ble en toda la variedad que nos de en C“(Ui)/PV la misma clase
i

que fi El Gnico problema es que f1 y f2 no tienen por qué coin

cidir en Ul A U2

Sea h una funcién de C”(UZ) que valga cero en un entorno de
Uy-U; vy 1l en UiqUé donde U, vy Ué es un nuevo recubrimiento de la

variedad con Uin Ui fuertemente contenideo en Ulr\Uz

Definamos la siguiente funcién diferenciable sobre V
!
En U1

Estas funciones coinciden en Uin Ué, luego definen una funcibn

diferenciable en U y teniendo en cuenta que h(f,~f,) tiene

se define como la funcibn f, y en U) como f,+h(f,~-f,)

todas sus derivadas sucesivas cero en V, vemos que nos define

el elemento de Whitney de CQ(I,)/PSpec(A) que venla dado por

a; y a, Es inmediato probar que esta correspondencia asi esta~

blecida es un isomorfismo

La demostracifn del caso general en que el Spec(A) es recu-
britle por s entornos en que al localizar A sean,glgebras de
Whitney, como en el caso anterior, puede hacerse por recurren-
cia afiladiendo entorno a entorno o bien por induccifn  Tanto la
construccifn de la variedad como la comprobacifén de que el anji-
llo es el 8lgebra de Whitney del compacto identificado a Spec(A)
respecto a la variedad no ofrece ninguna dificultad galvo las
de notacidn y se verifica reiterando los procesos que acabamos
de exponer Con esto se acaba la demostracibn del teorema,

Obsé&rvese que si el espectro de A fuese localmente homeomor-
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fo a una bola de R", es decir, si el espectro fuese una varie-
dad topolégica, las condiciones del teorema II 1 1 darian la
caracterizacibén del anillo de las funciones diferenciables en
una variedad El problema de la caracterizacidn de un anillo
gque su espectro sea una variedad topolSgica es un problema no
resuelto Sin embargo, para el caso de la recta real si puede
darse una caracterizacibn del &lgebra de Whitney de un segmen
to de la recta Asf tendremos la siguiente proposicibn

Proposicién II 1 1

Sea A una (-§lgebra de Fré&chet dotada de 1nvolucibn simétri
ca y generada topol8Sgicamente por un elemento autoconjugado
La condicibn necesaria y suficiente para gue A sea el dlgebra
de Vhitney de un segmento de R es que tenga las siguientes pro
piedades

1 A es diferenciablemente completa
D, es un ideal finito generado sobre AéCA.
m

3 Para cadam, D, es un ideal cerrado de AgAy el gradua

do de AéEA por D, es el anillo de polinomios en una va

A
riable
4 A es semisimple y de espectro conexo

Demostracidn

Tras el teorema dado en {11} (0 4 ), A es el Slgebra de whit
ney de un compacto de R Si el espectro de A tuviese un solo pun
to A no serfa semisimple Por ser el espectro conexo, es un seg-
mento de R

Bajo la hipbtesis de que el espectro sea ya un segmento el
que el graduadoc de AébA por DA sea el anillo de polinomios en una,
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variable puede sustituirse por la hipStesis m&s simple de que

D # D'“'"1 para cada m En efecto, si x es un generador topol$

gico de A, puede probarse aue D, est& generado por xel-lex(bre

vemente x-y), A/Dm+1

tendr§ la clase (x-y)™ por generador Se

trata de ver gue este elemento constituye una base del m&dulo

Sea entonces g(x,y) (x=y) eD§+1 Tendremos g (x,y) (x-y)™ =

= h(x,y) (x=-y)™!, luego [q(x,y)=h(x,y) (x~y)] (x-y)™ = 0 Dando
a y un valor fijo, y tendremos [g(x,¥)=-h(x,y) (x-y)] (x-y)™ =

luego g(x,y)-h(x,y) (x~y) = 0 para x#y y por lo tanto para todo

x De aqui que g(x,y) € Dy y A/Dm“‘e A Lorch {7} impone una

condicibén de este tipo pero no para la diagonal D, sino solo
para los ideales maximales de un &lgebra de Banach con un ge-
nerador y con ello demuestra la existencia de un desarrollo de

Taylor en el punto

Obsé&rvese que la hipbtesis de que el espectro sea conexo no
puede evitarse en principio ya que el 8lgebra de Whitney de un
compacto del tipo de Cantor en R serla una &lgebra semisimple
Y su espectro no serfa un segmento de R La condicidn de que el
8lgebra de Whitney sobre un compacto sea semisimple solo equi~-
vale a que una funcidn diferenciable que sea cero sobre el com~
pacto tenga todas sus derivadas sucesivas nulas en &1 No impli
ca esta condicibn el que el espectro sea localmente homeomorfo
a una bola de R® Una conjetura quiz8 plausible es que un &lge_
bra de Whitney semisimple y de espectro localmente conexo sea
de espectro localmente euclideo Serla una caracterizacién dife
renciable del espacio localmente euclideo



CAPITULO TRES

CALCULO DIFERENCIAL FORMAL PARA
A-ALGEBRAS DE FRECFET Y MORFIS-
MO TOPOLOGICAMENTF LISO ENTRE

L-ALGEBRAS

En el primer apartado del capitulo se dan definiciones de
derivaciones y diferenciales para A-algebras de Fréchet y se
estudian propiedades para &stas similares a las propiedades
algebraicas de las diferenciales de Kihler-

Dada un Slgebra de Fréchet A se pueden definir las funcio
nes diferenciables de R"™ en A en la forma habitual Estas coin
ciden con C™(R") 6CA €i K es un compacto de r" podemos hablar

del ideal de nulidades de K en C=(R") ® oA como el eonjunto de

funciones nulas en un entorno de X, y del cierre de diche ideal
que denotaremos por py(A) Al cociente C”(Rn)écA/PKfA) le 1lla

maremos Slgebra de Whitney walorada en A. Puede darse una de-~
finicién anfloga para un compacto K de una variedad diferencia
ble

En el segundo apartado se da la definicién de morfismo topo
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l6gicamente liso entre &lgebras de Fré&chet En la categoria
de 8lgebras que se precisa, una A-8lgebra (I es el ilgebra
de Whitney de un compacto de una variedad valorada en A si
y solamente si el morfismo A—— (L es liso En esencia se
estudia la relacifn gque existe entre el concepto de lisitud
del morfismo A—> (L donde ( es el &lgebra de un fibrado S0
bre Spec(A), y la lisitud de C—>B donde B es el &lgebra en
la fibra Por Gltimo se estudia la relacibn entre la lisitud
del morfismo A—> (l y la de sus localizaciones AU——écku En

particular se obtiene una caracterizacidn de una A-&lgebra
(L que localmente sea el &lgebra de Whitney de un compacto en
una variedad a coeficientes en el anillo localizado correspon

diente AU
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1 Cé&lculo diferencial formal para A-&lgebras de Fréchet

Definiciones

Sean A y (L 8lgebras de Fré&chet, diremos aue ( es una A-8lge-
bra si existe un morfismo continuo AL, 0 Dpe esta forma, A
opera sobre los elementos de (] Sustituyendo A por A/Nuc¢ tene
mos un morfismo continuo de A/Nucy—A, de aqul que por comodi=-
dad y cuando no haya lugar a confusiones, cuando hagamos referen
cia a una A-8lgebra supondremos que A es una sub8lagebra de (L

Consideremos el morfismo candnico a%Aa ~—»({ A su nGcleo
le llamaremos diagonal de { sobre A, DalA

Definiremos el (| -médulo de diferenciales como el cociente

_ 2
QCUA— DCLIA/DO.IA

Para todo (|-médulo topoldgico M, llamaremos derivaciones de (]
en M a las A-derivaciones algebraicas de A en M que sean apli-
caciones continuas Lo escribiremos DerA(Cl,M)

Teorema IIY 1 1

Para todo (-médulo topolégico eompleto M se tiene un isomor
fismo canénico entre el @-m&dulo de las A-derivaciones continuas

de A en My el (A-m&dulo de los (d-morfismos continuos de 208

en M

Der, ( a,m) = POma(QalA,M)
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Demostracifén

Definamos una { -&lcebra topol6gica (I *#M extensibn travial de
(I por M, dando como estructura aditiva (xM = (leéM y como multi

p S Yy 1
plicativa la natural con M"= 0, es decir (a,m)(a',m') =

= (aa',am'$+a'm)

Cada morfismo continuo f @ é——»M define una derivacién

al
D (L——M escribiendo D = f d donde d es la aplicacibén continua

Q—9, |5 que asocia al elemento a de (L la clase en 20 A de

al
ael-lega

R?ciprocamente, sea DeDerA(Cl,M) Definamos un morfismo de¢l~él
gebras ¢ a@ﬂAa——ba*M definiendo ¢(aeb)=(a b,b Da) Dicho morfis

mo se deduce de la aplicacién continua A-bilineal Ax d — AxM
(a,b) —(a b,b Da) Observemos aue ¢(D ) CM y como M2= a,

2 \_ p;
¢(DQJA)- 0 y por continuidad ¢(DaJA

ala

}= 0 de donde % 1nduce un mor-

fismo continuo

= Z
que aplica da en ¢(ael=-leoa) = (0,Da) De esta forma D=f.d Por
otra parte, dado D, f es finico puesto que la imagen de @ por &

engendra una parte densa en QqJA

Relacién entre las diferenciales de una A-8lgebra vy de un cocien

te de &sta

Teorema III 1 2

Sean a y B dos A-8lgebras de tal forma que B3 es un cociente
de QA
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existe una sucesibn de W-mbdulos y de morfismos continuos

4

tal que la imagen del primer morfismo es densa en el nficleo del
sequndo y el segundo morfismo es exhaustivo

Demostracién

Secuiremos la pauta marcada en {11} en que el enunciado se da

para el caso en que A son los nfimeros complejos

Consideremos el siguiente diagrama

f i i
(2)
0—>A e S § -'nj > 0
ala l l

0"—“)A£J£———*(1$%l-——* A— o

| [

0— 8pia ﬁ-GgAKA—ﬂ N—s 0
l | |
0 0 0

Comprobemos que (1) y (2) son aplicaciones exhaustivas y veamos
una expresibn de J
Consideremos las sucesiones

0

Y

b @,Assiha%n ——f—z—rﬂﬁ\[’;—»o
g
A g,4

gl
0s,

De aqui que la aplicacién QGAQ — E%Aﬁ es exhaustiva y
T



que el nficleo es la antiimagen por g, de Nucf,

Como Nucf, = flt'jg%ll) tendremos que el nficleo J serd, si lla

mamos g, Q %Aj“’“’Clggﬂ{ y 51 a la aplicacién natural

g, 32,809, d , 7 =9,(Agd) + 3 (Igd)

Naturalmente la aplicacibén (2) serd exhaustiva Consideremos
por otra parte el diagrama

0 0 0
} | |
o—-»oquﬂ ﬁlB ﬁ? +0
o—»DqﬁA————»a;?Aa—-» A —0
| Lo
O“*DmA—“’B?AB-" 3 ——0
l L

Este diagrama resulta de completar el anterior, de donde 3 es
el cierre de J en (l?ACL 4 DC{IAnJ es el cierre, tambien en agAa ’

de Achn J
De la relacidn DﬁlAg (DQJA+3 )/J) se obtiene la igualdad topo-
l8gica
D
) ala *
T
DQ|A+

De aqul que tenemos la sucesidn topolSgicamente exacta



=2 LA D D +
0 Dafaf] (DQIA+J) ajA N ala *J "
2 2 2
Daja Dala Dpta *+J

Tensorializando por ¥3 obtenemos una sucesidn de espacios con
mor fismos continuos

D (\(Dz +7)
ala alA 0
Ne — B?& QJA—-——-—A) Q T — b
ﬂa. —f— ‘3
DA

donde el filtimo morfismo es exhaustivo, y la imagen del primero
es denso en el nficleo del segundo (0 3 6 )

< = Z
Ahora bien, veamos que D(”An (Da|A+ = Da|An(Do,|A+ N
RS _ 2
En efecto, sea ueDalAn (DalA+3 ), u = lim u, con u_ ¢ Da|A+J '
como ueDy , en el morfismo R g, — QA se tendrs 1lim ru =0,

lim(nunol)= 0, luego u= lim(un-uunal) , donde un-nunol pertenece

2
a (g at )00y,

Tendremos entonces la sucesién

)
B ()nPq(al* Pgja B . §
w e Folala— g
Pala
2 _ 2
va que b ,n(0g ¢ 1) =(10 Dy DG
(J N Dy ) 405
Consideremos el morfismo Ij-——»l} ® Ala___GlA que asig
"4 Y
DaIA

na a zc-'j el elemento lnn dz (dz es la clase en Qa,IA de zyl=lpz)

Este morfismo es continuo por serlo la aplicacién diferencial
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y es nulo sobre y2, luego sobre 42 pe aqut que tendremos un
morfismo continuo

)
Y} L B (3nDy,a) * Dy ()
7 h D,
alA

Para ver que la imagen es densa es suficiente verificar que
todo elemento de J"AGJA en el cociente (1) es imagen de algfin

elemento de J/ 57, es decir, es de la forma dz +xdt, con z,t de
j”y x de (4 Sea u«¢ J"AQIA' es de la forma zaiazi + tiebl con

2z, y t; de J y de tal forma que Ia, z; + tyb, =0 en
Podemos escribair
u=73 ~a1@1(21@1-1@zi) + lebi(tiol-lﬂti) + Z(l@biti-bitibl) =
= I -aidzi - bidt1 - dbiti

luego vale el teorema

Corolario ITII 1 1

Sea T un A-8lgebra que ademis de ser un cociente de una A-§1
gebra (I sea una sub&lgebra estable en el morfismo art-0B Se
tiene entonces una sucesifn exacta

0-—+§/52—-*‘34%Q IR fvnalA -0

Se verifica ademés Bw%.“QlA ,('3/12)@ a1

Demostracifn

Definamos una derivacién D Q‘——+’/32 asignando a cada elemen
to ade A la clase de a - 7a en 7/52 Esta derivacisn da un mor
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fismo continuo de (-médulos f QCLIA —_ j/‘JZ que es nulo en

ja

ala’ luego en su cierre

De aqul que define un morfismo

Bepa,a— I/1° n(},#da) = Da

Este morfismo es exhaustivo pues todo elemento de Y es de 1a
forma a-ra Adem8s &sta es la aplicacibdn inversa de la aplicacién
que aparecifa en el teorema III 1 2 3/52——»13?A9a1A De aquil

que '3/57 es sumando directo topoldgico de Is%AQaIA y por lo

tanto es cerrado Lueqo vale la exactitud de la sucesibn y que-

da demostrado el corolario

Teorema III 1 3

Sean A, A, ¥ C~8lgebras de Fré&chet y supongamos que tenemos

morfismos continuos A0 ——§

Existe una sucesifn de (A-mbédulos y de morfismos continuos

QO.IADirAB P s T

tal que la imagen del primer morfismo es densa en el nficleo del
segundo, y este ltimo es exhaustivo

Demostracién

Veamos en primer lugar el nficleo del morfismo natural

‘3 éAB - B:?ag



- Be D _ (08,8 /857 TBg)
\ .

balcBEB ) A clBed 1/ clopRd)

B

28>

Vo, B
me(zfsom)/AAlc(mﬂg )

Ahora bien, si consideramos el morfismo natural a.gACt—i*ﬁégKB '

quA tendr8 una 1imagen i(DalA) en la cual es densa i(AalA)

Es inmediato verificar que la imagen de

Aa|cr3'3?'r5 )/ Ta1cT 3323'03) en la inclusién en Y3 g, B coincide

con 1(ACLIA) BN, » pues ambos consisten en el ideal cerrado engen

drado por los elementos tfpl-letf en BQAB

Podemos entonces escribir el siguiente diagrama de sucesio-

nes exactas

0 0
345 —
® ————t ) ) =0
"

l 1 |
0 ———’D'@lA “él-\% _— 63—"0

| 1 ¢

0 —1 (8, Be 3 — 1(AQ|A) BQAB——-.O —0

l f

0 0 0

En particular, tenemos la sucesidn exacta _



0 —i (AalA)n QAB —’DGIA——-—PD‘SIQ——rO

de aqul que tendremos el siguiente diagrama de sucesiones alge-
braicamente exactas

0 0 0
4
0 . i(AalA)UB ?}AB g r g 0
> - nlA Bla
Do) 18 a0 B 8,0
l - JV s
T ) S et e Y
2 7

0 —QD%‘Q 1(AQ1A)0§AB —— Dy D [0
0 0 0

En resumen, obtenemos la sucesién topolSgicamente exacta

- >
108 (a Han + Dgy| A

—
Dn | A

Consideremos la aplicacidn continua

o la Ga “nla :

que asigna a daef el elemento fda, donde la filttta diferencial
estd tomada en QBIA Lo Gnico que resta probar es que una parte

densa de la imagen de (i(AaIA)B %AB + .131;;“)/ ;é_IA en QBIA pro-

viene de elementos de la forma fda con acfl Esto es, por otra
parte, trivial
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Observacibn

La imagen de @ QAY3 en fpjp es el R-mbédulo de las

aJA n
diferenciales en QSHA engendrados por las diferenciales de

T(A) Si este mbdulo es cerrado la sucesibdn del teorema es

exacta

2 MORFISMO TOPOLOGICAMENTE LISO ENTRE L-ALGEBRAS

Preliminares

Como ya hemos dicho la motivacidn de este apartado es la de
caracterizar en té&rminos algebraicos y topol&gicos un &lgebra
(1 para que sea el "algebra de Whitney" de un compacto de g"
valorado en A, § bien de un compacto de una variedad valorado
en A 6 de un 8dlgebra que localmente sea de este tipo. Veamos
en primer lugar una descripcibn del &lgebra de Whitney de un

compacto de R" valorade en A

Consideremos la sucesibn exacta
0—*Pe—>C" (R")—W(K) —>0

donde pg s el cierre del ideal de nulidades del compacto K

en C‘(Rn) y W(K) es el &dlgebra de Whitney ordinaria correspon
diente a K Tensorializando por A ebtenemos la sucesidn :

0 — P &.A—C" (R",A)—W(K) §.A—0

Veamos que PKéhA es el ideal de nulidades cerrado (fk(A))
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correspondiente a K en C°(Rn,A) y coincide con el ideal I de
los elementos de C"(Rn,A) de derivadas sucesivas nulas en K

Desde lueqo se verifica que PK@CACFK (A) < I, luego

Px&AC Pg(A) €I Por otra parte

Pel < PK(CW/éA)C Px %Ac Pg(rlc I

sl demostramos que p,I es denso en I, por ser PKiEA Yy Pgid)

cerrados, valdria la proposicibn

Sea F de I, p una seminorma en A, existe un entorno de K
formado por los elementos de R" que distan de K menos qgue 24
en el gue se verifica

(kP ce a(x, )™ Ikl g™k

para un ¢>0 y m prefijados y |k|<m

Dividamos R" en cubos de lado d y consideremos para cada
cubo el del mismo centro y de lado 2d Existe una particidn
de la unidad subordinada a estos filtimos cubos (J) tales que

para |k|<m

> lewi(x)I < c/dIkl

ieJd
donde C solo depende de m y n (v€ase {7 bis})

Sea J' la familia de aquellos cubos S que cortan a K, Defi

namos ¢= I ¢, , ¢(x)= 1 en un entorno de K Veamos que
SeJ'

(-¢+1)F "aproxima" a la funcién F

(-¢+1)F - F= -9F Ahora bien, ¢ es cero fuera del entorno
de X de radio 24 y dentro de &€l tendremos



k
k k ky.h k-h
p(D_(¢F)) = p(D_( £ o.F)) =p( ¢ L D, (¢.)D, F)
x X seJ! § P S¢J! h=0{h) x5 x S

‘A

k
k h k-h m—k-]h[ |h|
I z 'D (¢ )lp(D F) < k ¢ d /4 <
ST’ h=0(h, xS X

A

kle
donde kl no depende de d y por lo tanto no depende de Puesto

que un sistema fundamental de seminormas en C'(Rn)écA viene dado

k

¢ (f)) donde p recorre un sistema fundamental de

por £ —Sup p(D
XeK

seminormas en A, K un sistema exhaustivo de compactos en R y ki
los diversos Indices de derivacifén, se deduce que (-¢+l)P que es
un elemento de pxI "aproxima® a F De aquf la densidad de PKI en

I

En resumen, el &lgebra de Whitney de un compacto de R" valo-
rada en A es justamente, W(K1é.A, donde W(K) es el &lgebra de

Whitney ordinaria de K en R

Puede verse una proposicibén andloga para un compacto K de una
variedad diferenciable El ilgebra de Whitney del cempacto valeo~-
rada en A es W(K)SCA con W(K) el &lgebra de Whitney del compacto

en la variedad

Pasemos ya a la definicibén de morfismo topolégicamente liso
entre L-flgebras, definicidn anfloga a la que da Grothendieck
para el morfismo diferenciablemente liso (sus condiciones son

puramente algebraicas)

Pefinicibn III 2 1

Sea (L una A-8lgebra (1 y A dos Slgebras de Fréchet Diremos
que el morfismo inyeccién A—— (] es topolégicamemte liso (t.lisol




sl se verifican las siquientes condiciones

1 D es un ClgAa.-médulo finito generado

ala
2 DralA son ideales cerrados de agAa ’ ﬂa.lA es un A -m&-

dulo proyectivo y

Grad, (QA¢,A) = Simetra(nalA)

ala

Observacidn

Segin (I 3 1 ), bajo la condicién 1 en la clase de las L-8] (
gebras 8 de las Ft&lgebras puede sustituirse el que QaJA sea un

(A -mbédulo de Fré&chet proyectivo por el que sea plano

Interesa precisar la situacifén de cuando una A-&lgebra Q cen
siste en los "elementos de tipo A" definidos en Spec(A) y valora
dos en una &lgebra B Daremos las siguientes definiciones

Definiciones III 2 2

En la clase de las L-dlgebras nucleares diremos que una A-&lge
bra (L es una extensifn trivial finita sobre A si (A= BGCA donde

B es una L-&lgebra topolSgicamente finito generada Si B puede to
marse generada por elementos autoconjugados diremos que la exten-
sién tiene generadores autoconjugados

Diremos que (L es una extensidn localmente trivial finita sobre
A sl para cada punto de Spec(A) existe un entorno U tal que la lo-
calizacién AU = QOAAU es una extensién trivial finita sebre A

En el primer caso la inyeccién A—— (L induce una aplicacibn



-96

entre los espectros Spec((l )—Spec(A) que hace de ellos un fibra-
do trivial de fibra Spec(B) En el segundo caso se trata de un fi-
brado localmente trivial FEl problema de cuando una A-8lgebra Q
es una extensidn trivial 6 localmente trivial sobre A es un proble
ma de Indole distinta a los gue estamos tratando Desconocemos gque
existan caracterizaciones para que una A-8lgebra (O esté en esta
situacién El problema en general esti desde luego abierto y ten-
dria gran interes su solucién

IIT 2 2 MORFISMO T LISO Y EXTENSIONES TRIVIALES FINITAS

Se trata de dada una extensidn trivial finita sobre una L-&lge-
bra A, dar una caracterizacién en términos algebraicos y topolégi
cos para que sea el &lgebra de Whitney de un compacto de una varie
dad con coeficientes en A Tras lo dicho en los preliminares se
trata de relacionar la condicibén de que el morfismo de A en 8u ex-
tensién sea un morfismolliso con la condicibn de gue en el Slgebra

de las fibras B, el morfismo C——B sea t. ¥iso Daremos despues con

diciones especificas para quecoma variedad pueda tomarse el espacio
euclideo En un apartado posterior examinaremos las extensiones lo
calmente triviales

Supondremos que todas las &lgebras del enunciado son L-8lgebras
nucleares, diferenciablemente completas y de espectro conexo. Sea
( una extensidn trivial finita sobre A por elementos autoconjuga
dos A= BGCA y supongamos que B es una O-algebra, es decir de

espectro compacto K

!
i



Teorema IIXI 2 1

Bajo las hipbtesis anteriores el morfismo A —— (| es t liso
sify solamente s1 el morfismo C—,B es t liso En este caso las
dimensiones locales de R 2 Y de 2, coinciden

al

Observaciones

1 La hipbtesis de que los espectros sean conexos tienen por
inico objeto que las dimensiones locales de QQJA.Y de Qn

sean constantes Puede entonces sustituirse aquella hipb-
tesis por é&sta

2 El teorema anterior constituye una caracterizacién del &1
gebra de Whitney de un compacto en una variedad con coefi
cientes en A (W(K,A)) ya que segfin el teorema II 1 1, en
las condiciones anteriores el que el morfismo C—+B sea
t 1liso equivale a que B sea el 8lgebra de Whitney de un
compacto K en una variedad, y seafin los preliminares

W(K,A) = W(K)SCA

Antes de pasar a la demostracibén del teorema veamos algunos

lemas que necesitaremos

Lema III 2 1

Sea M un A-mb6dulo de Fréchet, A un &lgebra de Fré&chet y sea
N un e v t de Fréchet Se verifican los siguientes isomorfismos

topolbgicos
M8 (RG.N) = (MGA)O.N = MEN

Demostracidn

Consideremos una aplicacién A-bilineal



(1) M x(AocN) — MacN

(m.zxiaioni) — I)lja;meny

Obsérvese que IAjaym @ny es una serie convergente por estar la

sucesidn a, acotada en A y por lo tanto a;men M

Veamos que la aplicacién es separadamente continua, luego con-
tinua En efecto, para m fijo la aplicacién

Ihjas9ny — Lrjaymeny

es continua pues proviene a su vez de la aplicacién bilineal conti
nua A x N——-»MSCN que asigna al par (a,n) el elemento amen

Veamos que la aplicacibén (1) es continua en la primera va
riable Ser& una aplicacién M-—»MibN que asigna a m, I);a,men,

Observemos que si p recorre una familia fundamental de seminormas
en M y g una familia andloga en N, peq es una familia fundamental

de seminormas en MacN, donde

peq {Ir;aymen,) = inf {xlxilp(aim )q(ni)}. estando el Infimo to

nado para todas las expresiones posibles del elemento Tenemos en-
tonces

peq(rrja;men,) < ztxilp(aim)q(ni)
le donde la aplicacién M-—MA@.N es continua
Tendremos entonces una aplicacién A-lineal continua
- o ¢ -
M ?A (AQCN)——» MOCN
Por otra parte, podemos considerar la aplicacifin bilineal

jad A
MXNe—— M QTA(AOCN)



que asigna al par (m,n) el elemento qu(lwn)

Es inmediato demostrar que se trata de una aplicacibén separada-
mente continua, luego continua y que define por tanto una aplica-
cidén continua a su vez

MEN-LME (REN)

e ——

Las aplicaciones ¢ y vy son inversas una de la otra sobre una
parte densa de los espacios, luego en todo el espacio Se trata
pues de isomorfismos

El isomorfismo (M §AA)§CN = M@N es trivial a partir de la rela ,

ciénM§A=M

A

Lema JII 2 2

Sean A y B dlgebras de Fréchet, A nuclear Cl=BiEA es una A—&lgg

bra Se verifica Dyia= Pe¥cA ¥ Ae,d= (pdB)o.A

En efecto, tenemos las sucesiones

TA

alA

0 —+Dp—+B & B—%B —0
Tensorializando esta filtima por A obtenemos !
0 —Dp®A —+{B QCB) ®A—B QCA——»O
Ahora bien

CLgAa = (BéCA) QA(BécA) . aplicando el lema III 2.1 es igual a

= B&(a éA(Bch)) = Bé,(BéA) = (BE.B)&.A
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A partir de aqui la proposicibn es trivial

Lema III 2 3 -

En las condiciones del lema IIXI 2 2 se verifica

n n
D =D_.®,.A y = A
ala BC Dn+1 Dn+1 ¢
ala B

donde los cierres est&n tomados respectivamente en a@ Cl y en

)
BCB

Demostracibédn

n o _ - = nph
D(LIA (Dp®-A) " = (D aCA) Dp &.A
Ahora bien, (DBQCA)n con la topologia inducida porCl?Aa.a
= (B %B) ﬁCA y la topologia » de Dg qrA coinciden Esto es consecuen

cia de que la proposicidén es cierta para las topologlas ¢ y de la
nuclearidad de A

De aqul que D%QCA = DE%A o si se prefiere es igual a Dg@

La relacién ‘D" / Dm'1 = (D /Dn+1)® se sigque ahora sin més
ala’ Pala B ook g

gque tensorializar por A la sucesidn

0 —p™* I—»D”—»DE/D'B“' I .o

B B

teniendo en cuenta (0 1 3 ), que A es nuclear y que los espacios
son de Fréchet

2\
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Lema IIT 2 4

Sfea M un B-m6dulo de Fréchet y N un A-m6dulo de Fr&échet B y A
L-&8lgebras, Todos los espacios los supondremos nucleares €£i U es
un abierto de Spec(B) y V uno de Spec(2) se verifica que la loca-
l1izacién de M ® \N como P®.A-m6dulo en UxV es el BuécAv-médulo

C .
My BNy

Demostracidn

Desde luego que MoCN tiene estructura de BacA-médulo Veamos en

primer lugar que

= M_0.N

-~ @ N ~
(B%A) uxspec(a) BéaMEW = My8e

En efecto, sea (  una sucesifn exhaustiva de compactos de U defini

dora de la localizacibén de B en U Siguiendo la notacién de I 1 4 ,

- R 2 A = (BB
sea Ion = Qcmx Sabemos (I 1 4 ) que (B/IonlﬁcA (BDCA)/Ionx spec (Al
n
heN
de dende I =1

@CA por ser los espacios de Fréchet y
n

0, Spec (A) 0

ser A nuclear Tendremos entonces que IQ

les definidores de la localizacién de BECA en UxSpec(A)} Tendmemos

@-A pueden tomarse como idea
n

A M@.N M@LN
(MOCN)UxSpec ) = lm 1im . ten que por la nu :
o, "t

(IQn&cB) (M@.N)
clearidad de N es igual a

lim ( M _% CN’ y por la conmutacién del producto tensorial ; comple
I M
Q

n
tado con los limites proyectivos estrictos ( 0 1 1,), es igual a
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M

I. M
Cn

N =M®&N

)% v®c

( lgm

Aplicando los mismos razonamientos al A-m&dulo N, tendremos que

(MON) y,y = ((MON) y crec () uxv = Mp®cM yyy = Myocly

como queriamos demostrar

Estamos ya en condiciones de pasar a la demostracién del teore-
ma IIY 2 1

a) €i el morfismo C—B es t liso, el morfismo A— (A es t liso

1 El morfismo 2— (L verifica la condicién primera de morfismo

t liso
En efecto, Dy es finito generado sobre BacB, luego tenemos

una sucesibn exacta

——+D_ —0

L
BGEB B

donde L es un médulo libre de dimensién finita Tenseriali-

BQCB

zando por A

-

LBoCB@cA »Dp

éCA'—-#O
luego, aplicando los lemas JIX 2 1 y IX¥XI222., Dyl a ©8 un

(L, -mbdulo finito generado

2 El moffismo A — (] verifica la condicién segunda de morfismo
t liso

Veamos en primer lugar que qng son ideales cerrados de ahéla
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Bajo las hipbtesis del teorema III 2 1 si el morfismo C 3 B es
t liso, B es el &lgebra de Whitney correspondiente a un compacto K
en una variedad VUV Sedfin los preliminares del teorema a.=BicA =

= W(K)éch es el Slgebra de vhitney de K valorada en A Consideremos

en primer lugar el anillo E.= € (V)@.A Aplicando el lema III 2 1
p 9 A C

EA §A EA = E¢( U"‘V)@CA = £ (VxVj}A) Sea p¥ 1a aplicacién de EA

en siI mismo que asigna a fea el elemento D?:(foa, donde Dkf es la fun-
cién que resulta de aplicar a f k campos sucesivos de V" Sea , la
aplicacidén restriccibén a la diagonal E( vxrr,a) — E( vV,A) Es f&
cil comprobar que DEIA es la interseccién de los nficleos de las apli

caciones continuas p° (p¥e 1) E (vxv,A) — E( V,A) para ki<m Se
trata pues de un ideal cerrado Fstas aplicaciones inducen unas apli
caciones continuas § - (5}3 1y = d QACI = W(K) §.W(K) §oA —> W(K)%A

D’&,A es la interseccidén de estos nlicleos para |ki<m, luego son idea-

les cerrados

Veamos que @ es un (-méduloc de Fré&chet proyectivo de la mis

ala
ma dimensidén local que ¢y En efecto, sea U un abierto en el que

Qp sea libre Tendremos entonces que seqglin los lemas III2 3 y
U

ITT 2 4

(29 a uxspec(a) = ‘B®cPluxspec(a) = “BuécA

gue es un mdédulo libre sobre aUxSpec () = BUQCA
Se trata de probar, por Gltimo,que Simetr (QMK) = GradDalA(an«CL

Consideremos el morfismo canénico del Simetra (QIIA) en el

Grad (Q%AC{) Al localizar dicho morfismo en un abierto del

DaIA

tipo UxSpec(A) con @y libre, obtendremos un isomorfismo En efeg
U
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to
Simetr (R = Simetr (( @ ) )
alA UxSpec (A) X uxspec (A) a|A’UxSpec (A)
= Simetr_ s , (2, ®~A) =(Simetr_ (o, ))®.A =
B,0.2 "B OC By "By ch
= (GradDB (BU c U))® A GradDBﬁcA(BU C UQCA) =
U U

Grad (a Ux Spec (A) QA aU;: Spec (A) )
achpec (A) |a

En estas igqualdades se ha hecho uso reiterado de los lemas

anteriores y de la nuclearidad de A

Ahora bien, puesto que Spec((l ) puede recubrirse con un n@-

mero finito de estos abiertos, UxSpec(A), se deduee la identidad
entre el simetrizado y el graduado del enunciado

b)

Veamos el reciproco del teorema

Si el morfismo A~—— (1 es t liso lo es el morfismo C—B

El morfismo C—B verifica la condicién primera de morfismo
t liso

Sea una sucesién exacta L. . -+D -0, donde L es
adé ad oA '

un Clj%Cl-mbdulo libre de dimensién finita Tenseorializando

por A/mx, donde m,. es un ideal maximal cerrado de A

TA

haciendo uso de los lemas IYI 21 y 111 2 2
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(A§, A Q (A/m) = (1BEBIBR) G, (A/1,) = BE.B v
Daja Sa(A/my) = (Dy8.R) & (a/m ) = Dy

luego tenemos la sucesibn

BB *Dp —0

que permite afirmar que Dy es finito generado sobre BE%B

El morfismo € —B verifica la condicibén segunda de morfismo
t liso

Veamos que Dg son ideales cerrados en BGEB

Consideremos el epimorfismo "tomar valores en x"
de,d = (B&B)éA—pdB
gue se obtiene al tensorializar por (BEEB)@EA sebre A el epi

mor £ismo A——*A/mx=c y aplicar como antes el lema IIX2211,

En este epimorfismo DQJASDBécA tiene como imagen EB =Dy

De aqui que DE]A tendré como imagen Dg . pero, por otra par
te, puesto que D!CnLI A=D'g &C,A ( lema IIXI 2 1 ), su imagen seré
(DpdcR) §, (A/m,) = DRé.C = Df  Luego Dy= Dp y se trata por

tanto de ideales cerrados

Veamos que R, es un B-mbédulo proyectivo de la misma dimen
sién local que “aIA sobre (I Sea la localizacién de fja ©®
UxV libre de dimensién n

(o) uey = (ﬂaécA)va, que segfin el lema I¥I.2.4, es

igual a (QB)UGCAV' segin los teoremas I 2 4. y I.1.4. es fgual
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asuvez a (. )@ = L &
"B, Py = Ip é.a,

Tensorializando los dos Gltimos m&dulos por AV/’mx v’ donde
’

m. v ©S el ideal maximal en A, correspondiente al punto x,
14

tendremos
(% Ochy) G (Py/my ,v) = Lp @A, ?AV‘AV/“S:,V’

y aplicando el lema III 2 1 % = Lp como querfamos demost
U U

trar

Veamos por f{iltimo que GradDB(BOCB) = Simetry(Qy)

Necesitamos para ello el siguiente lema

Lema III 2 5

Sean A y B dos 8lgebras de Fréchet I un ideal de A, M un B-m&~-
dulo de Fréchet de tipo finito Se verifica

MSCI = (Bé.I) (MG.A)

donde el producto est@ definido en MiEA que es un BiEA-médulo

Demostracidn

Desde luego es v&lida la inclusién (BGCI) (M@A) c M&.Y

Sean Zy. '2n generadores de M Se tiene un epimorfismo de un

mSédulo libre en B sobre M Ls‘—”M (81, ,Bn) -*> Blzl+ .+Bnln

De esta forma M es un cociente de LB Por ser I.B de Pré&chet, si qr

€8s una sucesidn de M que tiene por limite 0, pueden tomarse repre-
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sentantes de mj en L, de tal forma que la sucesibén sea convergente
n

a cero en LB, es decir, existen B; i tales que mj i j j%4 con

Sea ah b, e M&.I T +o 0 M
a ahora lexjajo 3 &1, j:llle< ' aj ~—+0 en Y

bj——»o en I Tendremos

T a,a =
b4

n
=1 ; : (¢ Ajsj'fobj)(ziol)e-(Babr)(mabA)

i=1l =1

con lo que se acaba la demostracidén

Volvamos a nuestra proposicién

Sea la sucesidn

0-—»mx——*A-—»A/mx-—»0

tensorjalizando por B

0**&3%9&7—»61-—»8-—*0

de esta forma B puede expresarse B = a/m%m”) De aqul que

m m+l m+l
m+d Daia / Paia (D/Dg" ) @A
(03 1a”a) § B = -
(Bé.m, ) (07, /D) (Bg.m) ((D™/DPT) 8 )
™! (Paya’Payal Oy ) { (Dp/Dp "~ 1A

aplicando el lema III 2 1 es igual a
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m+1

(D /D
B CA y por la nuclearidad de DB/Dm+1 y por ser los
m, m+l, 5
(DB/DB )Qcmx p™ A p™
espacios de Fré&chet es iqgual a < B @ = —2
pm+l m+1
B Y Dg

Por otra parte

BéiSimetﬁl(%dA) = Simetr, (B@ Q ) = SimetrB(nB)

a|A

Luego, bajo la hipbtesis de que Grad, a,[Ac Q:Aa#=81metra(&[a)
tensorializando por B sobre (A obtenemos la relacién buscada

GradDB(B ®CB) = SimetrB(nB)

Esto acaba la demostracibén del teorema

Corolario IIXI 2 1 (Caracterizacibn del &lgebra de Whitqu de
un compacto de R® valorada en un anille A)

Sea (] una extensién trivial finita sobre A por n elementos
autoconjugadas, es decir Cl=BébA con B generado por n eélemenw

tos autoconjugados Las 8lgebras las supondremos en las condi-
ciones del teorema anterior El morfismo A— (| es t liso y el
(-mbdulo QajA es libre de dimensién n sobre (I si y solamente

si (A es el §lgebra de Whitney de un compacto de R" valorada
en el anillo A

La demostracibn es trivial teniendo en cuenta que °a1A e

libre de dimensifn n sobre A si y solamente si Qn es libre de

dimensién n sobre B y aplicar la condicién ¢ 4 .Esto a su vez
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es una mera comprobacién En efecto, naJA= QBGCA, ys0p=Ly,

tensorializando esta GGltima relacién por A sobre C obtenemos

g =
que QajA es libre de la misma dimensibén que Qp i QaJA La'
tensorializando por A/m_ QalAq‘A(A/mx) =L Q;A(A/mx)' y

aplicando el lema III 2 1 obtenemos que 8p es libre y de la

misma dimensién que “alA

Observacidén al corolario

Hay que tener en cuenta que este corolario no estad enuncia
do en sus condiciones minimas Por ejemplo, no es preciso su-
poner las condiciones de "superreqularidad" y de "subsemisim-
plicidad" de A, ya que no es preciso localizar en Spec(A)
Tampoco es preciso suponer la "superregqularidad" de B, por la
misma razén En cuanto a la hipbtesis de que las dimensiones
locales de las diferenciales sean constantes, en este caso,
que hemos supuesto que &stas fomman un mbédulo libre, es redun
dante Por lo tanto la hipbtesis de conexién de los espectros
puede suprimirse tambien

IYY 2 3, MORFISMO T LISO Y LOCALIZACION

Dada una A-ilgebra ( se trata de verificar que, bajo cier-
tas condiciones, el concepto de que el morfismo A—(] sea t,
liso es un concepto local. Aplicando esto al casoc en que { sea
una extensibén localmente trivial finita obtendremes la caracte
rizacién de una A-§lgebra (. que localmente sea el &lgebra de
Whitney de un compacto de una variedad con coeficientes en el
anillo localizado de A correspondiente
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Supondremos que las Slgebras del enunciado son L-8lgebras
nucleares diferenciablemente completas y que sean Q-&lgebras,
es decir, de espectro compacto

Teorema III 2 2

Bajo las hipbtesis anteriores el morfismo A— (] es t liso
sl y solamente si para cada punto de Spec(A) existe un entor-
no U tal que el morfismo Ay— (ly= A @A, es t liso

Antes de pasar a la demostracifn veamos algunos lemas

Lema IIT 2 6

Sean A y ( L-8lgebras nucleares, (] una A-8lgebra. 0,0; AQ
es una AéCA—algebra y una A-~8lgebra y se verifica que para

cada abierto U de Spec(A)
‘A%A)UxuerCA(aﬁA&’ = Mgy (A, = %éau%

Demostracién

A§. (. es una A$ A-&lgebra y ya sabemos (I 1 4] que
(RéA)y oy = AUQCAU Por otra parte si : es la aplicacifn de

Spec (£} )—Spec(A) asociada a la ingeccién de A ep (A,1xv
es la aplicacisn asociada a la inyeccién de Ad.A en aaca ,

de donde, seqfin el teorema general de localizacidn (¥.2,3,1:
(ASCA)U)(U QASCA( aaca) = (aéca)ﬁ&,n.(u, que segtn

(I14) es igual a 014(‘11 ®c af.(u) y nuevamente por (I 2 3.}

coincide con a.u éc aU
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Consideremos la sucesifdn exacta de AGCA-médulos

0—T, (Ko ) —Q4 oca——ﬂ%a——m

localizando en UxU y tras lo dicho anteriormente obtendremos

0 =B, (Woe Wy — L8 dg— (A2 R) y,5—0

Seglin el teorema I 2 2 la topologia propia de AAZa oca Yoxor

coincide con la inducida por (€. aU

Por otra parte, tenemos una aplicacibn inyectiva

AAU (A yee Ay)—> 1A Ty,

cuya imagen es densa, como se puede comprobar expresando el
segundo término como limite proyective de cocientes, y tenten
do en cuenta que la imagen cubre una parte densa en cada co-
ciente De aquf que el cierre de AAU(RUOC A4y) en Qyés G4y

coincide con AA( Q°COUUxU

Tendremos entonces

@, ?AUQU = ‘“c”u;u%écza(aﬁa)

Ahora bien, puesto que D, = (D,), y como DA(QQAQ) = 0 se

U
sigue que
Schy A A
(AUéCAU)o“cA(aﬁAa) . 8, A¢, Q) = ap, (A, Q)
D o
Ay
Lema III 2 7

En las condiciones del lema anterior se verifica

(ABA) 40 ® éA Paia = Pg_ja. " (Ay €, 4 )aaaa Paa
A
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En efecto, consideremos la sucesién de AéCA-médulos

o_.DOJA—'a??A Q__»(l——»o

localicemes en UxU

0 —@palwo— &, ‘gAU Oy — Qg0
lo Ginico que debemos demostrar es que aUxU= aU Veémoslo

Los elementos de AﬁCA actuan sobre (I pasando al cociente por

Dps (A@-A) /D, = A y mediante el producto en (1 teniendo en cuenta

la inclusién A — (. Tendremos entonces

o . A A
(A®cA) y, u AﬁcAa= (“cA’UxU@A@cA("“""”D W& =
A
) A
- (A0 ——;—c—A—mAa , que segin (I:2.4.)
A

es igual a AUOAQ=QU
Por Gltimo (AGcA)yey®rga Pyja = (A’cA’U,wQAacA”aﬂ% Boua’

Aplicando el lema III 2 6 es igual a ((ly éAUaU)A?AADQ{A‘

Lema III 2 8

En las condiciones de los dos lemas anteriores se verifica

DY g
m m qIA EI!A!I
‘DQIA)UXU - DQUIAU y aU oq m+l Dmf'
Ay Ry

Da|a

Demostracién

Segin el lema ITI 2 7 (Dg|a)y,u™ D“ul“u' luego
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m m m
Paylay = (Paja’me’ = Pajalucy

Consideremos la sucesidn exacta de AOCA-médulos

m+l

0 “’ch Dy | P a/Pa a0
localicemos en UxU
m+1 QLA .
0 —Da,la;""a ] a— —— B8R 4, 185 ] 0
¢ alA

Aplicando los lemas anteriores

m

Dy m
Gyloy Do | Baja

Ahoka bien, de la sucesién exacta

0— (DA g (4 8p Ay, y— Ayy—0
tensorializando por DCL[A/DZ‘T}\ sobre (1 gka
_QL?_ —s (A 0,4 ) E‘la-l%'ﬂﬂa @ Bm A —iil)
RLTEL A PR Da 2% Yoxofg,a A Vatilp l
A air

la imagen del primer morfismo es cero, luego tendremos el iagymoxy
fismo :

B
(A 620 yxu®aa0 Tﬁ'f" -4y ahq""Q:'?"
“A Paja

Esto acaba la demostracién

Pasemos ya a demostrar el teorema.
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Si el morfismo A—Q es t 1liso, el morfismo AU—-oa,,es t lise

Veamos en primer lugar que se verifica la condicibn &c de
morfismo t liso ESea una sucesidn exacta

—0

L . ——D
R §al ala
donde La* a es libre finito Localizando en UxU y teniendo en
A
cuenta los lemas IIT 2 6 y IIT 2 7 se llega a que D%lA es fi-
U

nito generado

Veamos que el morfismo Ay—+ (A, verifica la condicibn 2 de

morfismo t liso

m m
Seglin el lema JII 2 8 , QU‘AU = (DQ|A)UxU , de donde por la

exactitud topolbgica del functor localizacién Dg | Ay es cerrado
U

o Uy

en Oy g
"“u
Como resultado particular del lema IIXI 2 8 tenemos que
Q = Q Puesto que (A, es la localizacién de A ecomo
% % aa T %o |a, ! U

8lgebra en el abierto <" (U), donde ¢ es la epiyeccidn (pues los

espectros son compactos) entre los espectros Spec((l ) + Spec(A},

inducida por la inyeccién A— (1 , tendremos que %, |A, &5 un
uthy

(Ay-m6dulo localmente libre de la misma dimensién locgl que la de
nCqA

A partir del mismo lema III 2 8 y de la relacidn
Gradbqla(a éaa ) = simetra(QM A) y teniendo en cuenta que la Qpe-
racién "tomar simetrizado” conmuta con la localizacién, se dedu~

ce que Grad, (QU ?AUQU) = Simetlh ( nauhg)
U

Ay lay
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Veamos ahora el reciproco

Si para un recubrimiento de Spec(A), {U} , los morfismos
Agy— QU son t lisos, el morfismo A —— (@A, es t liso

En efecto, Spec(A) es un conjunto compacto, luego existe
un recubrimiento finito de abiertos U tales que DaUIAU son

u AUCLU -m8dulos finito generados De aquf que, por medio de

una particién finita de la unidad, se llega a que DaJA es un

a QAQ -m6dulo finito generado

Veamos que D’a son ideales cerrados en (1 ﬁAa. Considere

|A
mos el recubrimiento anterior e identifiquemos Cl?Aa- con una

parte de @ U y a aU Teniendo en cuenta que Dj a, Sen cerra
U U U
dos en QU QA (RU se llega a la verificacién de la preposis
U
cibén
Si @ es un (l,,-médulo de Fréchet proyectivo logalmen
Oy |12y v =

te de dimensién n, es trivial que QGJA es localmente libre, lug

go proyectivo, con la misma dimensidn local

Q
El morfismo canénico Limetra_(nalA)—-—»GradDMA( Qa Q‘AQ) es un

isomorfismo, puesto que sus localizaciones en un recubrimiento
de Spec(A), que es compacto, lo son

Corolario III 2 2

Supondremos que las dlgebras del enunciado son L-&lgebras
nucleares, diferenciablemente completas, (O-§lgebras y de es-
pectro conexo
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Sea (I una A-8lcebra extensibén localmente trivial finita
sobre A generada por elementos autoconjugados

La condicibn necesaria y suficiente para que (] sea local
mente (],= W(K)é A, donde W(K) es el &lgebra de Whitney de

un compacto respecto de una variedad, es que el morfismo
A —( sea t liso En este caso la dimensidén local de nch Yy

la dimensién de la variedad coinciden

Observaciones

La hipStesis de conexifén tiene por objeto el que las dimen
siones locales de “aJA sean constantes y de que sea cual fuera

el abierto U trivializante, si aU=BEEAU, el dlgebra B de la

fibra sea la misma para todos

La demostracifn es trivial tras el teorema IIX 2,2 y el
corolario III 2 1
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CAPITULO CUATRO

ESTRUCTURAS DIFERENCIABLES ELEMENTA-
LES CON COEFICIENTES EN UN ANILLO

DE FRECEET

En este capitulo se describen diversos ejemplos de morfis-
mos t lisos que aparecen con naturalidad en anflisis.

Un problema que se presenta con frecuencia es el de dotar 5
un médulo libre de dimensién finita sobre un &lgebra de Fréchet
real de una estructura diferenciable Pensemos, por ejemplo, en
gue A sea el &lgebra de las funciones infinitamente diferencia-
bles sobre un segmento, 6§ continuas simplemente E]l m&dule li-
bre sobre A de dimensién n son el conjunto de las curvas difer
renciables § continuas respectivamente en el espacie R® Pare~
ce natural dar una definicifén de funcién infinitameate diferen-
ciable de L = A ¢ " oA en A Si tomamos como definicisn la clé-
sica sustituyendo nfimeros reales por elementos de A y valor ab-
soluto por las diversas seminormas de A, tendremos la siguiente
definicidn

F L—A es infinitamente diferenciable si para cada
k = (ky, ,k,) existe, una funcién de L en A, F tal que st de
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finimos

k+r —
TrkE = L I _@Egnr gk ek o n gk
a |£|<m r! a

]|

para z y a de L, para cada seminorma p de una familia fundamen
tal de seminormas de A y cada ¢>0 existe un entorno de a tal
que para cada z de este entorno

p(R® FX (%)) < c(sup plat-zi))™ Ikl
a

donde a = (al, ,a%) y Z = (zl, ,z™)

€1 consideramos el morfismo t liso A-—*Cl-c'(Rn)énh, tendre

mos una aplicacién asociada Spec (XA )=R"x Spec(A) — Spec(A) que

es un fibrado trivial de fibra R" Las A-secciones de este fi-
brado son L=Ae " ea y los elementos de (] pueden considererse
como funciones‘%‘ﬁ"k‘ sobre las A-secciones del fibrado Se demues
tra que estas secciones son infinitamente diferenciables en el
sentido anterior, con lo que (] deta a las A-secciomes de una
estructura A-diferenciable

Fn el segundo apartado se estudian las ecuaciones diferencia-
les parametrizadas por un anillo Es un instrumental necesario
para el apartado siguiente y una muestra de céme un problema
planteado en su lugar natural gana en claridad y prefundidad
Asi, la demostracibn del teorema de existencia de ecuaciones di
ferenciales ordinarias planteado en un lugar adecuado da direc-
tamente el teorema de dependencia diferenciable de la solueidn
respecto de las condiciones iniciales 6§ respecto a una familia
de parfmetros de la que dependa la propia ecuacién diferencial.

En el apartado tres, se asocia a todo mSdulo proyectiveo sobre
A una A-&lgebra A, extensidn localmente trivial de A, tal que
el morfismo A—( sea t liso y que el &lgebra de la fibra del

£ibrado asociado sea C”(R")
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En este caso Spec,((l) = Hom, ((L,A) es el médulo proyectivo

que tiene, de esta forma, una estructura A-diferenciable En
el mismo apartado se dota de estructura A-diferenciable a las
A-secciones de un fibrado trivial de base Spec(A) y fibra una
variedad diferenciable V Se demuestra que esta A-variedad
es localmente isomorfa a un A-m8dulovproyectivo del tipo ante-
rior,

Para simplificar las notaciones supondremos que todas las
&lgebras de este capftulo son &lgebras reales partes hermiticas
de 8lgebras simétricas
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I MORFISMO T LISO ASOCIADO A UN MODULO LIBRE FINITO SOBRE

UNA F' -ALGEBRA

Sea A una Fiélgebra diferenciablemente completa real (0 3 5 )
Sea L un A-mbdulo libre de dimensién n L = Ao " oA Los elemen
tos de L los denotaremos por a y si f< C”(R"), £(2a) denotari la
funcién f.a

El m&dulo libre L es el mb6dulo de las A-secciones del fibra
do trivial de base Spec(A) y fibra R" Vamos a definir una A-81
gebra (1 tal que Spec(Q ) sea el fibrado y cuyo Spec, (Q) =

= HomA(Q +A) sea el mbdulo L Esto puede hacerse tomando simple
mente (L =C°°(Rn)éRA El morfismo de A en ( es t liso y es triv
vial verificar que Spec((l) es el fibrado y que Spec, ({ )=L;
esta Gltima relacibn se deduce de la condicién de diferenciable

mente completa de A

Se trata ahora de verificar que d es un anillo de A-functo
nes "infinitamente diferenciables" en el médulo L de las A-seccip
nes del fibrado En particular, deduciremos que la topologfia
A-espectral de L coincide con la topolégfa de partida de L

Veamos en primer lugar un lema

Lema IV 1 1

Sea f¢C"(R") La funcién de L = Ae¢ " ¢A— A definida por
a— f(a) es continua.

Demostracién

Sea p una seminorma contin#ta en A Fijados dos nfimeros natu
rales k y h, el conjunto
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Cpp, =1 acl , p(ei°a) < k(lslh + 1) para cada ge¢R"}

es cerrado, puesto que p(ean) es una funcién continua de a Por
ser A diferenciablemente completo (0 3 7 ) (véase {11}, cdlculo
operacional con un nGmero finito de variables), se verifica que
L = éjh ckh' por el teorema de Baire, alguno de los cerrados Ckh

tiene punto interior, por medio de una traslacidn puede suponerse
que este punto es el 0 6 cualquier otro Asf pues, dado un punto
EoeL, existe un entorno U de &l y nfimeros naturales k,h tales que

p(ei°a) < k(lslh + 1) para todo ac<U y g¢R™

Supongamos en principio que Spec(A) es compacto Entonces, dado
un SoeL podemos encontrar el entorno U anterior de modo que a(x)

esté contenido en un cubo de lado 231/ en R? para un ¢>0 fijo y
todo a¢U

Sea ch'(Rn), podemos hacer que f coincida con una funcifn perié

dica de perfodo 2:/¢ en un entorno de U a(x), con lo que me-
xeSpec (A)
ael

diante el desarrollo de Fourier de f
mt
f = -8 nlﬁeiom ,
meZ
tendremos las relaciones

idma eidmo)l < L iomaeimc) +

- - )
p(f(a)-£(a.)) = p(iag(e - - lealp(e

jm|<
- h
+ _&I 'Xﬁ' 2k(jom|" = 1)
m|xN

donde dado ¢>0, el nimero natural N puede elegirse de modo que la
segunda suma sea menor que ¢/2 (independiente de a), y una vez eke
gido &ste, la primera suma, que es finita y continua en a, puede
hacerse menor que ¢/2 tomando a suficientemente préximo a 56 Esto
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demuestra la continuidad cuando Spec(A) es compacto

€1 Spec(A) no es compacto, podemos tomar una sucesibn exhaus-
tiva de compactos K\CK, ¢ de Spec(A) , y llamando Aq=A/Nuch,
(Nuch son los elementos de A nules en Kq), de tal forma que

A= 1$m Aq

Sea aeL, la proyeccibén de a en Ag

f(a) en Ay ser& f(Eq) = faEa Como hemos visto f(aq) es continua

sers Eq y la proyeccibén de

en aq, que a su vez es continua en a, como (f(E))a es continua en

-

a para todo q, f(a) es funcién continua de a, con lo que acabamos
la demostracidn

Corolario IV 1 1

La aplicacién c”(R")x I, —A (f,a) » f(a) es continua

En efecto, la aplicacidn es lineal en el primer factor y separa
damente continua La aplicacién del enunciado es entonces continua
sin més que tener en cuenta en teérema de Mazur-Orlicz Sea I un
espacio métrico, E un espacio de Fréchet, F un e 1 ¢ cualgquiera
Si la aplicacibén ¢ ExI » F es separadamente continua y lineal en

E, ¢ es continua

Lema IV 1 2

Sean a y b elementos de L, fec”(R"), definamos una funcién R—A
escribiendo g(t) = £(a + tb) , est& funcién es de clase C” y se

n - -
tiene g'ﬂjgz bi(af/ayi)(a + tb), donde 3f/ayi es una funcién de
i=1

C”(R™) y tiene sentido por tanto aplicarla a a + tb
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Demostracién

Definamos la funcidén a'(t) de R en A escribiendo

noy R
a'(t) = : b (3f/3y”) (a+tb)
i=)

Del lema IV 1 1 se deduce que g'(t) es una funcién continua de
R en A Integremos esta funcibn entre s=0 y s=t

t
h(t) = /{ ag'(s)ds, para cada x de Spec(A) tendremos
s=0

t t n
h{t) (x) = /0 g' (s) x)ds = / zobi(x)-a—f-i-(am + sb(x))ds =
0 i= Yy

t
= // g— fla(x)¢sb(x))ds = f(a(x) + tb(x))-f(a(x))
0 s

y como A es semisimple, h(t) = f(a+tb)-f(a) = g(t) - g(0), y por
tanto g(t) = a(0) +)Gt a'{s)ds lo que demuestra la asercibn dada

Este resultado significa que se puede derivar £ (a+th) como si a Y

b fuesen vectores numéricos ordinarios, es decir, se puede derivar
punto a punto en f(a(x)+tb(x)) Naturalmente puede calcularse del

mismo modo formal todas las derivadas sucesivas

Estamos ya en condiciones de establecer el siguiente teorema

Teorema IV 1 1

A= c'(Rn)ORA es un anillo de funciones infinitamente diferen

ciables de I en A en el sentido dado en 1l& intraduccién de este
capitulo
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Demostracibn

Veamos primero que toda F ¢ ({ es una funcidn continua de L en
A Ssi feC”(R") 1o hemos comprobado en el lema IV 1 1 Para pro-
bar la continuidad de F sera suficiente verificarla para la res-
triccién a cada compacto de L (L es un espacio metrizable comple
to) Sea entonces ¢ un compacto de L, p una seminorma en A defi-
nida por una parte equicontinua Kp de A', 0 define en C (R™) una

seminorma g mediante la expresién

qg(f) = max p(f(a)) = max max |<w,f(a)>| , como <u,f(a)> es
ach acd wer

una funcional lineal continua en C"(R") y como este espacio es
tonelado, g es una seminorma continua

En consecuencia, si fm es una sucesifn acotada en C“(Rn),

Sup q(fm) < +=» , luego para toda serie numérica absolutamente
m

sumable A, ¥ todo par de sucesiones acotadas fme', a €h, la fun

cién F

L Amamfm es, sobre ¢, lImite uniforme de funciones con
m=1

tinuas, luego es continua en (0 Por lo tanto F es continua en §.

Para ver que F es diferenciable, escribamos nuevamente,

®, N
F=71 Amamfm con zlxmlf + », a, »0enaa, £ QenC (R).

jul
m
3P of
Definamos —5 = I Am®m ——? j=1, ,n  Son funciones de &
ay; m=1 y

puesto que afm/ayj + 0 en c”(R™)

En virtud del lema IV 1 2 , fm(5+t5) es diferenciable en t y

se tiene

a =t n 3 afm -
£ (a+tb) = I b (attb) con lo que
& y=1 oy
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fm(a + b) = fm(a) + J=1b3ﬁ-—- (a + tb) at

tendremos entonces

3 o of
b /; -——r(a+tb)dt = z bl( £ 2 nm //1 (a+tb)dt) =

ay? j=1 me=l

® 1
d - _ an - (-] =
= mjl Amam/g agfm(a+t5)dt = mil Amamfm(a+b) mil Amamfm(a)

= F(a + b) - P(a)

- - - n 1 BF - -
luego F(at+b) - F(a) = I bjjf ——3(a+tb)dt y por tanto
=1 0
n n
F(a+b) - F(a) - :b? L@ = bJ/' (£ (a+th) - -3§ (3))at
j=1 3y =2 ‘o ayj 3y

Yy r:oman/ay:J son funciones continuas en L, resulta inmediatamente
que F es diferenciable y que su "diferencial" viene dada por

n
d_F(B) = 1 <E(7)pI
a j=l3y

como si 3F/3y’ fuese la i-&sima derivada parcial de P,

Hemos demostrado que F es una vez diferenciable y calculado su
diferencial El que sea infinitamente diferenciable se deduce de
la formula de Taylor que vamos a demostrar .

Definamos ¢ {0,1] ——A por ¢(t) = Fla+tb) Aplicando rejitera-~
damente los resultados obtenidos se verifica que ¢ es infinitamen
te diferenciable Como para las funciones ordinarias se tiene un

desarrollo de Taylor

imy m
(1) = g(0) + £ 4 40 (O +//1 ALZEL gdm+h) (eyat
10 m! 0 m
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y teniendo en cuenta el valor de las sucesivas derivadas de ¢

2
- - n _ Iy 3 3°F -
F(a+h) = F(a) + 1 bl a;:-; (3) + =— L plp2 @ ¢
1=1 3y 2' 3,3, ’y 1ay 2
3 3 a"F -
F 2 p'l pm - — (&) ¢
ml 3y, edp ay 2 ay ™
] p - -
J pl pml 1 amtlo B m
+ (1-€)7dt
j r ) jl jﬁm"‘l
1 m+l m! 0 3y 3y

que constituye la "formula de Taylor" buscada

Corolario 1IVv,1 2

La aplicacién (1 x L—aA , (F,a) - F(a) es una aplicacisn
continua

Tras el teorema IV 1 1 se deduce como el corclario IV1 1 a
partir del teorema de Mazur-Orlicz

Considerando (I como anillo de funciones de L en A, (] define
en L una segunda topologia, la topologia d&bil, que es la menos
fina que hace continuas las funciones F L-—aA, F €d . El teore-
ma antetdor implica que la topologla débil es menos fina que la
inicial Pero es flcil ver que tambien es mas fina Una base de
entornos del punto a = (al, aMe L para la topologfa inicial
estd constituido por los puntos b = ', ,b™) tales que
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p(bj-a3)< €, con p seminorma continua en A si zl, ,zn son las

funciones coordenadas en Rn, bl= zj(ﬁ), al= z3(5), luego

p(bl-al) = p(z3 (b)-27(a)), y los puntos b que verifican

p(z3(b)~z3(a)) < ¢, forman un entorno de a para la topologfa débil
de A Hemos verificado entonces el siguiente corolario

Corolario IV 1 3

La topologia inicial de L coincide con su topologia débil como
espacio de morfismos de A en A

A-Derivaciones de a,

-

Sabemos (lema III 2 3 ) que %21A= “C“(Rn)GDRA Por otra parte,

para todo ( ~-médulo de Fréchet N

DerA(a,N) = Homa (QMA,N) (Teorema XTII.1 1 )

Si tomamos, en particular, N =0l o bien N =A con su estruc-
tura de (-m6dulo F b = F(a) b para un acL, tendremos el siguien
te teorema de verificacién directa @

Teorema IV 1.2

Las A-derivaciones de { en A en un punto a¢L forman un A-mSdu
lo libre generado por (3 /ayj)a, j=1, ,n

Los A-campos D (A — (. forman un (-médulo libre generado
por 3 / ayj, j=1, ,h, donde av/3y3 ha sido definide en el curse
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del teorema IV 11 vy (3 /ayJ)a (F) = aF/ayl (a)

Al A-m8dulo de las A-derivaciones de A en A en el punto a le
llamaremos médulo tangente a L en el punto a Como hemos dicho, es

isomorfe al propio L

2 ECUACIONES DIFERENCIALES PARAMETRIZADAS EN UN ANILLO

Familia de ecuaciones diferenciales parametrizadas por un 8lgebra

de Banach

Por naturalidad en el contexto, nos limitaremos a ecuaciones
diferenciales de clase C°, pero el método es aplicable esencial-
mente para ecuaciones de clase c™

Sea A una F-ilgebra de Banach real diferenciablemente comple-
ta de espectro X Sea A como en el apartado anterior la A-&lge-
bra c”(R™)0A

Definicién

Llamaremos ecuacion diferencial parametrizada por A a una curva
de clase C~ en el espacio Der, ( a,a)

Seglin el teorema IV 1 2 DerA(C{,CL) =de ™ e, luego la ecua

cién diferencial vendri dada por un conjunto de n funciones
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Fi

€ C™(R)&,C™ (RM) &,A i=1, ,n
Dada una A-seccibn So L=Ae " oA del fibrado de base Spec (A)

y fibra RD, llamaremos solucibén de la ecuacién diferencial con
condicién inicial Eo a toda funcién ¢ de clase C” de un seamen-

to I(:u'_u) en el mbdulo L tal que ¢(0) = a, y tal que
do(t) _ sy 3 det (¢) i
= F(t,¢(t)), eStO eS, ————— F (t'¢1(t)' '¢n(t))
dt dt
. T n

Teorema de existencia local IV 2 1

Dada una ecuacién diferencial y una seccibn Eo perteneciente a

L, existe un entorno de ao,Uao, un segmento I[-u'+03y una aplica-

cidn
¢
I[_a'*aj(Uao L
tal cue para cada 5405 , ¢(t,a) es una solucién de la ecuacién ai

o
ferencial con condicién inicial a Adem&s ¢ es Gnica

Demostracién

Observemos que F = (rl} puede interpretarse come una funcidn de
RxL + I, Esta funcién es continua como puede comprobarse tras lo
dicho en el apartado 1 de este capitulo (teorema IV 1 1 ) asf como
las derivadas a§/ayi i=1, ,n A partir del mismo teorema IV 1 1
puede verificarse que F cumple una condicién de Lipschitz
IF(t,b) -~ F(t,a)| ¢ k|b-al para a y b en una bola de centro ;o y

para todo t en un intervalo

Estamos entonces en las condiciones del teorema ckésico enuncia
do para espacios de Banach y nos remitimos a dicha demostracidn

(véase por ejemplo {6 bis} )
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Corolarxio IV 2 1

Sea una ecuacidn diferencial ordinaria

asi
at

= Fi(t.fl(t). ,fn(t)) i=1, ,n (Fi de clase Cc”)

Para cada condicién inicial (Aé, ,Ag) y para cada entorno
compacto B = Br((xé. ,Ag)), bola cerrada de centro (xé, ,Ag)
y radio r, y cada numeroc natural m, existe un intervalo I=[-q,+q]

y una aplicacién IxB ®,R" tal que

1 i

i
Qigiﬁl = rlee, el ey, LeR(e)), slio,al, aMy=
t

donde ? es de clase C" en las A\' y c” en t

Demostracién

Sfea A=C™(B) Consideremos el fibrado trivial BxR" %enmemos

rd

[} ~ - -] n [- ] A [--] n -
€C (R)pRC (R")cC (R)oRC (R )@RA
Es una ecuacibn diferencial en el fibrado en el sentido del
teorema anterior (en este caso la ecuacidn es independiente de la
fibra) Tomemos como condicién inicial ai(kl, ,An)=ki Por el
teorema anterior existe una solucién ¢iéC°(I)6RCm(B) con

¢i(O,A1, AN = 21 como querfamos probar

Observacién

S1i la ecuacidn diferencial depende de una familia de parfimetros
ulr ,ur podemos considerar un fibrado trivial de base
B((Al, A X B((ul, ;) y fibra R® La ecuacién diferencial

dependers de ul, ,ur y serf independiente de las li Tomando co-

mo condicién inicial la seccibn que asigna a (A,u) - 2 se obtiene
el teorema local de dependendia diferenciable de las soluciones,
de las condiciones iniciales y de una familia de par&metros sobre
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la ecuacidn diferencial

Corolario IV 2 2

Sea una ecuacidn diferencial ordinaria

1
A Cple, i), L) 1=1, ,n
at

F! de clase C* <ea el subconjunto de RxR" consituido por los

puntos (t,x) con t-(x)<t<t*(x), donde t* (x) y t (x) son los ex
tremos del intervalo raximal (pueden ser += 6 #= ) J(x) en el que
existe solucidén de la ecuacidn diferencial con condicién inicial
x Llamémosle < Fs un conjunto akierto y la aplicacién

QD—JK—*Rn s (t,x) » p(t,x) =wx(t), solucién de la ecuacién dife

rencial, es de clase c®

Demostracién

Ver ¢ Lang {6 bis}

Teorema IV 2 2

Sea A una Ftélgebra de espectro compacto diferenciablemente
completa Sea F una ecuacidn diferencial ordinaria

i
af
— = rree,el, M i=1, ,n
at
Para cada a €L existe un entorno U(ao) ¢ un intervalo ﬁ?u'*u]
y un elemento
sec™(mécT®RMe " ecT (R ccT (M (A " ol

tal que



~132
delt,a) - F(e,3(t,a)) y ¢(0,a) =a

¢ es finico

Observacidn

La diferencia esencial con el teorema IV 2 1 es que aqul no
se supone que A sea de Banach y que el enunciado presente es més
preciso en cuanto a la dependencia de las condiciones iniciales

Obsérvese por otra parte que ¢(t,a) es un elemento de L, y tie
ne sentido por tanto F(t,¢(t,a))

Demostracién

Sea D C RXR" el abierto en el que existe solucibdn ordinaria
2)——»Rn de la ecuacién Por ser X= Spec(A) compacto podemos encon
trar un entorno de SO,U(EO) (kola para la norma de la convergencaa
uniforme) y un segmento I =[-a,+a]tal que IxU(Eo)(x)c:éO, donde
ua) x = _U _ a

aeU(a_ )
XeX ©

La solucidn de la ecuacifn restringida a este abierto coincide
con una funcién EeCG(I)aR(C°(Rn)O n sc”(rRP)), ¢ es la solucién

del enunciado (si ¢ = I g;(t)e hy (x,, »Xnl,
i

$(t,a) = Zgy(tihylay, sap))



-133

3 MORFISMO T LISO ASOCIADO A UN MODULO PROYECTIVO Y A UN

PIBRADO TRIVIAL DE FIBRA UNA VARIEDAD DIFERENCIABLE

Morfismo t liso asociado a un mbdule prpyeetivo

. de espectro compacte
Sea A una F-ilgebra realfdiferenciablemente completa Sabemos

que todg A-m&dulo M de Fré&chet proyectivo finitamente generado es
localmente libre Podemos asociarle un fibrado sobre Spec(A) tal
que la fibra en cada punto x sea (A/mx)oAM = M/mxu Este fibrado

es localmente trivial y las secctones de tipo A son los elementos
de M

Las funciones de transicién correspondientes a dos abiertes tri
wializantes U y V de Spec(A) son las funciomes de Ay,, que expre-
san el cambio de bases inducido en M unv POF las basesg libres de

My v My

Supondremos que las dimensiones locales de M son constantes.

Teorema IV 3 1

Para cada A-mSdulo localmente libre M existe una A-flgebra 4
de Fré&chet tal que su espectro es el fibrade agociado n M, Specfl)=A

(A es una extensidén localmente trivial finito generada scbre A y
el morfismo A—+( es t liso

Demostracién

Supongamos que sea n la dimensién de las fibras en cada xeSpec (X}
Sea {U;} un recubrimiento trivializante del espectro, numerable y

localmente finito Sea A1=Aui, Misuui » Y llamemos B= gAi B es una
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A-lgebra de espectro la suma topolSgica de los abiertos U, la

inyeccifn natural de A en B es continua y la imagen es cerrada
en B puesto que para cada par de fndices 1i,j se tiene un mor-

fismo lineal ‘sij B +Ay qy, due es la diferencia de las restric
173

ciones de las componentes i,j a UII\U 3 Entonces A = /) Nuccij
i,]

(propiedad de haz de A) y por lo tanto A es cerrado

Sea B c=(rR™) ®.B Se tiene Spec 13 =Hom (B,B)*Hom (c”(rR") ,B)=
R B B R

= Be O ¢B = .

Mediante la inyeccién natural M Ny 4 (gque es un morfismo de
A-mSdulos, podemos considerar M comeo una parte de A que carac
terizaremos De esta forma M se puede interpretar como

a)Un subm6dulo de /L que es el espacio de todas las funciones
de la suma disjunta de las U; en r" que localmente son de

n

A

b)Un espacio de B-morfismos ¥3—2B

Sean {ﬁia},{féja} a=l, ,n , bases de M, y M, respectivamente

- a - - a
En U i j- Uy j tendremos las relaciones my saaij Bﬂgg} dengle ‘j_j gt Qij

son las funciones de transiciédn

En la interpretacién funcionei de M, si m¢M tendreméds

m= °;m1¢ enU, yms= a;mgna en Uj' luego en Uij gersn vilidas

las relaciones a; = aga;ja

Estas ecuaciones caracterizan, en-/t + los elementes de M por
ser &ste un haz Para cada i,j tenemos dos aplicaeciones naturalep
¢y ’j de B en Aij Hemos llamado 613 "i"j Come m e/[detine,

por composicibén con 6ij una aplicacién lineal 6135 :B’-——*AU
definamos ({ por la relacién A = ﬂ Nuc(dij- m).

meM
i.3
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Cles una subdlgebra cerrada de X& que contiene a A, es pues
una A-&lgebra Veamos que SpecA(Cl) = M

Cada meM da un morfismo de & en A, pues define un morfismo de
A en B y la condicién 51313(}?) = 0 para todo Fe{ y todo 1,3,

prueba que m(F)¢A Falta ver que todo A-morfismo (A—A provie
ne de un meM y que la correspondencia es biunivoca Veamos antes
dos lemas

Lema IV 31

Sea A una Ffilgebra diferenciablemente completa y (as)una ma
triz de nxn coeficientes en A Entonces, para todo F¢C (n“)a A,

L]

la funcién (<F) (y,x) = F((aa)y,x) es un elemento de C*(rR" )QR

En efecto, probémoslo para los elementos feC'(Rn) y observe-
mos que la aplicacibn 1f se puede considerar como composicién de
las aplicaciones

RA — Ae oA ——A

y—— @by — £(aH)§)
como ambas son infinitamente diferenciables, lo es la composicidn
y tf¢CT(RM)dpA

Bl caso en que FeC'(RnJBRA es ahora trivial.

Lema IV 3 2

Siguiendo las notaciones del tegrema IV 3 1 , ai= Aioaa es

isomorfo a ¢c” (R )OR i
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Demostracién

Sfe tiene una aplicacidn natural
= = % (e e
B =206B— a0 =c(rNop
que se restringe a una aplicacién
e N
A =p, @, — c™ (RN A,

Construyamos la aplicacidn inversa de &sta Sea I, el ideal de

Ay consistente en las funciones a soporte compacto contenido en

U, Es suficiente construir la aplicacién inversa para el subespa

i

cio c*(RM@ y extenderla por continuidad Se trata, entonces,

R4
de establecer una inclusién topolSgica de C'(RnlﬁRAl en Aidkﬁk
Sea n; la proyeccién natural de B en C°(Rn)6RAi Para cada par
de Indices i,j componiendo "y Y my con la restriceién a Uij tendre

mos aplicaciones
® n,2 S n, 2
vy B——c(R YO, 4 .pJ;B——a»C (R &pA,
o, I~ @, TN, &
Si llamamos Ty a la aplicacién C (R )QRAij + C (R )ehhij'

F » ‘ijF' asociada a las funciones de transicién correspondientes
al par de Indices ij y que tiene sentido segfin el lema IV.3 1., es
una comprobacibén verificar que

A= N Nuc (y,-
iJ (*i Tifwj)
Egstamos ya en condiciones de establecer la inyeccidén
C"(RnIDRIf——*Aiekél Definiremos una inclusién

C'(Rn)ORIi-»Aichiz = A, pf g(C°(Rn)6RAj)) y comprobaremes que

la imagen estd en AiqAa.
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fea bcIi, £¢C“(R") , fob es un elemento de C“(Rn)ékli, llama-
remos 1, (fob) al elemento de C”(Rn)éRAJ definido asf restrinjm
mos for a C""(Rn)él,‘A:LJ , prolonauemos por 0 a Rnx(Uj-Uij) y apli
quemos a este elemento Ty, La inclusibdn que definimos es la si-
cquiente

fob —ﬂoA((iJ(fob))J)

gque, puede comprobarse, es un homomorfismo topol&gico

Tal como se ha hecho la construccién, la imagen seri de ai
La imagen de esta aplicacién es densa en ai, como puede probar-
se teniendo en cuenta la expresibn de ai como lfmite proyectivo

de cocientes de (I (ver capitulo 1 seccién 2) y observando que
la imagen cubre una parte densa en cada uno de estos cocientes
EFsto acaba la demostracién del lema

Terminemos la demostracién del teorema

Todo A-morfismo l—A define A-morfismos Qi= C'(RnléRAi——) Ay
que se expresan por conjuntos de funciones EieAg donde ;i y a 3 es

tan relacionadas mediante las funciones de transicibén, es decir,
definen un elemento de M Fsto prueba que Spec,((L] = M. Fs ya evi

dente que Spec((l ) es el fibrado localmente trivial relativo al
mbdulo M y que se verifican.las restantes condiciones del teorema,

Teorema IV 3 2

Si A es el &lgebra definida en el teorema IV 3.1,,

auanalh = “OU IAU En particular Qa.lA es un  (-m8dulo proyecti
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vo l

Demostracidn

La demostracidn de este teorema se podria reducir al lema
III 2 8 No obstante, para poder aplicar &ste necesitariamos
unas hipbtesis superabundantes para este caso particular Pre-
ferimos, entonces, hacer una demostracién directa

Seglin el teorema III 1 1 , tenemos las sucesiones

(1) aGA"A‘“““MR““’“q]A“"O

o a2
2) --—-1—> — —_—
( anAU S VP S M) Sl

donde las imigenes de los primeros morfismos son densas en los }
nucleos de los segundos
€i tensorializamos la sucesibn (1) por aU sobre A , tendre

mos
$2

¢
QU — Q — ——
(3) Uy 8,8, Gy ¢ Saln— Ly o0
Observemos en primer lugar que
A e,%, = (4, %U Ay)®x%a au%"‘u% a) aUﬁunAﬂ

tambien sabemos que aUg Q = 9%|R De aquf que las sucesienes

a|Rr

(2) y (3) tienen los dos primercs términos iguales |
Veamos que la sucesifén (3) tiene la imagen de ¢, demsa en el

nucleo de ¢, Esto se deduce de que si para un morfismp N —M,

entre médulos de Fréchet, la imagen de N es densa en M, el morfis
mo de los localizados Ny— M, sigue verificando que la imagen de

N, es densa en M, Esto se deduce de la expresién de M, como 1tmi

te proyectivo de cocientes de M De aquf que
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Ay e & .. IR
- Lmn.%.,,%w

Ay9 %g)a

Corolario IV 1 2

En las condiciones del teorema anterior, para dada QA -médulo
de Fréchet )\, se tiene

a.u QQ DerA( QA,N) = Der (aU,NU)

Py

Demostracibn

Qy 8, Der, (AN = (e Hom (8, ,,N) = Fomy o Fag |ay ™!

donde la dltima igualdad se deduce de ser s'za' a Ge presentacibn

finita

En particular, para los campos, tendremos la relacién

auoanerA(a.a) - DerAu(au. aU)
y para las derivaciones a lo large de una seccidn ¢ tendremos
auoaberA'a(a,A) = DerAU”(aU.AUl

donde A es un (L-médulo via el valor que toman los elementos de

A en o

En particular Der, ( Q.,A) ser& un A-mSdulo proyectivo localmen

te isomorfo a My, luego isomorfo a M

Digamos, por Gltimo, gue para los elementes. de A se puede day

una férmula de Taylor
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- - 1 - 1 (r-1) e
Fim+h) = F(m) + —— dr =) (h) + 4 — d r(i;h, ,B) ¢ R

11 (r-1)!

donde R. se expresa localmente como una integral de las del tipo

del teorema IV 1 1 La demostracién se reduce al caso local te-
niendo en cuenta las relaciones entre las localizaciones de las
derivaciones y las derivaciones de los anillos localizados, que
heros expuesto

Morfismo t liso asociado a un fibrado trivial de fibra una varie-
dad diferenciable

Sea V una variedad diferenciable, compacta o recubrible por
un nfimero finito de entornos coordenados A un 8lgebra real como
en el apartado anterior y nuclear ¢ es el anillo de las funcio
nes infinitamente diferenciables sobre ¥ Consideremos el fibra
do trivial de base Spec(A)= X y fibra 1+ Podemos asociarle el
morfismo t liso A » (= 5@21\ Se verifica que Spec((l) es el fi-

brado y que Spec, (Q)= Fom, (A ,A)= Homp (€ ,A) son las seccicnes

de tipo A del fibrado A este iltimo le llamaremos variedad aso-
ciada a V con coeficientes en A, Ui Por ejemplo, si A son las

funciones diferenciables sobre un segmento, la A-variedad SpeeA(CL)

estd formada por las curvas diferenciables en la variedad

Usando el teorema de inmersién de Whitney se tiene mna sucesifn

exacta

2n+1

0 —I —C (R )—>E —0

de donde, tensorializando por A, por ser &sta nuclear y ser los
espacios de Fréchet
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2n+1

0 —1Ié A —C (R )6 A ——»ESkA —0

sucesibén de la que obtendremos

2n+}

2n+ly Ay = 2e @A

o~V +HomR(c° (R
2n+1

V, es el subespacio de A @ @A incidente con 13RA

A
2n+1

2n+l
de la suma directa A#® ®A y U, es un subespacio cerrado de

El espacio HomR(CU(R ) ,A) tiene como topologfa dé€bil la

&ste para la topologfa d&bil, topologia que induce en %; la to-

pologia espectral débil natural

Nos proponemos demostrar que esta variedad es localmente iso-
morfa a A-mS6dulos proyectivos del tipo del apartade anterior

Teorema IV 3 3

Para cada o € U'A,
forman un A-m&dulo proyectivo de dimensién local la dimensién de

la variedad Fl1 (] -médulo Der, ( d,A) es un (A-médulo localmente

las derivaciones en la seccién ¢, Der, o(a,hl
[4

libre de la misma dimensién

Demostracién

Sabemos que BerA'c(a,A) = Homy (% ,,A) donde A es un O -mbdw
lo, via o (III 1 1) Por otra parte, R, ,=  § A es un A -msdu-

lo de Fréchet finito generado En este caso la localizacién conmu
ta con los homomorfismos (Teorema I 3 2 ) y tendremos que si U es
un abierto de Spec(A) y V un abierto coordenado de la variedad

Ayyy @ Dery o(O,2) = Ry, 6, Hom, (9 8pA,0) =



Andloagamente, el caso de los campos DerA( Cl, a)

Definicién

Una ecuacidn diferencial en U; (independiente del tiempo)g¢s

es un elemento DeDer, ( A, A)

Una solucidn de la ecuacidn diferencial D con la condicién
inicial ooer', definida en un intervalo I de R que contiene a 0,

es un A-morfismo

U=E dpa 2uc®()Ggn
tal que compuesto con el morfismo C'(I)éRA + A que resulta de
sustituir el parfmetro t por 0, resulta el morfismo 0p Y tal que
si consideramos la derivacién D C°(I)6RA——»A, foa— £'(t)a,
Dyeo ( derivacidn a lo largo de la curva de secciones en g¢,, que

es la seccidn que consiste en componer el morfismo ¢ con el mor-
fismo C"(I)&RA + A "dar al parfmetro el valor t") coincide con

P ]
la restriccién del campo D a dicha seccidn o, a +Q ta

Teorema IV 3 4 (De existencia de soluciones de una quac16a §ifer
rencial)

Para toda ecuacién diferencial D<Derp( £,8)c Der, ( a,a) vy
toda condicién inicial Ot existe un entorno de condiciones intctg

les y un intervalo I tal que para toda condicién inicial o de di-
cho entorno existe una solucién definida en %1}
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La demostracién se reduce al teorema local IV 2 2

Teorema IV 3 5

Dado un punto oe-pg, el anillo asociado al mbdulo de las deri

vaciones de (X en ¢ es la localizacién de A en un entorno del
grifico de ¢ En consecuencia (A es un lfmite proyectivo de A-81
gebras asociadas a m6dulos proyectivos

Demostracién

Tras el teorema IV 3 4 la demostracidén es equivalente a 1la
clisica de existencia de "entornos tubulares"

Sabemos que existe un entorno de la diagonal de VvV tal
que €l y T, , fibrado tangente a U son difeomorfos, correspon-
diendo en el isomorfismo el campo 0 con la diagonal
Ty— VUxV , (y,0) » (y,y) y en general la imagen del par

(y,v) ye¢ V', v vector tangente a V'en §, es (y,expyx(y,v)v), don

de A(y,v) es el "parémetro de contraccifn" del fibrado tangente
a un entorno conveniente de la seccién 0 de T,. para que se pueda

aplicar la funcidn exponencial

Dada la seccibn ¢, podemos establecer la aplicacifn biyectiva
del fibrado tangente en ¢, en un entorno del gréfico de a/dada

por
(x,xeD_) + (x,exp A(o(x),x Do) ("”Da”
donde x+D_ es la derivacidn en og(x)e V' dada por la composicién

de DU con el morfismo "tomar valores en x* A >R

Es una mera comprobacibn que esta aplicacifn nos establece e)
isomorfismo del enunciado.
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