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PROLOGO

A raiz de la visita del Dr. F. J. Rohlf el afio 1980 en la cual
tratd diversos aspectos sobre andlisis multivariante con el Dr. C. M.
Cuadras, comentando entre otros el tema de las representaciones mediante
drboles aditivos, el Dr. C.M. Cuadras pensé entonces en la posibilidad
de una linea de trabajo basada en el desarrollo de aspectos de modelos
de répresentaciénven redes centrédndonos en particular en los arboles ul-
tramétricos y drboles aditivos desde una perspectiva del andlisis multi-
variante. En este sentido, como primer paso realicé una tesina en la
que se formalizaban diversos aspectos de la taxonomia numérica lo cual
supuso una verdadera motivacidén para seguir en una linea parecida que ha
desembocado en esta memoria, en lé que se ha desarrollado un estudio for
mal sobre la representacidn utilizando 4rboles aditivos. La realizacidn
paraleia del trabajo "Eigenanalysis and metric multidimensional scaling
on hierarchical structures" por el Dr. C.M. Cuadras y las conexiones de
este tema con la linea de trabajo llevada por el Dr. J.M. Oller sobre
Geometria Riemmaniana apliéada al andlisis de datos, han sido también un

punto de apoyoc muy importante en la realizacidn de este estudio.

Podriamos dividir esta memoria en tres partes: En la primera
parte (cap. 1 y 2) se relaciona la representacién por arboles aditivos
con otras técnicas de representacidn del andlisis de datos. En la segun-
da parte (cap. 3) se obtiene una formalizacién de las relaciones entre
drboles aditivos y distancias aditivas. En la tercera parte (cap. 4, 5
y 6) se analiza una estructura en el conjunto de arboles aditivos tratan
do posteriormente sobre inferencia y confeccidén de algoritmos en &rboles,

conectando esta parte con los trabajos antes citados.



1.- REPRESENTACION DE UN CONJUNTO A TRAVES

DEL ANALISIS MULTIVARIANTE.

Resumen: En este capitulo se expone el concepto de represen-
tacién de un conjunto a través del andlisis multiva
riante presentando los principales métodos de repre

sentacién junto con sus inter-relaciones.

Sumario:

1.1.- Introducciédn.
1.2.- Principales métodos de representacién.
1.3.- Relaciones entre los distintos métodos de representacién.

1.4.- Objetivos de la memoria.



1.1.—- INTRODUCCION

En andlisis de datos es interesante por lo general, considerar
un modelo que refleje las analogias y diferencias existentes entre los -
elementos de un conjunto. Es también habitual que las proximidades y di-
Vérgencias entre los mismos provengan de la observacidén de varios carac-
teres. Asi, en andlisis multivariante se estudian métodos que tienen por
objetivo la bisqueda, representacidén e interpretacién de los datos obte-
nidos a través de varias variables.

En la mayoria de los estudios aplicados a Biologia, Medicina,-
Psicologia, Educacidn, Agricultura, Economia, ... aparecen una serie de
medidas asociadas a distintas variables relacionadas entre si. En este -
sentido, Romeder (1973) expone un método de diagnéstico automdtico de -
dos clases de ictericia a partir del conocimiento de 84 variables; -
Baniett(lQSl) relaciona varios factores econdmicos: consumo, precio, cos
te de produccidn y renta de los consumidores; Petit Pierre y Cuadras -
(1977) realizan una clasificacidn sistemédtica de coledpteros del género
Timarcha a partir de 5 medidas biométricas; en Antropologia, es comin la
determinacidén del sexo a través de algunas medidas craneales.

Es evidente que una serie de andlisis univariantes tratados -
por separado resultarian del todo inadecuados, pues ignorariamos las co-
rrelaciones entre las variables. Utilizaremos pues, en general, técnicas
de andlisis multivariante que ayudan a interpretar las relaciones‘entre
las variables considerando la mutua informacién entre las mismas.

Cuadras (1981) establece una clasificacién de los métodos mas
importantes del andlisis multivariante atendiendo a las diferencias en--—

tre las distintas técnicas segin se trate de un estudio en una o varias



poblaciones y uno o dos grupos de variables. Asi, Andlisis de Componen -
tes Principales y Andlisis Factorial utilizan una misma poblacidén y un -
solo grupo de variables; el primero tiene por objetivo la descripcién de
la informacidén contenida en las variables mediante un nimero reducido de
componentes, mientras el segundo pretende relacionar un conjunto de va--
riables mediante un modelo lineal. Andlisis candnico de poblaciones, -
anilisis discriminante y andlisis multivariante de la varianza utilizan
varias poblaciones y un solo grupo de variables. Regresidén midltiple y -
andlisis de correlacidén candnica utilizan una poblacidén y dos grupos de
variables.

Por otro lado, considera las técnicas que a partir de una co-
leccién, en general, heterogénea de objetos y una disimilaridad definida
sobre ellos tienen por objetivo la representacidén de los mismos en un

espacio geométrico modelo en el sentido siguiente: Si S = {S ""sn}

N
es el conjunto de objetos, § una disimilaridad definida sobre S y -

(X,d) el espacio geométrico modelo, se trata de hallar una funcidén

0 ¢ (S, §) - (X,d)

de modo que d((p(si), ¢(Sj)) se .aproxime a  §(%5i, sj) utilizando
algln criterio de ajuste.

Al proceso de blsqueda de tal funcidn es denominado en ge -
neral como el problema de hallar una representacidén de los objetos de -

un conjunto.



1.2.- PRINCIPALES TECNICAS DE REPRESENTACION

Podemos dividir las representaciones en dos grupos segin el ti
po de espacio geométrico modelo: modelos espaciales o continuos y mode—-
los de redes o discretos. El objetivo en los primeros es la representa—-
cién de cada objeto como las coordenadas de un punto en un espacio eucli
deo de modo que las distancias entre los mismos reflejen las relaciones
de proximidad observadas entre ellos, mientras que el objetivo en los mo
delos de redes es la representacidén de cada objeto mediante un nudo en
un grafo conexo, de modo que las relaciones entre los nudos en el grafo
reflejen la disimilaridad observada.

Las principales técnicas relativas a modelos continuos estén
incluidas dentro del Multidimensional Scaling (MDS), definido por De
Leeuw(1982) como aquellos métodos de représentacién en que X = r" . Cua~
dras (1981) matizando méds en la naturaleza de los datos considera dentro
del MDS aquellas tégnicas de representacidén de datos que tienen por obje
tivo la construccidén de una configuracidén de puntos a través de una de--~
terminada informacidn sobre las disimilaridades entre los objetos.

De los modelos de redes que se han formulado cabe citar los si

guientes:

a) Arboles ultramétricos: Se caracterizan por ser X un grafo conexo sin
ciclos con un pudo equidistante a los nudos extremos y d una distancia
ultramétrica.

b) Arboles piramidales: Es un tipo especial de grafo conexo en donde d
es una distancia compatible con un cierto orden definido sobre los obje-
tos en el sentido que dados tres puntos la distancia entre los puntos ex

tremos  exeede a aquellas entre puntos intermedios.



¢) Arboles aditivos: En este caso X es un grafo conexo sin ciclos y d es
una distancia verificando el axioma del cuarto punto {(Buneman, 1971). Es
te modelo de representacidn serd estudiado en esta memoria bajo los agw-

pectos que citaremos posteriormente.

En el siguiente capitulo se realiza una exposicidn méds detalle-
da de estos métodos de representacidn continuos y discretos.
Ejemplos a partir de datos reales de representaciones mediante

modelos citados anteriormente son:

, Brasil
' India
. Israel
Egipto
L Usa
JFrancia
Cuba, 3 -
Yugoslavia |, , Rusia
China .

Figura 1: Representacidn por MDS de un conjunto de 12 naciones segin un

.estudio de Wish (1970) y Wish, Deutch, Biener (1972).



Groningen
Zurich
Thessaloniki

1 Viena

Drobak
Dalkeith
Huelva
Barcelona

Fornia
Foresta di Burgos

Fontainebleau
| Etna

Las Mercedes

Orangerie

Fuska Gora
Oranin

Trabzon
Silifke
Chalus

Agadir

0.112
0.135
0.170
0.177
0.229
0.259
0.269
0.296 T
0.313

0.315
0.341
0.354
0.400
0.444
0.488 T
0.497
0.581
0.688 l

0.775 |

b)

Heriot
Dalkeith
Groningen
Zurich
Viena
Drobak

0.083
0.112
0.157
0.216
0.322

Figura 2:

a) Clasificacién taxonémica de 20 poblaciones de Drosophila Subobscura

realizada por Salicrd (1983) partiendo de una matriz de distancias ob-
tenida por Prevosti (1974) basadas en las frecuencias de las ordenacio
nes cromosdmicas producidas por inversiones y aplicando el método UPGMA.

b) Se observa como el estrecho de Drover es una barrera genética segin

resultados del mismo estudio anterior.



Hombre
impancé

Ch
Mono Verde
Capuchino

Galago

Figura 3: Representacién mediante un &rbol aditivo de especies de prima-
tes basada en técnicas de hibridacidén del DNA segin un estudio de Kohne

et al., 1972.



1.3.~ RELACIONES ENTRE LOS DISTINTOS METODOS DE REPRESENTACION

Una de las principales dificultades con que nos encontramos al
obtener una disimilaridad (u otra informacidn relativa a la misma ) sobre
un conjunto de objetos es decidir el tipo de representacién, modelos con
tinuos o en redes, que es mds apropiado a nuestros datos.Este problema
ha sido discutido por diversos autores (Carroll, 1976}, (Tversky, 1977),
(Cunningham,1978) coincidiendo en seflalar que datos que se ajusten a una
estructura factorial (en términos de un nimero reducido de factores) son
preferiblemente representables mediante modelos continuos, mientras que
si se puede pensar intuitivamente en alguna estructura jerarquica o filo
genética podria tener mas sentido una representacién mediante hodelos de
redes.

En un interesante trabajo, Carroll (1976) concluye en la nece-
sidad de que en un futuro préximo se desarrocllen modelos que contengan
aspectos continuos y discretos, pues la creciente complejidad de los da-
tos en los estudios experimentales asi lo van a exigir.

Pruzansky, Tversky y Carroll {(1982) realizan un estudio en que
tratan sobre las relaciones entre modelos céntinuos y en redes desde una
perspectiva empirica. Intentan desarrollar una metodologid que ayude a de-
cidir el tipo de representacién a utilizar cuando se tiene un conjunto
de datos obtenidos a través de una disimilaridad dada sobre el conjunto
de objetos. Como técnica MDS se utiliza el ajuste a un plano mientras

que como modelo en red se utiliza &arboles aditivos.
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En una primera fase, mediante técnicas de simulacién se compa-
ra el grado de ajuste de conjuntos de datos obtenidos artificialmente a
representaciones en el plano y mediante estructuras de &rbol. lLa genera-
cidn de datos estd basada en la obtencidn de una distancia a través de
un plano o un &rbol {(reduciéndola a varianza unidad) sumédndole a cada
una de las distancias una componente de error a través de una distribu~

2( =0, ®=0.25 ¢ =0.50)

cidén N{(O, 02) para distintos valores de @
y utjlizando muestras de tamafios diferentes (n = 12, 24, 36) obteniendo

11 réplicas para cada condicidn, con un total de 2x9x 11 = 198 condicio
nes experimentales. A fin de realizar el ajuste a un plano o un arbol u-
tiliza los programas KYST (Kruskal et alj973) y ADDTREE (Tversky, 1977)

- basados en sendos algoritmos de transformacién de una distancia & un mo-
delo espacial y a un &rbol aditivo respectivamente (en capitulos sucesi-
vos se comentaran aspectos relativos a estos programas). La comparacién
entre la distancia original y la distancia estimada se realiza mediante

el coeficiente de correlacién lineal r, . Las principales conclusiones

1

a las que se llegan en este estudio son:

a) Los datos surgidos del plano se adaptan mejor utilizando MDS mientras
los datos surgidos del a&rbol se adaptan mejor a través de modelos de re-
des, resultando las correlaciones entre las distencias originales y esti-

madas practicamente idénticas para ambos casos.

b) KYST tiende a adaptar mejor datos surgidos de &rbol gque ADDTREE daw-

tos surgidos del plano.

En todo baso,-a;partir del modelo apropiado se obtiene siempre

una correlacidén superior.
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En la figura 4 se pueden cobservar los resultados para muestras
de tamafio 24.
1 |

0.9 L ¥

0.8 ! ;?\\\\ \\bbfg Plano | Arbol

0.7 } N KYST o~

0.6 *

ADDTREE RN

/
Vi
7
/
*
f/
o
<
/7
/*/

C.4 i

0.3

OI2

O.l

(0] 0.25 0.50

Figura 4.

En una simulacién parecida perturba la tercera parte (superior
o inferior) de las distancias de la distribucidn,torendo en este caso 5
réplicas por condicidn. La conclusidn que obtiene es que la perturbacidén
de pequefias distancias reduce el ajuste de ADDTREE y la perturbacidn de
distancias grandes tiene un efecto sensiblemente inferior, mientras que
en KYST parece observarse el resultado contrario.

En consecuencia,el estudio y trabajos citados anteriormente
nos inducen a pensar en la posibilidad de que la distribucién de la disi
milaridad observada entre los objetos sirva para podgr decidir entre un
modelo espacial o un modelo en &rbol.

Sobre el mismo particular, Tversky (1977), llamando u a la
media del conjunto de distancias y A= Y.max { d(x,y); x,yesS ! obtie

ne los siguientes resultados:
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1) Si las distancias provienen de un arbol verificando ciertas condicio-

nes de regularidad se cumple: u > A (sesgado a la izquierda ) .

2) En un conjunto convexo y acotado del plano euclideo con la distribu--

cién uniforme se cumple: g <X (sesgado a la derecha ),

Este andlisis sugiere que una configuracién convexa de puntos
en un plano tiender a generar muchas distancias pequefias y pocas grandes,
mientras en un arbol se produce el fendmeno contrario. Por tanto, esto
parece indicar que el sesgo {momento central de tercer orden stand.)puede ser
una medida para diagnosticar si el conjunto de datos obtenidos esmis pro
penso a ser representado por un‘plano 5 por un &rbol.

En la misma linea Pruzansky et al. (1982) proponen considerar
ademds otra medida, la elongacidén, que consiste en la proporcidén de ter

< d nos resulta

nas i,j,k para las cuales si d £ ik

ij djk
2 djk > dij + dik . La proporcidén de " tridngulos elongados!
tiende a ser mayor en 4rboles que en una representacidn espacial. Asi,
en una distancia ultramétrica todas las ternas verifican la condicién
anterior por lo que la elongacidn es 1.

La combinacién de ambas medidas puede resultar eficaz a fin
de decidir entre ambos tipos de representaciones. La utilizacién de
arboles tiende a producir sesgo negativo y mayor proporcién de tridngu
los elongados, mientras que la representacién eﬁ un plano conlleva me-
nor elongacién y sesgo positivo.

Realizan entonces un andlisis a través de 20 conjuntos de da

tos reales obtenidos por otros autores. que soporta la teoria anterior
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tal y como se observa en el siguiente grifico (Fig.5) que resume los re-

sultados.

85+
)]
80} o]
sl 8
= @2 (6]
= 70 A
5 0 & 13 ()
& sl @ '
e | (4] ®
t B ® ®
680~
551 GD
®
50 vy

Figura 5: Un circulo indica que la solucidén KYST da mejor ajuste para el
coeficiente de correlacién, mientras un cuadrado indica que ADDTREE pro-
porciona mejor ajuste.

También los resultados de este estudio concuerdan con las hipé
tesis de Tversky y Cunningham puesto que conjuntos de datos como vehicu-
los, animales, profesiones,... que dejan entrever una estructura jerdr--
quica son representados mejor a través de un arbol, mientras que conjun-
tos de colores , sonidos, con una estructura factorial clara (por ejem—-
plo sonidos en términos de intensidad y frecuencias) son representados

mejor a través de un modelo espacial.



14

1.4.~- OBJETIVOS DE LA MEMORIA

En los apartados anteriores asi como en el capitulo II presen-
tamos y analizamos los principales resultados relativos a los métodos de
representacidén de datos como una parte del andlisis multivariante. Queda
asi centrado el estudio de las representaciones mediante arboles aditi-—-
vos,,cbjetivo final de esta memoria.

Debido al caracter eminentemente prictico de las técnicas de
representacidén, la mayor parte de los trabajos realizados (por ejemplo,
el trabajo antes comentado de Pruzansky el al) estén dirigidos a estu-—
dios empiricos, como por ejemplo la bisqueda y comparacién de algorit--
mos por técnicas de simulacidn o la adgcuacién a problemas con datos re
ales. Asi resulta necesario un desarrollo tedrico paralelo del tema
pues , debido quizds a lo reciente del mismo y al desarrollo informati-
co, ha sido dejado un tanto de lado, siendo escasos los estudios que lo
tratan, destacando en este sentido el trabajo de Buneman (1971).

. Asi pues, en esta memoria pretendemos contribuir al estudio
de las representaciones mediante &drboles aditivos desarrollando aspec-
tos tedricos de los mismos. En primer lugar analizamos las principales
propiedades de los arboles aditivos‘a través de una formalizacién pro-
pia comparéndolo con el éstudio de P. Buneman (1971). Después dotamos
al conjunto de distancias aditivas (asociadas a arboles aditivos) de
una estructura matemidtica adecuada a fin de tratar problemas relativos
a contrastes, algoritmos y representacién de distancias mociadas a arbo

les por modelos continuos.
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2 . SOBRE LOS DISTINTOS METODOS DE REPRESENTACION

DE DATOS MULTIDIMENSIONALES

Resumen: En el presente capitulo se realiza una exposicidn de las
principales propiedades y caracteristicas de los métodos

de representacidén mas utilizados.

Sumario:

2.1.- Introduccidn.

2.2.~ Disimilaridades y distancias.

2.3.,~ Propiedades generales del MDS.

2.4.~ Representacién mediante &rboles ultramétricos.
2.5.~ Representacién mediante grafos piramidales.

2.6.- Ventajas de los arboles aditivos frente los ultramétricos.
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2.1.- INTRODUCCION

‘En este capitulo se exponen algunos resultados generales sobre
los distintos modelos de representacién que son de especial interés para
el posterior desarrollo del tema, sirviéndonos ademds para presentar de
un modo mas detallado los diferentes métodos a que hemos hecho referen-
cia en el capitulo anterior.

En la primera parte se analizan las principales propiedades
sobre los distintos tipos de disimilaridades y distancias (singular, mé-
trica ,ultramétrica, aditiva) que juegan un papel fundamentai en las tég
nicas de representacidn por arboles, obteniendo asi una serie de resulta
dos basicos que utilizamos en el trabajo.

En la segunda parte presentamos detalladamente los distihtos
modelos de representacidén que se han citado en el capitulo anterior
(Ap. 1.3), pretendiendo en este caso incidir tanto en propiedades genera
les propias del modelo que estudiamos como en observar los procedimien—-
tos mas importantes relativos al mismo.

Finalmente argumentamos las ventajas que supone la utilizacién
de Arboles aditivos frente arboles ultramétricos. De este modo, pensamos
que queda cubierto un primer ocbjetiva como es reflejar el papel de los
drboles aditivos como métodos de representacién del andlisis multivarian

te en relacidn con los deméds métodos de representacién.
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2.2.—~ DISIMILARIDADES Y DISTANCIAS

En este apartado analizamos los principales resultados sobre
disimilaridades y distancias que utilizamos en esta memoria. Es impor-

tante resaltar las relaciones entre los distintos tipos de distancias

que introducimos.

Definicidén 2.1

Dado S un conjunto finito, a una funcién d: S x § = R se

la llama disimilaridad sobre S si verifica las siguientes condiciones:

D1) d(x,y) = O . VXYyES
D2) d(x,y) = dly,x) ¥ x,y €S
D3) d(x,x) = 0 VXES (1)

Definimos a continuacidn los tipos de disimilaridades que nos

interesa relacionar:

- Definicién 2.2

Una disimilaridad d es métrica si verifica las condiciones (1)

y la desigualdad triangular

D4) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) VX,¥,Z€S (2)

Una disimilaridad d es ultramétrica si verifica las condicio--

nes (1) y la desigualdad ultramétrica

D5) d(x,y) £ max {d(x,z), d(y,2z) } vx,y,ze$s (3)
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Si verifica las condiciones (1) y ademds se cumple la condi-——

cidén del cuarto punto, es decir

D6) d(x,y) + d(z,t) & max { d(x,z) + d(y,t), d(x,t) + d(y,z) } (4)

para todo x,y,z,t € S, decimos que d es aditiva.

Definicidén 2.3

Si d es una disimilaridad sobre S que cumple
D7) d(x,y) =0 5i y sélo si x =y (5)
decimos que es una disimilaridad définida.
Es inmediato pues que una disimilaridad métrica definida es
una distancia métrica o distancia sobre S.
De las definiciones anteriores se deducen los siguientes resul

tados:

Proposicién 2.1

Si d es una disimilaridad ultramétrica y existen x,y,z de S

tales que
d(x,y) ¢ d(x,z) £ d(y,z)
entonces
d{x,z) = dly,z) (6)
Demostracidn:

Al ser 4 ultramétrica, utilizando las hipdtesis

d(y,z) ¢ max  { d(y,x), d(x,z)} = d(x,z)

con lo que queda demostrado (6).
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Reciprocamente,si dados cualesquiera tres elementos x, y, 2 de

S podemos escoger un par (x, y) para el cual

d(x,y) < d(x,z) = d(y,z) (7))

nos resulta que d es ultramétrica.

Proposicién 2.2

Si d es una disimilaridad aditiva y existen x, y, z, t de S

tales que

d(x,y) + d(z,t) < d(x,z) + d(y,t) < d(x,t) + d(y,z)

entonces

d(x,z) + d(y,t) = d(x,t) + d(y,2z) (8)

La demostracién es idéntica a la anterioy utilizando (4).

Recfprocamente,si dados cualesquiera cuatro elementos x,y,z,t

de S podemos escoger dos pares para los cuales

d(x,y) + d(z,t) < d(x,z) + d(y,t) = d(x,t) + d(y,z) (9)

es inmediato comprobar que d es aditiva.

Intuitivamente, dada una disimilaridad ultramétrica, el "trién
gulo" que forman tres puntos es isdsceles. Del mismo modo, dada una disi
milaridad aditiva y considerando el tetraedro que forman cuatro puntos,

existen dos pares de aristas opuestas cuya suma es la misma.
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Las relaciones entre los distintos tipos de disimilaridad pue-

den resumirse en las siguientes propiedades:

Proposicién 2.3

Si d es una disimilaridad ultramétrica entonces es disimilari-

dad métrica.
Demostracién:
Dados x,y, t de S,
d(x,y) < max { d(x,t), d(y,t)}
de donde se sigue inmediatamente

d(x,y) <€ d(x,t) + d(y,t)

Proposicién 2.4

Si d es una disimilaridad aditiva entonces es también disimila

ridad métrica.
Demostracidn:
Dados x,y,z € S, a través de la definicidén 2.2
d(x,y) + d(z,z) € max { d(x,z) + d(y,z), d(x,z) + d(y,z) }
y puesto que d(z,z) = 0, obtenemos

d(x,y) € d(x,z) + d(y,z) para x,y,z€ S

Proposicién 2.5

Si d es disimilaridad ultramétrica entonces es disimilaridad

aditiva.
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Demostracidn:

Sean X,y,z,t elementos de S y supongamos que
d(x,y) < nmin {d(x,z), d(x,t), d(y,z), d(y,t), d(z,t) }

Por ser d una disimilaridad ultramétrica se verifica que

d(x,y) € d(x,z) = d(y,z) 10)
y
d(x,y) € d(x,t) = d(y,t) (11)
con lo que
d(x,z) + d(y,t) = d(y,z) + d(x,t) (12)

Por otro lado

d(z,t) € max { d(y,z), d(y,t)}

por lo que puede ocurrir que

d(z,t) ¢ d(y,z) (13)

O

a(z,8) € dly,t) (14)
Si estamos en la éituacién {13), a partir de (11)
d(x,y) + d{z,t) € d(x,t) + d(y,z) = d(x,z) + d(y,t)
Del mismo modo si estamos en (14), a partir de (10)
d{x,y) + d(z,t) € d(x,z) + dly,t)= d{x,t) + d(y,z)

con lo cual dados cuatro elementos siempre podemos elegir dos pares ta-
les que cumplan la condicidén (4). Asi pues, utilizando (9) obtenemos que
d es una disimilaridad aditiva.

A partir de la proposicidén 2.3 se deduce que una disimilaridad
ultramétrica definida y una disimilaridad aditiva definida son distancias
¥y en lo sﬁcesivo para‘referirnos>a ellas_las'llamaremos‘distancias ultra-

métricas y distancias aditivas.
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Cabe resaltar que las proposiciones 2.1, 2.2, 2.4, y 2.5 se cumplen tam-
bién para distancias.

Podriamos resumir las proposiciones 2.3, 2.4, y 2.5 en el siw-
guiente cuadro de implicaciones:

D4)
=
D5) Li

D6)

s

Definicidén 2.4

A una funcién d: 8§ x S —»R tal que existe f: S—» R de ma-

nera que

f(x) + £(y) si X#y, X,y S

d(x,i) =
0 si X =y

la llamamos una funcidén singular definida sobre S. Si ademis d(x,y) » O,

vV x,y € S, diremos que d es una disimilaridad-singular.

Proposicidn 2.6

Si d es distancia aditiva y ds disimilaridad singular entonces

d + ds es una distancia aditiva.

Demostracidn:

Qd+&g(x,y) + (d+dg(z,t)‘& d(x,y) + d(z&) + £(x)+f(y)+f(z)+£(t)
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y por ser d aditiva

d{x,y) + d(z,t) € max { d(x,z) + d{y,t), d{x,t) + d(y,z) }

de donde

(d+ds)(x,y)+(d+ds)(z,t) & max { d(x,z)+d(y,t)+f(x)+f(y)+f(2)+f(t),

di{x,t)+d{y,z)+f(x)+f(y)+f(2)+L{E) }

es decir

(d+ds)(x,y)+(d+ds)(z,t)s max { (d+ds)(x,t)+(d+ds)(y,z),

(d+ds)(x,z)+(d+ds)(y,t)}
Corolario:

Si d es ultramétrica y d_ disimilaridad singular entonces d+d_

es aditiva.

Proposicién 2. 7

Si d es distancia ultramétrica tiene a lo sumo n-1 valores
distintos siendo n el cardinal de S ( {S]=n ).

Demostraciones distintas pueden encontrarse en Lerman (1981) y
Arcas (1983).

En Arcas (1983) y Salicrd (1883) se explica como se puede do--—
tar al conjunto de disimilaridades y distancias de una estructura de es-

pacio métrico; asimismo se explica la conveniencia de utilizar en pye-
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; . n . . .
chos casos una distancia como un vector (2)-d1men51onal siendo [S| = n
en vez de la notacidn en forma matricial.

Otro resultado particularmente interesante es:

Proposicién 2.8

Si d es distancia ultramétrica y S = {s ooy sn} podemos

l’
obtener una ordenacidn de la matriz (dij) con dij= d(si,sj) asociada
aden la forma

a) d,. €4 N

ij ij+1 < dp, (15)

di+1 J ij

‘= « s == <
b) vk, de dkk+l dkk+s+1 dkk+s+2

se deduce

' = ‘3 > i >
dk+1j dk\j\ para J > k+s+l siendo s2 O

que nos permite observar una forma general paré las matrices asociadas a
una distancia ultramétrica {Lerman, 1981), (Salicrd, 1983).

Tal comoc se ha expuesto anteriormente, el objetivo de esta me-
moria es el estudio de la representacidén en modelos de redes. Sin émbar—
g0, es interesante hacer alguna referencia a los modelos espaciales para
no perder la visidén de conjunto en el estudio de las técnicas de repre—-
sentacidén. Asi en el apartado siguiente damos una relacidén de los resul-

tados fundamentales de MDS.
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Como hemos expuesto en el capitulo I, Multidimensi8nal Scaling
(MDS) es un término general para un conjunto de métodos que tienen por
objetivo la bisqueda de una configuracidén de puntos para representar un
conjunto en un espacio RrP a partir de una disimilaridad definida so--
bre el mismo. Nos propondremos en este apartado anélizar algunas de las

principales técnicas MDS.

2.3.1.- Modelo MDS para una distancia euclidea

Dado ( S, &8 ) siendo S un conjunto de objetos y ¢ una disi-

milaridad definida sobre S, si existe

¢ :(s,8)—=(R°, || |])
siendo || || la norma euclidea, de modo que
o) -0 [ = 8 (xy)

decimos que § es una distancia euclidea y obtenemos en este caso una
solucién MDS en RP que reproduce exactamente la disimilaridad ini--
cial,

Asi pues, el problema principal radica en conocer las condi--
ciones que debe verificar una distancia (Por notacién 6ij= 5(si,sj))
para ser euclidea, pudiendo citarse en este sentido los siguientes re—-—

sultados.
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Teorema 2.1

Sea ( aij) una distancia sobre el conjunto de objetos S con

n elementos. Si consideramos las matrices H y A definidas como

1-1/n si i=j
h,, = |
ij
- 1/n si i#3]
2
ij = - %o 8
¥
B = H.A.H

se verifica que § es euclidea si y s6lo si B es semidefinida positi-

va.

Asi pues, si diagonalizamos B tenemos

B=7T.D .7

con T matriz ortogonal y D matriz diagonal formada por los valores

propios en la diagonal principal y ceros en el resto, obteniéndose
B=X.X

siendo X una matriz n x p, p el nimero de valores propios distintos
de cero y representando las filas las coordenadas de los n puntos en

RP . Estas coordenadas reciben el nombre de '"coordenadas principales".
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Teorema 2.2

Dado S conjunto finito de cardinal igual a n y ¢ una

disimilaridad definida sobre S , si consideramos
1 2
A=(- %. & ) vy e =(1,...,1)
ij

se verifica qe § es euclidea si y sblo si se verifica:

vs € R" tal que s'e =1
= B, = (I -es').A. (I - se')

]
s'A #0 es semidefinida positiva (16)

La demostracidén de este teorema (Gower, 1982 ) nos conduce a interesan-
tes propiedades de la configuracién. En este sentido si Y es una ma--

triz que nos define una configuracién euclidea en S
2 2 : 2 .
aij - ( yik—yjk ) l,JE{l,--,‘n}

y consideramos una traslacidén de la forma

Z=Y-e .st.Y

verificandose



28

La matriz de productos escalares B = Z.Z (6?. =b,, +b,, - 2b,. )
es igual a BS ’

B = BS = (I - es').A.(I - se')

Observamos que esta propiedad es independiente de la configuracién de
puntos Y que disponemos de entrada. Esto permite estudiar algunas cues—-
tiones geométricas, comc es el hecho de poder conseguir una traslacidn
de modo que el origen de coordenadas verificara ser algin punto especial.

En este sentido se pueden demostrar los siguientes resultados:

a) si s' = (0,..,0,1,0,..,0) tenemos que el origen de coordenadas

es Pi (coordenadas del i-ésimo punto).

b) Si s' = (1/n,..,1/n) el origen de coordenadas es el baricentro de

la configuracion. Asi, en el caso de representacién geométrica utilizan-
do coordenadas principales tenemos como una caracteristicargeométrica de
la representécién que el origen de coordenadas es justamente el baricen-

tro.

c) Si existe A para s =-—l-—I— Ate el origen de coordena-
e'D e

das es el circuncentro de la configuracién, con lo cual el radioc de la

- 1
hiperesfera en que estarian situados los puntos seria r = (1/ e'.A l.e)/2 .

Teorema 2.3

) se puede representar en RP  si cualesquiera p+3 puntos

de S se pueden represéntar'en RP (De Leeuw,1982).
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2.3.2.~ Caso no euclideo

- — - - - mew v e e . = e - — o —— a— o— o wn -

Es el método mds clésico del MDS. Si ( sij) no es euclidea

y la matriz- B asociada tiene por valores propios

1 2 s ks+2 n

tomamos la matriz X de orden n x s de modo que las columnas estéan
formadas por los vectores propiocs de valores propios ll,..., ls

normalizados y consideramos
B=XX

*
que seri semidefinida positiva de rango s, minimizando D=traz(B-B )2
*
para la matriz B fijada y B semidefinida positiva, segin resultado

*
general de Eckart y Young(1936). Se verifica que para B = X X' s

2 2 (2 . 2 '
D= A teaet ¥ para una representacidén en dimensién m < s
s+2 n

el minimo es

= 2 n
D = Z )\i + Z N
i=m+l k=s+2

- — — — — = — - o —

Shepard (1962) desarrolld la idea de la construccidn de solu—-

ciones de modo que la representacidén euclidea de los objetos respeten
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las relaciones de orden en el vector de distancias observado. Es decir, si

consideramos la preordenacién en S x S

(1,3) < (i%,5") & S35 < Syag

la solucidén MDS (dij) es aconsejable que respete dicha preordenacidn de
una forma exacta o aproximada.

El método de Shepard constituye el primer algoritmo MDS no mé-
trico y de este modo fue el primero en mostrar como soluciones métricas se
podian obtener a partir de datos ordinales. El método empieza suponiendb
los n objetos como vértices de un simplex n-1 dimensional , y en una
primera fase deforma el mismo en base a hacer crecer las distancias gran
des y decrecer las pequeflas. En una sggunda fase se proyecta el poliedro
resultante en un espacio con el nimero de dimensiones deseado y mediante
un proceso iterativo se pretenden ajustar los datos iniciales con las dis
tancias espaciales resultantes. El proceso consiste en construir para cada
punto n-l1 vectores con direccién los demds puntos , sentido distinto
segin la distancia sea mayor o menor que la observada y magnitud propor-
cional al desajuste, moviendo el punto en la direccidén de la resultante
de los n~1 puntos una distancia proporcional a la magnitud; se reitera el
proceso hasta llegar al equilibrio. Podemos ver en Kruskal (1977)‘la com-

probacidén de la convergencia del método.

Transformaciones monétonas

- o o——- — o — - —

Existen algunos métodos basados en la transformacién de la ma-
triz de disimilaridad por una funcidén monétona de modo que nos resulte una
distancia euclidea.

Como resultados interesantes en este sentido cabria citar los

siguientes:
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Teorema 2.4

Si & no es euclidea, existe una constante @ - tal que,

* 2 ij
&5 = §5; vl 877 (17)
siendo §J los déltas: derKronecker, es una distancia euclidea pu-

diendo inducirse en un espacio eucliideo de dimensién n-2.

Una demostracidén del teorema sirvié'a Lingdes(1971)para obtener
una solucidén MDS que realizaba exactamente la preordenacidn sobre el
conjunto de disimilaridades inicial, considerando como constante a el
doble del valor absoluto del menor valor propio de la matriz B.

Sin embargo,existe el problema del aumento de la distorsidén D
al disminuir la dimensién. En el caso de la solucidn de Lingoes la dis——

torsidn es
2

¥ en dimensidn reducida tomando las m primeras coordenadas

n-2

D = Z x12+ {m+1). xi

i=m+1

(Cuadras, 1981}

Mardia (1978) utilizande la misma idea propone una solucidn a
fin de disminuir la distorsidén. Puede adaptarse a una dimensién inferior
esta solucidn, aunque a costa de que la solucidn no respete exactamente

la preordenacidn inicial.
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Otros métodos parecidos pueden verse en Cooper (1972) y Cailli
ez (1983).
No estd resuelto el problema del cédlculo de una funcidén f tal

que f{ ¢ ij) sea euclidea en dimensién minima.

Método_de Kruskal

Segin De Leeuw(1982) uno de los principales efectos que pro-
dujeron los trabajos de Shepard fue el interés que Joseph Kruskal dedi-
c6 al MDS en un afadn de mejorar los primeros. Realizd una mejora de

los procedimientos de Shepard siguiendo sus mismas ideas. En este senti

do se introduce :

a) La nocién de optimizacidén de una medida de ajuste explicitamente de-

finida.
b) Utilizacidén de un procedimiento numérico.

La idea general del método consiste en ajustar una distancia

euclidea d.., a la transformacién f{ & ..) = d.. donde f es una
1] 1] 1]

funcién monétona tal que la medida de ajuste que la llama STRESS

| 2
2 @4y
A= (18)

Z diz.'
j

sea minima.
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Al no conocerse una solucidnexacta al prdblema, este ha sido
tratado por métodos numéricos. Asi, Kruskal propone como algoritmo ge-
neral el siguiente: partir de una configuracién euclidea inicial obte
nida de alguna forma {(por ejemplo, coordenadas principales) en una di-
mensidn determinada, obteniendo una transformacidén mondétona de la ma-—-
triz de distancias inicial Que minimice el STRESS (Regresidén mondtona).
De este modo volvemos a obtener una configuracidn euclidea asociada a
la minimizacidén anterior, siguiendo el proceso iterativo hasta que la
funcidn converge a un minimo (que puede ser local).

El algoritmo de Kruskal fue originalmente implementado en un
programa llamado MDSCAL. Recientemente algunas caracteristicas de
otros programas llamados TORSCA se combinaron con MDSCAL para produ
cir un programa llamado KYST (el nombre estd constituido por las ini
ciales de los 4 principales contribuidores a la teoria del MDS, Krus-
kal, Young, Shepard, Torgersen).

Otros procedimientos MDS basados en ideas parecidas con el
nombre general de Smallest Space Analysis (SSA) fueron independiente—-
mente desarrollados por Guittman and Lingoes. Una comparacidn de SSA
con ADDTREE puede verse en Tversky (1977).

Un problema abierto muy importante es decidir el ndmero de
dimensiones apropiado. Algunos criterios en este sentido son desarro--

llados en Wagenaar & Padmos (1971), Tuckey (1977), Kruskal y Wish(1978).
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Tal y como hemos comentado anteriormente las principales téeni
cas de representacién mediante modelos de redes son: adrboles aditivos,
arboles ultramétricos y grafos piramidales. Puesto que esta memoria tra-
ta en profundidad la representacién mediante arboles aditivos, tratare--—
mos en los siguientes apartados sobre las principales propiedades relati

vas a arboles ultramétricos y grafos piramidales.

2.4.- REPRESENTACION MEDIANTE ARBOLES ULTRAMETRICOS

La idea general es la deformacién de la disimilaridad dada so-
bre el conjunto de objetos hasta conseguir una distancia ultramétrica
que se ajuste a la primera desde algin punto de vista. Estas técnicas se

conocen con el nombre de taxonomia numérica.

Definicién 2.9

Dado S conjunto finito, un par (J,i) siendo J C P(S) e

diremos que es una jerarquia indexada si cumple las siguientes condicio-

nes:

a) si A,B e J entonces ANB e (A,B,?}
b) Si A €J entonces U{cClceJ, cgate {a, @}
c) i( {s}? ) =0 si {ste J

d) Si A c B entonces i(A) € i(B)

(19)
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La obtencién de una distancia ultramétrica du sobre el con--
junto de objetos equivale a la obtencidn de Qna jerargia indexada de
partes (J,i) sobre los mismos (Cuadras, 1981) que queda definida como
el conjunto de partes de S verificando la siguiente condicidn: Un sub

conjunto A de § pertenece a la jerarquia si y sélo si
aire R | Vx,y € A s dy (x,y) ¢ r (20)

siendo el valor del indice de la jerarquia para el conjunto A el infi-
mo de los valores reales r que verifican la condicidén anterior.

Para todo r podemos considerar la relacién

que es una relacidn de equivalencia por ser du una distancia ultramé--
trica,obteniéndose‘pues una particién del conjunto S para cada nivel r.
Asi pues, la representacién natural asociada a una jerarquia
indexada es un dendograma que puede interpretarse como un grafo simple -
fménte conexo sin ciclos con un nudo interno equidistante de los extre-

mos (fig.1)

mEEER

El concepto de jerarquia indexada es equivalente al de clasifi
cacién jerdrquica en el sentido de considerarla como una funcién

p : R ——— p

siendo P el conjunto de partidones de § , verificando las siguientés
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condiciones:

1) ¥o) o { {s} seeen 181} ) _v%gs
2) Sir < r' entonces v(r) ¢ v({r') (mds fina) ' (21)
3) 3r € R" tal que  ¢(r) = S

Puede formalizarse la taxonomia nnmérica‘a través de la
utilizacién de clasificaciones jerdrquicas (Arcas,1983). Podemos obser—-
var como la taxonomia numérica tendria por objetivo la construccién de
una coleccidn de clases naturales que podria interpretarse en un sentido
evolutivo y utilizarse para la formacidén de clasificaciones razonables
de los objetos.

Ejemplos de la utilizacidén prédctica de este método pueden ver-
rse en Sokal (1963), Cuadras (1981), Salicrd (1983) etc... El proceso de
deformacidn de la disimilaridad inicial puede venir dado de muy diversas
maneras. Un procedimiento general viene dado a través de lo que se cono-
ce como algoritmo fundamental de clasificaciones jerdrquicas que puede

describirse mediante la siguiente recurrencia (Arcas y Salicrd, 1984):

8i 1, =min { 6§(s,, sj) | s, #s,,s,,8,€85} = &s

i J it 7 iO’st)

es la minima distancia entre los elementos de S , definimos

&(3‘3’} = { {Sl} Fre ey {siO} U {Sjc} y o wy {Sn}

¥ consideramos una funcidn f1: Rs---R de forma que
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£.0 o

A W(ll) le asociamos la disimilaridad definida somo sigue:

40 ¢s;y s {s} ) = S(Si,sj) si { 81255} 0 {S;51850} = @

de forma que la distancia entre los elementos que no se han juntado se
mantiene invariante y la que separa la clase formada por los dos elemen-~
tos que se han juntado con un tercer elemento viene determinada por la
funcién fl' Podemos pasar entonces del par (S, 8§ ) al par ( w(ll), 61)
y de forma andloga a w(lz),..., m(ls) considerando sucesivamente fun-

ciones f f . Podemos entonces construir la clasificacién jerar-

2’ocn, Sul

quica ¢ en la forma

a)  VY(e)= v ) si e[l v 1)
b)  ¥(a) = {{s;} ,..sf{sp} si . L0 y ogl0,1;)
c) pla) = {8} si a > 1

Veamos algunos procedimientos que pueden ser construidos a tra

vés de este proceso.
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Método del minimo (méximo) {Johnson, 1967)

— . m— - o o - — -

Se considera

fn(a,B , Y ) =min { B, v 1} (max {B ,Y } ) (22)

de este modo, si

‘v (lm) = { Algiat,Ak}
y
= d * 5
1 mel § m(AiO'AjO) minimo valor para -
resulta
"p (lm*l) = {Al"..,AiO U Ajo’.‘.,Ak}

verificandose que

§ 1 (AiO U AjO’AR) = min { ﬁn(AiO’Ak)' ﬁn(AjO’Ak) }

( max { sm(AiO,Ak),sm(Ajo,Ak) ) (23)

801 (Ai,AJ. ) = sm(Ai,Aj) - si [i,§] nfio,j0} = ¢
La idea geométrica consiste en la deformacién de un triéngulo
hasta obtener dos lados iguales que coincidan con el menor ( mayor) de

los lados que no son base.
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Método UPGMA (Sokal y Michener, 1958)

Si v ( lm ) = | Alf""Ak}

y lm+l = qn(AiO’AjO) minimo valor para Gm, resulta que

‘p(lm+1 ) = {Al,...,AiOu Ajo""’Ak}
verificandose que §  inducira é de la forma:
m m+1
Ni Nj
8 (A, U A, ,A) —. 5 (A, ,A) + —=—. 6 (A, ,A)
m+1 io jo 'k N +N. m 10’k N. 4N, m jo'k
1 1 3
siendo N, = lAiOI y Nj = |Aj0|

La idea geométrica es la deformacidn de un tridngulo hasta obte-
ner dos lados iguales que coinciden con la media de los lados mayores
ponderada respecto los cardinales de las clases.,

Este método tiene importantes propiedades relativas al coefi
ciente de correlacidén cofenética (medida de ajuste entre la disimilari--
dad inicial y la ultramétrica), tal y como se puede observar en Farris
(1969) y Arcas (1983). También es el método més utilizado en las aplica-
ciones practicas. Ejemplos de estas aplicaciones las tenemos en Dallot
(1972), Rios (198S5).

Otros resultados referentes a: la obtencidn de la disimilari-
dad Gm en términos de § , la continuidad de los métodos expuestos,
la distancia que separa dos ultramétricas asociadas a la misma disimi-

laridad inicial pueden verse en Arcas y Salicrd (1984).

(24)
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Otros métodos jerdrguicos interesantes son: de la media
(Sokal y Michener, 1958), de la mediana (Gower, 1967), del centroide
(Sokal y Michener,1958). También han sido estudiados métodos de deforma-
cidén basados en otros puntos de vista. Cabria citar por ejemplo los méto
dos Bk,B; N Du (Jardine ‘& Sibson, 1971), (Matula, 1977); métodos de ti-
po iterativo no jerdrquico como puede ser ISODATA (Ball & Hall, 1967),
k—medias.

Un problema abierto muy interesante en taxonomia numérica es
la determinacidn del ntmero de clases realmente significativas. No se ha
llegado a resultados muy concretos en este sentido, aunque algunas técni

cas se han desarrollado para resclver este problema. Cabria citar los

trabajos de Rohlf (1970), Anderson (1985), Hubert & Arabie (1985).

2.5 - REPRESENTACION POR GRAFOS PIRAMIDALES

La representacidén mediante grafos piramidales es una ex tem——

- sidn de los métodos de taxonomia numérica. Es una técnica desarrollada -

recientemente por Bertrand & Diday (1985) que parte de un conjunto S de
objetos, un orden fijado sobre el mismo y una disimilaridad §6 , la
cual estd basada en la deformacidn de dicha disimilaridad observada so-

bre el conjunto de objetos hasta obtener una distancia d que conserve

el orden en el siguiente sentido:

Si s, & s, <8 entonces

d(sl,ss) > d(sl,sa}

d(s,,s,) > d(s,,s;)
1810837 2 iS85 (25)
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Definicidn 2.10

Una disimilaridad definida que cumple (25) se la denomina indi
ce piramidal.Podemos observar que si d es ultramétrica existe una orde-

nacién de los elementos tal que d conserva este orden.

Definicidén 2.11

Dado un orden sobre S, diremos que una parte C es conexa si
el conjunto formado por todos los elementos entre cualesquiera dos de C
es de C. Asi, un orden es compatible con un conjunto PCP(S) si cada

elemento de P es conexo con respecto al mismo.

Definicidén 2.12

Dado S conjuntoy P C P(S), P serd una pirdmide si:

1) SEP
2) Yw € S, {w} €P
3) v{aABlc P, ANB=0 6 ANBEP (26)
4) Existe un orden compatible con P
5) 3f: P—> R" tal que
a) f(p) =0 si p tiene un solo elemento.

b) vop,p'eP, pcp' = T£f(p)s f(p")

A la representacién la llamaremos grafo- piramidal indexado.
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Definicidén 2.13

Dados p,p' € P diremos que p' es un predecesor de p si
p C p' y no existe ningin p" tal que p cp" C p' . Los

principales resultados que se obtienen son:

Proposicidén 2.9

El conjunto de jerarquias indexadas estd incluido dentro de

las piramides.

Proposicidén 2.10

Cada elemento de P no tiene mé&s de 2 predecesores.

Proposicidén 2.11

Existe una biyeccidn entre los indices piramidales y los gra-
fos piramidales indexados ( i.e. pirdmides).

Por ejemplo si d es una disimilaridad con matriz asociada
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podemos representarla mediante la "pirdmide" (ver fig.2)

{ {1}, {2}, {3}, {4}, {2,3}, {1,2;3}, (3,4}, (1,2,3,4} }

con

£({2,3}) = 2; f£({1,2,3}) = 4; f£({3,4}) =3 y £({1,2,3,4}) =5

Figura 2.~ Representacién gréafica de una pirémide.

2.6.-VENTAJAS DE LOS ARBOLES ADITIV(OS FRENTE LOS ULTRAMETRICOS

La representacidén mediante érbolss ultramétricos produce en gé—
neral restricciones: muy . importantes tales gomo:‘a) la distané¢ia ultramé——
trica entre elementos de dos clases distintas a cualquier nivel debe ser
la misma. b) Distancias entre elementos de una mismé clase no puede supe-
rar la distancia entre elementos de esta y cualquier otra.

Estas restricciones no se dan en &rboles aditivos, con lo cual
la representacién se puede adaptar de una forma sustancialmente mejof a
los datos originales, pudiéndose por otro lado interpretar mas fdcilmente
el érbﬁl resultante. Por ejemplo, Salicrd (1983) en un estudio sobre la

distribucidén de Drosophila Subobscura demuestra que las barreras geografi



cas son barreras genéticas, tomando como distancia genética

(Prevosti, 1974).

1 f sj
s@p) = — 20 2 lpgp - pyyl
j=1 h=1

siendo:

r = namero de cromosomas distintos.

sj = namero de ordenaciones distintas en el cromosoma j.

pajh

idem. en la poblacidén b.

Pyjh
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(27)

proporcién de la ordenacién del cromosoma Jj en la poblacidn a.

En este sentido, si intentamos probar que el estrecho de Drover

es una barrera genética, se consideran las poblaciones de Heriot (H),

Dalkeith (D), Grdningen (G), Viena (V), Zurich (Z), Drobak (Dr) que tie-

nen por matriz de disimilaridades asociadas

f "D G v z Dr
H 0 0.083 0.290 0.399 0.331 0.307
D 0 0.276 0.370 0.3 0.307
G 0 0.187 0.112 0.152
v 0 0.128 0.260
Z 0 0.235
Dr 0

(28)
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utilizando el método UPGMA se obtiene la clasificacidén jerérquica

0.322

0.216

(29)

0.157

0.112
{* {- 0.083
H DG 2z V br

Figura 3

a partir de la cual se justifica la hipdtesis que se formulaba. Sin em--
bargo, observamos que la distancia ultramétrica u de la poblacidén Dr a

a las poblaciones de G,Z y V es la misma:

u(Dr, G} = u(Dp,2) = u(br, V) = 0.216

lo cual no estéd excesivamente de acuerdo con los datos obtenidos a tra-<

vés de § , puesto que

§(Dr,G) 0.152

#

§(Dr,Z) = 0.235

§{Dr,V)

i

0.26 {30)

siendo la primera sensiblemente distinta a las otras dos. Por otro lado,
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la distancia observada entre Groningen y Viena es mayor que aquella en

tre Drobak y Groningeh, ¥ sin embargo para la ultramétrica resultante

u(G, V) = 0.157

u(G, Dr} = 0.216

observando agquf un aspecto contradictorio entre la disimilaridad inicial
y la distancia ultramétrica obtenida.

Estos problemas surgen por las restricciones propias de las
distancias ultramétricas descritas en a) y b).

Por otro lado el coeficiente de correlacidén entre la disimila-
ridad inicial y la estimada es 0.91778.

Utilizando &rboles aditivos, mediante el algoritmo introducido

por Tversky (1977) obtenemos la representacidn:

Figura 4
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Los problemas descritos anteriormente quedan resueltos pues si

d es la distancia aditiva resultante:

d(br, G) = 0.164
d(br, 2) = 0.211
d(Dr, V) = 0,270

lo que estd muy de acuerdo con los datos (30).

Ademas

0.1864

[

da{Dr, G)

d( G, V) 0.179

y observamos como en un arbol aditivo la distancia entre elementos de
una clase puede a@emr la distancia entre elementos de esta clase y ex——
ternos a la misma.

Ademds el coeficiente de correlacién al cuadrado entre d y §
es 0.9996, lo que supone una mejora sustancial del mismo.

Asi, hemos podido observar las imﬁortantes ventajas que pueden
suponer los arboles aditivos frente los arboles ultramétricos.

Cabe por (Gltimo sefialar que los érbolés aditivos se podrian
considerar como un paso intermedio entre los clésicos métodos de MDS y
la representacidén por medio de dendogramas puesto que siendo propiamente
representaciones en arbol, no estan sometidos a las restricciones ultra-

métricas.



3. REPRESENTACION MEDIANTE ARBOLES ADITIVOS.

Resumen: En el presente capitulo se desarrolla una formalizacidén
de la representacién asociada a un conjunto sobre el
que tenemos definida una distancia que verifica el axio

ma del cuarto punto.

Sumario:

3.1 - Introduccién.

3.2 - Formalizacidén de P. Buneman.

3.3 - Formalizacién de la representacidén de un conjunto asociada a

una distancia aditiva.

3.4 - Relaciones con las distancias ultramétricas.

48
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3.1.- INTRODUCCION

El objetivo que nos proponemos en este capitulo es el estudio
especifico de la representacién de un conjunto de objetos mediante &r-
boles. Para ello estudiamos la relacidén existente entre una distancia

verificando el axioma del 42 punto (distancia aditiva)
vV x,y,2,t € 8
d(x,y) + d(z,t) < max { d(x,z) + d(y,t), d(x,t) + d(y,z)} (1)

y su representacidén asociada (4rbol aditivo) que intuitivamente lo enten
deremos como cierto tipo de grafo conexo sin ciclos.

También observamos las relaciones existentes entre las distan-
cias aditivas y las distancias ultramétricas a través de sus representa-
ciones asociadas (4rboles aditivos, dendogramas respectivamente) vistas
‘desde la perspectiva de la teoria de grafos. Dejamos para otros capitu-;
los su estudio desde otros puntos de vista.

Hemos dividido el caﬁitulo en dos partes. En la primera trata-
mos la relacidén entre una distancia aditiva y su representacién, mien—---
tras que la segunda se centra en el estudio de las relaciones entre &rbo
les aditivos y dendogramas, obteniendo conclusiones sobre las distancias
asociadas.

Buneman (1971) advierte dgl problema que surge al querer utili
zar los arboles aditivos desde un punto de vista eminentemente préactico,

en el sentido de situar el interés en la busqueda de algoritmos més o
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menos eficaces para lograr &arboles que representen mejor a alguna disimi
laridad que tengamos dada de entrada. Asi pues, centra su estudio en una
nuevavdefinicién del concepto de arbol que se podria considerar como una
caracterizacidén de las relaciones que imponen los nudos y aristas con
respecto los elementos del conjunto, dando un método a fin de asociar
una distancia‘sobre el arbol. Describe un algoritmo mediante el cual a--
signa un arbol aditivo, entendido comc el par formado por el &rbol y una
distancia definida sobre el mismo, a una disimilaridad dada sobte el con
junto a representar de forma que la distancia sobre el arbol coincide
con la disimilaridad inicial si y sélo si es aditiva.

El problema badsico de esta formalizacidn estriba en el aleja--
miento de unos planteamientos intuitivos si pensamos Unicamente en la re
lacién distancia aditiva-4rbol aditivo, pues en este estudic dicha rela-
¢ién no se plantea como un objetivo eh si, ya que el mismo es el planteo
del algoritmo con unas propiedades teéricas interesantes (continuidad,
unicidad) en un sentido parecidec a como podemos observar el método del
minimo (Johnson, 1967) para representaciones de distancias ultramétricas
(Jardine & Sibson, 1971). Dado,sin embargo, el interés de esta formaliza
cidén, muy citada en trabajos posteriores (Cunninghgm, 1978; Tversky,1977;
Waterman, 1977, etc) ofrecemos una sintesis de la misma eh el presente
capitulo.

En lineas generales estudiamos los &rboles aditivos desde el
punto de vista de su representacidn como grafo, y no atendiendo tanto a
las relaciones que sus elementos (nudos, aristas) producen sobre los ele
mentos del conjunto. Con este planteamiento se podran tratar cuestiones
relativas a‘la forma del grafo de interés: para el estudio y andlisis de
la representacién . Siguiendo esta misma linea se tratan las relaciones

entre las distancias aditivas y distancias ultramétricas.
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3.2 - FORMALIZACION DE P. BUNEMAN

Tal y como se ha indicado anteriormente comenzaremos con un pe
quefio repaso al interesante estudio de P. Buneman (1971) que en una de
sus partes caracteriza la representacidén de una distancia aditiva.

Inicialmente se trata de caracterizar un arbol por un procedi-
miento conjuntista basado en las relaciones que imponen sus aristas y a
partir de dichas relaciones definir el concepto de nudo y distancia so--
bre el arbol obterdendo seguidamente propiedades interesantes sobre la re
presentacién del mismo.

Si S es el conjunto a representar, se define:

Definicidén 3.1

0 es una divisidén de S si y s6lo si ¢ = {Pl,PZ} con

P, UP,. =S y P NP_=¢ (2)

En este sentido dos elementos de S tales que pertenezcan a conjuntos

distintos de una divisién se llamaran elementos separados por ¢ .

Definicidén 3.2

Dadas dos divisiones de S, diremos que son compatibles si algu
na de las cuatro intersecciones entre los conjuntos que las forman es vg
cia.

Es facil observar la relacidén existente entre el concepto de
divisidn y el de arista. También, y bajo este punto de vista, divisioneé
asociadas a dos aristas de un 4rbol serian compatibles. Define entonces

el concepto de arbol.
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Definicidn 3.3

Un arbol asociado a S es un conjunto de divisiones de S dos

a dos compatibles

A ={0y,.00,0.} (3)

Intuitivamente, un arbol queda dividido en dos partes por una arista, de
forma que un nudo pertenece Solo a una de las partes.
En este sentido, y formalizando este concepto, se define un nu

do como

Definicidén 3.4

. 1 2
N es un nudo del arbol A = {gl,...,om} con 0= {Pk ,pk}
e ik € (1,2} si

N = (P

de modo que

y : (4)



53

Definicidn 3.5

Dado el 4rbol A = {ol,...,cm} se dice que los nudos le N2

estan conectados por o si son de la forma

il lm
Nl={P1 ,.."Pm }
J J
N, = IR I (5)

con i_ =]  para s #k e i # 3y

Tiene entonces sentido hablar de camino como un conjunto de nu
dos conectados. Podemos también hablar de nudo terminal como aguel nudo
que s6lo admite una conexidn.

Se demuestra que dos nudos de un arbol siempre estédn conecta—
dos por un camino. Asimismo se demuestran otras propiedades de los arbo-
les.

' Hasta aqui estéd caracterizado el &rbol en cuanto a su "forma".
Es evidente que el estudio formal en si, planteado de esta manera, se
aleja del verdadero sentido intuitivo si bien el pensar en la identifi-
cacidén entre divisidén y arista puede clarificar en gran medida su inter-
pretacidn.

Ahora se trata de definir una disfancia sobre el conjunto S a

través de un arbol asociado al mismo.
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Definicidén 3.6

A es una distancia definida sobre S asociada al arbol

A = {cl,... in} si y sélo si

A= E:ao-co (6)

cEA

siendo yee e 2 nimeros reales y §_ la pseudométrica definida como
01 m ag

1 si X,y € S estdn separados por o

60 (X,Y) =
0] si X,y € § no estan separados por o

A partir de este momento el problema queda centrado en la bis-

queda de un &arbol dotado de una distancia definida como 3.6, asociado a

una disimilgridad d dada sobre el conjunto §S. Para ello, si
g = {Pl’PZ}
es una divisidén cualesquiera de S, se define
M, = % .min {d(x,z) + d(y,t) - d(x,y) - d(z,t) } (7)
siendo X,y € Pl y z,t € P
que intuitivamente, dada la configuracién del arbol, seria justamente la

longitud de la arista que representa o si la distancia real del &arbol

fuera d.
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De este modo se considera el conjunto de divisiones

Ay =L alu>0} (8)

el cual resulta ser un arbol.

A partir de dicho arbol se define la distancia

d

obteniendo el algoritmo mediante el cual a cualquier disimilaridad d se

le hace corresponder la representacidn con arbol Ad y distancia asocia

da Ad'

Se demuestra que dicha representacién es tnica y ademés verifi
ca
Ad € d ‘ (10)

llegéndose entonces a

Proposicién 3.1

Ad =d siy sélosi d wverifica la condicidén del 42 punto.
Con esta proposicidén queda demostrado que la represéntacién natural aso-
ciada a un conjunto sobre el que tenemos definida una.distancia verifi--
cando la condicién del 42 punto es un 4rbol definido segin 3.3 con una

distancia asociada en el sentido 3.6.
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3.3.—- FORMALIZACION DE LA REPRESENTACION DE UN CONJUNTO

ASOCIADA A UNA DISTANCIA ADITIVA

En este apartado analizamos la representacidén de un conjunto
de un modo distinto a la formalizacidn anterior. Las diferencias funda
mentales entre ambos estudios radican en la definicién de arbol y en
el objetivo pretendido, puesto que si bien P. Buneman intenta lograr
un aigoritmo de interés tedérico, en nuestro estudio se analizan las re
laciones entre las distancias y representaciones como finalidad en si,
cuidando de obtener una formalizacidén que respete las nociones intuiti
vas sin perder el rigor necesario.

Comenzaremos definiendo el concepto de representacién asocia
da a un conjunto.

Si S es el conjunto de objetos a representar, d una distan
cia definida sobre S y R otro conjunto finito tal que S NR =¢ ,
consideramos el conjunto U =5 UR al que llamamos conjunto de nudos
y la existencia de Gu C Ux U verificando las siguientes condicio--

nes:

Rl.~ G, grafo conexo sin ciclos (Bergé, 1973)
R2.- Si (x,y) € Gu entonces (y,x) € Gu

R3.~ Si (x,y) € G, ¥ (x,2) ¢ (ﬁl vz €U | z#y

entonces X € S.
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Supongamos ademds dada d* distancia sobre U tal que
verifique:
Ml
R4.- d*(x,y) = min{ :z: d*(xi,xi+1}[ X=X, X =Y, {xi'xi+l} € G }

i=1 ]
para i=1,..,m-1

Definicidn 3.7

Diremos que (Gﬁ,d*} -es una representacidn asociada al par (S,d).

Definicién 3.8

Dado un grafo G, verificando las propiedades RI1,R2,R3,R4 di

remos que es una representacién asociada a S.

Definicidn 3.9

Un camino que une dos elementos x e y de U es un conjunto €

de la forma

¢ = {(x,ul), (ul,uz), chay (um,y); de modo que (x,u.), (ui’u' ),(um,y)EEGu

1 i+l
para i=1l,..,m-1 1

(11)
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Definicidén 3.10

Dado x € U que cumple

1) 3u €U con (x,u) € Gu

2) Vz €U z £ u (x,z) ¢ G, (12)
diremos que es un nudo terminal.

Definicién 3.11

Diremos que una representacién (Gu,d*) asociada a (S,d) es

un arbol aditivo de tipo 1 si se verifican las siguientes condiciones:

AD 1.~ 3¢ : U — 7 inyectiva
Para (x,y) € G,» si ¢ = (4)1, ¢2) N ¢l(x) < ¢l(y) , conside

ramos la existencia de

Vo [¢1(x?, (I)l(Y)] —R

funcién continua y monétona (si (Dl(y) < ¢1(x) considera

mos
v [0,(y), ¢,(x) ] —= R
tal que
b (0, () = 0,(x)
v (0, (1) = 0,(y)
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AD 3.~

AD 4.~

del arco qu

rior:
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y denominaremos por ny al arco de curva asi construido

entre las imdgenes de x a vy,

Pey =1 (z, ¥(z)) | zel §,(x), ¢1(y)}}
y suponemos ademds en U ny la preordenacidn
(x,Y)EGu

< <
(a,,a,) € (by,by) « a, Sb,

Debera entonces cumplirse

SI % es nudo terminal y (x,u)€ G entonces §(x)< ¢(u)

U ny es un conjunto simplemente conexo.
(X,Y} € G’u
Para (x,y) € Gu , se debe verificar

* =
d*{x,y) long(ny)

giendo long P 1la longitud del arco de curva P_ .
Xy Xy

Podemos definir una distancia d' en LJny como la longitud

e une dos puntos, la cual verificard por la condicidn ante-

d*(x,y) = d'(¢(x),9(y))
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A efectos de ndacidn podemos expresar un arbol aditivo de ti-

po 1 como

AD, (G !d) = ( L} p yd’)
1 (x,y)€G, xy

Definicidn 3.12

Sea un arbol aditivo de tipo 1 asociado a un conjunto S y tres
elementos x,y,z de S. Podemos considerar el nudo que pertenece a la
vez a los caminos Xy, ¥z Yy Xz. Tal nudo es ﬁnico,.pues en caso contra
rio el grafo no seria simplemente conexo. A un nudo verificando la condi

cidén anterior lo llamamos nudo principal.

Vamos a demostrar que las tUnicas distancias compatibles con ar

boles aditivos de tipo 1 son las que verifican el axioma del 42 punto.

Lema 3.1

Si S es un conjunto finito y d es una distancia aditiva de

finida sobre S, se cumple que:

3 (x ) € SxS  tal que

0'Yo
d(xoyyo) + d(Z,t) < d(xO:Z) + d(yoit) = d(xost) + d<yosz)

v(z,t)€SxS de modo que {xo,yo}n{z,t} = §
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Demostradiodn:

La demostracidén la efectuamos por induccidn sobre el cardinal
de S(|s| = n), resultando inmediato para el caso en que el mismo sea
n = 4. Si suponemos cierto el lema para un conjunto de cardinal n-1, pa
ra un conjunto S de cardinal n, consideramos

S' =8 - {y}

siendo y un elemento cualquiera de S.

Por hipdtesis de induccidn podemos encontrar (xo,yo) € S'xs!
tales que
v(z,t) € S'xS!' verificando {xo,yo} N {z,t} =@
dlx,,y4) + d(z,t) < d(xy,2z) + d(y,,t) = d(x,,t) +d(yq,2) (13)
Si

d(xo,yb) + d(y,t) € d(xo,y) + d(yo,t) = d(xo,t) + d(yo,y) (14)

vt € S' tal que t é{xo,yo} , la proposicién queda probada, siendo

(xo,yo) la pareja buscada satisfaciendo las condiciones del lema.
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Si por el contrario existe Z4 € S' tal que

< =
d(xy,y) + d(yg,2z4) d(xo,yo) + d(y,z4) = dlxg,5) + dly,y,)  (15)
vamos a probar primero que
d(xo,y)+d(yo,z) < d(xo,y0)+d(y,2) = d(x0,2)+d(y,yo) z & {X5,¥} (16)
y a partir del mismo el resultadd mds general

d(xo,y) + d(zl,zz)-sd(xo,zl) + d(y,zz) = d(xo,zz) + d(y,z.) (17)

1

V(zl,zz) € Sx5 tal que { zl,zz} n {xO,y} =@

con lo cual quedard probado el lema, siendo (xo,y) la pareja que cumple

las condiciones del mismo.

( Si existe z, € S' tal que

d(yo,y) + d(xo,zo) < d(xo,yo) + d(zo,y) = d(yo,zo) + d(y,xO )

la demostracidén es paralela, resultando (yo,y) la pareja en las condicio
nes del lema. )

Demostramos primero (16) por reduccién al absurdo.



63

A partir de la cuaterna {xo,y,yo,Z} y suponiendo que no se

verifica (16), por el hecho de ser d una distancia aditiva nos quedan

dos posibilidades:

a) d(xo,yo) + d(y,z) < d(xo,y) ¥ d(yo,z)

d(xo,z) + d(yo,y)

b) d(x.,z) + d(y,yo) < d(xo,y) + d(z,yo) = d(xo,yo) + d(z,y)

0%

Analicemos la suposicidén a)

d(xo,yo) + d(y,z) <d(xo,y) + d(yo,z) = d(xo,z) + d(yo,y)

Obtenemos

d(y,yo) = d(xo,y) + d(yo,Z) - d(XO,Z)

y de (15)

d(y,yo) = d(xo,yo) + d(y,zo) - d(xO,zO)

por lo que

d(xo,y) + d(yO,Z) - d(xo,z) =~d(xo,yo) + d(y,zo) - d(xo,z )

0

considerando ahora la cuaterna {xo,yo,z,z , a partir de (13)

ot

d(yovz) = d(xoaz) + d(yovzo) - d(xoyzo)

y sustituyendo en (20) resulta

(18)

(19)

(20)



64

d(xo.y) + d(yo.zo) = d(xo,yo) + d(y,zo)

por lo que si consideramos {xo,y,yo,zo} , al ser d wuna distancia

aditiva obtenemos
< _
d(xo,zo) + d(y,yo}~\ d(xo,y) + d(yo,zo) = d(xO,yO) + d(y,zo)
que estd en contradiccién con (15).

Por tanto el caso (18) descrito en é) no se puede dar.
Analicemos la suposicién b},
d(xo,z) + d(y,yo) < d(xo,y) + d(yo,z) = d(xo,yo) + d(y,z) (21)
Puesto que a partir de {xo'yo,z,zo} y de (13)
d(xo,z) + d(yo,zo) = d(xo,zo) + d(z,yo)
sustituyendo d(z,yo) en (21), se tiene
d(xo,y) + d(xo,z) + d(yo,zo) - d(xo,zo) = d(xo,yo) + d(y,z)
es decir
z)

d(xo,y) + d(yO,zG) = d{x ) + dly,z) + d(xo,zO) - d{x

O’YO O)
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resultado de la igualdad anterior y de (15)
d(xo,yo) + d(y,z) + d(xo,zo) - d(xo,z) < d(XO’ZO) + d(y,yo)
es decir
d(xg,y,) + dly,z) < dly,yy) + d(xy,2)
con lo que encontramos una contradiccidén con (21).
Queda pues probado (16) , es decir
d(xq,¥)+d(yy,2) € d(xqy,y,)+dly,2) = d( x,,2)+d(y,y,) vz ¢ [x,,v]

Probaremos ahora {17).

Puesto que por (13}, para (zi,zz} € S8' x S

d(xo,yo) + d(zl,zg).$ d(xo,zl) + d(yo,zz) = d(xa,zz) + d(yo,zi) (22)

nos resulta
d(xo,y) + d(21,22)$ d(xo,y) + d(xo,zl) + d(yo,zz) - d(xo,yo)

y como por (16)

dlx,y) + dlyg2z,) g dxg,y,) + dly,z,)
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obtenemos
‘Por otro lado, a partir de (22)
d(xo,y) + d(zl,zz) < d(xo,y) + d(xo,zz) + d(yo,zl) - d(xo,yo)
y como por (16)
<

d(xo,y) + d(yo,z1)~\ d(xo,yo) + d(y,zl)
obtenemos

d(xo,y) + d(zl,zz) .sd(y,zl) + d(XO‘ZZ) (24)
Asi de (23) y (24),

d(xO?y) + d(zl.zz)s min { d(xO,zl) + d(y,zz), d(y,zl) + d(xo,zz)}

por lo que al ser d distancia aditiva, resulta
d(Xo,y) + d(zl’zz) < d(xo,zl) + d(y,zz) = d(xo,zz) + d(y,zl) (25)

quedando probado (17).
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De este modo la pareja {xo,y) verifica las condiciones del

lema puesto que para cualquier. {z,t)€SxS tal qué‘ {xo}y}ﬂ{z,t} =@

dix{},y} + d(z,t) d(xg,z) + d(y,t) = d(xo,t} + d(y,z)

Teorema 3.1

d es una distancia aditiva sobre S si y sdlo si existe un &r-

bol aditivo de tipo 1 asociado a una representacidn del par (S,d).
Demostracidn:

Veamos en primer lugar que si existe un drbol aditive de tipo
1 asociado a una representacidn del par (8,d), entonces 4 es una distan-
cia aditiva.

Sean x,y,z,t € 8, y supongamos que se verifica

dix,y) + d(z,t) € d(x,z) + d(y,t) <€ d{x,t) + dly,z) (26)
Consideremos

Uy={uevu | (i) pertenece al camino enﬁre O(x) y 0(y)}

U, = {ue U | ¢(u) pertenece al camino entre ¢{z) y ¢(t)}?

siendo U el conjunto de nudos del Arbol aditivo.
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Veamos primero que x e y no pueden pertenecer ambos a UQ.

Si suponemos X,y € U., como U, es un subgrafo con dos vérti-

2

ces terminales ¢(z) y ¢(t) tenemos

2

d(z,t)=d*(z,t)=d" (§(2),$(x))+d' (¢(x),d(y))+a' (¢(y),d(t))

o bien

d(z,t)=d*(z,t)=d" (§(z),d(yed" (D(y),0(x))+d" ($(x),det))

resultando en el primer caso

d{z,t) > d{x,z) + d(y,t)

y en el segundo

d(Z,t) > d(Y)z) + d(xst}

siendo ambos resultados contradictorios con (26).

Si suponemos que x € U e yeU

2 2!

entonces

d(z,t} = d*<zrt) = d(Z,Y} + d(y;t)
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y sumando d(x,y) en ambos términos

d(X9Y) + d(Z,t) = d(X,Y) + d(z,y) + d(y’t)

de donde

d(x,y) + d(z,t) > d(z,y) + d(x,t) (27)

por lo que se alcanza la igualdad en (26),

d(x,y) + d(z,t) = d(x,z) + d(y,t) = d(x,t) + d(y,z)

verificédndose el axioma del cuarto punto.

3) 8Sélo resta tratar el caso x,y ¢ U, .
2

Si suponemos que U1 N UZ # @ y existe més de un nudo pertene
ciente a Ul N U2 llegamos facilmente a un absurdo puesto que se
nos forma un ciclo en el grafo, contradiciendo de este modo la pro--
piedad R1. Asi, Ul n U2 s6lo puede contener un Unico elemento,

es decir

En este caso también debe ser notado que si existealgln camino

que conecte dos nudos pertenecientes respectivamente a Ul’ U, sin pasar

2

por u , obtenemos también un ciclo. Por lo tanto no debemos considerar

esta posibilidad y llegamos a que
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d(x,t)+d(y,z)=d" (¢(x),0(u))+d' (¢(u),d(t))+d" (¢(y),¢(u))+a’ (§(u) ,(15(2))

d(x,z)+d(y,t)=d" (¢(x),d(u) Y+d* (P(u),0(z))+d* (O(y),P(u))+a"' (d(u),P(t))

verificéndose

d(x,t) + dly,z) = d{x,z) + d(y,t)

y con ello el axioma del cuarto punto.

Nos resta finalmente considerar Ul N U2= @

Escogemos u tales que uy = Ul’ u, € U, de manera gue.no exista

1742 2

u EU}_ U U2 que pertenezca al camino entre U ¥ Uy
Asi ,
dx,t)+d(y,2z) = a'(§(x),d(u ) )+a" (Plu, ), 0(u,))+d" (9(u,),9(%)) +
d'(9(y), 9Cuy) ) +d (§(u,) ,dCuy )+a (§u,),0(z2))
y

d(x,z)+d(y,t) = d*(@(x),Q(ul))+d‘(¢(u1),¢(u2)}+d’(@(ua),¢(z))+

d' (9(y),9Cu,) ) +dt (Oluy ), Oluy))+d " (9luy), 9(t))
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verificédndose también la igualdad

d(x,t) + dly,z) = d(x,z) + d(y,t)

Queda pues demostrado que d es una distancia aditiva.

Demostremos el reciproco por induccidn sobre el cardinal de S.

Caso 1) n =4, siendo n el cardinal de S (|S| = n).

8i x,y,z,t &5 y suponemos

dx,y) + d(z,t) € d(x,t) + d(y,z) = d(x,z) + d(y,t) (28)

veamos que existe un &rbol aditivo de tipo 1 (Fig.1l) asociado a (S,d).

¢(r2)
(D(rl} €
o 8 Y §
H(x) 9(z) o(t)
bly)
Figura 1
Para ello planteamos el sistema:
d(x,y) = @« +8
di{x,z) = ¢ + € +v
d(x,t) = ¢ + € +§
d(y,z) = 8 + € +v
(29)

d(y,t) = B + € +86
d(z,t) = v + §
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A partir de (28) y de las ecwciones 32,42,528 | obtenemos

d(x,z) = d(x,t) + d(y,z) ~ d(y,t) =a+y +¢

por lo que la segunda ecuacidén depende linealmente de las demds. Es inme
diato entonces comprobar que el sistema tiene rango miximo obteniendo co

mo soluciones

o= %(d(x,y) + d(x,t) - d(y,t))

B= ¥(d(x,y) + dly,t) - d(x,t))
Y= %(d(y,z) + d(z,t) - d(y,t))
§= %(d(z,t) + dly,t) - d(y,z))

e= %(d(y,z) + d(x,t) dix,y) - d(z,t) )

que a partir de (28) son positivas. La construccidn del arbol resulta —

ahora inmediata.

Caso 2) n > 4 .
Veamos que si es cierto para n-1 también lo es para n.

Sea una pareja (x,y) que wverifique
d(x,y) + d(z,t) ¢ d(x,2) + d(y,t) = d(x,t) + d{y,z) (30)

V(z,t) €S xS tal que {x,vy} N{z,t} =@ , cuya existencia se ha

demostrado en el lema.
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Consideremos

S* = S ~-{y}

que evidentemente verifica la propiedad del

y la distancia d1 = diS'

cuarto punto.

A partir de la hipdtesis de induccién podemos asegurar la exis
tencia de un arbol aditivo de tipo 1 que representa al par (S”dl)' Se
trata shora de efectuar una "ampliacidn" del &rbol (fig.2), introducien—~

do ahora ¢(y) . Elegimos z € S' y vemos si existen

d(x)

Figura 2
valores «,8, B' dispuestos como en la figura 2, verificando que la

distancia asociada a este arbol es justamente d.

Para ello, planteamos el sistema

d{y,z) = o+ B' +8"
dix,y}) = B+ a (31)
d{x,z) = B84+ B' + 8"

Las soluciones a este sistema son:

B' = K¥(d(y,z) + di(x,z) - d(x,y) - 28™)
B = %(d(x,2) + d(x,y) - d(y,z)) (32)
¢ = %(d(y,z) + d(x,y) - d(x,z))
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comprobdndose facilmente a partir del lema que las soluciones son no
negativas.
La distancia a través del arbol entre "y" y otro elemento
z!' € 8! es:
a + B' + d(x,z') - (B + B8')
y de sustituir en (32) se tiene
a+8'+d(x,z')=g~g' = %(d(y,z)+d(x,y)-d(x,2z))+d(x,z")-K%(d(x ,z)+d(x,y)~-d(y,z))

= d(x,z')+d(y,2)-d(x,z)

¥ puesto que

dix,y) + d(z,z') < d(x,z) + d{y,z') = d(x,z2')+ d(y,z)
por la eleccidn del par (x,y)
d(x,z') + d(y,z) - d(x,z) = d(y,z")

comprobandose que la distancia a través del &rbol construido coincide

con la distancia original d.

De este modo queda demostrado el teorema, y con ello caracte—-

rizadas: las representaciones asociadas a una distancia aditiva.
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Definicidén 3.13

Dos &rboles aditivos definidos sobre S, (G, ,d*) y (G, ,d¥*)
Ul 1 U2 2
con conjuntos de nudes principales Pl y Pz diremos que son equivalen—-

tes si la aplicacidn

que transforma el nudo principal definido por una terna 1155185 de Ul
en el nudo también definido por 31,32,33 en U2 es biyectiva, vy
ademés
* * )
a) dl(u,v) = dz( ¥ (u), ¥(v)) v {u,v) € Plx 91
* +#*
dl(x,y) = dz(x,y) v(x,y) € S xS

b) Si Nuv es el conjunto de nudos principales en el cami-
no entre u y v, W(Nuv) es el conjunto de nudos en

el camino entre v (u) y ¥{(v).

Vamos a demostrar la unicidad de la representacién asociada a una distan

cia aditiva en el sentido de la definicidén anterior.

Teorema 3.2

Dos arboles aditivos asociados a (S,d), siendo d distancia

aditiva, son equivalentes.
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Demostracién:

Probeﬁos el teorema por induccidén sobre el cardinal del conjun
to s (|s| =n).

Para el caso n=4 , el resultado es inmediato.

Si suponemos cierto el teorema para |S| = n-1, veamos que

también se verifica para |S| = n
Sea (x,y) € 8 xS tal que
d{x,y) + d(z,t) < d{x,z) + d(y,t) = d{x,t) + d(y,z) (33)

v(z,t) €S xS con {x,y}Nn{z,t}=@ , que existe en virtud del

lema 3.1

Es inmediato comprobar que si x & y son nudos terminales
(no terminales) para un 4rbol también lo son para el otro,resultando al
menos uno de ellos ser nudo terminal. Es por ello que analizaremos los

siguientes casos:

a) x nudo terminal e y nudo no terminal.

b) x e y nudos terminales.

Caso a) Si Pl ¥ P, son los nudos principales asociados a los dos &r

2

* *
boles con representaciones (G ,dl), (G ,d2) entonces y € Pl e
U U

1 2

y € P2 .
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*
Ul’dl) como

una representacién de S' considerando al elemento y como un elemento

Si tomamos S' = S- {y} , podemos considerar (G

del conjunto R, que cumple

1

¥*
Mélogamente para (G ,d.).
u,’2
2
Puede ocurrir que en la representacién de S', y sea o no

sea nudo principal (Fig. 3)

Oy

d(x) O(x)

y no es nudo principal y es nudo principal

Figura 3

S5i ¥y es npudo principal, a partir de la hipdtesis de induc
cidn sobre S queda probado directamente la equivalencia entre ambos

drboles. En caso de no ser nudo principal se puede definir

de modo que

y'(u) = ¥(u) para u € PI = P1 - {y}
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* *
siendo ¥ la funcidn , V¥ : Pf*“°P2 , que existe por la hipdtesis

de induccién  sobre S' ,y ¥'(y) =y , funcién que verifica las con
diciones establecidas en la definicién 3.7. Asi, ambos arboles resultan

equivalentes.

Caso b) Tomando

S§' =5 - {y}
G, =Gy - ((you) 5 (y,u) € Gy}
1 1
G, = G; - {(yyuy) 3 (y,u,) €Gy)
2 2
y considerande (G, , d y oy (G,, d ) , arboles aditivos
1 i 27 72 .
U= 1y} [U,~ { y7

asociados a (S', d!s,) con conjuntos de nudos principales respectivamen-

te Pl y ?2 que son equivalentes por hipdtesis de inducciédn,

existe

¥ ! Pt P

cumpliendo las condiciones de la definicidn 3.13.

Podemos ahora construir
¥yt . p
Pl 8] {uf ~—_-¢P2 U {ug} de modo que

¥'(u) = y(u) para u € P,

i -
¥ (“1) = u,
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deduciéndose a partir del teorema 3.1 y de las soluciones del sistema

»* *
(31) aque (GU ’dl) ¥y (GU ,dz) son equivalentes.
1 2 .

Definicién 3.14

*
Una representacidn (GU ,d ) asociada a (S,d)

ditivo de tipo 2 si se verifica:

a) Todas las condiciones de ADl'

b) vix,y) €G

U si

d(x)

(¢1(x),¢2(X))

d(y) = (¢1(y),$é(y))
0, (x) < §,(y)

podemos descdmponerE;y en la forma

siendo

3
it

es arbol a-

1= L), 0 ) | 0,(x)s o < 0,(y)

U
§

O

= { (o ,0,(y)) | 9,(x)s & < ¢,(y)

0, ()< e g 0, (x)
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Teorema 3.3

d es una distancia aditiva definida sobre S si y sélo si
existe un a&rbol aditivo de tipo 2 {ADZ) asociado a una representacién
del par (8,d).

La demostracidn es idéntica a la del teorema 3.1.

Figura 4.~ Representacidn de un arbol aditivo de tipo 2.

Definicién 3.15

*
Una representacidn (GU,d ) es un 4rbol aditivo de tipo 3 si:

a) Se verifican las condiciones AD1, AD2, AD3

b) Se cumple la condicién b) de la definicién 3.14.

c) Vix,y) € GU se verifica
*
d (x,y) = | 0,(y) = &, (x) | (34)
induciendo la disimilaridad d' en U pxy  definida
(x,y) € »

como valor abscluto de la diferencia entre las coordenadas

segundas , de donde d*(x,y) = d' (0(x),0(y))
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Intuitivamente se trata de una representacién como la anterior,
solo que para el célculoc de la distancia entre dos nudos se tiene en cuen

ta Unicamente la longitud de arista vertical.

Figura 5. Representacién de un arbol aditivo de tipo 3. Las longitudes en
trazo continuo son las (nicas tenidas en cuenta para el célcu

lo de la distancia.

Teorema 3.4

d es una distancia aditiva definida sobre § si y s6lo si exis
te un arbol aditivo de tipo 3 asociado a una representacidén del par
(s,d).

La demostracidén es idéntica a la del teorema 3.1.

Definicidn 3.16

A un arbol aditivo de tipo 3 lo llamaremos dendograma aditivo.
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3.4. RELACIONES CON LAS DISTANCIAS ULTRAMETRICAS

‘Estudiaremos en esta parte las relaciones entre las representa
ciones asociadas a una distancia aditiva que hemos visto en el apartado

anterior y las representaciones asociadas a una distancia ultramétrica.

Proposicidn 3.2

Una distancia ultramétrica se puede representar como un &arbol

aditivo de tipo 3 en el cual Qz(s) = ¢2(s’) para todo s,s8' & S.

Demostracidn:

A partir del algoritmo fundamental de clasificaciones sabemos
que la representacidén asociada a una distancia ultramétrica es un dendo

grama (Cuadras, 1981).

¢(x, )
@(Pz)

5
¢(Q ) 4
¢(rr) (rs) 3
2
- 1
0

sy (s o .

Figura 6
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Si du es la distancia ultramétrica, construyamos el dendogra
ma asociado a d& = V.du y ¥ consideremos como R al conjunto de nudos

que no representan los elementos de S.

Sea O(r) = ( 8;, Bi) la representacién en el plano de un nu=-
do r, segin la escala que fija el indice de la jerarquia. De este modo
podemos considerar sin perder generalidad que para todo s € S,

d(s) = (E’O)' Resulta entonces evidente por (34) que

d*(sl.sz) = |¢2(r0) - ¢2(sl) I+ | ¢2(ro) - ¢2(32) [ (35)
siendo rOGE R un nudo perteneciente al camino entre s] ¥ s,
verificando

0(r) € ¢(ry)

para cualquier otro r € R del camino; a partir de (35) puesto que la

segunda componente de ¢(sl) y ¢(sz) es cero ,

du(sl’sz)

d (51’52) = 2@ér0} = 2. .

= du(sl’sz)
Las demis condiciones son verificadas por el &rbol.de modo evidente.

Proposicién 3.3

Todo &rbol aditivo de tipo 3 en que { ¢(s); s&€S} tiene la
segunda componente constante, considerando S comw el conjunto de nudos

terminales ,estd asociado a una distancia ultramétrica.
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Demostracién:

Sean s € 5 y

1752783
d(sl,sz) < d(s?_,s3) < d(sl,ss) (36)

siendo d 1la distancia a la que estd asociada el Arbol. A partir de las

hipétesis sobre el &rbol existen fi,rz,r nudos que verifican

3

0(ry) < &(ry) < Ory) (37)
y tienen por segundas componentes r;,rg,rg cumpliendo
' — "o
d*(sl,s2 ) = 2.(r1 o)
* — "o
d (52,53 ) = 2.(r2 a)

* = "o
d (31,53 ) = 2.(r3 a)
siendo o la segunda componente de las imdgenes por ¢ de los elemen
tos de S .
Puesto que
¥* +* ¥* *
d (51,53) < d (sl,rl) +d (rl,rz) +d (rz,ss)

entonces

"o "o (TE——T ",
2.(r3 a) < (rl a) + (r2 rl) + (ré a)
es decir

" "
r3 < r2
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"' "
Puesto que en (37) teniamos r, < ry queda demostrado que

d(sz,ss) = d(sl,ss)

resultando que d es una distancia ultramétrica , tal y como queriamos

demostrar.

Proposicién 3.4

-Supongamos un arbol aditivo de tipo 3 verificando la siguien-

te condicidn:

a) max {¢2(s) | s€ s} € min | ¢2(r) | rert

b) E1l conjunto de nudos terminales coinciden con los elemen-

tos de S.

En estas condiciones se verificaria que la distancia asociada al mismo se

puede descomponer como suma de una distancia ultramétrica 4, y una disi

milaridad singular ds,.es decir

Demostracién:

Sea
max’ { @2(3)‘{ s€S}t = ¢2(s’) = o,
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Construyamos

definida como

Ahora podemos definir

En la forma

L}

¢*(s)

¢#(r)

(¢1(s), a2) si s € S

0

¢(r) si r € R
*
A partir de los teoremas anteriores tenemos que utilizando ¢ en la

representacidn, el arbol estd asociado a una distancia ultramétrica

que viene definida por

du(x,y) = d(x,y) - 0(x) —-u(y)

Si definimos

w(x) + w(y) si x#y

dS(x,y} =
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obtenemos una disimilaridad singular, por lo que

d=d +d
u s

siendo du ultramétrica y ds singular .

Asi en determinadas condiciones hemos comprobado que una distan
cia aditiva la podemos descomponer en la suma de una distancia ultramétri-
ca y una disimilaridad singular.

Con un razonamiento parecido al anterior se puede probar ,

Proposicidén 3.5

Si d es distancia aditiva , existe du distancia ultramétrica

(no dnica) y f funcién de S en R de modo que

d(xi,xj) = du(xi’xj) + f(xi) + f(xj)

Estos resultados ilustran las relaciones existentes entre distan-
cias ult:amétricas y aditivas.

Es interesante comentar que los resultados anteriores pueden ser
vir de punto departida para plantear la representacidén espacial de distan-
cias aditivas en la linea de los trabajos de Ohsumi y Nakamura (1981) y
Cuadras (1985) referentes basicamente al mismo problema para distancias

ultramétricas .
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4,- ESTRUCTURA DE VARIEDAD EN EL CONJUNTO DE DISTANCIAS

ADITIVAS.

i e S e s S o

Resumen: En el presente capitulo se dota de una estructura de varie-
dad con frontera al conjunto de distancias aditivas, adecua
da para el estudio formal de diferentes aspectos relaciona-
dos con este método 6e representacidn sobre todo dentro del
campo de la inferencia sobre &4rboles y del tratamiento de

algoritmos.

Sumario:

4.1.~ Introduccién.

4,2.~ Définiciones previas.

4.3.- Estructura del conjunto de distancias aditivas.

4.4,~ Déterminacién de la frontera de la variedad.

4.5.~ Estructura del conjunto de distancias ultramétricas
dentro de la variedad.

4.6,~ Ajuste por minimos cuadrados en una carta de la variedad.

4.7.~ Representacidn espacial de distancias aditivas.
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4.1.— INTRODUCCION

En este capitulo nos proponemos dotar al conjunto de distan-
cias aditivas con configuracién de una estructura matemdtica adecuada. -~
Por su interés. en el tratamiento de algoritmos y para el estudio de -~
cuestiones relativas a inferencia sobre arboles, estructuraremos el con-
junto anterior como una variedad diferenciable con frontera. En una segun
da parte, estudiaremos aspectos relacionados con algunos problemas genera
les que surgen en la utilizacidén de la representacidn por arboles aditivos,

Otros estudios relativos a la blsqueda de estructuras de con
juntos parecidos han sido desarrollados en otros trabajos. Gondran(1976)
introduce una estructura algebraica sobre el conjunto de las clasificacio
nes jerdrquicas a fin de poder interpretar resultados sobre las mismas de
una manera andloga al gnélisis factorial. Rao(1945) dota al conjunto de
poblaciones sobre el que hemos definido k wvariables aleatorias de una
estructura de variedad diferenciable a partir de una clase paramétrica de
funcionés de densidad, para obtener una distancia entre poblaciones inva
riante frente a las transformaciones admisibies de parametros.

Hemos diwidido. la primera parte del capitulo en tres aparta-
dos. En el primero dotamos propiamente al conjunto de distancias aditivas
con configuracién de la estructura citada. En el segund§ caracterizamos
la frontera de la variedad. En el Gltimo estudiamos la estructura del con
Jjunto de distancias ultramétricas dentro de lé variedad. Es de notar el
interés que esta estructura podria tener en el estudio de propiedades teé

ricas relativas a los algoritmos de transformacién en tratamientos 'pareci
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dos a los que se dan en Jardine & Sibsoﬁ (1971) ,Salicrd (1983) ,Arcas(1983)
respeétozaméte&cs de taxonomia numérica.

En la segunda parte estudiamos primeramente el ajuste por mi-
nimos cuadrados en una carta de la variedad y después observamos algunas
propiedades sSobre la representacidn espacial, utilizando como téenica MDS
el método de las cooordenadas principales, asociada a una distancia aditi

Va.

4.2.~ DEFINICIONES PREVIAS

Definicidn 4.1

Un espacio métrico M: se dice que es una variedad con fronte
ra si para todo xeM existe un U entorno de x tal gque U es homeomor-
fo a R* 6 H ¢ #= { (xl,...,xn) € Rﬁ; X, > 0 vie flff.Q,n} Yy .-
Los elementos cuyo entorno puede ser Unicamente homeomorfo a H” los lla~-

maremos de la frontera.

Definicidn 4.2

Un par { ¢, U} es una carta iaéai definida en un abierto U
de M si ¢ U ww**Rn es un homeomorfismo. Asi en U se inducen las coor-

denadas de Rn.

Definicidon 4.3

Una carta local (4,U) es Cr respecto a (¥, V) si las aplicacio

nes $o$~1 ¥ $°¢-1‘ son C en  WUNYV) y &UNV) res

pectivamente.
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Graficamente

L. bod A

Figura 2

. - . . r
Un atlas ¢’ seri una familia de homeomorfismos mutuamente C

cuyos dominios cubran M.

Definicidén 4.4

Aunpar (M ; T) donde T es un atlas maximal C* para M se
>le llama variedad diferenciable.

Intuitivamente, una variedad diferenciable serd un espacio mé-
trico con coordenadas locales de forma que cuando en un punto se tengan
' dos coordenadas el paso de una a otra sea diferenciable. Légicamente, una
variedad diferenciable con frontera se definird de forma andloga aceptan

do en las cartas locales homeomorfismos ¢ :U —H".

Definicidén 4.5

Un subconjunto Mlc: M es una subvariedad de M si la inclu-

sidn

i:Ml——wb M

es una inmersién.
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4,3.- ESTRUCTURACION DEL CONJUNTO DE DISTANCIAS ADITIVAS

Sea A el conjunto de las distancias aditivas sobre un conjun
to S de cardinal n , C el conjunto de las posibles configuraciones en &ar
bol de S con 2n-3 pardmetros y |C|=m (Consideramos las configuracio
nes ''modelo" como arholes con los elementos de S como nudos terminales y
nudos principales de grado 3. De este modo dependen de 2n-3 parametros,
resultando las demds configuraciones como casos particulares de laé pri
meras a través de la obtencidén de aristas de longitud cero. En Bergé(1973)
se estudia el valor de m para diferentes tipos de arboles) . Sea ==
Ac c {(d,i) ; deA, ie{1,...,m}} representando el conjunto formado
por los pares ordenados cuya primera componente es una distancia aditiva

y cuya segunda componente representa la configuracién .

Podemos definir en Ac la métrica

a((d,i),(d",j)) =—\/Z(d<xk,xl)-d'(xk,xl))2 + &t (1)
kr:L:l:-'sn
k<l

donde 5ij son los deltas de Kronecker, y la parametrizacién

d‘~—wq»(51,..., %3_3 ) : (2)
siendo Bt la longitud de la arista t una vez ordenadas las aristas

en cada configuracién, es decir, el vector B es la Solucidn del siste-

ma. de ecuaciones
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siendo X la matriz ( g)x (2n-3) de la forma

1 si la arista j conecta en el camino entre 1 y k

1k j .
J 6] en caso contrario

con l=1,..,n ; k=1,..,n; 1<k ; j=1,..2n-3 y d el vector de dis-

tancias , d = (dlz""’d )

n-in
Sea (d.,i)eA_ fijado con parametrizacidn soz(so oo go )
o’ c 1’ ' ®2n-3
y sea X la matriz asociada a la configuracién i . Tomemos la aplicacidn
n
(2) -
lineal P: R 2-———-.-R2n 3 con matriz asociada

Z = (x'.x)"l.x'

siendo X! matriz'traspuesta de X.

Es evidente que w(dO) = g0 , ¥ ademds al ser ¢ lineal también
es continua.

Si suponemos que 3j tal que B? =0 , consideramos - -

e= Y% . min { Bg : Bg # 0 } y tomamos

0 . 40 0 0 0 0 0 0
=B -€ B L) . - . - . «ae -
U=EBme By ©)x ceexlBg g By g+e)x[0se)x[By =608yt ke x[B oy 5=8iBo 5€)
U, = w’l(v)
a y V. = {(d,1); de€U, , i fijo}C A
0 d d, . c

(d aditiva con configuracién i fijada)

Se trata de comprobar que V es un entorno de (dO,i) y que

o

es homeomorfo a V .

Al ser V continua , tenemos que para el € tomado 38>0 tal

que

b (B(dy, ) € B(8",e)
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y tomando 8" = ¥.min{ 1,8 } se tendra

B((do,i),s') cvdo (4)

En efecto, si (d4,j) € B((do,i),s’ } , entonces

8((dy,1),(d,3)) < 6"

y por ser §' <1, obtenemos i=j; ademds, al ser §'< § ,nos resul
ta Hd-dOH<6 por loque ¢{d) € B (80 , €) con todas las compo
nentes de la parametrizacién no negativas al ser d aditiva con configu-

racién 1i. Asi, deUd y (d,3) e Vd brobando pues (4) .

o] ¢]
Si definimos ahora el homeomorfismo

p : V, = V|

(dyi) —— y(d)

queda probado que (do,i) es un elemento de la frontera de Ac’ pues

v 4. °©s homeomorfo a H2n~3 no existiendo ningln entorno de {dQ,i} ho- .

0
meomorfo a R para n €N ,

Andlogamente, tomando

0 0 0 0
V= (8B 1= ] 1*E o x(82n~3—€’62n-3 +e)
, 0 O 0 0 . .
para B8 =( 81 "”’82n43 ) con By >0 para todo i, se tendrid que
existe V entorno de d. homeomorfo a R2n—3 .

49 0
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Queda asi probado que Ac es una variedad con frontera , for-
mada esta Gltima por las distancias aditivas con configuracién en la -
cual alguna arista es cero. Es inmediato comprobar que es una variedad

o©

c .

4.4,~ DETERMINACION DE LA FRONTERA DE LA VARIEDAD

En este apartado buscamos las condiciones que debe verificar
una distancia aditiva para que pertenezca a la frontera de la variedad.

Por notacidn, indicaremos por Gpreramy las longitudes de
las aristas terminales (limitadas por algin nudo terminal) y por
Bl”"’ 8n—3 las longitudes de las aristas . internas . .al haber fija
do la configuracidn modelo asociada a la distancia en el sentido al que
nos hemos referido en el apartado anterior. Consideramos por tan
‘to de entrada que los nudos terminales coinciden con los elementos de
| S, aunque al existir la posibilidad de aristas de longitud cero rvolve--
mos a estar en el caso general. Notamos por Rij al conjunto de aristas
internas de longitud positiva en el camino entre los elementos iy j,

¥ para simplificar, escribiremos dij en vez de d(si,sj) siendo

Si’sj € S. Asi pues

- O o
dij it 4 Z B, (5)
R..

ij

Supongamos que existe j&€{ 1,...,n} tal que cxj = 0. En este caso re

sulta que existen i,k € {1,...,n}l -~ {j} t%ales que

d,. + 4, =d. (‘6)
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En efecto, es sufieiente con tomar i,k tales que los conjun
tos de aristas Rij y Rjk tengan interseccién vacia. Reciprocamente

si dij + djk = dik s, los conjuntos Rij vy Rjk deberéan tener intersec

cién vacia , y de ahi deducimos que aj =0

En efecto, a partir de (5) y (6)

@ + :E: B 4 G + a :z: B = G.+ “k + }E:Br (7)

J Rik

¥ puesto que Rik c Rij U Rjk

es inmediato a partir de (7) que

2. a7 2ent ) ks
. R

ik Rij

Queda asi establecido el siguiente resultado:

Proposicidén 4.1

El conjunto de distancias aditivas para las cuales existen

elementos 1i,j,k tales que

pertenecen a la frontera de la variedad.
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En el mismo sentido anterior demostramos

Proposicién 4.2

8i existen cuatro puntos para los cuales

. +d, ., =d, +d..=d, +d .. (8)

entonces d pertenece a la frontera de la variedad

Demostracién:

A través del teorema 3.1 (cap.3) demostramos que dados cua-

tro puntos 1i,j,k,1 tales que

+ dkl < dik +d,. =d., +4d

dij j1 il jk

la representacidén an &rbol es Unica y en la forma que observamos en la

figura 2

Figura 2
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Si consideramos en el &rbol aditivo asociado a d el subgra-
fo determinado por los elementos 1i,j,k,1 en las condiciones (8), ob-
tenemos que todas las aristas pertenecientes al camino entre el nudo
principal determinado por 1i,j,k y el determinado por Kk,1,j son
iguales a cero. Es decir,

(Rij n Rkl) U (R, NR

) U (Rilm R, )

jl Jk

se reduce al conjunto vacio.

Por lo tanto queda probado que el par formado por d4d y la
configuracién asociada pertenece a la frontera; También deducimos que la
distancia d restringida a estos cuatro puntos es singular.

Reciprocamente, si la longitud de alguna arista interna es ce-
ro siendo las aristas terminales distintas de cero, encontramos un nudo
principal de grado mayor o igual que 4, es decir, con al menos cuatro
aristas adyacentes al mismo. Basta entonces considerar cuatro elementos
de S que sean nudos terminales de los caminos a los que pertenecen es-
tas cuatro aristas, verificédndose para los mismos la propiedad (8).

Asi pués, podemos enunciar

Proposicién 4.3

La frontera de la variedad Ac viene dada por

aAC = {(4,i) € Ac{ d verifica las propiedades (6) o (8)1}



Asi un ejemplo de distancia cumpliendo la hipdtesis de la

proposicidén 4.2 seria

0 2 4 3.5

0 4 3.5
0 1.5

d =
0

5.6

5.6

la cual tiene una representacidn asociada

5.8 6
5.8 6
308 4
3.3 3.5
1.4 3.6
0 3.8

0

(Figura 3)

Figura 3

99

resultando las aristas terminales con longitudes (1,1,1,0.5,2,0.6,0.8)

y las aristas internas (2,0,1,1), obteniendo pues un elemento de la

frontera.
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Un ejemplo de distancia cumpliendo las hipétesis de la propo-

sicidén 4.1 seria

d =
0 2.1 3.5
G 2.6
0

con representacidén asociada (Fig. 4)

Figura 4

resultando la parametrizacién (1,0,0.5,0.6,2,2,1)
[——

arist. term. arist. int.

En la siguiente proposicién trabajamos directamente sobre el
arbol obteniendo conclusiones sobre el mismo, pero partiendo de propie-

dades de la distancia.
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Proposicidn 4.4

Si d € A y suponemos la existencia de 6 elementos

{1, 2, 3, 4, 5, 6} para los que
dj, * dij < dj; + dej = dlj + dyy i,j €13, 4, 5, 6}
d34 + dij < d3i + d4j = d3j + ddi i,j e {1, 2, 5, 6}
dgg *+ dy; < dgy + dg; = dgy + dgy i,j e {1, 2, 8, 4}
y
dyg =% (dyg +dyy +dgg +djg = djg - dyg ) (9)

se verifica que el conjunto de aristas que enlazan los elementos 3
¥y 4 con el nudo principal determinado por 1, 3 y 5 no pertene-

cientes al camino entre 3 y 4 son cero.

Demostracidn:

Es inmediato comprobar que si

+d, < d; +d. =d. +d, (10)
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se verifica que

y ademas

)

= Rjk— (RijLJ Rkl

Ry = (Ry;U R =Ry - (R ;U Ryg) = By, - (R, U Ry) =

(11)

por la propiedad (5), a partir de (9)

I |
a3+‘04+ZBr-/2(ZBr+al+a3+ZBr+a2+a4+Z Bp ¥ a3 * og
R34 R Roa R3s

PO Bt eyt gt Bt ag ) 8oy o)
Ras '

RlS RZG'

de donde

Z B .. (12)

Ray Ri3 24 35 Ri6 15 R

1
N
P
w

3
+
™
w
3

+

™
3
+-

w

L}
1

w

2}
i

w

3
e

y a partir de (10) y (11) utilizando las hipdtesis de la proposicién nos

resulta el segundo miembro de la igualdad (12) como
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% (2( o)+ D8 - > sy
R 3~ (RURy) Rag (R Reg) Ry 5 (Ry Y Reg)

+ Z B, + ZBF+ Z B. + Z 8 .

Rig" (R U Ry) Roa" (R U Ryy) Rag MRy U Rey) Ryg (RyyUReg)

- ) P S

RigM (Ry,UR) Rog™ (RipURL)

que operando nos queda como

Z Bp ¥ Z B~ Z Br+ Z Br (13)

_RI§4R12UIEM) %fr(R3£JR56) RlSGHE}JRBG) R34

¥ puesto que Rls-(Rlz'U R_.) podemos descomponerlo en la forma

56

N ¢ ¢n -
(R15 (R, , U Rss) N R13) U (R15 N (R12 U R56) (R35 R._.))

12 13

Nng® Nngr® n U n r°
(R R R R13) (R15 Rio 56

15 12 56 35 13
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y al ser

n g n g®
) C Ry Ria "' Rge

La expresién (12) nos queda como

ZBr=ZBr+ Br+z Br (14)

R34 R1 R2 R34

siendo

- NnrRS NnrS N (RS U UR__URS
Ri= RigM RN Ry, M (RJGUR ,URLUR L)

R.=R._NERS NRS Nn(R®_UR. _UR )%)

2° '35 34 56 157 12 SGU(R35'R

13

resultando a partir de las hipdtesis del teorema

C C Cc
R, = N N N
Rl R13 R12 R34 R15

Cc C C
= N N N
RZ R35 R34 R56 R15
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de donde utilizando la igualdad (14)

Z 8 =0
r =

(o] C (o] C
Ryg" Ry (R URIN R

es decir, que las aristas que conectan el elemento 3 y 4 con el nudo
principal determihado por 1, 3 y 5 que no pertenecen al camino entre
3 y 4 son todas de longitud cero, tal y como queriamos demostrar.
Estudiaremos en el siguiente apartado la relacidén entre distan
cias ultramétricas y aditivas desde la perspectiva de la estructura estu
diada. Asi demostraremos que el conjunto de distancias ultramétricas cén

configuracidn resulta ser una subvariedad de AC con frontera.

4.5.- ESTRUUTURA DEL CONJUNTO DE DISTANCIAS ULTRAMETRICAS

DENTRO DE LA VARIEDAD

Puesto que una distancia ultramétrica puede representarse como
un arbol tal que cualquier nudo interno es equidistante a todos los nu--
dos terminales queltignenmal anterior-en el camino que los une, podria—-
mos pensar en una parametrizacién como (Fig. 3)

u-e— (B

1""’Bn_2’al) (15)

es decir, tomando como pardmetros las longitudes de las aristas internas
¥y la longitud de la arista externa minima para una configuracidén i aso

ciada a la distancia ultramétrica u.
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Figura 5: La distancia de un nudo interno

a los terminales es constante.

Obtenemos pues

o = al+z 8:~“ZBr (16)
R Rin

siendo RiN el conjunto de aristas que pertenecen al caminc que une el

nudo terminal i y el nudo N equidistante a todos los nudos termina-

les.

De modo idéntico al desarrollo éfectuado para las distancias
aditivas obtenemos una estructura de variedad diferenciable con fronte-
ra, asociada a las distancias ultramétricas con configuracién. Demostra
remos que se trata de una subvariedad de AC de dimensién n-1 siendo
Is{ = n.

Si (u,i) es un par formado por una distancia ultramétrica

u con su configuracién i con parametrizacién

( Byreeeer Bppr o)
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a través de relaciones (16} y de

(17)

g = 8 para 1 € {1,...,0 =4 3

obtenemos la parametrizacidn de u como distancia aditiva en el,senti

do (2)

( B‘l IERER B'n_ss als'°'$0‘.n)

eligiendo la configuracién derivada de modo natural de la obtenida a

través de la configuracién ultramétrica (Fig. 6.

Figura 6: Configuracién ultramétrica, Conf. aditiva derivada.
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A través de las relaciones (16) y (17) es inmediato definir
una inmersién del conjunto de las ultramétricas con configuracidn (Uc) en

el conjunto de las aditivas con configuracién, de donde

Proposicidn 4.5

UC es una subvariedad de Ac.

Vamos a caracterizar la frontera de la subvariedad. Observemos que si
existe i € {1,...,n} tal que ai= 0 entonces existe
je{1...,n} -{1i} tal que dij =0, con lo que d no seria una
distancia, por lo que no puede darse este caso. Si tenemos una arista
interna con longitud igual a cero, es inmediata la existencia de al me-

nos tres elementos 1i,j,k tales que

El reciproco es una consecuencia del algoritmo fundamental de

clasificacién (Cuadras,1981). De este modo podemos enunciar

Proposicidn 4.6

La frontera de U estd formada por los pares (d,c) siendo ¢
la configuracidn asociada a d de modo que existan 1i,j,k tales que

dij =djy = djk'
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Figura 7 Representacién de una ultramétrica perteneciente a la

frontera.

4,6.- AJUSTE POR MINIMOS CUADRADOS EN UNA CARTA DE LA VARIEDAD

Sea X matriz (;) x (2n-3) asociada a una determinada configu
racién de A&rbol aditivo dentro de una carta de la variedad. Existen varios
algoritmos (Cap. 6) que una vez fijada la configuracién del arbol precisan
de la estimacidén de las longitudes de las aristas utilizando el método de
los minimos cuadrados.

Si llamamos § a la disimilaridad observada, el problema se tra-

duce en calcular B de modo que

X'\ x8 = X8
(Cuadras, 1981)
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Veamos como queda la matriz de productos escalares X'.X
(supongamos que las primeras n columnas de X corresponden a aristas
terminales a1

Es inmediato comprobar que el elemento ij de la matriz X'X es el nime-

pesesdl y las restantes a aristas intemas b l,..,bn 3).
ro de distancias entre dos vértices terminales de modo que las aristas
i y Jj pertenecen al camino determinado por dichos vértices. Asi{ , si
consideramos un arbol de manera que b; separe k v n-k elementos

y b, separe s y n-s elementos (Fig.8 ) se verifica:

Figura 8
Proposicidén 4.7
a..a. = 1 si 1:# ]
1
n-1 si i =j
a.b, = n -k (18)
kes si 1 # ]
bi'b' =
J k(n-k) si i =j

A partir de este resultado es inmediato comprobar que
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Proposicién 4.8

La suma de distancias entre dos puntos de modo que los caminos
que los conectan pasan por una determinada arista es igual a la suma de
distancias observadas entre dichos puntos.

Considerando el subespacio formado por las columnas de X, esta
mos hallando la proyeccidn del vector B8 en tal subespacio. En este sen

tido es interesante comprobar que

Proposicidén 4.9

El &dngulo formado por a, v aS es mayor que el &ngulo forma

do por a, y bi'

Demostracidn:

A partir de la proposicidén 4.7

n -k n-=%k
y cos(ar,bi) = =

‘VC;I:VIdn4d k(n-1)

1
n-1

o] a =
cos ( r‘,as)

¥ podemos comprobar como

n - k
1/k(n - 1) 'n -1
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En efecto: probar (19) equivale a probar

4/ n-1 .1/ n -k :>4/ k

o equivalentemente
0< n(n - (k + 1))

y esto es cierto puesto que Kk es menor o igual gque n-2 , con lo que
queda demostrado el resultado enunciado.

Queda abierto en este punfo el problema de la bdsqueda de
éondiciones para la existencia de soluciones positivas en una determina

da carta de la variedad.

4.7.—- REPRESENTACION ESPACIAL DE DISTANCIAS ADITIVAS

Veremos en este apartado élgunés propiedades de la representa
cidén espacial asociada a una distancia aditiva.

Tal y como hemos mencionado en 2.3.2 1la representacién MDS
del par (S, &) utilizando el método de las coordenadas principales

se realiza a través de los vectores propios de la matriz

B = H.A.H
donde
1 - —%~ si 1#j
h.. =

si i=3j
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¥
a, ., 6= - 1/205?.
1) 1)
Dada dij distancia aditiva, definimos en § la relacidn de equi
valencia

j~k ® ;=4 VtES

Esta relacién de equivalencia induce la particién en S
s =S UO.QUS
. 1 r

en la que cada Si es una clase maximal respecto la inclusidén formada

por elementos equidistantes, es decir

djh = djk = dhk para j,k,h & Si
Puesto que las interdistancias entre los elementos de una misma clase
son todos iguales, al valor de esta distancia para isil >2 la llama--~
mos o, .

i

Podemos entonces demostrar

Proposicidén 4.10

2 . . .
%.ai es un valor propio de la matriz B asociado a la clase
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Demostracién:

. . 2 . .
Es inmediato comprobar que Z.ai es valor propio asociado
a la matriz A, obteniéndose como subespacio de vectores propios aso-

ciado

V1= (O, s e ,O,l,—l’o’ LIS ,O)

.
.
.

Vn'. = (O,I o-,O,l,l,.on ,"'(ni—l)’o, .-.O)
i
siendo |S.| = n, , con la ordenacién de los elementos de S en la ma-
i i
triz A compatible con la particién de S obtenida .
Observando entonces que H(vj) = v, viell,..n} ‘se

deduce inmediatamente el resultado propuesto.

Cuadras (1985) estudia algunas propiedades de los valores pro
pios de la matriz B en el caso en que d sea ultramétrica. Obtenemos
que el menor valor propio diétinto de O es 352 , siendo
a = min { dijl i,jes, i#3j} , conlo cual se dedgce ademés quevuna
distancia ultramétrica es también una distancia euélidea.

Para las distancias aditivas no se verifica necesariamente la

condicidén de euclidicidad. Asi por ejemplo dada la distancia aditiva

0 1 1.01 0.52
0 1.01 0.52

0 0.51
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con arbol asociado (Figs9) .,

Figura 9

utilizando el resultado 2.1 obtenemos que la distancia d no resulta
ser euclidea puesto que la matriz B tiene por valores propios
A = 0.513

= 0.5, =0 y i, = =0.0583.

Ry *3 4

Dada u = (uij) distancia ultramétrica consideramos [Ej} valores pro~-
pios de B asociados a las clases Si con ISi(ZQ’ 2 vy {kj} valo-

res propios restantes. Definamos la distancia aditiva

d, =u , si k,j#1

siendo g‘una constante positiva (Fig. 8).

Veamos la variacidén de los valores propiocs de d con respecto

los valores propios de u.

T ﬁ i

Figura 10
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Si i€ Sr con ISrI = 1 resulta que todos los valores Ej
son también valores propios para d. En caso contrario existe un valor
propio £ que no lo es para d. Notaremos por |>\'J_} al conjunto de

valores propios distintos de los gj.
Puesto que
2
Tuge=nt Tepe 3 g (20
(Cuadras, 1981)

¥ por otro lado

Zujk+z (uit+e)2=n( Z Ek+z>»'j)
K

Ikl t

es decir
2 2 | 2 \
Zujk+z uit-q-ZEZ Ui+ (n—l)a =n(z gk+Zx j)(21)
Jei t v kér

y restando las expresiones (21) 7y (20)

n(z )"j - Z }‘j -Er) = Zsz us o+ (n---l)e:2

t
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2) (22)

expresidén que nos indica la variacidén de los valores propios para 4 y
u . Obsérvese que si € aumenta , crece también la diferencia entre
los valores propios por lo que aumenta la variabilidad explicada por los
valores xj.

Se puede también comprobar que n-1 valores propios de B aso

ciados a d son mayores o iguales que cero.



5.~ INFERENCIA EN ARBOLES ADITIVOS

Resumen: En este capitulo formulamos un modelo probabilis-
tico para el vector de distancias a partir del
cual analizamos algunos aspectos de inferencia en

drboles aditivos.

Sumario:
5.1.- Introduccién.
5.2.- Modelo probabilistico para el vector de distancias.

5.3.— Contrastes en arboles aditivos.
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5i1.- INTRODUCCION

Distancias entre distribuciones de probabilidad han sido uti
lizadas en una gran variedad de trabajos sobre problemas de inferencia
estadistica y en aplicaciones précticas para estudiar cuantitativamente
las analogias y las diferencias entre un determinado conjunto de pobla--
ciones en el andlisis de datos biolbégicos, en economia, en sociologia ¥y
muchos otros campos. Ver por ejemplo, Matusita (1957), Prevosti et al.
(1975), Rao (1948, 1973, 1982). En todos estos casos la distancia puede
ser interpretada como una medida de la informacidén acerca de las analo-
gias y diferencias entre las distribuciones comparadas.

Con frecuencia, en particular en el estudio de la evolucién
de poblaciones de seres vivos , resulta conveniente utilizar un modelo
de representacidén basado en arboles aditivos; que presupone el haber de-
finido previamente una distancia entre los objetos comparados, ya que
este se ajusta bien a los conceptos bioldgicos de "Linea filogenética" y
"divergencia evolutiva'.

Estos estudios permiten esclarecer el fendmeno de la evolu—-
cién ayudando a reconstruir los procesos histéricos que dan origen a las
poblaciones bioldgicas actuales, y en base a estos estudios efectuar ade
mas una clasificacién de las mismas.

Por ejemplo, en Kimuré (1984) puede verse entre otros resul-
tados, la construccién de un &rbol filogenético de algunos vertebrados re
presentativos basado en el calculo de la distancia entre especies a par
tir de la composicién de aminodcidos en las cadenas a de la hemoglobi
na, concordando los resuitados con los previstos en la teoria neutralis-

ta de la Evolucién.
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Las distancias que observamos entre los objetos que compara-~
mos, usualmente poblaciones, se calculan generalmente a partir de muege-
tras aleatorias, por lo que aguellas debemos considerarlas como estima-.
ciones de las "distancias reales" existentes entre los objetos compara-—
dos. Por tanto; cualguier modelo de ciasificacién basado en &rboles adi-
tivos obtenido por algin procedimiento de ajuste a partir de las esti-~
maciones de las distancias, debe de ser considerado como una estimacidn
del érbol aditivo que expresard las diferencias 'y analogias reales exis
tentes entre los diferentes objetos estudiados.

Por todas estas consideraciones resulta.conveniente desarro—
llar el tema de estimacidn y contrastes de hipdtesis de arboles aditivos
para poder cuantificar las probabilidades de error al aceptar o rechaéar
hipétesis sobre la configuracidén de los mismos . Por ejemplo, en el
trabajo citado anteriormente de Kimura (1984), podria tener interés esta
blecer una regidn confidencial sobre las longitudes de las aristas de al
gin A&rbol aditivo o controlar si los datos encajan bien con una determi
nada configuracidén que a su vez seria interpretable en términos evoluti-
vos .

Para poder desarrollar el tema &ebemas introducir previamen-
te un modelo probabilistico sobre la construccidén de la distancia lo ==

cual realizamos en el siguiente apartado.
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5.2.~- MODELO PROBABILISTICO PARA EL VECTOR DE DISTANCIAS

Empezaremos razonando brevemente el modelo probabilistico al
que ajustamos el vector de distancias. Asi, supondremos dadas Kk pobla-
ciones estadisticas sobre las que hemos observado Xl,..,Xn variables
aleatorias que admiten funcién de densidad conjunta cuando nos restringi
mos a cada una de las poblacicnés, siendo las mismas caracterizadas por
dicha densidad conjunta que la consideraremos perteneciente a una deter-
minada clase de funcidnes de densidad paramétricas, f(xl""xnfel””"ﬁr)
De este modo una poblacidn IIi vendrd dada por una r - pla (Gi,..,ei)
coordenadas de una determinada variedad paramétrica definida por

r . . .
V = {(el,..,er)e R | f(xl,.,,xn,e ,..,er) es funcidn de densidad }

1

Asi, podemos interpretar la distancia real o teérica entre dos poblacio-

nes como una funcidn de los parametros

i i i 5
a = F(et,09) = F(® ,...,er,ei,“,ef‘) (1)

obteniendo el vector de distancias tedrico,

d = (d d )

117" k-1k

aunque por comodidad de notacidén indicaremos

i
nox

d = (diy“c,dm) Siend(} m
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Una manera de obtener la distancia en la forma (1) podria ser a
través de la definicidn de un campo tensorial covariante de segundo or-
den, simétrico y definido.positivo, toméndolo como tensor métrico de la
variedad y utilizando la méfrica Rienmaniana definida. Se podria utili-

zar por ejemplo la matriz de informacién de Fisher (Rao, 1948) en donde

tomamos como tensor métrico

1 5f E:f)
BV f2 agk 3oV

pg V= l,s‘,,r

La distancia observada la calcularemos utilizando las estima

; e . s . i - '

ciones maximo verosimiles de los pardmetros € a través de las muestras
. . . s R

obtenidas de las variables en las poblaciones. Llamaremos < a las es-

- . fos . n i L.
timaciones méximo verosimiles de los parédmetros @7, Para muestras sufici
entemente grandes, si la densidad cumple ciertas condiciones de regulari
dad y suponiendo independencia entre las poblaciones se verifica que

~1 a1l ~k ~k P . X . 2
(840,09 ,..,9.,..,8 ) converge asintdéticamente a una distribucién N(9, )

1 r 1 r

{Mood-Graybill, 1969) siendo 3 una matriz de la forma

Si suponemos que F admite desarrollo de Taylor de 29 orden
h' Mij es la cota superior de la 22 derivada en un entorno de
e < (e;,..,e;,ei,..,@i ) que contenga los segmentos [ 913,913} é

[4613;613] nos. resulta
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| F &8 - reted) - E 3F (e3-6%) | < m, .. ||o%- aM|] (3)
k 'k ij
s=i,j X s
kelyee,r © | 9t

Si consideramos la matriz A de dimensiones (2) x r.k
siendo k el nlmero de poblaciones, .én-donde en la fila correspondiente

a la pareja (i,j) consideramos los elementos

aF 3F 3F I 3F

T seeay : i1l
axl ij 3Xr ij | axl .8 X
2] e 2] (]

gr e e wy

. i j
en las columnas correspondientes a & y,-ej, y cero en el resto s
cbtenemos que A(P --0) es asintdticamente normal por ser transformacidn

lineal de (5 - 8) que también lo es.

Si D = F(@l,és) es la distancia observada, a partir de (3) es

inmediato cobservar la existencia de una constante a tal que

D>
!
D

(i D -d-aA@B - &)l < e

al converger € - © en probabilidad a cero,por la consistencia de la‘eg

timacién méximo verosimil

D-d - A(8 - €) =——— 0

y pﬁesto que

~ L
A(® = 0) ———w N(O, I )
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por las propiedades dela convergencia de medidas de probabilidad en espa

cios de Banach (Billingsley, 1968 )

L
D-d —m— N(O, Z:)

es decir

D ————= N(d, I, )

y por lo tanto parece natural considerar como modelo probabilistico el
de la normal multivariante de media la distancia teérica. Queda por tan-
to razonada la adecuacién del modelo probabilistico (4) para el vector
de distancias observado. Quéda implicito a partir de la exposicidén ante—
rior las rigidas condiciones a que sometemos el vector de distancias, pe
ro que tienen bastante sentido si pensamos en una linea de distanciacién
de poblaciones basada en la parametrizacién de las mismas (Rao,1945) ,

(Oller y Cuadras, 1985 a) .

2.- CONTRASTES EN ARBOLES ADITIVOS

Estudiamos en este apartado algunos contrastes que puedan
servir de punto de partida sobre cuestiones relativas a infe#encia sobre
arboles. Consideramos qﬁe el vector de distancias observado sigue una
normal multivariante de media la distancia teérica y matriz de covarian-

zas conocida ) ,

D ~ N(d, % ) » (4)
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En la prédctica podriamos considerar una estimacién de z
en el momento de formular el modelo a partir del desarrollo del apartado
anterior.

Supongamos que queremos averiguar si nuestro vector de dise--
tancias se ajusta a una determinada distancia aditiva d.. Para resolver

0

este contraste hallamos una regién confidencial a un determinado nivel

1~ ¢ . Planteamos el contraste
HO: d = dO
Hl: d # do

Nos basamos en que bajo la hipdtesis nula el estadistico

-1

(D - do)' .”E (D -4d,.)

0

sigue una distribucidn ji-cuadrado con m grados de libertad (Andersson,
1958).

De este modo la regién critica viene dada por
1 2;.1 ) '
W= | (D,..,0) | (D-dy) . (D -dy) >y (e} (5)

También podriamos plantear este contraste considerando las
distancias aditivas como puntos de una variedad paramétrica,tal y como cbser
vamos en 4.2 . De este modo, si do es aditiva no perteneciente a la

frontera, existe alguna matriz X que caracteriza la configuracidn de

orden mx(2k-3) (k = n? de poblaciones), de modo que:
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siendo

pardmetros que caracterizan a do en la variedad.

Consideremos la transformacidén lineal
(xt.x7hxp=8 (6)
Bajo la hipdtesis nula se verifica que
8~y [(x'x)’l.x'do,(x'x)"l.x',z Cx(xx)7 ]

, o -1
t t -
en donde (X*X) .X.dc_ bO
Indicando

x'x) " Lxnz Lxux'x)" e r

se tiene que

: ' -1 2

y obtenemos una regidn confidencial que tendrd un gran interés si queda

totalmente comprendida dentro de la carta que contiene a b, . Para témg

0
flos muestrales suficientemente grandes utilizando una matriz I adecua
da siempre podremos obtener una regidn confidencial en el sentido ante--
riormente citado.

Es interesante estudiar la funcidén de potencia del contraste.

Observemos que bajo la hipbtesis alternativa

B NN[b,P]

(b # by)



127

de donde
B - b ~ N[ b - bO’

Si diagonalizamos I

1 1
r =T.A.T =T.A/2. (T.A/z)' = AA'

y efectuamos el cambio
-1
Y =A".(8 - Dbyl

obtenemos que

Y Ao N(A-,](b- bg)» I )

por lo que Y'.Y sigue una distribucién ji-cuadrado no centrada con

parametro

to=1y =1
T = ‘\/(b—bo),(A ),A.(b —bo)

(Andersson, 1958)

Puesto que

' - 1 _lv -1 vopol
Y'Y = (8 -b)(AT) AT (8 ~by) = (B b)) T ".(8 - by)

(8)

N | 2 , 2
P((8-by), I .( 8-by)>x -(-?S)IHI) PIY'Y 2% (e) )

e 23

il

resultando inmediato el cdlculo de la potencia a través de la distribu--

cién de Y'Y. Recordemos que la funcidén de densidad de Y'Y es
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2y oy
f(v) = ; e -%(raw)_‘ g (281 (<) v
Pl =0 (vt T (B)y ).22Y
2 Y.—

Podemos encontrarla tabulada entre otros en Biometrika Tables for Stati-

cians (1976)

De este modo podemos resumir los resultados obtenidos indican

do que

a) (5) determina una regidén critica para resolver el contras
te.

b) A través de (7) obtenemos una regidén confidencial conside
rando la carta local de la variedad paramétrica que cone-
tiene do.

¢) Mediante (8) calculamos la funcidn de potencia del con- -

traste.

Dado un vector de distancias, es interesante pensar én la adecuacidn
del mismo a un modelo de representacidén como &rbol ultramétrico versus
un arbol aditive. En este sentido vamos a estudiar un contraste que
aborde este problema, aunque nos centraremos en considerar el contraste

en una determinada carta de la variedad. Asi, dado

D~ N[d, ]
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con I conocido, el contraste nos queda en la forma

Ho: d es ultramétrica

H,: d es aditiva

Podemos caracterizar las distancias aditivas y ultramétricas

por la parametrizacidn correspondiente en la variedad. Tal y como se ha

observado en el capitulo 4, si ¢ = ( s 31,.., Bk_zf es la parame
1
trizacidén para una distancia ultramétrica y § = { Gyrees s B 1,;-
t
,,,ek_sf es la parametrizacién general considerédndola como aditiva, la

relacidén entre § y «v nos viene dada en la forma

5=COY

siendo

c f k-1
c 01 .. o0 (9)
" O
' L k-3
0.0..1 0 0
0..0..0 1 1)

Planteamos el contraste en términos del analisis de la varianza. Asi,

considerando D el vector de las observaciones como

D=X,8 + &



Siendo X la matriz que determina la configuracién del arbol y E

gue sigue una distribucidn normal multivariante
E ~N[ 0,2 ]

si

1 1
3= T.AT ' = (T.A/")(T. A/a) - AA!

efectuamos el cambio

y nos resulta

Y=4a"tD ~ N[A‘.lx.a, Il

obteniendo el modelo
-1
Y = AKX S & El

siendo

E, ~ N[0,I]. Indicando, AX = X,

la estimacién por minimos cuadrados de 8§ resulta ser

’*-{x‘x§'}'x’y
s T Yo’ o
y
R‘?“( Xg)l(Y XA)
o= W= Xph (Y = X$

Bajo la hipdtesis nula podemos considerar la matriz de disefio

X = XO.C

130
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¥y en este caso

7= (BT

(Y = Ry) (Y - R.v)

= N

tenemos que Rf - Rg sigue una distribucidn ji-cuadrado con

2k-3-(k=-1) = k-2 grados de libertad (10)

Otro contraste que tiene sumo interés es la comparacién de
dos modelos probabilisticos del tipo que estudiamos en que las distan
cias tedricas son distancias aditivas.

En este sentido supongamos

D, ~ N[ d

A L]

Al
Dy ™~ N[ dg,z ]

con I conocida, y dA’dB pertenecientes al interior de la misma car-

ta local de la variedad.

Si X es la matriz asociada a la carta



Planteamos el contraste

-1
YA = A DA
-1
YB = A DB
'
siendo A matriz tal que £ = AA obtenemos

Y ~ NI v I ]

Yo ™~ N[ yg, I ]

siendo
Yy = A-l.dA
g = A‘l.dB
quedando el contraste formulado como
ot =V

Hi: Ay

132

(11)
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Vamos a resolverlo utilizando técnicas de andlisis de la va-

rianza. Bajo la hipétesis alternativa podemos pensar en el disefio

A A
YB =Z BB + E
siendo z =atx y  E~N[0,1I]

De este modo la matriz de disefio nos resulta

en donde las estimaciones de los parametros son

2 (z'z)flz'.Y

Ba A
B = (z'z)"lz'.Y
B . B
y de este modo
2—- - 1 "l' 1 - ¥ "l'
Ro = (YA 2(2'2) -2 YA) (YA 2(2'2) .zZ YA )y o+

) "ll 1 ' _11 _
(YB - 2(2'2) .2 YB) (YB -2z2(2'2) .z YB) =

! ! -1 ! -1 ! -1 -1
- 1 ' - ' t ' ' ' +
YAYA YAZ(Z 2y V2 YA YAZ(Z Z) .2 YA+YA.Z(Z 2y T.2'2(2'Z) .z'YA

=1 -1 -1 -1
[ RV ' 1y _y! 1 [ ' ' ' ' —
+YB.YB YB.Z(Z Z) V2 YB YBZ(Z Z) 72Z YB+YB.Z(Z Z) 72'2(2'2) .Z'YB =

YUY 4YrY oy z(z'z)‘l.z'YA-Yéz(z'z)'?z'Y

A"TA""B'B "A° B
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Bajo la hipétesis nula podemos tomar como matriz de disefio

()

resultidndonos la estimacidén del pardmetro

~ -1 5, = 3 =1 5
8 =(22'2) ~.2Z (YA + YB) = %(2'2) .2 (YA + YB)

y
Rz = (Y,-% z(z'z)'l Z' (Y, +Y ))' (y.-% z(z'z)"1 ZHY, +Y_ )+
1 AT ’ ATTBY AT ’ AT'B
(g -vzzzr oz e ) (L -%2(20 2T 2 (Y e ) =
B 2T AR )) g - 2N Y+ )) =
-1 -1
-] 1 ' ty L3 J t
Y, Y, é(YA+YB) 7(2'2) ~.2Z Y, 4(ng(z'z) .Z (YA+YB))+
, -1 -1
A(YA+YB)'Z(Z'Z) .2'2(Z2'2) .Z'(YA+YB)+(YéYB)
' -1 ’ -1
-Z(YA+YB)'.Z(Z'Z) Z'Yg —%.ggz(z'z) .Z‘(YA+YB) =
’ -1
.
YAYA+YéYB-4(YA+YB)*z(z'z). Z'(YA+YB)
de donde
2 2 1 ‘ ' ¥ -1 t
R} - Ry = B(Y,-Y,)2(2'2) 72" (Y, -Yp)
y obtenemos inmediatamente que Ri - Rg sigue una distribucidn gg

con 2k-3 grados de libertad (Searle ,1971) .
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Queda abierta en este punto la posibilidad de realizacidén de contrastes
mas generales. En este sentido seria interesante tener en cuenta la téc-
nica propuesta por 0ller(1983) y que se basa en el cdlculo de la distan
cia estimada al cuadrado entre dos poblaciones normales , la cual multi
plicada por una constante conveniente sigue una distribucién ji-cuadra
do. Para el calculo de la distancia se deberd hallar primero el tensor
métrico de la variedad a la que pertenecen las poblaciones, buscando -
después la distancia geodésica en la subvariedad en que realizamos el
contraste. En Rios (1984) se puede observar un ejemplo de la utiliza -

cidén de esta técnica.



136

6. ALGORITMOS DE CONSTRUCCION DE ARBOLES ADITIVOS

Resumen: En este capitulo se discute la utilizacidn de diversos algo
ritmos de transformacién de una disimilaridad dada sobre un
conjunto en una distancia aditiva. Se concluye con un ejem-
plo practico de la utilizacidn de los &rboles aditivos estu
diando algunos aspectos de la localizacidén europea de Dro--

shophila Subobscura.

Sumario:
6.1 - Introduccién.
6.2 - Principales algoritmos.

6.3 - Ejemplo.
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6.1 - INTRODUCCION

Una diéimilaridad observada sobre un conjunto de objetos no
verifica, en general, la propiedad del cuarto punto (aditiva). Por lo
tanto, si deseamos representar los objetos én un arbol aditivo debe——
mos realizar una transformacién de la misma en una distancia aditiva.
De este modo consideraremos un algoritmo de construccidén de arboles
aditivos como un método que nos proporciona una distancia aditiva aso
ciada a una disimilaridad sobre el conjunto, pudiéndose expresar en

la forma

w:'DS—a—D (1)

donde Ds es el conjunto de disimilaridades sobre S, D conjunto de
distancias aditivas sobre § y ¥Y(S8 ) =4 la distancia aditiva aso
ciada a 6 por el algoritmo en cuestién.

En este capitulo daremos una visidén general de los principa--
les algoritmos implementados hasta el momento comentando su eficiencia
-y los distintos puntos‘de vista en que estdn basados. También estudia--
mos las lineas bésicas para la confeccidn de un algoritmo basado en la
transformacidn de la disimilaridad en una distancia ultramétrica conve-
niente obteniendo a partir de la misma una distancia aditiva.

| Pensamos que este capitulo puede ser de interés sobre todo pa
ra la utilizacidén en problemas précticos cuando hemos elegido como mode
lo de representacidén los arboles aditivos, puesto que la metodologia a

seguir en tales problemas se puede dividir en dos partes:
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12) Calculo de una disimilaridad adecuada entre los objetos (Sobre el
particular cabe citar estudios como los de Rao (1945), Gower(1971)

y Oller (1983)).

22) Una vez elegido el modelo de representacidn,se procede a la selec-

cién de un algoritmo de transformacidén adecuado.

6.2.- PRINCIPALES ALGORITMOS

6.2.1.— Algoritmo de Tversky (1977).

Este algoritmo fue elaborado por Tversky (1977) e implementa-
do por J. Corter (1981 ) en un programa denominado ADDTREE, nombre con
el que también es corriente referirse al algoritmo.

El algoritmo consta de dos partes:

a) Construccidén de la configuracién del arbol.

b) Estimacién de la longitud de las aristas.
Describiremos a continuacidn estas dos partes:
a) Si § es la disimilaridad observada entre los objetos, considera pa-

ra cada par (x,y) € S xS el valor nxy que representa el ndmero de

pares (z,t) € S x S tales que

s{x;y) + 8(z,t) <« min { §(z,x) + o&(y,t), &(x,t) + &(y,2)}(2)
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De estemodo se toma el par (xo,yO) tal que

nxOyO = max { nxy‘ (x,y) €E S xS}

y consideramos unidos en un primer paso este par de objetos de S (Fig 1).

Yo

o) Yo Figura 1

Se considera posteriormente una nueva disimilaridad en el conjunto

St = (S - {x Yy v {uo}

0vo

definida en la forma

8'(x,y) =  &(x,y) si X,y # ug
(3)

s'(xug) = %0 8(x,x5) +  8(x,y,))
y se. aplica el mismo proceso anterior al par (S', §').

De este modo reiterando el proceso se llega a obtener la con-

figuracién del arbol (Fig.2) .
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Figura 2

b) Una vez construida la forma del &rbol se debe proceder a la estima--
¢idn de la longitud de las aristas. Se considera la matriz X de orden
(2) x (2n-3) representando la configuracidn del drbol, siendec n el nd
mero de objetos del conjunto S y 2n-3 el nimero de aristas del &r--

bol, por lo que xij = 1 si la distancia i-é&sima contiene la arista j

Y xij = 0 en caso contrario, planteédndose la estimacidén de las longitu
des de las aristas ( Baeeer B 3) por el método de los minimos cuadra--

dos, obteniendo como solucidn.
a= (x0"hxs

con lo gque queda completado el algoritmo.

6.2.2.— Algoritmo de Cunningham (1978)

Este algoritmo, de corte muy parecide al anterior, tiene por
objetivo la bisqueda de una distancia que verifique la condicidn del
cuarto punto a partir de consideraciones sobre la forma del arbol segin

la disimilaridad inicial.
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Si & es la disimilaridad inicial y para cuatro elementos de

s {i,j,k,1} se verifica:

§i5 ¥ 81 < Gqp F 85185y ¥ Oy

se considera interesante que la distancia aditiva d buscada verifique

De este modo se obtiene una coleccidn de relaciones lineales entre las

distancias, considerando sdélo aquellas que resultan ser independientes.

Estas relaciones se pueden expresar matricialmente como

C‘dﬁo

3 n » Gl
donde C es una matriz de orden r x (2) siendo r el nimero de rela-

ciones lineales impuestas, y de este modo si la i-&sima relacién es

d +d =d+d
u v r S.

una vez numeradas las distancias (entre 1 y (2)) nos resulta

ot

w

P
[ Y
L]
ol
<

i3 si J

It
*3
[}

0 resto
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Se procede seguidamente buscando la distancia aditiva d4* tal que
Il 6-dll =nint]ls -dll | C.d=0}
obteniendo como soluciédn
d = s-c.(cc)tcs

Queda pues como Ultimo paso la reconstruccidn del arbol, cuestidn que

ya hemos abordado en el capitulo 3.

En un intento de mejorar las posibilidades pricticas de apli-
cacién del algoritmo anterior, De Soete (1983) propone un algoritmo ba-

sado en la minimizacidn secuencial de

2
F(D,r) = Z (dij - sij) + rZ (dy, + ;) - dy - %k)
yd

L(D) P (D)

para una sucesidn creciente de r y siendo

q = {(i,3,k,1)]i,j,k,1 distintos ¥ 855* 8, < min{ &,

K1 k851785 1% 8y 1}

Este procedimiento , basado en la misma idea inicial del algoritmo de
Cunningham , empiea, sin embargo un algoritmo iterativo para la bisqueda

de la distancia aditiva.
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En concreto el algoritmo que propone comienza considerando

siendo

Se

para obtener

Se

€8 menor que

D

trata entonces de minimizar F(D, r(Q)) empezando por D

D(q)

. paran las

una constante que hemos fijade de entrada.

(0)

, considerando

= { sij + Sij b i<
e .. ~» N(O, 02)
1] A
(0)
L")
r(l) -
p(p'%))

S 10.p0a-1)

evaluaciones cuando

Z (d(q)

(q—l))z

{q-1)

En comparacidn con el algoritmo de Cumningham este método tiene

la ventaja que se puede utilizar para conjuntos de datos con mayor ndime-

ro de elementos puesto que no requiere la inversidn de matrices tan gran

des como en el algoritmo anterior. En un estudio de simulacidn para eva~

luar la eficacia obtiene resultados parecidos a los obtenidos por

ADDTREE.
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6.2.3.— Algoritmo de Abdi (1985)

Al igual que los algoritmos anteriores H.Abdi (1985) propone
un algoritmo dividido en dos fases: a) Determinacién de la forma del

&rbol b) Estimacidén de la longitud de las aristas.

a) Forma del &rbol.

Dada una disimilaridad & sobre un conjunto S, se define la funcidn

(bk:SxS--—»N

de modo que
(Dk(a)b) =n

si existen exactamente n subconjuntos U de S - {a,b} tales que

|U] = k verificando

s(a,b) + max { &(x,y) } <max { §(a,x) + §(b,y) }

X,y €U X, yEU

En caso de que ¢ fuera la distancia asociada a un 4rbol aditivo, el
valor méximo de ¢k se encuentra precisamente entre los pares con un

Gnico nudo principal no terminal en el camino que los une (Figura 3).
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a
Figura 3

Asi pues para la determinacidén de la forma del arbol, se unen

en un primer paso los elementos a y b tales que ¢k(a,b) sea méximo vy

representando al nudo constituido

se considera entonces el elemento z
por {a,b} y la nueva funcién sobre (S - {a,b}) U {z }= S(}‘)

o (z,u) = %(Q, (a,u) + 0, (5,0))

¢1({l)(x0y) = ¢k(x:Y) si {X,y} N {a’b} =@

(1)

reiterando entonces el proceso para S .

b) Estimacién de las longitudes de las aristas.

Para la estimacidn de las longitudes de las aristas se propo-

ne un procedimiento heuristico basado en una estimacién geométrica de

las mismas. Observemos que para el arbol de la figura 3, si d es la

distancia asociada al 4rbol se verifica que

d(a,U.) + d(bvu) - d(a9b)

d(z,u} =
2

para cualquier u nudo terminal.
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Esta propiedad es la que sugiere el procedimiento de estima--
cién a seguir.

*
Se considera el conjunto S =S U {g} con la disimilaridad

¥*
asociada § definida como
* .
§ (uyu') = 8(u,u') si uu' g
. §(u,u')
§ (g,u) = ——
u'e S n

* ¥*
y se procede a la representacién de (S , §) en un espacio euclideo

(v,D)
* ¥*
¢:(So 6)—_’(V1D)
*
considerando una nueva distancia sobre S definida en la forma
8(x,y) =D( ¢ (x), ¢ (y))

Biguiendo paralelamente el proceso reiterativo de la construccidn del
drbol se procede para la estimacidén de la longitud'de las aristas. Asi
si ay b se han unido en un nudo 2z, construimos el mismo de modo que
la distancia entre z y g sea minima. Posteriormente consideramos una

nueva distancia sobre S(l)

calculada a través de la geometria eucli
dea ébtenida. Se reitera de este modo el proceso hasta la obtencidn
de las estimaciones de las longitudes de las aristas.

En un estudio de simulacidn sobre la eficacia del método se

obtienen resultados muy parecidos a los obtenidos para ADDTREE en

Pruzansky el al.(1982).
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6.2.4.— Algoritmo de Waterman (1978).

Waterman et al.(1978)desarrollan un algoritmo basado en métodos de pro-
gramacidén lineal,iefectuéndose una construccién secuencial del arbol
aditivo en que se afiade un nuevo nudo terminal en cada paso minimizéndo
se una funcidn objetivo definida sobre las aristas.

Se consideran como restricciones: a) Las longitudes de las
aristas: deben ser no negativas. b) La distancia sobre el &rbol entre
dos objetos debe ser mayor o igual que la disimilaridad observada.

Asi, si anotamos por el,...,em las aristas del camino en- -
tre los puntos 1 y Jj ¥ 8, , es la disimilaridad observada entre

1]
los mismos, tendremos que

vi,j € S (4)

obteniendo pues un poliedro convexo, por lo que se alcanza ia solucidn
al problema en un punto extremo del mismo (Roberts & Varberg, 1973 ).

"Se sugiere tomar como funcidén objetivo alguna de entre las
siguientes

2n-3
a) fl({ ei}) = :E: e {simboliza la evolucidén total)

i=1
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(Z - Sk
e.€C
E i 1k
b) f2({ ei}) =

1,k 8

1k

(sugerida por Fitch & Margoliash, 1967)

(Cik= aristas en el camino entre 1 y k)

(Y, %) S
ClK
C) fs({el})= ‘

1,k 8

o

El algoritmo consistird en unir en cada paso un nuevo vértice
minimizando la funcidn seglin las restricciones (4). A fin de evitar el
problema de la dependencia del orden en la unidn de los vértices termi-
nales del arbol se sugiere en una extensidén del método unir en cada pa-

so el vértice terminal que proporcionard un valor menor para la funcidn

objetivo.

No se obtiene sin embargo un minimo global mediante este pro-
cedimiento, tal y como demuestra Waterman con un contraejemplo. Por la
complejidad calculistica del procedimiento se sugiere hallar &rboles
razonablemente validos y a partir de los mismos estimar las aristas

por el procedimiento descrito anteriormente.
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602‘5a—

En esta memoria sugerimos ademéds la utilizacién de un algorit
mo basade en la bisqueda a priori de una configuracidn adecuada del ar-
bol. En este sentido aparte los métodos de Tversky, Cunningham y Abdi
mencionados existe la posibilidad de buscar una clasificacidén taxondmi-
ca de los objetos mediante algin método de clasificacidn jerérquica-yen
particular el método UPGMA (con importantes propiedades con respecto
el coeficiente de correlacidn cofenética) y realizar posteriormente una
transformacién del arbol ultramétrico hallado dentro de la misma carta
de la variedad de modo que se ajuste segin algiin criterio de optimiza--
cién a la disimilaridad observada.Asi el algoritmo se podria entender

como una aplicacidén definida en la forma:

§ —=gq —d

siendo Ds

conjunto de disimilaridades sobre S.

Du = H 1" ultramétricas sobre S.
QA = " " aditivas sobre S.

El paso de la distancia ultramétrica a la distancia aditiva

podria efectuarse de muchas maneras de entre las cuales sugerimos las

siguientes:
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a) Mediante el método de los minimos cuadrados .

b) Calculando ¢:S——=R tal que

2. (8(4,3) - 4 (4,5) - o(1) = 8(3))2
&
73

sea minima , considerando entonces la distancia aditiva
d (1,3) = d (i,§) +0 (1) +o (J) (5)

Si indicamos ¥i5° §(i,j) - du(i,j) , ®(i) = @, se trata de minimi-

zar

Z(yij -a,-a )?
i3 J

De este modo, derivando parcialmente con respecto ai para todo i,

obtenemos las ecuaciones

n
Z(y.. -a, - ) =0
o1 4 i (6)
BE
es decir
n n
PRGN W I (7)
J=1 J=1



181

sumando las ecuaciones (6)

i=1  j=1
i#]
de donde
n
Zyij - (2n-2).Zmk =0 (8)
i#j k=1

De (7) y (8) se deduce que

n
(2n—2).k2=:L Yik - Z Y. .

ify (9)
2.(n-2).(n-1)

Asi pues consideraremos que existe una solucidén mediante este algoritmo
cuando podemos hallar du distancia ultramétrica y ¢ definida a tra-
vés de (9) de modo que d_ construida en (5) resulta ser distancia.

La wentaja de este método consiste en la posibilidad de relacionar una

representacidén ultramétrica y un arbol aditivo asociados a § .

6.3.- EJEMPLO

Este ejemplo tiene por objetivo realizar una ilustracidén de
las representaciones mediante arboles aditivos. Se trata de una aplica-
cién de las mismas al estudio de la distribucién geogréfica de Drosophi
la Subobscura a partir de la distancia genética propuesta por Prevosti
(1974) , la cual cuantifica la diferencia entre dos poblaciones a partir
de las frecuencias de las ordenaciones cromosdmicas producidas por inver

siones y que ha sido descrita en 2.6 .
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Salicrd (1983) utilizando técnicas de taxonomia numérica de--
muestra que las barreras geogrédficas son también barreras genéticas. Es
te estudio pretende ser una continuacidén del anteriormente citado inten
tando dar una confirmacidén estadistica a la forma en que se ha produci-
do la colonizacién europea atendiendo a la hipdtesis histérica no selec
tiva seglin ¢a cual el origen de la especie podria ser el continente a--
fricano extendiéndose después por Europa. Esta hipdtesis se fundamenta
en parte a la pobreza de inversiones en las poblaciones de la parte nor

te y la riqueza en las poblaciones que estdn mas al sur.

Considerando las poblaciones de Huelva (H), Agadir (A), Barce
lona (B),. Thessaloniki (T), Fruska Gora (F), Viena (V), Zurich (Z),
Drobak (Dr), Dalkeith (D) y Groningen (G) con matriz de distancias ge-

néticas asociadas:

H A T A v G Dr D F

B 0.259 0.498 0.392 0.445 0.469 0.529 0.615 0.465 0.460
H 0.428 0.502 0.623 0.640 0.695 0.782 0.657 0.577
A 0.661 0.792 0.789 0.844 0.927 0.834 0.666
T 0.500 0.434 0.592 0.668 0.545 0.315
z 0.128 0.112 0.235 0.300 0.391
v 0.187 0.260 0.370 0.342
G ' 0.152 0.276 0.470
Dr 0.270 0.560
D : 0.505




153

utilizando el algeritmo ADDTREE descrito en 6.2.1 obtenemos el arbol

aditivo

o, = 0.134 a,,= 0.1%0

a, = 0.298 g, = 0.090

a; = 0.073 B, = 0.1C4

a, = 0.185 By = 0.020

a, = 0.152 B, = 0.151

a, = 0.075 B = 0.028

a; = 0.056 8, = 0.042

ag = 0.076 B, = 0.003
a, = 0.120

Coeficiente correlacidén entre la distancia origi-

nal y la distancia aditiva = 0.9965.

Figura 4

y mediante el método de clasificacién jerdrquica UPGMA descrito en 2.4

obtenemos el drbol ultramétrico

0.636
( 0.501
0.463

0.315
0.304
0.259

‘ 0.216
0.157
0.112

DDrv G Z FT A H B

Coeficiente de correlacidn cofenética = 0.83238

Figura 5
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Podemos comprobar que si bien mediante el dendograma obtenido
utilizando el método UPGMA se pueden distinguir 3 clases significatiw~
vas que se pueden entender como Sureste, Suroeste y Norte, c¢oincidiendo
pues con los resultados obtenidos por Alonso(1975) en que utilizaba
otros métodos de representacidén , la distancia ultramétrica obtenida pre
senta en algunos casos los problemas comentados en 2.6, por lo que es

preferible la representacidn utilizando arboles aditives.

El drbol aditivo obtenido (Fig.4) se podria interpretar como
la evolucidn de la especie en Europa segin las poblaciones estudiadas,
sonfirmindose a través del mismo la tendencia de expansidén de Suroeste
a Noreste y observéndose como el Centro-Norte de Europa estd mas préx&
mo al Sureste que al Surceste, lo que'inéace a pensar en la hipétesis de
una colonizacidn Suroeste! - Sureste - Norte. Esta hipdtesis halla una
Justificacidn bioldgica en el hecho de que la colonizacidén c.recalonizg
cidn del continente europeo tuvo lugar después de la Gltima glaciacidn
resultando ser la capacidad de dispersidén de la especie mayor que la
velocidad de retirada de los hielos. La elevada capacidad de disper —-
sidn se ha comprobado experimentalmente mediante elcestudio de la colp
nizacidén del continente americano por la especie europea D.Subobscura.
En este andlisis se ha observade que dicha especie ha scupado Chile,
de&de La Serena (29° 55'Lat. Sur ) hasta Coyhaique (45° 35' Lat.Sur)

{3.000 Km. aprox.) en un periodo de tan sélo tres afios.
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CONCLUSIONES

En esta memoria se ha desarrollédo una metodologia para
abordar problemas derivados de la representacién de un conjunto me- -
diante una clase especial de grafos llamados Aarboles aditivos y se ha
realizado un estudio formal de algunos de los principales aspectos
que surgen en la utilizacidén de este tipo de representaciones.,

Se ha situado en primer lugar este método de representa-
cidén dentro de los métodos propios del andlisis multivariénte, resal-
tando las ventajas que tiene frente otros modelos de representacidn
discretos comorptieden ser las clasificaciones jerarquicas de la taxo-
nomia numérica y las representaciones utilizando modelos continucs,
explicitando los principales resultados y caracteristicas de todos
ellos. Se ha observado el interés que tiene el estudio de medidas pa-
ra poder decidir objetivamente entre un modelo de repfesentaciénycon~
tinuo y un modelo de representacidén discreto; analizando los resulta-
dos obtenidos sobre el particular por Pruzansky et al. (1982) en que
sugieren que el momento centrado de teréer orden y la proporcidén de
tridngulos elongados pueden ser efectivos para resolver el problema
mencionado.

Se ha desarrollado despuds una nueva formalizacidn sobre
las relaciones entre una distancia verificando el axioma del cuarto
punto y un arbol aditiveo, hallando en términos de la misma formaliza-
cién las relaciones entre distancias aditivas y ultramétricas. Las 11

neas seguidas en el estudio anterior han sido comparadas con las desa



156

rrolladas en Buneman (1971) donde se relacionan distancias aditivas
y drboles aditivos desde otra perspectiva.

Se ha conseguido después dotar el conjunto de distan
cias aditivas con configuracién de una estructura de variedad dife--
renciable con frontera, calculando explicitamente la misma y estu- -
diando las distancias ultramétricas dentro de la variedad. Se advier
te del interés que puede tener esta estructura en el estudio de pro-
blemas relativos a algoritmos de construccidn, inferencias en arbo--
les y representacidén de los mismos por modelos continuos.

A partir de la asociacién de un modelo probabilistico a
un vector de distancias cobtenemos la resolucidn de diversos contras-
tes formulados, en general, en una carta de la variedad constituida
por las distancias aditivas con configuracién.

Se ha expuesto por Gltimo un anédlisis de los principa--
les algoritmos de transformacién de una disimilaridad definida sobre
un conjunto en una distancia aditiva. Esta exposicidén se ha ilustra-
do con un ejemplo en qﬁe se muestra la utilizacidén de los é&rboles
aditivos como técnicas de representacidén. En el mismo se estudian al
gunos aspectos de la colonizacidn europea de Drosophila Subobscura
bajo la hipétesis histdrica no=selectiva corroborando la teoria que
la misma se ha producido en direccidn Suroeste a Noroeste, pudiéndo-
se obsérvar algunas ventajas que suponé esta técnica de representa—

cién frente a un dendograma.
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Los temas desarrollados en esta memoria se podrian exten

der en las siguientes lineas:

a)

b)

d)

Estudic y comparaciones de aspectos tedricos y précticos de los

algoritmos de construccién de arboles aditivos.

Estudiar las relaciones que existen entre los distintos modelos

de representacidn,

Desarrollar nuevas vias sobre la inferencia en arboles aditivos
que puedan solucionar problemas tales como: significacidn de c¢cla—

ses, eleccidn de la configuracidn, comparacidén de modelos.

Estudios de distancias asociadas a modelos discretos més comple~--

jos.
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