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El objetivo de este trabajo es introducir el concepto de caos, mediante el andlisis cualitativo de sistemas
dindmicos discretos, cuyos modelos deterministas estan dados por ecuaciones en diferencias no lineales. La variable
independiente discreta es el tiempo y al cabo de cada intervalo de igual longitud la variable dependiente describird el estado
del sistema. El andlisis cualitativo se realiza geométricamente, mediante representaciones graficas, sin aplicar métodos
formales de resolucion de la ecuacion, usando algunas veces métodos iterativos.

caos, 6rbita, periodo, atractor, repulsor
The aim of this paper is to introduce the chaos concept. This is done through a qualitative analysis of discrete
dynamical systems, whose deterministics models are given by non-linear differences equations. In each one, discrete time of
same length is the independent variable and at the end of each interval the dependent variable will describe the state of the
system. The qualitative analysis was conducted geometrically, using representations that let us to describe the change in
state variables, whitout analitically resolution of equations but, using iterative methods if it is necessary.
: chaos, orbit, period, attracting, repelling

Definiremos conceptos esenciales para el analisis cualitativo de una ecuacion en diferencias
X, = f(xk ), donde imag(f)g dom(f). Si x, Edom(f) la ecuacion x, | = f(xk) genera por
iteracion de f la sucesion x;x, =f(x0);...;xk+1 =f(xk);..., que es la orbita de x,, la cual se
denotara ®xo = {xo; X5y Xps xk+1;...}. Diremos que X es punto fijo de f(x) cuando es abscisa
de un punto de interseccion de las graficas de y=x con la de y =f(x) , es decir, X =f()~c) .Un
punto fijo X de f(x) es atractor, si existe algin entorno | de X, tal que para todo X, €1, su
orbita converge a X , permaneciendo por tanto en dicho entorno. Un punto fijo X de f(x) es
repulsor si existe algun entorno | de X, tal que para todo X, €1 con x, = X, su orbita diverge

de X saliendo por tanto de dicho entorno.

El analisis cualitativo del sistema puede encararse: i) Graficando para algunos valores iniciales de
X, los pares (k;xk) correspondientes a los primeros valores orbitales x, de la 6rbita de Xx,,
con lo que tendremos una idea sobre el comportamiento de la sucesién correspondiente a ese

X, . ii) Mediante la representacion para un determinado valor inicial x, de los pares ordenados

(xk;x,m) correspondientes a sucesivas iteraciones de f, obteniendo la linea de fases de x,. La
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reiteracion del procedimiento para cada x, & Dom f genera la grifica de f que conjuntamente

con la bisectriz del lero y 3er cuadrantes permiten construir el diagrama de red.

Para las funciones lineales f(x):ax+b se sabe que un punto fijo X es atractor si |a| <1,

mientras que es repulsor si |a| > 1. Para cualquier funcién f continua y derivable en el intervalo de

definicion del sistema, el analisis del caracter de X puede encararse mediante la linealizacion de la

funcion en X, valida en un intervalo infinitesimal alrededor de ese punto. Pero la pendiente de la

funcion linealizada es f' ()7), luego aplicamos el siguiente criterio: Si ‘f’ ()Nc} <1, entonces X es

atractor vy si ‘f’ ()Nc} >1, entonces X es repulsor.

Consideremos la ecuacion en diferencias X =xf —2xk, asociada a la funcién
f(x)=x2 -2x= x(x—2). Para su anilisis cualitativo: (i) Obtenemos los puntos fijos, X, =0 y
)72 =3, resolviendo x =x?—2x. (i) Determinamos el comportamiento en cada X. Como
|f’(0} =2>1 vy |f’(3l =4>1, ambos puntos fijos son repulsores. (iii) Calculamos vy

representamos los primeros valores de la orbita para diversos x,, por ejemplo si x, =0.1 su

orbitaes ©, _, ={0.1 ;—0.19;0.4161; -0.65906079 ;..; 2.98760154 ; 2.950559883;...}.

En la representacion de los primeros valores de las orbitas de x,,, = x,f —2x, se utilizan lineas
de sostén para su mejor visualizacion. Esto puede verse en la Fig.| donde representamos dichos
valores orbitales para: x, =0,2; x,=0,3; x,=-0,2; x,=-0,3; x,=2,8 y x,=2,7 todos

ellos pertenecientes al intervalo [ = (— 1;3).
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Figura 1: Valores orbitales para distintas condiciones iniciales x,, E(— 1;3)
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En la Fig. | podemos observar: 1°) Los puntos orbitales de cada érbita, estan comprendidos en el
intervalo I=(—l; 3). 2°) Dividiendo, para cualquiera de las orbitas, el intervalo de valores
orbitales en subintervalos de 5 décimas, aun con las pocas iteraciones efectuadas, son numerosos
los subintervalos de esta orbita, “visitados” por otros valores orbitales de la misma 6rbita. Esta
caracteristica es la propiedad de mezcla.

Para ilustrar otra caracteristica de ciertas orbitas de este modelo, representamos los primeros

puntos orbitales de ©_, .., y de ©_ .., (ambos X, menores que )NCI =0).
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Figura 2: Valores orbitales de drbitas de ©_0.005 yde ©_0.00s1

La Fig. 2 muestra que la variacion de un diezmilésimo en la condicién inicial considerada, al
avanzar el nimero de iteraciones, provoca variaciones inicialmente poco notorias en los valores
orbitales, hasta producir valores que si bien fluctian en el mismo intervalo, lo hacen con valores,
que en ciertos intervalos, estan totalmente diferenciados. Existe sensibilidad de las condiciones

iniciales.

Porser x, =X, =0y x, =X, =3 puntos fijos de la funcién, son de equilibrio del modelo, siendo
sus orbitas periodicas O = {0; 0;0;..; 0;...}; 0., = {3; 3:3;..; 3;...}. Ademas, x, =2 (cero
de f ); x,=1y x,=-1 (abscisa y ordenada del vértice de f ), tienen por o&rbitas
0, ={20;,0;,..;0,..;  ©,={1-1;33,..3..} vy ©,={133.3.} que son
eventualmente periddicas, pues al cabo de las primeras iteraciones se transforman en periodicas,

en este caso de periodo |.

Nos resta ver el comportamiento de las orbitas cuando xOE(— OO;—])U(3;+OO). Puesto que
f((—oo;—l)U<3;+oo))=(3;+oo), para cualquier condicion inicial x, <—1 o bien x, >3, sera
X, >3 para k=1. Para el nimero creciente de iteraciones los valores orbitales también son

crecientes, sin que existan intervalos de fluctuacion para los puntos de sus trayectorias.

Observamos en la Tabla | una divergencia constante de las orbitas a mas infinito y que los valores
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orbitales para x, =-1,01 y x,=3,01 son iguales; ello se debe a que ambos valores son

simétricos con respecto a la abscisa del vértice de la parabola f(x) =x"-2x

[kl ol ] 2z ] 3 | 4 [ s ] 6 ]| 7 |

3,01 3,0401 3,1620 3,6743 6,1518 25,5407 601,2457  360293.92
3,009 3,0361 3,1456  3,6037 5,7793 21,8418 433,3796 186951,12
-1,01  3,0401 3,1620 3,6743 6,1518 25,5407 601,2457  360293,92

-1,02 3,0804 3,3281 44199 10,6956 93,0046 8463,85 71619827

2
Tabla 1: Valores orbitales de de Ye+1 =Xk = 2% para 0 =3.0Lx =3.009. x, =-1,01; x5 = -1.02

A continuacién relacionaremos el comportamiento del modelo con la funcién compuesta
g(x)=fz(x)=f(f(x))=x(x—2)(x2 —2x—2), cuyos puntos fijos son X, =0, X,=3,
X, = (1/2)+(1/2)\/§ y X, = (1/2)—(1/2)\/3. Descartamos X, y X,, por ser puntos fijos de f,
quedando X, y X,. Puesto que |g'()73) = |g'()~c4] =4.02 > 1 resulta que X, y X, son puntos fijos
repulsores de g(x)=f2(x). Por otra parte, como f()?3)=f4 y f()?4)=)73 se obtienen los

ciclos @2)7 ={f3;f4;,,,;f3;)~c4;...} Y @%4 ={)74;)?3;...;)74;)73;...}, que seran repulsores por ser Xx; y
3

X, puntos fijos repulsores de g(x)= fz(x).
Calculamos, f3(x)=x(x—2)[x(x—2)—2][x(x—2)(x(x—2)—2)—2], cuyos puntos fijos son
0;3;0.55496;2.2470;2.5321;1.3473;-0.80194 ; - 0.87939, donde salvo 0 y 3 los

restantes valores estan calculados en forma aproximada. Esos valores dan lugar a

©_,0m =12.2470; 0.55496; —0.80194;..;2.2470; 0.55496; —0.80194;..},

Oy =1 —0.87939; 2.5321; 1.3473;..;-0.87939; 2.5321; 1.3473;...}

que son ciclos repulsores de orden 3. Al ver que existen puntos periddicos de periodo 3 en |, en
virtud del teorema de Li y Yorke existen puntos periédicos de todos los periodos en | (ver pag
204 de Martin, Moran y Reyes). Esto asegura la densidad de los puntos periodicos en el intervalo

I
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Otra forma de reconocer el comportamiento de un modelo, es mediante la construccion del

diagrama de red. Para ello, dibujamos la linea de fases f(x)=x2 —2 x de la ecuacion recursiva
Xp = x,f —2x, y la bisectriz del primero y tercer cuadrantes. Asi, a partir de la condicion inicial
X, elegida, se dibuja una linea vertical hasta intersecar la linea de fases en el punto
(xo;f(xo ))=(x0;x1). Desde esta interseccion se traza una linea horizontal hasta intersecar la
bisectriz en el punto (f(xo ); f(xo ))= (xl; X, ), determinando asi la nueva abscisa X, para calcular
f(xl). A partir de este punto trazamos una vertical que intersecara la linea de fases en
(xl;f()c1 )):(xl;)c2 ) Este procedimiento puede reiterarse obteniendo el diagrama de red que

permite conocer los valores aproximados de la orbita de X, leidos sobre cualquiera de los ejes,

como muestran las Figs. 4y 5

|w

2 2
Figura 4: Diagrama de red para Sl)=x -2x dela Figura 5: Diagrama de red para Sl)=x -2x de la condicion
-0,2 =0,2

condicion inicial *o = inicial %o
Si bien las figuras anteriores no pueden asegurar que el modelo sea cadtico en [— I; 3], nos
permiten ver que ese caracter esta directamente relacionado con la grafica de la funcion y sus
puntos fijos. Por otra parte, sabemos que la funcion logistica ﬂ(x)=4x(l—x) tiene un
comportamiento caético en [O; 1], lo cual se prueba estableciendo una biyeccién con la grafica de
la funcién tienda de campafa dada por T(x)=2x si xE[O; 1/2] y por T(x)=2(l—x) si
xE(1/2; 1], que tiene un comportamiento cadtico en [O; 1], como se demuestra en el libro de

Martin, Moran y Reyes. De esta forma, si existe una transformacion de semejanza de la grafica de

f(x): x(x—Z) en [— I; 3] alade ﬂ(x): 4x(1—x) en [O; 1], dejando invariante la bisectriz del
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Iro. y 3er. cuadrantes, tendremos aseverada la caoticidad de f(x) en [-1;3] Aseguramos tal
semejanza puesto que por una simetria central en (O;O), la grafica de f(x) en [— I 3], se
transforma en la de f;(x)=-x(2+x) en [-3;1] Luego, mediante una traslacién dada por
V(3;3) obtenemos £, (x)=x(4—x) en [O; 4]. Finalmente por una homotecia de razén 1/4
resulta la grifica de la funcién logistica F(x)=4x(1-x) en [0;1] Los puntos fios X =0 y
X, =3 de £(x) se transforman, respectivamente, en los puntos fijos X, =3/4y x,=0 de
F,(x). Ademss, cualquier x,E[~1;3] se transforma en (1/4)(3-x,)E[0;1] De esta forma
f(x)=x(x—2) tendra una érbita caética para X, E[— I; 3] si y sélo si ﬂ(x)=4x(l—x) tiene

una orbita cadtica para (1/4) (3 - X, )E[O; 1]

Consideremos la ecuacion en diferencias Xpq = —x,f +Xx, + 2, asociada a f(x)= —x2 +x+2.Sus
puntos fijos X = 2 y X, = V2, son repulsores pues |f’()~cllx =22 +1>1 y
|f’()NCZX = ‘— 2\/E+1‘ >1, generando los ciclos @l_ﬁ = {—\/5; —\/5;—\/5; ) —\/5; } y
@lﬁ = {\/5, \/5;\/5; -l \/5; } de periodo |. Ademas, el punto notable 1+\/§, que es abscisa

de una interseccion de la grafica de f(x) con la recta r(x)=—\/5, genera el ciclo

eventualmente periédico ®1+ﬁ = {1 + \/E; - \/5;—\/5; = \/5; }

x(k+1) *T - x(k+1) 5|

% =% =2 L1442 Y.=0 % -
Figura6: 1 2 puntos fijos y Figura 7: % =0 y ¥4 = 2 puntos fijos que consideraremos de

punto notable de Sx)= =" +x+2 g(x)=r(x)
La funcién compuesta g(x)= fz(x)= —(— XX+ 2)2 + (— x*+ x+2)+ 2 tiene como puntos

fijos X, = -2, X, = V2, X, =0y X, =2. Descartamos X, y X, por ser puntos fijos de f(x)
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Asi, ©2 ={0;2,0;2;..50,2;..} y © ={2;0;2;0; ...;2; 0;...} son ciclos periédicos de orden 2
repulsores, pues | g'(0) | =| g(2)| =|~3| > 1. Las figuras 6 y 7. exhiben los puntos fijos de f(x) y
de f?(x), y ademds el punto notable de f(x). Determinamos ahora los puntos fijos de
h(x)= £2(x)= £ (x))= =x* +4x7 —14x° +7x" +14x° = 7x* =3x+2:  -0.802;  0.555;

2.247; —\/E; \/5 donde los tres primeros, que forman un ciclo de periodo 3, estan calculados

con una aproximacion de tres decimales y los dos restantes se descartan por ser puntos fijos de

f(x). como  f(2247)=-0802;  f(-0.802)=0.555 y f(0.555)=2.247, es
©),,, =1{2.247;-0.802; 0.555; ..; 2.247;-0.802; 0.555;...}.

Observemos en la Fig. 8 que esos tres valores son raices dobles de h(x):x, de los que la
bisectriz del Iro. y 3er. cuadrantes es su recta tangente. Como la derivada h'(x) en cualquiera de
esos puntos es |, nos dificulta determinar el comportamiento del ciclo. Para ello, tomamos como
condicién inicial Xx, =2.0868E(— \/§;1+\/§J, valor aproximado de un punto fijo repulsor de
f4 (x); de alli que la 6rbita comienza tomando valores aproximados del ciclo repulsor de orden

4 O, o6 =12.0868;-0.26799;1.6602;0.9039:... }; que, después de un periodo confuso de la

iteracion 16 a la 69, se estabiliza en el ciclo atractor de orden 3, como puede verse en la Fig. 9. El

comportamiento atractor del ciclo de orden tres determina el cardcter no cadtico de la ecuacion

en diferencias x,,, = —x,f +Xx,+2 en |_— \/5; 1+ \/EJ

2,5 x{k)
x( k+1) . > P00 10009 PP PPPPPPPP2PPPPYP
s ) > 3 h
NAVAT L e
g 1 TS HE rY ‘
' > =7 * ! 0,5 1 kb l el g
? A/~ AV ' [ !
P 0 AN 3N 3N EEERY Rasmi pman | o 1 s S o
e 1b 56 ob13,17 21 25)20 B3|7 41 43 48 B3)s7 61 6569 [13)7 s|fs: 7/01105 1o
- 27 0,5
b & @ b 44e?® ZXXXXXXXXXR RS
-1 "
Figura 8: Grafica de h(x)=f3 (x) Figura 9: Representacion de la drbita de x, = 2.0868.

Ahora, en la Tabla 2 veremos el comportamiento del modelo cuando X, $|_— \/E; 1+ \/E .

[k jo 1 J2 o f3 4 |5 |
"0 25 175 28125 -8,72265625 -82,8073883  -6937,87095
17 259 72981  -58,5603636  -3485,87655 -12154819,2
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2
Tabla 2: Valores de la orbita de Yi+1 =~k Xk +2 para 70 = 2’Sy Xo=-L17
Puesto que f( (— w;—\/E)U (l + 2;+00) )= (— \/5;—00), para cualquier condicién inicial
X, <-v2 o bien x,>1+ V2, sera x, < -2 para k=1. Para el nimero creciente de

iteraciones los valores orbitales son monotonos decrecientes, resultando 1im Xpy =—.
k—+x

En los dos ejemplos desarrollados los puntos fijos de la funcion f(x) son repulsores. En

f(x):x(x—Z) existe un intervalo de caoticidad mientras que en f(x)= x> +x+2 no hay

orbitas cadticas, pues existe un ciclo atractor de orden 3. La existencia de ciclos periodicos

atractores implica que el modelo no presenta érbitas caodticas en el intervalo considerado.

En algunos casos el caracter de los ciclos de orden | directamente permite afirmar la no
caoticidad del modelo. Asi, en el sistema modelado por X, , =x,§ +(3/4)xk, los puntos fijos:
X = -1/2; X, = 1/2 y X; =0 dan ciclos de orden I, siendo repulsores los generados por X, y
X,, mientras que es atractor el generado por X, . Luego, todas las érbitas dadas por condiciones
iniciales xOE(— 1/2;1/2) tienden a x; = 0; mientras que si xO€(1/2;+00) su orbita tendera a
+,ysi X, E(— 00;— 1/2) tendera a — . Las Figs. 10 y || exhiben respectivamente los puntos

fijos, asi como las orbitas correspondientes a las diversas situaciones que muestran la no

caoticidad del modelo.

|
1T . x(k) 1.4+ 7
X( k‘l'l) P - 12+ //
< 1.0 4
- 0.8 T =7
e
// 0.475‘“&&&6
Pz 02T T oo
f ] . . ﬂ?”j =S¢ =0=¢ >
! ! 4 2 2 4 6 _ 8= T 12" 14 16 18 20
1 z 1 0.2 T P
72 x(k) o _vgeeT L ________
Z 06T ™ a
0.8 T E\
P ;
7 1.0 T q
Ve \
P 121 \
Ve 1+ 1.4+ b
|
- () =x>+(3/4)x . b L x =X +(3/4)x
Figura 10. Puntos fijos de : Figura 11: Orbitas de la ecuacion en diferencias ““k+1 — "k k

5= (12), 5 72), % -0
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Probar que un modelo es cadtico en un intervalo / requiere demostrar que: (i) Los puntos
periodicos son densos en [ ; (ii) Las orbitas son sensibles a las condiciones iniciales y (iii) Tiene la

propiedad de mezcla, es decir, cualesquiera sea la division en subintervalos [,,/,,...,I, de I,

para cualquier [, existe algin x, €/, tal que su érbita @xo tiene algln punto en cada uno de

los subintervalos [,,/,,...,I, de I. Esta propiedad por un resultado de M. Vellekoop y R.
Berglund, cumple: Si / es un intervalo finito o infinito de los nimeros reales, la ecuacion en
diferencias Xii =f(xk) con f continua, es cadtica en el intervalo I siy solo si tiene la

propiedad de mezcla. Esta propiedad no es facil de probar, de alli que buscamos el ejemplo del
paragrafo 2, que permitio inferir las caracteristicas de un modelo que tiene un intervalo de

caoticidad, del cual por semejanza con la ecuacion logistica, queda indirectamente demostrado el

comportamiento caético del modelo en [— 1;3]
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