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Resumen

Esta investigacion estudia el efecto de un moddulo de enseiianza sobre la manera en la que
estudiantes para profesor de matemdticas de educacion secundaria identifican la comprension de
la derivada en estudiantes de Bachillerato. Los resultados indican que el desarrollo de esta
competencia estd vinculada a los elementos matemdticos de la nocion de derivada que los
estudiantes para profesor son capaces de considerar al identificar evidencias de la comprension de
la derivada en las respuestas de los estudiantes e interpretarlas.

Palabras clave: aprendizaje del estudiante para profesor, analizando el trabajo de los estudiantes,
desarrollo de la mirada profesional

Abstract

This study investigates the effects of a teaching intervention on prospective secondary mathematics
teachers’ noticing of high students’ understanding of derivative concept. Results revealed that the
development of noticing of student’s understanding was linked to mathematics elements of
derivative identified as relevant and considered by prospective teachers when interpreting the
students’ problem solving.

Key words: preservice teacher’s learning, analyzing student work, development of noticing
INTERPRETAR LA COMPRENSION MATEMATICA DE LOS ESTUDIANTES

Observar con sentido el aprendizaje de las matematicas es considerada una competencia relevante
para el profesor (Jacobs, Lamb, & Philipp, 2010; Mason, 2002), entendida como la capacidad de
identificar evidencias de la comprension matematica e interpretarlas para decidir como responder.
Recientemente, algunas investigaciones estdn aportando informacidon para caracterizar esta
competencia y su desarrollo (Bartell, Webel, Bowen, & Dyson, 2013; Fernandez, Callejo, &
Marquez, 2012; Fernandez, Valls, & Llinares, 2011; Fortuny, & Rodriguez, 2012; Rivas, Godino, &
Castro, 2012; Sénchez-Matamoros et al., 2012; Spitzer et al., 2011). Los resultados de estas
investigaciones indican que cuando los estudiantes para profesor consideran relevantes los aspectos
procedimentales, entonces interpretan la comprension vinculada a los pasos procedimentales y a la
correccion de la respuesta con ausencia de explicaciones conceptuales.

Sanchez-Matamoros, G., Fernandez, C., Llinares, S. y Valls, J. (2013). El desarrollo de la competencia de estudiantes
para profesor de matematicas de educacion secundaria en identificar la comprension de la derivada en estudiantes de
Bachillerato. En A. Berciano, G. Gutiérrez, A. Estepa y N. Climent (Eds.), Investigacion en Educacion Matemdtica
XVII (pp. 501-509). Bilbao: SEIEM
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En este contexto, el desarrollo de la habilidad de observar el pensamiento matematico de los
estudiantes es considerado un objetivo en la formacion de profesores y define un objetivo de
investigacion. El objetivo de la investigacion presentada aqui es caracterizar como los futuros
profesores aprenden a reconocer la evidencia de la comprension del concepto de derivada. Es decir,
como la capacidad de observar con sentido el pensamiento matematico de los estudiantes se
desarrolla en un contexto disefiado ad hoc.

Por otra parte, distintas investigaciones han mostrado la dificultad que tienen los estudiantes de
bachillerato en la construccion de los significados de la derivada (Tall, 1990; Asiala, Cottrill,
Dubinsky, & Schwingendorf, 1997; Baker, Cooley, & Trigueros, 2000; Sanchez-Matamoros,
Garcia, & Llinares, 2008) mostrando el papel relevante que desempefian los sistemas de
representacion para dotar de significado al concepto de derivada. Con estas referencias previas nos
planteamos la siguiente pregunta de investigacion:

v' (En qué medida los estudiantes para profesor de matematicas identifican e interpretan la
comprension de los estudiantes de Bachillerato después de participar en un entorno de
aprendizaje disefiado ad hoc?

METODO
Participantes y contexto

Los participantes son 8 estudiantes de la Licenciatura de Matematicas matriculados en una
asignatura de Didactica de la Matematica en Educacion Secundaria dividida en dos bloques: un
bloque sobre analisis de la ensefanza y otro bloque sobre analisis del aprendizaje matematico. Uno
de los objetivos de esta asignatura es que los estudiantes para profesor empiecen a desarrollar una
mirada profesional sobre la ensefianza de las matematicas.

Diseiio del médulo de ensefianza

Para desarrollar la competencia docente de reconocer evidencias de la comprension de la derivada,
se disefio un modulo con siete sesiones de 2 horas de duracion (1 sesion por semana) (Figura 1).

En la primera y tltima sesion los estudiantes contestaron un cuestionario que tenian como objetivo
obtener informacion sobre su capacidad de observar el pensamiento matematico de los estudiantes
de bachillerato. Las otras cinco sesiones tenian como objetivo presentar informacion relativa a la
demanda cognitiva de las tareas y sobre las caracteristicas de la comprension del concepto de
derivada en estudiantes de bachillerato. En cada una de estas sesiones los estudiantes para profesor
(EPMs) con el apoyo de informacion tedrica resolvian en parejas tareas centradas en identificar los
elementos matematicos del concepto de derivada y la demanda cognitiva de diferentes problemas e
identificar caracteristicas de la comprension de la derivada en estudiantes de Bachillerato. Al final
de cada sesion habia una discusion en gran grupo donde se debatia sobre la tarea realizada.

Los cuestionarios

Los cuestionarios estaban formados por tres tareas cada uno (Figura 2) siguiendo la misma
estructura que investigaciones previas (Sanchez-Matamoros et al., 2012). El cuestionario inicial
constaba de 3 tareas, cada tarea consistia en las respuestas de un estudiante de 1° Bachillerato (16-
17 afios) a tres problemas de derivada en un punto. El cuestionario final constaba de 2 tareas, cada
tarea consistia en las respuestas de un estudiante de 2° Bachillerato (17-18 afios) a dos problemas de
la funcion derivada. Cada respuesta a los problemas de derivada iba acompaiada de extractos de
entrevistas en las que los estudiantes explicaban como los habian resuelto. Las respuestas de los
estudiantes que configuraban el cuestionario reflejaban diferentes aspectos de la comprension sobre
la derivada proporcionados por investigaciones previas. Los estudiantes para profesor tenian que
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responder a tres cuestiones en cada una de las tareas. Dos de estas cuestiones en el cuestionario
inicial fueron:

1. Describe como ha resuelto el estudiante X cada problema, indicando los elementos del concepto
de derivada utilizados y si el procedimiento usado es adecuado y por qué.

2. A partir de las descripciones de como el estudiante ha realizado los tres problemas, ;jes posible
identificar alguna caracteristica de como el estudiante X comprende el concepto de derivada?

v

v

Sesion 2

Elementos matematicos que configuran el
concepto de derivada en los modos
analitico y grafico

Sesioén 3 y Sesién 4
Anadlisis de tareas y niveles de demanda
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Sesion 1
Cuestionario Inicial
sobre la derivada de una
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Comprension de la derivada

o
3
=
3
45}
o
3
=
=
Q
=
8
O
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Analisis de respuestas dadas por
estudiantes de bachillerato a problemas de
derivada

Figura 1. Esquema del disefio del modulo de derivada
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Figura 2. Estructura de las tareas en el cuestionario inicial y final

En el cuestionario final las cuestiones planteadas a los estudiantes para profesor eran las mismas
excepto que hacian referencia a las respuestas a los dos problemas. Los problemas del cuestionario
inicial mostraban diferentes elementos matematicos del concepto de derivada de una funciéon en un
punto en los modos de representacion analitico y grafico que se habian mostrado relevantes en la
caracterizacion de la comprension de la derivada (figura 3). De esta manera el cuestionario
proporcionaba diferentes respuestas que mostraban diferentes niveles de comprension de la
derivada. Asi, el estudiante 1 usa elementos de la derivada de una funciéon en un punto solo en el
modo analitico (Nivel Intra). El estudiante 3 usa elementos de la derivada de una funcién en un
punto en el modo analitico y es capaz de usar la aproximacion numérica de la derivada de una
funcion en un punto a través de la expresion analitica como limite del cociente incremental pero
tiene dificultades en usar algunos elementos en modo grafico y/o establecer algunas relaciones
necesarias en algiin problema (Nivel Inter). Y finalmente, el estudiante 2 usa todos los elementos de
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la derivada de una funcién en un punto en todos los modos de representacion, relaciondndolos
cuando es necesario en la resolucion de los problemas (Nivel Trans).

A

P e - Estudiante 2 (E2)
Estudiante 1 (E1) | Mo s e aariss wumib \ |+ Modo: analftico-aproximacion numérica, grifico
s e + Modo: -aproximacion numérica \| , s Matemsticos: TVM. TVM = vendi

+ Elementos Matematicos: TVM, aproximacion numerica £(a) TV enx= 4 existencia ¢ igualdad tan«ent; ex{slenciaeivualdz;d ]in’theslaIergles

el 2

TVL f@=TVIenx=a T T /
, (2} ) —‘ /| limites laterales (derivabilidad x =a) J‘ / (iakhir=1

Figura 3. Caracterizacion de los niveles de la comprension de los tres estudiantes de Bachillerato usados para
disefiar el cuestionario inicial

Los dos problemas del cuestionario final también mostraban diferentes elementos matematicos del
concepto de funcion derivada en los modos de representacion analitico y grafico (figura 4) que
permitian ejemplificar niveles de la comprension de los estudiantes puestos de manifiesto por sus
respuestas (Figura 5). En este cuestionario, el estudiante 1 usa elementos de la funcién derivada en
modo analitico y no en modo grafico (Nivel intra), el estudiante 2 usa elementos de la derivada en
modo analitico y en modo grafico s6lo con caracter puntual (derivada de la funcién en un punto)
(nivel inter) mientras que el estudiante 3 usa todos los elementos de la derivada en los diferentes
modos de representacion (nivel trans) (Figura 6).

Problema 1 Problema 2

2x3 £ 2x4+a x<1 Dada la grafica de la funcion f. formada por las ramas
Sea f(x)= S Calculaay de parabolas

bx* +1 x=1

b para que f sea derivableenx =1

KT

= e T w e = = m e s m
y=x=1

a. Obtén los valores de £(3). £7(7). £(10). (14 ¥y
£°(15). Explicando cémo los obtienes

b. Realiza un esbozo de la grafica de £°. Explica como
lo has obtenido

Elementos Elementos
M1.1 Si f es derivable. entonces f es M21 f *(a) = pendiente de la recta tangente a la
continua funcién en x =a
M1.2 existencia e igualdad de los limites M22 si f derivable en x =—a. entonces f continua en
laterales de f > en x=1 sii f° continua x —a (negaciodén)
en x =1 M 2.3 Si x=a extremo o punto de inflexién de la
funcioén f, entonces f *(a)=0
M24 si f creciente, entonces £° =0, y si f
decreciente, entonces £~ <=0
M2.5 existencia e igualdad de los limites laterales

del cociente incremental (como proceso.
aproximacion a través de las tablas de valores)
para que exista f “(a)-

M 2.6 punto cuspide/ anguloso: si es f continua en
(a. b). derivable en (a., b)-{c}. v f cambia de
signo entorno a X=c entonces X=c es punto
anguloso o cuspide.

M2.7 operador derivada: Si f es una parabola.
entonces f° es una recta.

Figura 4. Elementos matemdticos en la resolucion de los problemas del cuestionario final
Analisis de datos

Los dos cuestionarios fueron disefiados para valorar antes y después del médulo como los EPMs
reconocian la comprension de la derivada viendo las respuestas de los estudiantes. Nosotros
analizamos de forma conjunta las respuestas de cada EPM a las dos primeras preguntas de los
cuestionarios (Figura 7) teniendo en cuenta los niveles de comprension de la derivada.
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Figura 5. Caracterizacion de los niveles de la comprension de los tres estudiantes de Bachillerato usado en

Figura 6. Cuestionario final: Respuestas del Estudiantes 3 a los dos problemas
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Figura 7. Esquema de andlisis
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Para realizar el analisis nos centramos en como el EPM describia la comprension del estudiante de
bachillerato del concepto de derivada y de qué manera usaba los elementos matematicos y los
modos de representacion del concepto para identificar la demanda cognitiva del problema.
Aplicando este procedimiento de manera sistemdtica a las respuestas dadas por los EPMs
identificamos lo que consideraban como evidencia de la comprension antes y después de participar
en el moédulo de ensenanza. En la fase 2 del andlisis comparamos los resultados obtenidos desde los
dos cuestionarios con el fin de generar descriptores del desarrollo. Estos nos permitieron
caracterizar tres niveles de desarrollo.

e Nivel bajo: cuando los EPMs consideran la comprension de los estudiantes como “todo o nada”.

e Nivel medio: cuando los EPMs identifican algunas caracteristicas de la comprension de los
estudiantes de bachillerato en relacion a algunos elementos matematicos.

e Nivel alto: cuando los EPMs identifican las diferentes caracteristicas de la comprension de los
estudiantes.

RESULTADOS

La tabla 1 muestra los cambios en la competencia de los EPMs de identificar e interpretar lo que es
relevante en relacion al comportamiento de los estudiantes de Bachillerato cuando resolvian los
problemas de derivada.

Tabla 1. Niveles de noticing

Cuestionario Inicial Cuestionario Final
° Baio AAC; SAP; JGM,;
9 ‘g :8 s J RLS; JMI; ABPG; SAP; ABPG (2)
G Es 23 ARP; MV (8)
T; .g P %é Medio (0) JGM; RLS; ARP; MV (4)
> o
“% 8F 0) AAC ; IMI (2)

El analisis de los cuestionarios inicial y final indica que en general la participacion en el modulo
mejord la competencia de reconocer la comprension, ya que 6 EPMs mejoraron en alguna medida.
Esta mejora estuvo vinculada a la manera en la que los EPMs identificaban como relevante como
los estudiantes de Bachillerato usaban las siguientes relaciones en la resolucion de los problemas,

- La relacion entre el limite del cociente incremental y el significado de la derivada como
pendiente de la recta tangente

- Larelacién entre la derivabilidad de la funcién y su continuidad, y

- La manera en la que se usaba la informacion obtenida desde la funcién o la funcion
derivada alrededor de los puntos de inflexion y el punto cuspide (entendido como la manera
de interpretar el comportamiento de la funcidon derivada para inferir informacion sobre el
comportamiento de la funcion)

Antes del modulo

En el cuestionario inicial los 8 EPMs se referian a la comprension de los estudiantes de Bachillerato
como “o todo o nada”. 5 de los EPMs reconocieron el uso de la TVM, la TVIen x =a y la TVI =
f'(a) indicando que los estudiantes conocian algunos elementos matematicos relativos a la idea de
derivada, sin embargo los EPMs no supieron relacionarlo con las evidencias de los otros
estudiantes. En cierto sentido, estos EPMs reconocieron las caracteristicas del nivel de comprension
intra de la derivada de una funcién en un punto identificando que las respuestas de alguno de los
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estudiantes indicaban que comprendian elementos matematicos aislados pero sin relacionarlo con
las evidencias de los otros estudiantes.

Los otros 3 EPMs relacionaron entre si la manera en la que los estudiantes de Bachillerato estaban
resolviendo los problemas y reconocieron los dos extremos de la comprension. Es decir,
identificaron que el estudiante 1 s6lo era capaz de usar la representacion analitica de los diferentes
elementos matematicos pero que tenia dificultades cuando la resolucion del problema implicaba
manejar la representacion geométrica y el paso al limite del cociente incremental en la
aproximacion numérica, y que el estudiante 2 podia usar adecuadamente estas ideas para resolver
los problemas. De esta manera, estos EPMs identificaron las caracteristicas de la comprension del
nivel intra y trans pero no lo que podria ser considerado una transicion entre estas dos formas de
comprender, que seria el comportamiento del estudiante 3 (inter).

Por ejemplo, JGM soélo reconoce las caracteristicas de la comprension de la derivada de una funcién
en un punto que se ponen de manifiesto en el modo analitico pero no infiere informacién del
comportamiento del estudiante de la aproximacién numérica y la necesidad de la igualdad de los
limites laterales. En consecuencia, solo identifica que el estudiante 1 (nivel intra) usa los elementos
matematicos TVM y TVI en modo analitico y se fija en los modos de representacion cuando
reconoce la dificultad que tiene este estudiante en el modo grafico y las tablas: “Ante las tres
respuestas considero que el alumno no tiene una buena compresion de la derivada no relaciona los
conceptos de TVM y TVI cuando se le pide las imdgenes de una funcion como su derivada no ha
sabido interpretar las grdficas ni tomar las funciones correctas. Tampoco sabe relacionar una
tabla de valores con la existencia o no de derivada en un punto”.

Esta respuesta es un ejemplo de como los EPMs no interpretaban los comportamientos de los
estudiantes de Bachillerato como rasgos de diferentes niveles de comprension de la derivada
haciendo mencion genérica a los elementos matematicos y sus relaciones.

Después del médulo

Después de participar en el modulo de ensefianza 6 EPMs fueron capaces de reconocer la existencia
de diferentes niveles de comprension de los estudiantes de bachillerato en alguna medida.

De esos 6 EPMs, 2 describieron e interpretaron las respuestas de los estudiantes de Bachillerato
apoyandose en la manera en la que los estudiantes usaban los diferentes elementos matematicos y
los modos de representacion para dar cuenta de los diferentes niveles de comprension. De esta
manera, estos dos EPMs reconocieron que las respuestas dadas por el estudiante 1 mostraban sus
dificultades en usar los significados de la derivada en modo grafico (nivel intra de comprension de
la idea de funcion derivada), que el estudiante 2 comprendia y usaba los elementos matematicos en
modo analitico y en modo grafico con caracter puntual (derivada de una funcidén en un punto)
cuando era necesario pero tenia dificultades en usar los significados geométricos con caracter global
(funcion derivada) (nivel inter de comprension de la idea de derivada). Finalmente, estos dos EPMs
fueron capaces de identificar al estudiante (estudiante 3) que no tenia dificultades en usar los
diferentes elementos matematicos del concepto de derivada en los diferentes modos de
representacion (nivel trans de comprension del concepto de derivada).

Por ultimo, 4 EPMs después del modulo de formacion solo identificaban algunas caracteristicas de
la comprension del concepto de derivada y no siendo capaces de describir claramente las
diferencias en el comportamiento de los estudiantes. Esta manera de proceder fue debido a que no
reconocian la diferencia en la comprension de los estudiantes que se ponia de manifiesto en su
diferente resoluciones cuando resolvian el problema que implicaba analizar el comportamiento de la
funcion alrededor del punto cuspide (cuestionario final, problema 2, comportamiento de la funcién
en x=14. En este sentido, al no reconocer la informacién que se podia derivar de la manera en la que
los estudiantes resolvian este problema les impidi6 interpretar de manera adecuada la respuesta
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dada por el estudiante 3 (nivel trans). El punto cuspide supone un maximo de la funcion sin cambio
de curvatura lo que obliga a establecer relaciones entre aproximaciones globales y puntuales, es
decir, pensar conjuntamente en el comportamiento de la funcion en intervalos y el comportamiento
puntual de la funcion (Baker, Cooley y Trigueros, 2000).

Por ejemplo, JGM en el cuestionario final hace un mayor uso de los diferentes elementos
matematicos al describir las respuestas de los estudiantes reconociendo las diferentes demandas de
cada uno de los problemas, sin embargo, no fue capaz de identificar la informacion relevante
procedente de la existencia del punto ctspide que explicitamente considera un maximo “ ... dice (el
estudiante) que no existe °(14) porque la derivada por la izquierda y por la derecha son positiva y
negativa respectivamente y no se da cuenta (el estudiante) de que si ocurre eso es porque en x = 14
hay un mdximo. Deberia haber utilizado ese elemento de la derivada que es global analitico”. De
esta manera, el hecho de que JGM confunda el punto cuspide de abscisa x=14 con un maximo
condiciona la interpretacion que realiza de la comprension del estudiante 3 (nivel trans) (figura 7).
JGM considera que: “En general este alumno tiene una comprension bastante aceptable aunque en
el ejercicio (problema) uno le falta asimilar algunos conceptos o elementos de la derivada al igual
que en el ejercicio 2 que parece que lo comprende (el estudiante) pero no ve que en un mdximo la
derivada es cero si este mdximo no viene dado por un trozo de funcion suave”.

CONCLUSIONES

Los resultados indican que el mddulo disefiado tuvo un éxito relativo en mejorar la capacidad de los
estudiantes para profesor para reconocer la comprension de la derivada puesta de manifiesto a
través de las respuestas a problemas por parte de estudiantes de Bachillerato. Después del modulo,
los EPMs se apoyaban en la identificacion de un mayor niimero de elementos matematicos lo que
les permitio a la mayoria de ellos superar planteamientos superficiales. Este resultado sugiere que el
desarrollo de esta competencia docente estd vinculado a centrar la mirada sobre aspectos que
puedan mostrar informacion relevante de la manera de proceder de los estudiantes de Bachillerato.
La capacidad de mira con mas detalle las respuestas de los estudiantes y de reconocer lo que es
relevante diferenciandolo de lo que es irrelevante para el aprendizaje se convierte en indicadores de
esta competencia. Finalmente, el hecho de que no todos los estudiantes para profesor que
participaron en este experimento de ensefanza fueran capaces de mejorar su competencia de
reconocer la comprension de los estudiantes muestra que su desarrollo es complejo y puede requerir
mas posibilidades de participar en este tipo de actividades.

Reconocimientos. Esta investigacion ha recibido el apoyo de los Proyectos I+D+i EDU2011-27288 del
Ministerio de Ciencia e Innovacion. Espana, y del Proyecto emergente GRE10-10 de la Universidad de
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