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Vorwort

Die Theorie zur Analyse von Zeitreihen oder stochastischen Prozessen ist teilweise
funktionalanalytisch gepriigt. Dies gilt z. B. fiir Arbeiten iiber reproduzierende Kern-
Hilbert-Réume, die man zu Prozessen definieren kann. Ahnlich geprigt ist der Aufbau
der sogenannten Karhunen-Loéve-Zerlegung, die Spektraltheorie stationiirer Prozesse
und das Konzept der orthogonalen Projektion als (im quadratischen Mittel) beste Vor-
hersage. Die vorliegende Arbeit mochte diesen Charakter der Theorie vertiefen, indem
sie moderne Methoden der Funktionalanalysis auf das Gebiet der stochastischen Pro-
zesse {ibertriagt und somit neue bzw. erweiterte Ergebnisse erzielt.

Die eingangs erwiihnten Themen stellen nur eine kleine Auswahl aus dem weiten
Feld der Zeitreihenanalyse dar. Dennoch skizzieren sie sehr gut die Schnittfliche zwi-
schen stochastischer Prozesstheorie und Analysis, auf welcher sich die vorliegende Ar-
beit bewegt. Dass es sich dabei um ein durchaus bedeutungsvolles und aktuelles Gebiet
handelt, sieht man an der Vielzahl von Veroffentlichungen, die sich damit beschéiftigen.

Die Anzahl allein an Lehrbiichern zum Thema Zeitreihenanalyse ist beachtlich, die
Referenzen [18], [5], [40], [6], [50], [16] seien als reprisentative Auswahl aufgefiihrt. In-
nerhalb der Lehrbiicher nimmt die Theorie zu stationéiren Prozessen wohl den grofiten
Teil ein, oftmals wird sogar von noch spezifischeren Annahmen iiber die Struktur der
Prozesse ausgegangen (Stichwort: ’ARMA-Modelle’). Stationaritéit vorausgesetzt, wird
das Werkzeug der Fourier-Analyse eingesetzt, um eine umfassende Untersuchung der
entsprechenden Zeitreihen durchzufithren. Ohne Stationaritéit scheinen die sehr spezi-
fischen Struktur- bzw. Modellannahmen unerlésslich zu sein, um #hnliche Ergebnisse
zu erzielen. Hier wird schon die Bedeutung von alternativen allgemeinen Zeitbereichs-
methoden ersichtlich, d. h. von Methoden, die allein iiber den Indexbereich (Zeit) des
Prozesses beschrieben werden kénnen.

Im Prinzip ist das Ziel der Analysen immer, die zugrundegelegte Struktur so gut es
geht herauszuarbeiten und nutzbar zu machen. Im Konkreten kann dies zum Beispiel
bedeuten, dass das Spektrum des Prozesses in einen geeigneten Filter zur Signaler-
kennung eingeht. Oder dass aus einer Datenreihe die Parameter des angenommenen
Modells geschitzt und dariiber zukiinftige Werte der Zeitreihe vorhergesagt werden.

Die Anfiinge der stationdren Vorhersage- bzw. Filtertheorie sind durch Wiener
(1949, [48]) und Kolmogorov (1941, [23]) gepriigt. Daneben hat Cramér (1961, [9] und
dortige Referenzen) zur entsprechenden Strukturanalyse (und moglichen Verallgemei-
nerungen) verdffentlicht. Die Zugéinge waren dabei stets von abstrakter, (Fourier-)ana-
lytischer Natur und driingten die stochastischen Aspekte in den Hintergrund, ohne
dass die erzielten Resultate an Aussagekraft verloren. Verallgemeinerungen zur Herlei-
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Vorwort

tung entsprechender Resultate ohne Stationaritéitsvoraussetzungen sind bis heute von
groflem Interesse. Dies sieht man z. B. an dem etwas jiingeren Begriff ’harmonisier-
barer Prozesse’ (vgl. z. B. Houdré (1990, [20])) und deren ’Spektralbereich’ (vgl. z. B.
Michélek und Riischendorf (1994, [31])), mit denen versucht wird, das Werkzeug der
Fourier-Analyse auf nicht-stationére Prozesse und ihre Vorhersage auszuweiten. Das
Fehlen einer auf diese Weise erweiterten, liickenlosen Theorie ldsst die angesprochene
Nachfrage nach Zeitbereichsmethoden weiter bestehen.

Eine dhnliche Situation zeigt sich auch auf dem damit verbundenen Feld der Dar-
stellungstheorie stochastischer Prozesse, dessen Ursprung den Arbeiten von Karhunen
(1947, [22]) und Loéve (1978, [28] und dortige Referenzen) zugeschrieben werden kann.
Die entwickelte Theorie, die auch in Lehrbiichern (z. B. [18], [50]) zu finden ist, ver-
lguft meist iiber elementare Isometrien zwischen dem Prozessraum und einem Raum
von quadratisch integrierbaren Funktionen'. Konkreter findet man die Ausfithrungen
fiir stetige Prozesse auf einem kompakten Intervall, bei welchen sich die Verbindung zu
Eigenvektorbasen entsprechender Integraloperatoren erdffnet (Mercers Theorem). Der
FEinfluss dieser Spektraltheorie positiver Operatoren auf die Darstellung stochastischer
Prozesse wurde jedoch nicht ausgeweitet. Im Gegenteil: Die Abzéhlbarkeit der Ortho-
normalbasis aus Eigenvektoren und die resultierende Entwicklung des Prozesses in eine
Reihe blieb bis heute zentral, z. B. in den Arbeiten von Kakihara (1988, [21]) oder
Pycke (2001, [41] und dortige Referenzen) und in vielen aktuellen Artikeln, die sich
dariiber die Moglichkeit zur Dimensionsreduktion oder Simulation zu Nutze machen.

Im Zusammenhang mit der Darstellungstheorie steht auch die Verwandtschaft zwi-
schen Prozessen und den zugehorigen hilbertschen Unterrdumen. Dieser analytisch ab-
strakte Zugang wurde durch Parzens Arbeiten (1967, [37]) publiziert, in denen er einem
stochastischen Prozess einen Kern-Hilbert-Raum (im Sinne von Aronszajn) zuordnete.
Dieser Raum von Funktionen auf der Zeitmenge erlaubt wiederum eine isometrisch
isomorphe Beschreibung des Prozessraums. Diese Theorie hat weniger Einzug in die
Lehrbiicher gehalten, findet sich aber z. B. bei Adler (1990, [1])? wieder. Die zu-
grundeliegende Assoziation eines Prozesses mit seiner Kovarianzfunktion und somit
des Prozessraums mit seinem reproduzierenden Kern-Hilbert-Raum gestaltet sich ele-
mentar, da jegliche topologische Struktur auf der Indexmenge ignoriert wird®. Dieses
Vorgehen ist bis heute in der Forschung tiblich.

In das oben gezeichnete Bild des Forschungsgebietes fiigen sich schliefflich noch
die Veroffentlichungen von Nuzman und Poor (2000, [33] und 2001, [34]) ein, in de-
nen Vorhersagetechniken und ein Zugang iiber Kern-Hilbert-Riume auf selbstédhnliche
Prozesse iibertragen werden.

Die angesprochenen Probleme und offenen Fragen lassen sich wie folgt (in umge-
kehrter Reihenfolge) zusammenfassen:

(1) Wann immer ein zu einem Prozess gehoriger hilbertscher Unterraum untersucht
wurde, spielte die topologische Struktur der Indexmenge keine Rolle, da stets die dis-
krete Topologie angenommen wurde. Dies hat zur Konsequenz, dass der zugehorige
Prozessraum als reproduzierender Kern-Hilbert-Raum im Sinne von Aronszajn un-
tersucht wurde. Die vorliegende Arbeit analysiert, inwieweit ein Festhalten an der
topologischen Struktur des Indexbereichs eines Prozesses moglich ist, und welche Aus-

wirkungen dies auf die Konstruktion und die Eigenschaften des Prozessraums hat.
1
2

Dieser wird meist Spektralbereich genannt.

Hilbert-Réume mit reproduzierendem Kern finden sich in anderer Form auch im Zusammenhang mit dem
Gesetz vom Iterierten Logarithmus (vgl. Ledoux und Talagrand (1991, [27])).

3 Die Arbeit von Meidan (1979, [29]) scheint die einzige Ausnahme zu sein.
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Vorwort

Die zentrale Rolle des Indexbereichs wird in Form eines hilbertschen Pivotraums
topologisch beriicksichtigt und eine neue Interpretation einer Kovarianzfunktion als
verallgemeinerte Funktion wird erforderlich. Die dann entwickelte, allgemeine Ein-
bettungstheorie konstruiert in diesem erweiterten Rahmen den zu einem Prozess ge-
horigen hilbertschen Unterraum. Es kann gezeigt werden, dass eine 'reproduzierende
FEigenschaft’ weiterhin besteht.

(2) An die Angabe von hilbertschen Prozessrdumen schliefen sich unmittelbar Fra-
gen nach (hilbertschen) Basen fiir diese Réume sowie nach entsprechenden Konstruk-
tionsverfahren an. In den meisten Artikeln wird diese Problemstellung auf die Dar-
stellung des Prozesses mittels eines abzidhlbaren Orthonormalsystems reduziert. Die
entsprechenden Konstruktionsverfahren laufen iiber elementare Isometrien innerhalb
der Hilbertrdume. Die vorliegende Arbeit untersucht, wie durch moderne Zerlegungs-
techniken fiir hilbertsche Unterriume Basen und Konstruktionen neuerer (insbesondere
kontinuierlicher) Art fiir den gesamten Prozessraum hergeleitet werden konnen.

Im Ergebnis werden zwei allgemeine Zerlegungsverfahren angegeben: Bildzerle-
gungen und Spektralzerlegungen. Beide unterliegen keiner Abzihlbarkeitsbedingung,
erweitern das iibliche Vorgehen und ermoglichen eine Darstellung des Prozesses. Es
zeigt sich jedoch, dass die Bestimmung der Koeffizienten fiir die Prozessdarstellung im
Kontinuierlichen um ein Vielfaches schwieriger ist als im Diskreten.

(3) Die lang bekannte Karhunen-Loéve-Entwicklung bezieht sich im Prinzip auf das
iibliche Verfahren mittels Isometrien und ist von dhnlich abzéihlbarem Charakter, wie
oben beschrieben. Allerdings wird die Entwicklung iiber die Spektraltheorie spezi-
eller, positiver Kernoperatoren hergeleitet. Die vorliegende Arbeit klért, inwiefern eine
verallgemeinerte Fassung mittels unbeschrinkter Operatoren moglich ist.

Die entwickelte, allgemeinere Theorie charakterisiert den (hinreichenden) Einfluss
der Spektraltheorie positiver Operatoren auf das entsprechende (Spektral-)Zerlegungs-
verfahren und iibernimmt damit die Rolle von Mercers Theorem in den bisherigen
Arbeiten. Dariiber hinaus offenbart der beschriebene Zugang (natiirliche,) notwendige
Bedingungen, um die Spektralzerlegung in diesem Sinne im allgemeineren Rahmen
vollstindig zu formalisieren.

(4) SchlieBlich spielen Zerlegungen in der Vorhersage stochastischer Prozesse eine
wichtige Rolle. Meist wird hierbei durch einen Fourier-analytischen Aufbau der Zeit-
bereich nicht klar in Verbindung mit der Zerlegung gebracht. Die vorliegende Arbeit
analysiert, wie durch eine Interpretation innerhalb des Zeitbereichs eine Vorhersage-
zerlegung allgemein charakterisiert werden kann, um damit diesen Zugang auf weitere
Prozesse (ohne Spektralformalismus) anwendbar zu machen.

Die gefundenen Prediktionsverfahren offenbaren ein allgemein zugrundeliegendes
’Gram-Schmidt-Prinzip’. Formeln in der entsprechenden Zerlegung werden hergeleitet
und in Verbindung mit bisherigen Ergebnissen gebracht. Dariiber hinaus werden Be-
dingungen untersucht, unter denen diese Formeln in Linearkombinationen des Pro-
zesses umgewandelt werden konnen. Eine enge Verwandtschaft mit der Cholesky-
Faktorisierung zur Losung von linearen Gleichungen wird gefunden.
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Aufbau und Notationen

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in vier Kapitel mit Unterabschnitten. Im ersten
Kapitel werden die erforderlichen analytischen Begriffe und Werkzeuge zur Zerlegung
von hilbertschen Unterrdumen aufgefiihrt bzw. entwickelt. Die Fragestellung, wie sto-
chastische Prozesse in diesen analytischen Rahmen eingebettet werden kénnen, wird im
zweiten Kapitel diskutiert. Gegenstand des dritten Kapitels sind dann die Ausfithrun-
gen zur Zerlegungstheorie fiir unterschiedliche Klassen von Prozessen. Im abschlieflen-
den Kapitel 4 wird die Anwendungsrelevanz der entwickelten Theorie spezifisch fiir die
Vorhersageproblematik von Zeitreihen untersucht. Detailiertere Beschreibungen der
jeweiligen Inhalte finden sich zu Beginn jedes Kapitels.

Bei Verweisen iiber Abschnittsgrenzen hinweg werden alle Nummerierungen ange-
geben. So verweist 'Hauptsatz 1.5’ auf den (einen) Hauptsatz aus Abschnitt 5 des
ersten Kapitels. Bestehen mehrere Ausfiithrungen gleicher Art in einem Abschnitt, so
werden sie innerhalb dieses Abschnitts nummeriert, und diese letzte Referenzzahl wird
bei Verweisen mit angegeben. 'Lemma 3.4.2" verweist demnach auf das zweite Lemma
in Abschnitt 4 des dritten Kapitels.

Bei Referenzen innerhalb eines Abschnitts wird auf Angabe von Kapitel und Ab-
schnitt verzichtet. Innerhalb eines Abschnitts mit nur einem Satz aber mehreren Bei-
spielen wird darauf durch 'Satz’ oder 'Beispiel 2’ verwiesen.

Die Notationen in der vorliegenden Arbeit orientieren sich im Wesentlichen an
denen von Portenier (2002, [38]). Einige héufiger benstigte Bezeichnungen sollen nun
zusammengefasst werden:

Prozesse werden in der vorliegenden Arbeit mit groflen griechischen Buchstaben
(meist =) bezeichnet. Gelegentlich wird auch der Buchstabe X, bei der Brownschen
Bewegung der Buchstabe B gewiihlt. Als Indexmengen (Zeitbereiche) fiir Prozesse
werden lokal kompakte (topologische) Riume zugelassen. Diese sollen stets hausdorffsch
sein und werden mit Schrifttyp 'Bold’ (T oder X) notiert. & (T) steht fiir das System
aller kompakten Mengen in T. Funktionen auf diesen Riumen werden meist mit f
bezeichnet - der Platzhalter ¢ kennzeichnet den Einsatz von Variablen. So steht z. B.
f - E, als Abkiirzung fiir die Abbildung

Die topologische Betrachtungsweise erlaubt Radon-Integrale (Pivotmafle) darauf
zu wihlen, die hier meist mit kleinen griechischen Buchstaben (u, v, oder o) bezeich-

net werden. A steht fiir das Lebesgue-Integral, e, oder 6, fiir Dirac-Mafe. Der Ausdruck
'fast-iiberall’ wird durch f.i. abgekiirzt, 'fast alle’ durch f.a.. Rdume von quadratisch
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Aufbau und Notationen

integrierbaren Funktionen werden durch L? (1) oder - falls das Maf} klar ist - durch
L2 (T) notiert. L () steht fiir den Vektorraum aller lokal p-integrierbaren Funktio-
nen.

Allen Vektorrdumen der vorliegenden Arbeit liegt stets der Korper K zugrunde,
der repriisentativ fiir die reellen bzw. komplexen Zahlen R bzw. C steht. Lokal
konvexe Hausdorff-Rdume werden mit F' (oder F) bezeichnet und ihr topologischer
(Semi-)Dualraum, d. h. der Raum aller stetigen (Semi-)Linearformen auf F', mit FT.
Die Semidualitit zwischen F' und F'' schreiben wir durch Klammern { |) in der Form

FxFl—K:(,0) — @ |T) =T (3) .

Sofern nichts Anderes angemerkt wird, sei auf F stets die schwache Topologie o (FT, F)
angenommen. Soll dies verdeutlicht werden, schreiben wir F.

Typische lokal konvexe Réume sind D (Ri), der Raum aller C(*) (]Ri)—Funktionen
¢ auf R*. mit kompaktem Tréiger suppp = {t € R% | ¢ (t) # 0}, K(T), der Raum aller
stetigen Funktionen mit kompaktem Triger!, oder auch S (R"™), der Schwartz-Raum
der rasch fallenden C* (R")-Funktionen. Der Dualraum von K (T) ist M (T), der
Raum aller Radon-Mafle auf T, und die entsprechende Semidualitét ist

K (T) x M(T) — K (o) — (el i= | 5Tn(0)

Mit £ (F, E) wird der Vektorraum aller stetigen linearen Abbildungen von F' nach
E bezeichnet und Ker L steht fiir den Kern {¢ € F' | Ly = 0} einer solchen Abbildung
L € L(F, E). Die zu einer solchen Abbildung L gehorige Adjungierte wird mit LT, die
Einschrankung auf einen Unterraum U C F' wird durch Ly gekennzeichnet.

Hilbert-Rdume schreiben wir in calligrafischen Buchstaben wie H, G, V oder X.
Bei Adjungierten von unbeschrinkten Operatoren in Hilbert-Raumen wird T durch *
ersetzt, so dass G* : D (G*) — H fiir die Adjungierte eines Operators

G:D(G)— ¢

(mit Definitionsbereich D (G) C H) steht. Hilbert-Rdume sind in kanonischer Semi-
dualitéit zu sich selbst vermoge des Skalarprodukts

HxH—K:(&§n) — (& n)y

und konnen dariiber ebenfalls mit einer schwachen Topologie versehen werden - wir
schreiben ‘H,, dafiir. Orthogonale Komplemente von Teilmengen U C ‘H sind durch

Ut :={¢eH | (&n) =0 firallenec U}

definiert. Fiir orthogonale Zerlegungen von Riumen nutzen wir 629 oder das quadrati-
sche Summensymbol H.

Bei hilbertschen Unterrdumen prizisiert man den Oberraum oft durch Angabe der
kanonischen Injektion At : H «— Ff oder v : V < Et, die zu hilbertschen Unterrsiumen
gehorigen Kerne werden mit Kleinbuchstaben (wie h, g, k oder v) notiert. Die Menge
solcher Kerne ist gerade der konvexe Kegel £, (F F T) der hermitesch-positiven, ste-
tigen und linearen Abbildungen von F in seinen (topologischen Semi-)Dualraum F'.
Ausfiihrlichere, bei Portenier (2002, [38]) vorgestellte Informationen zu hilbertschen
Unterrdumen findet man auch in Abschnitt 1.1 zusammengefasst.

* Trigt T die diskrete Topologie, so schreiben wir K™ statt K (T) fir den Raum aller Funktionen auf T
mit endlichem Triger.
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Einleitung

Zur Motivation und auch zur Gewshnung an die Notationen soll nun das Beispiel
der Brownschen Bewegung diskutiert werden, welches sehr gut die eingangs erwihnte
Schnittfliche analytischer und stochastischer Prozesstheorie verdeutlicht. Der Aufbau
orientiert sich an dem der eigentlichen Theorie.

Einbettung der Brownschen Bewegung

und ihr (reproduzierender) hilbertscher Unterraum

Der vorliegende Zugang sieht die Brownsche Bewegung (Bt)teR*+ als eine Familie

von quadratisch integrierbaren Zufallsvariablen. Man konnte also B; € L2 (P) schrei-
ben und mit P das zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsmafl bezeichnen. Da jedoch
genau dieser Wahrscheinlichkeitsraum praktisch immer verborgen bleibt, und zur Ent-
wicklung der Theorie einzig die Kovarianzstruktur wesentlich ist, abstrahieren wir zu
einer Familie (Bt)teRi C X mit einem Hilbert-Raum X. Die Kovarianzfunktion der

Brownschen Bewegung ist dann durch das Skalarprodukt
¢c: Ry xR — R:(s,t) — (By| B;) = E (Bs - B;) = min (s, 1)

als Minimumfunktion gegeben. Durch praktische Griinde motiviert und fundamental
fiir die vorliegende Arbeit ist, dass der Prozess nur durch seine Kovarianzstruktur
'modelliert’ wird, d. h. durch die stetigen Funktionen

(Bo|m) : Ry — K:t—— (Byn) ,neX.

Um einen geeigneten Rahmen zu finden, in welchem diese "Modellierung’ sinnvoll
eingebettet werden kann, wéhlen wir das Lebesgue-Integral Ag- als Radon-Integral

(PivotmaB) auf R} und betrachten D (R%), den Raum aller (komplexwertigen) C(*°)-
Funktionen ¢ auf R* mit kompaktem Tréger supp ¢. Fiir n € X' ist durch (Bs|n) - Ar+
ein Maf} mit (stetiger) Dichte wohldefiniert, welches mittels

o (o] (Blm) - da ) = [ B0 (Bl at

.
als stetige (Semi-)Linearform auf D (IR%) aufgefasst werden soll. Die Abbildung

o] X—>D(]R*+),:n»—> (B<>|T])'/\Rjr

X



Einleitung
ist somit wohldefiniert und wegen

< lle - flepll - Vidt

supp ¢

/R B(0)- (Bn) - dt

*
+

stetig. Als Bild von & unter der Modellierung |o] erhélt man nun Zufallsvariablen als
Elemente des hilbertschen Unterraums

G:=|X]—D(R:)

mit Kern

o (/R (B.|B)) - o (1) dt) e = (

Man kennt die Elemente von G apriori nur in dem Sinne, dass sie im Wesentlichen
durch Mafie mit Dichten der Gestalt ( B,|n) gegeben sind. Nach Konstruktion ist

B, :=|B;] = (Bs| By) = min (o,t) fiir allet € R} .

g'g:=1loolo]' : D(R}) — G — D (R})'

min (o, 1) - p (t) dt) ARy
& Ry

Als Fazit stellt der Oberraum D (]R’jr), der stetigen (Semi-)Linearformen auf D (R?)
einen sinnvollen Rahmen zur Definition der Elemente By, t € R, als verallgemeinerte
Funktionen dar. In diesem Sinne ist die reproduzierende Eigenschaft v = (B.| ), fiir
alle v € G natiirlich.

Darstellung und Bildzerlegung des Brownschen Prozessraums

Man findet nun, dass durch
w:D(R}) — L*(R}) :(p»—>/ @ (t) dt
ein schwach stetiger Operator in L2 (ARi) definiert wird, dessen Adjungierte durch
w': L? (RY) —>D(]Ri)’ : ni—>/ n(x) dz
0
bzw. durch
iod
w* : D (w*) — L2 ()\R:) :77»—>/ n(z) dx
0

auf D (w*) = {77 eL?(Ry) ‘ fon(z) de € L? (/\R*+> } gegeben ist. Nun besitzt w nur

Bilder in K (R, ), dem Raum aller stetigen Funktionen auf R, mit kompaktem Tréger.
Fiir alle ¢ € D (R%) und alle Mae p € M (R;) = K (R,)" gilt auBerdem

[ ([ ) e

V:D(R,) — K(Ry): ¢ — wp

(0P py | =

< lleplloo - 11l ([0, sup (supp @)])

so dass

wohldefiniert und (schwach) stetig ist. Ublicherweise unterscheiden wir nicht zwischen
einer Funktion (z. B. ¢ € K (R, )) und ihrer zugehorigen Klasse (z. B. [¢] € L? (R})),



Einleitung

sondern schreiben
VKR — L (Ry):pr— ¢
fiir den kanonischen Kern des hilbertschen Unterraums L? (R,) — M (R,). Es gilt

! (/() )) 2 -+

(Voo = (o[ v)
S Ao [ ([ ) s

- /so () - (/ min (s, 1) - ¢ () dt) ds = (2 19'90)p(zs) -
Die Gleichheit VivfoV = ¢tg zeigt, dass G — D (Ri)/ das Bild von
L*(Ry) — M(Ry)

unter
Vi M(Ry) — D (R) o p([0,0]) - Ary
ist, d. h.

G=V(L*([Ry)) = { /005 € AC (RY)

={y€ AC(R}) | 7(0) =0 und 9y € L*(R,) }
mit dem Skalarprodukt

£el? (R+)} =

<0|v>g=/ -0 .
R

Die reproduzierende Eigenschaft zeigt sich wieder durch die einfache Rechnung
(Bl = [ 9B.-07= [ tog-0n=7.
R, Ry

Insbesondere kann man die triviale, direkte und eindimensionale Zerlegung
®
L2 (R+) = / K cEx dﬁlf in M (R+)
R}
mittels der Dirac-Integrale (Punktmafe) e,, z € R%, unter V1 zu
®
6= [ K-Vle,dr inD(R})
RY

abbilden. Dabei bleibt die Direktheit erhalten, da VT injektiv ist. Man kann sogar VT

in den Dirac-Maflen auswerten und erhalt

@
G=| K-O,dx inD(R})
R}

mit
0, :=Vle, = lpor day €D (RY) firz €RY .

x1
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In dieser Zerlegung bestimmen sich die Koeffizienten® von Bj, s € R* , mit Hilfe von
Fubini und der reproduzierenden Eigenschaft geméif

<¢/;h%N@'@ﬂm>=i/th@‘W@NHdm:/&M4@W(lf¢)dmz

— [ [ t0at(e) Yo @) Pt de = [ 570 - min () dt =77 (5) =

= (g¢| Bs) = (¢|Bs) fiir alle p € D (R%)

zu E\S == 1]0,3[-
AbschlieBung des Brownschen Prozesskerns

Das neben Bildzerlegungen erarbeitete Konzept der Spektralzerlegung stellt den
Pivotraum

h'h: D (Ri) — L2 (ARi) “Agy — D (R:)/ PP @ ARy

in den Mittelpunkt und greift im konkreten Fall der Brownschen Bewegung z. B. auf
den oben angefiihrten adjungierten Operator

O O
w*: D (w*) = {n € L? (R") / n€L? (ARQ } 12 (Am) ;UH/ 0 (x) dr
0 0
zuriick. w* ist der inverse Operator zum abgeschlossenen Ableitungsoperator
0: 1P (Ry) — o (M (R})) : € — o€,

welcher dicht in L? ()‘Ri> auf dem Sobolev-Teilraum

HY (Ry) == {€ € AC(RY) | €06 € L? (R}) und & (0) = 0}
definiert ist. Insbesondere ist w* dicht definiert, injektiv und mit dichtem Bild H{" (R (R%)

in L2 (ARi) Es folgt, dass w abschliebar ist mit injektivem Abschluss W :=w = w**.
Dessen Inverse ist durch den auf dem gesamten Sobolev-Raum

HO (R7) = {€ € AC (RY) |06 € 1 (R)) } € L2 (RY)
definierten und zu 0 adjungierten Operator
o HW(Ry) — 0" (KW (Ry)) :n+— 0™

gegeben. Damit erhiilt man die Charakterisierung des Definitionsbereich von W als
Bild
D (W) =0 (HY (R})) =
— {5 cL? (/\Ri) ‘ ¢ uneigentlich integrierbar mit / £ el? (Ri) } =
<&

:{geLQQRi) ‘HCEK: (c+/0<>£> eLQ(R”;)} :

5 Man sagt auch Parseval-Représentant.

xii
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sowie die Abbildungsvorschriftt

W¢ = oo_f bzw. sz—(c—l—/Oﬁ).
0

<o

Offensichtlich ist D (R%) = D (w) dichter Teilraum von D (W) und es gilt Wh = w.
Insbesondere ist Wh schwach stetig mit (W) (L2 (Ry)) = G. Uber diese Gleichung,
die man auch in der Form wiw = g'¢ schreibt, lisst sich die AbschlieBbarkeit von w
auf die von g zu einem Operator G in L2 (/\Ri) mit Werten in G iibertragen. Dar-
iiber hinaus gilt D (G) = D (W) - oder dquivalent dazu G*G = W*W - aufgrund der
Dichtheit von D (R%) in D (W).

Spektralzerlegung des Brownschen Prozessraums

Die Spektralzerlegung (siche z. B. Portenier (2002, [38]))
@
L* (RY) = / C-2sin(2r)0) dA in D (R})’
R
des ’Dirichlet-Operators’ 9*0 = 47? - Ap als Multiplikationsoperator 2y jiq2 liefert
sofort die zur Inversen G*G = W*W gehorige Spektralzerlegung

GG=7_1 :{— %-E(A)-QSHI(QTF)\O) A,

472.]id|2 R% 472 . ’)\|

wenn dabei E den Parseval-Reprisentanten von £ bezeichnet. Die vorliegende Arbeit
wird zeigen, dass allgemein in einer solchen Situation der zugehorige Prozessraum eben-
falls direkt in

S
2 2
R* 472 - |>\’
zerlegt wird. Fiir die Koeffizienten bzw. den Parseval-Reprasentanten von By, s € R,
wertet man ¢ € D (R%) mit dem Integral von Zsin(mos) ¢ 2 ()‘Ri> mittels Fubini und

27 [0

G = : ((C - 2sin (27‘(’/\0)) dA

reproduzierender Eigenschaft aus

<90 /°° 2sin (2mAs) - QSi2n (2mAo) d)\> _ /°° 2sin (27As) - (o \QSin (2mAo)) I\ —
0 472 - | Al 0 472 - )|

:/ M/ 2(0) - 25in (2r\t) di d\ =
0 47'('2')\’ 0

[ —= [ 2sin(27)s) 2sin(27)t) B
_/o () /0 27\ 2\ ardt =

~ | %W min(s.0) dt =506 = (901 B) = (1B.)

und erhélt E\S = %2':‘05) Man vergleiche diese Ausfithrungen mit den entsprechenden

von Karhunen (1947, [22], Abschnitt 30, 3°).

5 Die Bezeichnung j:x}*.ﬁ soll dabei darauf hinweisen, dass es sich um ein uneigentliches Integral handelt.
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Vorhersage der Brownschen Bewegung

Von den vorgestellten Zerlegungen des Brownschen Prozessraums bietet sich die
Erstgenannte zu Vorhersagezwecken sehr gut an. Man findet nédmlich fiir beliebiges
a > 0, dass das abgeschlossene lineare Erzeugnis aller Bg, 8 € |0, , durch

in(Bpy)= | K-O,dr inD(R)
10,0

zerlegt ist. Die Inklusion lin (B}O,a]) C f]o,a]K - O, dz ist dabei eine unmittelbare
Konsequenz aus 1y g € L?(]0,a]) fir alle § € ]0,a]. Umgekehrt gibt es zu einer
Funktion f € L2(]0,a]) C L?(R%) eine Folge von Treppenfunktionen (fi),oy mit
Trigern in |0, a| derart, dass limy f, = f in L2 (Ri) Genau wie jedes einzelne fj
endliche Linearkombination von Funktionen der Gestalt 1) 5 mit 0 < 3 < « ist, ist
[ fi (z) - ©, dz endliche Linearkombination von Bg mit 0 < 3 < . Danach muss der
Grenzwert [ f () - ©, dz ebenfalls in lin (Bjg4)) liegen.

Als Vorhersage der Brownschen Bewegung B, zu einem Zeitpunkt 7 € R*, gegeben
ein Zeitbereich |0, ], dient wie iiblich die im quadratischen Mittel beste Approximation
von B, durch den erzeugten Raum lin (B}()?a]). Diese lineare Projektion von B, auf

lin (B]O,a]) ist nun trivialerweise durch

PoaBe = [ Biw)Ocdr= [ Loq(e)-0.do -
10,0] 10,¢]

- /1]0,min(o¢,7-)[ (I) ’ @1‘ dr = Bmin(oz,T)

gegeben. Dasselbe Ergebnis stellt sich natiirlich auch durch eine kurze Argumentation
iiber die Unabhéngigkeit der Zuwichse ein, die obige Konstruktion greift darauf jedoch
nicht zuriick.
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Kapitel 1

Abschlie3bare Kerne und

Testraume

Ziel dieses Kapitels ist es, die funktionalanalytischen Grundlagen und Methoden
bereitzustellen bzw. zu entwickeln, die spéter zu Ergebnissen in der Theorie von (sto-
chastischen) Prozessen fiihren werden.

Zentral ist dabei die Theorie der hilbertschen Unterrdume, insbesondere ihrer Zer-
legungen. In einem einfithrenden Abschnitt werden die wichtigsten Begriffe zusammen-
gestellt. Die Formulierung ist dabei, wie auch im gesamten Kapitel, im Wesentlichen
an die von Portenier (2002, [38]) angelehnt.

Ein Konzept, welches die vorliegende Arbeit verwendet, ist das der Bildzerlegung.
Hierbei wird der zu untersuchende Raum mittels eines beliebigen, bereits zerlegten
Bezugsraums wiederum zerlegt.

Die Rolle des Bezugsraums wird daraufhin weiter ausgebaut. Unter Beriicksichti-
gung dieses sogenannten 'Pivotraums’ wird eine zweite Methode zur Zerlegung eines
hilbertschen Unterraums spezifiziert: die Spektralzerlegung. Am Anfang der Entwick-
lung steht dabei das Problem der Abschliebarkeit des zugehorigen Kerns bzgl. des
"Pivotkerns’.

Schliellich werden die Begriffe "Testraum’ und ’verallgemeinerte Funktionen’ zur
Verfiigung gestellt, die fundamental fiir die Ubertragung der entwickelten Theorie auf
Prozesse sein werden.

In diesem Kapitel seien £ und F' lokal konvexe Hausdorff-Riume.
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1.1 Einfiihrung zu hilbertschen Unterrdumen

Die Inhalte dieses Abschnitts sind aus Portenier (2002, [38]) entnommen.

DEFINITION 1 Sei H ein Untervektorraum von FT | der mit einer Hilbert-Raum-
struktur versehen ist. Wir schreiben H — FT und bezeichnen dies als einen hilbertschen
Unterraum von F' | falls die kanonische Injektion j : H < F' stetig ist. Die stetige
lineare Abbildung

h:=jj': F — H, — FT

heit dann Kern von ‘H — FT .
Da j nur die kanonische Injektion von H in F'T ist, bezeichnet man mit A auch die
stetige lineare Abbildung

h:=j41:F—™H,

und nennt diese ebenfalls Kern von H < F' . Dann ist j = A" und der Kern als
Abbildung von F nach F' ist hfh .
Mit Hilb (F T) wird die Menge der hilbertschen Unterriume in FT bezeichnet.

LEMMA 1 SeiH ein Untervektorraum von FT , der mit einer Hilbert-Raumstruktur
versehen ist. H — FT ist genau dann ein hilbertscher Unterraum, wenn eine Abbildung
h: F' — 'H derart existiert, dass

(0] &)p = (hpl &)y fiir alle p € F und § € H
gilt. In diesem Fall ist h der Kern von H — F' .

Der folgende Satz kann als Eindeutigkeitssatz fiir hilbertsche Unterrdume inter-
pretiert werden.

SATZ 1 Sei H — F' ein hilbertscher Unterraum mit Kern h .

(i)  Der Untervektorraum h (F) ist dicht in H , und H ist die Vervollstindigung von
h(F) bzgl. des Skalarprodukts (hep| h) ey = (b)), 0 € F .

(ii) Sei & € FT . Genau dann ist ¢ € H , wenn eine Konstante ¢ € Ry mit

(ol &) < c-(plhp)?  firalle p € F

existiert. In diesem Fall ist ||€||;, = SUD,ep onpy<1 [{¢]€)| die kleinste Konstante mit
dieser Eigenschaft.
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KOROLLAR 1 FEin hilbertscher Unterraum ist eindeutig durch seinen Kern be-
stimmt. Fiir Kerne h und g der hilbertschen Unterriume H,G — FT gilt genau dann
|holls = llgellg fir alle o € F', wenn H = G gilt.

DEFINITION 2 Seien H — F' und G — FT hilbertsche Unterriume mit Kernen
h bzw. g . Wir schreiben G < H , falls gilt:

GCH und G <— H ist stetig mit Norm <1 .

SATZ 2 Seien H,G € Hilb (FT) . Genau dann ist G < H , wenn g < h gilt, d. h.
wenn

(¢l gp) < (@l hy)  fiir alle p € F
gilt.

BEMERKUNG 1 Ist ® € £ (ET, F T) und V — ET ein hilbertscher Unterraum in
E" mit Kern v , dann ist

<I>|V:<I>1)JF:V—>FT
eine Bijektion zwischen
Ker (®)"" = (VN Ker @)Y

und @ (V) . Man versieht diesen Bildraum mit dem transportierten Skalarprodukt

, 1y
(RE] D)y := (€] n)y,  fiir alle &, n € Ker (Pp) " .
Ein £ € V mit ®¢ = ¢ heifit Reprdasentant von ¢ € ® (V) . Der eindeutige Reprisentant

¢ € Ker (q)IV) Y Wwird mit CDE}C notiert und heif3t Parseval-Reprisentant von . Die
Abbildung

(Dﬁ}:Cr—>CI)‘;1C:<I)(V) %
heift dementsprechend Parseval-Abbildung.

HAUPTSATZ 1 Es gelten die Notationen aus Bemerkung 1.
(i) ®(V)— FT ist ein hilbertscher Unterraum mit Kern ®v®' . Genauer gilt:

¢y = mineev.e=c 1€l = |[€57¢]|

fiir alle ¢ € ®(V) , die Parseval-Abbildung ist eine Isometrie, und QD‘;}(IDW 18t die
Orthogonalprojektion auf Ker (@n;) Y

(ii)  Fiir alle ¢ € E ist v®Tp € V der Parseval-Reprisentant von ®v®dTy . Weiterhin
gilt firé,meV

(®¢] q”?)@(v) = (&ny .
sofern eines der Elemente &, ein Parseval-Reprisentant ist.
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BEMERKUNG 2 Uber dieses Verfahren lassen sich viele hilbertsche Unterriume

konstruieren, wie z. B. Summen von hilbertschen Unterriumen oder gestreckte hil-

bertsche Unterrdume’.

Auch der Existenzbeweis von Schwartz basiert auf Bildern von hilbertschen Unter-
rdumen, was im Folgenden kurz skizziert werden soll.

Fiir einen Kern k € £, (F, FT) versehen wir den Quotientenraum Fj, := F/ Ker (k)
mit dem Skalarprodukt, das von der quadratischen Form

k:FxF—K:(p,1)— (plkt)p = (ko| k),

induziert wird. Mit 1/7; sei die Vervollstindigung von Fj, bezeichnet. Ist die kanonische
Abbildung

Upipr— o+ {y | (@k) =0} : F — B — F
—\ T
stetig (bzgl. der Mackey-Topologie auf F' ) mit dichtem Bild, so ist K := \IIITC ((Fk> ﬂ)

—~\ T
ein hilbertscher Unterraum in T mit Kern & und der Operator ‘I’L : (Fk>g — K ist

unitér. Der Index an W wird ausgelassen, wenn sich der Kern aus dem Zusammenhang
klar erschlieflen lisst.

An diese Bemerkung schliefit sich der folgende Existenzsatz fiir hilbertsche Unter-
réume an.

HAUPTSATZ 2 Zu jedem hermitesch positiven Kern h € L, (F, F T) , fir den

v — (¢ hgp>% stetig ist, existiert genau ein hilbertscher Unterraum H — F1 mit
Kern h .

Die Abbildung ker : H —— h ist ein wachsender, injektiver Morphismus von
Hilb (FT) in den geordneten Kegel L (F, FT) . Ist F' tonneliert, so ist ker ein Iso-
morphismus.

Des Weiteren ist fiir ® € L (EL, F}) durch

®: Hilb (E") — Hilb (F) : V+— @ (V)
eine wachsende lineare Abbildung wohldefiniert.

Zerlegungen von hilbertschen Unterrdumen werden bzgl. eines positiven Radon-
Integrals o € M (A) iiber einem topologischen Hausdorff-Raum A konstruiert. Dazu

sei eine Familie H : A — Hilb (F T) hilbertscher Unterrsiume in FT gegeben mit

zugehorigen Kernen hiA—s L, (F, FT) . Die Norm und das Skalarprodukt auf H (A)
sei durch [|-[|, = [[[z und (+[)y = (-] )5, notiert.

DEFINITION 3 Fiir alle Abbildungen ¢ : A — FT definiert man
Il = 1€l = A == 1IC NIy = SUPep glagryey<r (LI C D] A — Ry

T Mit Letzteren zeigt man, dass es auf einem Untervektorraum von F' hochstens eine Hilbert-Raum

Topologie gibt, bzgl. welcher die kanonische Injektion stetig ist.
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und

Hdb?ﬂWthUZ(/wwcwﬁdaﬁﬂ

¢ : A — F' heiBt ein Feld (mit Werten in H ), falls
C(A) € H(N) fiir o-fast alle A € A
gilt. Fir Felder ¢ ,Z setzt man
(€[¢) A= (CM[cW) A —K.
In den (o-vernachléissigbaren) Punkten, in denen dies nicht wohldefiniert ist, setze man
(Cwfcw), =o.

Mit A2 (0, ﬁ) wird der Vektorraum der Klassen® (modulo Gleichheit o-f.ii.) von

skalar o-messbaren Feldern ¢ mit [|(]|, < oo bezeichnet. Darauf ist durch |-||, eine
Norm definiert.

BEMERKUNG 3 A? (0’, 7—7) ist ein Banach-Raum und es gilt der Satz von Riesz-

Fischer, wonach man zu jeder Cauchy-Folge in A2 (a, ﬁ) eine entsprechend konver-

gente Teilfolge finden kann. Die Einfithrung des eigentlich interessanten Raums von
Feldern setzt die skalare Integrierbarkeit von h voraus. Diese ist gleichbedeutend mit
der Bedingung

e

und fiihrt zu folgender Definition.

cL?(0) firalle pc F
<&

DEFINITION 4 Ist h skalar o-integrierbar, so induziert
(o, f) — F-hp: F x L™ (o) — A2 (U,ﬁ)

eine lineare Abbildung |F) (L* (0)| — A? (a, ﬁ) mit Bild ‘ﬁ (F)> <L°o (a)‘ .
L2 (a, ﬁ) bezeichne den Abschluss von )/h\, (F)> <L°° (o) in A2 (a, ﬁ)

SATZ 3 Ist h skalar o-integrierbar, so ist der Banach-Raum L* (a,ﬁ) ein Hilbert-
Raum. Genauer sind fiir alle ¢ € L2 (0’, ﬁ) und ¢ € A2 (0’, 7'7) die Funktionen

(€¢). A= (T]c) o licllo s A— Iy

8  Wie immer unterscheidet man nicht zwischen Klasse und zugehorigen Repriisentanten.
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o-messbar mit (Z) C) € L' (o) und ||C||, € L* (o) . Das Skalarprodukt auf L? (0,7‘7)

st durch
(Z‘ g) - / (Z‘ <><> do fiir alle ¢,{ € L2 <aﬁ)
gegeben.

HAUPTSATZ 3 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i)  FEs gilt

cL?(0) firallepc F
<
und @ — HTLQOH ist eine Mackey-Halbnorm auf F .
2

(i1) h st skalar o-integrierbar und es gibt einen hilbertschen Unterraum H — FT mit
Kern h derart, dass

H = /ﬁda bzw. ||he|l, = HﬁcpH fiir alle p € F
2

gilt.
In diesem Fall heifst (a,ﬁ) eine Zerlegung des hilbertschen Unterraums H in

F' und wir schreiben

H = / Hdo in F' .
Dariiber hinaus ist dann jedes Feld ¢ € L? (a, 7'7) o-integrierbar in F' und die lineare

Abbildung
/<>da:L2<J,ﬁ> —>FT2CI—>/CdO'

ist stetig mit Bild 'H .

BEMERKUNG 4 [ <do ist eine Isometrie von

(Ker ( / o da> ) " h (F)L2

auf ‘H . Der Parseval-Reprisentant 5 von £ € 'H ist die emdeutlge Zerlegung ¢ von £ im

Abschluss von h( ). Soist z. B. h<,0 die Parseval-Zerlegung hgo von hep . Schlieflich
ist

(€] = / 7)., do

fir £, € H und jede beliebige Zerlegung ¢ von £ . Insbesondere ist
Er €M — L2 (o—ﬁ)

die Adjungierte zu [odo .
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DEFINITION 5 Eine Zerlegung (U,ﬁ) von ‘H heifit nicht-degeneriert, falls jede
o-messbare Menge A mit

~

14-h =0 skalar o-f.ii.

lokal o-vernachliissighbar sein muss.
Die Zerlegung heif3t direkt, falls sie nicht-degeneriert ist und

/oda - L2 (a,ﬁ) — H

injektiv ist. In diesem Fall sind [ ¢do und die Parseval-Abbildung
§— 8 H—12 (0 R)

unitdr und wir schreiben

G9/\
H:/ Hdo in FT.

BEMERKUNG 5 Fiir eine o-messbare Menge A in A schreibt man kurz H, fiir
[14-Hdo , den hilbertschen Unterraum in F' mit Kern hy := [14-hdo . Es gilt

HA:/(L2 (014 7)) daz/(lA-L2 (0.7)) do

und Nicht-Degeneriertheit ist dquivalent zu folgender Eigenschaft: Fiir jede o-messbare
Menge A , die nicht lokal o-vernachlissigbar ist, gilt H4 # {0} .

Fiir Beweise zu obigen Aussagen und weitere Charakterisierungen der aufgefiihrten
Begriffe siehe Portenier (2002, [38]).
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1.2 Bildzerlegung eines hilbertschen Unterraums

Fiir das Konzept der Bildzerlegung eines hilbertschen Unterraums bedarf es nur
einer kurzen Definition. Die aufgefiihrten Begriffe und Folgerungen greifen jedoch schon
recht tief in die Theorie der hilbertschen Unterrdume. Stark vereinfacht ausgedriickt
formalisieren Lemma und Satz, inwiefern Bilder von Basen wieder Basen liefern.

LEMMA Seien g bzw. v Kerne der hilbertschen Unterriume G — F' bzw. V — ET.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) G ist das Bild von V unter einer Abbildung ® € L (E', FT) .
(i1) Es gibt eine schwach stetige lineare Abbildung V : F — E derart, dass

glg =Vl .
(i1i) Es gibt eine schwach stetige lineare Abbildung V : F — E mit
lgellg = lWVelly,  fiir alle o € F .
In diesem Fall gilt ® = VT und wir schreiben VT (V) =G .

SATZ Seien g bzw. v Kerne der hilbertschen Unterriume G — FT bzw. V — ET |
fiir die die Bedingungen des Lemmas erfiillt sind. Man nehme an, V sei in E' zerlegt:

~ ot
ELV:/V(JJ) dv(z) — ET .
X
(i)  Das Bild der Zerlegung unter V1 ist eine Zerlegung von G in F' :

g:/xvT (9(@) dv (z) — F' .

(i1) Die Nicht-Degeneriertheit der Zerlegung von V ist notwendig fir die Nicht-De-
generiertheit der Zerlegung von G . Ist VT injektiv auf V , so ist sie auch hinreichend.

(iii) Ist VT injektiv auf EY | so gilt die Eigenschaft “direkt’ fiir beide oder fiir keine
Zerlegunyg.

Beweis Da V mittels v zerlegt wird und vV fiir jedes ¢ € F' der Parseval-Repriisen-
tant von VoV ist, gilt

VT3 () VSOHVT<§(;)> =[7(0) (Vo)llyz € L* (v)
mit
JIVE@Vel @) = [ 156 el d @ = lovel = ol

was fiir (i) zu zeigen war.
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Man beachte nun, dass allgemein VT (V4) = (VT (V)) , = G4 sowie die Implikation
VT (Va) # {0} = V4 # {0} trivial fiir jedes v-messbare A giiltig sind. Ist VT injektiv
auf V , so gilt auch die Umkehrung. Dies liefert (ii).

Weiterhin wird durch

C— Vic: A2 (1/,)7) A2 <V,VT (9))

eine Norm-verkleinernde lineare Abbildung wohldefiniert. Unter Injektivitit von V1 ist
diese Abbildung sogar eine Isometrie und bildet |v (V' (F'))) (L (v)| (bzw. v (V (F)) )
isometrisch auf den Raum |V1oV (F)) (L* (v)| (bzw. V0V (F) ) ab. Da #quivalent
zur Injektivitit von VT | konnen wir die Dichtheit von V (F) in E, (oder E ) ausnutzen,
wonach [v(V (F))) (L* (v)| dicht in [v (E)) (L* ()| und v (V (F')) dicht in v (E) ist :

A2<y,9)

L2 (v, V) =B (V (F) (L° ()] und 5 (E) =3 (V (F)) .

Somit wird eine surjektive Isometrie zwischen L2 (V,ﬁ) und L? (1/, %4l <1A/)> indu-
ziert, die o (V (F)) auf VoV (F) abbildet. Ist nun v (E) dicht in L2 (V,ﬁ) , so gilt
das Gleiche fiir o (V (F)) , VoV (F) muss dann dicht in L2 <1/, Vi (9)) sein. Der

entsprechende Schluss in umgekehrter Richtung verlduft analog und (iii) ist bewiesen.

DEFINITION Seien g bzw. v Kerne der hilbertschen Unterrdume G — FT bzw.
V — E' . Man sagt, dass der Kern g bzgl. des Kerns v (vermdge des Faktors V)
faktorisiert, wenn die Aussagen des Lemmas erfiillt sind. Liegt VV im Falle einer solchen
Faktorisierung durch f)? Vdv direkt zerlegt vor, so geben wir das Faktorisierungspaar

in der Form
@ A~
(vT : / Vdv — ET,VT>
X

Q:/XVT<)7> dy — Ff

(geméfB des Satzes) nennen wir eine Bildzerleqgung von G (unter V1 ) oder auch Abbild
der Faktorisierung. FEigenschaften wie Nicht-Degeneriertheit, Direktheit oder Eindi-
mensionalitit werden meist in Bezug auf diese Zerlegung verstanden.

an. Das Bild

Das folgende Korollar gibt noch einmal eine eindimensionale Fassung von Bildzer-
legungen wieder.

KOROLLAR Seien g bzw. v Kerne der hilbertschen Unterriume G — F! bzw.
V — ET derart, dass g bzgl. v verméoge V faktorisiert. Man nehme an, V sei eindi-
mensional zerlegt, d. h.

®
V:/ K- v, dv(z) — ET
X

fiir eine Familie (v,),.x C ET .



Abschliebare Kerne und Testriume — Bildzerlegung eines hilbertschen Unterraums 1.2

Dann ist auch die Bildzerleqgung eindimensional vermége O, = Viv, , z € X,
zerlegt:

Qz/XK-VT(Um) du(:z;):/XK-@mdu(:v)%FT.

Beweis Dies ist nur die eindimensionale Fassung der Aussage (i) des Satzes.

BEISPIEL 1 Die triviale Faktorisierung liegt vor, wenn man g bzgl. ¢ vermoge
Id : F — F faktorisiert. Ist G in F' zerlegt, so konnte man diese Zerlegung als
Bildzerlegung unter Id! interpretieren.

BEISPIEL 2 Ohne die Injektivitit von VT auf V kann es zu Degeneriertheiten kom-
men. Als positiven Kern g wihlen wir z. B.

g KO — G KO o o (1) 1y

Fiir die Bildzerlegung starten wir mit

ot
KW 25y =% ({0,1}) =K 1 BK - 15 — KU
und geben die Adjungierte des Faktors an:
Vi RO — KOU g g (1) - 1y

Damit priift man schnell nach, dass g bzgl. v vermoge V' faktorisiert, aber die Bildzer-
legung G = {0} HK - 171} ist degeneriert.

BEMERKUNG 1 Die iibliche Verwendung von Bildzerlegungen ist die Folgende:
Der hilbertsche Unterraum ¥ < E' und die Abbildung ® sind gegeben und das Bild
® (V) — FT wird konstruiert und analysiert. In der vorliegenden Arbeit besteht das
Problem jedoch meist darin, zu einem gegebenen hilbertschen Unterraum G < FT eine
entsprechende Faktorisierung bzgl. eines geeigneten hilbertschen Unterraums V «— ET
zu finden.

BEMERKUNG 2 Bildzerlegungen sind in einigen Variationen denkbar. Zum einen
ist man relativ frei in der Wahl der Faktorisierung g'g = VooV des Kerns bzgl. v
vermoge V' . Zum anderen sind auch unterschiedliche Ausgangszerlegungen des Hilbert-
Raums V denkbar.

Die vorliegende Arbeit wird zeigen wie das hier aufgefiihrte allgemeine Konzept der
Bildzerlegung in der Theorie der stochastischen Prozesse interessante Anwendungen fin-
det. Dort dient es als Abschwiichung der bisher iiblichen Forderung der Gleichheit von
Skalarprodukten. Dies wird sich deutlicher im Zusammenhang mit konkreten Prozes-
sen in Kapitel 3 zeigen.
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1.3 Abschlie3barkeit von Kernen

Das folgende Konzept der abschlie3baren Kerne ist aus der Operatortheorie moti-
viert und schafft eine Verbindung zwischen Kernen und (unbeschréinkten) Operatoren.
Grob gesprochen geht es dabei darum, das Diagramm

Y

g

/

F — H

h

bestehend aus zwei Kernen g, h € L (F , F T) durch einen abgeschlossenen Operator G
kommutativ zu erweitern:

Q

Wir erinnern nochmals an die kanonische Abbildung

Vipr— o+ (0] @](h+g)v) =0} : F — Fuyy = F/Ker (h+ g) — Fipy

aus Bemerkung 1.1.2, die wir nun fiir den Kern h +¢g € £, (F , F T) der Summe der
hilbertschen Unterrdume betrachten.

SATZ Seien g und h Kerne der hilbertschen Unterrdume G — F' bzw. H — F1 .

——\ T
(i)  h+ g ist Kern des hilbertschen Unterraums H + G = W' ((Fh+g> B) — [ .

(ii) h faktorisiert beziglich ¥ : F — l*:h:g zu einer stetigen linearen Abbildung
h:Fyg — H und es gilt UThT = hl .

BEMERKUNG 1 Die entsprechende Version von (ii) des Satzes fiir g statt h ist
ebenfalls giiltig. In der Tat ist das Skalarprodukt auf Fj,,, damit durch

——

Fireg % Fueg — K (6m) — (he| hm) + (3¢|dn)_
gegeben. Ziel ist es nun, die Fille genauer zu untersuchen, in denen h injektiv ist.

Aufgrund der zentralen Rolle von H bzw. h werden sie gelegentlich mit Pivotraum
bzw. Pivotkern bezeichnet.

11
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HAUPTSATZ Seieng,h € L, (F, FT) Kerne der hilbertschen Unterrdume G, H in
F' . Mit den Notationen des obigen Satzes sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) HNG ist dicht in G .
(1) M ist dicht in H+G .
(i1i) Die Abbildung h: F/h:g — 'H st injektiv.
In diesem Fall faktorisiert g : l*:h:g — G bzgl. h zu einem eindeutigen abgeschlos-

senen Operator G mit Defintionsbereich D (G) = h (F/’h:g> in H und Werten in G .
Die kanonischen Injektionen

DG —H und H—H+G
sind stetig mit dichten Bildern. Insbesondere ist h (F') ein dichter Teilraum von allen

drei Hilbert-Riumen D(G) , H und H+ G .

Beweis Nach Portenier (2002, [38], Theorem 6.7 und Proposition 6.9) ist H1#+¢ =
1 ~

Ker (py) = (HNG) °, also ist (i) dquivalent zu (ii). Wegen ht = WAl ist H genau

dann dicht in H + G , wenn Al ein dichtes Bild hat. Letzteres ist fiquivalent zu (iii),

womit (ii) <= (iii) bew1esen ist.

Im Falle der Injektivitét von h ist g= Gh eine wohldefinierende Gleichung fur den
(dlcht definierten) Operator G . Umgekehrt gelte diese Gleichung und es sei £ € Fivee htg
mit h§ =0 . Dann folgt g¢ = Gh§ = 0 und somit (vgl. Bemerkung 1)

2 N ~c112
ez, =|[Pe]. + etz = o

Die weiteren Aussagen sind leicht nachzupriifen.

DEFINITION Gilt eine der dquivalenten Bedingungen des Hauptsatzes, so nennen
wir g abschlieffbar bzgl. h . Der abgeschlossene Operator G mit D (G) = h (Fh+g>

wird Abschluss von g (bzgl. h) genannt.
Wir definieren ferner die Semidualitit (D (G)|'H + G) durch

~_ -1
(&) — (€ V) = (A (¥) )
Frig
KOROLLAR Man nehme an, g sei abschliefSbar bzgl. h mit Abschluss G .
(i)  Die Semidualitit (D (G)|H + G) ist nicht entartet und es gilt:

(a) (elmp = (nlhe)pe firalle p € F und jedesn € D(G) .
(b)  {olv)p = (he|V)pq) fir alle o € F und jedes v € H+G .
(c)  (nl&)y = (l&)p) fir allen € D(G) und jedes { € H .
(d) D(G),=MH+G mit Riesz-Abbildung

Q:=Vlolo)p— oh™:D(G) —H+G.

12
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(it) G* ist die kanonische Injektion H NG — H . Insbesondere ist D (G*) = HNG
und es gilt:
(a) G ist genau dann injektiv, wenn H NG dicht in H ist.

(b) G ist genau dann stetig, wenn G C ‘H , d. h. wenn ein o € R, mit
G < a-H existiert.

Beweis Die erste Aussage von (i) ist klar. Sein € D(G) und v € H+G . Die Formel
in (a) folgt aus dem Satz, wonach

il hhoie = (W ()|t (b)) =il

h+g
fiir alle ¢ € F gilt. Die zweite Gleichung folgt dhnlich, da fiir alle ¢ € F
~_ -1 -1
(ho| V) pa) = <h th‘ (\I’T) ’/>/\ = <‘I’<P )(\PT) V>/\
Frig Frig

gilt. Speziell fiir v = £ € 'H ist also
(hol E)pay = (¢l &) r = (hepl )y (%)

fiir alle p € F richtig. Nun sind die Semilinearformen
]f)D(G) :D(G) — K und [{),,:D(G) —H—K

stetig und die Gleichung (x) ldsst sich auf D (G) fortsetzen, womit (c) bewiesen ist.
Schliellich sind die Eigenschaften der Riesz-Abbildung fiir obiges ) direkt nachzurech-
nen.
Fiir (ii) ist zu beachten, dass die identische Abbildung ¢+ : H NG — H nach
Voraussetzung ein dicht definierter Operator in G mit Werten in H ist. Nach Definition
ist D () = H NG ein Hilbert-Raum, d. h. ¢ ist ein abgeschlossener Operator. Genau
dann ist v € D (G*) , wenn ein £ € ‘H mit

Moy = (B[ 37— = (Gnl)g = (1 = (0l E)pey V0 € D(G)

h+g
existiert. Dies zeigt D (G*) = HN G =D () sowie G* = ¢ und ¢* = G . (a) ist damit
klar. G ist genau dann iiberall definiert (d. h. stetig), wenn G* iiberall definiert ist,
also wenn H NG = D (G*) = G . Dies entspricht dem in (b) Gesagten.

BEMERKUNG 2 Das Nachpriifen der AbschlieSbarkeit kann sehr schwer sein. Das
Kriterium ¢ (F') C ‘H zum Beispiel ist hinreichend fiir die AbschlieSbarkeit, ohne gleich-
bedeutend mit der Bedingung G C H aus dem obigen Korollar (ii) zu sein.

BEMERKUNG 3 Ist V ein Hilbert-Raum und w : FF — V schwach stetig, so
ist wiw : F — FT der Kern des hilbertschen Unterraums w' (V) von FT . Insofern
lésst sich das in dieser Arbeit fiir Kerne Erarbeitete auch auf beliebige schwach stetige
Operatoren w : F' — V iibertragen.

Insbesondere hingt die AbschlieBbarkeit der Kerne nur von deren Eigenschaften
als Abbildung von F nach F' ab. Dies wird im nichsten Abschnitt weiter ausgebaut.
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1.4 Zum Abschluss dquivalente Operatoren

Seien g,h € L (F ,F T) Kerne der hilbertschen Unterrsiume G, H — F'T .
Es gelten die Notationen des vorigen Abschnitts.

Der Begriff der AbschlieSbarkeit eines Kerns g héingt nur von dessen Eigenschaften
als Abbildung ¢'¢g von F nach FT ab. Dementsprechend lassen sich iiber wiw = g¢'g
weitere zum Abschluss G dquivalente Operatoren W konstruieren und das Diagramm
des vorigen Abschnitts erweitern:

g T
S Te N
F — D(G) Fi
N S
w y wt

Der vorliegende Abschnitt soll diese Erweiterung formalisieren.

HAUPTSATZ Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) g ist abschlieflbar bzgl. h .

(ii)) FEs gibt einen abgeschlossenen Operator W in 'H mit Werten in einem Hilbert-
Raum V derart, dass h (F') im Definitionsbereich von W enthalten ist,

Wh:F —YV:p+— Whe

schwach stetig ist und (Wh)' (V) = G gilt.
(i1i) Es gibt einen schwach stetigen Operator w auf F mit Werten in einem Hilbert-
Raum V , der bzgl. h abschliefbar ist und w' (V) = G erfiillt.

Bezeichnet in diesem Fall G den Abschluss von g bzgl. h , so ist D (G) = D (W)
und die folgenden Aussagen sind zueinander dquivalent:

(a) h(F) ist wesentlicher Definitionsbereich von W .

(b) DW)=D(G) .

(c) W*W =G*G .

(d) Es gibt eine Isometrie I € L(G,V) mit W = IG .

Beweis Die Aquivalenz der ersten drei Aussagen beweisen wir durch Ringschluss und
starten mit (i). Nach Voraussetzung existiert der Abschluss G von g bzgl. h . Sowohl
W =G (mit V := G ) als auch W := vVG*G (mit V := H ) erfiillen das Verlangte.
Beide besitzen auch die zusitzlichen Eigenschaften.
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Fiir W gemif (ii) ist der Operator w := Wh : F — V schwach stetig und erfiillt
G = w' (V) . Man zeigt, dass h : I — D (W) zu einer Isometrie h,, auf dem Quo-
tientenraum Fj,,, faktorisiert, deren Bild gerade h (F) ist. h,, ldsst sich eindeutig zu
einer (nicht notwendig surjektiven) Isometrie

h : By — D (W)

fortsetzen. Die Injektivitit von hAw ist die AbschlieSbarkeit von w bzgl. h , die wir fiir
(iii) noch zu zeigen hatten.

Unter Voraussetzung von (iii) gilt g'g = wiw und die Abschliebarkeit hiéingt nur
von den Eigenschaften der Kerne als Abbildungen von F nach F'' ab. Dies beweist (i)
und schliet somit den Ringschluss.

Sei nun W ein beliebiger abgeschlossener Operator geméf (ii). Das von D (W) auf
h (F') induzierte Skalarprodukt lisst sich in den folgenden drei Formen schreiben:

(he, hp) = (hep |ht) )y + (Who| Wh),,

(ho, ) +— (hp|hh)y + (gl g¥)g

(hp, hap) > (h |hi))y, + (Ghe| Ghb)g
wobei G' den Abschluss von g bezeichnet. Man erhilt D (G) C D (W) , da h(F)
dicht in D (G) ist. Ist h (F') wesentlicher Definitionsbereich von W, so folgt D (W) =
D (G) mit symmetrischen Argumenten und durch Eindeutigkeit der Vervollstindigung.
D (W) = D (QG) ist (nach Portenier (2002, [38], Theorem 7.8)) dquivalent zur Gleichheit
Id+W*W)' = Id+G*G)™" der zugehorigen Kerne, also #quivalent zu W*W =
G*G . Aus W*W = G*@G lisst sich iiber die eindeutigen Polarzerlegungen W =
LVWW = [I/G*G bzw. G = I,//G*G eine fiir (vii) geeignete Isometrie I := I;1,*
definieren. Aus W = IG mit Isometrie I € L£(G,V) folgt, dass h(F) wesentlicher
Definitionsbereich von W ist.

BEMERKUNG 1 Es soll die Verbindung zwischen Operatoren W geméf (ii) des
Hauptsatzes und Operatoren w gemif (iii) des Hauptsatzes weiter untersucht werden.

Zum einen erfiillt fiir jeden Operator w gem#f (iii) der Abschluss W := w die
Forderungen in (ii) und hat zusétzlich noch h (F') als wesentlichen Definitionsbereich
(vgl. (iv)).

Zum anderen zeigt der Beweis zu (ii)==-(iii), dass aus jedem Operator W geméf
(i) durch w := Wh ein Operator gemif (iii) wohldefiniert wird. Man kann dafiir nun
zeigen, dass W D w gilt, wobei Gleichheit dquivalent zur Dichtheit von h (F) in D (W)

ist. In der Tat sei w : Fj,,, — V die stetige Faktorabbildung von w = Wh geméif3
Satz 1.3. Der Definitionsbereich von w ist
D (@) = hyy (m) CD(W) baw. D(@) =h(E)

und w ist durch w = w o @ darauf eindeutig bestimmt. Nun ist W@ : F/’H\w — Y
stetig und stimmt mit w auf F},,, iiberein, woraus Wh,, = w = wh,, , also W D w
folgt. Genau dann ist w = W, wenn h (F') dicht in D (W) ist.

Im Ergebnis entsprechen die Operatoren W gemifl (ii) des Hauptsatzes, welche
h (F') als wesentlichen Definitionsbereich besitzen, genau den Abschliissen @ von Ope-
ratoren w geméf (iii) des Hauptsatzes. Diese sind im Weiteren interessant.
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DEFINITION Ein Operator W gemifi der Bedingung (ii) des Hauptsatzes, der
h (F') als wesentlichen Definitionsbereich besitzt (vgl. Bedingung (iv) des Hauptsatzes),
nennen wir partiell unitdr dquivalent zu G . Hat W zusétzlich ein dichtes Bild, so heifit
W unitdr dquivalent zu G .

BEMERKUNG 2 Es sollte nochmals betont werden, dass die Forderungen (iv) -
(vii) keine zusitzlichen Hiirden der Theorie darstellen. Fiir jeden Operator W gemif3
(ii) des Hauptsatzes ist der eingeschréinkte Operator W, g) abschlieSbar. Der Abschluss
Winr erfiillt wie W alle Eigenschaften aus (ii), hat aber zusitzlich noch h (F) als
wesentlichen Definitionsbereich. Allerdings kann das Finden von W) in der Praxis
durchaus schwierig sein.

Ebenso kann man in der Theorie W stets mit dichtem Bild annehmen, indem man
von V zum Abschluss W (D (W))V des Bildes tibergeht. Dann, und nur dann, ist
die Isometrie I aus (vii) des Hauptsatzes surjektiv, also unitédr. Jeder zu G unitér
dquivalente Operator W ist also der Form W = I+/G*G mit einer Isometrie I von

M
VGG (D <\/G*G>) auf W (D (W))V = YV . Insbesondere ist G : D(G) — G

unitér dquivalent zu G .

KOROLLAR Man nehme an, G sei der Abschluss von g bzgl. h .
(i)  Bezeichnet Q) : D (G) — H + G die Riesz-Abbildung, so sind
Q'h:F—D(G):o—Q ' (he) baw. Qh:F —H+G:pr—— Q(hy)

die Kerne der hilbertschen Unterrdume

ji :D(G) = F' baw. j_:H+G— F'.
(1) Die Adjungierten (bzgl. (H|H) bzw. (G|G) und (D (G)|H+G) ) der kano-
nischen Injektionen H — H 4+ G bzw. G — H + G sind Id bzw. G . Mit anderen
Worten sind

Id:D(G) —H bxw. G:D(G)—G
die Kerne von
H—H+G bxw G—H+G.

(iii) Ist W partiell unitir dquivalent zu G, so wird G durch W' dargestellt, d. h.
WT(V) = G als hilbertsche Unterriume in H + G . Insbesondere ist W* (D (W*)) =
HNG .

Beweis Die erste Aussage ist Portenier (2002, [38], Abschnitt 6.17) entnommen. Nach
Korollar 1.3 gilt fiir alle n € D(G) und £ € H bzw. v € G

(0l )iy = (A ()[R (©)) — = (1 &)y

h+g

bzw. (nach Hauptsatz 1.3 und Satz 1.3)

(V) pe) = @‘1 (n)‘?* (7)>FA = (ﬁﬁ‘ln‘ v)g = (Gnlv)g

h+g
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und die zweite Behauptung ist bewiesen. Die letzte Aussage folgt aus (ii), denn fiir
alle n,¢ € D (G) gilt nach (v) des Hauptsatzes
<77 ‘WTWC>D(G) = (Wn WOV = (Gn GC)Q =(n |G<>D(G) .

Portenier (2002, [38], Theorem 7.4) liefert damit W* (D (W*)) = HNWT (V) =HNG
und der Beweis ist beendet.

BEMERKUNG 3 Erfiillen

g:F—¢G |[—=Ft G:D(G)— g
h:F—H — Ff und
w:F—YV W:DW)—YV
die Eigenschaften des Hauptsatzes, so auch
G:'D(G)—)Q [<—>'H—l—g] G:D(G)—>Q
Id:D(G) —H [—H+G] mitden Abschliissen :
W:DW)—YV W:D(W)—YV

Dies zeigt, dass durch zweifache Durchfiihrung einer entsprechenden Konstruktion der
Abschliisse nichts gewonnen wird.

Allerdings gelten die folgenden Aussagen® dieses Kapitels, egal welche der obigen
Kernsysteme man zu Grunde legt. In der Semidualitit (D (G)| H + G) sind die Voraus-
setzungen der Sitze jedoch schwerer nachpriifbar, so dass wir in den Formulierungen
die Semidualitéit <F |F T> beibehalten.

BEISPIEL Gegeben sei eine Faktorisierung (vf V=[x Vdv — E, VT> des Kerns

g gemifl Abschnitt 1.2.

Genau dann ist g abschliebar bzgl. h , wenn w := vV : F — V bzgl. h ab-
schlieSbar ist. In diesem Fall ist der Abschluss W := vV partiell unitéir dquivalent zu
G=7.

Handelt es sich um eine eindimensionale Zerlegung mittels V (z) = K-v, , z € X |
und ist die resultierende Bildzerlegung

@
QZ/ K-O,dv — Ef
X

mittels ©, = Vv, , € X , ebenfalls direkt, dann lassen sich W bzw. G mit den
entsprechenden Parseval-Abbildungen ¢ zu Abbildungen

W:D(W)—>V—>L2(y):§»—>ﬂ//\§
bzw.

@:D(G)—>Q—>LQ(V):§»—>C/JT§
verkniipfen. Ist £ € D (G) = D (W) , so gilt fiir alle p € F

(m\ sz) = (Whel W), = (Ghel GE)g = (91GE) 5 =

L2(v

9 Auf Ausnahmen wird explizit hingewiesen.
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- [Ge-tpl), dv= [ Ge-Vilun)y av— [ Whp- Geav = (Wh| G)
denn (Vo lvs)p = m . Danach ist I/V/h(\F) = 7(?) dicht in L? (v) und es gilt
Gleichheit W = G auf dem gemeinsamen Definitionsbereich D (W) = D (G) , was man
auch als unitire Aquivalenz zwischen W und G interpretieren kann.

L2(v)
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1.5 Spektralzerlegung von G

Mit den Notationen des Abschnitts 1.4 nehme man an,
g sei abschlieSbar bzgl. h mit Abschluss G .

BEMERKUNG 1 Geht man von einer Diagonalisierung (O’, 7—7) des positiven Ope-

rators G*G in FT aus, so liegt der Gedanke an die folgende formale Bildzerlegung’
nahe. Es existiere eine Abbildung ® : FI — FT die auf dem zum Eigenwert & (\)

gehorenden verallgemeinerten Eigenraum H (A) — F! als Multiplikation mit /% (\)
wirkt. Als Bild der zur Diagonalisierung gehtrenden Spektralzerlegung ergibt sich dann

die Zerlegung von G mittels ® (7’7 (A)) =k (\)-H(N) . Sie wird in diesem Abschnitt
genauer entwickelt und soll ebenfalls Spektralzerlegung genannt werden.

HAUPTSATZ Man nehme an, G*G sei in F' diagonalisierbar, d. h. es gibt eine

direkte Zerlequng des Pivotraums
@ ~
H:/ H () do () — F'
A

in welcher G*G = Z,, : { — [k -Eda multiplikativ mit positiver o-messbarer Dichte
K operiert.
Dann gilt:

Qz/ KO- HO) d(Liesoy o) (V) -

Diese Zerlequng ist direkt und es gilt gp = (/f 71) © , 1nsbesondere
G3gp= / </‘€/f;> (A) pd (Lguroy - 0) (N fiir alle p € F .

Beweis Zum Nachweis greifen wir auf Portenier (2002, [38], Theorem 6.13, Lemma
und Korollar 6.12) zuriick. Fiir jede beliebige o-messbare Funktion p mit x = |p|* kann
man x (A)-H (A) als das Bild von H (A) unter der Abbildung F' — FT: y— p(N\)-p
auffassen - der zugehorige Kern ist [p (\)|? h (A) =r(N) h (A) . Diese Unabhéngigkeit
von der Wahl von p setzt sich im Folgenden fort. Zum Beispiel ist Z, fiir jedes solche
p partiell unitér dquivalent zu G .

In der Zerlegung von H gilt hp = [ hgp = [h( R\ pdo(N) . he ist
ein Element von D (Z,) , so dass p - he € L? <0,H> folgt. Aufgrund der direkten

Zerlegung von H ist p - E(p sogar der Parseval-Reprisentant von Z, (hy) € H und es
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gilt Hpﬁgp” € L? (o) mit
<&

S (o) ][, dr ) = 12obell, = ol
Man enil wegen (- ) (. o7e) O,
2

k - h skalar L{xr0} - o-integrierbar ist mit H/@ EH = ||g<p||?] . Damit ist die
2,1{K¢0}'U

= H( fiir alle A € A, dass
K(A)H(N) )

Zerlegung nachgewiesen.
Um Nicht-Degeneriertheit der Zerlegung nachzuweisen, ist fiir eine 14,0y - o-mess-
bare Menge A die Implikation

1a-kK- h = 0 skalar Liezoy -o-fi. == Aist lokale 14,p; - o-Nullmenge

zu zeigen. Erfiillt ein solches A die Pramisse der Implikation, so gilt 1;..0)n4 h=0
skalar o-fast iiberall fiir die o-messbare Menge {x # 0}NA . Mit der Nicht-Degeneriert-

heit von H = [ H do sieht man, dass {x # 0} N A eine lokale o-Nullmenge ist. Somit
ist A eine lokale 1¢..o) - 0-Nullmenge, was zu zeigen war.
Um Direktheit nachzuweisen, muss jeder (elementare) Tensor

F-r-hpe ‘(Fo'@ (F)> <L°° (1{#0}@)‘

mit einem Element der Gestalt & - htp € <Ii ﬁ) (F) in L2 (1{,@50} CO,K - ﬁ) approxi-
miert werden. Ist Ersterer gegeben, so ist 1.0 - f € L (0) und somit m-/f;go €
L? <a, ﬁ) sowie f-p-hep = m-p-/ﬁw cL? (0’, ﬁ) , da hy bzw. p-he als Parseval-
Représentanten von hg bzw. Z,hg aus L? <0, ﬁ) sind. Damit ist m . ﬁgp (bzw.
[ Tgepoy - [ -hypdo ) aus L2 (aﬁ> (bzw. D (Z,)), in welchem & (F) (bzw. h (F)) dicht
ist. Fiir jede beliebige Distanz € > 0 existiert dazu folglich ein 1) € F' mit

/* T-ff-ﬁso—ﬁ'mui,ﬁ d (Ljz0y - 0) 2/*

Z, ( / Trazoy - J -Egoda> — Z,hy '( / Trezoy - J -Egoda> —

Fiir die Parseval-Représentanten beachte man zunéchst, dass es sich um Felder aus
g (F') handelt (mit dem entsprechenden g ). Danach ist nur noch zu bemerken, dass

fiir ¢, € F' der Wert <¢ ‘fli . iALgod (1{,#0} . a) >F mit

— ~ ~ 2
Fopho—p-hy|_ do=

2 2

<

~X

H

<Le.
D(Z))

/H. (v|hp) do= / (0 B |o-hp) . do = (Zh |Zho)y = (0 lgg) e

iibereinstimmt.

BEMERKUNG 2 In der Theorie der stochastischen Prozesse wird sich die Spek-
tralzerlegung als verwandt zur bekannten Karhunen-Loéve-Entwicklung erweisen.
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BEMERKUNG 3 Wir wollen noch notwendige Kriterien fiir die Existenz der an-
gegebenen Zerlegung untersuchen. Seien also

H:/A@ﬁ()\)da()\)%FT und g:/AGBH-’IQ(A)d(1{H¢0}~o—)(A)<—>FT

direkt zerlegt, wobei k eine positive o-messbare Dichte bezeichne. Die erste Zerlegung
definiert einen positiven Operator in ‘H

Z:D(VK) — H: f»—>/f (A) do (N)

mit dem Definitionsbereich {§ eH ‘ ¢ e Lf/ﬁ (O’, H) } . In der zweiten Zerlegung gilt
gp = (li h) o fir alle p € F. Da (/@'ﬁ) (F) c L? <1{H¢0} CO, K- ﬁ) , erhélt man
E( F) C D(y/k) . Damit ldsst sich ein Operator
w:=27zh: F—H
definieren, der die Abbildung
HHF*:sH/ﬂ-Zd(l{#om)
als Adjungierte besitzt. In der Tat gilt

V- e A (1{H¢0}~a,/@'ﬁ> sowie /\/E'Cd(].{,ﬁgo}'O') €eGCFT

fiir alle ¢ € L2 <a, ﬁ) und weiter mit ¢ € F

(-l

Daraus folgt nun, dass w schwach stetig ist,
da = / H K - h

fiir alle ¢ € F gilt und somit w' (H) = G erfiillt ist. Schliefllich ist der adjungierte
Operator w* auf

(o|wtwe) = (Zzhe |Z mhe),, o do= lgells

D (w*) = {geH '/\/E.Ed(u#o}-a) EH}

definiert. Dieser Raum ist dicht in H , weil er den Definitionsbereich D (1/k) enthiilt.
Insgesamt ist die Abschlielbarkeit von g bzgl. h nachgewiesen mit w C Z 5 C w* .
Sei G der Abschluss von g und £ € D (G) . Dann existiert eine Folge (¢y,), C F

A~

derart, dass Eg@k in L2 (J,ﬁ) gegen /S\ und g, = </{ E) ¢, in L2 (1{,.#0} cO,K - H)

gegen G¢ konvergieren. Nach Ubergang zu geeigneten Teilfolgen erhiilt man durch
Vergleich der punktweisen Grenzwerte

é\(f:/ﬁ-g in L2 (1{,@50} -0',/‘6'7/'2> ;
insbesondere ¢ € D (/k) .
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Unter der Bedingung, dass h (F) dicht in D (y/k) ist, folgt Z, = G*G , d. h. die
Zerlegung von H wire eine Diagonalisierung dieses Operators. Ansonsten bietet sich
eine Argumentation iiber den Definitionsbereich D (G*G) = {{ € D (G) |G¢ € H} an.

Fiir £ € D (G*Q) existiert néamlich ein ¢ € L2 <a, ﬁ) mit
/H-Ed(l{,ﬁgg} -0’) = /Cda in FJr

bzw.

/H<90’/§\> daz/(g@|§> do  fiir alle ¢ € FT |
d. h. mit

/(Tw‘mf—g)%) do(\) =0 fiir alle p € FT .

Wir formulieren das abstrakte Kriterium, nach welchem die Schlussfolgerung /4:-2 =
¢ und somit & - £ € L2 (a, H) bzw. £ € D (k) gezogen werden darf.

SATZ Seien
o ® .
H:/ H(N) do(\) — F' und g:/ k- H(A) d(Lpzoy - o) (A) — FT
A A

direkt zerlegt, wobei k eine positive o-messbare Dichte bezeichne. Dann ist g bzgl. h
abschlief$bar.
Man nehme zusdtzlich an, fiir jedes beliebige Feld ¢ gelte

/ <Eg0‘ C)ﬁ(x) do(\) =0 firalepe FF = (=0 o-fast iberall .
Fiir den Abschluss G ist dann G*G = Z,, diagonal in der Zerlequng von 'H .

Beweis Der erste Teil ist nach Bemerkung 3 klar. Wie dort gezeigt, gibt es zu £ €
D(G*G) ein ¢ € L2 (ﬂ%) mit

/ (7190 ‘/@' - g)%) do(\) =0 fiir alle p € F' .

Nach der Zusatzannahme folgt x -E: ¢ el? <a, ﬁ) und somit & € D (k) . Uber die

Enthaltensrelation D (G*G) C D (k) hinaus gilt G*G{ = Z,.£ , da GE = K - € gilt und
G* die kanonische Injektion H NG — H ist. Insgesamt folgt G*G C Z,. was nur durch
G*G = Z,, moglich ist.

BEMERKUNG 4 Das im Satz gegebene Zusatzkriterium soll im nichsten Ab-
schnitt detailierter fiir den skalaren Fall, d. h. fiir Funktionen diskutiert werden.
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1.6 Testrdume und u-Funktionen

Im folgenden sei T ein lokal kompakter Raum und
1 ein positives Radon-Integral auf T .
Man nehme an, H = L2 (i) sei ein hilbertscher Unterraum in F'T |
und der Kern von L2 (1) — F' sei mit h bezeichnet.

Dieser Abschnitt stellt den fundamentalen Begriff von Testrdumen bzw. verall-
gemeinerten Funktionen bereit, mit dessen Hilfe spiter Prozesse in den analytischen
Rahmen eingebettet werden kénnen.

SATZ Die folgenden Bedingungen an eine Funktion f : T — K sind dquivalent:
(i) f ist u-messbar und [*|hg - f| du < oo fiir alle p € F .

(ii) hp- f € L' (u) fiir alle p € F .

(iii) ho- f € L' (n) fir alle p € F .

(iv) f ist bzgl. des vektorwertigen Integrals h [, : K(T) — Ft:a v~ AW [a],

integrierbar.

In diesem Fall definiert f durch
Fow= [£a(n1,): F—Kip— [hp-rau
eine Semilinearform auf F' .

Beweis (i)==-(ii) und (ii)==-(iii) sind klar.

(ili)=>(i): Da h(F) dicht in L*(u) ist, gibt es zu jeder kompakten Teilmenge
K C T eine Folge (¢;,), C F, so dass (hegy), sowohl in L? (1) wie auch punktweise -
f.ii. gegen 1x konvergiert. Erfiillt eine Funktion f auf T die Bedingung hy - f € L (1)
fiir alle p € F', so folgt die u-Messbarkeit von 1y - f = limy hep,, - f fiir alle kompakten
Mengen K C T und somit auch die von f .

Der Beweis zu (i) <= (iv) nutzt die natiirliche Verbindung zur vektorwertigen
Integration und verdient, in einer eigenen Bemerkung behandelt zu werden.

BEMERKUNG 1 Die im Satz auftauchende Verbindung zur vektorwertigen Inte-
gration entsteht ganz natiirlich. Da h : FF — L2 (1) schwach stetig ist, ist
F—M(T):pr—ho-p
eine wohldefinierte, stetige und lineare Abbildung. Ihre Adjungierte ist
h*[]M:IC(T) — F':a+—— h'[d]

o
Als Komposition des Radon-Integrals
[, K(T) —L?(1) :a— [a], = a
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mit A ist sie auch ein Radon-Integral und es gilt
M(T) 3 @:‘h* []M> - (hgo‘[]u> —Thp-u firallepe F.

Weiterhin gilt [|€]|y2(,) = Supgingy<1 [(hepl €] fiir alle € € L2 (u) . Aufgrund von
Thomas (1970, [47], 3.5 bzw. 3.7) ist somit f genau dann h'[] ,~messbar (bzw. ht[] e
vernachléssigbar), wenn f p-messbar (bzw. lokal p-vernachlissigbar) ist. Daneben

(mittels Thomas (1970, [47], 1.28)) ist f € L£* <hT Hu> dquivalent zu

ferlh (hp-p) firallepeF,
d. h. zu p®* (|he - f|]) < oo fiir alle p € F.

HAUPTSATZ Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i)  Die Abbildung [ od (hT Hu) : Lt (hT Hu) — F® . f—— f - u ist injektiv.

(ii)  Erfillt eine Funktion f fiir alle p € F die Bedingung hy - f € L' (1) und
[7%-tdu=o,

so st f lokal p-vernachldissigbar.

Beweis Eine Funktion f ist genau dann in L! (hT (] u) , wenn sie hep - f € L (u) fiir
alle o € F erfiillt. In diesem Fall ist die Implikation

1 _ .. _ 1 .
<go'/fdh []ﬂ>—0 firallep € ¥ = f=0 h'[], -fast iiberall
dquivalent zu

/h_go -fdpu=0 firallepe F = f=0 Ilokal u-fast iiberall .

DEFINITION Man sagt, der hilbertsche Unterraum L? (1) < F' oder auch sein
Kern besitzen die Trennungseigenschaft, wenn eine der beiden Bedingungen des Haupt-
satzes erfiillt ist. In diesem Fall heiflen die Elemente in F' (bzgl. 1 ) verallgemeinerte
Funktionen (auf T ) und wir nennen F' einen p-Testraum .

Sei F ein p-Testraum. Eine Funktion f € L? <hT ] #) mit der Eigenschaft

(L (1) f) - C F'

bezeichnen wir als u-Funktion (in FT ). Den Vektorraum der p-Funktionen (modulo
Gleichheit lokal p-fast iiberall) bezeichnen wir mit Li,. () -
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BEMERKUNG 2 Die Trennungseigenschaft'® wird von uns eigentlich immer vor-
ausgesetzt. Dadurch braucht man nicht zwischen der Funktion f € L! (hT [] u) und
der zugehorigen Semilinearform f -y € F'® zu unterscheiden.

Im Wesentlichen wird sich die vorliegende Arbeit auf p-Funktionen konzentrieren
und - wie iiblich - nicht zwischen u-Funktionen unterscheiden, die lokal p-fast iiberall
gleich sind. Insofern gelten Formeln fiir Klassen, auch wenn sie mit Reprisentanten
formuliert sind.

In der Praxis wird eine Funktion f als p-Funktion nachgewiesen, indem man -
Integrierbarkeit von he - f fiir alle ¢ € F nachweist und Stetigkeit der Semilinearform
@wa-b-fdu auf F' fiir alle b € L (u) zeigt.

p-Funktionen definieren stetige Semilinearformen auf F' und jedes & € L% (u) ist
eine u-Funktion mit & -y = AfE .

BEMERKUNG 3 Ist F tonneliert, so ist die Stetigkeit von f - p automatisch fiir je-
des f € L (hT [] u) erfiillt. Zum Nachweis einer p-Funktion bei tonneliertem Testraum

F' geniigt es somit, die Integrierbarkeit nachzupriifen.
In der Tat ist die Halbnorm ¢ —— ||lhpl|, , stetig auf tonneliertem F' . Ist nun

fel! (hT Hu) , 80 gilt 1gngp<ky - f € L? () fiir alle & € N und jedes kompakte
K C T , insbesondere

/1Km{|f|<k} |ho - | dp < b

Danach sind

o |Lsngisicny - fll,, fiiralle p € F.

@ — /1zm{f<k} |- f] dp

stetige Halbnormen auf F' . Da fiir alle p € F

o> [p-fldu= s [l [ fdu= sup sup [Lieqsn - [To f] du
Keg(T) KeR(T) keN

und [(p|f-p)| < [ ‘h_SOf‘ dp gilt, erhdlt man die Stetigkeit von ¢ —— (p|f - pu)
aufgrund der Tonneliertheit von F' .

BEISPIEL 1 (L? (1) als Testraum)
L2 () ist ein hilbertscher Unterraum in sich selbst (mit Id als Kern) und die Tren-

nungseigenschaft ist offensichtlich erfiillt. Die p-Funktionen sind gerade alle Funktionen
aus L? (u) .

BEISPIEL 2 (K (T) als Testraum)
Sei wie iiblich K (T) der Vektorraum aller stetigen Funktionen ¢ mit kompak-

tem Tréger suppy = {t € T | ¢ (t) #0} . L?(u) ist ein hilbertscher Unterraum in

10 Die Trennungseigenschaft kénnte man mit dem Begriff vollstindiger Verteilungsklassen aus der

mathematischen Statistik in Verbindung bringen.
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M (T) = K (T)" mit Kern
he=[],: K(T) — L*(n):o—[g], = .

Die Trennungseigenschaft ist nach Portenier (2002, [38], Abschnitt 3.10) gegeben. Da
K (T) tonneliert ist, erhélt man L{ . (u) mittels obiger Bemerkung 3 als Raum der
p-Funktionen in M (T) .

Analog ist D (T) — L? (i) ein p-Testraum, wenn T eine offene Teilmenge des R™
und g ein Radon-Integral darauf bezeichnet.

BEISPIEL 3 (S (Z") als Testraum)
Fiir dieses Beispiel siehe Dieudonné (1976, [12], Abschnitt 22.19). Es sei S (Z")
der Vektorraum aller Familien ¢ = (¢ (k)),czn , die fiir alle l € N

pu(@) = [0+ )| o= suppegn (14 D) o ()] < o0

erfiillen. Wir versehen S (Z™) mit der lokal konvexen Topologie, die von allen p; ,
| € N, erzeugt wird. Der Untervektorraum K“") aller Familien mit endlichem Téiger
ist dann dicht in S (Z").

Der Dualraum S (Z")" lisst sich mit dem Vektorraum aller Abbildungen S =
(S (K))gezn mit (hochstens) polynomiellem Wachstum identifizieren. Dies sind solche
Familien S, fiir die ein [ € N existiert mit

|5 ()]
(1 +[&])
z. B. ist jede beschriinkte Folge von dieser Art. Die Semidualitéit ist dann durch

(0l S)g@m = Y _ B (k)-S (k)

kezm

SukaZn 9

gegeben.
Es bezeichne

h:=1d:8(Z") — *(Z") — S (2"
den Kern des Pivotraums®! ¢2 (Z") . S (Z") ist ein #-Testraum, wie man nach obigem
Beispiel 2 aufgrund der Inklusion K*") C S (Z") erkennt. Der Beweis zur Charakte-

risierung von S (Z")" als Folgenraum liefert auch, dass S (Z")" gerade der Raum aller
#-Funktionen in S (Z")" ist.

BEISPIEL 4 (S (R") als Testraum)
S (R") ist ein geeigneter Agn-Testraum, denn L2 (Ags) — S (R"™) ist ein hilbert-
scher Unterraum mit Kern

he=1[o] : SR") — L (hen) 19— ] = 0.

Die Trennungseigenschaft ist erfiillt, da sie schon durch den in S(R") enthaltenen
Raum D (R") gewshrleistet ist (s. Portenier (2002, [38], Abschnitt 3.10)).

Die genaue Charakterisierung aller y-Funktionen in S (R")" ist ein eigenstéindiges
Problem, dessen Untersuchung in der vorliegenden Arbeit unnétig ist. Fiir sehr viele

02 (Z™) lasst sich auch als L? (#) mit ZdhlmaB # auf Z™ auffassen.
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Funktionen kann man némlich die nétigen Eigenschaften einfach nachpriifen. Alle
Funktionen aus L, (Ag») (z. B. alle f € L™ (Agn) ) sind Agn-Funktionen (s. Portenier

mod

(2002, [38], Abschnitt 4.3)).

BEISPIEL 5 (C° (R") N L? (\gn) als Testraum)

Mit Standardkenntnissen der Funktionalanalysis (z. B. Portenier (2002, [38])) ldsst
sich der Dualraum des Banach-Raums C° (R™) N'L? (Ag») (mit Norm ||o|| _ +[¢||, ) mit
der Summe L? (Agn) + M?® (R") identifizieren. Die nicht entartete Semidualitéit

(C°(R™) NL? (Agn)| L? (Agn) + M (R™))
ist durch
€+ 7)== (&lnr2pgn) + (€l D) cony = /E'UCD\R" + /Edﬂ
wohldefiniert. Die kanonische Injektion
h:CO(RM)NL? (Agn) — L2 (gn) :a+—[a] = a
ist stetig und hat als Adjungierte die kanonische Injektion
Al L2 Mgn) = L2 (Agn) + MP(R™) 1 € — £+ 0=¢ .

Insbesondere ist L2 (Agn) — L2 (Agn ) +M°? (R") ein hilbertscher Unterraum mit diesem
Kern.

Die kanonische Injektion K (R") < C°(R™) N L? (Ag=) ist klar stetig und hat
ein dichtes Bild, insbesondere ist die Trennungseigenschaft vorhanden. Aufgrund der
Dichtheit von D (R™) in K (R™) folgt die Giiltigkeit einer analogen Aussage fiir D (R") ,
wie auch fiir S (R™) . Man erhiilt die folgende Kette von kanonischen Injektionen, die
alle stetig sind und dichte Bilder haben:

S (R™) — C° (R™) N L? (Agn) — L? (Agn) — M?(R") + L? (\gn) — S (R")" .

Analog bildet L' (Ar)NL? (Ax) — L? (Ar) einen Ap-Testraum, wenn T eine offene
Teilmenge des R™ bezeichnet.

BEISPIEL 6 Ein Beispiel fiir einen hilbertschen Unterraum ohne Trennungseigen-
schaft erhilt man durch folgende Konstruktion (vgl. Portenier (2002, [38], Beispiel

3.10.4)).
Sei (ck)ey €ine Folge in K , die nicht quadratisch summierbar ist - z. B. die
konstante 1-Folge. Auf K (N) wihlen wir die ||o||,-Norm. Die Linearform

KN) —K:o— Y - o(k)
keN
ist nicht stetig, so dass ihr Kern F' dicht in (K (N), ||0||,) wie auch in ¢* (N) ist.
h:F —(N):pr—— ¢
ist eine Isometrie mit dichtem Bild. ¢%(N) — FT lisst sich somit als hilbertscher

Unterraum mit Kern h'h auffassen. In diesem Rahmen erfiillt ¢ : N — N : k — ¢,
die Bedingungen @ - ¢ € ¢* (N) und Y, ¢ (k) - ¢, = 0 fiir alle ¢ € F', obwohl ¢ # 0 .
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1.7 AbschlieBende Bemerkungen

BEMERKUNG 1 Fiir die Inhalte dieses Kapitels wurde meist auf Portenier (2002,
[38]) zuriickgegriffen. Insbesondere die dortige Formulierung der Theorie hilbertscher
Unterrdume stellt das Fundament fiir die in diesem Kapitel hergeleiteten Aussagen
dar. Wesentliche Elemente dieser Theorie finden sich auch bei Speyer (1987, [46]). Als
frithe Arbeiten zu hilbertschen Unterrdumen lassen sich die Arbeiten von Aronszajn
(1950, [2]) und Schwartz (1964, [45]) nennen. Speyer (1987, [46]) verweist in diesem
Zusammenhang auch noch auf einen Report von Thomas aus dem Jahre 1972.

Die in der vorliegenden Arbeit verwendete Formulierung lésst nicht beliebige lokal
konvexe Oberrdume zu - wie es bei Schwartz (1964, [45]) und Thomas (nach Speyers
(1987, [46], Kap. I, §1) Schilderung) der Fall ist. Stattdessen sehen wir stets schwache
Semidualriume FT als Oberrdume vor. Es zeigt sich jedoch, dass dies den Rahmen der
Anwendbarkeit nicht wirklich einschrankt.

BEMERKUNG 2 Der in Abschnitt 1.2 bzw. 1.3 auftretende Operator G*G ist von
zentraler Bedeutung und wird in dieser Arbeit oft in Erscheinung treten. In Verbin-
dung mit der Theorie der stochastischen Prozesse wird ihm die Rolle des sogenannten
Kovarianzoperators zukommen.

BEMERKUNG 3 Man beachte, dass die formale Beziehung zwischen Spektralzer-
legung und Bildzerlegung (vgl. Bemerkung 1.5.1) nicht {iber deren Unterschiede hin-
wegtduschen sollte.

Es gibt die Problematik der Faktorisierung, die in Abschnitt 1.5 nicht auftaucht,
aber in konkreten Fillen das Vorgehen gemifl Abschnitt 1.2 stark erschweren kann. Im
Gegenzug dazu hat man bei den Bildzerlegungen aus Abschnitt 1.2 grofleren Spielraum.

Die Spektralzerlegung von G scheint sehr schnell und ohne starke Zusatzvoraus-
setzungen erreicht worden zu sein. Allerdings setzt Abschnitt 1.5 die Abschliebarkeit
voraus und der Hauptsatz 1.5 stellt Bedingungen an den Testraum. In der Tat lie-
fert der Spektralsatz fiir den selbstadjungierten, positiven Operator G*G stets eine
Zerlegung, in welcher dieser ’diagonalisiert’” wird (vgl. Portenier (2002, [38])). Der
entscheidende Punkt ist jedoch, dass die Zerlegung in dem Testdual F'' vorgenommen
werden soll (fiir Kriterien dazu, siehe Speyer (1987, [46])).

Schliefllich ist die Tatsache, dass das Zerlegungsmafl manipuliert wird dafiir verant-
wortlich, dass die Spektralzerlegung stets direkt ist - eine Eigenschaft, deren Nachweis
bei Bildzerlegungen erst erbracht werden muss.

BEMERKUNG 4 Der Begriff des Testraums motiviert sich aus der Theorie der
Distributionen (vgl. Portenier (2002, [38]) oder Gelfand und Schilow (1962, [17])).
Die kurz verwendete Integrationstheorie bzgl. vektorwertigen Integralen wurde aus
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Thomas (1970, [47]) entnommen. Testriume werden fiir das weitere Vorgehen insoweit
wichtig sein, dass sie den Rahmen vorgeben, in dem sich die Theorie abspielt.
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Kapitel 2

Einbettbare Prozesse

In der Praxis sind die Informationen iiber einen konkret vorliegenden stochastischen
Prozess meistens beschriinkt. Das mathematische Modell und die darauf aufbauende
Theorie sollten also allgemein genug sein, um in der Praxis angewandt werden zu
konnen. Die Theorie der vorliegenden Arbeit basiert einzig auf der Kovarianzstruktur
von Prozessen. Diese Grundlage hat geniigend Gehalt, um eine weitreichende Theorie
aufzubauen und ist gleichzeitig in vielen Anwendungen gewéhrleistet.

Der Fokus dieses Kapitels liegt zunéchst auf dem Aufbau der Theorie zur Einbett-
barkeit eines Prozesses iiber dessen Kovarianzstruktur und in der Analyse des daraus
resultierenden eingebetteten Prozessraums. Damit ist der Prozess der Theorie des er-
sten Kapitels zugiinglich gemacht und Bildzerlegungen lieflen sich anschlieflen.

Die Abschlieflbarkeit im Sinne des vorigen Kapitels wird danach ebenfalls im Rah-
men der Prozesse formuliert und konkretisiert, so dass darauf aufbauend Spektralzer-
legungen der Prozessrdume zur Verfiigung stehen.

Da eine Fassung der Bild- und Spektralzerlegungen in dem immer noch abstrakten
Rahmen dieses Kapitels wenig Neues im Vergleich zu den Versionen des ersten Kapitels
liefern wiirde, verschieben wir diese Zerlegungsdiskussion in das nichste Kapitel, wo
unterschiedliche Klassen von Prozessen genauer analysiert werden.

In diesem Kapitel sei T ein lokal kompakter Raum,
1 ein positives Radon-Integral auf T und
F ein p-Testraum.
h bezeichne den Kern des Pivotraums L2 (1) < FT
und es gelten die entsprechenden Notationen des ersten Kapitels,
insbesondere des Abschnitts 1.6.
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2.1 Kovarianzfunktion eines Prozesses

Dieser Abschnitt soll den Begriff des Prozesses und dessen Kovarianzfunktion ein-
fithren und einen ersten Eindruck davon geben, auf welcher Betrachtungsweise der
analytische Charakter der Prozesstheorie beruht, die in den folgenden Abschnitten
entwickelt wird.

DEFINITION Unter einem Prozess (in X ) verstehen wir eine Familie oder eine
Abbildung
E=Cer: T—X:tr— 5

in einen Hilbert-Raum X . Weiterhin definieren wir die Kovarianzfunktion (von Z) als

c:TxT—K:(s,t)— (Z]Z), -

BEMERKUNG 1 In den Anwendungen werden wir eigentlich nur Familien (Z;),.p
von quadratisch integrierbaren Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2, A, P) betrachten, d. h. es ist dann Z; € L*(Q, A, P) =: X fir allet € T .
L? (Q, A, P) ist ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt

(X.Y)— E(X-Y) :/QY(w)-Y(w) dP () |

so dass die Kovarianzfunktion durch die Erwartungswerte
c:T><T—>K:(3,t)»—>E(E_S-Et)

der Produkte gegeben ist.

Daneben bilden die zentrierten'? Variablen =\*) := =, — EZ, , t € T , einen
stochastischen Prozess in L? (2, A, P) . Dessen Kovarianzfunktion ist dann

O i (s,t) — Cov (24, 5) :== E (- 54) — EE, - EE, = c(s,t) — BE=, - EZ;

woraus sich auch der Name motiviert.

LEMMA  Die Kovarianzfunktion c eines Prozesses (E¢),op 15t von positivem Typ,

d. h. Y erz(8)-2(t) - c(s,t) >0 fir alle 2 € K™ wund die folgenden Aussagen sind
zueinander dquivalent:

(i)  Die Abbildung t — =, : T — X ist stetig.

12 Diese Zentrierung ldsst sich nicht in die Definition des Skalarproduktes einarbeiten.
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(ii) c ist stetig.

(11i) c ist separat in jeder Variablen stetig und t — ||Z4|| ist stetig.

Beweis Die erste Aussage ist bekannt. Wir nehmen die Stetigkeit aus (i) an und
geben uns € > 0 und (s',¢') € T x T beliebig vor. Es gilt fiir (s,t) € T x T

le(s,8) = e(s', )] = |(Za — S| ) + (Sl Z0) — (S| E)| <

<Bs —Eall - &N+ 12 - 12 = 2ol
Seien Oy, Oy Umgebungen von s’ bzw. ¢ mit |2 — 24| < ¢ und ||Z;, —Zy|| < €
fiir alle s € Oy und t € Oy . Diese existieren aufgrund der Voraussetzung. Fiir alle
(s,t) € Oy x Oy gilt somit
le(s,t) —c(s ) <e- Bl + 2] - e <e- (2l +e) +[Es] -

Dies beweist die Stetigkeit von ¢ in (s,¢') .

Die Implikation (ii)==-(iii) ist trivial. Wir nehmen schliefllich (iii) an und geben
uns s’ € T beliebig vor. ¢ (s',s") ist eine positive reelle Zahl und es gilt

1Zs — Eo||” = c(s,8) —c(s',s') —2-Rec(s,s) +2-c(s, )
fiir alle s € T . Nach Voraussetzung existieren Umgebungen O; und O von s' mit

lc(s,8") —c(s,s")| < e fiir jedes s € Oy und |c(s,s) —c(s,s")| < e firalles € Oy .
Fiir alle s € O1 N O folgt somit

1=, = Zoll* < le(ss) —e(s', ) +2- Re(c(s,s) — (s, 8))| <3¢

Dies beweist (i) und somit das Lemma durch Ringschluss.

BEMERKUNG 2 Eine ihnliche Aquivalenz zeigte schon Karhunen (1947, [22]),
insbesondere ist dort die Implikation (i)==-(ii) analog bewiesen.

SATZ Genau dann ist ein Prozess t — =Z; : T — X skalar p-messbar, wenn die
zugehorige Kovarianzfunktion separat (in jeder Variablen) p-messbar ist, d. h. wenn
c(s,0) :t— c(s,t) fir alle s € T bzgl. u messbar ist.

Beweis Siche Karhunen (1947, [22], Satz 4).

BEISPIEL 1 Ist T diskret, so ist automatisch jeder Prozess (Z;),.r stetig und jede
Kovarianzfunktion separat universell messbar. Wihlt man das Zihlmafl # auf T , so
ist jeder Prozess = auf T skalar #-messbar.

BEISPIEL 2 Sei = ein ’deterministischer’ Prozess auf lokal kompaktem T in dem
Sinne, dass es sich bei jedem =, , ¢t € T , um eine Konstante handelt. Dann entspricht
= einer Funktion f € KT und die Kovarianzfunktion ist das Tensorprodukt ¢ = f @ f
der Funktion mit ihrer konjugierten Funktion. = ist genau dann stetig, wenn f stetig
ist. Beziiglich eines positiven Radon-Integrals 1 auf T ist = genau dann skalar messbar,
wenn f p-messbar ist.
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BEISPIEL 3 Die Brownsche Bewegung (Bt)tem auf R ist ein Prozess von zen-

trierten normalverteilten - und somit quadratisch integrierbaren - Zufallsvariablen auf

einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) . Die zugehorige Kovarianzfunktion lautet
c: Ry xRY — R: (s,t) — E (B B;) = min (s, 1)

und ist stetig. Insbesondere ist die Kovarianzfunktion separat universell messbar. Die
Brownsche Bewegung ist also stetig und skalar Ag-: -messbar.

BEISPIEL 4 Unter der Brownschen Briicke verstehen wir den Prozess
Z:00,1] —L*(QAP) : t— = =B, —t- B,

wobei (By),c ;) die Brownsche Bewegung und (2, A, P) den zugehérigen Wahrschein-
lichkeitsraum aus obigem Beispiel 3 bezeichnet. Die Kovarianzfunktion von = lautet

c:10,1] x [0,1]] — R: (s,t) — E(E5- =) = min (s,t) — st

und besitzt dhnliche Eigenschaften wie die der Brownschen Bewegung selbst. Also ist
E stetig und skalar Ajp,;;-messbar.

BEISPIEL 5 Sei (X;),., ein zentrierter stationdrer Gauf-Prozess mit fast sicher
stetigen Pfaden, welcher Markovsch ist - kurz: ein zentrierter stationdrer Ornstein-
Uhlenbeck-Prozess (s. Bauer (1991, [3])). Die zugehorige Kovarianzfunktion ist dann
der Gestalt (X X;) = Be *"! | s;t > 0, mit Parametern o, 3 € R? . Insbesondere
ist X stetig und skalar Ag, -messbar.

BEISPIEL 6 Wir geben noch ein Beispiel eines vielleicht untypischen Prozesses. Sei
N eine Menge in dem lokal kompakten Raum T . Fiir zueinander orthogonale Vektoren
¢, &% + 0 eines Hilbert-Raums X definiere

_ — te TN
:zf-lT\N+£L-1N:t}—>:t::{ ¢

¢+ teN
Als Kovarianzfunktion besitzt dieser Prozess die Abbildung
€117 s,t e TN
c:TxT—Ri:(s8)— 3 ||¢°  falls  steN
0 sonst

Abhéngig von der Topologie auf T , von der Menge N und schliellich von der Wahl
des Mafles 1 auf T wird diese Kovarianzfunktion stetig bzw. separat messbar sein.

Seiz. B.T=R, |£* =1 und ||£L||2 = 5 . Im Falle von N = Q ist = unstetig,
aber skalar A\g-messbar. Ist N hingegen die Cantor-Menge, die nicht A\g-messbar ist,
so ist = unstetig und nicht skalar Ag-messbar.
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2.2 Einbettbare Prozesse

In diesem Abschnitt sei = ein Prozess auf T
in einem Hilbert-Raum X .

Der folgende Hauptsatz formalisiert den Zugang, den die vorliegende Arbeit zu
Prozessen nimmt. Es handelt sich dabei um eine 'Modellierung der Zufallsvariablen’,
die die Ubertragung der Methoden aus dem Bereich der hilbertschen Unterrdume hin
zu Prozessen ermoglicht. Die Modellierung ist durch (iv) des folgenden Hauptsatzes
beschrieben, in dem den Elementen 1 € X die Interpretation eines 'Mafles mit Dichte
(Z|n) bzgl. i’ - genauer einer u-Funktion in FT - gegeben wird.

HAUPTSATZ Folgende Bedingungen sind dquivalent:
(i)  Fiir allen € X ist (Z]n) : t — (24| n), bzgl. AT [],, integrierbar .
(i) Fir alle p € F ist
ho - Z: T — X :t— hp(t) 5
skalar p-integrierbar.

In diesem Fall ist durch
[[]: Fx X —K:(g,n) — [oln] = /h_w(Eln) dp = (p|(E[n) - u) .
eine Sesquilinearform wohldefiniert und die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(a)  Die Sesquilinearform [-| -] ist separat stetig.
(b) Fiir allen € X ist (E|n) - p € F' und die Abbildung
[o] : X — F' i — |n] = (E|n) -

18t stetig.
(¢) Fiir alle ¢ € F ist hp - = skalar p-integrierbar in X und die Abbildung

[<>|:F—>X:<p»—>/h<p-5d,u

st schwach stetig.
(d) Fiir allen € X ist (Z|n)-u € F' , und fiir alle ¢ € F ist hp - = skalar
p-integrierbar in X .

In, diesen, Fillen gilt [o| = |o] .
Beweis Die Aussagen (i) und (ii) bedeuten beide, dass hy - (Z|n) € L' (1) fiir alle
n € X und jedes p € F gilt (vgl. Satz 1.6). Sie sind also dquivalent.

Fiir die Aquivalenz (iii) <= (iv) beachte man, dass [-| -] genau dann in der ersten
Variablen stetig ist, wenn (Z|n) - p fiir alle n € X eine stetige Semilinearform auf
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F definiert. Die Stetigkeit in der zweiten Variablen ist offensichtlich dquivalent zur
Stetigkeit von |¢] .
Genau dann ist -] -] in der zweiten Variablen stetig, wenn fiir jedes ¢ € F

T

eine stetige Semilinearform auf X ist, d. h. wenn fiir jedes ¢ € F' das schwache Integral
von hy - Z in X liegt. Die schwache Stetigkeit von

[<>|:F—>X:g0»—>/hg0~5d,u

ist dann dquivalent zur Stetigkeit von [-| ] in der ersten Variablen. Insgesamt beweist
dies (iil) <= (v). )
Schliefilich liest man die Aquivalenz (iii) <= (vi) aus den obigen Beweisen ab.

BEMERKUNG 1 Die Sesquilinearform bzw. [¢] ermoglicht X linear in FT einzu-
betten. Im Hinblick auf spétere Anwendungen ist es jedoch sinnvoll die Bedingungen
des Hauptsatzes nicht nur fiir den konkreten Prozess = zu fordern, sondern auch fiir
geeignete Manipulationen von = . Im Wesentlichen wird es sich um Multiplikation mit
Indikatorfunktionen 1, handeln. Dies motiviert die folgende Definition.

DEFINITION Ein Prozess = heile (bzgl. u ) in FT einbettbar, wenn fiir jedes
f € L*° (u) der Prozess f - = die Bedingungen des Hauptsatzes erfiillt.

KOROLLAR  Ein Prozess = ist genau dann (bzgl. u) in F' einbettbar, wenn (Z|
fiir alle n € X eine p-Funktion ist, und fir alle ¢ € F die Abbildung hy - = (i.S.v
Pettis) p-integrierbar in X ist.

)

BEMERKUNG 2 lin (Et) bezeichne den von allen Z; , t € T , erzeugten abge-
schlossenen Unterraum. Fiir die Einbettbarkeit gentigt es, die Eigenschaften fiir n €
lin (E1) nachzuweisen, da nur die Skalarprodukte mit = eine Rolle spielen. In der

Tat gilt (E|n) = 0 fiir alle n € (lin (ET))L und die Bilder von & und lin (Z1) unter
|o] stimmen iiberein. Analog geniigt es, die skalare Integrierbarkeit in lin (E1) zu
untersuchen, denn nur dort nimmt [o| Werte an.

BEMERKUNG 3 In der Praxis ist eher der Prozess (sowie das Maf3 p auf dem
Parameterraum) vorgegeben und man muss einen geeigneten Testraum finden, so dass
der Prozess einbettbar wird. Die iiblichen Testriume (vgl. Abschnitt 1.6) stellen gute
erste Kandidaten dar, in deren Dualrdume vielfiltige Prozesse einbettbar sind.

BEISPIEL 1 Wie in Beispiel 1 des vorigen Abschnitts sei T diskret mit Ziéhlmaf
# darauf. Wihlt man K™ als Testraum (vgl. Beispiel 1.6.2), so ist jeder Prozess =
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bzgl. # in KT einbettbar. Ein Element 7 € X entspricht eingebettet (Z|n) - # , einem
Zghlmafl mit Dichte auf T .

BEISPIEL 2 Sei h: F — L?(u) ein p-Testraum. Ein wie in Beispiel 2.1.2 durch
eine Funktion f € KT gegebener deterministischer’ Prozess = = f ist genau dann bzgl.
@ in FT einbettbar, wenn f eine u-Funktion (in F7T ) ist.

BEISPIEL 3 Gegeben der Testraum h : D (Ri) — L2 (Ri) . Die Brownsche
Bewegung <Bt)teR1 auf R* (vgl. Beispiel 3 des vorigen Abschnitts) liefert fiir eine

Zufallsvariable 7 eine stetige Ag:-Funktion (B,|n) in D (]Ri)/ . Mit dieser Dichte
bzgl. Ag: lassen sich unendlich oft differenzierbare Funktionen mit kompaktem Triiger

peD (R’jr) integrieren, wie schon in der Einleitung dargelegt. Die Stetigkeit und der
kompakte Tréger von ¢ - B, (als vektorwertige Abbildung) sorgt auch fiir die verlangte

Pettis-Integrierbarkeit im vektorwertigen Sinn. Somit ist (Blf,)te]Ri bzgl. A+ inD (]Ri),

einbettbar'®.
Man beachte jedoch, dass (Bt)teRj; nicht bzgl. Ag+ in

(L' (Ry) L2 (RY))" = L2 (RY) + L= (R)

einbettbar ist, obwohl alle eingebetteten B; = min (¢, ) Elemente von L (R ) sind. In
der Tat ist durch 7 := }_, . 72 - By ein Element im erzeugten Teilraum von L? (2, A, P)
wohldefiniert, welches fiir alle grofien s € R’ der Ungleichung

(Bs|n) > Z /—dm—ln

0<l~c<Ls
geniigt. Dartiber zeigt sich, dass mit
1
(Int)” -t

nicht mal die Integrierbarkeitsbedingung ¢ - (B,|n) € L' (R?}) aus dem Hauptsatz (ii)
erfiillt ist.

L' (RY) NL* (RY) 2 ¢ : R — Ry it e oo (£) -

BEISPIEL 4 Man wihle den Testraum L2 ()\[0’1]) gemif Beispiel 1.6.1. Die im Bei-
spiel 2.1.4 eingefiihrte Brownsche Briicke =, = By —t- By , t € [0,1] , ist in L? ()\[071})
bzgl. A1 einbettbar'®. In der Tat ist fiir jedes n € Iin (Zj91)) C lin (Bjp,1j) die Funkti-
on (Z,| n) stetig, also in L? (A1) . Fiir alle p € L? (Ap 1)) ist ¢-Z, Pettis-integrierbar,
da

/|f o (Zol )l dhoy < Il - el - 1 Il

fiir alle n € E(:[o,u) und f € L™ (]Ri) gilt. Die Einbettbarkeit folgt mit dem
Korollar.

13
14

Siehe auch die Ausfithrungen zur Einbettbarkeit der Brownschen Bewegung in der Einleitung.
Eine passende allgemeine Theorie fiir Einbettbarkeit in M (T) wird im dritten Kapitel aufgebaut.
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BEISPIEL 5 Sei X der Ornstein-Uhlenbeck-Prozess auf R, aus Beispiel 2.1.5 und
K (R;) — L2 (Ag, ) der Testraum aus Beispiel 1.6.2. Der Prozess lésst sich in M (R.)
bzgl. Ar, einbetten. Fiir jedes n und jede Funktion f € L™ (/\R +) ist die Funktion
(Z|7) némlich stetig und es gilt f-(Z|n) € L, (Ar, ) , also f-(Z[n) - Ar, € M (Ry) .
Weiterhin gilt fiir p € K (R,)

/w)-f(t) () dt

was die separate Stetigkeit der Sesquilinearform [-| -] aus dem Hauptsatz beweist.

< Ml - lllly - Zoll - imll-

BEISPIEL 6 Sei h: F — L? (u) ein p-Testraum, N eine p-Nullmenge in T und

— — te TN
::g'lT\N"‘gL'lN:t'—):‘t::{fi te N

der Prozess aus Beipiel 2.1.6 mit zueinander orthogonalen Vektoren &, # 0 eines
Hilbert-Raums X . = ist in FT bzgl. pu genau dann einbettbar, wenn h (F) C L! (u)
und die Stetigkeit von ¢ — [ hepdp : F' — K gegeben sind. Ist F' tonneliert, so ist
die Einbettbarkeit von = dquivalent zu h (F') C L' (i) . Der erste Teil entspricht dem
Korollar im konstanten Fall, der zweite Teil folgt mit der Bemerkung 1.6.3.

BEMERKUNG 4 Im Prinzip vollzicht die vorliegende Arbeit den Ubergang von
einem Prozess zu Maflen mit Dichten:

Bt — (o] Et) — (5o Ee) - a1 -

Der erste Schritt ist dabei noch punktweise und untopologisch zu verstehen und wurde
schon von Parzen (1967, [37]) in seine Theorie eingebaut. Der zweite, topologische
Schritt erfordert die Untersuchung von Kriterien geméfl dem Hauptsatz.
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2.3 Der hilbertsche Unterraum eines Prozesses

In diesem Abschnitt sei = wieder ein Prozess in X" .
Man nehme an, = ist mittels |o] bzgl. u in FT einbettbar.
Insbesondere gelten die Notationen des vorigen Abschnitts.

Ahnlich wie man im vorigen Abschnitt einzelne Elemente € X als Semilinearfor-
men modelliert hat, kann man nun den gesamten Raum in FT einbetten. In diesem
Abschnitt untersuchen wir diesen eingebetteten Raum und zeigen seine reproduzieren-
de Eigenschaft.

HAUPTSATZ

(i)  Fir jedes ¢ € F ist [ (E4|Z;) - he (t) dp (t) eine p-Funktion.
(i) Das Bild von X wunter der Abbildung |o| definiert den hilbertschen Unterraum
|X] — F' mit Kern

|<>]O|<>]T1F—>|X]%FVSOH/(EOIEO'W(??) dp(t) -

Beweis Zunichst ist o] nach Voraussetzung stetig, so dass |X] — FT wohldefiniert
ist. Ebenfalls aufgrund der Einbettbarkeit ist

(=|([ 1o Zuiv) ) = [ (=120 e t0) dutt

fiir jedes ¢ € F eine p-Funktion. Diese Formel beweist ebenfalls die Aussage iiber den
Kern.

DEFINITION Das Bild G := |X] — FT des Hilbert-Raums X unter || nennen
wir den zu = gehérigen (eingebetteten) hilbertschen Unterraum (in F' ) - oder kiirzer
den zu E gehérigen Prozessraum in F' . Dementsprechend heift g = |o] o |o]" der
Prozesskern. Den Bildprozess |Z] = (|Z]),cx C G nennen wir (in F' ) eingebetteten
Prozess.

BEMERKUNG 1 Der Prozessraum G ist ein Hilbert-Raum von (Klassen von) pu-
Funktionen auf T . Das Skalarprodukt ist durch Fortsetzung von

(90,99) — (90l 99) == (Wl g9} = [FG(5) [ (2120 ho (1) du(®) dia (s
auf die Vervollstdndigung von g (F') gegeben (vgl. Satz 1.1.1).

Man beachte, dass G im Allgemeinen nicht besser zu beschreiben ist. Selbst inner-
halb einer relativ konkreten Klasse von Kernen ist eine einheitliche Charakterisierung
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des eingebetteten Prozessraums nicht moglich, auch nicht im Fall'® eines diskreten In-

dexraums T . Man kann die durch die vorliegende Arbeit zur Verfiigung gestellten
Zerlegungsmethoden auch als Abhilfe fiir dieses Problem verstehen.

KOROLLAR (Reproduzierende Eigenschaft)
Fir allen € X gilt

(IZe]l ) )2) = (Eo|m)  lokal p-fast diberall .
Mit anderen Worten gilt fir alle y € G
(IZe]|V)ja) = lokal p-fast diberall ,

so dass stets ein Reprisentant existiert, der auf {t € T | =, = 0} verschwindet.

Beweis Sei 7j der eindeutige Reprisentant von |n] in (Ker|o])" . Dann gilt (siche
Hauptsatz 1.1.1 fiir die erste Gleichung)

(Zel D)y - 1= (Bl @) - = 7] = 1] = (Ee|m) - o im PP,
und die Behauptung folgt aufgrund der Trennungseigenschaft. Fiir die speziellere Aus-

sage geniigt es, den ersten Teil auf die p-Funktion v (sagen wir v = || ) anzuwenden.
Der Rest ist klar.

BEMERKUNG 2 Mit = C X ist auch der eingebettete Prozess |Z] C G in F' ein-
bettbar und man erhélt wieder G als eingebetteten Prozessraum. Prinzipiell werden
wir uns im Folgenden auf den eingebetteten Prozess konzentrieren und z. B. die Ein-
bettungsklammern weglassen. So ist hy - = in G Pettis-Integrierbar und wir schreiben

g:F—>g:g0|—>/hg0-Edu,
sowie
oG Ftoy = (Bly), - n=7-
g : el S Y)g =7
Obwohl die wesentlichen Eigenschaften des Prozesses erhalten bleiben, kénnte der

Ubergang zum eingebetteten Prozess mit Informationsverlust verbunden sein, was wir
noch etwas beleuchten wollen.

lin (Z1) sei der von allen =, , t € T , erzeugte abgeschlossene Unterraum in X’ .

LEMMA Ein Vektor n € X ist genau dann im Kern von |o| , wenn er fir lokal
w-fast alle t orthogonal zu =; steht. Insbesondere gilt (E (ET))L C Ker|o] .

Beweis Genau dann gilt n € Ker [¢] , wenn (EZ|7) = 0 lokal p-fast tiberall gilt.

BEMERKUNG 3 Der folgende Satz gibt an, wann eine injektive Einbettung (von
lin (Ex) in FT ) vorliegt. In diesem Fall lassen sich Prozess und eingebetteter Prozess
vollstédndig identifizieren: =, = (Z|2;) = |Z] fir allet € T .

15

Die spéteren Beispiele von endlichen Prozessen stellen also eher Sonderfille dar.
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SATZ Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i)  Die Abbildung [o| hat dichtes Bild in lin (Zt) .

(i)  Die Einbettung |o] ist injektiv auf lin (21) .

(iii) (T (Ex))" = Ker|o] .

(iv) |0]:lin(Ex) — |lin (Ex)] ist ein isometrischer Isomorphismus.

(v)  Die Familie (Z;),.p ist p-total (in lin (Ex) ), d. h. fiir jede lokale p-Nullmenge
N st (Z),cpy total inlin (Et) .

Beweis Die Aquivalenz der ersten beiden Aussagen ist wegen |o] = [o|! Klar.

Fiir die Implikation (ii)==-(iii) sei Ker|o] > 1 = & + &- gemiiB der orthogonalen
Zerlegung X = lin (E7) B (Iin (ET))L . Mit (ii) folgt {0} = Ker |o] N1lin (Ex) 3 ¢ nach
dem Lemma, also n = ¢~ € (lin (ET))L . Die Umkehrung (iii)==-(ii) ist klar.

Die Aquivalenz der Aussagen (iii) und (iv) folgt aus Portenier (2002, [38], Bemer-
kung 6.4).

Nach dem Lemma ist fiir 5 € lin (E1) die Bedingung (Z|7) = 0 € F' dquivalent zu

(Z¢|m) = 0 fiir lokal p-fast alle ¢ € T . Daraus folgt die Aquivalenz der letzten beiden
Aussagen.

BEMERKUNG 4 Sei (Z;),.t ein einbettbarer Prozess, wobei das Radon-Integral
p vollen Triiger supp (1) = T habe. Die Menge C aller n € lin (Z¢) , fiir die (Z,|7)
stetig ist, bildet einen Untervektorraum und die Einschréinkung |<>]‘ ¢ ist auf C injektiv.

Aufgrund der Stetigkeit gilt fiir ein 7 € C genau dann (Z;|n) = 0 fiir lokal p-fast
allet € T, wenn (Z¢|n) = 0 fiir alle ¢ € T gilt. Dann ist aber n = 0, denn (Z;), . ist
total in lin () .

BEISPIEL 1 Bei diskretem T mit Zihlmaf # und Testraum K(™) (vgl. Beispiel 1 in
den vorigen Abschnitten) ist nach obiger Bemerkung 4 die Einbettung jedes Prozesses
injektiv und
pr— Y clot)-p(t): K™ — KT
teT
ist der Kern des eingebetten Prozessraums zu = . Letzterer ist gerade der repro-

duzierende Kern-Hilbert-Raum G = Tin® {c(o,t) |t € T} (i.S.v. Aronszajn) und die
reproduzierende Eigenschaft gilt in jedem Punkt ¢t € T .

BEISPIEL 2 Sei h : F — L?(u) ein p-Testraum und f € KT eine p-Funktion
in FT . Der eingebettete Prozessraum des gemiifl Beispiel 2.2.2 ’deterministischen’
Prozesses = = f hat als Kern

dg:F— G Fligr ([ o) £ du®) T

40



Einbettbare Prozesse Der hilbertsche Unterraum eines Prozesses 2.3

und ist hochstens eindimensional. Genauer ist G = K- (7 . u) genau dann der Nullraum,
wenn f = 0 als p-Funktion gilt, d. h. wenn {f # 0} eine lokale p-Nullmenge ist. Die

Injektivitit der Einbettung o {f(T)} — F':n v+~ n-f-pist dquivalent zu:
{f # 0} ist keine von () verschiedene lokale p-Nullmenge.

BEISPIEL 3 Die Brownsche Bewegung (Bt)tem auf RY gemifl Beispiel 2.2.3 ist

wegen ihrer Stetigkeit nach Bemerkung 4 injektiv bzgl. A+ in D (R’;)/ einbettbar und
man erhélt

9'g : D (RY) —>Q%D(Ri)/:g0»—> (/ min (o,t) - ¢ (t) dt) * ARt
Ry

als Kern des eingebetteten hilbertschen Unterraums. Zur genaueren Charakterisierung
des Raums G sind weiterfiihrende Darstellungen nétig (s. Einleitung der vorliegenden
Arbeit), aus denen sich

G = {/OgeAc(Ri) ‘ §€L2(R+)}
0
ergibt.

BEISPIEL 4 Wiederum aufgrund von Stetigkeit ist die Brownsche Briicke =, =
By —t-B;,tel0,1], injektiv in L2 ()\[0,1]) bzgl. A1) einbettbar (vgl. Beispiel 4 der
vorigen Abschnitte). Der Kern des eingebetteten Prozessraums lautet

1
gTg: L2 (Apg) — G — L2 (Ao) 1 o — (/ (min (0,t) —o-t) - ¢ (t) dt) “Aj,1] -
0

BEISPIEL 5 Sei X der Ornstein-Uhlenbeck-Prozess auf R, aus Beispiel 2.1.5, der
aufgrund des iiblichen Stetigkeitsarguments injektiv in M (R, ) bzgl. Ag, einbettbar
ist (vgl. Beispiel 2.2.5). Der Kern des eingebetteten Prozessraums ist

g'g: K(Ry) — G — M(Ry) : o — - (/we—aid—t'«o(t) dt) S
0

wenn dabei «, § > 0 die zu X gehorigen Parameter bezeichnen.

BEISPIEL 6 Sei h: F — L? (1) ein tonnelierter p-Testraum mit h (F) C L (p)
und N sei eine p-Nullmenge. Der zu dem (fast iiberall) konstanten Prozess = =
£ 1pon + &L - 1y des Beispiels 2.2.6 gehorige eingebettete Prozessraum hat als Kern

F— |X] > Fl g (/hsodwsu -m) el = (/hsodu> el p

der Raum selbst ist also K- (||£]| - p) — FT .

Allerdings ist die Einbettung von = nicht immer injektiv. In der Tat ist = genau
dann p-total, wenn N die leere Menge ist! Durch Herausnehmen der Nullmenge N
lsisst sich namlich nur K- € C X statt K- £ BK - €5 erzeugen.
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2.4 Abschlief3barkeit eines Prozesskerns

In diesem Abschnitt sei Z ein bzgl. 1 in FT eingebetteter Prozess,
also im eingebetteten Prozessraum G < F'f mit Kern g enthalten.
Es gelten die Notationen der vorigen Abschnitte.

SATZ
(i)  Die kanonischen Abbildungen

L2(u)NG —L*(p):6——06 baw. L2(u)NG—G:6— 06
sind wohldefiniert, stetig und linear. Ihre Adjungierten sind

T
|<>)L2(,u) L2 () — (L2 (1) N g) 1 |5)L2(H)
bzw.
[0)g :G — (L2 (W)NG) :7— hg
und erfiillen
|<>)L2(“) oh=lo)gog.

(i) Die Familie (K- |Z)g),op
(L2 () N Q)T und das Integral stimmt mit dem Bild von L (i) unter |0) 12, tberein:

L2 (1)) = [ K- [20g dnlt) in (L2 (1) N G)'
Der zugehorige Kern lautet
/‘ |E°>g> <|H<> ’ dp = }O\Lz(u)ﬂg)m 10— |6)L2(u

(ii) Fir alle § € L (p) ist - |2) g : T — (L2 (p) N G)' (i.S.v. Pettis) p-integrierbar
in (L2 (p) N G)" mit

/Ewagmuqomw in (L2 (1) N G)'

von hilbertschen Unterrdumen ist p-integrierbar in

Beweis Der erste Teil ist klar, sofern man mittels reproduzierender Eigenschaft

(6l99)g ) ryng = (O low)g = /h¢'(5|5<>)9 dp. = /E'hwd“ B <6 )|h¢)L2(“)>L2(u)mg

fiir alle p € F und 6 € L? (1) N G bemerkt.
Fiir (ii) geniigt es,

(O 11Z2)g ) p2ng = (01Fe)g =0 € L2 ()
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und
1)) 1= 81 = [ ICIZNS) - By e ) = [ 168 = (60D ).,
fir § € L? (1) N G nachzurechnen.
Zu (iii) beachte man, dass fiir £ € L? (u) , f € L>® (u) und § € L? () NG
BIf € B Vngug = f € (1Ee)g = F-€-FEL (1)
mit
<ﬂ/ffwabm§yaum,/muwamdmw<wmmwmmwwm@m
sowie
(ol fermean) = [ew 50 a0 =019,
gilt.

BEMERKUNG 1 Das Bild von G unter [¢); definiert ebenfalls einen hilbertschen
Unterraum |G), in (L? (1) N G)", dessen Kern durch

loagng) gt L2 (1) NG — (L2 () N G)": 6 16)g
gegeben ist.

HAUPTSATZ Durch
[':h(F) —>Q:hg0|—>/hg0'5d,u

wird ein (dicht definierter) Operator in L? (1) wohldefiniert. T* ist die kanonische
Injektion von L% (1) NG nach L2 (1) und die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) g ist bzgl. h abschliefsbar (mit Abschluss G ).
(i1) T ist abschliefbar.
(iii) L2 (u) NG ist dicht in G .

In diesem Fall ist
G = [0)gagy 1 L2 (1) — (L2 (1) N1G) £ — [E)pag, = / ¢ Zdu
und die Abschliisse sind durch
G =G =T =T:D(6) — G ¢ Oy = [ € Edu
auf
D(G) = {ect? () | e~ = [¢-2dnco |
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gegeben. Insbesondere gilt

Ker G = Ker G*f = (L2 (1) N G)™ " und L (4)-h(F)C D(G) .

Beweis Die Wohldefiniertheit ist klar, da hy - = in G Pettis-integrierbar ist. Fiir das
Weitere bestimmen wir die Adjungierte von I .

D) ={ye§g | el (u): (Thp|7)g = (hypl€) Vo € F}

ist ihr Definitionsbereich. Das in der Charakterisierung auftauchende Element ['*7y := ¢
ist eindeutig durch die Gleichung

<w|<z|v>~u>F:/%~<sw> dp = (Thel7)g = (hol€) = (p[€), Ve F

bestimmt. Aufgrund der Trennungseigenschaft sowie der reproduzierenden Eigenschaft
ist dies nur unter v = £ lokal p-fast iiberall moglich. Insgesamt findet man

DI =L*(u)NG und I'y=~+ firalleye D(I*) .

Zusammen mit Hauptsatz 1.3 und Korollar 1.3.(ii) folgt der gesamte erste Teil.

Die Folgerungen ergeben sich nun umittelbar aus dem Satz, wobei wir aufgrund
der Injektivitit von |o); : G — (L (p) N o)y — 17)g auf die Klammern ver-
zichten, die Réume also identifizieren. Man beachte aber, dass alle angegebenen Bild-
elemente in erster Linie im Oberraum (L2 (1) N G)' zu verstehen sind! Wir bewei-
sen noch die abschlieBenden Mengenrelationen. Genau dann ist ¢ € Ker G*' , wenn

0= <(5 “f)Lz(u) >L2(u)mg = (6] §)pz2(,) fir alle 6 € L2 (1) NG gilt. Korollar 2.2 (inkl. Be-

merkung 2.3.2) zeigt, dass fiir ¢ € F und f € L™ (u) die (Pettis-)Integrierbarkeit von
fhe-EinGmit G(f-hp)=[f-hp-Zdu gilt.

DEFINITION Ein einbettbarer Prozess = heif3t abschlief$bar, falls der zugehorige
Prozesskern g : F' — G bzgl. h abschliebar (mit Abschluss G ) ist.

In diesem Fall wird der positive selbstadjungierte Operator G*G = I'*T in L2 (u)
als Kovarianzoperator (von =) bezeichnet. Eine Funktion £ € D (G) nennen wir ein
=-Koeffizient und G = [ € - Edp heifit Linearkombination von E mit Koeffizient ¢ .

BEMERKUNG 2 Das Kriterium Z; € L? (p) fiir alle ¢t € T ist hinreichend fiir die
Abschliefibarkeit des Prozesses, ohne gleichbedeutend mit den Bedingungen G C L? ()
oder g (F) C L? (i) zu sein (vgl. Bemerkung 1.3.2).

BEISPIEL 1 Bei diskretem T mit Zihlmaf # und Testraum K(™) (vgl. Beispiel 2.3.1
und dessen Vorgénger) sind nach obiger Bemerkung 2 das Kriterium c (o,t) € % (T)
oder (hier dquivalent dazu) g (K™) C 2 (T) hinreichend fiir die AbschlieBbarkeit. Die
Kenntnis iiber G ist selbst in diesem Rahmen zu gering, um das notwendige Kriterium
der Dichtheit von 2 (T) NG in G (oder der Dichtheit von ¢*(T) in £*(T) + G ) zu
konkretisieren.
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BEISPIEL 2 Sei h: F — L2 (p) ein p-Testraum und f € KT eine p-Funktion in
F' . Der eingebettete ’deterministische’ Prozess = = f (vgl. Beispiel 2.3.2) ist genau
dann abschlieBbar bzgl. h , wenn f € L? (u) gilt. In der Tat ist wegen G = K - (7 . ,u)
entweder L2 (1) - pN G = {0} oder L? (1) - p NG = G , je nachdem ob f ¢ L2 (1) oder
feL?(u) gilt.

BEISPIEL 3 Die eingebettete Brownsche Bewegung (Bt)tem aus Beispiel 2.3.3 ist
abschlieSbar, wie in der Einleitung zu dieser Arbeit iiber Hauptsatz 1.4 gezeigt wurde.

BEISPIEL 4 Die eingebettete Brownsche Briicke bzw. der zugehorige Kern g aus
Beispiel 2.3.4 ist abschlieBbar bzgl. h = Id : L? (Ap) — L? (A1) mit stetigem
Abschluss G, wie man Korollar 1.3.(ii).(b) und Bemerkung 2 entnimmt.

BEISPIEL 5 Um Abschlieflbarkeit eines gemifl Beispiel 2.3.5 eingebetteten Ornstein-
Uhlenbeck-Prozesses X zu beweisen, geniigt es g (K (Ry)) C L? (Ag,) NG zu zeigen
und auf Hauptsatz 1.3.(1) zu verweisen (s. Bemerkung 2). In der Tat ist fiir jedes
¢ € K (R,) die Funktion gy stetig und erfiillt

Se
gp(s)=p0- (/ e (t) dt) -e” " fiir alle s > S, := sup (supp ¢) .
0

Dies zeigt gp € L2 ()\R +) , da fiir den zu X gehorigen Parameter o > 0 gefordert ist.

BEISPIEL 6 Seci h: I — L2 (p) ein tonnelierter pu-Testraum, h (F) C L' (u) und
= der fast iiberall konstante Prozess des Beispiels 2.3.5 bzw. 2.2.5. Der zugehorige
Operator (in L? (1) mit Werten in |X] ) ist

D h(F) — K- (] - p): o — (||€||x'/h90du) (lell-w) -

Dieser Operator I ist genau dann abschlieSbar, wenn p beschrénkt ist.

In der Tat ist die AbschlieBbarkeit #quivalent zur Dichtheit von (L2 (p) - u) N
(K- (]|&]] - ) in (K- (|||l - 1)) , was genau dann gilt, wenn der Schnitt nicht leer
ist. Dies ist gleichbedeutend mit 1 € L? (i) bzw. mit der Beschrinktheit von pu .
Die hinreichenden Kriterien der obigen Bemerkung 2 hitte man ebenfalls verwenden
konnen.

BEMERKUNG 3 Im Allgemeinen kann man fiir £ € D (G) und f € L* (p) nicht
f-& € D(Q) folgern, wie das Beispiel der Brownschen Bewegung zeigt. In der Tat ist
dort

o0—

D(G) = {f e L2 (A) ' ¢ uneigentlich integrierbar mit £el? (Ri) } )

so dass z. B. sinc =32 € D (G) , aber ‘Sii—;‘ € (L*(pn)- D (@)~ D(G) gilt.

<
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Dies ist gem#f8 der folgenden formalen Rechnung einzusehen: [ Ooof sii—dn ist auf R,
stetig fortsetzbar und es ist

®~sin —cos|™ T cos  cos > cos .
e _ — = — auf R .
., id id |, . id id - id
Sowohl ¥ als auch | Ooo =% sind auf jedem in R abgeschlossenen in R enthaltenen

id?
Intervall quadratisch integrierbar, da ‘ , | | QOO lcd%?‘ < % .

cos

id

BEMERKUNG 4 Im Allgemeinen ist der eingebettete Prozessraum nicht durch
G = /KEtdu(t) — FT

zerlegbar. In der Tat ist bereits das Integral nicht wohldefiniert. Mit Hilfe von Kapitel
1 werden wir im néchsten Kapitel einige Zerlegungen von Prozessrdumen herleiten.

BEMERKUNG 5 Sei A eine y-messbare Menge. Ein Element von lin (Z; | t € A)
léisst sich meist nur als Limes von endlichen Linearkombinationen schreiben, wobei die
Koeffizienten nur Triiger in A haben diirfen. Ubertragen auf allgemeinere Testraume
konnte also 14 - h (F') als entsprechende Menge von Koeffizienten dienen. Wir konkre-
tisieren dies im folgenden Lemma.

LEMMA Sei A eine p-messbare Menge und G der Abschluss des Prozesskerns g .
(i) (G(Aa-h(F)={yeG|la-(7|5) =0 lokal pu-fast iiberall} .
(ii)) G(la-h(F)) CIn(Z|te A).
(111) Fir allen € G ist die orthogonale Projektion vy vonn auf G (14 - h (F))g eindeutig
durch

yeG(la-h (F))g und v = lokal p-fast iiberall auf A
festgelegt.

Beweis Fiir v € G gilt genau dann v L G (14 - h(F)) , wenn

0= 016 (- he)g = (] [ 1a-tie B ) = [Lacne- (1) dn

fiir alle ¢ € F gilt. Die Bedingung 14 - (7|2,) = 0 lokal p-fast iiberall’ ist trivial
hinreichend dafiir. Die Notwendigkeit folgt aus der Trennungseigenschaft.

Die zweite Aussage folgt aus (i), denn jedes v € (lin(Z, |t € A))L erfiillt 14 -
(7|2s) = 0, ist also aus (G (14 - h(F)))™ .

Schliellich sei n € G . Bezeichnet v die orthogonale Projektion in G von 7 auf
G(la-h (F))g ,soist v —n € (G(1a-h(F)))" . Dies entspricht der zweiten Eigen-
schaft mittels (i). Fiir die Eindeutigkeit seien 7y,,~, entsprechende Elemente zu 7 .
Dann ist

[1]

C

11— €T A E) 0 (TR (E) ) = {0} |
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denn ~y; — 7, = 0 lokal p-fast tiberall auf A .

BEMERKUNG 6 Sei A eine py-messbare Teilmenge von T und p4 das von p auf A
induzierte Radon-Integral. Ist = stetig und hat p, ganz A als Tréger, so erreicht man
in (ii) sogar Gleichheit.

In der Tat gilt némlich 14-(Z,| ) = 0 lokal p-fast iiberall fiir v € (G (14 - h (F)))*¢
und O := {|(Z,|7)| > 0} ist offen in T , weil (=] ) eine stetige Funktion ist. Damit
ist die Menge A N O eine offene Menge in A , lokal p-vernachlissigbar (denn A N
O C {1la-(Z6|7) #0} ) wie auch lokal u4-vernachlissigbar. Eine offene lokal g 4-
vernachléssigbare Menge in A muss jedoch nach Voraussetzung leer sein, woraus A C
T\ O ={(Z.]7) = 0} folgt, d. h. v € (T (5| t € A)) .

Eine messbare Menge A ist z. B. Tréger von p, , wenn die diskrete Topologie und
das Ziéhlmafl y = # auf T gegeben ist - oder allgemeiner: wenn A eine in T offene
Teilmenge von supp p ist.
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2.5 Vorbemerkungen zu Zerlegungen

In diesem Abschnitt sei = ein bzgl. p in FT einbettbarer Prozess.

Insbesondere gelten die Notationen aus Abschnitt 2.3.

BEMERKUNG 1 Den meisten Zerlegungen liegt eine "Darstellungstheorie’ zu Grun-
de. Das iibliche und immer noch verwendete Verfahren beruht auf einer Isometriean-
nahme, die man durch Forderung von Skalarproduktgleichheiten der Art

(fslft):(Es|Et) fur alle S7t€T (*)

erzwingt, wobei (f;),.p eine Familie in einem (evtl. besser bekannten) Hilbert-Raum
bezeichnet!®.

Meist werden dabei Funktionen f; betrachtet. Aus dieser Betrachtung heraus lisst
sich eine Darstellung mittels stochastischem Spektralintegral erreichen. Dies findet sich
z. B. bei Karhunen (1947, [22], Satz 10), Parzen (1961, [36] bzw. 1967, [37]) und Priest-
ley (1981, [40], Theorem 4.11.2). Der Einfluss dieses Zugangs entstammt vermutlich
dem Satz von Mercer fiir stetige Prozesse auf kompakten Intervallen und dem Satz von
Bochner fiir stationéire Prozesse auf Z™ oder R™ . Erst kiirzlich griffen Girardin und
Senoussi in ihrem Artikel *Semigroup stationary processes and spectral representation’
(2003, [19]) tiber einen verallgemeinerten Satz von Bochner auf genau diesen Zugang
zuriick. Aus dieser Perspektive bildet der Satz von Bochner einen ’Hilfssatz’ um die
abstrakte Gleichheit (x) und dariiber die Darstellung des Prozesses zu bekommen.

Die (Bild-)Zerlegungen der vorliegenden Arbeit beruhen auf der Forderung, dass
sich der Prozesskern geméf3

g'g=VTloV (k)

(vgl. Abschnitt 1.2) bzw. gemiB g'g = wiw (vgl. Abschnitt 1.4) faktorisieren lisst.
Diese Forderung (#x) ist ein ’schwicheres’ Pendant zu (%) , wie man an den konkreten
Beispielen aus Kapitel 3 erkennen kann. Die Beziehung zwischen den beiden Forde-
rungen (%) und (xx) lésst sich aber auch abstrakt fassen, wie durch folgendes Beispiel
deutlich wird.

BEISPIEL Man gehe, wie z. B. Karhunen (1947, [22]), von der folgenden Situation
aus:

Neben einem Prozess = auf T sei ein moderates Radon-Integral v auf lokal kompak-
tem X gegeben. Im Raum L? (v) von quadratisch v-integrierbaren Funktionen existiere
eine Familie (f;),.p derart, dass (vgl. () )

(fs| fr) = (25| Z¢) fiir alle s,t € T

16 Tst eine eindimensionale Zerlegung eines Prozessraums G = ];f K- ©,dv (z) in irgendeinem Oberraum

gegeben, so findet man offensichtlich die geforderte Skalarproduktgleichheit () wieder mit f; = /E\t vor.
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erfiillt ist. Zusitzlich nehmen wir an, dass die Familie total in L2 (v) ist!” und dass v
einen vollen Triger besitzt!®.

Die Skalarproduktgleichheit liefert dann eine Isometrie

®: L?(v) — lin (E1)
Diese ist eine Fortsetzung des vektorwertigen Integrals
Z:KX)—X:f—f,
fiir welches man L' (Z) = L2 (v) und Z (K (X)) = lin (21) zeigen kann. Deswegen ist
auch die Bezeichnung stochastisches (Spektral-)Integral und die Schreibweise
d=7 /<>dZ mit Et:/ftdZ:/ft(x dZ (z) firallet € T (#)
¢ (K (X)) (mit

Aus der Perspektive der vorliegenden Arbeit wiirde man F

iiblich!?.
transportierter Topologie) und G := lin (1) C X definieren. Durch
g F—G:or— 0

ist dann der Kern des hilbertschen Unterraums G < F'' gegeben und dieser faktorisiert

bzgl. des kanonischen Kerns
f
K(X) 5 L2(v) v— M(X)
In der Tat existiert zu jedem ¢ € F

mit isomorphem Faktor V := &1 : FF — K (X)
genau ein f € K (X) mit o = @ (f) , woraus
(vVel UVSO)LZ(V) = (f] f)L2(y) = (@f| (I)f)g = (99| g%)

folgt. Insgesamt ergibt sich (vgl. (
glg =Vl .
Dariiber hinaus liefert das Bild der direkten Zerlegung (mittels Dirac-Maflen ¢,,)

&
L2(I/>'l/:/ K-e,dv(z) — M(X)
X
unter (der Injektion) V1 : M (X) — FT nach Abschnitt 1.2 eine direkte Bildzerlegung

E
g:/ K-0,dv(z) — F!

vermoge O, = Ve, , © € X . Darin gilt das Analogon zu (#)
S =16,

Et = /ft : @0 dv oder

(Veplen)xox v (z) =

denn f; € L? (v) und

(| [r@-0.t@) = [ 1@
17 Durch eine Erweiterung der Familien (inkl. Indexmenge) und Anpassungen des Hilbert-Raums X kann
2], Satz 10)).

man dies immer annehmen (vgl. Karhunen (1947, [2
8 Ansonsten schrinke man sich auf den Tréiger ein
Dieses Integral sollte nicht mit dem Ito-Integral verwechselt werden

19 Dieses
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= (@7'¢| ft)Lg(l,) = (99 |5t)g = (¢ =) p
fiir alle p € F' .

BEMERKUNG 2 Das Beipiel weist auf einen weiteren Unterschied der vorliegen-
den Herangehensweise zur bisherigen Darstellungstheorie stochastischer Prozesse hin.
Die Darstellungen mittels ’stochastischem Spektralintegral’ wird ersetzt durch eine In-
tegration bzgl. eines skalaren Mafles mit vektorwertiger Dichte.

Wie schon in Abschnitt 1.2 angedeutet, wird der Pivotraum und das Maf} u in
der obigen Konstruktion der Bildzerlegung vollig ausgeblendet. Die Einbettbarkeit
bzgl. eines Pivotmafles erdffnet jedoch weitere Rahmen, in denen man Prozessriume
betrachten und zerlegen kann. Die Spektralzerlegung ist dafiir ein Beispiel.

BEMERKUNG 3 In einer gegebenen eindimensionalen Zerlegung
g:/ K-0,dv(z) — FI
X
wiirde man formal die Koeffizienten zur Darstellung von =; geméf3

= () = (60.]5) =8, ()

iiber die reproduzierende Eigenschaft bestimmen. In dieser Bemerkung wollen wir diese
Rechnung und die damit verbundenen Schwierigkeiten beleuchten.

Dazu nehme man an, jedes ©, sei eine u-Funktion auf T und es gebe eine u ® v-
messbare Funktion

0: TxX —K
mit ©, = O (o, ) - p fiir alle x € X . Ist nun

(t,2) — B (t) - © (t,2) - (O] 0)
fiir alle ¢, € F bzgl. u ® v integrierbar, so gilt

[FW (/X@(t,:v)-<@m|80> dy(x)> dp (1) =
. /X (/TW.@(LCE) dﬂ(t)) {Oal¢) dv () :/X<¢|@w> (O:]p) dv(z) =

=<¢Igw>=/Th@/}(t)-gso(t) du(t)
also
gp = /X@ (0,2) - (O, ) dv(x) lokal p-f.ii

aufgrund der Trennungseigenschaft.
Zum Beweis von
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testet man mit ¢ € F', wobei

<Et|go>:<Etrg<,o>g:gso<t>=/X@<t,x>-<@mm> v ()

bei jedem ¢ € F nur fiir lokal fast alle t € T gilt. Diese Abhéingigkeit der lokalen Null-
menge von ¢ ist nur mit Stetigkeitsbedingungen aufzuheben, die dann die Behauptung
Z = [O(t,z)-O,dv(z) fiir jedes t € T liefern. Wir fassen zusammen:

SATZ Gegeben sei eine eindimensionale Zerleqgung des zu = gehorenden Prozessraums
g:/ K-0,dv(z)— F' .
X

Man nehme an, jedes ©, ist eine p-Funktion auf T und es gebe eine p @ v-messbare
Funktion

O: TxX—K
mit den folgenden Eigenschaften:
(i) ©,=0/(oz)- p firalexecX,
(i) (t,x) — hap (t) - O (t, ) - (O] ) ist u @ v-integrierbar fiir alle 1) € F
(iii) O (t,0) € L (v) fiir allet € T .
Sind dann t — = und t — © (t,0) stetig in G, bzw. L* (v), und hat u vollen

Triger, so gilt =, = [ O (t,z)- O, dv (z) fir allet € T . Ist die Zerlegung direkt, so ist
O (t,o) sogar der Parseval-Reprdasentant von =; .

BEMERKUNG 4 An die Darstellung der einzelnen =; , t € T , in der Zerlegungs-
basis (©,),.x schliefit sich die Frage nach der Darstellung fiir Linearkombinationen im
Sinne von Definition 2.4 an. Die in diesem Zusammenhang stehende Gleichung

/Tﬁ(t)'Etd,u(t):/Xe(x)-@xdu(x)

bzw. die entsprechende Operatorgleichung C/}\f =0 mit § € L? (v) und £ € D(G) wird
uns bei Vorhersageproblemen noch héufiger begegnen.
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2.6 Abschlieflende Bemerkungen

BEMERKUNG 1 Wir haben stets die Kovarianzfunktion des Prozesses als gege-
ben vorausgesetzt. In der Praxis muss man sich diese meist erst beschaffen. Dies kann
durchaus ein schwieriges Unterfangen sein, insbesondere wenn vorab keine Modellan-
nahmen gemacht werden. In dieser Arbeit wird diese Problematik nicht behandelt,

sondern auf die entsprechende Literatur verwiesen: z. B. von Brockwell und Davis
(1987, [6]) oder Box und Jenkins (1976, [5]).

BEMERKUNG 2 Das in diesem Kapitel erorterte Konzept einbettbarer Prozesse
ist vom Grundprinzip schon ldnger bekannt, so zum Beispiel aus Parzen (1961, [36]
bzw. 1967, [37]) oder Adler (1990, [1], Kap. III). Allerdings wird dort ausschliefilich
die diskrete Struktur auf dem Zeitraum T gewihlt bzw. keine Einbettung in einen
beliebigen Oberraum FT untersucht. In diesem Rahmen, der sich eher an den repro-
duzierenden Kern-Hilbert-Réumen im Sinne von Aronszajn (1950, [2]) orientiert, sind
viele Einbettungskriterien trivial erfiillt bzw. werden nicht beriicksichtigt. Dieser Rah-
men findet sich auch noch bei Nuzman und Poor (2001, [34]) und die Beispiele 2.2.1
und 2.3.1 zeigen, wie die Theorie der vorliegenden Arbeit ein solches Vorgehen umfasst.

Einzig Meidan (1979, [29]) verldsst die diskrete Struktur, indem er offene Teil-
mengen T des R™ zuliéisst, betrachtet aber ausschliellich den Testraum D (T) . Er
untersucht ebenfalls keine Einbettungskriterien, sondern setzt von vornherein eine Ab-
bildung mit #hnlichen Eigenschaften wie [o| voraus und verfihrt damit in vergleichbarer
Weise, wie man es schon von Parzen (1961, [36], bzw. 1967, [37]) her kennt.

BEMERKUNG 3 Wir wollen noch kurz die Vorbemerkung zu Zerlegungen 2.5.1
rekapitulieren. Der theoretische Aufbau der Bildzerlegungen nach Abschnitt 1.2 dhnelt
dem von Karhunen (1947, [22]), verwendet jedoch allgemeinere Voraussetzungen und
der funktionalanalytische Rahmen der hilbertschen Unterrdume strafft die Konstruk-
tionen. Vergleichbares kénnte man iiber die Inhalte des Abschnitts 2.1 und in Bezug
auf die Integration eines Prozesses sagen.

Aus Sicht der vorliegenden Arbeit wirkt jedoch der von Karhunen (1947, [22])
aufgefithrte und immer noch verwendete Begriff der ’Spektraldarstellung’ irrefithrend
und fehlplatziert.

Ausserdem verharren die bisherigen Versffentlichungen zu diesem Thema mit der
Argumentation iiber Isometrien stets innerhalb des Hilbert-Raums. Oft fehlt es an
raumumfassenden ganz zu schweigen von kontinuierlichen Zerlegungsformalismen. In
diesem Sinne sind die Zerlegungsmethoden der vorliegenden Arbeit neu hinzugewonnen
worden.

BEMERKUNG 4 Die auf die Einbettung aufbauende Abschliefbarkeit des Pro-
zesskerns wurde bislang in der Literatur noch nicht eingefiithrt bzw. analysiert. Es

52



Einbettbare Prozesse Abschliefende Bemerkungen 2.6

werden sich jedoch interessante Verbindungen zu bereits existierenden Charakterisie-
rungen von Prozessen ergeben. Das Gleiche gilt fiir den Kovarianzoperator, wie er
hier eingefiihrt wurde. Auf diese Weise (durch die gegebene freie Wahl des Pivotraums
bzw. des Mafles i1 ) gewinnt der operatortheoretische Aspekt gréfieren Einfluss. Damit
ldsst sich z. B. das Prinzip der Spektralzerlegung aus den Ausarbeitungen von Loé-
ve (1978, [28], Abschnitt 37.5 (B)) zur orthogonalen Eigenzerlegung von Prozessen auf
kompakten Intervallen herauslesen und gemifl der vorliegenden Arbeit erweitern.
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Kapitel 3

Zerlegungen von Prozessriumen

Ziel dieses Kapitels ist es, die vielfiltige Anwendbarkeit der entwickelten Zerle-
gungstheorie aufzuzeigen. Dazu werden einige bereits bekannte Zerlegungen rekonstru-
iert, wobei der Fokus allein auf der Verbindung zur vorliegenden Arbeit liegt. Dartiber
hinaus werden einige bisher unveroffentlichte Zerlegungen aufgefiihrt, um den Gewinn
des erweiterten Zugangs anzudeuten.

In den einzelnen Abschnitten, die jeweils eine Prozessklasse zum Gegenstand haben,
wird zunéchst ein theoretischer Rahmen im Sinne von Kapitel 1 geschaffen. Lokal
kompakte Rdume T , positive Radon-Integrale p auf T sowie u-Testriume F' werden
prézisiert, und der Pivotraum H := L2 (1) — F mit Kern h wird festgelegt.

In einem Hauptsatz werden dann Prozesse = aus der jeweiligen Klasse auf Einbett-
barkeit bzgl. i in F' und AbschlieBbarkeit untersucht, was die zentrale Voraussetzung
fiir die Zerlegungen der Prozessrdume gemifl des ersten Kapitels ist.

Im ersten Satz jedes Abschnitts folgt die Diskussion von (mehr oder weniger kon-
kreten) Bildzerlegungen des jeweiligen Prozessraums. FEin solcher Satz kann nur als
Kompromiss zwischen der gewiinschten Allgemeingiiltigkeit und der gezielten Anwen-
dung im Konkreten verstanden werden. Letzteres wird dann in einzelnen Beispielen
ausgefiihrt.

In einem zweiten Satz wird die Spektralzerlegung fiir die Prozesse dargelegt, wo-
durch die erreichte Ausweitung der iiblichen Karhunen-Loéve-Entwicklung deutlich
wird. In der Tat gestattet es der abstrakte operatortheoretische Aufbau eine ent-
sprechende Zerlegung fiir alle folgenden Klassen von abschlieSbaren Prozessen zu kon-
struieren. Dies wird ebenfalls in konkreten Beispielen ausgefiihrt.
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Zerlegungen von Prozessriumen Endliche Prozesse 3.1

3.1 Endliche Prozesse

Man gehe von einer endlichen und somit diskreten Indexmenge T aus und wéhle das
Zéhlmafl = # als Radon-Integral darauf. Auch wenn in diesem endlichen Rahmen
alles isomorph in den KT iibertragbar ist, werden im Folgenden die entsprechenden
Réume eher einheitlich zur allgemeinen Theorie bezeichnet.

Der Pivotraum sei also H = ¢* (T) mit dem {iblichen Skalarprodukt und als Test-
raum moge F' = (? (T) dienen, so dass der zugehorige Kern durch die Identitét

h=1d:¢*(T) — *(T) — ¢*(T)

gegeben ist. Alle Funktionen auf T sind aus ¢2 (T) , also #-Funktionen.

DEFINITION Ein endlicher Prozess ist eine durch T parametrisierte Familie = =
(Z¢);er in einem Hilbert-Raum A" .

Fiir endliche Prozesse ist die Theorie der Einbettung und AbschlieBung sehr ele-
mentar und ohne Schwierigkeiten nachzuvollziehen. Wir geben sie zusammenfassend
im folgenden Hauptsatz wieder.

HAUPTSATZ Endliche Prozesse sind stets injektiv bzgl. # in €% (T) einbettbar.
Der eingebettete Prozessraum G ist der von den Funktionen =, , t € T , aufgespannte
Raum, wobei Z; mit (Z,|Z;) identifiziert wird. Der Kern von G C (2 (T) ist stets
abschlieffbar und lautet

teT teT

g: 2 (T) — G — *(T): pr— (EO

ZEt'w(t)> =Y (B Z)-0(1) -

Je nach Wahl, stellt die obige Zuordnung auch den Abschluss G € L (¢*(T),G) oder
den Kovarianzoperator G*G € L (¢* (T), ¢*(T)) dar.

Fiir den Rest dieses Abschnitts sei
E ein endlicher Prozess (auf T ),
G der Prozessraum und G der Abschluss des Prozesskerns

gemif} obigem Hauptsatz.

Bildzerlegungen des Prozessraums kann man ebenfalls vereinfachend zusammen-
fassen:
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SATZ 1 (i) Jede Matrizabbildung W = (w(2,t)), peqr,. ayxr VON 2 (T) nach
2 ({1,...,d}) mit den Eigenschaften

(a) W ist surjektiv (bzw. w hat vollen Rang d ) und
(b) W*W =G*G (bzw. (Z,|Z,) = %, w (x,s) - w(x,t) fir alle s,t € T )

ist unitir dquivalent zu G und es gilt G = W* (£2 ({1,...,d})) . Insbesondere ist
dann durch

O, =Wl = w* (0,2) € #(T) ,x=1,...,d,
eine Orthonormalbasis von G definiert und die Basiskoeffizienten von Z; in dieser Basis
sind
(0215 =0, (1) =Wy (z) =w (z,t) ,1=1,....d.

(ii) Jede Orthonormalbasis von G ldsst sich auf die in (i) beschriebene Weise kon-
struieren, d. h. jede direkte Zerleqgung von G ist das Bild der Zerlegung

unter W* mit einer Matrizabbildung W gemdafs ().

Beweis Der erste Teil ist eine Zusammenfassung der Abschnitte 1.2 bis 1.4; nur fiir
die Basiskoeffizienten?® von Z; ist zusétzlich die reproduzierende Eigenschaft notig.

Fiir den zweiten Teil bezeichne {©, |z =1,...,d} eine Orthonormalbasis von G
und U : G — 2 ({1,...,d}) : ©, — 1y, die zugehorige unitére Transformation.
Der Operator W := UG ist unitér dquivalent zu G und von der in (i) beschriebenen
Art. Fiir alle ¢ € £2(T) und z = 1,...,d gilt

Il ) am = (£ 16U ) gy = (91670 = (991 O:)g = (2 [O:) ey -

Die Basis {O, | x =1,...,d} ist also das Bild der kanonischen Zerlegung unter W* .

BEMERKUNG 1 Die Operatoren bzw. Matrizen, die in (i) des Satzes 1 beschrie-
ben sind, charakterisieren die unitéir zu G dquivalenten Operatoren im Fall endlicher
Prozesse ohne Einschrinkung. Das Gleiche gilt fiir die Festlegung auf die kanonische
Zerlegung des (2 ({1,...,d}) zur Definition der O, .

Es ist eine extreme Ausnahme, dass sich das Konzept der Bildzerlegung innerhalb
einer Prozessklasse einheitlich und gleichzeitig allumfassend formulieren lisst. Die
Prozessklassen der folgenden Abschnitte werden zeigen, dass dies im allgemeinen nicht
moglich ist.

BEISPIEL 1 Der Kovarianzoperator G*G lésst sich mittels einer Eigenvektorbasis
{ |1=1,...,#T} mit positiven Eigenwerten {x(l) |l =1,...,#T} diagonalisie-
ren?!. Diese Orthonormalbasis etabliert eine unitire Transformation

U:0(T) — 2({1,...,#T}) : £ — (6] ) pm

20 Die Bezeichnung Parseval-Reprisentant wirkt in diesem elementaren Fall eher verwirrend.
21 0.B.d.A. sci & fallend.

56



Zerlegungen von Prozessriumen Endliche Prozesse 3.1

derart, dass G*G = U*M,U mit Diagonaloperator

Me:C({1,...,#T}H — C{1,...,#T}) vr—r-v= (k1) -v (), . 4T
ist.

Fiir jedes beliebige p mit «# = |p|® ist W := M,U € L (¢*>(T),2({1,...,#T}))
partiell unitér dquivalent zu G . Hier ist {e; = 1y | & (1) # 0} eine Orthonormalbasis
des Bildraums von W (als Teilraum von ¢? ({1,...,#T}) ). Streicht man die Zeilen, in
denen p = 0 gilt aus der Matrixdarstellung von W heraus, so ist man in der Situation
des obigen Satzes 1. Die zugehorige Orthonormalbasis fiir G ist

@l :W*l{l}: (l)'Gl ,ZE{H%O} .

BEISPIEL 2 Mit den gleichen Notationen wie im obigen Beispiel 1 ist auch
W:=2,=U"M,U € L (¢*(T),¢*(T))

partiell unitér dquivalent zu G*G . Anstelle der Weiterverarbeitung gemifl Satz 1 ver-
wenden wir die Orthonormalbasis {¢; | % (1) # 0} des Bildes (als Teilraum von ¢2 (T) )
und greifen auf Abschnitt 1.2 zuriick. Damit ist erneut das System der

O :=We¢=p()-¢ ,le{xk#0},
als Orthonormalbasis fiir G nachgewiesen.
Die Beispiele motivieren die Spektralzerlegung, die in Hauptsatz 1.5 abstrakt an-

gegeben ist. Als hilbertsche Unterrdume sind K- ©; und « () - (K - ¢) fiir alle [ gleich
und wir erhalten die folgende Spektralzerlegung??.

.....

nal ist und bezeichne (k (1)),_, 47 die Familie der (positiven) Eigenwerte. Fiir p mit
k= |p|* bildet

2
g: @ K-(m-q) an
le{k#0}
eine direkte Spektralzerlegung mit

le{k#0}

BEMERKUNG 2 In der Literatur ist diese (endlichdimensionale) Spektralzerle-
gung unter dem Begriff der Karhunen-Loéve-Zerlegung bekannt. Thre Eigenschaften
werden z. B. von Diir (1998, [13]) untersucht.

BEISPIEL 3 Zu den Notationen der obigen Beispiele nehmen wir nun zusitzlich
an, die Kovarianzmatrix sei injektiv (und somit reguléir). Der Satz 1 in Verbindung
mit W := Z, = U*M,U € L ({*(T),¢*(T)) liefert als Bild der kanonischen Basis die

22

Die Dichte k liefie sich auf das Zerlegungsmafl multiplizieren.
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Elemente ©, = U*MzUly,) . Diese stellen zwar eine Orthonormalbasis fiir G dar,
konnen aber beliebige Struktur haben.

BEISPIEL 4 Sei (Z),_, _, ein endlicher Prozess mit injektivem (und somit bijek-
tivem) Kovarianzoperator G*G . Fiir diese positiv definite Kovarianzmatrix existiert
eine eindeutige Cholesky-Zerlegung W*W . Die Spalten O, ..., Or von W* bilden ein
Orthonormalsystem in G . Darin gilt:

T ¢
&sz(x,t)-@w:Zw(m,t)-@x firallet=1,...,T .
z=1 z=1

BEMERKUNG 3 Das Beispiel 4 verdeutlicht, dass die zu G unitér dquivalenten
Operatoren nur teilweise durch W = Z, oder W = M,U erreicht werden kénnen. In
der Tat ist die Cholesky-Faktorisierung nur in trivialen Fillen (von diagonalen Kova-
rianzmatrizen) von dieser Art. Dementsprechend ist die Basis des Beispiels 4 fast nie
iiber das Vorgehen des Beispiels 3 zu konstruieren.

BEMERKUNG 4 Natiirlich hat die Theorie in diesem Rahmen eher elementaren
Charakter und ist schon linger in dieser oder dhnlicher Form bekannt. Bei Parzen
(1961, [36]) findet man im Wesentlichen alles zum hilbertschen Unterraum der obigen
Form, Orthonormalisierungsverfahren (nach Gram-Schmidt) sind in diesem Zusam-
menhang (aber ohne die Verbindung zur Cholesky-Zerlegung) bei Loeve (1978, [28])
aufgefiihrt.

Trotzdem stoflen Orthonormalisierungsverfahren, die wie die obigen keinen sequen-

tiellen Charakter haben, nach wie vor auf Interesse in den Naturwissenschaften (vgl.
Chaturvedi et. al. (1998, [7])).

58



Zerlegungen von Prozessriumen Normal quadratisch integrierbare Prozesse 3.2

3.2 Normal quadratisch integrierbare Prozesse

Wir gehen von einem lokal kompakten T mit beliebigem (positiven) Radon-Integral
p darauf aus. Der Pivotraum ist H = L? (1) mit dem {iblichen Skalarprodukt und als
Testraum moge F' = K (T) dienen, so dass der zugehorige Kern durch die identische
Abbildung

h=1d: K(T) — L? (u) — M (T)

gegeben ist. Die lokal u-integrierbaren Funktionen auf T sind die u-Funktionen.

DEFINITION Wir sagen, ein skalar p-messbarer Prozess Z = (Z;),.p C X in
einem Hilbert-Raum & ;| dessen Kovarianzfunktion p ® p-messbar ist, sei normal qua-
dratisch integrierbar (bzgl. p ), falls die Funktion ||Z|| : t — [|Z;]| bzgl. p quadratisch
integrierbar ist.

Die Theorie der Einbettung und AbschlieBung ist problemlos auf die Klasse von
normal quadratisch integrierbaren Prozessen anzuwenden, wie der folgende Hauptsatz
zeigt.

HAUPTSATZ FEin normal quadratisch integrierbarer Prozess = ist stets bzgl. p in
M (T) einbettbar, der Kern des eingebetteten Prozessraums G C M (T) ist

g:K(T) — G M(T): prs (/(EJE»-@@) du(t)) "
Ferner gilt:

(i)  Die Kovarianzfunktion c : (s,t) — (2| Z;) ist ein Element von L? (4 @ p) .

(i) G <llellypp, L7 (1) -
(11i) g ist bzgl. h abschlief$bar mit stetigem Abschluss

Gl (1) —Gi€— [(E[20) €0 dult)
(iv) Der Kovarianzoperator
GG L () — L? (p 5%/ (0,8) - € (1) du(t)

st ein positiver selbstadjungierter Hilbert-Schmidt-Operator. Insbesondere ist G*G
kompakt, Sp (G*G) \ {0} ist eine abzdihlbare, diskrete Teilmenge von R, ; evtl. ist
0 Hdiufungspunkt.

Beweis Wegen der Ungleichung von Cauchy-Schwarz gilt nicht nur (i), sondern auch
(Zo|m) € L? (u) C Li, (p) fiir alle n € X und es folgt

/5 f-Eolm) dp) < lnll - 1 £l /IS! | dp < fnll - 1 fllo - 1€l - IHIZ N,

29



Zerlegungen von Prozessriumen Normal quadratisch integrierbare Prozesse 3.2

fir f € L®(u) und ¢ € L?(u) . Dies beweist die Einbettbarkeit. Aus (i) folgt (ii)
aufgrund der Ungleichung

(ol go) = / - (@0@) d(1® 1) < 1T Pllapon el uon = (1 59) - el o

fiir alle ¢ € K (T) . Aus (ii) folgt die AbschlieBbarkeit, die Formel fiir den Abschluss
G , sowie dessen Stetigkeit - insgesamt also (iii) (vgl. Hauptsatz 1.3 und Korollar 1.3).
Die Aussage (iv) ist dann klar.

Fiir den Rest dieses Abschnitts sei
E ein normal quadratisch integrierbarer Prozess (auf T ),
G der Prozessraum und G der Abschluss des Prozesskerns
gemifl obigem Hauptsatz.

BEMERKUNG 1 Die Theorie der Bildzerlegungen formuliert sich in dieser Klasse
von normal quadratisch integrierbaren Prozessen schon sehr situationsspezifisch, kann
also nicht wie im endlichen Fall zusammengefasst werden, ohne dass Allgemeingiil-
tigkeit im Vergleich zu Abschnitt 1.2 verloren geht. Der folgende Satz 1 zeigt eine
mogliche Vorgehensweise bei Bildzerlegungen innerhalb dieser Prozessklasse.

SATZ 1 Sei T o-kompakt. Man nehme an G*G sei injektiv und von Spurklasse, d. h.
in der Diagonalisierung

G'G=17,= ZK()\) - lex) (€]
AEA

sei i € L1 (A) mit k # 0 auf A . Ferner sei die hilbertsche Basis der Eigenfunktionen
(€x)yep €ine beschrinkte Menge des Fréchet-Raums C (T) NL2 (p) .

Dann erhilt man fiir jedes p mit |p|* = & vermdge
@x:Zp(/\)-eA(x)-e,\ ,zeT,
AeA

eine direkte Zerlequng

Qz/T@K-@wdu(m)‘*LQ(M)

als Bildzerlegung der kanonischen Zerlegung des L? (1) .
Ist = stetig und hat das Maf$ i vollen Triger, so gilt in dieser Zerlequng fiirt € T

=Y pN) el

A€A

Beweis Da T o-kompakt ist, wird C (T) ein Fréchet-Raum (mit der Topologie der
gleichméBigen Konvergenz auf allen kompakten Teilmengen), genau wie C (T) N L2 (1)
(der Vektorraum aller stetigen bzgl. u quadratisch integrierbaren Funktionen). Natiir-
lich ist die Beschrénktheit von (ey), in C (T) hinreichend fiir die verlangte Beschrénkt-
heit.
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Fiir jedes p mit & = |p|* ist die Abbildung
VL2 (p) — C(T)NL2 () : E— Z,E =) p(N) - (ex]€) - €

A€A

wohldefiniert, linear und stetig. Die (normale) Konvergenz der Reihe ist néimlich mittels
Cauchy-Eigenschaft der Reihe und Vollsténdigkeit von C (T) N L? (1) nachzuweisen.
Die Argumentation beruht hierbei auf der folgenden Ungleichung (fiir £ € L? (1) und
endliches A’ C A )

D o) - (@l el < ltar - plley - Il Ol SUPHEAH

AeN/
die wegen [|(€o[)l2(a) = lI€llpz2(,) auch die Stetigkeit von V' im Wesentlichen liefert.

Die Adjungierte VT ist eine stetige Fortsetzung von Z5; auf (C(T)NL? (,u))Jr . Die
Komposition VivTvV mit dem kanonischen Kern

viv: C(T)N L2 (1) — L2 (1) — (C(T)N L ()’

ist gerade Z,, = G*G , so dass V' die kanonische Zerlegung mittels Dirac-Mafen

:fkfﬂﬁw%w@mvmw
auf

G = / K-O,du(r) — L*(u) mit O, = Zp()\) ex(z) - €
T AEA
abbildet?3.

Die Injektivitit von VT auf L2 () ist dquivalent zu x # 0 auf A und die Zerlegung
von G ist in diesem Fall nicht-degeneriert (vgl. Hauptsatz 1.2). Jedoch erreicht man
dann auch schon Direktheit, wie wir im Folgenden ohne weitere Voraussetzungen?*
zeigen wollen.

Man wihle dazu den Raum

C(T)NL2 ()

E :=lin {ex | A€ A}

als abgeschlossenen Unterraum von C (T)NL? (i) mit induzierter Topologie. Bezeichnet
t: E — C(T)NL?(u) die kanonische Injektion, so priift man nach, dass ¢! injektiv auf
L? (u) ist und dass Z; (durch Identifikation) einen Operator mit Werten im hilbertschen
Unterraum

E—L*(n / K- e, dp(z) — BT

induziert. Man beachte, dass man die letzte Zerlegung (und ihre Eigenschaften) in ET

explizit nachrechnen muss, da nicht notwendig ¢! injektiv auf (C (T) N L2 (p))" ist und
durchaus (e, = 0 gelten kann?. Da (e,) xea total in E ist und p # 0 auf A gilt, bildet
obiges V dicht nach E ab. V1 setzt weiterhin Z; fort, ist aber nunmehr injektiv auf

23 Beachte: p € £%(A) und ¢, (z) € £ (A) .

2 wie z. B. Totalitéit von (ex), 1n C(T)NL2 (u) .

25 Allerdings ist die Menge {x | t'er = 0} vernachldssigbar. In den entsprechenden Nachweis (und in den
fiir die Direktheit) geht ein, dass (€x), eine hilbertsche Basis von L? (u) ist.
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ET . Es bleibt weiterhin bei ©, = >, _, p(A) - € (z) - €, fiir alle z € T , welche aber
nunmehr G direkt zerlegen. Der Zusatz folgt aus Satz 2.5.

BEMERKUNG 2 Die Spektralzerlegung ist noch einheitlich fiir die gesamte Klasse
konstruierbar, was nun mit dhnlich motivierendem Charakter iiber eine erste Bildzer-
legung wie im endlichen Fall getan werden soll.

Nach dem Hauptsatz existiert eine Diagonalisierung des Kovarianzoperators in der
Form

G'G=Zq: L () — L2 () :&— Y k- (Psf) ,
KESP(G*G)
wenn dabei P, die orthogonale Projektion auf den zu k € Sp (G*G) gehorigen (abge-
schlossenen) Eigenraum H, von G*G bezeichnet. Fiir die Zerlegungen der abgeschlos-
senen Unterrdume des L? (u)
2 R . 2 R
W= P H. wmd Z5@020w)= € H
KESP(G* Q) KESp(G*G)~{0}

ist kein groflerer Oberraum notig, man kann einfach geméfl Hauptsatz 1.2 durch W* :=

Z. /g abbilden. Etwas allgemeiner erhélt man aus Abschnitt 1.5 die folgende Spektral-
zerlegung.

SATZ 2 Sei (7/-\{5) (GG die direkte Zerlegung von L* () , bzgl. welcher G*G
KESP(G*

diagonal ist. Dann bildet
2
G = @ k- H, inL? () wie auch in M (T)
KESP(G*G)~{0}
die direkte SpektmlzeTlAegung. Es handelt sich dabei um eine abzdhlbare Summation.
Jeder Figenraum H, ldsst sich entsprechend der Vielfachheit des Eigenwerts k als

hilbertsche Summe der von den Figenvektoren aufgespannten eindimensionalen Eigen-
riume (K - €x),c, verfeinern. Dann dibertrigt sich dies auf die Spektralzerlegung von G

in der Form, dass fir jedes p mit | p[2 = Kk der Prozessraum mittels
2
g = @ K-(p(A)-e\) inL*(u) wie auch in M (T)
AeA{r=0}

zerlegt ist.

BEMERKUNG 3 In der Literatur wird die in Satz 2 angegebene Fassung der
Karhunen-Loéve-Entwicklung z. B. fiir stetige Prozesse auf kompakten Zeitinterval-
len angefiihrt (vgl. Adler (1990, [1])). Dieser Rahmen verleitet oft zur Verwendung des
Satzes von Mercer, welches allerdings unnétig erscheint.

Insgesamt wirken die bisherigen Arbeiten dazu auf eine unnatiirliche Betonung der
Abzghlbarkeit einer solchen Zerlegung hin (vgl. Kakihara (1988, [21])), was eigentlich
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nicht aus der Theorie heraus motiviert ist, sondern aus den Anwendungen?®.

BEISPIEL 1 Wir geben die verschiedenen Zerlegungen im Beispiel der Brownschen
Bewegung (Z¢),¢)o) auf [0,1] an, welche nicht nur normal quadratisch integrierbar,
sondern auch stetig ist. Der Kovarianzoperator

1
GG L2(0,1]) — L2([0,1]) : & H/ min (o,1) - € (t) dt
0
ist injektiv und durch

i o ((5) o)) (2 () )

diagonalisiert, wie man z. B. Yaglom (1987, [50], Vol. I, p. 451) oder auch Adler
(1990, [1], Abschnitt I11.3) entnimmt. Mittels der positiven Wurzel p = — auf N
erhalten wir als Bild der kanonischen Zerlegung (geméf Satz 1)

D
G = K-0,dz — L*([0,1])
[0,1]

002-\/§sin((/\+1)7r-x) 1
0, = : -V 25si A+ - Aid | .
S ((0e3) )
Der Parseval-Représentant von =; in dieser Zerlegung ist

L? (o) Bi:iz-\/ﬁsm((w)r%)w.t) w@sin(()\—k%)w-id) .

o 2 X+ 1)w

(21 d+1

mit

Als Spektralzerlegung mittels der gleichen Wurzel p ergibt sich (gemif} Satz 2):

g = éK <2 vasin (A + : )”'id)> in L2 ([0,1]) .

en (22 +1) -

Der Parseval-Repriisentant fiir =, 1dsst sich hierfiir als

Z(N) > S =2 sin (((IISIE)):t)

nachweisen.

BEISPIEL 2 Daneben kann anhand der Brownschen Bewegung beispielhaft gezeigt
werden, dass der Satz 1 nicht die volle Vielfalt an Bildzerlegungen abdeckt, die durch die
abstrakte Theorie des ersten Kapitels zur Verfiigung steht. Der Kovarianzoperator der
Brownschen Bewegung (=), c(0,1) Wird némlich auch durch den nicht-normalen Operator

WL (0.1) — T (0.1): 6— [ €0 Loyt

26 Es sei hier auf Fragen der Simulation oder der Dimensionsreduktion hingewiesen.

63



Zerlegungen von Prozessriumen Normal quadratisch integrierbare Prozesse 3.2

faktorisiert. Der adjungierte Operator ist
Wh=w*:L2([0,1]) — L*((0,1]) : £ — (Ljo|€) -
Dieser besitzt die stetige, injektive Fortsetzung
Vi M((0,1]) — € ([0,1]) C L2 ([0,1]) : o +— p([0,9])

Als Bild der kanonischen Zerlegung erhalten wir
o
G = K- 0,dr — L*([0,1])
[0,1]
mit
@z = VTzEx = 1[9571] .

Der Parseval-Représentant von =Z; in dieser Zerlegung ist nach Satz 2.5

Et - 1[07,5[ .

BEISPIEL 3 In diesem Beispiel wollen wir zeigen, dass wiederum die abstrakte Fas-
sung aus Abschnitt 1.2, aber auch nicht-kanonische Hilbert-Réume V zur Bildzerlegung
herangezogen werden miissen. Das (d-dimensionale) Brownsche Blatt (B (t)) rep 2Uf
T := [0,1)* (mit Parameter v € ]0,2[* ) ist sicherlich ein stetiger, normal quadratisch
integrierbarer Prozess. Also ist (B (t)) rer D28l A e iIn M ([O, 1]d) injektiv einbett-
bar und abschlieSbar (mit Abschluss G' des Prozesskerns). Kiihn und Linde geben in
ihrem Artikel 'Optimal series representation of fractional Brownian sheets’ (2002, [25])
eine (stetige) Adjungierte

(19" M ([o, 1]d) —vi= & (L?([o, 1]) @ L2 (]—00,0]))

an, fiir die

()

(75) ) - icz H |17 + [t = [s; = t;17) = (B (s)| By (1))

in Abhéingigkeit von s, € [0,1]? die Kovarianzfunktion des Brownschen Blatts ist. Der
stetige Operator

W= (Td)|L2(01 1) - 1 L ([0, 1]d) —V
ist partiell unitér dquivalent zu G . In der Tat gilt fiir p € ([0, 1]d>

(Whe| Whe) = ( / heo(s) - (T (e,) ds / he (1) - (TH (e0) dt) =

S O NG
[70- [

/ /Bd )| BL (1)) - ¢ (t) dtds = (ge|gp) -

) (st)) Lo (t) dtds =
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Wir erhalten das folgende kommutative Diagramm:

A4<KL1W)

—~
3
~—
—+

/

K@W)-»U@W)

TSNS

N\
U@yﬂcM@mﬁ

/

o

g

Jede Orthonormalbasis (fi),cy des Bildes W (L2 ([O, 1]d>> fithrt unter W* oder (Wh)
zu einer direkten Bildzerlegung des Prozessraums

2
G = %K O, inL? <[0, 1]d) oder M ([0, 1]d>
mittels

O, =T e € (0,1") = L2 ((0,1)") = M([0.1)) ,keN,
mit der Darstellung (vgl. Satz 2.5)
BI(t) = ©(t)- 6 firaletel(01]".

keN

Eine solche Darstellung wurde von Kiihn und Linde (2002, [25], Proposition 7.3 ff)
analysiert und genutzt, um Konvergenzraten der Reihendarstellung abzuschétzen.

BEMERKUNG 4 Wie in Beispiel 1 sind auch fiir die Brownsche Briicke auf [0, 1]
entsprechende Zerlegungen moglich. Selbst innerhalb der von Pycke (2001, [41]) erwei-
terten Klasse von 'Brownschen Briicken’ erscheint die Anwendung von Satz 1 und Satz
2 moglich.

Eine Reihendarstellung der fraktionalen Brownschen Bewegung auf [0, 1] ist auch
Gegenstand des Reports 2002-5, ’A series expansion of fractional Brownian Motion’
von Dzhaparidze und van Zanten (2002, [15]). Die dortige Konstruktion verbleibt eher
in den kanonischen Hilbert-Réumen und arbeitet wie {iblich mit isometrischen Bildern
von abzihlbaren Basen (vgl. Bemerkung 2.5.1).
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3.3 Stationire Zeitreihen auf 7"

Wir gehen von der diskreten Indexmenge T = 7Z" aus und wihlen das Zihlmaf
p = # als Radon-Integral darauf. Wie in Beispiel 1.6.3 sei H = (2 (Z") ( = L?(#) )
der Pivotraum mit iiblichem Skalarprodukt. Als Testraum moge F' = S (Z") dienen,
so dass der zugehorige Kern durch
h=1d:8(Z") — *(Z") — S (7"

gegeben ist. Der Raum aller #-Funktionen in S (Z")" war S (Z")' , der Vektorraum
aller Familien mit hochstens polynomiellem Wachstum.

DEFINITION Unter einer stationdren Zeitrethe verstehen wir einen Prozess = =
(Z¢)sezn in einem Hilbert-Raum &', dessen Kovarianzfunktion
(Zs| Z¢) = (Eguz| Eiyn)  fiir alle s, ¢, 2 € Z7

erfiillt. Die zu = gehorige Autokovarianzfunktion sei ¢ : t — (Z¢| =) . Nach dem Satz
von Bochner existiert eindeutig ein positives beschrinktes Mafl o auf T™ derart, dass

~

Fe=F(@)=5,d h
o(t) = / TN {5 () = F5 () fur alle ¢ € Z"

gilt. o heifit das Spektralmaf$ von = . Ist dieses absolutstetig bzgl. Ar» , so nennt man
die Dichte Spektraldichte von = .

Der folgende Hauptsatz zeigt, dass die Theorie der Einbettung auf stationiire
Zeitreihen angewendet werden kann. Die Klasse der abschlieSbaren stationéiren Zeitrei-
hen wird vollstéindig charakterisiert.

HAUPTSATZ Jede stationdire Zeitreihe = auf Z™ ist injektiv in S (Z™)' einbettbar.

Der Kern des eingebetteten Prozessraums ist
g:8(Z") — G = ST oY (EJE)-¢(1) .
tezn
Genauer gesagt ist die zu = gehorige Autokovarianzfunktion ¢ beschrankt und es gilt
g(0) =D (EemtBo)- @ (t) =crp € L®(Z") fiir alle p € S(Z") .
tezn

Dariiber hinaus sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) g ist abschlieffbar bzgl. h mit Abschluss G .

(i1))  Das Spektralmaf o ist absolutstetig bzgl. des Lebesque-Integrals, d. h. 0 = K+ Apn
fiir ein k€ LY (T™) .

(iii) Es gibt eine Faktorisierung ¢ = w* * w mit w € £ (Z") und w* = w" = w (=) .
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Beweis (Z,|n) € (*(Z") C S(Z") ist fiir alle n € X eine #-Funktion und fiir
peS(Z), fel>(Z") und n € X gilt

S (F -0 -2 0)| <17l el - 1Zol -l

tezn

woraus die Pettis-Integrierbarkeit von ¢ - = in X folgt. Zusammengenommen zeigt dies
nach Korollar 2.2, dass = (bzgl. # ) in S (Z")" einbettbar ist. Nach Bemerkung 2.3.4
ist die Einbettung sogar injektiv, d. h. die Abbildung

[o] : Tin (Ez0) — S(Z")" : 1 +— (Zs| )
ist eine surjektive Isometrie auf das Bild G — S (z)" .

Die Aquivalenzen beweisen wir durch Ringschluss und starten mit (i). Aufgrund
der Fourier-Isomorphie (vgl. folgende Bemerkung) ist die AbschlieSbarkeit dquivalent
zur Dichtheit von L2 (Apa) - Apn NL2(5) -7 in L? (5) - & . Zerlegt man & = - Apn + AT
in absolutstetigen und singuléren Anteil, so gilt

L?(G) -0 = (L? (k- Am) - (k- Ape)) B (L2 (A1) - A)

und man zeigt L? (Apn) - Apn N L% (0) - 0 C L? (k- Apn) - (k- An) . Dies beweist, dass
aus der gegebenen Dichtheit die Eigenschaft A = 0 bzw. (ii) notwendigerweise folgt.
Aus der Gleichheit

F(uxv)=Fu-Fov fir alleu,v € *(Z")

folgt unmittelbar die Aquivalenz von (ii) mit (iii).
SchlieBlich sei w € ¢2 (Z™) wie in (iii). Durch

W :D(W)— 2 (Z"): E— wx €

wird auf dem Untervektorraum D (W) := {£ € (*(Z") | w & € (> (Z")} ein linearer
Operator wohldefiniert. Da (mit Young-Ungleichung) ¢* (Z") C D (W) , ist W dicht
definiert und fiir alle p € S (Z") , £ € £%(Z") gilt (mit Fubini)

[<¢\awvw*£>8@n)=ﬂ (w* hepl €)aggny = ([0 * €} gy = (0 10" 5 €) sz -

Insbesondere ist Wh schwach stetig. Eine analoge Uberlegung zeigt, dass W die Ad-
jungierte des Operators

w* *0: S(Z") — L (Z") : o — w* *
ist, also insbesondere abgeschlossen ist. Schlieflich gilt fiir alle p, ¢ € S (Z")
(o |(Wh) Wy )

und die AbschlieSbarkeit in (i) folgt mittels Hauptsatz 1.4.

siam — PTG 5an) = (P 19¥ Ds(an)

BEMERKUNG 1 Wir wollen auf einen Zusammenhang hinweisen, der im Beweis
des Hauptsatzes verwendet wurde. Unabhingig von der AbschlieSbarkeit findet man

némlich, dass die hilbertschen Unterriume ¢? (Z") bzw. G durch die Fourier-Transfor-
mation (von S (Z")" auf D (T")" ) isometrisch auf L? (T")- A bzw. L? (7)- abgebildet
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werden?”. Diese Isometrie zwischen L? () und dem Prozessraum G wird ausgiebig

in der Literatur als stochastisches Spektralintegral diskutiert (z. B. in Gihman und
Skorohod (1974, [18]) oder Priestley (1981, [40])). Aus Sicht der vorliegenden Arbeit
handelt es sich eher um eine Faktorisierung des Prozesskerns bzgl. des kanonischen
Kerns v : D(T") — L2 (0) - & vermoge der Fourier-Transformation als Faktor (vgl.
Abschnitt 1.2). Die Bildzerlegung der trivialen Zerlegung

®

L?(5) = K-e,do(x) inD(T")
’]T’VL

unter der Adjungierten F' (des Faktors) liefert eine direkte eindimensionale Zerlegung

@
G = K-e,do(x) inS(Z"
’]TTL
mit e~2"1d als Parseval-Reprisentant von =, . Das ‘Spektralintegral’ aus der Literatur
ist dann die Integralabbildung

[iP@ =1 Ex ) G e [F0 0

Fiir den Rest dieses Abschnitts sei
= eine abschlielbare stationire Zeitreihe (auf Z" ),
G der Prozessraum und G der Abschluss des Prozesskerns.
Es gelten die Notationen des obigen Hauptsatzes.

BEMERKUNG 2 Dass der Hauptsatz die abschlieBbaren stationdren Zeitreihen
vollstéindig charakterisiert, sieht man daran, dass zu jedem w € ¢*(Z") die Faltung
¢ := w* x w eine Kovarianzfunktion zu einer stationiren Zeitreihe ist, weil sie von
positivem Typ ist. Der zugehorige Kern ist nach dem Hauptsatz abschlieBbar. Sol-
che Faltungsdarstellungen der Kovarianzfunktion werden in folgendem Satz zu einer
Bildzerlegung ausgebaut.

SATZ 1 Seiw gemaf (iii) des Hauptsatzes zur Zeitreihe = gehorig.
Durch

W:DW):={clP(Z") |wxelP (2"} — C(Z") : { — wx¢

wird ein Faltungsoperator wohldefiniert, der partiell unitir dquivalent zu G ist. Insbe-
sondere gilt

G=W"((Z") =w" (£ (2"))
mit W1 : 02 (Z") — 02 (Z") + G : E— w* % £ .
Vermége der Bilder
0, =W, =w* (0 —2) € 2 (Z")+G— S(Z") ,zeZ",

2T Die abgeleiteten hilbertschen Unterriume (z. B. £2 (Z™) NG oder £ (Z™) 4 G) lassen sich ebenfalls iiber
die Transformation im Spektralbereich charakterisieren.
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der kanonischen Basis (€;),czn von (2 (Z") unter W7 gilt

g = ZK-@w und Z; = Z@w(t)-@x: Zw(x—t)-w*(o—x)
HISY/Al xEL™ HISY/Al
in 2 (Z") + G wie auch in S (Z")" .
Die Zerlegqung ist genau dann nicht-degeneriert, wenn w # 0 gilt. Weiterhin sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

(i)  Die Zerlegung von G mittels (O),yn ist direkt.
(ii) Das Bild w+ D (W) von W st dicht in £* (Z") .
(1) (w (o —1t)),eqn it total in (* (Z") .

(iv) Die Spektraldichte k ist Arn-fast iiberall von Null verschieden.
In diesem Fall schreiben wir

2
G=EPK-6, inl2Z")+G.

TeEL™

Beweis Aufgrund des Beweises von (iii)==(i) des Hauptsatzes geniigt es, die Dicht-
heit von S (Z") in D (W) zu beweisen. Die Fourier-Transformation F von S (Z")
nach D (T")" induziert eine surjektive Isometrie von D (W) auf L2 ((1 + &) - Atn) , da
|Fw|® = k . Erneut folgt S (Z") C D (W) aber diesmal als wesentlicher Definitionsbe-
reich, denn F (S (Z™)) = D (T") ist dicht in L2 ((1 + &) - Apa) .

Die Darstellung des Prozessraums folgt aus Abschnitt 1.4 (Korollar (iii) bzw.
Hauptsatz (ii)) und die Zerlegung folgt aus Hauptsatz 1.2, wobei wir direkt mit W ar-
beiten konnen, da wir die triviale Zerlegung von ¢ (Z") abbilden. Die Darstellung fiir
=, t € Z™ , erhélt man mit Satz 2.5.

Wegen

Oy #{0} = O,=w"(0o—12)#0 firalescZ"

ist die Charakterisierung der Nicht-Degeneriertheit trivial.
Ferner gilt

lin ((w (0 —1));ez0) = W (D (W)) = (6, |D(W)) ,

so dass Direktheit dquivalent zur Totalitét von (w (¢ — t)),cz. in £2 (Z") ist. Letzteres
ist dquivalent zur Dichtheit von (e="#1d. Fu) in L2 (An) , was gleichbedeutend
mit |[Fw| = \/k # 0 Apn-fast iiberall ist.

tezn

BEMERKUNG 3 Die Abschliebarkeit von g vorausgesetzt, besagt der Satz 1, dass
zu G partiell unitér fquivalente Faltungsoperatoren W in 2 (Z") existieren. Da wir
in (2 (Z™) zerlegt haben, beliefen sich die Kriterien aus Abschnitt 1.2 auf die Dichtheit
von W (D (W)) in £2 (Z™) , um eine direkte Bildzerlegung zu erhalten. Eine zusétzliche
Fortsetzbarkeit wurde unnétig.

Dariiber hinaus entsprechen die zu G partiell unitér dquivalenten Faltungsopera-
toren genau den 'Folgen” w aus (iii) des Hauptsatzes, wie aus dem Beweis ersichtlich
ist. Es verbleibt noch zu bemerken, dass jeder zu G partiell unitér dquivalente Fal-
tungsoperator W durch w = Wlys eine "Folge’ mit den Eigenschaften aus (iii) liefert.
Diese Entsprechung ist ein-eindeutig.
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Es sei hier aber daran erinnert, dass es sich trotzdem um eine gewisse Einschréin-
kung handelt. Es gibt auch zu G partiell unitér dquivalente Operatoren W (in £2 (Z™) ),
die nicht durch Faltung definiert sind (ganz zu schweigen von denen, die nicht nach
(% (Z"™) abbilden).

BEMERKUNG 4 An dieser Stelle sei noch auf den Zusammenhang mit den Kon-
struktionen hingewiesen, die im Allgemeinen in der Literatur zu finden sind - z. B. bei
Priestley (1981, [40], Abschnitt 10.1) oder bei Gihman und Skorohod (1974, [18], Ab-
schnitt IV.7). So wie die vorliegende Arbeit auch, geht man dort von einer stationéren
Zeitreihe mit absolutstetigem Spektrum - A aus, wobei zunéchst L} (M) 3 & > 0

auf T" angenommen wird. Fiir jede geeignete Wurzel p mit |,0|2 = k bildet nun

(M) eine hilbertsche Basis von L? (k- Arn) , die Bilder (8,),.,. unter
byl

dem Spektralintegral sind dementsprechend eine hilbertsche Basis von G . Dies ist aber
genau die im Satz 1 konstruierte Basis, die Eigenschaft x > 0 auf T™ gewéhrleistet die
Direktheit.

Auf die Eigenschaft £ > 0 auf T" kann verzichtet werden, wenn man nur eine
analoge Darstellung der =; mittels eines Orthonormalsystems herleiten mochte (vgl.
Koopmans (1974, [24], p. 252)). Eine analoge Herleitung, die im Wesentlichen auf
einer Erweiterung des Raums beruht, ist auch bei den hier entwickelten Bildzerlegungen
moglich.

Nach Priestley (1981, [40], Abschnitt 10.1) wird die oben beschriebene Basisdar-
stellung des stationiiren Prozesses zur Pridiktion auf eine Art verwendet, die man bis
auf Kolmogorov zurtickfithrt. Wir werden spéter versuchen, ein &hnliches Vorgehen
auch ausserhalb der stationiren Prozesse zu entwickeln.

Fiir die Spektralzerlegung, die im unten stehenden Satz 2 gezeigt wird, benstigen
wir zunéchst das folgende Lemma.
LEMMA  Der Piotraum ist durch
&
2 (Z") = / C-e,dxy inS(Z")

direkt zerlegt, wobei e, = exp (2wix ® ©) bezeichnet. In dieser Zerlegung gilt fir £ €
02 (Z)

= | &£00)-exdx,
T
wobetr der Parseval-Reprdsentant durch die Fourier-Transformierte /f\ = F& gegeben ist.

Beweis Dies ist die iibliche Fourier-Zerlegung in der Formulierung von Portenier
(2002, [38]).

SATZ 2 Sei = eine abschliefsbare stationdre Zeitreihe mit Spektraldichte k .
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Der Kovarianzoperator G*G ist in der Zerlegung des Lemmas diagonal mit Diago-
nale k , d. h. es st

G'G=2,:D(Z;) — P (Z"): £ —> (/462) (X) - ey dx
Tn
mit D (Z,) = {g c 2 (2 ‘ k- EeL? (T")} .
Fiir alle p € L2 (T") mit k = |p|* lisst sich der eingebettete Prozessraum direkt

durch
@

G = C-(p(x) &) dx nS(Z")
T~ {x=0}

zerlegen. Der Parseval-Reprdsentant von Z; in dieser Spektralzerlegung ist
p-exp(—2mit eid) .
Beweis Fiir jedes p € L2 (T") mit |p|* = x wird durch
2,:D(Zy) — (2" :€— | (p-€) (1) exdx
Tn

ein (abgeschlossener) normaler Operator in % (Z") auf
D(z,)={¢e (@) |p-Ee1? (T}

definiert (vgl. Portenier (2002, [38], Kap. 8)). Die Fourier-Transformation F von
S (Z") nach D (T") induziert eine Isometrie von D (Z,) auf L2 ((1 + &) - Apa) . Man
erhélt wie bei der Bildzerlegung S (Z™) C D(Z,) als wesentlichen Definitionsbereich
und

N1V .
7,6 = [f (;»5)] —F <p~.7-“§> fiir alle € € D (Z,) ;
insbesondere ist Z,h : S (Z™) — (* (Z") stetig. Ferner gilt fiir alle ,¢ € S (Z")
(Zohol Zohh) ey = (0 Folo- Fb)ypony = (F2- . F @) =
= (p"x1, é>s(zn) = (P, cx ws(zn)

und somit (Z,h)" (2 (Z")) = G in S (Z")' . Insgesamt folgt G*G = Z37Z, = Z, und die
Spektralzerlegung von G*G ist die obige. Alles Weitere folgt aus Hauptsatz 1.5. Fiir
die Parseval-Représentanten geniigt es, =; = gly; bzw. é\t = g/la in Hauptsatz 1.5
auszunutzen oder auf Satz 2.5 zuriickzugreifen.

BEMERKUNG 5 Ahnlich wie in Bemerkung 2 angemerkt kann man (iiber W =
Z, ) eine Beziehung zwischen den zu G partiell unitér dquivalenten Faltungsoperatoren

W in £2 (Z") und den Funktionen p € L? (T") mit |p|* = & formulieren.
Die Zerlegung des Satzes 1 findet man wieder vor, wenn man als Faktor den Ope-

rator W = M, o Fod= M,oF : D(Z,) — L*(T") wiihlt, wobei p € L? (T™) mit
Ip|* = k gelte. Dann lisst sich némlich die Fourier-Zerlegung

L (T") = P K e

keZn
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mittels W abbilden. Man erhilt die gleiche Zerlegung und dquivalente Direktheitskri-
terien wie in Satz 1. In der Tat ist

w = (Fp) (=) = [0 ay
und somit fiir t, k € Z"
w* (t—k) = (Fp) (k—t) = (e ™5 e_y) = (1 }}"T o M;(e_x)) .

Hier sieht man noch einmal die Aquivalenz der Totalitét von (w (¢ —t)),cz. in €2 (Z")
zur Injektivitéit von M, . Letzteres entspricht genau der Forderung 'x # 0 Apn-fast
iiberall’ des Satzes 1.
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3.4 Stationire Prozesse auf R"

Wir gehen von der Indexmenge T = R™ aus und wihlen das Lebesgue-Mafl y = \"
als Radon-Integral darauf. Wie in Beispiel 1.6.4 sei H = L? (\") der Pivotraum mit
iiblichem Skalarprodukt. Als Testraum moge F' = S (R™) dienen, so dass der zugehorige
Kern durch

h=1d:8(R") — L2(\") — S (R")

gegeben ist. Als \"-Funktionen in S (R")" werden uns nur solche aus L (A") begegnen.

DEFINITION Unter einem (stetigen) stationdren Prozess verstehen wir einen ste-
tigen Prozess = auf R" in einem Hilbert-Raum X | dessen Kovarianzfunktion

(26| Z0) = (Zgur| Zpyr)  fiir alle s,t, 7 € R”

erfiillt. Die zu = gehorige Autokovarianzfunktion sei ¢ : t — (Z;| Zg) . Nach dem Satz
von Bochner existiert eindeutig ein positives beschriinktes Maf3 o auf R™ derart, dass
Fec=0o,d. h.

o(t) = FI5 () = / TN (y) = (F) (~1) i alle t € R"

gilt. o heifit das Spektralmafl von = . Ist dieses absolutstetig bzgl. Ag» , so nennt man
die Dichte Spektraldichte von = .

Die Anwendbarkeit der Einbettungs- und Abschliefungstheorie dieser Arbeit ist
fiir solche stationéiren Prozesse #dhnlich moglich, wie schon fiir stationére Zeitreihen.
Genauer gilt:

HAUPTSATZ Jeder stationire Prozess = ist injektiv in S (R™) einbettbar. Der
Kern des eingebetteten Prozessraums ist

g SR") —G—=SR) 1o | (Z|Z) ¢ (t) dt.
Rn
Genauer ist die zu = gehorige Autokovarianzfunktion c stetig und beschrinkt und es
qilt
9(0) = /(Eo_t| o) - (t) di = cx p € L (\") fiir alle p € S (R") .

Daritiber hinaus sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) g ist abschliefSbar bzgl. h mit Abschluss G .

(i1) Das Spektralmaf$ & ist absolutstetig bzgl. des Lebesque-Integrals, d. h. & = k- Agn
fiir ein k € LY (R™) .

(iii) FEs gibt eine Faktorisierung ¢ = w**w mit w € L (\") und w* := w"¥ = w (—o) .
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Beweis Der Beweis verldiuft analog zu dem stationsirer Zeitreihen?® auf Z" .

BEMERKUNG 1 Wie im Fall stationéirer Zeitreihen priift man nach, dass die hil-
bertschen Unterriume L? (\") bzw. G durch die Fourier-Transformation auf S (R™)’
isometrisch auf L? (Agn) - Agn bzw. L? (7) - & abgebildet werden®. Ebenso ersffnet die
zu Bemerkung 3.3.1 analoge Faktorisierung des Prozesskerns vermoge F die entspre-
chende Interpretation des in der Literatur diskutierten ’Spektralintegrals’.

Fiir den Rest dieses Abschnitts sei
= ein abschliefbarer stationérer Prozess (auf R™ ),
G der Prozessraum und G der Abschluss des Prozesskerns.
Es gelten die Notationen des obigen Hauptsatzes.

BEMERKUNG 2 Auch bei kontinuierlichem Parameterraum R™ sind die Kovari-
anzfunktionen abschlieSbarer stationérer Prozesse genau solche Funktionen, die sich in
Form ¢ := w* * w mit w € L? (\") schreiben lassen. Dariiber finden sich zu G partiell
unitér dquivalente Faltungsoperatoren W in L2 (\") . Auch wenn diese nicht alle zu G
partiell unitér dquivalenten Operatoren sind, so besitzen sie jedoch alle Eigenschaften,
um Bildzerlegungen zu konstruieren. Wir priizisieren dies in folgendem Lemma 1 und
Satz 1.

LEMMA 1 In der Semidualitit {C°(R™) N L2 (A")|L? (A\") + M" (R™)) ldsst sich
L? (A\") vermdge der Dirac-Integrale (g;),cpn C M® (R™) direkt zerlegen:

b
(V") = [ K-epdr inL*(\")+ M (R?) .
Rn

Beweis Die Semidualitéit ist schon aus Beispiel 1.6.5 bekannt und die Zerlegung weist
man mit den Methoden von Portenier (2002, [38]) nach.

SATZ 1 Seiw gemdf (iii) des Hauptsatzes zu = gehirig.
Durch

W:DW):={cL’(\") |[wxcL?(\")} — L*(\"): £ — w*§

wird ein Faltungsoperator wohldefiniert, der partiell unitir dquivalent zu G ist. Insbe-
sondere gilt

G=W"(L*(\")) = w** (L*(\"))
mit WI:L2(\") — L2 (A" + G E— w* %€ .
Der lineare Operator

V:DW)—C'R")YNL>(\"): E— wx €

28 Fine Ausformulierung des Beweises zeigt: Fiir die Einbettbarkeit geniigt schwache Messbarkeit des

Prozesses; Stetigkeit ist an dieser Stelle nicht notwendig.
29 Analoges gilt fiir die abgeleiteten hilbertschen Unterrdume (z. B. L2 (A\™) NG oder L? (A\") + G ).
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ist wohldefiniert, stetig bzgl. den entsprechenden Normtopologien und die Adjungierte
V2N + MY (R — L2(A\") +G
stimmt mit W1 auf L2 (\") diberein.
Vermdége der Bilder
0, =Vig,=w(0—2) e L>’O\) CL2(\")+G — SR ,zecR",
der Dirac-Integrale unter V1 gilt

g:/K~@xdx und Et:/@m(t)~@xda::/w(x—t)-w*(<>—:c) dx

in L2 (\") + G wie auch in S (R")" .
Die Zerlegung ist genau dann nicht-degeneriert, wenn w # 0 . Weiterhin sind die
folgenden Aussagen dquivalent:
(i)  Die Zerlegung von G mittels (Oy),cpn ist direkt.
(ii) Das Bild w* D (W) von W ist dicht in L (\") .
(1) (w (0 —1t)),cpn ist total in L* (X") .

(iv) Die Spektraldichte k ist Agn-fast tiberall von Null verschieden.
In diesem Fall schreiben wir

@
g= K-O.dr inL*(\")+G .
Rn

Beweis Die Wohldefiniertheit von W ist klar. Eine analoge Uberlegung wie im Fall
stationéirer Zeitreihen zeigt, dass W die Adjungierte des Operators

w**0:S(R") — L2(\") i pr— w* x ¢,
also insbesondere abgeschlossen ist. Schliefllich gilt fiir alle ¢, € S (R™)

<S0 )(Wh)T Wh¢> = (p|w* *xw * ¢>3(Rn) = (p ’9¢>5(Rn)

S(R7)

und S (R") ist wesentlicher Definitionsbereich von W. Die Darstellung des Prozess-
raums folgt somit aus Abschnitt 1.4 (oder nach Fortsetzung mit Lemma 1.2).

Nun zur Fortsetzung: Die Faltung zweier L2-Funktionen liefert eine C°-Funktion
und die Stetigkeit von V' ist klar (Young-Ungleichung und Stetigkeit von W auf D (W) ).
Die Adjungierte ist durch die Gleichung

V(€ + 1)) payy = (wHnl €+ p) = (w*n| €)gapny + (w 1| ) eogen,
fir allen € D(W) , £ € L2 (\") , u € M® (R") festgelegt. Insbesondere gilt
<77 |VT &+ O)>D(W) = (w* f)m(m) = (Wn|&) = <77 ‘WTQD(W)
und
<77 |VT5:c >D(W) = (w *n 5:c>c0(Rn) = (n|w* (o — x))LQ(A") = (n|w* (0 —2) >D(W)

fir n € D (W) und & € L? (\") bzw. z € R" . Die Zerlegung von G folgt aus Satz 1.2.
Fiir die Darstellung von =; geniigt es, auf Satz 2.5 zu verweisen.
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Sicher ist w # 0 notwendig fiir die Nicht-Degeneriertheit. Nimmt man umgekehrt
w # 0 an und ist A \"-messbar mit

- <<,o (/A|@m> ©.| dx) 90> ~ [le+a)u )P o voeSE) D) .

so gilt fiir kompaktes K C A dieselbe Gleichung. Ist nun y € K, so gibt es wegen
der Dichtheit von D (R") in L? (\") ein ¢ € D (R") mit |(¢ (o +y) |w*)|> = 1 . Die
Abbildung z — (¢ (¢ + z)| w*) ist stetig und wir erhalten eine offene Umgebung U,
von y mit |(p (o + z) jw* )| > 1 fir alle z € U, . Wegen

1
o-/| (o+a)|w) d // (o (o +2) [w*)? de > 22" (U, N K)
U,NK 2

ist Uy, N K eine Nullmenge. K wird von endlich vielen (ij)j: ., Uberdeckt, ist

also wegen K C U};l (ij NK ) eine Nullmenge. Dies zeigt, dass A eine lokale \"-
Nullmenge ist. Die Zerlegung ist nicht-degeneriert.

Die Direktheit®” ist dquivalent zur Dichtheit von (0, |(D (W))) in L2 (\") , was
wegen

(B, [(D(W))) = (e [W(D(W))) = W (D (W))

dquivalent zu (ii) ist. Da W einer durch £ € D (W) O S (R") gewichteten Integra-
tion von Translatierten von w entspricht, ist die Dichtheit des Bildes dquivalent zur
Dichtheit von (w (¢ —t)),cg. in L? (X") . Wie im Fall stationérer Zeitreihen ist dies
dquivalent dazu, dass |Fw| = /k # 0 Agn-fast iiberall gilt.

BEMERKUNG 3 Anders als im diskreten Fall mussten wir hier den Hilbert-Raum
verlassen und eine Fortsetzbarkeit musste gezeigt werden®!. Ansonsten iibertrigt sich
der in Bemerkung 3.3.3 gemachte Hinweis, dass die Faltungsoperatoren nicht alle zu G
partiell unitér dquivalenten Operatoren ausschopfen.

Die Spektralzerlegung schliefit sich unmittelbar an das folgende Lemma 2 an.

LEMMA 2 Der Pivotraum ist durch

®
L2 (\") = / C-e,dxy inS(R™

n

direkt zerlegt, wobei e, = exp (2mix ® ©) bezeichnet. In dieser Zerlegung gilt fir £ €

L2 (A")
€=/5(><)'6de,

wobet der Parseval-Reprdsentant durch die Fourier- Tmnsformierteg = F¢& gegeben ist.

Beweis Dies ist die iibliche Fourier-Zerlegung in der Formulierung von Portenier
(2002, [38]).

30 Die Bedingung w # 0 ist fiquivalent zur Dichtheit von L (A") - (Q, |D (W)) in L2 (A") .
31 Der Hilbert-Raum braucht nicht verlassen zu werden, wenn man hilbertsche Basen im L2 (A™) verwendet,
fiir die das angegebene Konstruktionsverfahren ebenfalls eine Zerlegung liefert.

76



Zerlegungen von Prozessriumen Stationéire Prozesse auf R 3.4

SATZ 2 Sei = ein abschliefsbarer stationdrer Prozess mit Spektraldichte k .
Der Kovarianzoperator G*G ist in der Zerlegung des Lemma 2 diagonal mit Dia-
gonale k , d. h. es ist

G*G=2,.:D(Z,) — L*(A") : € — @-E) (x) - ey dx
R
mit D(Z,) ={£eLl*(\") | k- FE€ L2 (R™)} .
Fiir alle p € L2 (Agn) mit |p|> = & lisst sich der eingebettete Prozessraum, direkt

durch
@

G = C-(p(x)-ey) dx inSR")
R~ {k=0}

zerlegen. Der Parseval-Reprdsentant von Z; in dieser Spektralzerlegung ist

7 - exp (—2mit o id) .
Beweis Fiir jedes p € L2 (R") mit |p|> = & wird durch
2, D(Z) — L) :6— [ (pE) () exdx
ein (abgeschlossener) normaler Operator in L? (A\") auf

D(Z,) ={€eL?(\") | p- FE € L* (R") }
definiert (vgl. Portenier (2002, [38], Kap. 8)). Die inverse Fourier-Transformation F
(auf S(R™)" ) induziert eine surjektive Isometrie von L2 ((1 + &) - Agn) auf D (Z,) .
Man erhilt S (R") C D(Z,) als wesentlichen Definitionsbereich und
Z,=F"p-F& furalleé €D(Z,) ,
insbesondere ist Z,h : S (R") — L? (\") stetig. Ferner gilt fiir alle ¢, € S (R™)

(Zohel th¢)L2(A") = <p X% )p ‘ ¢>L2(Rn) = {Folr- ‘Fw)S(R") -

= (| (k- F) gy = (0 |F T F (e ) = (plex )

und somit (th)T (L2(\")) = G in S(R")" . Insgesamt folgt G*G = ZZ, = Z, und
die Spektralzerlegung von G*G ist die obige.
Die Zerlegung folgt aus Hauptsatz 1.5 und der Parseval-Repriisentant ist durch

Satz 2.5 bewiesen.
Wir bestimmen noch die Adjungierte Z} : L* (\") — L? (\") 4+ G . Dazu beachte

man, dass fiir alle ¢ € S (R™) und jedes £ € L2 (\")

<S0 }ng >S(Rn) = (th90| g)Lz()\n) = (P : }—Sol }—g)LZ(Rn) = <90 }}—_1 (/6 : }—8 >S(]R")
gilt. Demnach ist Zgﬁ =F 1 (p- F¢) fir alle £ € L2(\") .
BEMERKUNG 4 Alle in diesem Abschnitt gemachten Aussagen zu Einbettbarkeit,

AbschlieBbarkeit und die gezeigten Zerlegungen sind auch im Rahmen (D (R") | D (R™)")
an Stelle von (S (R") |S (R")") richtig.
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3.5 Selbstihnliche Prozesse

In diesem Abschnitt sei H eine reelle Zahl. Wir gehen von der Indexmenge T = R,
aus, wihlen das positive Radon-Integral®?

p=1id 22 cexp (\g)

darauf und der Pivotraum sei H = L? (u) mit iiblichem Skalarprodukt. Als Testraum
moge ' =D (Rj) dienen, so dass der zugehorige Kern durch

%:D(Ri)—>L2(N)'M‘_’D(Ri)/”ﬂ’—>[SD]HZSO'M

gegeben ist (vgl. Abschnitt 1.6).

Aus der Perspektive dieser Arbeit werden selbstéihnliche Prozesse wie stationiire
Prozesse durch eine Kovarianzstruktur charakterisiert. Die Verbindung ist dabei so
deutlich, dass dariiber die Untersuchungen der Einbettbarkeit, der Abschliebarkeit
sowie der verschiedenen Zerlegungen sehr effektiv durchgefiihrt werden konnen. Die
Verbindung eréffnen wir mit folgendem Lemma.

LEMMA 1
(i)  Durch
¢: L2 (\g) — L*(n) : fr—id" - (f oln)
ist eine unitdare Abbildung mit Inverser
o' fr—s (id*H f) oexp = e id. f(exp)
wohldefiniert. Die Einschrinkung ¢p) ist ein Isomorphismus von D (R) auf D (Ri) .
(ii) Die Adjungierte
1o\ «
oim (o) DB DR
ist ebenfalls ein Isomorphismus, welcher ¢ fortsetzt.
(i1i) Seien f bzw. f Funktionen auf R bzw. R* . f (baw. e 4. f(exp) ) ist genau
dann eine Ag-Funktion in D (R) , wenn id” - (foln) (bzw. f ) eine p-Funktion in
D (Ri)/ 1st. In diesem Fall gilt
O(f-Ar) = (idH (fo ln)) o baw. @71 (f ,u) = <€_Hid . f(exp)) ‘AR .
(iv) ® bildet den hilbertschen Unterraum ht : L2 (\g) - A\g — D (R)" isometrisch auf
~\ T
(h) L2 (p) - p— D (]Ri)’ ab und es gelten analoge Formeln wie in (iii).

Beweis Die erste Aussage ist klar. Die zweite Aussage folgt darauthin unmittelbar,
wobei die Fortsetzung von ¢ mit (iii) bewiesen ist. Wir zeigen also (iii):

Age
32 exp (Ar) allein wiire das Haar-Maf % auf R} .
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Es gilt genau dann t - f € L! (y) fiir alle ¢ € D (R%) , wenn
ot (77)) e o <fo exp) = ¢ He. (QZ o exp) e Ho. (fo exp) e L' (\g)
fir alle 12 €D (Ri) gilt. Letzteres ist dquivalent zu
@-e e (}Vo exp) e L' \g) fiir alle p € D(R) .

Stetigkeit ist wegen der Tonneliertheit von D (R%) und D (R) automatisch erfiillt (vgl.
Bemerkung 1.6.3). Die analoge Behauptung fiir eine Funktion f zeigt man auf die
gleiche Weise und die zugehorige Formel ergibt sich aus

<J‘ @(f.)\R)> _ /e—H°- <Zoexp> ce7Ho [(id" - (f o In)) o exp] dAg =

:/;7)- (id” - (f oln)) du = @‘ (id” - (f o In)) -M> Vi €D (RY) .
Fiir Aussage (iv) beachte man, dass die Kerne von
L>(Ag) - Az — D(R) baw. L?(u) p— D (RY)
durch
h:p+—— @ -Ag bzw. E@Z»—m}u
gegeben sind. Fiir alle gZ eD (]Ri) gilt nun

1o (97 (9) %) Dogay = (P10 (7 (9)) )y = P )y -

also die Gleichheit der Kerne.

BEMERKUNG 1 (Vgl. Nuzman und Poor (2000, [33])) ®~! wird in der Literatur
als Lamperti- Transformation bezeichnet und lisst sich mit den entsprechenden For-
meln auch als Isomorphismus zwischen K*+ und K® definieren. Ausserdem lassen sich
Prozesse transformieren:

Jedem Prozess (X,),.p C X auf R entspricht iiber

Z = (®(X)), =t Xy firteR}
genau ein Prozess (Et)teuq C X auf RY . Den urspriinglichen Prozess erhélt man durch
X,=e " Ep@ firaeR
zuriick. In diesem Fall gilt fiir die entsprechenden Kovarianzfunktionen
cx (a,b) = e @) oo (e*,€") und c=(s,t) = (st)" - ex (In(s),In(t)) .

Somit ist = genau dann der Lamperti-transformierte Prozess eines stationéiren Prozesses
X , wenn cz stetig und homogen vom Grade 2H ist, d. h. wenn

(Zrs| Epe) = 7?1 (25| 20)  fuir alle 1, s,t € RE

gilt.
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DEFINITION Ein Prozess (Elf,)te]Ri C X heife selbstihnlicher Prozess (mit Para-
meter H ), wenn er der geméif

= = tH-Xln(t) , tGR: ,

transformierte Prozess eines stationdiren Prozesses (X,),.g C & ist. Der eindeutig
bestimmte Prozess X wird stationdrer Erzeuger von = genannt.

BEMERKUNG 2 Durch diese ein-eindeutige Entsprechung lassen sich die Ergeb-
nisse zu stationédren Prozessen auf solche fiir selbstdhnliche umschreiben. Da unsere
Definition von Stationaritéit die Stetigkeit mit einschlief3t, sind selbstéhnliche Prozesse
ebenfalls automatisch stetig. Allerdings spielt diese Eigenschaft bei der Einbettbarkeit
nur fiir die Injektivitéit eine Rolle.

HAUPTSATZ 1 Sei = ein selbstihnlicher Prozess (mit Parameter H ) und X sein
stationdrer Erzeuger.

(i) = ist bzgl. pin D (Ri)/ injektiv einbettbar, ebenso wie X bzgl. Ag in D (R)’
ingektiv einbettbar ist. Die Kerne der eingebetteten Prozessrdume sind durch

gx D(]R)—>gX%D(]R)/:gov—>/R(Xo|Xa)-g0(a) da

g= : D(RY) —G=—D(R:) : ¢ r— . (Eo|Z0) - (t) du ()
+
gegeben und es gilt Gz = ® (Gx) mit der Abbildung ® aus Lemma 1.(1i).
(ii)  Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) g= ist bzgl. h: D (Ry) — L2 (p) - o abschliefbar.
(b)  Es ezistiert ein k € L} (R) mit

cz (s,t) = / sH=2mix H=2TX o (v) dx  fiir alle s,t € RY .
R

(c) gx ist bzgl. h:D(R) — L2 (Ag) - Az abschliefSbar.
(d) Es existiert ein k € L} (R) mit

cx (a,b) = / e~2mixa . g72mXY o (V) dy  fiir alle a,b € R .
R

In diesem Fall gilt (mit ® bzw. ¢ aus Lemma 1)
(DGX = Gggb bzw. G}GX = Qs_lGEGEQb

fir die Abschliisse Gx bzw. Gz der Kerne. Insbesondere ist Wz genau dann (partiell)
unitdar dquivalent zu G= , wenn Wz¢ (partiell) unitir dquivalent zu Gy ist.

Beweis Fiir n € & ist (Z,| 1) nach dem Lemma 1.(iii) genau dann eine p-Funktion
in D (Rj)/ , wenn (X,|n) = e (Eexp(o)| 1) eine Ap-Funktion in D (R)" ist. Fiir
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b eD(RY), feL®(u) gilt
(592

77) eL'(u) VYnek

und Stetigkeit von
X—>K:n»—>/ <f(t)77/1(t)5t
R

n) du(t)
genau dann, wenn

((fo exp> ! <Z}> RN P > L () Vned

und Stetigkeit von
1= [ (Fe-07 (9) (@- %] ) da

erfiillt sind. Dies zeigt, dass die Ag-Integrierbarkeit von ¢-Xin X fiir alle ¢ € D (R)
notwendig und hinreichend fiir die p-Integrierbarkeit von ¢ in & fiir alle ¢ eD (R* )

ist. Da stationiire Prozesse auf R immer bzgl. Az in D (R)" einbettbar sind, ist die
erste Aussage von (i) bewiesen und die Formeln fiir die Kerne sind nach Hauptsatz 2.3

klar. Fiir ¢ € D (R?) gilt

(7|ooxad) = [Ty [ oxlx) o3 (@) dvda~

= / Mo ) () / <6H“'X1n(ea)

= [T [ (5 X 7 X £ 6) dexp () (1) dexp () () =

= [56) [ (21209 @) du(®) duo) = (D]ozi) |

womit G= = @ (Gx) gezeigt ist.

Schliefilich bildet ® die Réume L2 (Ag) - Az , Gx und L? (Ag) - \gk N Gx isometrisch
isomorph auf L2 (u) - 4 , G= und L2 (u) - 4 N G= ab. Demnach ist = genau dann
abschlieSbar, wenn X abschliebar ist, was nach Hauptsatz 3.4 dquivalent zur Existenz
eines € L! (R) mit cx (a,b) = [, e™X @Y . k() dy fiir alle a,b € R ist. SchlieBlich
folgt die Aquivalenz zu (ii).(b) aus Bemerkung 1.

Im Falle der Abschlieibarkeit ist genau dann £ € D (Gx) , wenn ein v € Gx derart
existiert, dass

efb . X1n<eb)) e 20 @7} (eb) dbda =

(716)g, = (&]8)1any) filr alle § € L? (Ag) N Gx

gilt. Uber ¥ = &7, E: @& und 5 = @6 liefert dies die Existenz eines v € Gz mit
~ | . =< . < 2 _
(v ‘5>QE - (g‘ 5>L2(u) fiir alle & € L2 (1) N G= .

Damit ist E=¢£ €D (G=) nachgewiesen und analog zeigt man Pl eD (Gx) fiir
¢ € D(Gz) . Die Bezichungen

y=Gxf , =®y und 7 =Gz
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lassen sich hierbei zu PG x€ = G=p& zusammenfassen und es gilt

19€] 6y = I1DEI7, + 1G=PEllg, = 1113 + 1GxEllg, = 1€y -
Das Verbliebene folgt unmittelbar aus der Unitaritéit der Abbildung ¢ .

BEMERKUNG 3 Die Gleichheit Gz = ® (Gx) findet man bei Nuzman und Poor
(2001, [34], Theorem 3.1) mit diskreten Topologien auf den Parameterbereichen R’
und R , also fiir reproduzierende Kern-Hilbert-Réume nach Aronszajn.

BEMERKUNG 4 Der Isomorphismus ® gestattet Zerlegungen von Gx in D (R)’
auf solche von Gz in D (]Ri)’ zu iibertragen. Jede (direkte) Zerlegung

Ox = [ K-0,dr(y) - DR
X
liefert dann eine (direkte) Zerlegung

QEZ/XK-CI)(@y) dy(y)%D(]Ri), .

Die Verbindung lisst sich sogar noch in der Situation von Bildzerlegungen mittels
Faktoren konkretisieren. Ist die Zuordnung von Gx Abbild einer Zerlegung

V:/]K-vydz/(y)<—>EJr
X

unter der Adjungierten V} eines zu gx gehorenden Faktors Vx : D(R) — E | so ist
die Zerlegung von G= das Abbild dieser Zerlegung unter der Adjungierten CIDV;( des zu
g= gehorenden Faktors Ve := Vxog ' .

Dariiber hinaus besteht die Moglichkeit einer Zerlegung bzgl. 1 , sofern eine geeig-
nete Transformation zwischen den Mafiriumen (v, X) und (%Ri) existiert. Dies soll
im folgenden Hauptsatz 2 in die spéter niitzliche Form gebracht werden.

HAUPTSATZ 2 Sei = ein selbstihnlicher Prozess und X sein stationdrer Erzeuger.
Uber

(@y>y6R — (POy),cr (mH : q)@hl(x))

yeR z€RY,

und die zugehorige Umkehrung

6.) (7 Bont) = (727" (Bewnin))
< :ce]R:’—> € p(y) yeR’_> € p(y) JeR

1st eine ein-eindeutige Beziehung zwischen den direkten Zerlequngen

D
gX=/ K-©,dy — D (R)
R

des zu X gehorenden hilbertschen Unterraums und den direkten Zerlegungen

&) _ @ ~
gE:/ K-0,dy —D(R:) baw. G== [ K-O,du(z)—D(R:)
R

Ry
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des zu = gehérenden hilbertschen Unterraums gegeben.
Fiir die entsprechenden Parseval-Reprisentanten von v € Gy und v € Gz gilt

@(/Ra(y)-@ydy) ~ [ 20,4

[Fw-e0,dr= [ 6(3) @ (" 30u0) duto)

o (/ 7 (2) - O dp (2 ) /cb : Hy-¢>‘1(éexp<y>>) dy .

Beweis Da fiir ¢ € D (R)

bzw.

(¥]0e:) = (677]e.)
(10" 261,) ) =id" - (675|0.) o= ((979] ©.))
gilt, erhilt man

S -v0u)) | du@) = [|(3]00,)[ dy=|ox (679)]; -

fiir alle ¢ € D (R%) . Ausserdem ist die Dichtheit von (D (R)|6,) in L? (Ag) sowohl
diquivalent zur Dichtheit von (D (R%)| ®6,) in L? (Ag) als auch #quivalent zur Dicht-

heit von <D (Ri)} (idH -@@ln(o)» in L? (u) . Fiir die umgekehrte Zuordnung ist der
Nachweis auf die gleiche Art durchzufiihren. B
SchlieBlich sind noch fiir alle ¢ € D (R) und ¢ € D (R%) die Gleichheiten

(le([30-0,a)) = [30- (o3 0) ar= [30)-(7]00,) d
(3| ([F-90,a) )= ({o75]e.)|) =/i¢(%) o((¢73]0.)) a

bzw.
<w ot </ﬁ-é<>du)> Lo G- (ofe™ o (Busy) ) ay

fiir den Nachweis der Parseval-Reprisentanten zu bemerken.

bzw.

(v

)95@71 ;

Fiir den Rest dieses Abschnitts sei
E ein abschlieBbarer selbstdhnlicher Prozess (auf R* mit Parameter H ),
G= der Prozessraum und G= der Abschluss des Prozesskerns.
Es gelten die Notationen der obigen Hauptsétze.

Die AbschlieBbarkeit gestattet nun mittels Hauptsatz 2 eine Ubertragung des Satzes
3.4.1 in den Rahmen von selbstiéhnlichen Prozessen:
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SATZ 1 Sei X der zu = gehorige abschlieffbare stationdre Erzeuger und Gx der Ab-
schluss des Prozesskerns gx . Wie in Satz 8.4.1 bezeichne

Wy =wx*o:D(Wx)={{€L’(Ar) |w*&eL?p)} — L*(Ar)

den zu Gx (partiell) unitdr dquivalenten Faltungsoperator.
Durch

We 1= oWy 0971 (D (W) — L7 (1
EH(b(w)*E: (idH-(woln)) *E:jdH./

R

st w (ln (2)) - E(s) du(s)

wird ein Faltungsoperator®® wohldefiniert, der partiell unitér dquivalent zu Gs= ist. Ins-
besondere gilt

*
+

G= = WL (L* () = ¢ (w") * (L* ()

mit Wi« L2 (n) — L2 (p) + G= : 7 — ¢ (w)* 7 , wobei alle Faltungen bzgl. des
Haar-Mafes exp (Ar) auf R* verstanden sein sollen.
Es gilt

QE:/K~éydy;>D(]R:)/ baw. G== | K-O,du(zx) —D(R:) ,
R R*

wobei

bzw.
(:jx :ilUH'(D@ln(m) = (<>-ac)H- (@0111 (%)) ,ze R .

Die Kriterien fiir Nicht-Degeneriertheit und Direktheit der Zerlegungen sind die aus
dem Satz 3.4.1. Die entsprechenden Parseval-Reprdsentanten von =, € Gz sind

—

Es=sT - w(o—1Ins) € L*(\g) , bzw. é;(:v):(s-o)H-wOn(g))€L2(u).

Beweis Es ist zuniichst die Abbildungsvorschrift nachzuweisen. Fiir § € ¢ (D (Wy))
ist

poWxog (5) =¢(Aw(o—a)-eHa-E(e“) da) —

:idH-/Rw(ln(o)—a)-e_Ha~g(ea) da:idH~/* S_H-w(ln<g>> CE(s) — =

:idH-/]R SH-w<1n (2)) E(s) du(s) .

Der erste Teil ist somit nach Hauptsatz 1 und Korollar 1.4 klar. Die Zerlegungen
ergeben sich durch Ubertragung der Zerlegung aus Satz 3.4.1 gemifl Hauptsatz 2. Mit
diesem beweist man auch die weiteren Aussagen (mittels =5 = ® (sH . Xln(s)) ).

*
+

33 Taltung bzgl. des Haar-Mafes exp (\r) auf R} .
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BEMERKUNG 5 Die Darstellung des Prozessraums WJ (L? (1)) = G= und die

zugehorige Faltungsformel sind das Pendant zum ersten Teils von Theorem 3.3 bei

Nuzman und Poor (2001, [34]). Weiterhin ist die Zerlegung G= = f]gi K-©,du(x) und
+

die darin giiltige Darstellung

ESZ/R ET(sﬂ)'émdu(a:):/R

*
+

T

) (sz)™ - (woln) (;) -0, du (2)

das Analogon zum zweiten Teil des besagten Theorems 3.3 von Nuzman und Poor
(2001, [34]). Man beachte noch, dass die von Nuzman und Poor (2001, [34], Abschnitt
3.2) gemachten einschréinkenden Annahmen iiber die Struktur der Funktion w fiir diese

Ergebnisse unnotig sind. Allerdings sind sie fiir die weitere Pridiktionstheorie dien-
lich®4.

Im Falle der Spektralzerlegung des stationiiren Erzeugers erwartet man eine Spek-
tralzerlegung des selbstéhnlichen Prozessraums. In der Tat wird dies durch Lemma 2
und Satz 2 wie folgt nachgewiesen.

LEMMA 2 Der Pivotraum wird durch
@ .
LZ (,u> :/R K - (idH+27rzx_,u) dX(_)D(Ri)/
direkt zerlegt.

Beweis Zunichst ist e, = e ¢ (e2)"*™X fiir jedes xy € R eine Ag-Funktion in
D(R) . Nach Lemma 1.(iii) ist id?™™X eine p-Funktion in D (]Ri), und es gilt
id" T2y = @ (e, - Ag) fiir alle y € R . Die Zerlegung ist also die Bildzerlegung
von

2
L% (\g) :/ K-e,dx — D(R)
R

dH +2mix

unter ® . Erginzend sei noch erwihnt, dass die pu-Funktion i als Element von

D (]Ri), gerade die Mellin-Transformierte im Punkt 27ixy — H liefert.

SATZ 2 Sei = ein abschliefSbarer selbstihnlicher Prozess mit Spektraldichte k gemdyfs
Hauptsatz 1.(ii). Der zu Z gehorige Kovarianzoperator G*G wird durch die Zerlegung
des Lemma 2 diagonalisiert und es gilt

- @ = )
GG =2 & [ w(0)-E00- (700 d

mit D(2,) = {€ € 12 \w?eL%AR)

Der zu = gehdrige eingebettete Prozessraum wird direkt durch

D
G= = / m () - (K- (i ) dy — D (R}
R~ {xk=0}

zerlegt.

34 Dies wird in der vorliegenden Arbeit jedoch erst im néichsten Kapitel behandelt.
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Beweis Der erste Teil folgt vermoge des Lemma 2 durch die im Hauptsatz angegebene
Bezichung G*G = ¢G%Gx ¢~ " , wobei X den stationiren Erzeuger und G%Gx dessen
Kovarianzoperator bezeichnet. Letzterer ist ndmlich (vgl. Satz 3.4.2) diagonal in
der Fourier-Zerlegung von L? (Ag) mit Diagonale x und das Bild der Diagonalisierung
unter @ liefert die Behauptung (i). Den zweiten Teil erhiilt man durch die abstrakte
Spektralzerlegung aus Hauptsatz 1.5.

BEISPIEL Die fraktionale Brownsche Bewegung = auf R’ (mit Parameter H €

10,1 ) ist ein abschlieBbarer, injektiv in D (]R*Jr)’ einbettbarer selbstdhnlicher Prozess.
In der Tat gilt nach Abschnitt 3.4 das Analoge fiir den zugehorigen stationéren Erzeuger
X , dessen Autokovarianzfunktion

(Xo| Xo) = €™ (Zexp(o)| 1) =

= 12 = |2 2H
B oy oy o] = om0y~ 2 (3)
ein Element von K (R) + S (R) ist, so dass das positive beschréinkte Spektralmafl
F ((Xs] Xo)) von einer L? (Ag)-Funktion her stammt und F ((X,| Xo)) € L} (Ar) gel-
ten muss. Diese Fourier-Transformierte*® wird von Nuzman und Poor (2000, [33], p.
438) als

F((Xo] Xo)) = 'l-H+i-id) ~ T'(1-H-—i-id)

I'(3+i-id)(H+i-id) T(3—i-id) (H —i-id)

angegeben.
Daraus ergibt sich nach Satz 2 als Spektralzerlegung

®
QEZ/
R

. ® . F(l—H+iX> (i qHA+2mix N £ \/
gE_/R “ (F(%Jrix)(HJriX) (™ M)> o DR

I'(l—H+iy)

v Hrig| & (dT57 ) = D (RY)

bzw.

Der Faktor = (f(_li;:;(’;j.id) hat (wiederum nach Nuzman und Poor (2000, [33], p.

438)) fiir H > 1 im Zeitbereich die Riicktransformierte

1 2H — 1
wi=————-¢""B 1 —2H,1—¢€) - 1j_oog)
(H-3) 2 |
bzw. 0 fir H < 5
1
1 (1—e)"2  (3-H) 2H +1 .
NN [ came e PlTy = e

3 Bei Wahl von ||Z:1]|*> = 1/ (sin (xH) -T'(2H + 1)) .
36 Fir H = % sind entsprechende Rechnungen in der Einleitung durchgefiihrt worden.
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wobei die Beta-Funktion durch

t
B (x,y,t) := / 211 =2 dz
0

fiir x > 0 und 0 < ¢t < 1 bezeichnet sei.
Aus der Zerlegung des stationdren Erzeugers mittels (0y), 5 = (w* (¢ —y)),cr

(vgl. Satz 3.4.1) ergibt sich geméf Satz 1 als Bildzerlegung

®

@ ~
g= = / K-©,dy bzw. Gz = /
R R

in D (R%)". Im Fall H# > 1 ist dabei

K- (xH . C:)m(m)> du (x)

*
+

_ —H(o—y)
0, = @ (w* (0 — y)) = id" - (—

bzw.
z

[(H =3

xH ) 6111(96) = ‘TH : (I)@hl(:c) = 2

-B<2H71,1—2H,1—£> ~1[xoo[.
) o/

Als Parseval-Reprisentanten fiir =, erhélt man aufgrund von =, = (sH . Xln(s)) Zu-
néichst in der ersten Zerlegung

- H(o—Ins) 2H — 1
S = B (T L2 = )
T (H-1) 2 ’

2
und weiter in der zweiten Zerlegung

—~ id?# _B<2H—1
)

,1—2H,1—3) T -
S

Im Fall H < 1 ist

2H—1
~ id? (1 — e_(o_y)) 2 B (2H_+1’ 1—2H,1— e—(O—y))
ey B | e B
bzw
- (i) | (1—2)"7  B(H1-2H1-12)
. @ln(w) = T (M) : R ?I—H) + 2 ; . ;-I © . 1[1:,00[ .
2 (3) - ()

Als Parseval-Reprisentanten fiir =, erhélt man aufgrund von =, = ® (sH . Xln(s)) Zu-
néchst in der ersten Zerlegung

_1

= sH . (1 _ 6(<>—lns))H 2 B (2H2+1, 1— QH, 1— 6(<>—lns)) . 1] .

—s — 2H “D(o—In 2 —H(o—Ins —oo,ln s
F( 2+1) c(H—1)(c—In’s) 2. H(o—Ins)

und weiter in der zweiten Zerlegung

= Geid)” (0= B 2H1 -2
RGN NCE ()"

. 1]075} .
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Diese Darstellungen
=8 :/ Es (z) - (xH . @ln(z)) du ()
Ry
mit den entsprechenden Repriisentanten é: durch Integration von 'weiflem Rauschen’

sind das Pendant zu den Darstellungen durch Integration bzgl. der Brownschen Be-
wegung dB (t) in Theorem 4.1 von Nuzman und Poor (2000, [33])37.

37 Vgl. wiederum Bemerkung 2.5.2.
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3.6 Abschlielende Bemerkungen

BEMERKUNG 1 Die angegebenen verschiedenen Zerlegungssiitze und Beispiele zu
den jeweiligen Prozessklassen lassen hoffen, dass durch den erweiterten Rahmen dieser
Arbeit fiir die Stochastik neue und niitzliche Zerlegungen ermoglicht wurden.

Die Ausfiihrungen zu den stochastisch interessanten Anwendungen von Zerlegungen
sind in dieser Arbeit bisher jedoch sehr knapp gehalten. Um die stochastischen Anteile
an einer Zerlegung herauszuarbeiten, wiren meist zusétzliche, durchaus tief in der Sto-
chastik angesiedelte Methoden nétig, die den Rahmen der vorliegenden Arbeit sprengen
wiirden. Deswegen wurde dieser Aspekt mit Hilfe der Beispiele nur angedeutet (vgl.
Beispiel 3.2.3).

Allerdings zielen die Ausfiithrungen des vierten Kapitels auf Anwendungen ab, die
den Nutzen der Zerlegungstheorie (auch fiir die Stochastik) veranschaulichen sollen.
Dabei konzentriert sich die vorliegende Arbeit auf Anwendungen in der Vorhersage
von Zeitreihen.

BEMERKUNG 2 Die aufgefiihrten Sétze und Beispiele zur Spektralzerlegung ver-
deutlichen die Ausweitung der klassischen Spektralzerlegung durch die operatortheo-
retische Herangehensweise des Abschnitts 1.5.

Es sollte allerdings nicht unbemerkt bleiben, dass der praktischen Anwendung die-
ser Karhunen-Loéve-Zerlegung Grenzen gesetzt sind (vgl. Courmontagne (1999, [8])),
die durch die angegebene abstraktere Formulierung nicht beiseite gerdiumt sind. Der
natiirliche Bezug der Spektralzerlegung auf allgemeine operatortheoretische Konstruk-
tionen kontinuierlicher Art hilft also nicht, diese praktischen Probleme schneller zu
iiberwinden.

BEMERKUNG 3 Die Abschnitte zu stationdren Prozessen beinhalten keine neuen
Erkenntnisse oder wirklich neue Zerlegungen. Die meisten der dortigen Aussagen sind
schon sehr lange bekannt. Insofern dienen diese Abschnitte nur der Riickversicherung,
dass durch den verwendeten Formalismus die klassischen und motivierenden Resultate
wiedererlangt werden kénnen.

BEMERKUNG 4 Eine #hnliche Einordnung kann fiir die Ausfithrungen zu selbst-
ghnlichen Prozessen vorgenommen werden. Im Prinzip ist die Methodik bekannt, wenn
auch erst seit Kiirzerem durch die Artikel von Nuzman und Poor (2000, [33], bzw. 2001,
(34]).
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Kapitel 4

Vorhersage von Prozessen

Die bisherigen Resultate sind eher theoretischer Natur. Sie haben jedoch auch
praktischen Nutzen. Die Ausfiihrungen dieses Kapitels dienen dem Ausbau der Theorie
hin zu Methoden, die direkt Anwendung in der Zeitreihenanalyse finden. Die Anwen-
dungen beziehen sich dabei auf die Vorhersage von stochastischen Prozessen.

Im ersten Abschnitt wird eine Einleitung in die Problematik gegeben. Diese ist
durchaus abstrakt gehalten, um die wesentlichen Punkte fiir eine Vorhersage klarzu-
stellen und die Verbindung zur abstrakten Zerlegungstheorie deutlicher zu machen.

Sei dazu

1 ein moderates positives Radon-Integral auf lokal kompaktem T und
F ein p-Testraum - insbesondere bezeichne h : F' — L? (i) den Pivotkern.
(E¢),ep sei ein (bzgl. p ) in FT eingebetteter Prozess.
Der Prozesskern g : F' — G sei (bzgl. h ) abschlieBbar mit Abschluss G .
Fiir eine (pu-messbare) Menge A C T bezeichne
lin (24) den von allen =5 , § € A, erzeugten Untervektorraum und
lin (Z4) dessen Abschluss.

Ziel ist es, einen Prozess Z = (Z;), fiir einen bestimmten Zeitpunkt 7 € T mittels
eines (u-messbaren) Zeitbereichs A C T vorherzusagen, d. h. den Pridiktor in Form
der orthogonalen Projektion ,Pl?_n(EA)ET von =, auf lin (E4) in G zu bestimmen.

Nachdem zunéchst die Methoden zur Bestimmung des Prédiktors in den theore-
tischen Rahmen der bisherigen Arbeit eingebunden werden, folgen konkrete Pridik-
tionsprobleme innerhalb der Klassen von Prozessen, die schon in Kapitel 3 diskutiert
wurden. So zeigen die Abschnitte 4.2 bis 4.5, wie die Zerlegungstheorie der vorliegen-
den Arbeit zur Pridiktion endlicher, stationéirer und schlieflich selbstihnlicher Pro-
zesse genutzt werden kann. Der Parameterbereich "Zeit’ ist dabei stets eindimensional
und geordnet: {1,2,...,n+ 1} , Z bzw. R und schliefllich R .

Im Ergebnis kristallisiert sich eine abstrakte Cholesky-Faktorisierung des Kova-
rianzoperators als das Werkzeug heraus, welches die Anwendung der Zerlegungstheorie
von Prozessen auf Pridiktionsprobleme ermoglicht.
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4.1 Pradiktion, Strukturerhaltung und
Pradiktorformel

BEMERKUNG 1 Zur Motivation betrachten wir zunéchst eine beliebige, eindi-
mensionale direkte Zerlegung des Prozessraums

E
QZ/ K-0,dv(r) — F'.
X

Diese etabliert eine unitére Transformation
:G—L(v):y—7,
wenn dabei
7-0
die Parseval-Zerlegung von v € G bezeichnet. Damit lassen sich Projektionsprobleme
dquivalent in G oder in L2 (v) formulieren. Uber die Abbildung & entsprechen sich
némlich die Projektionen
Plig_n(EA)ET und le(AA) ;.
Dies ist offensichtlich eine gut bekannte, nicht besonders tiefliegende Moglichkeit

den Pridiktor zu bestimmen, die auch sinnvoll eingesetzt werden kann. Die folgenden
Beispiele dazu stammen von Brockwell und Davis (1987, [6], §5.6).

BEISPIEL 1 In der Spektralzerlegung einer stationéren Zeitreihe = auf Z gemif
Abschnitt 3.3 (Bemerkung 3.3.1) nehme man an, dass das Spektralmaﬁ v := o durch
eine Dichte £ € L! ([0, 1]) mit der Eigenschaft < = 0 auf |3-,1 — 5~ [ gegeben ist. Es
gilt

) 1 1
1—e¥™X| <1 fii 0,1 1— —
} e ‘ urxe[,]\]QW 27rl

so dass nach Multiplikation mit e?™d o € Z | die Neumann-Reihe

6727rz(a+1)1d _ 6727rza1d i [1 . (1 . €2ﬂlld)} 727rza1d E 271"le

_ 6—27riozid . i f: (7:‘) . (_1)71 2minid Z Z < ) n . 6—27ri(a—n) id

m=0 n=0 m=0 n=0
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gleichméBig auf [0,1] \ ]5,1 — 5[ und somit in L?(¢) konvergiert. Aufgrund der

Isomorphie aus Bemerkung 3.3.1, wonach sich =, und e~2"d entsprechen, liefert dies
nicht nur

e 2miletid — 2 ) €1in (g{ﬁ | ﬂéa}) in L? (3) ,

—_— —_~
sondern auch eine Darstellung von =, als Linearkombination der Zg , 8 < o :

P oo =23 () -1 Za

m=0 n=0

BEISPIEL 2 In der Spektralzerlegung einer stationéren Zeitreihe = auf Z gemif3
Abschnitt 3.3 nehme man an, dass das Spektralmafl v := ¢ durch eine Dichte x =
p-p e L% ([0,1]) gegeben ist, wobei der Faktor p die "Fourier-Entwicklungen’

0

1 iy
p= 3w md Lo Y e

j=—o00 j=—o00
mit ¢, p € ' (Z)* besitzen soll. Insbesondere soll p und damit x iiberall von Null
verschieden sein. Es folgt
5 e—27riﬂ~id; 3< a) _ hnL ([o,1]) <6—2mﬂ~id; 3< a) '

Gemif} der direkten Spektralzerlegung aus Satz 3.3.2 ist die orthogonale Projektion

—

von Zqp = p - e 2riletk)id quf Tin <H5 B < oz) in L2 ([0, 1]) somit durch

1.2
el [01])(

Pﬁ(e,zmﬁ.id.ﬁga)p e~ 2milatk)id _ Z 0 (j) - e 2otk Hi)id

(a+k)+j<a
Z w —27rz( (at+k)+j)-id qu j— —27rz(a—|—j) id
J<—k j<0

gegeben. Um die Koeffizienten fiir die entsprechende lineare Darstellung mittels é; ,
0 < a , zu berechnen, verbleibt noch

Z 'lp j— 7271'2 (at3)- Zé- 5. g 2mifid
J<0 pLa

nach ¢ aufzulosen, d. h. die Koeffizienten des Cauchy-Produkts

Zw ] — —2m (at3)- (Z QO 2m‘j-id> <Z¢ ] — —2m(cx+]) d>

j<0 j<0 j<o0
zu berechnen. Man erhélt z. B. £ (o) = ¢ (0) - ¢ (—k) .

Die beiden Beispiele zeigen ein grundsitzliches Schema, in welchem Vorhersagepro-
bleme gestellt sind. Gesucht waren die orthogonalen Projektionen auf die Unterrdume
lin (E{ﬂ|ﬂ<a}) , wobei mit a € Z die Mengen {$ € Z | 3 < a} eine Kette von Teil-
mengen von 7 durchlaufen. Die folgende Definition soll dieses Schema formalisieren.

38 4, =0 auf Z, ~ {0} .
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DEFINITION 1 Fiir einen abschlieBbaren (bzgl. u in FT ) eingebetteten Prozess
(E¢)er im Prozessraum G ist ein Prddiktionsproblem durch Angabe einer Kette p-
messbarer Teilmengen A C M (u) festgelegt.

Als Losung sind die orthogonalen Projektionen von vy € G auf lin (Z,) fiir alle
A € A gesucht. Diese werden Prddiktoren fiir v gegeben =4 genannt und mit P,y
bezeichnet.

BEMERKUNG 2 Ebenfalls aus den Beispielen ersichtlich, ist die Anwendbarkeit
des Prinzips aus Bemerkung 1 zum "Losen’ eines Pridiktionsproblems im Wesentlichen
durch zwei Punkte beeinflusst.

Der erste Punkt betrifft die Projektion in L? (v) . Diese sollte leichter durchzu-
fithren sein als in G , sonst ist fiir die Anwendung nichts gewonnen. Diesem Aspekt
werden wir Rechnung tragen, indem wir ’strukturerhaltende Zerlegungen’ einfiihren,
fiir die eine Pradiktion im Funktionenraum durch Multiplikation mit Indikatorfunktio-
nen gegeben ist.

In Anlehnung an das Orthonormalisierungsverfahren von Gram-Schmidt und das
Losen von Gleichungssystemen mittels Cholesky-Zerlegungen werden wir den Begriff
wie folgt wiihlen.

DEFINITION 2 Eine eindimensionale direkte Zerlegung des Prozessraums
g= /jK'@mdu(x) s F1
heifit bzgl. einer Kette u-messbarer Teilmengen A C M (u) strukturerhaltend, wenn
T (Z) / K-0,du(x) = Gs firalle Ac A
gilt. !
Erste Pridiktionsformeln werden mittels Strukturerhaltung durch das folgende

Prinzip moglich.

HAUPTSATZ Man nehme an, die Zerlegung von G sei bzgl. einer Kette p-messbarer
Teilmengen A C M (u) strukturerhaltend.

(i)  Bezeichnet in dieser Situation 5y € L? (u) den Parseval-Reprisentanten von v €
G, so gilt

PA7:/§~@Od,u fir alle Ae A .
A

(i1) Sei A€ A . Der Pridiktor Pay besitzt genau dann eine Darstellung als Linear-
kombination der Gestalt

PA’y:/g(t)Etdu(t):Gg

mit £ € D(G) , wenn ein solches & mit GE = 14 -7 existiert.
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Beweis In der Zerlegung bzgl. (0,) .t sind orthogonale Projektionen auf G4 durch
Multiplikation mit 14 gegeben. Der zweite Teil ist dann klar.

BEMERKUNG 3 Der zweite Teil des Hauptsatzes wie auch das Beispiel 2 deuten
auf den zweiten entscheidenden Punkt zur Anwendung von Zerlegungen bei Priadikti-
onsproblemen hin.

Es ist ndmlich wiinschenswert, den Pradiktor P4y als Linearkombination der =g
mit Zeitpunkten 5 € A zu schreiben. Dazu wird es notwendig werden, die Darstellung
in der Zerlegungsbasis (6,),.x auf eine Linearkombination der (Zg),., umzuschrei-
ben. Die damit verbundenen Schwierigkeiten der Losung einer linearen Gleichung (vgl.
Hauptsatz (ii)) scheinen unausweichlich mit der Vorhersageproblematik verbunden zu
sein.

Die Verbindung zu linearen Gleichungen zeigt auch, dass keine Darstellung als
Linearkombination der =3 , 8 € A , existieren muss. Nicht jedes Element im er-
zeugten abgeschlossenen Raum lin (£4) besitzt nimlich eine solche Darstellung. Ein
gutes Beispiel dafiir bildet die Brownsche Bewegung®® auf R , wo jedes Element = ,
insbesondere der Préadiktor Pjg.o)=r = Zmin(a,r) » keine Darstellung in Form einer Li-

nearkombination [ & (t) - Z;dt mit { € L? (ARi) besitzt. Als mogliche Erweiterung

bietet sich an, MaBe als Koeffizienten zuzulassen und statt [ ¢ (¢) - =, dy (t) Ausdriicke
der Form [ E, djig (t) einzufiihren'’. Die Schwierigkeiten dieser Erweiterung beginnen
schon frith beim sinnvollen Aufbau des nétigen Formalismus (vgl. Abschnitt 2.4).

Intuitiv verniinftige Vorhersagekoeffizienten Pay = [ & () - E;dp (¢) sollten dar-
iiber hinaus nur Zeitpunkte aus A beriicksichtigen. Die zugehorige Triigerbedingung
supp & C A ist also zusiitzlich zu beachten.

Wir wollen Strukturerhaltung und Darstellung als Linearkombination in der Situa-
tion von Bildzerlegungen analysieren, da dies in den Anwendungen meist der Fall sein
wird.

BEMERKUNG 4 Sei also der abschlieBbare Prozesskern g'g gem:fi Abschnitt 1.2
bzgl. eines Kerns

®
UT2/ K- v, du(z) — Ef
T

in g'g = VivfoV mit schwach stetigem Faktor V : F — E faktorisiert. Das Abbild
dieser Faktorisierung unter V7 fiihre zu einer direkten eindimensionalen Zerlegung

-
g:/ K-0,du(z) — F'.
T

Der nach Beispiel 1.4 zum Abschluss G unitéir dquivalente Operator W := vV lisst
sich genau wie G mit den Parseval-Abbildungen zu

—~~

(&3] —
W:D(W)—>/T K - vy dpt () — L2 (1) : € — WE — TE

39
40

Vgl. mit den Ausfithrungen in der Einleitung.
mit der Konvention [ Z;der (t) = E, .
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~

® A
G:D(W)—>/r K-O,du(r) — L* (i) : € — GE — GE

verkniipfen. Fiir diese Operatoren gilt W=aG (vgl. Beispiel 1.4).

SATZ Mit den Notationen der obigen Bemerkung 4 gilt:

(i)  Ist die Zerlegung von G bzgl. einer Kette u-messbarer Teilmengen A C M (p)
strukturerhaltend, so gilt

D(W)> L2(w)

W(1A-h(F) CW (s -h(F)  Cla-L2(n) firaleAe A.

(ii) Ist = ein stetiger Prozess und hat fiir jedes A € A das von p auf A induzierte
Radon-Integral 4 vollen Trdger, dann ist die Strukturerhaltung dquivalent zu

— L2

(1)
W(la-h(F)  =1a-12(4) firaleAc A.
(iii) Sei 0 € L? (u) . Genau dann existiert ein & € D (G) mit

Gg:/T§<t>~stdu<t>=/Te<x>~@zdu<m> ,

wenn 6 € W (D (W)) gilt, d. h. wenn die Gleichung W¢ = 0 eine Losung in D (W)
besitzt.

Beweis Wegen Lemma 2.4.(ii) ist G (14 - h(F))g Clin(Z;|t€ A) fir alle A € A
und somit nach Voraussetzung der Strukturerhaltung aus (i):

G (Ta- h(F)D(G)) Co(Mm(S[teA) =1, L2(4) firalle AcA.

Die Formulierung mit W st wegen der eingangs erwihnten Gleichheit W = G trivial.

Die Voraussetzungen aus (ii) sind die aus Bemerkung 2.4.6, wonach G (14 - h (F ))g =

lin (2| t € A) fiir alle A € A gilt. Die Strukturerhaltung ist demnach #quivalent zu

G nF) W s (G(lA T (F))g> —1,-L2(y) firalle Ae A

bzw. zu

— L2

()
W(la-h(F)  =14-12(4) firalle AcA.

Die Aussage (iii) ist wegen W =G und Bemerkung 2.5.4 klar.

BEMERKUNG 5 Der letzte Schritt*! hin zur Anwendung besteht schliefflich im
Auswerten des Pridiktors

Psz/ﬁ(ﬂ)'Eﬂdﬂ(ﬁ) bzw. PAWZZ&(ﬁ)'Eﬂ
B

41 Erste Schritte wurden kurz in Bemerkung 2.6.1 erwéhnt.
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in G fiir einen konkret beobachtbaren Prozess = von quadratisch integrierbaren Zufalls-
variablen. Die naheliegende punktweise Auswertung in der Form, dass

/ £(8)-Zpw) du(B) baw. 3 E(8)-Zs(w)
15}

als Vorhersagewert bei Beobachtung von (g (w)) 4. 4 resultiert, ist durchaus nicht un-
problematisch. Zum einen gibt es die Problematik der Nullmengen, die einer solchen
Verwendung von "Klassengleichungen’” widerspricht. Zum anderen hat der Pradiktor als
Zufallsvariable auch eine Streuung und nur unter Beriicksichtigung dieser konnte man
mittels Konfidenzintervallen aus den punktweisen Ergebnissen sinnvolle Riickschliisse
auf den 'wahren’ Vorhersagewert ziehen.
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4.2 Vorhersage endlicher Prozesse

Sei E ein endlicher Prozess auf T := {1,2,...,n+ 1} mit n € N und es gelten
die Notationen aus Abschnitt 3.1. Ziel ist es, das Pridiktionsproblem fiir die Kette
A= ({1,...,a}), 1 von Teilmengen von T zu losen. Genauer gesagt sind fiir
festes 7 € {1,2,...,n + 1} mittels geeigneter (d. h. strukturerhaltender) Zerlegungen
die Pradiktoren P,=; := Py, }E; fir a = 1,2,...,n + 1 zu bestimmen. Zunéchst
ein Satz zur Strukturerhaltung.

SATZ  Genau dann existiert eine bzgl. ({1,...,a}),_; .., strukturerhaltende Zer-
lequng, wenn die Kovarianzmatriz G*G reguldir ist.

In diesem Fall sind die Basisvektoren (©),.r bis auf Phasenfaktoren die Gram-
Schmidt-Orthonormierten der Vektoren Z1,..., 2,11 .

Beweis Eine strukturerhaltende Zerlegung ist von der Form G = @ieT K-©, , was
sofort dimG = n + 1 bzw. die Regularitit von G*G nach sich zieht. Umgekehrt
besagt die Regularitit von G*G , dass Z,...,=,1 eine linear unabhingige Familie

von Vektoren ist. Die daraus konstruierte Gram-Schmidt-Basis O4,...,0,, . erfiillt

lin(Zy,...,5q) = @ K-0, firallea=1,...,n+1,

z=1,...,a

ist also strukturerhaltend. Die "Eindeutigkeit’ der Basis erhilt man sukzessiv fiir a =
1,...,n+ 1, da aufgrund der Strukturerhaltung ©, im eindimensionalen Unterraum

_ )LE(El,nwEa)

lin (Zq,...,241 gewihlt werden muss.

Da sich jede Zerlegung von G mittels einer unitéir zu G #quivalenten Matrix er-
zeugen lisst (vgl. Satz 3.1.1), formulieren wir die obigen Aussagen nochmals in dieser
Situation. Man erhilt unmittelbar Pridiktionsformeln in der Zerlegungsbasis und in
Form einer Linearkombination der Z3 , 8 < o .

HAUPTSATZ Man nehme an, G*G sei requldr und die direkte Zerlegung

2
¢= P K-

z=1,...,n+1

sei das Bild der kanonischen Basis unter einer zu G wunitir dquivalenten Matriz-
abbildung W = (w (z,1)),, € GL (n +1) gemdf Satz 5.1.1.

(i) Genau dann ist diese Zerlegung von G bzgl. ({1,...,a}),_; .4 strukturerhal-
tend, wenn W eine obere Dreieckmatriz ist. In diesem Full sind die Pradiktoren fiir =,
in der Orthonormalbasis von G durch

« min(a,T)
P2, = Z(@AET)'@“J’ = Z w(x,7)- 0, firalea=1,2,...,n+1
=1 =1

gegeben.
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(i1) Seiae€{l,...,n+1} . Die Gleichung

ist eindeutig ldsbar und die Losung & erfillt

min(a,T)
suppé C {1,...,min(a,7)} sowie P,=, = Zf(ﬁ) -2 = Z £(B)-Z5 .
BET p=1

Beweis Nach Satz 4.1.(iii) ist die Zerlegung genau dann strukturerhaltend, wenn
W (2 ({1,...,a})) =02 {1,...,a}) fir alle « gilt, d. h. wenn W eine obere Dreieck-
matrix ist. Hierbei nutzten wir aus, dass im vorliegenden Rahmen W=w gilt. Die
anschliefende Folgerung ist klar nach Hauptsatz 4.1.(i).

Die eindeutige Losbarkeit folgt aus der Regularitidt von W . Die Eigenschaften der
Losung sind triviale Konsequenzen aus dem Bisherigen (und Satz 4.1).

BEMERKUNG 1 Nach obigem Satz und Bemerkung 3.1.3 lduft das Pradiktions-
verfahren im reguléren endlichdimensionalen Fall nicht iiber die Spektralfaktorisierung
durchzufiihren, sondern iiber das aus der Numerik gut und lang bekannte Verfahren
der Cholesky-Faktorisierung zur Losung der Projektionsgleichungen. Diese lassen sich
fir o € {1,...,n} in der Form

(1doxe O)G*G(Idgm >§<a>: (=l=)

schreiben.
Fine Cholesky-Faktorisierung des gesamten Kovarianzoperators G*G = W*W er-
moglicht ein einheitliches Vorgehen geméfl

5| 2
<(Idam O)W*(Idgm >> ((Idaxa 0 )W(Idgm >>£(a>: (:2::T>

fiir alle a . Die erste Losungsstufe

(( 1qexe O)W*(Id:;m))e(a): ( g

.....

in der Zerlegungsbasis.
Damit konnen wir auch die Komplexitidt des Algorithmus angeben, die sich zu
in®+ O (n?) fiir die Cholesky-Faktorisierung und zu o+ O («) fiir das Auflosen ergibt.

98



Vorhersage von Prozessen Vorhersage endlicher Prozesse 4.2

BEMERKUNG 2 Es ist genau das Konzept der Einbettung, das den analytischen
Ansatz iiber lineare Gleichungen und den geometrischen Zugang iiber Basen zusam-
menfasst. In diesem Zusammenhang wollen wir einige Methoden diskutieren, die eher
dem Gleichungsansatz zugeschrieben werden konnten.

Neben der erwihnten (LR-) oder auch Cholesky-Faktorisierung?? gibt es die Opti-
on, durch Inversion der Kovarianzmatrix die Gleichung zu 1osen. Diese Vorgehensweise
wird (u. a. wegen hoher Komplexitéit) eher vermieden, obwohl es Anwendungsbeispiele
gibt (z. B. in Gihman und Skorohod (1974, [18], p. 274)).

Schliellich gibt es noch die Losung iiber die sogenannte () R-Faktorisierung, die
mittels Householder-Transformationen durchgefiihrt einen Aufwand von 3n* + O (n?)
hat. Der etwas hohere Aufwand im Vergleich zum Gauf3-Algorithmus ist durch andere
Vorteile (Stichwort: "Konditionierung’) héiufig gerechtfertigt.

SchlieBlich gibt es noch fiir Kovarianzmatrizen mit Toeplitz-Struktur®® rekursi-
ve Algorithmen fiir die Projektionskoeffizienten £ . Diese basieren auf dem bekann-
ten Durbin-Levinson-Algorithmus zur Losung von Yule-Walker-Gleichungen, denn die
Projektionsgleichungen sind unter der Strukturannahme genau von diesem Typ (vgl.
Brockwell und Davis (1987, [6], §5.2)). Die Komplexitét belduft sich fiir dieses Vorge-
hen auf 2n% + O (n) .

BEMERKUNG 3 Der analytische Ansatz iiber lineare Gleichungen wird schon seit
lsingerem verwendet. Neben den obigen Lehrbiichern findet man diesen Zugang bei
Wiener (vgl. Wiener und Masani (1957 bzw. 1958, [49]) oder Priestley (1981, [40])).
Newton und Pagano (1983, [32]) beziehen sich auf die Cholesky-Zerlegung und Bondon
(2001, [4]) gibt eine mehrstufige Levinson-Rekursion an.

42
43

Diese konnte man vielleicht unter dem Stichwort Gau-Algorithmus zusammenfassen.
z. B. von stationéren Zeitreihen
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4.3 Stationire Zeitreihen auf 7

Sei = eine abschliefbare (bzgl. #) in S (Z)' eingebettete stationire Zeitreihe auf
Z . Es gelten die Notationen aus Abschnitt 3.3. Ziel ist es, das Pridiktionsproblem
fiir die Kette ({8 € Z | 3 < a'}) 5 von Teilmengen von Z zu losen. Beziiglich dieser
Kette versuchen wir den Pridiktor eines =, € G herzuleiten. Auch hier steht vor
der Bestimmung von P,Z; := Pigez|s<a}=- die Untersuchung einer geeigneten, d. h.
strukturerhaltenden Zerlegung.

SATZ Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i)  Es ewistiert eine bzgl. ({3 € Z | B < a}),e, strukturerhaltende Zerlegung.

(ii) Der Prozess ist rein undeterministisch, d. h. (e, 1In(Z5| B < @) = {0} .

(iii) Der Prozess ist undeterministisch, d. h. lin (25| 8 <0—1) #1in(Z5| B <0) .
(iv) Die Spektraldichte r erfiillt In (k) € L' (T) .

(v) Es gibt w € £?(Z) mit w =0 auf N* und c = w* xw .

In diesem Fall ist w so zu wdhlen, dass Fw eine dufere Hardy-Funktion in H? ist
und w (0) > 0 gilt. Dadurch ist w eindeutig festgelegt und die Bildzerlegung

G =wt (@K-ex> =Pk -6, - sz

TEZL TEZ

unter der Adjungierten von W := w % ¢ gemdfl Satz 3.3.1 ist strukturerhaltend.

Beweis Eine strukturerhaltende Zerlegung ist von der Form G = @iez K - 0, mit
der Eigenschaft

2
lin(Zs| < a)=EPK-0, firaleacZ,

r<a

woraus [,z 1in (Zg| B < @) = {0} bzw. (ii) folgt. Die Implikation (ii)==>(iii) wird
mit der unten stehenden Bemerkung trivial. Fiir die weiteren Implikationen verweisen
wir auf die Literatur, z. B. Gihman und Skorohod (1974, [18]), wonach (iii) #quivalent
zu (iv) ist ([18], Kap. IV, Abschnitt 9, Theorem 3). Letzteres gestattet eine Darstellung

[1]

t
;= Z w(x—1t)-0, firaleteZ,

wobei (6,), ein Orthonormalsystem bezeichne und w € ¢ (Z) (durch 0 auf N* fortge-
setzt) gelte ([18], Kap. IV, Abschnitt 7, Theorem 2). Daraus folgt (v).

Wir leiten aus (v) zunéchst die weiteren Folgerungen her und erhalten dariiber
den Beweis zur Implikation (v)==-(i). Die Fourier-Transformierte eines w geméis (v)
ist als Randfunktion einer Hardy-Funktion fast iiberall auf T von Null verschieden,
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wodurch (e, - Fw),, total in L? (T) und (w (¢ — z)),, total in ¢ (Z) sind*. Fiir die
Strukturerhaltung ist festzuhalten, dass es sogenannte ’#uflere H2-Funktionen’ p gibt,
die vom Betrag gleich | Fw| = /k sind. Von diesen gibt es wiederum genau eine, deren
zugehorige Fourier-Inverse die Bedingung (F'p) (0) > 0 erfiillt. w := F~!p erfiillt die
Bedingungen in (v) und erbt dariiber hinaus die Eigenschaft Iin (p - €™ | n € N) =
H? in der Zeitbereichsform

) ,
w (1{ﬂ\ﬂ<a} 'S(Z)) = 1yg|1p<a} £ (Z) ;

zunéchst nur fiir « = 0 und dann durch Translation fiir alle a € Z . Die Adjungierte
W1 des zu G partiell unitéir dquivalenten Faltungsoperators W = w x ¢ bildet demnach
die kanonische Zerlegung auf eine direkte Zerlegung des Prozessraums ab, die nach
Satz 4.1.(ii) strukturerhaltend ist.

BEMERKUNG 1 Aufgrund der Stationaritéit kann man in (iii) statt 0 jede andere
beliebige ganze Zahl einsetzen, d. h. (iii) ist dquivalent zu

lin(Z5| B<a—1)#1n (53| 8<a) mitacZ.

Dass die Eigenschaften (ii) und (iii) dquivalent sind, beruht auf der Tatsache, dass
wir von vornherein das Spektralmafl als ein absolutstetiges Mafl voraussetzen (vgl.
Brockwell und Davies (1987, [6], Example 5.7.1)).

HAUPTSATZ Man nehme an, G = @2 K -0, set die strukturerhaltende Bild-

TEZ
zerlegung aus obigem Satz.

(i)  Die Prddiktoren fir 2, in der Orthonormalbasis von G sind durch
P2, = Zl{gW@} () - O, (1) -0, = Z w(x—7)-0, firaleacZ
T z<min(a,T)
gegeben.
(ii) Seia € Z . Ist die Gleichung w* & = 11g|g<qa) - w (0 —T) in
{¢€(2) |supp€ C {B] B < min (e, 7)}}
losbar, so ist die Losung & eindeutig und erfillt £ € D (W) sowie

PaZr =) E(B)-Es= Y, £&(0)-Es.

BEZ B<min(a,T)

Beweis Teil (i) folgt aus Hauptsatz 4.1.(1). Da w*& = 1<} - w (¢ —7) € (*(Z) ,
ist eine Losung

¢€{¢€(2) |suppé C {B] B < min(a,7)}}
automatisch in D (W) und muss

w (0) - € (min (o, 7)) = w * & (min (o, 7)) = w (min (o, 7) — 7)

44 Man konnte nun den zu G partiell unitér dquivalenten Faltungsoperator W = w % ¢ verwenden, um eine

direkte Bildzerlegung geméfl Satz 3.3.1 zu konstruieren. Die Strukturerhaltung erfordert aber etwas mehr.
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_ w(min(a,T)—

o w(0)
festgelegt. Nimmt man diese Eindeutigkeit fiir alle j mit & < j < min («, 7) an, so legt
die Gleichung

w0 -ER) + Y. wk—j)-EG) = Y. wk—j) @) =wk-7)

k<j<min(a,T) k<j<min(a,T)

aufgrund der Struktur von w erfiillen. Damit ist & (min («, 7)) ™) eindeutig

auch den Wert £ (k) eindeutig fest. Sukzessive erhélt man die behauptete Eindeutig-
keit®>. Die Projektionsgleichung folgt dann aus Satz 4.1.(iii).

BEMERKUNG 2 Die Pridiktorformel in (i) ist innerhalb des Zeitbereichs formu-
liert und findet sich z. B. bei Gihman und Skorohod (1974, [18], Kap. IV, Abschnitt 9,
Formel (5), p. 295). Die Herleitung der Formel auf die obige Weise schreibt man eher
Kolmogorov zu (vgl. Bemerkung 3.3.3 und die dortige Referenz auf Priestley (1981,
[40], Abschnitt 10.1)).

Es gibt auch eine Spektralbereichsfassung der Formel, z. B. bei Gihman und Skoro-
hod (1974, [18], Theorem IV.9.4). Diese leitet sich meist aus dem Fourier-analytischen
Zugang ab, den man eher Wiener zuschreiben konnte (vgl. Priestley (1981, [40], Ab-
schnitt 10.1)). Dieser Zugang (iiber Variationsrechnung) liefle sich vielleicht in der
Weise zusammenfassen, dass Eigenschaften der Spektraldichte ausgenutzt werden, um
dort die Projektion von Exponentialfunktionen zu bestimmen.

BEMERKUNG 3 Man beachte, dass es keine Darstellung der Projektion mittels
=5, 0 < a, geben muss. Nichtsdestotrotz konnte man dem Hauptsatz (ii) insofern
einen praktischen Nutzen abgewinnen, als dass die Koeffizienten der zuletzt vergange-
nen Zeitpunkte eindeutig aus den obigen Gleichungen zu bestimmen sind.

BEISPIEL 1 Als ein erstes Beispiel betrachten wir eine AR(1)-Zeitreihe zum Para-
meter v € C mit |t| < 1. Dazu sei eine hilbertsche Basis (O), ., eines Hilbert-Raums
X gegeben und = = (Z;),., die Losung der Autoregressionsgleichung
Et—t'Et_lzgt fir allet € Z .
In der Tat ist
Ei=) tFeOpeX firallet€Z
k<t
eine stationiire Losung mit Kovarianzfunktion ¢ = w* * w , wobei
¢ s<0
w:2Z— C:s+—

0 s>0

gewihlt sei. Die Folge w ist quadratisch summierbar und wir beweisen direkt die
Strukturerhaltung, indem wir

(z)
Ligy € w* (15| p<ay - S (Z)) ,

Einen alternativen Nachweis der Eindeutigkeit werden wir im Beweis zum entsprechenden Hauptsatz zu
stationédren Prozessen auf R angeben.

45

102



Vorhersage von Prozessen Stationiire Zeitreihen auf Z 4.3

genauer gesagt

1
Ligy =w (Lgy — v Lgny)
fiir 6 < a bemerken. Die Zerlegungsbasis

(©2)ecz = (W (0 = 7)) ez

entspricht dabei der eingebetteten Ausgangsbasis:

1{$<<>} . tO—Ilf — (Ztoic . @k

k<o

@x> =(2,|0;) =0, =w"(o—1z) .

Nach dem Hauptsatz (i) gilt fiir o, 7 € Z
Po=r = Z w(xr—71) 0 = .0, =
)

< min(a,T) r<min(a,T

_ t’rfmin(a,’r) . Z tf(:rfmin(a,’r)) .0, .

z<min(a,T)
Das Losen der Gleichung
w * 6 - 1]foo,min(a,7')] T w (<> - 7_)
geméifB (ii) des Hauptsatzes ist nicht nstig!, da aufgrund von 2, = > _ w (z — s)- 0,
die obige Projektion weiter in der Form

POLET — t7—7m1n(o¢,’r) . 2 : tf(:rfmln(a,’r)) . @z — t’rfmln(a,-r) . Emin(cx,T)

< min(a,T)

r<s

geschrieben kann.

BEISPIEL 2 Analog verfihrt man mit einer MA(1)-Zeitreihe = = (&), zum Pa-
rameter v € C mit [¢| # 1, die vermoge einer hilbertschen Basis (O ), eines Hilbert-
Raums X durch

= =0;—t-0,, firalleteZ
definiert ist. Sie ist stationér mit Kovarianzfunktion
c= (=) +(1+ |t|2){o} + m{1} :
Wir faktorisieren ¢ = w* % w , wobei
w = Ly — v} falls |v| <1
wi= (=) + Ly falls [r[ >1

gewihlt sei. Die Folge w ist in jedem Fall quadratisch summierbar und wie in obigem
Beispiel 1 beweist man die Strukturerhaltung direkt. Nach dem Hauptsatz (i) gilt fiir
a,7 € Z mit'" 0, := w* (0 — 1)

0 fallsa <7 —2
P2, = Z wx—7)-60,=¢ w(-1)-0,, falsa=7-1 |

z<min(a,T) T falls « >T

46
47

auch wenn als Losung € := o7 min(eT) 1{min(a,r)} auf der Hand liegt.
Die Zerlegungsbasis (Oy), ., entspricht nur im Fall [t| < 1 der eingebetteten Ausgangsbasis.
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wobei der erste und der letzte Fall klar sind. Im Fall « = 7 — 1 gilt genauer
P2, =(—t)-0,, falls [t] <1
P.=, =06, falls [¢] > 1
Unter der Bedingung [t| < 1 ist die Faltungsgleichung

w*éh:l},oo’.,-,l]-w(O—T)

(9 + 1) #€ = sory - (1 = ¥1) = ()

gem#f Hauptsatz (ii) mit ¢ € ¢?(Z) derart zu losen, dass suppé C ]—o0,a] =
]—o0, 7 — 1] gilt. Eine solche Losung existiert mit

§==) trwn -
k>1

Unter der Bedingung [t| > 1 lautet die geméf Hauptsatz (ii) zu losende Faltungsglei-
chung

(1{71} + (—t){o}> *§ = Ljoor—1) - <(_t){7'} + 1{%1}) =11y

Eine entsprechende Losung & € £ (Z) mit supp& C |—00, a] = |—o0, 7 — 1] ist durch

1 k
=2 ()
k>1 {r—k}

gegeben. In diesem Beispiel war ein explizites Losen gemifi Hauptsatz (ii) notig und
moglich.

BEMERKUNG 4 Wir skizzieren noch, warum das Losen geméf Hauptsatz (ii)
nicht immer moglich ist. In der Situation 7 = 1 = « + 1 entspricht dem Auflosen
von

wx€=1_oq-w(e—1)=w(—-1)—w(0)- I
nach & mit & € ¢? (Z) und supp ¢ C |—o0, 0] gerade dem Auflésen von
Fuw-F&E=F (w(o—1)) —w(0) F (1) = e > (Fw —w (0))

bzw.

Fe=F(w(o—1))—w(0)  F (1) = e~ 2mid (1 - M)
Fw
nach ¢ € H* € L2(T) . Dazu ist jedoch - € L?(T) notwendig, was nicht immer
erfiillt ist.

FEin erweiterter Rahmen, der Linearkombinationen nicht starr an Koeffizienten
¢ € (?(Z) bindet, sondern einen Formalismus mittels Mafien gestattet (vgl. Bemer-
kung 4.1.3) konnte die Losbarkeitsproblematik in Einzelféillen durchaus abschwéichen.
Aber eine entsprechend allgemeine Theorie zur Losbarkeit kann nur im Rahmen von
Distributionen gefasst sein und ihre Entwicklung scheint eine nicht zu unterschitzende,
eigenstidndige Aufgabe zu sein.
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4.4 Stationire Prozesse auf R

Sei = ein abschlieBbarer (bzgl. A ) in S (R)’ eingebetteter stationirer Prozess auf
R . Es gelten die Notationen aus Abschnitt 3.4. Ziel ist es, das Pridiktionsproblem
fir die Kette (]—00,a]),cg von Teilmengen von R zu losen. Beziiglich dieser Kette
versuchen wir den Pradiktor Po =, := P|_o o=~ eines =, € G herzuleiten, nachdem wir
strukturerhaltende Zerlegungen untersucht haben.

SATZ Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i)  Es existiert eine bzgl. (]—00,a]), cp strukturerhaltende Zerlegung.
(i)  Die Spektraldichte k erfillt 111(—1';)2 eL'(R) .

(ii) Es gibt w € L* (\g) mit w =0 auf RY und ¢ = w* *w .

In diesem Fall ist w so zu wdhlen, dass Fw eine dufere H?-Funktion ist. Dadurch
ist w bis auf einen Phasenfaktor eindeutig festgelegt und die direkte Bildzerlegung

@
g:/ K-0,dr — S(R)
R

unter der Adjungierten von W := w % o mittels ©, = w* (0 —z) , v € R, gemaf$ Satz
3.4.1 1ist strukturerhaltend.

Beweis Eine strukturerhaltende Zerlegung ist von der Form G = [ ®K.0,dz , mit
der Eigenschaft

H(Eg|ﬁ<a)=/ K-©,dr firaleacR,

]—O0,0t]

- Lp—ay

wodurch fiir £ € R und A > 0 der Fehler ||Z; — P,_aZ:|| gerade durch ‘

masse = ||Z0]| des Spektralmafies. Nach Gihman und Skorohod (1974, [18]) ist

der Prozess also regulir. Aquivalent dazu ([18], Kap. IV, Abschnitt 9, Theorem 6)
erfiillt die Spektraldichte
* Ink (A
/ 15 Q) 1y s oo,

o 1+ X2

was hinreichend fiir die Bedingung in (ii) ist. Wie in der betreffenden Literatur iiblich,
mochten wir fiir die ntigen Folgerungen aus (ii) nur auf die Analogien zum Fall sta-
tiondrer Zeitreihen auf Z verweisen. Danach erfiillt die Fourier-Inverse w := F1p der
zu |\/k| gehorenden duBeren Hardy-Funktion p wiederum die Bedingungen in (iii) und
besitzt dariiber hinaus die Eigenschaft

A~

= 1[t,A’oo[H gegeben ist. Dieser Fehler konvergiert fiir A — oo gegen die Gesamt-

~
—_
(=
—t

L2(R)

w * (1]_007(1] - S (]R)) = 1]_00706] . L2 ()\R)
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fiir alle « € R . Die Adjungierte W (bzw. ihre Fortsaetzung VT ) des zu G parti-
ell unitir dquivalenten Faltungsoperators W = w % ¢ bildet demnach die kanonische
Zerlegung auf eine direkte Zerlegung des Prozessraums ab, die nach Satz 4.1.(ii) struk-
turerhaltend ist.

HAUPTSATZ Man nehme an, G = fﬁf K- ©,dx sei die strukturerhaltende Bild-
zerlegung aus obigem Satz.

(i)  Die Prdadiktoren fir Z, in der Orthonormalbasis von G sind durch

PaET:/ @x(T>-@xdl‘:/ w(z—71)-Oydr firaleaeR
]7007’1]

}700»04
gegeben.
1) Seia € R . Ist die Gleichung w*& =11_ o -w (0 —T) in
]—00,0]

{¢ € L? (Ag) | supp€ C ]—o00,0a] }

losbar, so ist die Losung & eindeutig und erfillt £ € D (W) sowie
min(e,T)
Pz = [€) 2= [ c(p)-Zads

Beweis Teil (i) folgt aus Hauptsatz 4.1.(1). Da w*§ = 1j_og o) - w (¢ — 7) € L2 (\g)
gilt, ist eine Losung

e {{eL?(\g) | supp¢ C |—oo,min (a, 7)) }

automatisch in D (W) . Mit G*G ist G und somit W injektiv, was die behauptete
Eindeutigkeit beweist. Die Projektionsgleichung folgt dann aus Satz 4.1.(iii).

BEMERKUNG 1 Wir verweisen auf die Anmerkungen des vorigen Kapitels (Be-
merkung 4.3.2) iiber Verbindungen zu bereits verdffentlichten Formeln, die auch fiir
die Prozesse auf R bestehen. In diesem kontinuierlichen Rahmen gewinnt jedoch die
Einbettung in den Oberraum F' = S (R)’ an Bedeutung und der Formalismus der vor-
liegenden Arbeit mittels vektorwertigen Dichten setzt sich etwas deutlicher von den
Formeln in der Literatur ab.

Der Hinweis auf die Nicht-Existenz von Priadiktionsformeln in Form von Linearkom-
binationen der (Z3) <o I8t an dieser Stelle nicht weniger angebracht als im Diskreten.

BEISPIEL Als Beispiel betrachten wir den stationiren Prozess = auf R , dessen
Kovarianzfunktion durch

—1
RxR—ﬁR:(s,t)»—mXp(—LQ‘)
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gegeben sei’®. Die Autokovarianzfunktion ¢ : s — exp ( s ‘) hat

B 4 2 2
14 |4m-id?  l+4mi-id 1—4mi-id

als Fourier-Transformierte und erlaubt somit eine Faktorisierung gemfl
id id \ * i
exp (—|1—2|> = (1],oo,g] : 65d) * (1}700’0] . €7d> .

w = 1]_0070] . 6% eL? (/\R>

Wir zeigen fiir

die Strukturerhaltung

L%(R)
w * (1],oo,a] -S (R)) = 1],oo,a] . L2 ()\]R)

fir alle « € R . Die Enthaltensrelation 'C’ ergibt sich unmittelbar aus suppw C
J]—00,0] .
Fiir eine Funktion f € L? (\g) mit

0= (flw (1see - 9) /f / o (1) w (@ —y) - @ (y) dyde =

:/ /f (y— ) dz-¢(y) dy =

= [t @“)-/f(x)-w*@—(x—a)) iz (7 + ) dj =

~ [t @ [ £ +a) G5 dE oG+ a) df

g3 . / flx+a)- e2dx—/f r+a) w(o—z)dr=f,xw" =0
fast iiberall auf |—oo, 0] . Dann muss aber
flo+a)-e2 =0 fi. auf |—oc0,0]

bzw. f - 1j_sa = 0 Agp-fast iberall gelten. Dies beweist f € (1],00,6,] N ()\]R))L ,
woraus die noch fehlende Inklusion '’ folgt.

Nach dem Hauptsatz (i) gilt fiir o, 7 € R mit 6, := w* (¢ — z)
min(a,7) min(a,7) (z—7)
PaET:/ UJ(SC—T)-@deE:/ e 2 -0,dx
—00 —00
und weiter
—_ T—min(o,T mm o T) r—min(a,T 7—min(a,T —_
P2, =€ / e O dr=e " 2 * Emin(a,r)

48 Man vergleiche mit den Ausfithrungen zu Ornstein-Uhlenbeck-Prozessen auf Ry in den Beispielen 5

aller Abschnitte des Kapitels 2. Weiterhin besteht eine Verbindung zu der Brownschen Bewegung, deren
stationédrer Erzeuger genau die angefiihrte Kovarianzstruktur besitzt.
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denn =5 = [w(z —s) - O, dz fiir alle s € R . Dies macht ein Losen gemi Hauptsatz
(ii) unnotig, denn der Pradiktor besitzt keine Darstellung als Linearkombination

min(e,T)
[ ez

—00

mit Koeffizienten £ € 1j_co min(a,r) - L? (Ar) . Die Situation #hnelt in diesem Punkt
ebenfalls der bei der Brownschen Bewegung in der Einleitung.
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4.5 Selbstihnliche Prozesse

Sei = ein abschlieBbarer bzgl. 1 :=id 2 - exp (Ag) in D (Ri)/ eingebetteter selbst-
dhnlicher Prozess auf R* (mit Parameter H ). Es gelten die Notationen aus Abschnitt
3.5, insbesondere bezeichne

a

den iiber die Lamperti-Transformation zu = gehorenden stationéiren Erzeuger. Ziel ist
es, das Prédiktionsproblem fiir die Kette (]0, a])aem von Teilmengen von R¥ zu losen.

Beztiglich dieser Kette versuchen wir den Prédiktor P,Z; := Pl =, eines 2, € G=
herzuleiten, nachdem wir strukturerhaltende Zerlegungen untersucht haben.

SATZ Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i)  Es existiert eine bzgl. (|0, a]) aeR?, strukturerhaltende Zerlegung von Gz in D (]Ri), .
(it)  Es existiert eine bzgl. (]—00,al),p strukturerhaltende Zerlegung von Gx in D (R)' .
(iii) Die Spektraldichte . erfiillt "% € L (R) .

(iv) Es gibt w € L* (\g) mit w =0 auf RY und c = w* *w .

In diesem Fall ist w so zu wdhlen, dass Fw eine dufere H?-Funktion ist. Dadurch
ist w bis auf einen Phasenfaktor eindeutig festgelegt und die direkte Bildzerlegung

®
Ox 2/ K-0,dr — D(R)
R
unter der Adjungierten von Wx = w * ¢ mittels ©, = w* (0 —z) , = € R, gemdf

Satz 8.4.1 ist strukturerhaltend fiir Gx . Gemdfl Satz 3.5.1 entspricht dieser Zerlequng
genau eine strukturerhaltende Zerlegung

D

Beweis Der Satz ergibt sich aus der Verkniipfung von Satz 3.5.1 mit Satz 4.4.

HAUPTSATZ Man nehme an, Gz = fﬂgi K - O, du(z) sei die strukturerhaltende

Bildzerlequng aus obigem Satz und Wx bzw. Wz = ¢ o Wx o ¢~ die zugehorigen
Operatoren gemdf$ Satz 3.5.1.

(i)  Die Prddiktoren fiir =, in der Orthonormalbasis von Gz sind durch
PoZr = / O, (1)-0, du (z) = / (z7)" - w <ln <£>) O, dp(z)  fiir alle o € R
10,0] 10,0] T

gegeben.
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(ii) Seia € R . Ist die Faltungsgleichung
(id” - (woln)) € = 190 - (id-7)" - w (m (ED
bzgl. des Haar-Majes auf RY in

{€e1?(w) | suppg c J0.al}

lésbar, so ist die Lisung & eindeutig und erfillt € € D (W=) sowie

min(a,7) _

ma:/amewmmzf E(9) Zpdu(8) -

0

Beweis Analog zu Hauptsatz 4.4 iiber Hauptsatz 4.1 und Satz 4.1.

BEISPIEL Im Falle der Fraktionalen Brownschen Bewegung mit den Notationen
des Beispiels 3.5 ergibt sich geméfl des Hauptsatzes, dass ein £ € D (W) genau dann

Koeffizient zu P,Z=; bzgl. Zjy 4 mit o < 7 ist, wenn es die folgende Faltungsgleichung
(bzgl. Haar-Maf auf R, )

[idH (wo ln)] * E = Ljo,a) - (7 id)H - (woln) (ﬁ)

T

mit

1 (1—e°)H*%+(§—H) s(2HAL N,
CEEETY) | e e L2 1= )| T
falls H < 3 , bzw.

1 2H -1

Ho ©
Wi=———-¢€ 'B(—,l—ZHal_e)‘l]—oo,Olﬂ
r(i-9) :

falls H > 1 lost. Aquivalent dazu ist, dass

e 9

Koeffizient zu P, oXin- bzgl. X|_ooina) ist, wenn dabei X den zu Z gehorigen sta-
tiondren Erzeuger bezeichnet®. Dies ist nach Hauptsatz 4.4.(ii) genau dann der Fall,
wenn ¢ die Faltungsgleichung (in L? (Ag))

ol

W& =1_coma - w (o —1In(7))
lost. Im Fourier-Bild ist dies gleichbedeutend mit

I'(1-H—i-id
(H—i(~id)-l"(%—z?~id) ’ fé— =F (1]_oo,lna} - w (<> —In (T))) .

Nuzman und Poor (2000, [33]) wihlen zur Bestimmung des Prédiktors genau diesen
Weg tiber die Fourier-Inverse, wobei H < % fir die Eigenschaft ¢ € L? (A\g) notwendig

4 Diese Bezichung zwischen den Vorhersagekoeffizienten ist bei Nuzman und Poor (2000, [33], Abschnitt

3.2) ausfiihrlich diskutiert.
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ist. Im Ergebnis erhalten Nuzman und Poor (2000, [33], Theorem 4.4) als Pridiktor

PE, = / - (1 _ 1,t> B di
0 a

. (g—17t> :é' <§)—(H+%) | (1_é>—(ﬁ’+%) .

x l_l—;H ‘B (2H;l,1—2H, T‘“) +(C- 1)}”% . (I)H% . L—t]
T Qa o T—a+t

In der Notation der vorliegenden Arbeit besagt dies:

WS = "E(8) 254
P /Oum 5yt (9)

mit

mit

£(8) = ()™ - (a— p)~(*3)

A
T o o 7__5

. 6%_1{ X
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4.6 Abschlielende Bemerkungen

BEMERKUNG 1 Der Inhalt dieses Kapitels sollte vor dem Hintergrund der vor-
liegenden Arbeit als Ganzes eingeordnet werden.

Die angesprochene Anwendung der entwickelten Zerlegungstheorie auf die Vorher-
sage stochastischer Prozesse soll die Bedeutung der Zerlegungstheorie hervorheben.
Weniger die Ergebnisse der Pradiktionstheorie dieses Kapitels stehen dabei im Vor-
dergrund als vielmehr ihre einheitliche Herleitung iiber die abstrakt zur Verfiigung
gestellte Zeitbereichstheorie.

Die Aussicht, auch neue Ergebnisse in der Vorhersage von Zeitreihen mit dem
entwickelten Formalismus zu erzielen, ist nach unserer Einschitzung jedoch grofl genug,
um daran anschliefende Untersuchungen zu motivieren.

Wir nennen noch weitere Aspekte, deren Untersuchung aus Sicht der vorliegenden
Arbeit interessant erscheint.

BEMERKUNG 2 Die theoretischen Ausfithrungen zum abstrakten Begriff der Struk-
turerhaltung (Abschnitt 4.1) und die konkreten Diskussionen in den Abschnitten 4.2
bis 4.5 deuten auf das zentrale Bindeglied zwischen der Zerlegungstheorie und ihrer
Anwendbarkeit fiir Vorhersagen stochastischer Prozesse hin. Die Verbindung ist durch
eine allgemeine Cholesky-Zerlegung des Kovarianzoperators gegeben. Eine Ausweitung
dieser Methodik konnte man zukiinftig verfolgen. Arbeiten zur Operatorfaktorisierung

kommen meist ohne die iiblichen Strukturannahmen aus (z.B. Power (1986, [39]) oder
Larson (1985, [26])).

BEMERKUNG 3 Der Begriff der Linearkombination (wie er in der vorliegenden
Arbeit verwendet wird) gestattet nicht, alle Elemente des abgeschlossenen Raums dar-
zustellen. Hier besteht noch Bedarf an allgemeineren Koeffizienten. Wie schon in
Bemerkung 4.1.3 angemerkt, konnte eine Erweiterung hin zu Maflen als Koeffizienten
ein Ansatz sein.
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