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6 Abbildungsverzeihnis



1 EinleitungMotivationIm Rahmen dieser Arbeit werden die optishen Anregungen in eindimensionalen erwei-terten Peierls-Hubbard-Modellen untersuht. Diese Modelle beshreiben quasi-eindimen-sionale Materialien mit alternierenden Bindungslängen, wie sie beispielsweise im π-konju-gierten Polymer Polyaetylen zu �nden sind. Ein π-konjugiertes Polymer ist ein polymererHalbleiter mit speziellen elektrooptishen Eigenshaften, die tehnish zum Beispiel inLeuhtdioden genutzt werden. Im Gegensatz zu anorganishen Halbleitern, wie zum Bei-spiel GaAs, ist die Bindungsenergie der optishen Elementaranregungen (Exzitonen) inPolymeren von derselben Gröÿenordnung wie die Anregungsenergie getrennter Elektron-Loh-Paare. Dies deutet auf einen wesentlihen Ein�uÿ der Coulomb-Wehselwirkung hin:die quasi-eindimensionalen Polymere sind stark korreliert [1℄.Das eindimensionale erweiterte Peierls-Hubbard-Modell ist das konzeptionell einfahsteGittermodell zur Beshreibung dieser Materialien [1, 2℄. Ihre elektronishen Eigenshaftenwerden durh zwei konkurrierende Prozesse bestimmt. Dies ist zum einen die kinetisheEnergie, die zur Delokalisierung der Elektronen führt, und zum anderen die (lokale undlangreihweitige) Coulomb-Wehselwirkung, welhe die Abstoÿung zweier Elektronen inAbhängigkeit vom Abstand beshreibt. Zusätzlih wird die statishe Gitterverzerrung be-rüksihtigt. Dieses Modell stellt eine Näherung zum exakten Vielteilhenproblem dar, dieim Gegensatz zu semiempirishen Methoden [3℄ systematish verbessert werden kann [4℄.Es stellt sih die Frage, wie das erweiterte Peierls-Hubbard-Modell theoretish unter-suht werden kann. Zum einen bieten sih numerishe Verfahren an. An erster Stelle isthier die Dihtematrix-Renormierungsgruppe (DMRG) [5, 6℄ zu nennen, mit der man dieEigenshaften des Grundzustands und elementarer Anregungen numerish exakt bereh-nen kann. Ein Problem hierbei ist der Aufwand an Rehenzeit, da derartige Rehnungenfür realistishe Systemparameter einen CPU-Tag oder länger dauern können.Wie kann das erweiterte Peierls-Hubbard-Modell analytish behandelt werden? Die Ant-wort ist niht o�ensihtlih, denn es gibt zwei konkurrierende Terme im Modell, von denenjeder für sih das isolierende Verhalten begründen kann und die zu einer völlig unter-shiedlihen Beshreibung der elementaren Anregungen führen. Der Peierls-Mehanismusresultiert im üblihen Bänderbild eines Halbleiters mit fermionishen Einteilhenanregun-gen [7℄. Die Coulomb-Wehselwirkung im Hubbard-Modell hingegen führt zu einem Mott-Hubbard-Isolator mit kollektiven Spin- und Ladungsanregungen (Spinonen und Holonen),von denen letztere eine Anregungslüke aufweisen. Entsprehend untersheiden sih dieBeshreibungen der optishen Anregungen. Die Gegensätzlihkeit von Peierls- und Hub-bard-Modell wirft also die grundsätzlihe Frage auf, ob der Peierls-Limes oder der Mott-7



8 1 EinleitungHubbard-Limes des erweiterten Peierls-Hubbard-Modells der geeignete Startpunkt für ei-ne störungstheoretishe Behandlung sei. Wie in der vorliegenden Arbeit im Rahmen derFeldtheorie gezeigt wird, ist der Peierls-Limes der geeignete Ausgangspunkt, das heiÿt dieCoulomb-Wehselwirkung darf im Prinzip störungstheoretish behandelt werden.In Poly(di)aetylen sind die optishen Singulett-Exzitonen mit 0.5 eV gebunden, ihreAnregungsenergie liegt um diesen Wert unterhalb der Lüke für stromtragende Anregun-gen von 2.3 eV [8℄. Die Coulomb-Wehselwirkung liefert also keine kleinen Korrekturen. Siekann niht in Störungstheorie erster Ordnung behandelt werden, wie Vergleihe zwishenden Resultaten von Abe et al. [2℄ und DMRG-Rehnungen [9℄ für realistishe Modellpa-rameter zeigen. Es bleibt zu klären, inwieweit die Störungstheorie zweiter Ordnung eineVerbesserung bringt. Ziel ist es, eine Abshätzung für die Genauigkeit der Störungstheoriefür reale Parametersätze des erweiterten Peierls-Hubbard-Modells zu gewinnen. Numerishist die zweite Ordnung Störungstheorie mit sehr viel weniger Aufwand verbunden als eineDMRG-Rehnung und kann dazu dienen, einen shnellen Überblik über die Auswirkungenvon Veränderungen in den Modellparametern zu erhalten.Es gibt vershiedene Möglihkeiten, die Störungstheorie zweiter Ordnung für optisheAnregungen zu formulieren. Daher stellt sih die Frage, welhe Version die quantitativbeste Übereinstimmung mit der DMRG liefert: ist es Wannier-Störungstheorie, Two-Step-Störungstheorie oder Downfolding-Störungstheorie? Dies ist eine relevante Frage, da Va-rianten dieser Zugänge zur Beshreibung der optishen Anregungen in realen Materialieneingesetzt werden. Zum Beispiel ist der LDA+GW+BSE-Zugang [10℄ konzeptionell sehrähnlih zur Two-Step-Störungstheorie.Aufbau der ArbeitAus dieser Motivation heraus ergibt sih der folgende Aufbau der Arbeit. Im zweitenKapitel wird der Hamilton-Operator des erweiterten Peierls-Hubbard-Modells und seinewihtigsten Eigenshaften vorgestellt. Zudem werden die physikalishen Gröÿen eingeführt,die im Laufe der Arbeit eine wesentlihe Rolle spielen.Im dritten Kapitel sind Ergebnisse der bisherigen analytishen Untersuhungen in denvershiedenen Grenzfällen des Modells zusammengestellt. Die Limites zeigen, daÿ das Pei-erls-Modell und das erweiterte Hubbard-Modell qualitativ vershiedene Arten von Isola-toren beshreiben.Der Nahweis, daÿ der Peierls-Term die Physik des erweiterten Peierls-Hubbard-Mo-dells dominiert, wird im vierten Kapitel erbraht. Im Rahmen der Feldtheorie wird einsemiklassisher Zugang verwendet und eine Mean-Field-Analyse durhgeführt. Auÿerdemwerden die Renormierungsgruppengleihungen aufgestellt und numerish au�ntegriert.Im fünften Kapitel werden die vershiedenen perturbativen Zugänge für die Beshrei-bung optisher Anregungen zur zweiten Ordnung in der Coulomb-Wehselwirkung ein-geführt. Zudem sind die expliziten Ausdrüke der erforderlihen Matrixelemente für dieGrundzustandsenergie, die Einteilhenlüke und die optishen Anregungen zusammenge-stellt.



1 Einleitung 9Im sehsten Kapitel werden die Ergebnisse der vershiedenen störungstheoretishen An-sätze präsentiert und mit den numerish exakten Resultaten der Dihtematrix-Renormie-rungsgruppe verglihen. Die Arbeit shlieÿt mit Zusammenfassung und Ausblik.Im Anhang sind sowohl detaillierte Rehnungen zur Bosonisierung als auh zur pertur-bativen Berehnung der Matrixelemente und die wihtigsten Hilfsfunktionen zusammen-gestellt.
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2 Erweitertes Peierls-Hubbard-ModellDas generishe Modell zur Beshreibung quasi-eindimensionaler Materialien, zum Beispielvon π-konjugierten Polymeren, ist das eindimensionale erweiterte Peierls-Hubbard-Modell,welhes im ersten Abshnitt dieses Kapitels vorgestellt wird. Im zweiten Abshnitt werdendie Symmetrien dieses Modells untersuht. In einem dritten Abshnitt werden die in dieserArbeit auftretenden physikalishen Gröÿen und Begri�e eingeführt und erläutert.2.1 Hamilton-OperatorEine geeignete Beshreibung der Physik quasi-eindimensionaler Materialien wie Polyaety-len liefert das halbgefüllte erweiterte Peierls-Hubbard-Modell [2℄. In diesem Modell stehtdie kinetishe Energie T̂ der Elektronen in Konkurrenz zu der rein lokalen Coulomb-Wehselwirkung UD̂, der langreihweitigen Coulomb-Wehselwirkung V V̂ und der Peierls-Dimerisierung T̂δ. Der zugehörige Hamilton-Operator ist also gegeben durh
Ĥ = T̂ + T̂δ + UD̂ + V V̂ . (2.1)Die durh den Peierls-Term erweiterte kinetishe Energie lautet

T̂ + T̂δ = −t
∑

σ

L∑

l=1

(
1 + (−1)lδ

)(
ĉ+
l,σ ĉl+1,σ + ĉ+

l+1,σ ĉl,σ

)
, (2.2)wobei L die Anzahl der Gitterplätze und ℓ = La0 die Länge der Kette ist. Dieser Termbeshreibt das Hüpfen der Elektronen von einem Gitterplatz l zum Nahbarplatz l + 1mit der Hüpfamplitude −t(1 + (−1)lδ), wobei t als Energieeinheit dient und t ≡ 1 gesetztwird. Es gelten periodishe Randbedingungen, ĉl+L,σ ≡ ĉl,σ. Dabei erzeugt (vernihtet) derOperator ĉ+

l,σ (ĉl,σ) ein Elektron mit Spin σ =↑, ↓ im Wannier-Orbital, dessen Zentrum siham Ort l be�ndet. Es gelten die Antikommutationsrelationen für fermionishe Operatoren,
{ĉl,σ, ĉ+

m,τ}+ = δl,mδσ,τ , (2.3)alle anderen Antikommutatoren vershwinden. Die Dimerisierung 0 ≤ δ ≤ 1 beshreibt denE�ekt der alternierenden Bindungslängen der Elektron-Hüpfamplituden, welher von derInstabilität des Gitters gegenüber der statishen Peierls-Verzerrung herrührt. Dieser E�ektverursaht eine Verdoppelung der Einheitszelle und damit eine Halbierung der Brillouin-Zone. Hüpfterme zu weiter entfernten Nahbarn werden in diesem Modell niht einbezogen.Der Operator für Doppelbesetzungen ist
D̂ =

L∑

l=1

(
n̂l,↑ −

1

2

)(
n̂l,↓ −

1

2

) (2.4)11



12 2 Erweitertes Peierls-Hubbard-Modellmit n̂l,σ = ĉ+
l,σ ĉl,σ und n̂l = n̂l,↑ + n̂l,↓. Der Operator

V̂ =

L∑

l=1

∑

r 6=0

1

2|r| (n̂l − 1) (n̂l+r − 1) (2.5)approximiert die langreihweitigen Anteile der Coulomb-Wehselwirkung, und der Opera-tor für die Gesamtteilhenzahl ist durh
N̂ =

L∑

l=1

n̂l (2.6)gegeben. Im folgenden wird nur der Fall halber Bandfüllung betrahtet, bei dem die Anzahlder Elektronen gleih der Anzahl der Gitterplätze ist, N = L.2.2 Symmetrien bei halber BandfüllungIn diesem Abshnitt werden die Symmetrien des Modells (2.1) untersuht [4℄. Bei halberBandfüllung ist es invariant unter Spin- und Ladungsrotation (SO(4)-Symmetrie) undunter speziellen Teilhen-Loh-Transformationen.Invarianz unter Spinrotation: Rotationen im Spinsektor
τspin : ĉl,σ 7→ ĉl,−σ

ĉ+
l,σ 7→ ĉ+

l,−σ (2.7)lassen den Hamilton-Operator (2.1) invariant, τ̂+
spinĤτ̂spin = Ĥ. Die zugehörige

SU(2)-Lie-Algebra wird generiert von den Operatoren für den Gesamtspin
Ŝ+ =

L∑

l=1

ĉ+
l,↑ĉl,↓ ,

Ŝ− =
L∑

l=1

ĉ+
l,↓ĉl,↑ ,

Ŝz =
1

2

L∑

l=1

(n̂l,↑ − n̂l,↓) (2.8)mit Ŝ+ = Ŝx + iŜy = (Ŝ−)+.Invarianz unter Ladungsrotation (η-pairing): Der Hamilton-Operator ist invariant unterder Abbildung eines doppeltbesetzten auf einen unbesetzten Gitterplatz und umge-kehrt,
τharge : ĉ+

l,↑ĉ
+
l,↓ 7→ ĉl,↑ĉl,↓

ĉl,↑ĉl,↓ 7→ ĉ+
l,↑ĉ

+
l,↓ . (2.9)



2.3 Physikalishe Gröÿen und Begri�e 13Diese Abbildung verbindet Unterräume des Hilbertraums mit untershiedlihen Teil-henzahlen. Die Operatoren
Ĉ+ =

L∑

l=1

ĉ+
l,↑ĉ

+
l,↓ ,

Ĉ− =

L∑

l=1

ĉl,↓ĉl,↑ ,

Ĉz =
1

2

L∑

l=1

(n̂l,↑ + n̂l,↓ − 1) (2.10)mit Ĉ+ = Ĉx + iĈy = (Ĉ−)+ erzeugen die zugehörige SU(2)-Lie-Algebra und kom-mutieren mit dem Hamilton-Operator und mit den Spinoperatoren (2.8).Aus der Spinrotations- und der Ladungsrotationsinvarianz folgt die SO(4)-Symme-trie von (2.1).Spezielle Teilhen-Loh-Symmetrie: Die Teilhen-Loh-Transformation
τTLS : ĉl,σ 7→ (−1)l ĉ+

l,σ

ĉ+
l,σ 7→ (−1)l ĉl,σ (2.11)generiert eine Abbildung des Hamilton-Operators (2.1) auf sih selbst.Aufgrund dieser Symmetrieeigenshaft garantiert das hemishe Potential µ = 0halbe Bandfüllung für alle Temperaturen [4℄.2.3 Physikalishe Gröÿen und Begri�eIn diesem Abshnitt werden die für die Untersuhung des eindimensionalen erweitertenPeierls-Hubbard-Modells relevanten Begri�e eingeführt und erläutert.2.3.1 IsolatorenBei halber Bandfüllung beshreibt das Modell einen Isolator für δ 6= 0 oder U 6= 0. EinSystem wird als Isolator bezeihnet, wenn seine Gleihstromleitfähigkeit (`diret urrent':

DC) bei der Temperatur T = 0 vershwindet [4℄,
σDC

αβ (T = 0) = lim
T→0

lim
ω→0

lim
|q|→0

Re{σαβ(q, ω)} = 0 . (2.12)Diese De�nition gilt nur bei T = 0, da thermishe Anregungen bei endliher Temperaturstets für eine endlihe Leitfähigkeit sorgen. Die Berehnung von σαβ(q, ω) als Propagatoreiner Zwei-Teilhen-Anregung stellt jedoh ein nihttriviales Problem dar, so daÿ man sih



14 2 Erweitertes Peierls-Hubbard-Modelleiner leihter handhabbaren Gröÿe zuwendet, der Lüke für stromtragende Einteilhenan-regungen. In perfekt geordneten Systemen ist diese Einteilhenlüke über die hemishenPotentiale µ−(N) und µ+(N) de�niert,
∆1(N) ≡ µ+(N)− µ−(N)

= [E0(N + 1)− E0(N)]− [E0(N)− E0(N − 1)] . (2.13)Dabei entspriht das hemishe Potential µ− (µ+) der minimalen Energie, die benötigtwird, um ein Elektron zum Grundzustand eines Systems mit N−1 (N) Elektronen hinzu-zufügen. Da das in dieser Arbeit untersuhte System Teilhen-Loh-Symmetrie aufweist,gilt E0(N − 1) = E0(N + 1), und zur Bestimmung der Einteilhenlüke genügt es also,
E0(N + 1) zu berehnen. Eine stromtragende Einteilhenanregung kann es nur für einevershwindende Einteilhenlüke geben. Für einen Isolator gilt also

∆1 > 0 (`gap riterion'). (2.14)Grundsätzlih gibt es bei Temperatur Null zwei vershiedene Klassen von Isolatoren. Zumeinen gibt es Isolatoren, die von der Elektron-Ion-Wehselwirkung getrieben werden, undzum anderen solhe, deren Ursahe die Elektron-Elektron-Wehselwirkung ist. Der Pei-erls-Isolator gehört zur ersten Isolatorenklasse. Die Elektron-Ion-Wehselwirkung ruft ei-ne statishe Gitterverzerrung hervor, so daÿ ein neues Potential mit einer verändertenPeriodizität entsteht. Bei niedrigen Temperaturen kann der Gewinn in der kinetishenEnergie der Elektronen die elastishe Energie, die die Gitterverzerrung kostet, übertref-fen. Die Berüksihtigung dieses E�ekts durh die Dimerisierung führt zu einer endlihenEinteilhenlüke.Der Mott-Hubbard-Isolator und der Ladungsdihtewellen-Isolator, meistens harge-den-sity-wave-Isolator oder kurz CDW-Isolator genannt, sind von der Elektron-Elektron-Weh-selwirkung getrieben und gehören damit zur zweiten Klasse von Isolatoren. Im Mott-Hub-bard-Isolator verhindert die Coulomb-Abstoÿung die Bewegung der Elektronen auf demGitter. Im Falle von Halbfüllung führt dies zu einer Lüke für Ladungsanregungen, wäh-rend Spinanregungen keine Lüke haben. Im CDW-Isolator hingegen führt die Coulomb-Abstoÿung zur Ausbildung einer Ladungsdihtewelle auf dem Gitter. In diesem Fall gibtes endlihe Lüken im Spin- und Ladungssektor.2.3.2 AnregungslükenO�ensihtlih ist es erforderlih, vershiedene Anregungslüken für feste Teilhenzahl zude�nieren. Die Ladungslüke ist de�niert als der Energieuntershied zwishen Grundzu-stand (hier ein Singulett) und dem ersten angeregten Zustand mit demselben Spin S = 0,
∆c ≡ E1(N,S = 0)− E0(N,S = 0) . (2.15)Die Spinlüke ist durh den Energieuntershied zwishen dem Grundzustand (hier einSingulett) und dem ersten angeregten Zustand mit Spin�ip (hier ein Triplett) de�niert
∆s ≡ E0(N,S = 1)− E0(N,S = 0) . (2.16)



2.3 Physikalishe Gröÿen und Begri�e 15Optishe Anregungen des Systems |nopt〉 sind Elektron-Loh-Anregungen des Grundzu-standes |0〉, die durh ein Lihtfeld erzeugt werden können. Optish erlaubte Anregungenhaben daher ein endlihes Matrixelement 〈nopt|ĵopt|0〉 6= 0 mit dem Stromoperator ĵopt.Die optishe Lüke ist die Energiedi�erenz zwishen dem Grundzustand und dem energe-tish niedrigsten optish erlaubten, angeregten Zustand. Elektron-Loh-Anregungen mitEnergien oberhalb der Einteilhenlüke be�nden sih im sogenannten Elektron-Loh-Kon-tinuum und sind ungebunden. Optish angeregte Elektron-Loh-Paare mit Energien un-terhalb der Einteilhenlüke sind gebunden und werden als Exzitonen bezeihnet. IhreAnregungsenergie ist
∆x = E1,opt(N)− E0(N) . (2.17)Man untersheidet zwishen stark und shwah gebundenen Exzitonen. Um diese zu ha-rakterisieren, de�niert man die Bindungsenergie als den Energieuntershied zwishen Ein-teilhenlüke und Exzitonenergie

EBind = ∆1 −∆x > 0 . (2.18)Shwah gebundene Exzitonen werden als Wannier-Mott-Exzitonen bezeihnet. Sie sindtypish für Bandisolatoren [11℄. Im Limes shwaher Coulomb-Korrelationen darf mansih ein Wannier-Mott-Exziton vorstellen als ein Loh im Leitungsband und ein Elektronim Valenzband, die durh die attraktive Coulomb-Wehselwirkung zu einer ladungsneu-tralen Anregung gebunden sind. In Halbleitern wie GaAs beträgt die Bindungsenergieeinige meV, bei einer Bandlüke der Gröÿenordnung 1 eV. Folglih liegt die Gröÿe einesWannier-Mott-Exzitons bei ungefähr 100 Å und damit fast zwei Gröÿenordnungen überder Gitterkonstante.In quasi-eindimensionalen Materialien wie konjugierten Polymeren �ndet man hinge-gen Mott-Hubbard-Exzitonen mit deutlih höheren Bindungsenergien. In diesen Sto�enbeein�uÿt die Elektron-Elektron-Wehselwirkung die Entstehung der optishen Lüke unddie Bildung der Exzitonen stark [1℄. Man �ndet Bindungsenergien bei ungefähr 0.5 eVbei Polydiaetylen [8℄, die mit der optishen Lüke vergleihbar sind. Ihre Ausdehnungliegt im Bereih von 12 Å [8℄. Einfahe Bandstrukturkonzepte sind für eine angemesseneBeshreibung dieser Exzitonen niht hinreihend. Das erweiterte Peierls-Hubbard-Modellberüksihtigt sowohl die Elektron-Ion- als auh die Elektron-Elektron-Wehselwirkungund sollte damit eine gute theoretishe Beshreibung der konjugierten Polymere und ihreroptishen Anregungen liefern.Der Grundzustand des erweiterten Peierls-Hubbard-Modells ist ein Singulettzustand(S = 0), daher ist eine optishe Anregung in einen Triplettzustand (S = 1) spinverboten.In dem hier untersuhten Fall wird insbesondere der erste angeregte Singulettzustand be-trahtet, von dem aus optishe Übergänge in den Grundzustand möglih sind. Übergängein den energetish tiefer liegenden Triplettzustand sind zwar spinverboten, kommen abertrotzdem gelegentlih vor (Intersystem Crossing). Dieser Triplettzustand ist sehr lang-lebig, weil ein optisher Übergang zum Grundzustand wieder spinverboten ist und zumBeispiel nur aufgrund der Spin-Bahn-Wehselwirkung möglih ist. Liegt die Singulett- oder



16 2 Erweitertes Peierls-Hubbard-ModellTriplettlüke unterhalb der Einteilhenlüke, so haben die zugehörigen Anregungen exzi-tonishen Charakter. Die exzitonishen Anregungen liefern eine obere Shranke für dieLadungslüke bzw. die Spinlüke.Die Berehnung der vershiedenen Anregungslüken im erweiterten Peierls-Hubbard-Modell ist niht einfah. Im folgenden Kapitel werden Resultate für Grenzfälle zusammen-gestellt, die bereits untersuht worden sind.



3 LimitesIn diesem Kapitel werden die vershiedenen Limites vorgestellt, in denen das halbgefüllteerweiterte Peierls-Hubbard-Modell bislang behandelt wurde.3.1 Peierls-ModellOhne Coulomb-Wehselwirkung, U = V = 0, reduziert sih das erweiterte Peierls-Hub-bard-Modell zum Peierls-Modell, ĤP = T̂+T̂δ [12℄. Das Modell kann durh Fouriertransfor-mation und Halbierung der Brillouin-Zone exakt gelöst werden. Die Fouriertransformationder Elektronenoperatoren ist gegeben durh
ĉl,σ =

1√
L

∑

k

eikla0

(
ĉk,σ + (−1)l ĉk+π/a0,σ

)
,

ĉk,σ =
1√
L

L∑

l=1

e−ikla0 ĉl,σ , (3.1)wobei eine k-Summe stets die Summe über alle Impulse −π/(2a0) ≤ kj < π/(2a0) mit
kj = −π/(2a0) + 2πj/(La0) für j = 0, . . . , L/2− 1 bezeihnet. Der kinetishe Term ergibtsih zu

T̂ =
∑

k,σ

ε(k)
(
ĉ+
k,σĉk,σ − ĉ+

k+π/a0,σ ĉk+π/a0,σ

)
, (3.2)

T̂δ = −i
∑

k,σ

∆(k)
(
ĉ+
k+π/a0,σ ĉk,σ − ĉ+

k,σĉk+π/a0,σ

)
, (3.3)wobei die Dispersionsrelation ε(k) und die Hybridisierungsfunktion ∆(k) durh

ε(k) = −2t cos(ka0) ,

∆(k) = 2tδ sin(ka0) (3.4)gegeben sind. Zur Diagonalisierung der kinetishen Energie führt man in der halbenBrillouin-Zone −π/(2a0) ≤ k < π/2a0 neue Quasiteilhenoperatoren âk,σ und b̂k,σ mittelseiner kanonishen Transformation ein:
âk,σ ≡ αk ĉk,σ + iβk ĉk+π/a0,σ ,

b̂k,σ ≡ βk ĉk,σ − iαk ĉk+π/a0,σ . (3.5)17



18 3 LimitesUmgekehrt gilt
ĉk,σ ≡ αkâk,σ + βk b̂k,σ ,

ĉk+π/a0,σ ≡ −iβkâk,σ + iαk b̂k,σ , (3.6)wobei α2
k + β2

k = 1 gefordert wird. Zusammen mit der zusätzlihen Bedingung, daÿ niht-diagonale Terme der kinetishen Energie vershwinden, ergibt sih für αk und βk

αk =

√
1

2

(
1− ǫ(k)

E(k)

)
,

βk = sgn(∆(k))

√
1

2

(
1 +

ǫ(k)

E(k)

) (3.7)mit der Signum-Funktion sgn(x 6= 0) ≡ x/|x| und αk+π/a0
= −iβk bzw. βk+π/a0

=
iαk. Ausgedrükt anhand dieser Quasiteilhenoperatoren ist die kinetishe Energie desHamilton-Operators (2.1) diagonal,

T̂ + T̂δ =
∑

k

E(k)
(
b̂+
k,σb̂k,σ − â+

k,σâk,σ

)
, (3.8)wobei ±E(k) die Dispersionsrelation für das obere und untere Peierls-Band bezeihnet,

E(k) =
√

ǫ(k)2 + ∆(k)2 . (3.9)
k

E(k)

−π/a0 π/a0

2t

4tδ W=4t
k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

4tδ W=4t

Abbildung 3.1 Dispersion der Peierls-Bänder in der reduzierten Brillouin-Zone mit der Bandbreite
W = 4t.Die Dispersion beider Bänder mit der gesamten Bandbreite W = 4t in der vollen bzw.halben Brillouin-Zone ist in Abbildung (3.1) dargestellt. Die Peierls-Lüke zwishen denBändern ist ∆P = δW = 4tδ.Im Grundzustand des halbgefüllten Modells ist das untere Peierls-Band vollständig ge-füllt, und die Grundzustandsenergie E0(N) ist gegeben durh

E0(N) = −2
∑

k

E(k) . (3.10)



3.1 Peierls-Modell 19Sie hängt von der Länge L des Systems und der Dimerisierung δ ab. Um die Einteilhen-lüke zu erhalten, berehnet man die Grundzustandsenergie für das System mit einemzusätzlihen Teilhen. Da im Falle von Halbfüllung das untere Peierls-Band shon voll-ständig gefüllt ist, hat das zusätzlihe Elektron die niedrigstmöglihe Energie im oberenPeierls-Band, beim Impuls p = −π/(2a0), so daÿ
E0(N + 1) = E(p) + E0(N) . (3.11)Unabhängig von der Gitterlänge L ist die Einteilhenlüke damit

∆P
1 = 2(E0(N + 1)− E0(N)) = 2E(p) = 4tδ . (3.12)Da die Einteilhenlüke für δ 6= 0 endlih ist und sie von der Elektron-Phonon-Wehsel-wirkung verursahten Dimerisierung herrührt, ist das System ein Peierls-Isolator.Optishe Anregungen werden durh den Stromoperator vermittelt, wobei der Anteil desStromoperators für optishe Anregungen gegeben ist durh [13℄
ĵopt =

∑

k,σ

4te2a0δ

E(k)

(
b̂+
k,σâk,σ + â+

k,σb̂k,σ

)
. (3.13)Angeregte Singulett- und Triplettzustände sind von der Form

Singulett : |s〉 =
(
b̂+
p,↑âp,↑ + b̂+

p,↓âp,↓

)
/
√

2|0〉 , (3.14)
Triplett : |t〉 =

(
b̂+
p,↑âp,↑ − b̂+

p,↓âp,↓

)
/
√

2|0〉 . (3.15)Diese Zustände sind identish zu den Zuständen mit minimaler Ladungs- und Spinlüke.Bestimmt man die Energiedi�erenzen des ersten angeregten Singulett- und Triplettzu-stands vom Grundzustand, nämlih Ladungs- und Spinlüke,
∆P

c/s = 〈s/t|ĤP|s/t〉 , (3.16)so �ndet man ∆P
c/s = ∆P

1 . Damit vershwindet die Bindungsenergie dieser Teilhen-Loh-Paare, es handelt sih niht um Exzitonen. Die optishe Leitfähigkeit kann explizit bereh-net werden [13℄. Im thermodynamishen Limes erhält man
Re{σ(ω > 0)} =

e2a0

2ω2

δ2W 4

√
(ω2 − (Wδ)2) (W 2 − ω2)

für Wδ < ω < W , (3.17)wobei W = 4t die Bandbreite und e die Elementarladung bezeihnet. Die reduzierte opti-she Leitfähigkeit ist in Abb. (3.2) dargestellt. Fast das gesamte spektrale Gewiht liegt ineinem Peak an der unteren Bandkante ω = δW , es gibt aber noh einen shwahen Peakmit endlihem spektralen Gewiht an der oberen Bandkante W . Zur besseren Darstellungist die Leitfähigkeit aus (3.17) mit einer Lorentzkurve der Breite γ = 0.01 gefaltet worden.
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Abbildung 3.2 Reduzierte optishe Leitfähigkeit des Peierls-Modells σred = ωRe{σ(ω)}/(a0e
2W )für δ = 0.2 bei einer Verbreiterung von γ = 0.01 mit einem starken Peak an derunteren Bandkante und einem shwahen Peak an der oberen Bandkante.3.2 Hubbard-ModellDas eindimensionale Hubbard-Modell [14℄ ist ein Paradigma der Festkörpertheorie unddamit eines der am intensivsten studierten Modelle. Eine ausführlihe Beshreibung �ndetman in [4, 15, 16℄. Es ist im Grenzfall δ = 0 und V = 0 in (2.1) enthalten und lautet

ĤHub = T̂ + UD̂

= −t
L∑

l=1,σ

(
ĉl,σ ĉ+

l+1,σ + h.c.
)

+ U
L∑

l=1

(
n̂l,↑ −

1

2

)(
n̂l,↓ −

1

2

)
. (3.18)Die kinetishe Energie dieses Modells ist

T̂ =
∑

k,σ

ε(k)ĉ+
k,σ ĉk,σ . (3.19)In dieser Arbeit interessieren insbesondere die optishen Anregungen im eindimensionalenHubbard-Modell, die in [17℄ untersuht worden sind. Für allgemeine Füllung folgt mit derspeziellen Teilhen-Loh-Symmetrie

H(N↑, N↓, U, t) = H(L−N↑, L−N↓, U,−t)− U(L−N↑ −N↓) . (3.20)Im Falle von Halbfüllung erhält man daher
µ+ + µ− = U , (3.21)



3.3 Erweitertes Hubbard-Modell 21so daÿ für die Einteilhenlüke (2.13) ∆1 = U − 2µ− gilt. Aus der exakten Lösung desHubbard-Modells [18℄ für die Einteilhenlüke �ndet man [19℄
∆1 =

16t

U

∫ ∞

1
dy

√
y2 − 1

sinh(2πty/U)
. (3.22)Da sie endlih für alle U > 0 ist, beshreibt das halbgefüllte Hubbard-Modell einen Mott-Isolator. Bei shwaher Kopplung ö�net sih die Lüke exponentiell

∆1(U ≤ 2t) ≃ (8t/π)
√

U/t exp(−2πt/U) . (3.23)Bei starker Kopplung gilt für die Einteilhenlüke
∆1(U ≥ 4t) ≃ U − 4t . (3.24)Die Spinlüke vershwindet, ∆s = 0 und für die Ladungslüke gilt

∆c = ∆1 . (3.25)Die Elektron-Loh-Anregungen sind ungebunden; es handelt sih somit niht um Exzito-nen.3.3 Erweitertes Hubbard-Modell3.3.1 Limes shwaher WehselwirkungDas erweiterte Hubbard-Modell mit Kopplung an nähste und übernähste Nahbarn istgegeben durĥ
HEHM = T̂ + UD̂ + V̂1 + V̂2 (3.26)

=− t

L∑

l=1,σ

(
ĉl,σĉ+

l+1,σ + h.c.
)

+ U

L∑

l=1

(
n̂l,↑ −

1

2

)(
n̂l,↓ −

1

2

)

+ V1

L∑

l=1

(n̂l − 1) (n̂l+1 − 1) + V2

L∑

l=1

(n̂l − 1) (n̂l+2 − 1) . (3.27)In [17℄ sind die optishen Anregungen dieses Modells im Limes kleiner Mott-Lüken, d.h.im Limes shwaher Kopplung U, V1, V2 ≪ t, analytish untersuht worden. In diesemLimes lassen sih die elementaren Ladungsanregungen (`Holonen' und `Antiholonen') imGittermodell durh eine e�ektive Feldtheorie, das Sine-Gordon-Modell [20℄, beshreiben,für das viele exakte Ergebnisse bekannt sind [21, 22, 23℄.Das Sine-Gordon-Modell ist vollständig durh die Einteilhenlüke ∆1 und die Kopp-lungskonstante
β2 =

4πvF

4πvF +
√

(2a0(U + 6V1 + 2V2))
2 − (2a0(U − 2V1 + 2V2))

2
(3.28)



22 3 Limitesharakterisiert [24℄. Bei shwaher Kopplung skaliert ∆1/2 wie
∆1

2
≈ 8t√

2π

√
g(1 + x)

(
1− x

1 + x

)(gx+2)/4gx (3.29)mit
x =

(
1− U − 2V1 + 2V2

U + 6V1 + 2V2

)1/2

g =
U + 6V1 + 2V2

2πt
. (3.30)Für 1/2 < β2 < 1 haben die massiven Ladungsanregungen eine relativistishe Dispersion,

E(P ) =
√

(∆1/2)2 + v2
cP

2 , (3.31)mit der Einteilhenlüke ∆1 und der Ladungsgeshwindigkeit vc [23, 25℄. Einteilhenlükeund optishe Lüke sind gleih, ∆opt = ∆1.Für β2 < 1/2 kann es gebundene Soliton-Antisoliton-Paare, auh Breather genannt,geben, die Exzitonen im Gittermodell entsprehen. Dabei ist ein (Anti-)Soliton im La-dungssektor ein (Anti-)Holon. Es handelt sih um gebundene spinlose Anregungen mitentgegengesetzter Ladung aus `Doppelbesetzung' und `Loh'. Im Breather-Regime lassensih die Anzahl Nb und die Exzitonlüken Mn der Anregungen anhand von
Nb =

[
1− β2

β2

]
, (3.32)

Mn = ∆1 sin

(
nπ

2Nb

) (3.33)bestimmen, wobei [. . .] die Gauÿ-Klammer ist. Man sieht sofort, daÿ es im reinen Hubbard-Modell keine Exzitonen gibt, da β2 = 1 gilt.Die Anwendung der Resultate der Feldtheorie auf das Gitterproblem ist auf den Bereihkleiner Mott-Lüken, d.h. U, V1, V2 ≪ t, beshränkt. Es zeigt sih, daÿ die feldtheoretishenErgebnisse auh auÿerhalb dieses Regimes gültig bleiben. Dies wurde in [24, 26℄ mithilfeder Dihtematrix-Renormierungsgruppe nahgewiesen.Wie man an (3.28) sieht, bewirken V1 und V2 eine Verkleinerung von β. Um Exzitonenim erweiterten Hubbard-Modell zu �nden, muÿ man im Parameterraum ein Regime mitkleiner Mott-Lüke und kleiner Kopplungskonstante 0 < β2 < 1/2 erreihen. Dies ist indiesem Limes nur möglih für V2 6= 0. Numerishe Arbeiten für ∆1 ∼W zeigen, daÿ man
V2 = 0 setzen kann, um Exzitonen im erweiterten Hubbard-Modell zu erhalten, wenn dieNähst-Nahbar-Wehselwirkung V1 > 2t gewählt wird [24℄.3.3.2 Limes starker KopplungIm Limes starker Kopplung W/U → 0 und bei Temperaturen T ≪ t2/U (uniformerSpinhintergrund) läÿt sih das erweiterte Hubbard-Modell auf das Harris-Lange-Modell
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Abbildung 3.3 Imaginärteil der Strom-Strom-Korrelationsfunktion, Im{χ(ω)} = ωRe{σ(ω)}, imLimes starker Kopplung für V1 = 5t, V2 = 0 und einer Verbreiterung von γ =
0.1t [24℄. Die durhgezogene Linie ist das Resultat der Dynamishen DMRG für
L = 128 Gitterplätze und o�ene Randbedingungen. Die gestrihelte Linie ist dasanalytishe Resultat (3.34), gefaltet mit einer Lorentzkurve der Breite γ = 0.1t. DerBildeinshub vergleiht die Ergebnisse auf einer linearen Skala.abbilden [13℄. Dieses Modell ist in einer Dimension exakt lösbar [27℄. Im Falle niedrigerTemperaturen gibt es jedoh keine exakte Lösung dieses Modells.Eine approximative Lösung des Problems ist die sogenannte no-reoil-Näherung [13℄.Im Limes starker Coulomb-Wehselwirkung und im Falle von Halbfüllung ist im Grund-zustand jeder Gitterplatz einfah besetzt. Vernahlässigt man Korrekturen der Ordnung

t/U , so sind Übergänge von Elektronen auf Prozesse beshränkt, bei denen die Anzahlder Löher und Doppelbesetzungen erhalten bleibt; Spin- und Ladungssektor sind von-einander getrennt. Durh optishe Absorption kann ein Loh aus dem unteren und eineDoppelbesetzung aus dem oberen Hubbard-Band mit einem Impulsübertrag q (−q) in denSpinsektor (Ladungssektor) angeregt werden. In der no-reoil-Näherung wird angenom-men, daÿ nur Prozesse statt�nden, für deren Impulsübertrag q = 0 oder q = π gilt. DieAnregungen des Systems sind Doppelbesetzungen und Löher, die gebunden sein können,und damit exzitonish sind [13℄, falls V1 > 2t für V2 = 0.Das analytishe Resultat der optishen Leitfähigkeit in der no-reoil-Näherung ist gege-ben durh
ωRe{σ(ω > 0)} =πgπt2e2δ(ω − ω2) + g0t

2e2

{
Θ(V1 − 2t)π

(
1− (2t/V1)

2
)
δ(ω − ω1)

+ Θ(4t− |ω − U |)2t
2
√

1− ((ω − U)/4t)2

(ω − ω1)V1

}
, (3.34)mit ω1 = U − V1 − 4t2/V1, ω2 = U − V1, der Stufenfunktion Θ(x) und a0 ≡ 1.



24 3 LimitesDen Vergleih mit den numerishen Ergebnissen der dynamishen DMRG für gπ = 0.08und g0 = 2.65 zeigt Abbildung (3.3). Die Übereinstimmung der beiden Methoden istsehr gut. Die störungstheoretishe Entwiklung um den Limes groÿer U/t gilt nur imBereih sehr starker Coulomb-Abstoÿung, wie DMRG-Resultate für mittlere Kopplungzeigen [17, 26℄.3.4 Erweitertes Peierls-Hubbard-Modell3.4.1 Bisherige ErgebnisseFür das erweiterte Peierls-Hubbard-Modell gibt es analytishe Ergebnisse nur im Limesstarker Coulomb-Abstoÿung U/W . Dort stimmen die Ergebnisse der dynamishen DMRGhervorragend mit denen der no-reoil-Näherung überein [17, 24, 26℄. Im Bereih mittle-ren Mott-Lüken sind diese analytishen Resultate allerdings niht mehr anwendbar undkönnen daher keine Beshreibung für reale Materialien liefern.Für sehr kleine Coulomb-Wehselwirkung wurde das erweiterte Peierls-Hubbard-Modellin Wannier-Theorie untersuht [2℄. Numerishe DMRG-Resultate [9℄ zeigen jedoh, daÿdie Wannier-Theorie nur bei sehr kleiner Coulomb-Abstoÿung quantitativ anwendbar ist.Bei Coulomb-Wehselwirkungen, die bei realen Materialien relevant sind, sind Korrekturenquadratisher Ordnung niht vernahlässigbar. Zudem ist unklar, ob störungstheoretisheZugänge überhaupt verwendet werden dürfen.Numerishe Untersuhungen mittels der DMRG sind sehr Computer-intensiv und daherzeitaufwendig. Daher muÿ man sih im allgemeinen darauf beshränken, einige Punkteim Parameterraum (δ, U, V ) zu betrahten und die Form des langreihweitigen Coulomb-Potentials beizubehalten. Dies reduziert die Einsetzbarkeit des numerishen Zugangs er-heblih.3.4.2 AufgabenstellungBisher gibt es keine zufriedenstellende Analyse des erweiterten Peierls-Hubbard-Modellsim Limes shwaher Coulomb-Korrelationen. Nur für den Fall, daÿ der Peierls-Term diePhysik dominiert, ist eine Anwendung undWeiterentwiklung der Störungstheorie sinnvoll.Im nähsten Kapitel wird der Nahweis erbraht, daÿ eine Störungsentwiklung in derCoulomb-Wehselwirkung in der Tat möglih ist.Im Kapitel 5 wird die Störungstheorie bis zur zweiten Ordnung in (U, V ) durhgeführt.Der Vergleih mit den DMRG-Resultaten für ausgewählte Parametersätze in Kapitel 6zeigt, daÿ man mit dieser Methode in Parameterbereihe vordringen kann, die reale Ma-terialien beshreiben.



4 FeldtheorieEine Feldtheorie beshreibt ein Modell für Elektronen auf einem Gitter im Kontinuumsli-mes [28, 29, 30℄. Dabei beshränkt man sih auf die niederenergetishen Moden des Systemsund damit auf groÿe Zeitskalen. Die Länge des Gitters ℓ bei L Gitterplätzen ist gegebendurh
ℓ = La0 (4.1)mit der Gitterkonstanten a0. Der Kontinuumslimes ist de�niert durh eine vershwindendkleine Gitterkonstante, a0 → 0, bei konstanter Gitterlänge ℓ [16℄. Dieser Limes ist gültigfür niedrige Dihten von Anregungen und kleine Energieüberträge und ist im allgemeinenerfüllt, wenn groÿe Abstände im Vergleih zur Gitterkonstanten betrahtet werden.Im ersten Abshnitt dieses Kapitels wird das Peierls-Hubbard-Modell mit Nähst-Nah-bar-Wehselwirkung auf das zugehörige e�ektive feldtheoretishe Modell gekoppelter Sine-Gordon-Terme [20℄ abgebildet und bosonisiert [25, 31℄. In den zwei folgenden Abshnittenwird dieses Modell im Rahmen eines semiklassishen Ansatzes [21℄ und der Renormie-rungsgruppe [32℄ untersuht.4.1 Ableitung des feldtheoretishen ModellsIn diesem Abshnitt wird gezeigt, wie sih das Peierls-Hubbard-Modell auf ein e�ekti-ves feldtheoretishes Modell gekoppelter Sine-Gordon-Modelle niederenergetisher Anre-gungen abbilden läÿt. Der Übersihtlihkeit halber wird das Peierls-Hubbard-Modell mitNähst-Nahbar-Wehselwirkung betrahtet,

Ĥ =T̂ + T̂δ + UD̂ + V V̂1

=− t
∑

σ

L∑

l=1

(
1 + (−1)lδ

)(
ĉ+
l,σĉl+1,σ + ĉ+

l+1,σ ĉl,σ

)

+ U
L∑

l=1

n̂l, ↑n̂l, ↓ + V
L∑

l=1

(n̂l,↑ + n̂l, ↓) (n̂l+1, ↑ + n̂l+1, ↓) + const. . (4.2)Hierbei beshreibt T̂ die Bewegung freier Elektronen auf einem ungestörten Gitter und T̂δden Ein�uÿ der Peierls-Verzerrung.4.1.1 LinearisierungIm Grundzustand des freien Hamilton-Operators T̂ sind alle Einteilhen-Zustände besetzt,deren Impuls im Intervall [−kF, kF] liegt. Damit sind alle Zustände mit Bloh-Impulsen25



26 4 Feldtheorieder Kosinus-Dispersion
ǫ(k) = −2t cos(ka0) (4.3)für alle negativen Werte gefüllt.

k

E(k)

−π/a0 π/a0

2t

W=4t
k

E(k)

−π/a0 π/a0

2t

Abbildung 4.1 Dispersionsrelation (links) und Linearisierung an den Fermipunkten ±π/(2a0)(rehts).Zur Konstruktion des Feldtheorie-Limes behält man nur die Moden niedriger Energiein der Umgebung der Fermipunkte ±kF = ±π/(2a0) bei, siehe Abb. (4.1). Dazu wirddie Dispersion der freien Bewegung in der Umgebung der Fermipunkte linearisiert. Dannbeshreibt das freie Modell T̂ nihtwehselwirkende, masselose, relativistishe Fermionenmit der Fermigeshwindigkeit
vF =

∂ǫ(k)

∂k

∣∣∣∣
k=kF

= 2ta0 sin(kFa0) = 2ta0 . (4.4)Die Elektron-Operatoren werden anhand von hiralen, d.h. sih nah rehts und linksbewegenden Feldern R̂σ(x) und L̂σ(x) ausgedrükt [28℄,
ĉl,σ →

√
a0

(
exp(ikFx)R̂σ(x) + exp(−ikFx)L̂σ(x)

)
. (4.5)Dabei ist x = la0. Die hiralen Felder sind langsam variierend auf der Skala der Gitterkon-stanten a0 und haben Dimension (Länge)−1/2. Der Vorfaktor √a0 sorgt für die Erhaltungder kanonishen Antikommutationsrelationen der Fermi-Operatoren ĉl,σ.Ausgedrükt durh diese Operatoren ergibt sih der Hamilton-Operator des Peierls-Hubbard-Modells mit Nähst-Nahbar-Wehselwirkung V̂1 als

T̂ =vF

∑

σ

∫
dx
(
L̂+

σ (x)i∂xL̂σ(x)− R̂+
σ (x)i∂xR̂σ(x)

)
, (4.6)

T̂δ =2itδ
∑

σ

∫
dx
(
R̂+

σ (x)L̂σ(x)− L̂+
σ (x)R̂σ(x)

)
, (4.7)



4.1 Ableitung des feldtheoretishen Modells 27
UD̂ + V V̂1 =

∫
dx
{(

g4⊥ + gV
4⊥

) (
R̂+

↑ (x)R̂↑(x)R̂+
↓ (x)R̂↓(x) + L̂+

↑ (x)L̂↑(x)L̂+
↓ (x)L̂↓(x)

)

+
(
g2⊥ + gV

2⊥

) (
R̂+

↑ (x)R̂↑(x)L̂+
↓ (x)L̂↓(x) + L̂+

↑ (x)L̂↑(x)R̂+
↓ (x)R̂↓(x)

)

+
(
g1⊥ − gV

1⊥

) (
R̂+

↑ (x)L̂↑(x)L̂+
↓ (x)R̂↓(x) + L̂+

↑ (x)R̂↑(x)R̂+
↓ (x)L̂↓(x)

)

+
(
g3⊥ − gV

3⊥

) (
R̂+

↑ (x)L̂↑(x)R̂+
↓ (x)L̂↓(x) + L̂+

↑ (x)R̂↑(x)L̂+
↓ (x)R̂↓(x)

)

+
(
g2‖ + gV

2‖

)(
R̂+

↑ (x)R̂↑(x)L̂+
↑ (x)L̂↑(x) + R̂+

↓ (x)R̂↓(x)L̂+
↓ (x)L̂↓(x)

)

+
(
g1‖ − gV

1‖

)(
R̂+

↑ (x)L̂↑(x)L̂+
↑ (x)R̂↑(x) + R̂+

↓ (x)L̂↓(x)L̂+
↓ (x)R̂↓(x)

)

+ gV
4‖

(
R̂+

↑ (x)R̂↑(x)R̂+
↑ (x)R̂↑(x) + L̂+

↑ (x)L̂↑(x)L̂+
↑ (x)L̂↑(x)

+ R̂+
↓ (x)R̂↓(x)R̂+

↓ (x)R̂↓(x) + L̂+
↓ (x)L̂↓(x)L̂+

↓ (x)L̂↓(x)
)}

, (4.8)wobei die gnγ gegeben sind als
gn⊥ = Ua0 , gV

n⊥ = 2V a0 für n = 1, 2, 3, 4 ,

gn‖ = 0 , gV
n‖ = 2V a0 für n = 1, 2, 4 (4.9)und ∂x als Abkürzung für ∂/∂x steht. Da die gn‖ später in der Renormierungsgruppe eineRolle spielen, sind die Terme hier bereits angegeben. Die möglihen Streuprozesse im Limeskleiner Anregungsenergien fallen in vier vershiedene Kategorien, wie in Abb. 4.2 gezeigt.Dabei beshreiben die sogenannten g-ology-Kopplungskonstanten [33℄ folgende Streupro-zesse:

g1 : bakward-sattering,
g2 : forward-sattering (R+L,L+R),

g3 : Umklapp-sattering,
g4 : forward-sattering (R+R,L+L).Die g2- und g4-Prozesse untersheiden sih dadurh, daÿ bei g4 nur Elektronen aus derUmgebung eines der beiden Fermipunkte gestreut werden, während der g2-Prozeÿ beideFermipunkte involviert. Der g3-Term beshreibt Streuprozesse mit einem dem reziprokenGittervektor entsprehenden Impulsübertrag von 2π/a0.4.1.2 BosonisierungDie Methode der Bosonisierung [28, 31℄ basiert darauf, daÿ die fermionishen hiralenFelder anhand von bosonishen Operatoren ausgedrükt werden können, so daÿ die fer-mionishen Antikommutationsrelationen erhalten bleiben. Die Anregungen im erweiterten
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: g2‖Abbildung 4.2 Auftretende Streuprozesse: g1 bakward-sattering, g2 forward-sattering, g3 Um-klapp-sattering, g4 forward-sattering.Peierls-Hubbard-Modell sind Elektron-Loh-Paare, welhe stets durh quadratishe Kom-binationen der Fermi-Felder beshrieben werden. Daher haben sie bosonishen Charakter,der im Rahmen der Bosonisierung ausgenutzt wird. Der Vorteil dieser Methode bestehtin der einfahen Darstellung des Modells, dessen Ausdruk (4.8) im Limes niedriger Ener-gien reht kompliziert ersheint. Eine gute Einführung in die Bosonisierung �ndet sih in[31, 34, 35℄, die hier benutzte Notation stammt jedoh aus [16℄.Für das halbgefüllte Modell gelten die Bosonisierungsgleihungen für die Rehtsläufer
R̂σ(x) =

ησ√
2πa0

exp

(−ifσπ

4
− i√

2
ϕσ

)

=
ησ√
2πa0
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(−ifσπ

4
− i

4
(Φc + Θc + fσ (Φs + Θs))

) (4.10)und
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σ (x) =
ησ√
2πa0
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(
ifσπ

4
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2
ϕσ
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ησ√
2πa0
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(
ifσπ

4
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4
(Φc + Θc + fσ (Φs + Θs))

)
. (4.11)Für die Linksläufer gilt analog

L̂σ(x) =
ησ√
2πa0

exp

(−ifσπ

4
+

i√
2
ϕ̄σ

)

=
ησ√
2πa0

exp

(−ifσπ

4
+

i

4
(Φc −Θc + fσ (Φs −Θs))

) (4.12)
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L̂+

σ (x) =
ησ√
2πa0

exp

(
ifσπ

4
− i√

2
ϕ̄σ

)

=
ησ√
2πa0

exp

[
ifσπ

4
− i

4
(Φc −Θc + fσ [Φs −Θs)]

)
. (4.13)Hierbei sind ησ die sogenannten Kleinfaktoren, die {ηa, ηb}+ = 2δa, b erfüllen. Auÿerdemgilt f↑ = 1 = −f↓. Die kanonishen Bose-Felder Φc/s und die zugehörigen Dualfelder Θc/shängen über die Beziehung

∂xΘc/s = − 1

vc/s
∂tΦc/s (4.14)zusammen. Die sogenannten hiralen Felder φc/s und φ̄c/s sind gegeben durh

Φc =
1√
2

((ϕ↑ + ϕ↓) + (ϕ̄↑ + ϕ̄↓)) ≡ φc + φ̄c , (4.15)
Φs =

1√
2

((ϕ↑ − ϕ↓) + (ϕ̄↑ − ϕ̄↓)) ≡ φs + φ̄s , (4.16)
Θc =

1√
2

((ϕ↑ + ϕ↓)− (ϕ̄↑ + ϕ̄↓)) ≡ φc − φ̄c , (4.17)
Θs =

1√
2

((ϕ↑ − ϕ↓)− (ϕ̄↑ − ϕ̄↓)) ≡ φs − φ̄s . (4.18)welhe die folgenden Kommutationsrelationen erfüllen
[
φc, φ̄c

]
= 2πi =

[
φs, φ̄s

]
. (4.19)Die Normierung wird so gewählt, daÿ für vershwindende Abstände |x−y| → 0 die folgendeOperator-Entwiklung gilt,

exp(iαΦa(x)) exp(iβΦb(y)) = exp (−αβ 〈Φa(x)Φb(x)〉) exp(iαΦa(x) + iβΦa(y))

−→
∣∣∣∣
x− y

a0

∣∣∣∣
4αβ

exp(iαΦa(x) + iβΦa(y)) . (4.20)Im Anhang A ist dargestellt, wie man das Peierls-Hubbard-Modell mithilfe dieser bosoni-shen Operatoren darstellen kann. Mit den Abkürzungen
G4c/s = g4⊥ + gV

4⊥ ± gV
4‖ (4.21)und

G2c/s = g2⊥ + gV
2⊥ ±

(
g2‖ + gV

2‖ − g1‖ + gV
1‖

) (4.22)



30 4 Feldtheorieergeben sih die bosonisierten Energiedihten als
T =

vF

16π

[
(∂xΦc(x))2 + (∂xΘc(x))2 + (∂xΦs(x))2 + (∂xΘs(x))2

]
, (4.23)

Tδ =
4tδ

πa0
cos(Φc/2) cos(Φs/2) , (4.24)

UD + V V1 =
vF

16π

[
1

2πvF

{
(G4c + G2c) (∂xΦc)

2 + (G4c −G2c) (∂xΘc)
2

− (G4s + G2s) (∂xΦs)
2 − (G4s + G2s) (∂xΘs)

2
}]

+
2

(2πa0)
2

{(
g1⊥ − gV

1⊥

)
cos(Φs)−

(
g3⊥ − gV

3⊥

)
cos(Φc)

}
. (4.25)Die Renormierung der Felder Φc/s und ihrer Dualfelder Θc/s durh Einführung sogenannterKompakti�zierungsradien Kc/s für Ladungs- und Spinsektoren

Kc =

√
2πvF + G4c −G2c

2πvF + G4c + G2c
, (4.26)

Ks =

√
2πvF − (G4s −G2s)

2πvF − (G4s + G2s)
(4.27)und den Ladungs- und Spingeshwindigkeiten vc/s

vc =
1

2π

√
(2πvF + G4c)

2 −G2
2c , (4.28)

vs =
1

2π

√
(2πvF −G4s)

2 −G2
2s (4.29)führt zu einer starken Vereinfahung der Hamilton-Dihte

H =
vc

16π

(
1

Kc
(∂xΦc)

2 + Kc (∂xΘc)
2

)
+

vs

16π

(
1

Ks
(∂xΦs)

2 + Ks (∂xΘs)
2

)

+
2

(2πa0)
2

[(
g1⊥ − gV

1⊥

)
cos[Φs]−

(
g3⊥ − gV

3⊥

)
cos(Φc)

]

+
4tδ

πa0
cos (Φc/2) cos (Φs/2) . (4.30)Da die Kopplungskonstanten g3−gV

3 bzw. g1−gV
1 den Ladungs- bzw. Spinsektor beshrei-ben, werden sie in Ladungs- bzw. Spinkopplungskonstanten umbenannt

gc⊥ ≡ g3 − gV
3 , gs⊥ ≡ g1 − gV

1 . (4.31)Die Hamilton-Dihte besteht also aus drei Anteilen, nämlih einem wehselwirkenden La-dungssektor, einem wehselwirkenden Spinsektor und dem Peierls-Term, der beide Sekto-ren koppelt. Nah Reskalierung der Felder Φ̃c/s = Φc/s/
√

Kc/s und Θ̃c/s =
√

Kc/sΘc/sergibt sih
H = Hc +Hs +Hcs (4.32)
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Hc = Hc0 −

2gc⊥

(2πa0)
2 cos(

√
KcΦ̃c) , (4.33)

Hs = Hs0 +
2gs⊥

(2πa0)
2 cos(

√
KsΦ̃s) , (4.34)

Hcs =
4tδ

πa0
cos
(√

KcΦ̃c/2
)

cos
(√

KsΦ̃s/2
) (4.35)und den freien Anteilen

Hc/s0 =
vc/s

16π

((
∂xΦ̃c

)2
+
(
∂xΘ̃c

)2
)

. (4.36)Das feldtheoretishe Modell (4.32) ist ein Modell gekoppelter Sine-Gordon-Modelle, dasbislang noh niht exakt gelöst werden konnte. Ein Näherungsverfahren ist die semiklas-sishe Methode [36, 37℄, die im Abshnitt 4.2 dargestellt wird. Zunähst werden einigeErgebnisse für das Sine-Gordon-Modell zusammengestellt, das in (4.33) und (4.34) auf-tritt.4.1.3 Sine-Gordon-ModellIm Falle des erweiterten Hubbard-Modells, δ = 0, reduziert sih das bosonisierte Mo-dell (4.32) zu zwei getrennten Sine-Gordon-Modellen für Ladungs- und Spinsektor (`Spin-Ladungstrennung'). Das einfahe Sine-Gordon-Modell [20℄
HSG =

1

16π

(
(∂xΦ)2 + (∂xΘ)2

)
+ λ cos(βΦ) (4.37)ist exakt lösbar [22℄. Es ist eines der grundlegenden Modelle für (1 + 1)-dimensionaleSysteme [23, 25, 28℄. Wie die exakte Lösung des Modells zeigt [22℄, kann der Störterm

λ cos(βΦ) relevant sein, d.h. zu qualitativ neuer Physik führen; er kann aber auh irrelevantsein, so daÿ das Modell für endlihes λ qualitativ dieselbe Physik beshreibt wie das freieSystem für λ = 0.Es gibt ein Theorem (siehe [28℄), das es erlaubt zu entsheiden, ob der Störterm relevantoder irrelevant ist. Hierzu muÿ die Skalendimension und der konforme Spin des Störope-rators bekannt sein. Die Skalendimension ∆ eines lokalen Operators O(z, z̄) beshreibtdessen Verhalten unter einer Dilatation
O′(αz, αz̄) = α−∆O(z, z̄) . (4.38)Dabei sind z und z̄ die hiralen Koordinaten

z =− i (x− vFt)

z̄ = i (x + vFt) (4.39)



32 4 FeldtheorieDer konforme Spin s ergibt sih aus dem Verhalten des Operators unter einer Drehung
exp(±iθ)

O′(eiθz, e−iθz̄) = eisθO(z, z̄) . (4.40)Im Falle eines Störterms der Art λ cos (βΦ) ist die Skalendimension ∆ = 2β2 und derkonforme Spin s = 0. Das Theorem besagt nun, daÿ eine Störung mit konformem Spin
s = 0 und einer Skalendimension ∆ relevant ist, wenn

∆ < D (4.41)gilt, und irrelevant ist, wenn
∆ > D (4.42)gilt, wobei D die Dimension des Systems ist, also D = 1 + 1 = 2. Für den Fall ∆ = Dnennt man die Störung marginal. Auf die potentielle Auswirkung einer marginalen Störungweist der Parameter λ hin:

∆ = D ∧ λ < 0 marginal relevant ,

∆ = D ∧ λ > 0 marginal irrelevant. (4.43)Eine endgültige Aussage über das Verhalten der marginalen Störung läÿt sih jedoh nurüber die Untersuhung der Entwiklung der Kopplungskonstante im Fluÿ der zugehörigenRenormierungsgruppengleihungen tre�en, die im Abshnitt 4.3 eingeführt werden.Für β < 1 hat das Modell ein massives, stark β-abhängiges Spektrum mit Anregungender Masse Mn, die das Pauli-Prinzip berüksihtigen: ein Zustand mit festem Impuls kannnur einfah besetzt sein. Im Bereih 1/2 < β2 < 1 bestehen diese fermionishen Anregun-gen aus Dira-Fermionen, den Kinks, und ihren Antiteilhen, den Antikinks. Im Bereih
β2 < 1/2 sind die Anregungen gebundene Kink-Antikink-Zustände, die auh als Breatherbezeihnet werden.4.2 Semiklassishe Untersuhung des e�ektivenfeldtheoretishen ModellsIn dem hier zu untersuhenden feldtheoretishen Modell (4.32) gibt es drei konkurrierendeStörterme. Je nah Vorzeihen von gc⊥ = gs⊥ = ±|gc⊥| ist der gc⊥-Term relevant (marginalrelevant) und der gs⊥-Term marginal relevant (marginal irrelevant). Im kompliziertestendieser Störterme, dem δ-Term, sind Ladungs- und Spinsektor gekoppelt. Das Wehselspieldieser drei Störungen soll untersuht werden.Eine möglihe Herangehensweise an das Problem mehrerer teilweise gekoppelter Stör-terme ist die sogenannte semiklassishe Methode [21, 36℄. Dabei betrahtet man den Ha-milton-Operator (4.32) als phänomenologishes Landau-Ginzburg-Energie-Funktional mite�ektiven Kopplungskonstanten, die man nah dem Ausintegrieren energetish hohlie-gender Anregungen erhält [37℄. Ausgehend von (4.32)�(4.35) identi�ziert man die hier zu
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Ueff(Φ̃c, Φ̃s) =Hc −Hc0 +Hs −Hs0 +Hcs

=− gc⊥

2π2a2
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√

KcΦ̃c) +
gs⊥

2π2a2
0

cos(
√

KsΦ̃s)

+
4tδ

πa0
cos(

√
KcΦ̃c/2) cos(

√
KsΦ̃s/2) (4.44)mit gc⊥ = gs⊥ = U − 2V1. Für den Fall vershwindender Dimerisierung, δ = 0, und

U > 2V1 (U < 2V1) ist der Spinterm (4.34) marginal irrelevant (marginal relevant) und derSpinsektor damit lükenlos (hat eine endlihe Spinlüke), während der Ladungsterm (4.33)marginal relevant (relevant) ist. Es ist daher sinnvoll, eine Falluntersheidung für U > 2V1(Mott-Hubbard-Regime) und U < 2V1 (Ladungsdihtewelle-Regime) durhzuführen.4.2.1 Mott-Hubbard-RegimeZunähst wird hier das reine Peierls-Hubbard-Modell untersuht. Die Ergebnisse lassensih direkt auf den Fall des erweiterten Peierls-Hubbard-Modells mit (U > 2V1) übertra-gen.Für den Fall vershwindender Dimerisierung, δ = 0, beshreibt das Hubbard-Modelleinen Mott-Hubbard-Isolator und hat damit eine endlihe Lüke im Ladungssektor ∆c 6= 0und keine Lüke im Spinsektor ∆s = 0. Der Spinsektor wird also durh eine freie boso-nishe Theorie mit masselosen Streuzuständen ohne Ladung mit Spin 1/2, auh Spino-nen genannt, beshrieben. Der Ladungssektor ist durh ein Sine-Gordon-Modell mit demrelevanten Kosinus-Term cos(
√

KcΦc) gegeben. Die Ladungsanregungen sind damit un-gebundene, spinlose, massive Kinks und Antikinks mit Ladung, sogenannte Holonen undAntiholonen.Was passiert nun mit dem Peierls-Term bei endliher Dimerisierung? Welhen Ein�uÿnimmt er auf Spin- und Ladungssektor? Die Idee der semiklassishen Untersuhung bestehtdarin, eine Entwiklung um die Minima des e�ektiven Potentials durhzuführen. Hierbeilegt man die Felder an einem dieser Minima fest (`Pinning') und erreiht eine Entkopplungvon Ladungs- und Spinsektor, deren Fluktuationen getrennt untersuht werden können(`feldtheoretishe Mean-Field-Analyse').4.2.1.1 Semiklassishe Untersuhung der e�ektiven PotentialdihteDie relevante Potential-Dihte entspriht dem zugehörigen phänomenologishen Landau-Ginzburg-Energie-Funktional und lautet
Ueff(Φ̃c, Φ̃s) =Hc −Hc0 +Hcs

=− |gc⊥|
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KcΦ̃c) +
4tδ

πa0
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KcΦ̃c/2) cos(

√
KsΦ̃s/2) , (4.45)wobei die Kopplungskonstanten gc⊥ = U bzw. gc⊥ = U − 2V1 positiv sind. Der Spinanteil

Hs −Hs0 durfte weggelassen werden, weil er irrelevant ist.



34 4 FeldtheorieDie Minima der Potential-Dihte be�nden sih (modulo 4π) bei
(√

KcΦ̃c,
√

KsΦ̃s

)
= {(0, fluktuierend) , (2π, fluktuierend)} für δ = 0 ,

(√
KcΦ̃c,
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KsΦ̃s

)
= {(0, 2π) , (2π, 0)} für (U − 2V1) = 0 ,

(√
KcΦ̃c,

√
KsΦ̃s

)
= {(0, 2π) , (2π, 0)} für δ, (U − 2V1) 6= 0.(4.46)Sobald die Dimerisierung δ endlih ist, wird die Entartung der Minima im Spinsektoraufgehoben. Der Ordnungsparameter der Peierls-isolierenden Phase
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) (4.47)bekommt an einem beliebigen Minimum einen endlihen Erwartungswert
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)〉
6= 0 . (4.48)Der Erwartungswert eines Operators ist de�niert als das Funktionalintegral

〈O〉 =

∫
DΦcDΦs exp (−S[Φs, Φc])O[Φs,Φc]∫

DΦcDΦs exp (−S[Φs, Φc])
. (4.49)Hierbei ist die gesamte Wirkung S[Φs,Φc] durh

S[Φs,Φc] = S[Φs] + S[Φc] + Sint[Φs,Φc] (4.50)gegeben, wobei S[Φc] bzw. S[Φs] durh die Hamilton-Dihten (4.33) bzw. (4.34) und
Sint[Φs, Φc] durh (4.35) bestimmt sind und die Wirkung durh

S[Φs,Φc] =

∫
dxdtL =

∫
dxdt (L0 −Hint) (4.51)gegeben ist. Die Felder werden an einem beliebigen Minimum auf einen endlihen Wertfestgelegt; hier wird (Φ̃c, Φ̃s

)
= (0, 2π) gewählt. Im Rahmen der semiklassishen Analyseergeben sih für die Spin- und Ladungserwartungswerte damit
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≡ hc > 0 , (4.52)
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〉
≡ hs < 0 . (4.53)In einem ersten Lösungsansatz werden die Fluktuationen um die semiklassishe Lösungim Spin- und Ladungssektor in den nähsten beiden Abshnitten getrennt voneinanderuntersuht.



4.2 Semiklassishe Untersuhung des e�ektiven feldtheoretishen Modells 354.2.1.2 Analyse des SpinsektorsStartpunkt ist die Annahme, daÿ der Erwartungswert
〈
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√
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〉
≡ hc > 0 (4.54)endlih ist. Daher kann man die Ladungsfreiheitsgrade in der Zustandssumme ausintegrie-ren und erhält für den betre�enden Term
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∫

DΦc exp[−S0[Φc]] der Ladungsfreiheitsgrade. Hierzu ent-wikelt man nah dem Wehselwirkungsterm und erhält näherungsweise
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.Hieraus liest man die renormierte Hamilton-Dihte des Spinsektors ab,
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KsΦ̃s(x)/2) . (4.57)Wegen β2 = Ks/4 < 1/2 gibt es in diesem e�ektiven Sine-Gordon-Modell gebundene undungebundene Soliton-Antisoliton-Anregungen. Die Anzahl Nb der vershiedenen (gebun-denen) Anregungen ergibt sih aus [24℄ nah

Nb =

[
1− β2

β2

]
= 3 , (4.58)wobei [x] die nähstkleinere oder gleih groÿe ganze Zahl bezeihnet, mit den zugehörigenAnregungslüken Mn

Mn = 2M sin
(nπ

6

)
n = 1, 2, 3 (4.59)



36 4 Feldtheoriemit der Einteilhenlüke ∆s = 2M im Spinsektor. Man erhält drei Anregungen mit denzugehörigen Lüken
M1 = M , M2 =

√
3M , M3 = 2M . (4.60)Neben zwei gebundenen Breather-Zuständen mit Anregungslüken M und √3M gibt esauh ungebundene Solitonen und Antisolitonen deren Anregungslüke M3 gerade der Ein-teilhenlüke 2M entspriht.Diese Analyse zeigt, daÿ sih bei endliher Dimerisierung δ eine Spinlüke ö�net und esgebundene Spinon-Antispinon-Zustände gibt, die zu Breathern gebunden werden und alsMagnonen interpretiert werden können.4.2.1.3 Analyse des LadungssektorsAufgrund des Peierls-Terms ist die Spinlüke endlih, und man kann eine Mean-Field-Analyse des Ladungssektors durhführen. Wegen der endlihen Spinlüke gilt

〈
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√
KsΦ̃s/2)

〉
≡ hs < 0 . (4.61)Analog zum vorherigen Abshnitt werden die Spinfreiheitsgrade im FunktionalintegralMean-Field-entkoppelt. Die getrennte Behandlung der beiden Sektoren im Rahmen derMean-Field-Analyse ist möglih, da sih die Energieskalen der Anregungen um Gröÿen-ordnungen untersheiden (2∆s ≪ ∆1). Diese Aussage wird für das Peierls-Hubbard-Modelldurh DMRG-Untersuhungen unterstützt [38℄.Im Gegensatz zum Spinsektor ergibt sih hier ein Double-Sine-Gordon-Modell für denLadungssektor
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KcΦ̃c(x)/2) . (4.62)Dieses Modell kann ebenfalls nur semiklassish analysiert werden.Wie in Abshnitt 3.3.1 ausgeführt, gibt es für das erweiterte Hubbard-Modell Breather-Anregungen im resultierenden Sine-Gordon-Modell [24℄: sie sind gebundene Zustände ausHolonen und Antiholonen mit entgegengesetzter Ladung. Sie sind ladungsneutral undtragen keinen Spin, sie haben also die Quantenzahlen von Exzitonen.Betrahtet man das e�ektive Potential unter Berüksihtigung des Peierls-Terms, soerkennt man, daÿ sih jedes zweite Minimum nah oben vershiebt und sih damit dieAnzahl der Minima durh das Einshalten der Dimerisierung halbiert. Dadurh ergibt sihCon�nement der Solitonen des Ladungssektors, zwei Solitonen des erweiterten Hubbard-Modells verbinden sih zu einer Elementaranregung der doppelten Länge im erweitertenPeierls-Hubbard-Modell. Dieses Szenario wird durh Ergebnisse der sogenannten Form-faktor-Störungstheorie [39℄ für das Double-Sine-Gordon-Modell unterstützt [36℄.



4.2 Semiklassishe Untersuhung des e�ektiven feldtheoretishen Modells 37Die Resultate dieses Abshnitts lassen sih wie folgt zusammenfassen. Der Mott-Hub-bard-Isolator ist instabil unter der Peierls-Dimerisierung. Der Peierls-Term ist die domi-nante Störung und beherrsht die Physik des Systems:1. Für beliebig kleine Dimerisierung ist die Spin-Lüke endlih, während sie im rei-nen Hubbard-Modell vershwindet. Die gebundenen Breather-Anregungen könnenals Magnonen interpretiert werden.2. Die Ladungslüke bleibt bei endliher Dimerisierung endlih, aber die Anzahl derMinima des e�ektiven Potentials im Ladungssektor halbiert sih bei Anwesenheitder Peierls-Dimerisierung. Daher verändert sih die Struktur der Anregungen dra-stish im Vergleih zum erweiterten Hubbard-Modell. Es gibt Con�nement zweierSolitonen des erweiterten Hubbard-Modells, die Elementaranregung bei endliherDimerisierung hat die doppelte Länge.3. Der Dimerisierungsterm hebt die Spin-Ladungstrennung im Niederenergiesektor auf.Es gibt sowohl Anregungen im Ladungs- als auh Anregungen im Spinsektor sowiegemishte, aus reinen Spin- und Ladungssolitonen (Spinonen und Holonen) zusam-mengesetzte Anregungen, welhe die Quantenzahlen von Elektronen haben. Damitgibt es elektronishe Elementaranregungen wie im Peierls-Modell.4.2.2 Ladungsdihtewelle-RegimeIm Fall U < 2V1 verhält sih das erweiterte Peierls-Hubbard-Modell ohne Dimerisierungwie ein harge-density-wave-Isolator (CDWI). Für starke Dimerisierung δ ist das Systemhingegen ein Peierls-Isolator (PI). In diesem Zusammenhang ist es interessant zu unter-suhen, wie sih das Einshalten der Dimerisierung auf die Ladungsdihtewelle auswirkt.Bleibt das System für kleine Dimerisierung ein CDWI, gibt es einen gemishten CDWI-PI-Zustand oder wird es sofort Peierls-isolierend? Mit der semiklassishen Methode wirddieser Frage nahgegangen.4.2.2.1 Semiklassishe Analyse der e�ektiven PotentialdihteDie e�ektive Potentialdihte des erweiterten Peierls-Hubbard-Modells ist gegeben durhdas phänomenologishe Landau-Ginzburg-Energie-Funktional
Ueff(Φ̃c, Φ̃s) =α1|gc⊥| cos(
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√
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KsΦ̃s/2) , (4.63)wobei α1 ≡ 2/(2πa0)
2 und α2 ≡ 4t/(πa0). Im Falle δ = 0 hat der Spinsektor eine Lüke.Auh der Ladungsterm ist relevant, da Kc ≃ 1 − (U + 6V1) /(2πvF) < 1 gilt, wenn mandie Anfangswerte gnγ = Ua0 und gV

nγ = 2V a0 in (4.26) einsetzt. Die Minima des e�ek-tiven Potentials sind abhängig von dem Wert α2δ/(α1|gc⊥|). Man gewinnt sie aus den
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2π(4.65)mit φ0 = 2arccos (2πδ/|gc⊥|). An dem Punkt δcrit = |gc⊥|/(2π) ändert sih die Strukturder Minima im Ladungssektor grundlegend: Ist δ = 0, so gibt es für Φc ∈ [0, 4π] und

Φs = 0 zwei globale Minima. In diesem Limes ist das System ein CDWI. Liegt δ nun imBereih 0 ≤ δ < δcrit, so verändert sih zwar niht die Anzahl, aber die Lage der Mini-ma: jeweils zwei benahbarte Minima (rehts und links um 2π) bewegen sih bei gröÿerwerdendem δ aufeinander zu. Da die Höhe des dazwishenliegenden Maximums abnimmt,geht das Potential in ein Double-Well-Potential über. Daraus kann man folgern, daÿ sihdas System in einem CDWI-PI-Mishzustand be�ndet. Am Punkt δcrit vereinigen sie sihzu einem Minimum, dessen Position sih für weiter wahsendes δ niht mehr verändert.Dieses Minimum be�ndet sih an derselben Stelle wie im reinen Peierls-Modell, in dem dasSystem Peierls-isolierend ist. Daraus läÿt sih shlieÿen, daÿ sih das erweiterte Peierls-Hubbard-Modell im Falle δ > δcrit ebenfalls wie ein PI verhält, in dem die elementarenAnregungen Solitonen sind. Position und Anzahl der Minima im Spinsektor sind unab-hängig von der Gröÿe von δ. Der Spinanteil des Spektrums ändert sih folglih stetig vonder CDW- zur Peierls-Phase. Das ist ganz o�ensihtlih niht der Fall für den Ladungs-sektor. Das Szenario eines Quanten-Phasenübergangs wurde im Rahmen einer DMRG-Untersuhung bestätigt [40℄.Die zugehörigen Ordnungsparameter OCDW (harge density wave) und OPI (bond orderwave) sind gegeben durh
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. (4.66)Im Peierls-isolierenden Regime für δ > δcrit vershwindet der CDW-Ordnungsparameter
OCDW, da das Minimum im Ladungssektor für festes Spinfeld√KsΦ̃s = 0 bei√KcΦ̃c = 2πliegt (modulo 4π). Der PI-Ordnungsparameter ist hingegen stets endlih.



4.2 Semiklassishe Untersuhung des e�ektiven feldtheoretishen Modells 39Interessanter dagegen ist der Fall 0 < δ < δcrit, in dem beide Ordnungsparameter einenendlihen Wert annehmen,
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, (4.67)
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. (4.68)Dabei ist der CDW-Ordnungsparameter dominant für kleine Dimerisierung δ: die massivenSpin- und Ladungssolitonen, Spinonen und Holonen, bleiben stabil. Dieses Verhalten wirdauh im Rahmen der DMRG-Analyse in [40℄ beobahtet.4.2.2.2 Analyse des Spinsektors für kleine DimerisierungWie im vorherigen Abshnitt 4.2.1 zielt die tiefergehende Mean-Field-Analyse darauf ab,eine e�ektive Hamilton-Dihte für den Spinsektor zu gewinnen. Im Falle δ = 0 be�ndetsih das Minimum im Ladungssektor bei √KcΦ̃c = π (modulo 2π). Damit vershwindetder Term erster Ordnung in δ
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= 0 . (4.69)Erst die zweite Ordnung trägt bei. Im Funktionalintegral ergibt sih in zweiter Ordnungin Sint[Φs,Φc] der Term
∫

d2xd2y

〈
cos

(√
KcΦ̃c(x)

2

)
cos

(√
KcΦ̃c(y)

2

)〉
cos

(√
KsΦ̃s(x)

2

)
cos

(√
KsΦ̃s(y)

2

)

≈ a2
0h̃c

∫
d2x

(
cos
(√

KsΦ̃s(x)
)
− a2

0

2 · 4
(√

Ks∂xΦ̃s (x)
)2
)

, (4.70)wobei h̃c eine nihtuniverselle, positive Konstante ist und berüksihtigt wurde, daÿ dieauftretenden Korrelationsfunktionen exponentiell als Funktion des Abstandes |x− y| ab-fallen, so daÿ Terme höherer Ordnung vernahlässigt werden können. Damit wird dieSpinkopplungskonstante gs⊥ aus (4.63) in zweiter Ordnung in δ renormiert
ḡs⊥ = gs⊥ + h̃c
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. (4.71)Da gs⊥ = U − 2V1 < 0, gilt gs⊥ < ḡs⊥. Wegen des perturbativen Zugangs gilt jedohweiterhin ḡs⊥ < 0. Damit wird der Spinsektor durh das folgende Sine-Gordon-Modellbeshrieben,
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, (4.72)dessen elementare Anregungen massive, ungebundene Solitonen und Antisolitonen sind(ḡs⊥ < 0 und β2 > 1/2).



40 4 Feldtheorie4.2.2.3 Analyse des Ladungssektors für kleine DimerisierungUnabhängig von der Gröÿe der Dimerisierung δ be�ndet sih das Minimum im Spinsektorbei √KsΦ̃s = 0. Folglih trägt shon die erste Ordnung in δ bei
〈
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≡ hs > 0 . (4.73)Der Ladungssektor ist durh ein Double-Sine-Gordon-Modell [36℄ bestimmt,
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. (4.74)Die Ladungsanregungen sind massive Holonen und Antiholonen für alle δ. Im Gegensatzzum Mott-Hubbard-Fall ergibt sih durh die Hinzunahme des Dimerisierungsterms keinCon�nement für die Anregungen: da die Minima des e�ektiven Potentials nur leiht ver-shoben werden aber entartet bleiben, bleiben Solitonen und Antisolitonen weiterhin sta-bile Anregungen. Der E�ekt des Peierls-Terms liegt in einer Veränderung der Massen derAnregungen, die durh die Vershiebung der Maxima des e�ektiven Potentials verursahtwird [41℄. Die Ergebnisse dieser Analyse werden von DMRG-Resultaten bestätigt [40℄.4.2.3 Ordnungsparameter im Ladungsdihtewelle-RegimeWie im vorherigen Abshnitt gezeigt wurde, gibt es im CDW-Regime eine CDWI-PI-Mishphase. Die Ordnungsparameter dieser Phasen liefern tiefere Einblike in deren Struk-tur. Wie bisher werden die Ordnungsparameter der CDW- und der Peierls-isolierendenPhase (4.66) störungstheoretish in der Dimerisierung δ entwikelt. Im Gegensatz zursemiklassishen Untersuhung im vorherigen Abshnitt wird nunmehr eine Mean-Field-Analyse durhgeführt.4.2.3.1 PI-OrdnungsparameterZunähst wird der PI-Ordnungsparameter OPI betrahtet. Um die Notation möglihsteinfah zu halten, wird an dieser Stelle wieder Φc/s =
√

Kc/sΦ̃c/s eingeführt. In führenderOrdnung erhält man
O(0)

PI (z) = 〈cos (Φc(z)/2) cos (Φs(z)/2)〉 . (4.75)Dieser Beitrag vershwindet, weil das Ladungsfeld Φc im Falle δ = 0 bei einem ungeradenVielfahen von π gepinnt und damit 〈cos (Φc(z)/2)〉 = 0 gilt. In erster Ordnung ergibt sih
O(1)

PI (z) ∼ δ

∫
d2x 〈cos (Φc(z)/2) cos (Φs(z)/2) cos (Φc(x)/2) cos (Φs(x)/2)〉

= δ

∫
d2x 〈cos (Φc(z)/2) cos (Φc(x)/2)〉 〈cos (Φs(z)/2) cos (Φs(x)/2)〉 . (4.76)



4.2 Semiklassishe Untersuhung des e�ektiven feldtheoretishen Modells 41In führender Ordnung erhält man im Spinsektor einen Beitrag von der direkten Entkopp-lung
〈cos (Φs(z)/2) cos (Φs(x)/2)〉 = 〈cos (Φs/2)〉2 6= 0 , (4.77)da das Spinfeld Φs bei Null gepinnt ist und der Erwartungswert 〈cos(Φs/2)〉 niht ver-shwindet. Die Struktur dieses Erwartungswertes erhält man über eine Dimensionsanalyse

[〈cos (Φs(z)/2)〉] = 1 =

[√
∆sa0

vs

]
. (4.78)Für den Spinsektor ergibt sih also

〈cos (Φs(z)/2)〉2 = Cs
∆sa0

vs
(4.79)mit einer Konstanten Cs. Im Gegensatz zum Spinsektor vershwindet der direkt entkop-pelte Term wegen des Pinnings des Ladungsfeldes bei Φc = π. Der erste endlihe Beitragist damit

〈cos (Φc(z)/2) cos (Φc(x)/2)〉 , (4.80)der niht direkt berehnet werden kann. Da der Ladungssektor massiv ist, vershwindetdiese Korrelationsfunktion exponentiell als Funktion von |x − z|, wobei die Korrelations-länge ξ proportional zur inversen Lüke ist, ξ ∝ vc/∆c. In dieser Näherung läÿt sih derAusdruk (4.80) auswerten,
〈cos (Φc(z)/2) cos (Φc(x)/2)〉 ∼

∫
dx2e−|x|/ξ = 2π

∫
dr re−r/ξ = Cc

v2
c

∆2
ca

2
0

. (4.81)Insgesamt erhält man für den PI-Ordnungsparameter bis zur ersten Ordnung in δ

O(1)
PI (z) ∼ δ

∫
d2x 〈cos (Φc(z)/2) cos (Φs(z)/2) cos (Φc(x)/2) cos (Φs(x)/2)〉

= δCsCc
v2
c

vs

∆s

∆2
ca0

. (4.82)Wie bereits im Rahmen der semiklassishen Näherung abgeleitet wurde (4.68), ist derOrdnungsparameter im langreihweitigen Limes proportional zur Dimerisierung. Der voll-ständige Entwiklungsparameter ist o�enbar δ(∆s/vs)(vc/∆c)
2. Der Vorfaktor ist von derGröÿenordnung Eins, da die Ladungs- und Spinlüken in diesem Limes durh den CDW-Isolator dominiert sind, ∆c/s ≈ vc/s.4.2.3.2 CDW-OrdnungsparameterFür den CDW-Ordnungsparameter OCDW gibt es in führender Ordnung in δ einen endli-hen Beitrag

O(0)
CDW = 〈sin(Φc(z)/2) cos(Φs(z)/2)〉 = 〈sin(Φc(z)/2)〉 〈cos(Φs(z)/2)〉 6= 0 , (4.83)



42 4 Feldtheorieda beide Sektoren eine Lüke aufweisen und die Felder für δ = 0 bei Φc = π und Φs = 0gepinnt sind. Der Beitrag erster Ordnung,
O(1)

CDW ∼ δ

∫
d2x 〈sin(Φc(z)/2) cos(Φs(z)/2) cos(Φc(x)/2) cos(Φs(x)/2)〉

= δ

∫
d2x 〈sin(Φc(z)/2) cos(Φc(x)/2)〉 〈cos(Φs(z)/2) cos(Φs(x)/2)〉 = 0 , (4.84)vershwindet wegen der Teilhen-Loh-Symmetrie des Modells

H(Φs, Φc) = H(−Φs, −Φc) . (4.85)Bei gepinnten Spin- und Ladungsfeldern, Φs = 0 und Φc = π, übersetzt sih das für denobigen Erwartungswert zu O(1)
CDW(Φs, Φc − π) = O(1)

CDW(−Φs, −(Φc − π)), wobei berük-sihtigt wurde, daÿ Φc modulo 2π bestimmt ist. Im Ladungssektor erhält man also für denErwartungswert
〈cos(Φc(z)/2) sin(Φc(x)/2)〉

∣∣∣
Φc→−Φc

= −〈cos(Φc(z)/2) sin(Φc(x)/2)〉 = 0 . (4.86)In zweiter Ordnung ergibt sih
O(2)

CDW(z) ∼ δ2

∫
d2xd2y

〈
sin(Φc(z)2) cos(Φs(z)2) cos(Φc(x)/2) cos(Φs(x)/2)

cos(Φc(y)/2) cos(Φs(y)/2)
〉

≈ δ2 〈cos(Φs/2)〉3
∫

d2xd2y 〈sin(Φc(z)/2) cos(Φc(x)/2) cos(Φc(y)/2)〉 6= 0 ,(4.87)wobei im letzten Shritt shon die führende Ordnung im Spinsektor eingesetzt wurde, diewegen der Lüke im Spinsektor und des Pinnings bei Φs = 0 endlih bleibt. Die analytisheBerehnung der Dreipunktsfunktion im Ladungssektor ist äuÿerst kompliziert, so daÿ mansih an dieser Stelle mit dem obigen qualitativen Ansatz (4.81) für den räumlihen Zerfallder Korrelationsfunktionen begnügen muÿ,
O(2)

CDW(z) ∼ δ2 〈cos(Φs/2)〉3
∫

d2xd2y exp (−|x− y|/ξ) exp (−|x− z|/ξ) exp (−|y − z|/ξ)

∼ δ2

(
a0∆s

vs

)3/2( vc

a0∆c

)4

. (4.88)Die Mean-Field-Analyse bestätigt das qualitative Resultat der semiklassishen Rehnung(4.67). Der Ordnungsparameter der Ladungsdihtewelle nimmt quadratish mit der Dime-risierung ab. Der vollständige Entwiklungsparameter ist o�enbar δ2(a0∆s/vs)(vc/a0∆c)
4.Die Mean-Field-Resultate folgen qualitativ dem Verlauf der mithilfe der DMRG in [40℄berehneten Ordnungsparameter.



4.3 Renormierungsgruppengleihungen 434.3 RenormierungsgruppengleihungenIn diesem Abshnitt werden die Renormierungsgruppengleihungen (RG-Gleihungen) fürdas Peierls-Hubbard-Modell mit Nähst-Nahbar-Wehselwirkung aufgestellt. Diese ge-koppelten Di�erentialgleihungen beshreiben das Verhalten der Störungen unter shritt-weiser Ausintegration von Freiheitsgraden hoher Energien im Limes niederenergetisherAnregungen [32, 42, 43℄. Diese Methode geht ebenfalls aus vom feldtheoretishen Limesdes erweiterten Peierls-Hubbard-Modells (4.32). Im Gegensatz zur semiklassishen undzur Mean-Field-Analyse betrahtet man die führenden Instabilitäten des nihtwehsel-wirkenden Systems als Funktion e�ektiver Kopplungskonstanten, die mithilfe der RG-Gleihungen systematish berehnet werden können.Um diese Gleihungen bis zur zweiten Ordnung in den Kopplungskonstanten zu erhal-ten, werden im ersten Abshnitt die sogenannten Operator-Produkt-Entwiklungen für dieauftretenden Produkte zweier Operatoren berehnet. In dem darauf folgenden Abshnittwerden die RG-Gleihungen zunähst für die Mean-Field-entkoppelten Spin- und Ladungs-sektoren im CDW-Limes aufgestellt und qualitativ analysiert; im Mott-Hubbard-Regimeergeben sih die bekannten Resultate, weil die Dimerisierung die Physik stets dominiert.Zum Shluÿ werden die vollen RG-Gleihungen behandelt. In beiden Fällen werden dieResultate der semiklassishen und Mean-Field-Analyse bestätigt.4.3.1 Hamilton-Dihte im RG-ZugangDie Hamilton-Dihte des Peierls-Hubbard-Modells mit Nähst-Nahbar-Wehselwirkungist gegeben durh
H =

∑

a=c,s

va

16π

(
1

Ka
(∂xΦa(z, z̄))2 + Ka (∂xΘa(z, z̄))2

)
+

2gs⊥

(2πa0)
2 cos(Φs(z, z̄))

− 2gc⊥

(2πa0)
2 cos(Φc(z, z̄)) +

4tδ

πa0
cos (Φc(z, z̄)/2) cos (Φs(z, z̄)/2) , (4.89)wie im Abshnitt 4.1 gezeigt wurde. Dies kann man shreiben als

H ≡H0c +
vc

16π

((
1

Kc
− 1

)
(∂xΦc(z, z̄))2 + (Kc − 1) (∂xΘc(z, z̄))2

)

+H0s +
vs

16π

((
1

Ks
− 1

)
(∂xΦs(z, z̄))2 + (Ks − 1) (∂xΘs(z, z̄))2

)

+
2

(2πa0)
2 {gs⊥ cos(Φs(z, z̄))− gc⊥ cos(Φc(z, z̄))}

+
4tδ

πa0
cos (Φc(z, z̄)/2) cos (Φs(z, z̄)/2) , (4.90)wobei gc/s⊥ ≡ gs/c gilt, z und z̄ die hiralen Koordinaten (4.39) sind und die Kompakti�-zierungsradien Kc/s und die Ladungs- und Spingeshwindigkeiten vc/s durh (4.26)�(4.29)



44 4 Feldtheoriede�niert sind. Entwikelt man die Kompakti�zierungsradien Kc/s für shwahe Kopplung,so ergibt sih
Kc = 1− 1

2πvF

(
g2⊥ + gV

2⊥ + (g2‖ + gV
2‖ − g1‖ + gV

1‖)
)
≡ 1− 1

2πvF
gc‖ ,

K−1
c = 1 +

1

2πvF

(
g2⊥ + gV

2⊥ + (g2‖ + gV
2‖ − g1‖ + gV

1‖)
)
≡ 1 +

1

2πvF
gc‖ ,

Ks = 1 +
1

2πvF

(
g2⊥ + gV

2⊥ − (g2‖ + gV
2‖ − g1‖ + gV

1‖)
)
≡ 1 +

1

2πvF
gs‖ ,

K−1
s = 1− 1

2πvF

(
g2⊥ + gV

2⊥ − (g2‖ + gV
2‖ − g1‖ + gV

1‖)
)
≡ 1− 1

2πvF
gs‖ . (4.91)Der Hamilton-Dihte ist dann näherungsweise gegeben durh

H =H0c +
vc

16π

(
gc‖

2πvF
(∂xΦc(z, z̄))2 +

(−gc‖)

2πvF
(∂xΘc(z, z̄))2

)

+H0s +
vs

16π

(
(−gs‖)

2πvF
(∂xΦs(z, z̄))2 +

gs‖

2πvF
(∂xΘs(z, z̄))2

)

+
2

(2πa0)
2 (gs⊥ cos(Φs(z, z̄))− gc⊥ cos(Φc(z, z̄)))

+
4tδ

πa0
cos (Φc(z, z̄)/2) cos (Φs(z, z̄)/2)

=H0c +
vc

8π2vF
gc‖ [∂zΦc(z, z̄)∂z̄Φc(z, z̄)]

+H0s −
vs

8π2vF
gs‖ [∂zΦs(z, z̄)∂z̄Φs(z, z̄)]

+
2

(2πa0)
2 {gs⊥ cos(Φs(z, z̄))− gc⊥ cos(Φc(z, z̄))}

+
4tδ

πa0
cos (Φc(z, z̄)/2) cos (Φs(z, z̄)/2) . (4.92)Die Mean-Field-entkoppelten Spin- und Ladungssektoren des Peierls-Hubbard-Modells mitNähst-Nahbar-Wehselwirkung im CDW-Limes (gc⊥ = gs⊥ = U−2V1 < 0) sind gegebendurh (4.72) und (4.74)

Heff
c =

vc

16π

(
1

Kc
(∂xΦc(z, z̄))2 + Kc (∂xΘc(z, z̄))2

)

− 2ḡc⊥

(2πa0)2
cos(Φc(z, z̄)) +

4ḡcδhs

πa2
0

cos(Φc(z, z̄)/2) ,

Heff
s =

vs

16π

(
1

Ks
(∂xΦs(z, z̄))2 + Ks (∂xΘs(z, z̄))2

)

+
2ḡs⊥

(2πa0)
2 cos (Φs(z, z̄)) (4.93)



4.3 Renormierungsgruppengleihungen 45mit
ḡs⊥ = gs⊥ + 32h̃c (tδ)2 < 0 (4.94)und ḡc⊥ ≡ gc⊥ und ḡcδ ≡ ta0δ. Setzt man auh hier die Entwiklung von Kc/s ein, soerhält man in führender Ordnung

Heff
c =H0c +

vc

8π2vF
gc‖ (∂zΦc(z, z̄)∂z̄Φc(z, z̄))

− 2ḡc⊥

(2πa0)2
cos (Φc(z, z̄)) +

4ḡcδhs

πa2
0

cos(Φc(z, z̄)/2) , (4.95)
Heff

s =H0s −
vs

8π2vF
gs‖ (∂zΦs(z, z̄)∂z̄Φs(z, z̄))

+
2ḡs⊥

(2πa0)
2 cos (Φs(z, z̄)) . (4.96)Zur Aufstellung der RG-Gleihungen benötigt man die Operator-Produkt-Entwiklung,die im folgenden Abshnitt durhgeführt wird.4.3.2 Operator-Produkt-EntwiklungKorrelationsfunktionen, die ein Produkt zweier oder mehrerer Operatoren Oi(z1)Oj(z2)enthalten, können im Rahmen der feldtheoretishen Betrahtung zurükgeführt werden aufKorrelationsfunktionen, die die Summe einzelner Operatoren enthalten. In diesem Limesist die Operator-Produkt-Entwiklung (OPE) gegeben durh [42℄

Oi(z1)Oj(z2) ∼
∑

k

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
∆i+∆j−∆k

ck
ijOk

(
z1 + z2

2

)
, (4.97)wobei das Argument von Ok aus Symmetriegründen in dieser Form gewählt wird; es könntegenauso gut auh z1 oder z2 verwendet werden [42℄. Dieser Ausdruk ist eine Ersetzungs-regel für die Berehnung von Mehr-Punkt-Korrelationsfunktionen, in denen Erwartungs-werte für Produkte von lokalen Operatoren bestimmt werden. Dabei interessiert man sihspeziell für den Limes kurzer Distanzen, in dem |z1 − z2| ≪ |z1 − zl| , |z2 − zl| gilt, wenn

zl die Argumente aller anderen Operatoren sind. Die Potenz ∆i ist die Skalendimensiondes Operators Oi, siehe Gleihung (4.38). Die ck
ij sind die Kopplungsparameter der OPE,die in die RG-Gleihungen de�nierend eingehen.In der Berehnung der RG-Gleihungen des Peierls-Hubbard-Modells mit Nähst-Nah-bar-Wehselwirkung und dessen Mean-Field-Theorie gibt es vier vershiedene Typen vonStöroperatoren

O1 a = a2
0∂zΦa(z, z̄)∂z̄Φa(z, z̄) ∆1a = 2 ,

O2 a = cos(Φa(z, z̄)) ∆2a = 2 ,

O3 a = cos(Φa(z, z̄)/2) ∆3a =
1

2
,

O4 a = cos(Φc(z, z̄)/2) cos(Φs(z, z̄)/2) ∆4a = 1 (4.98)



46 4 Feldtheoriemit a = c, s, die im Rahmen der Normierung (4.20) dimensionslos sind. An dieser Stel-le werden nur diejenigen Kopplungsparameter der OPE bestimmt, die einen endlihenBeitrag zu den RG-Gleihungen liefern.4.3.2.1 Operator-Produkt-Entwiklung für O1 aO2 a und O1 aO3 aUm diese Operator-Produkt-Entwiklung zu bestimmen, ist es zwekmäÿig, folgenden Zu-sammenhang zu betrahten
a0∂z1

Φa(z1, z̄1) exp[iβΦa(z2, z̄2)] =a0∂z1
Φa(z1, z̄1)

∞∑

n=0

(iβΦa(z2, z̄2))
n

n!

∼ia0β∂z1
〈Φa(z1, z̄1)Φa(z2, z̄2)〉

∞∑

n=1

(iβΦa(z2, z̄2))
(n−1)

(n− 1)!

=ia0β∂z1

(
−4 ln

∣∣∣∣
z1 − z2

a0

∣∣∣∣
)

exp(iβΦa(z2, z̄2))

=− 2iβ
a0

z1 − z2
exp(iβΦa(z2, z̄2)) . (4.99)Analog erhält man

a0∂z̄1
Φa(z1, z̄1) exp(iβΦa(z2, z̄2)) = −2iβ

a0

z̄1 − z̄2
exp(iβΦa(z2, z̄2)) . (4.100)Damit ergibt sih mit β = ±1

O1 a(z1, z̄1)O2 a(z2, z̄2) =a2
0∂z1

Φa(z1, z̄1)∂z̄1
Φa(z1, z̄1) cos(Φa(z2, z̄2))

∼
( −2ia0

z̄1 − z̄2

)( −2ia0

z1 − z2

)
cos(Φa(z2, z̄2))

=− 4

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
2

O2 a(z2, z̄2) . (4.101)Daher ist c2a
1a2a = −4.Analog erhält man

O1 a(z1, z̄1)O3 a(z2, z̄2) = −
∣∣∣∣

a0

z1 − z2

∣∣∣∣
2

cos(Φa(z2, z̄2)/2) = −
∣∣∣∣

a0

z1 − z2

∣∣∣∣
2

O3 a(z2, z̄2) .(4.102)Daher ist c3a
1a3a = −1.



4.3 Renormierungsgruppengleihungen 474.3.2.2 Operator-Produkt-Entwiklung für Oi aOj a für i, j ∈ {2, 3}

Oi a(z1, z̄1)Oj a(z2, z̄2) ∼
1

4

∑

σ,τ=±

{
exp[iσ(βiΦa(z1, z̄1) + τβjΦa(z2, z̄2))]

exp[−βiβj〈Φa(z1, z̄1)Φa(z2, z̄2)〉]
}

=
1

2

{
cos [βiΦa(z1, z̄1) + βjΦa(z2, z̄2)] exp

(
4βiβj ln

∣∣∣∣
z1 − z2

a0

∣∣∣∣
)

+ cos [βiΦa(z1, z̄1)− βjΦa(z2, z̄2)] exp

(
−4βiβj ln

∣∣∣∣
z1 − z2

a0

∣∣∣∣
)}

=
1

2

{∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
−4βiβj

cos [βiΦa(z1, z̄1) + βjΦa(z2, z̄2)]

+

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
4βiβj

cos [βiΦa(z1, z̄1)− βjΦa(z2, z̄2)]

}
. (4.103)Ab dieser Stelle kommt es nun auf die βi/j an, so daÿ bei der weiteren Entwiklung derKosinusterme eine Falluntersheidung durhgeführt wird. Im Falle βi = βj gibt es auhBeiträge durh den ersten Kosinusterm in (4.103).

• (βi = βj = 1/2) und (βi = βj = 1)
Oi a(z1, z̄1)Oi a(z2, z̄2) ∼

1

2

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
−4β2

i

cos(2βiΦa(z1, z̄1))

− β2
i

2

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
4β2

i −2

a2
0∂zΦa(z1, z̄1)∂z̄Φa(z1, z̄1) , (4.104)wobei nur Terme beibehalten werden, die einen Beitrag zu den ck

ij liefern. NeueStörungen werden niht generiert. Der erste Term in (4.104) ergibt nur für βi = 1/2einen Beitrag zu c2
33, da der Operator cos(2Φa) im Falle von β = 1 irrelevant ist.Somit erhält man c1a
2a2a = −1/2, c1a

3a3a = −1/8 und c2a
3a3a = 1/2.

• (βi = 1/2 und βj = 1) und (βi = 1 und βj = 1/2)An dieser Stelle wird ausshlieÿlih der zweite Term in (4.103) beibehalten, da dererste nur einen irrelevanten Beitrag liefert. Für βi = 1 und βj = 1/2 �ndet man
O2 a(z1, z̄1)O3 a(z2, z̄2) ∼

1

2

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
2

O3 a(z2, z̄2) (4.105)und damit ist c3a
2a3a = 1/2. Analog ist c3a

3a2a = 1/2.



48 4 Feldtheorie4.3.2.3 Operator-Produkt-Entwiklung für O1 aO4 für a = c, sAn dieser Stelle wird a = c gewählt. Das Ergebnis läÿt sih direkt auf den Fall a = sübertragen.
O1 c(z1, z̄1)O4(z2, z̄2) = cos(Φs(z2, z̄2)/2)O1 c(z1, z̄1)O3 c(z2, z̄2)

∼−
∣∣∣∣

a0

z1 − z2

∣∣∣∣
2

cos(Φs(z2, z̄2)/2) cos(Φc(z2, z̄2)/2)

=−
∣∣∣∣

a0

z1 − z2

∣∣∣∣
2

O4(z2, z̄2) , (4.106)wobei im vorletzten Shritt (4.102) benutzt wurde. Analog erhält man
O1s(z1, z̄1)O4(z2, z̄2) ∼ −

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
2

O4(z2, z̄2) . (4.107)Damit ist c4
1a4 = −1.4.3.2.4 Operator-Produkt-Entwiklung für O2 aO4 für a = c, sGenauso wie in (4.106) erhält man

O2 c(z1, z̄1)O4(z2, z̄2) =
1

2

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
2

O4(z2, z̄2) . (4.108)Damit ist c4
2c4 = 1/2.4.3.2.5 Operator-Produkt-Entwiklung für O4O4Abshlieÿend ergibt sih

O4(z1, z̄1)O4(z2, z̄2) ∼O3 c(z1, z̄1)O3 c(z2, z̄2)O3 s(z1, z̄1)O3 s(z2, z̄2)

∼
∣∣∣∣

a0

z1 − z2

∣∣∣∣
0 {1

4

(
O2 c(z2, z̄2) +O2 s(z2, z̄2)

)

− 1

16

(
O1 c(z2, z̄2) +O1 s(z2, z̄2)

)}
. (4.109)Damit ist c2a

44 = 1/4 und c1a
44 = −1/16.



4.3 Renormierungsgruppengleihungen 494.3.2.6 Tabelle der endlihen OPEZusammenfassend ergibt sih für die endlihen OPE, die von Null vershiedene Koe�zi-enten ck
ij liefern
O1 a(z1, z̄1)O2 a(z2, z̄2) ∼ −4

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
2

O2 a(z2, z̄2) , (4.110)
O1 a(z1, z̄1)O3 a(z2, z̄2) ∼ −

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
1

O3 a(z2, z̄2) , (4.111)
O1 a(z1, z̄1)O4(z2, z̄2) ∼ −

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
1

O4(z2, z̄2) , (4.112)
O2 a(z1, z̄1)O2 a(z2, z̄2) ∼ −

1

2

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
2

O1 a(z2, z̄2) , (4.113)
O2 a(z1, z̄1)O3 a(z2, z̄2) ∼

1

2

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
2

O3 a(z2, z̄2) , (4.114)
O2 a(z1, z̄1)O4(z2, z̄2) ∼

1

2

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
2

O4(z2, z̄2) , (4.115)
O3 a(z1, z̄1)O3 a(z2, z̄2) ∼ −

1

8

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
−1

O1 a(z2, z̄2) (4.116)
+

1

2

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
−1

O2 a(z2, z̄2) , (4.117)
O4(z1, z̄1)O4(z2, z̄2) ∼−

1

16

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
0 (
O1 c(z2, z̄2) +O1 s(z2, z̄2)

) (4.118)
+

1

4

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
0 (
O2 c(z2, z̄2) +O2 s(z2, z̄2)

)
. (4.119)An diesen Gleihungen lassen sih die Kopplungsparameter ck

ij leiht ablesen.4.3.3 RenormierungsgruppenzugangDie RG-Gleihungen beshreiben den Fluÿ der vershiedenen Störungen um einen Fix-punkt, der von der Wirkung eines ungestörten Systems S0[Φ] bestimmt ist; Φ steht hierstellvertretend für die Felder des Systems. Hierzu betrahtet man das freie Modell miteinigen Störungen, die mit der Stärke der Kopplungskonstanten gk koppeln [42, 43℄
S[Φ] = S0[Φ] +

∑

k

gk

∫
dxdτ

a2
0

Ok(x, τ) . (4.120)Die lokalen Operatoren Ok sind Funktionen der Felder Φ.Bei der Untersuhung des erweiterten Peierls-Hubbard-Modells interessiert man sihfür den Bereih niedriger Energien in der Umgebung der Fermipunkte. Im Rahmen der



50 4 FeldtheorieLinearisierung (4.5) beshränkt man sih auf die Freiheitsgrade niedriger Energie, wasder Einführung eines Cut-O�s bei kurzen Distanzen entspriht, der die Bereihe höhererEnergien abshneidet. Physikalishe Gröÿen mögen zwar von diesem Cut-O� abhängen,werden aber von einer geringen Änderung des Cut-O�s niht zu stark beein�uÿt. Der RG-Prozeÿ basiert auf dieser Vorstellung und untersuht, wie sih die Kopplungskonstanten desSystems im Ortsraum unter geringer Änderung des Cut-O�s kurzer Distanzen verhalten.Dazu entwikelt man die Zustandssumme bis zur zweiten Ordnung in den Kopplungenund erhält
exp(−Seff [Φ̃]) ≃ exp(−S0[Φ̃])

{
1−

∑

k

gk

∫
dz

a2
0

〈Ok(z)〉>

+
1

2

∑

i, j

gigj

∫
dz1dz2

a4
0

〈Oi(z1)Oj(z2)〉> + . . .

}
, (4.121)wobei die Erwartungswerte bezüglih der Fixpunkt-Wirkung S0[Φ] zu bestimmen sind.Das Integral der ersten Ordnung löst man anhand einer Dimensionsanalyse und bekommt

∑

k

gk

∫
dz 〈Ok(z)〉> =

∑

k

gk

∑

X

∫
dx 〈Ok(X + x)〉>

=
∑

k

gk

∑

X

Ok(X)aD−∆k
0 , (4.122)wobei a0 der Cut-O� kurzer Distanzen, d.h. die Gitterkonstante, und ∆k die Skalendi-mension des Operators Ok ist. Führt man nun eine in�nitesimale Reskalierung des Cut-O�s a0 durh

a0 → (1 + δl)a0 mit δl ≪ 1 , (4.123)so läÿt sih deren E�ekt durh Reskalieren der Kopplungen gk kompensieren
gk → (1 + δl)D−∆kgk ∼ gk + (D −∆k)gkδl . (4.124)Die zweite Ordnung läÿt sih mit Hilfe der OPE vereinfahen. Nah dem Reskalieren desCut-O�s a0 → (1 + δl)a0 läÿt sih das Integral folgendermaÿen aufteilen

∫

|z1−z2|>(1+δl)a0

≡
∫

|z1−z2|>a0

−
∫

(1+δl)a0>|z1−z2|>a0

. (4.125)Der erste Teil gibt wieder den ursprünglihen Beitrag, während der zweite Term mithilfeder OPE
1

2

∑

i, j

∑

k

ck
ija

∆k−∆i−∆j

0

∫

(1+δl)a0>|z1−z2|>a0

〈
Ok

(
z1 + z2

2

)〉 (4.126)ergibt. Das Integral liefert einen Faktor SDaD
0 δl, wobei SD die Flähe einer Hypersphäremit Einheitsradius in D Dimensionen ist. Führt man nun die Beiträge erster und zweiterOrdnung zur Renormierung der Kopplungen zusammen, so erhält man

dgk

dl
= (D −∆k)gk −

∑

i, j

ck
ijgigj + . . . , (4.127)



4.3 Renormierungsgruppengleihungen 51nahdem man gk → (2/SD)gk reskaliert hat. Im hier untersuhten Fall sind alle Kopp-lungen gk proportional zur Fermigeshwindigkeit vF. Für die Kopplungen ḡk = vFgk giltalso
dḡk

dl
= (D −∆k)ḡk −

1

vF

∑

i, j

ck
ij ḡiḡj + . . . , (4.128)Abgesehen von den modellabhängigen Vorfaktoren sind die ck

ij anhand der OPE shonbestimmt. Dennoh werden diese Gröÿen im folgenden noh einmal mit allen Vorfaktorendargestellt, da sih in ihnen die gröÿte möglihe Fehlerquelle verbirgt. Die Aufgabe bestehtdann nur noh darin, die entsprehenden Vorfaktoren zusammenzuführen und in (4.128)einzusetzen.4.3.4 RG-Gleihungen des Mean-Field-Ansatzes4.3.4.1 RG-Gleihungen des Mean-Field-SpinsektorsDie Störoperatoren des Mean-Field-entkoppelten Spinsektors für den Fall U < 2V1 aus(4.96) sind
OMF

s‖ = − vs

8π2vF
O1s , OMF

s⊥ =
1

2π2
O2s (4.129)mit den zugehörigen Kopplungskonstanten

ḡ1s ≡ ḡs‖ und ḡ2s ≡ ḡs⊥ . (4.130)Die entsprehenden Gröÿen ck
ij = ck

ji sind damit gegeben durh
C̄s⊥

s‖ s⊥ =−
(

1

2π2

)(
1

2π2

)−1 vs

8π2vF
cs⊥
s‖ s⊥ =

vs

2π2vF
,

C̄
s‖
s⊥ s⊥ =

(
1

2π2

)2(
− vs

8π2vF

)−1

c
s‖
s⊥ s⊥ =

vF

π2vs
. (4.131)Eingesetzt in (4.128) sind die RG-Gleihungen für den Mean-Field-Spinsektor gegebendurh (D = ∆s‖ = 2 und vs ≃ vF)

dḡs‖(l)

dl
= − 1

π2vF
ḡs⊥(l)2 , (4.132)

dḡs⊥(l)

dl
= − 1

π2vF
ḡs‖(l)ḡs⊥(l) , (4.133)wobei der Beitrag ḡs‖ḡs⊥ doppelt auftritt. Diese Gleihungen wurden zuerst von Kosterlitzund Thouless hergeleitet [44℄. Da die Kopplungskonstanten im CDW-Limes (U < 2V1)negativ sind, wie aus (4.31) und (4.71) bekannt ist,

ḡ0
s‖ = g2⊥ + gV

2⊥ −
(
g2‖ + gV

2‖ − g1‖ + gV
1‖

)
= − |U − 2V | a0 < 0 , (4.134)

ḡ0
s⊥ = g1⊥ − gV

1⊥ + 32|h̃c|(tδ)2 = − |U − 2V | a0 + 32δ2|h̃c|ta0 < 0 , (4.135)



52 4 Feldtheorieso folgt für die Beträge
d
∣∣ḡs‖(l)

∣∣
dl

=
1

π2vF
|ḡs⊥(l)|2 , (4.136)

d |ḡs⊥(l)|
dl

=
1

π2vF

∣∣ḡs‖(l)
∣∣ |ḡs⊥(l)| . (4.137)Diese gekoppelten Di�erentialgleihungen kann man mithilfe der Invarianten ḡ2

s‖ − ḡ2
s⊥lösen, da

d

dl

(
ḡ2
s‖ − ḡ2

s⊥

)
= 0 (4.138)gilt. Man wählt den Ansatz

|ḡs‖| = C cosh(θ(l)) , |ḡs⊥| = C| sinh(θ(l))| , (4.139)so daÿ θ(l) und C > 0 zu bestimmen bleiben. Aus dem Vergleih von (4.133) und (4.139)folgt
dθ(l)

dl
=

C

vFπ2
sinh(θ(l)) . (4.140)Diese Gleihung löst man durh Separation der Variablen und erhält

∣∣∣∣tanh

(
θ(l)

2

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣tanh

(
θ(0)

2

)∣∣∣∣ exp

(
C

vFπ2
l

)
. (4.141)Man erkennt, daÿ θ(l) > θ(0), d.h. θ(l) wähst an und damit |ḡs‖| und |ḡs⊥|. Wenn l zugroÿ wird, erhält man für die obige Di�erentialgleihung keine Lösung mehr. Dies stelltaber kein grundsätzlihes Problem dar, da die RG-Gleihungen (4.133) nur für kleineKopplungskonstanten gelten und C ∝ δ ≪ 1 ist. Das wesentlihe Ergebnis besteht darin,daÿ die Kopplungen im Spinsektor divergieren: sie sind relevant und generieren daher eineendlihe Lüke im Spinsektor.4.3.4.2 RG-Gleihungen des Mean-Field-LadungssektorsDie vollständigen Operatoren des Mean-Field-entkoppelten Ladungssektors aus (4.95) sind

ÕMF
c‖ =

1

2π2

vc

vF
O1c , ÕMF

c⊥ = − 1

4π2
O2c , ÕMF

δ =
4|hs|

π
O3c (4.142)mit den zugehörigen Kopplungskonstanten

g1c ≡ ḡc‖ , g2c ≡ ḡc⊥ , g3c ≡ ḡcδ . (4.143)Die entsprehenden Kopplungsparameter C̄k
ij sind damit gegeben durh

C̄c⊥
c‖ c⊥ = − 1

2π2

vc

vF
, C̄cδ

c‖ cδ = − 1

8π2

vc

vF
, (4.144)

C̄
c‖
c⊥ c⊥ = − 1

π2

vF

vc
, C̄cδ

c⊥ cδ = − 1

4π2
, (4.145)

C̄
c‖
cδ cδ = −16|hs|2

vF

vc
, C̄c⊥

cδ cδ = −16|hs|2 . (4.146)



4.3 Renormierungsgruppengleihungen 53Eingesetzt in (4.128) ergeben sih die RG-Gleihungen für den Mean-Field-Ladungssektor
dḡc‖

dl
=

1

vFπ2

[
ḡ2
c⊥ + 16π2|hs|2ḡ2

cδ

]
, (4.147)

dḡc⊥

dl
=

1

vFπ2

[
ḡc‖ḡc⊥ + 16π2|hs|2ḡ2

cδ

]
, (4.148)

dḡcδ

dl
= ḡcδ +

1

4π2vF

(
2ḡc⊥ + ḡc‖

)
ḡcδ . (4.149)Da hier die RG-Gleihungen im CDW-Regime (U < 2V1) untersuht werden sollen, werdensie hier für die Beträge der Kopplungskonstanten aufgestellt. Die Anfangswerte ergebensih aus (4.31) und (4.95)

ḡ0
c‖ = g2⊥ + gV

2⊥ +
(
g2‖ + gV

2‖ − g1‖ + gV
1‖

)
= (U + 6V1) a0 > 0 , (4.150)

ḡ0
c⊥ = g3⊥ − gV

3⊥ = (U − 2V1) a0 < 0 , (4.151)so daÿ folgt
d
∣∣ḡc‖

∣∣
dl

=
1

vFπ2

[
|ḡc⊥|2 + 16π2|hs|2 |ḡcδ|2

]
, (4.152)

d |ḡc⊥|
dl

=
1

vFπ2

[∣∣ḡc‖

∣∣ |ḡc⊥| − 16π2|hs|2 |ḡcδ|2
]

, (4.153)
d |ḡcδ|

dl
= |ḡcδ| −

1

4π2vF

(
2 |ḡc⊥|+

∣∣ḡc‖

∣∣) |ḡcδ| . (4.154)Diese gekoppelten Di�erentialgleihungen lassen sih numerish au�ntegrieren. Die RG-Gleihungen sind perturbativ und gelten nur im Limes shwaher Wehselwirkung. Fallsdie Anfangswerte der Kopplungskonstanten klein genug sind, kann sih der Fluÿ der RG-Gleihungen in eine bestimmte Rihtung im Raum der Kopplungskonstanten entwikeln,bevor er das Regime shwaher Wehselwirkung verläÿt. Man beobahtet, welhe Kopp-lungskonstanten im RG-Fluÿ klein bleiben und damit irrelevant sind, und welhe derKopplungskonstanten gemeinsam, d.h. in fester Relation zueinander, divergieren,.Die im Rahmen dieser Arbeit erstellten numerishen Lösung der Mean-Field-RG-Glei-hungen des Ladungssektors ergibt, daÿ � auÿer bei sehr kleinen Startwerten für gcδ �immer der Dimerisierungsterm zuerst divergiert. Damit bestimmt also der Peierls-Termim gröÿten Teil des Phasenraums die Physik des Systems, auÿer im Bereih sehr klei-ner Dimerisierung, wo der CDW-Term dominant ist. Für endlihe Werte der Coulomb-Wehselwirkung darf man einen kritishen Wert δcrit der Peierls-Dimerisierung erwarten,unterhalb dessen die CDW-Phase und die Peierls-Phase koexistieren. Dies ist in Überein-stimmung mit den Resultaten der semiklassishen Untersuhungen aus Abshnitt 4.2.



54 4 Feldtheorie4.3.5 RG-Gleihungen des erweiterten Peierls-Hubbard-ModellsDie vollständigen Operatoren des hier untersuhten Modells (4.92) sind
Oc ‖ =

2vc

(4π)2vF
O1 c , Os ‖ = − vs

(4π)2vF
O1 s , (4.155)

Oc⊥ = − 2

(2π)2
O2 c , Os⊥ =

2

(2π)2
O2 s , (4.156)

Oδ =
4

π
O1 c (4.157)mit den zugehörigen Kopplungskonstanten

ḡ1c ≡ ḡc‖ , ḡ1s ≡ ḡs‖ , ḡ2c ≡ ḡc⊥ , ḡ2s ≡ ḡs‖ , ḡ4 ≡ ḡδ ≡ tδa0 . (4.158)Die Gröÿen C̃k
ij sind damit gegeben durh

C̃c⊥
c‖ c‖ = − vc

vF

1

2π2
, C̃s⊥

s‖ s‖ =
vs

vF

1

2π2
, (4.159)

C̃δ
c‖ δ = − vc

vF

1

8π2
, C̃δ

s‖ δ =
vs

vF

1

8π2
, (4.160)

C̃
c‖
c⊥ c⊥ = −vF

vc

1

π2
, C̃1s

s⊥ s⊥ =
vF

vs

1

π2
, (4.161)

C̃δ
c⊥ δ = − 1

(2π)2
, C̃δ

s⊥ δ =
1

(2π)2
, (4.162)

C̃
c‖
δ δ = −8

vF

vc
, C̃

s‖
δ δ = 8

vF

vs
, (4.163)

C̃c⊥
δ δ = −8 , C̃s⊥

δ δ = 8 . (4.164)Setzt man diese nun in (4.128) ein, erhält man die Renormierungsgruppengleihungeneinshlieÿlih der zweiten Ordnung
dḡc‖

dl
=

1

vFπ2

[
ḡ2
c⊥ + 8π2ḡ2

δ

]
, (4.165)

dḡc⊥

dl
=

1

vFπ2

[
ḡc⊥gc‖ + 8π2ḡ2

δ

]
, (4.166)

dḡs‖

dl
= − 1

vFπ2

[
ḡ2
s⊥ + 8π2ḡ2

δ

]
, (4.167)

dḡs⊥

dl
= − 1

vFπ2

[
ḡs⊥ḡs‖ + 8π2ḡ2

δ

]
, (4.168)

dḡδ

dl
= ḡδ +

1

8vFπ2

[(
2ḡc⊥ + ḡc‖

)
gδ −

(
2ḡs⊥ + ḡs‖

)
gδ

]
. (4.169)



4.3 Renormierungsgruppengleihungen 55Hierbei wurden vc ≃ vF und vs ≃ vF gesetzt, da die Di�erenzen zu vF erst zur drittenOrdnung in den Kopplungskonstanten beitragen.Das numerishe Au�ntegrieren der RG-Gleihungen im CDW-Limes liefert qualitativdasselbe Ergebnis wie in der Mean-Field-Theorie. Eine weitergehende Analyse ist alsoniht erforderlih.4.3.6 ZusammenfassungAusgangspunkt der feldtheoretishen Untersuhungen am erweiterten Peierls-Hubbard-Modell war die Frage, welher Mehanismus die isolierende Phase verursaht. Die Antwortist eindeutig: der Peierls-Mehanismus dominiert die Physik. In Anwesenheit einer Peierls-Verzerrung bildet sih stets eine Spinlüke aus, die im Mott-Hubbard-Isolator niht auf-tritt. Dieses Verhalten wird in der semiklassishen Näherung und Mean-Field-Behandlungdes feldtheoretishen Modells beobahtet und durh die Renormierungsgruppengleihun-gen bestätigt. Auh die Ladungslüke im Peierls-Mott-Isolator wird hauptsählih durhdie Dimerisierung getrieben.Im CDW-Regime tritt der Peierls-Term in Konkurrenz zur Ladungsdihtewelle, welhedurh die elektronishen Korrelationen verursaht wird. In diesem Fall zeigen semiklassi-she Näherung und Mean-Field-Behandlung in Übereinstimmung mit den RG-Gleihun-gen, daÿ es einen Bereih der Koexistenz beider Ordnungsparameter gibt. Erst bei ei-nem endlihen Wert der Peierls-Dimerisierung δcrit > 0 wird die CDW-Phase vollständigverdrängt. Diese Ergebnisse sind in Übereinstimmung mit Resultaten der numerishenDMRG [40℄.Die meisten realen Materialien sind Peierls-Mott-Isolatoren. Für diese Isolatoren spieltder Peierls-Term die Hauptrolle bei der Bildung des isolierenden Zustands. Dies bedeu-tet, daÿ eine störungstheoretishe Behandlung des erweiterten Peierls-Hubbard-Modellsin der Coulomb-Wehselwirkung ausgehend vom Peierls-Modell sinnvoll ist. Da in diesenMaterialien die Coulomb-Parameter in der Gröÿenordnung der Bandbreite liegen, bleibtjedoh zu klären, ob diese störungstheoretishe Behandlung auh quantitativ erfolgreihsein kann. Dieser Frage wird im nähsten Kapitel nahgegangen.
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5 Störungstheorie in derCoulomb-WehselwirkungIm ersten Abshnitt dieses Kapitels wird der störungstheoretishe Ansatz vorgestellt, imRahmen dessen das erweiterte Peierls-Hubbard-Modell in den folgenden Abshnitten un-tersuht wird. Die auf diese Art gewonnenen analytishen Ausdrüke für die Grundzu-standsenergie, die Einteilhenlüke und die optishen Anregungen werden dargestellt. Da-bei wird die Störungstheorie in zweiter Ordnung in der Coulomb-Wehselwirkung für fe-ste Dimerisierung durhgeführt. Neben der Rayleigh-Shrödinger-Störungstheorie werdendie optishen Anregungen des erweiterten Peierls-Hubbard-Modells auh im Rahmen derWannier-, der Two-Step- und der Downfolding-Störungstheorie untersuht.5.1 Störungstheoretishe AnsätzeGrundsätzlih ist die Störungstheorie ein wohlbekanntes Verfahren [45℄, um die Koe�zi-enten einer Taylor-Reihe systematish zu bestimmen. Die Grundzustände für N = L und
N = L + 1 Teilhen sind trivial entartet, so daÿ die nihtentartete Rayleigh-Shrödinger-Störungstheorie angewendet werden kann. Da die Brillouin-Wigner-Störungstheorie nihtgröÿenkonsistent ist, wird sie niht weiter verfolgt.Bei der Berehnung der optishen Anregungen führt die nihtentartete Rayleigh-Shrö-dinger-Störungstheorie niht zu einer zufriedenstellenden Beshreibung der Exzitonen desSystems. Daher wendet man fast-entartete Störungstheorie an und startet von den exzi-tonishen Zuständen

Singulett : |s〉=
∑

k

ws(k)|k〉s ,

Triplett : |t〉=
∑

k

wt(k)|k〉t (5.1)mit der Normierung ∑k[w(s/t)(k)]2 = 1 und
|k〉(s/t) ≡

√
1

2

(
b̂+
k,↑âk,↑ ± b̂+

k,↓âk,↓

)
|FS〉 , (5.2)wobei das obere (untere) Zeihen für das Singulett (Triplett) zu wählen ist. Der Grund-zustand des nihtwehselwirkenden Systems ist gegeben durh

|FS〉 ≡ |Fermisee〉 =
∏

k,σ

â+
k,σ |Vakuum〉 . (5.3)57



58 5 Störungstheorie in der Coulomb-WehselwirkungBei vershwindender Coulomb-Abstoÿung sind Triplett und Singulett reine Ein-Teilhen-Loh-Anregungen bei Impuls p = −π/(2a0) (mit w(s/t)(p) = 1 und w(s/t)(k 6= p) = 0sonst), da dies der Zustand mit der niedrigstmöglihen Energie ist. Durh das Anshaltender Hubbard-Wehselwirkung und der langreihweitigen Coulomb-Wehselwirkung entste-hen energetish günstigere gemishte Zustände, die in der entarteten Störungstheorie vonvornherein berüksihtigt werden.In erster Ordnung ist dieser Zugang identish zur Wannier-Störungstheorie. Es gibt meh-rere Möglihkeiten, diesen Zugang zur zweiten Ordnung fortzusetzen, die in den folgendenAbshnitten erläutert werden.5.1.1 Rayleigh-Shrödinger-StörungstheorieDer Hamilton-Operator der Störungstheorie ist das erweiterte Peierls-Hubbard-Modell
Ĥ = ĤP + Ŵ , (5.4)wobei das ungestörte System durh das reine Peierls-Modell mit Hüpfamplitude t undDimerisierung δ,

ĤP = −t
∑

σ

L∑

l=1

(
1 + (−1)lδ

) (
ĉ+
l,σĉl+1,σ + ĉ+

l+1,σ ĉl,σ

)
, (5.5)und die Störung durh

Ŵ = U
∑

σ

L∑

l=1

(
n̂l,↑ −

1

2

)(
n̂l,↓ −

1

2

)
+ V

L∑

l=1

∑

r 6=0

1

2|r| (n̂l − 1) (n̂l+r − 1) (5.6)gegeben ist. Das Eigenwertproblem von ĤP ist im Kapitel 2.1 durh die Transformation(3.5) bereits gelöst worden. Die Dispersion des ungestörten Systems ist durh ±E(k) mit
E(k) =

√
ǫ(k)2 + ∆(k)2 = 2t

√
cos(k)2 + δ2 sin(k)2 (5.7)gegeben, wobei die Gitterkonstante von jetzt an a0 = 1 gesetzt wird.Um nun die Eigenenergie Ex eines bestimmten Eigenzustandes |x〉 von Ĥ zu berehnen,setzt man eine Potenzreihenentwiklung in den Störungen U und V an. Man erhält dieüblihen Ausdrüke für die Energien in führender, erster und zweiter Ordnung [45℄

E(0)
x = 〈x| ĤP |x〉 , (5.8)

E(1)
x = EU

x + EV
x = 〈x| Ŵ |x〉 , (5.9)

E(2)
x = EU2

x + EV 2

x + EUV
x =

∑

|m〉

∣∣∣〈x| Ŵ |m〉
∣∣∣
2

E
(0)
x − E

(0)
m

, (5.10)
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↑

k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

↓

k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

↑

k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

↓

k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

Abbildung 5.1 Beispiel für eine Null-Teilhen-Loh-Anregung (oben) und eine Ein-Teilhen-Loh-Anregung im Spin-↑-Sektor (unten).
↑

k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

↓

k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

↑

k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

↓

k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

Abbildung 5.2 Beispiel für eine Zwei-Teilhen-Loh-Anregung mit entgegengesetzten (oben) undeine mit parallelen Spins (unten).
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↑

k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

↓

k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

↑

k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

↓

k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

Abbildung 5.3 Beispiel für eine Drei-Teilhen-Loh-Anregung mit entgegengesetzten (oben) undeine mit parallelen Spins (unten).wobei die Zustände |m〉 6= |x〉 im letzten Ausdruk alle vom Zustand |x〉 aus erreihbarenAnregungen sind. Im vorliegenden Fall können die möglihen Anregungen Null-, Ein-,Zwei- oder Drei-Teilhen-Loh-Anregungen sein, die sih auf die Spinsektoren ↑ und ↓verteilen, siehe Abbildungen 5.1, 5.2 und 5.3.Zur Vereinfahung der Shreibweise bezeihnet im folgenden ein Zustand der Art
|rs〉 (5.11)eine Anregung mit r Teilhen-Loh-Anregungen im Spin-↑-Sektor und s Teilhen-Loh-Anregungen im Spin-↓-Sektor.Shon die Berehnung der Energiebeiträge zweiter Ordnung ist sehr aufwendig, so daÿdie Störungsreihe nah der zweiten Ordnung abgebrohen wird. Inwieweit diese Näherungein zufriedenstellendes Ergebnis liefert, wird im folgenden Kapitel 6 genauer untersuht.5.1.2 Wannier-Störungstheorie für optishe AnregungenEs seien P̂ und Q̂ Projektoren mit P̂ + Q̂ = 1̂, so daÿ P̂ auf den Unterraum des zuuntersuhenden Zustandes |xn〉 projiziert, im Falle der optishen Anregungen also auf denUnterraum mit einem Exziton, d.h. einer Ein-Teilhen-Loh-Anregung. Damit kann manshreiben

Ĥ =
[
ĤP + P̂ Ŵ P̂

]
+
[
Q̂Ŵ P̂ + P̂ Ŵ Q̂ + Q̂Ŵ Q̂

]

≡ Ĥ0 + Ĥ⊥ , (5.12)



5.1 Störungstheoretishe Ansätze 61wobei Ĥ0 das ungestörte System und Ĥ⊥ die Störung ist. Der Zustand |xn〉 sei ein Eigen-zustand von Ĥ0, so daÿ
Ĥ0|xn〉 = ǫn|xn〉 . (5.13)Dann gibt die Störungstheorie für den gesuhten, noh niht normierten Zustand bis zurersten Ordnung

|Xn〉 = |xn〉+
∑

|m〉6=|xn〉

|m〉〈m|Ĥ⊥|xn〉
ǫn − E

(0)
m

. (5.14)Kennt man diesen Zustand, so läÿt sih daraus die Energie bis zur zweiten Ordnunggewinnen,
E(2)

n = ǫn +
∑

|m〉6=|xn〉

〈xn|Ĥ⊥|m〉〈m|Ĥ⊥|xn〉
ǫn − E

(0)
m

, (5.15)wobei E
(0)
m = 〈m|Ĥ0|m〉 ist. Dabei kann |m〉 als ein Eigenzustand des Operators derkinetishen Energie ĤP gewählt werden, denn Korrekturen sind von höherer Ordnung.Das Verfahren der Wannier-Störungstheorie setzt sih aus zwei Shritten zusammen.Shritt 1: Man berehnet die Eigenzustände |xn〉 und die zugehörigen Eigenenergien ǫn,indem man ĤP + Ŵ bis einshlieÿlih der ersten Ordnung auswertet und diagonali-siert, siehe (5.13).Shritt 2: Man bestimmt die Beiträge zweiter Ordnung zur Energie E

(2)
n durh die Aus-wertung von (5.15), wobei die Zustände |m〉 Null-, Zwei- und Drei-Teilhen-Loh-Anregungen und Eigenzustände der kinetishen Energie ĤP sind. In diesem Unter-raum gilt Ĥ⊥ = Ŵ .5.1.3 Two-Step-Störungstheorie für optishe Anregungen5.1.3.1 GrundprinzipBei dieser Methode betrahtet man, wie sih das System unter der Einwirkung zweierStörungen verhält, indem man zunähst das Problem für eine der Störungen löst unddieses Ergebnis danah für die Lösung des vollen Problems heranzieht. Der Hamilton-Operator besteht aus dem kinetishen Term und zwei Störtermen

Ĥ = ĤP + Ŵ = ĤP + V̂A + V̂B . (5.16)Man de�niere die Projektoren P̂n und Q̂n so, daÿ P̂n auf den Unterraum der n-Teilhen-Loh-Anregungen projiziert (n = 0, 1 fest) und P̂n + Q̂n = 1̂ gilt. Ausgedrükt in diesenProjektoren ist der Hamilton-Operator
Ĥ = ĤP +

[
P̂nŴ Q̂n + Q̂nŴ P̂n + Q̂nŴ Q̂n

]
+
[
P̂nŴ P̂n

]

≡ ĤP + V̂A + V̂B (5.17)
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V̂A = P̂nŴ Q̂n + Q̂nŴ P̂n + Q̂nŴ Q̂n , (5.18)
V̂B = P̂nŴ P̂n . (5.19)Wie der Name dieses störungstheoretishen Ansatzes shon besagt, besteht dieses Verfah-ren aus zwei Shritten.Shritt 1: Zunähst betrahtet man

ĤA = ĤP + V̂A . (5.20)In einer störungstheoretishen Entwiklung (Rayleigh-Shrödinger) erhält man fürdie Eigenzustände |n〉 von ĤA

|n〉 = Zn



|n

0〉+
∑

|m〉

|m〉〈m|V̂A|n0〉
E

(0)
n0 − E

(0)
m

+ . . .



 , (5.21)wobei die Zustände |n0〉 und |m〉 Eigenzustände von ĤP sind mit

E
(0)
n0 = 〈n0|ĤP|n0〉 und E(0)

m = 〈m|ĤP|m〉 . (5.22)Im Rahmen dieser Arbeit wird die Störungstheorie nur bis einshlieÿlih der zweitenOrdnung durhgeführt. Daher folgt aus der Normierung des Zustandes |n〉
1 = |Zn|2


1 +

∑

|m〉

〈n0|V̂A|m〉〈m|V̂A|n0〉
(
E

(0)
n0 − E

(0)
m

)2


 . (5.23)Damit ist

|Zn|2 = 1−
∑

|m〉

∣∣∣〈n0|V̂A|m〉
∣∣∣
2

(
E

(0)
n0 − E

(0)
m

)2 . (5.24)Im ersten Shritt dieser Methode werden also die Zustände |n〉 `von Anregungenumgeben', sie werden daher auh dressed states genannt.Shritt 2: Nun wird die (fast-entartete) Störungstheorie für V̂B anhand der Eigenzustände
|n〉 von ĤA durhgeführt. Die Matrix zu Ĥ = ĤA + V̂B wird in der Basis dieserEigenzustände diagonalisiert,

H(n1, n2) = 〈n1|Ĥ|n2〉 . (5.25)Diese Two-Step-Störungstheorie wird zur Berehnung der Energien der optishen Anre-gungen herangezogen. Die Anwendung dieser Methode zur Berehnung der Grundzustand-senergie liefert dasselbe Ergebnis wie die Rayleigh-Shrödinger-Störungstheorie, wie kurzgezeigt wird.



5.1 Störungstheoretishe Ansätze 635.1.3.2 Berehnung der GrundzustandsenergieDa der Grundzustand |0〉 niht entartet ist, ist auh der Unterraum der Null-Teilhen-Loh-Anregungen niht entartet. Damit ist
|n〉 = |0〉 = (|FS〉+ |1〉) Z0 , (5.26)
|n0〉 = |FS〉 . (5.27)Daher erhält man

E0 =〈0|Ĥ |0〉
=
(
|Z0|2 − 1

)
〈FS|ĤP|FS〉+ 〈FS|ĤP + Ŵ |FS〉+ 〈1|Ŵ |FS〉+ 〈FS|Ŵ |1〉+ 〈1|ĤP|1〉

=〈FS|ĤP + Ŵ |FS〉

+
∑

|m〉6=|FS〉

∣∣∣〈FS|Ŵ |m〉
∣∣∣
2
{

−E
(0)
0(

E
(0)
0 − E

(0)
m

)2 +
E

(0)
m(

E
(0)
0 − E

(0)
m

)2 +
2(

E
(0)
0 − E

(0)
m

)
}

=〈FS|ĤP + Ŵ |FS〉+
∑

|m〉6=|FS〉

∣∣∣〈FS|Ŵ |m〉
∣∣∣
2

E
(0)
0 − E

(0)
m

. (5.28)Dies ist derselbe Ausdruk für die Grundzustandsenergie wie in der Rayleigh-Shrödinger-Störungstheorie.5.1.4 Downfolding-Störungstheorie für optishe Anregungen5.1.4.1 GrundprinzipDie Downfolding-Störungstheorie verfolgt einen selbstkonsistenten Ansatz, der hier kurzvorgestellt wird. Die Shrödinger-Gleihung ist gegeben durh
Ĥ|Ψ〉 =

(
T̂ + Ŵ

)
|Ψ〉 = E|Ψ〉 . (5.29)Man de�niere zwei Projektoren P̂ und Q̂, so daÿ P̂ + Q̂ = 1̂ gilt und

Ĥ|Ψ〉 = Ĥ(P̂ + Q̂)|Ψ〉 = Ĥ|ϕ〉+ Ĥ|χ〉 ,
|ϕ〉 = P̂ |Ψ〉 ,
|χ〉 = Q̂|Ψ〉 (5.30)mit 〈ϕ|χ〉 = 0. Setzt man dies in Gleihung (5.29) ein, so ergibt sih

P̂ Ĥ|ϕ〉+ P̂ Ĥ|χ〉+ Q̂Ĥ|ϕ〉 + Q̂Ĥ|χ〉 = E|ϕ〉 + E|χ〉 . (5.31)Daraus erhält man
E|ϕ〉 = P̂ Ĥ|ϕ〉+ P̂ Ĥ|χ〉 ,
E|χ〉 = Q̂Ĥ|ϕ〉+ Q̂Ĥ|χ〉 . (5.32)



64 5 Störungstheorie in der Coulomb-WehselwirkungAus der zweiten Gleihung ergibt sih der Ausdruk
|χ〉 = Q̂

(
E − Ĥ

)−1
Q̂Ĥ|ϕ〉 , (5.33)der in die zweite Gleihung eingesetzt wird,

P̂ ĤP̂ |ϕ〉 + P̂ ĤQ̂
(
E − Ĥ

)−1
Q̂ĤP̂ |ϕ〉 = E|ϕ〉 . (5.34)Das Einfügen eines vollständigen Satzes von Basiszuständen von Ĥ führt zu

P̂ ĤQ̂
(
E − Ĥ

)−1
Q̂ĤP̂ =

∑

|m〉

P̂ ĤQ̂|m〉〈m|Q̂ĤP̂

E − Em
. (5.35)Zusammen mit̂

PĤP̂ = T̂ + P̂ Ŵ P̂ , P̂ ĤQ̂ = P̂ Ŵ Q̂ , Q̂ĤP̂ = Q̂Ŵ P̂ (5.36)ergibt sih insgesamt die Shrödinger-Gleihung
P̂ ĤP̂ |ϕ〉+

∑

|m〉

P̂ Ŵ Q̂|m〉〈m|Q̂Ŵ P̂ |ϕ〉
Eϕ − Em

= Eϕ|ϕ〉 . (5.37)Diesen Ausdruk erhält man auh in der Brillouin-Wigner-Störungstheorie. Wegen derenGröÿeninkonsistenz kann die Gleihung in dieser Form niht für die perturbative Bereh-nung physikalisher Gröÿen verwendet werden. Im folgenden Abshnitt wird sie so umge-formt, daÿ sie für störungstheoretishe Berehnungen eingesetzt werden kann.5.1.4.2 StörungstheorieIn einem ersten Shritt wird die Grundzustandsenergie in (5.37) von der Energie derAnregung |ϕ〉 subtrahiert. Man erhält
(Eϕ − E0)P̂ |ϕ〉 = P̂ (Ĥ − E0)P̂ |ϕ〉+

∑

|m〉

P̂ Ŵ Q̂|m〉〈m|Q̂Ŵ P̂ |ϕ〉
(Eϕ − E0)− (Em − E0)

, (5.38)in dem beide im Nenner auftretenden Energiedi�erenzen (für alle vom Grundzustand er-reihbaren Anregungen |m〉 und |ϕ〉) von der Ordnung Eins sind. Um exakte Ergebnissezur zweiten Ordnung in der Störung Ŵ zu erhalten, betrahtet man die Energiedi�erenzengenauer,
Eϕ − E0 ≡ eϕ ,

Em − E0 = E(0)
m − E

(0)
0 +O(U, V ) . (5.39)



5.2 Grundzustandsenergie 65Damit ergibt sih bis einshlieÿlih zur zweiten Ordnung exakt
eϕP̂ |ϕ〉 = P̂ (Ĥ − E0)P̂ |ϕ〉+

∑

|m〉

P̂ Ŵ Q̂|m〉〈m|Q̂Ŵ P̂ |ϕ〉
eϕ − (E

(0)
m −E

(0)
0 )

. (5.40)Wendet man dieses Verfahren formal zur Berehnung der Grundzustandsenergie an, soergibt sih mit |ϕ〉 = |FS〉 und eϕ = 0 der Ausdruk
E0 = 〈FS|T̂ + Ŵ |FS〉+

∑

|m〉

〈FS|Ŵ |m〉〈m|Ŵ |FS〉
−E

(0)
m + E

(0)
0

, (5.41)der mit dem Ergebnis der Rayleigh-Shrödinger-Störungstheorie identish ist.Die Berehnung der Exzitonenergien ex führt zu der Eigenwertgleihung
ex|x〉 = P̂ (Ĥ − E0)|x〉+

∑

|m〉

P̂ Ŵ |m〉〈m|Ŵ P̂ |x〉
ex − (E

(0)
m − E

(0)
0 )

. (5.42)Mit der De�nition (5.1) reduziert sih die Berehnung der Exzitonenergien auf die Diago-nalisierung der e�ektiven Hamilton-Matrix mit den Einträgen
Heff(e(s/t); k1, k2) =δk1,k2

[
(s/t)〈k1|ĤP|k1〉(s/t) − 〈FS|ĤP|FS〉

+ (s/t)〈k1|Ŵ |k1〉(s/t) − 〈FS|Ŵ |FS〉

+
∑

|m〉

(s/t)〈k1|Ŵ |m〉(s/t)(s/t)〈m|Ŵ |k1〉(s/t)

e(s/t) − (E
(0)
m − E

(0)
0 )

− E
(2)
0

]

+ (1− δk1,k2
)

[
(s/t)〈k1|Ŵ |k2〉(s/t)

+
∑

|m〉

(s/t)〈k1|Ŵ |m〉(s/t)(s/t)〈m|Ŵ |k2〉(s/t)

e(s/t) − (E
(0)
m − E

(0)
0 )

]
, (5.43)wobei die angeregten Zustände |m〉 Null-, Zwei- und Drei-Teilhen-Anregungen sind. DieSelbstkonsistenzbedingung dieses Ansatzes besteht darin, den niedrigsten Eigenwert e(s/t)der zu Gleihung (5.43) gehörigen Eigenwertgleihung wieder in die Matrix Heff(e(s/t))einzusetzen, bis die erneute Diagonalisierung (im Rahmen der gewünshten numerishenGenauigkeit) denselben Wert liefert.5.2 GrundzustandsenergieIn diesem Abshnitt werden die Ergebnisse der störungstheoretishen Berehnung derGrundzustandsenergie dargestellt. Alle berehneten Gröÿen sind extensive Gröÿen, d.h.proportional zur Gitterlänge L. Die De�nitionen der Hilfsfunktionen und die Berehnungoft auftretender Kontraktionen be�nden sih im Anhang B.



66 5 Störungstheorie in der Coulomb-Wehselwirkung5.2.1 Beitrag führender OrdnungDer Energiebeitrag führender Ordnung in U und V (5.8) entspriht der Summe der Elek-tronenenergien des unteren Peierls-Bandes. Es ergibt sih der Ausdruk
E

(0)
0 = −2

∑

k

2t
√

cos(k)2 + δ2 sin(k)2 . (5.44)5.2.2 Beiträge erster Ordnung in der Coulomb-Wehselwirkung5.2.2.1 Hubbard-WehselwirkungDer Beitrag erster Ordnung in der lokalen Coulomb-Wehselwirkung zur Grundzustands-energie berehnet sih nah der Formel (5.9) und vershwindet wegen der Teilhen-Loh-Symmetrie, da 〈FS|n̂l,σ|FS〉 = 1/2,
EU

0 = U

L∑

l=1

〈FS|
(

n̂l,↑ −
1

2

)(
n̂l,↓ −

1

2

)
|FS〉 = 0 . (5.45)5.2.2.2 Langreihweitige Coulomb-WehselwirkungDie erste Ordnung in V liefert einen endlihen Beitrag,

EV
0 =

L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)〈FS|(n̂l,↑ + n̂l,↓ − 1)(n̂l+r,↑ + n̂l+r,↓ − 1)|FS〉

= −
L∑

l=1,σ

∑

r 6=0

V (r)
∣∣∣〈FS| ĉ+

l,σ ĉl+r,σ |FS〉
∣∣∣
2

= −L
∑

−L/2≤r<L/2

r|2=1

2V (r)(Aδ(r)
2 + Bδ(r)

2) , (5.46)wobei im letzten Shritt (B.28) eingesetzt wurde und r|2 = 1 alle ungeraden r bezeihnet.5.2.3 Beiträge zweiter Ordnung in der Coulomb-Wehselwirkung5.2.3.1 Hubbard-WehselwirkungFür die Hubbard-Wehselwirkung liefern nur die Zwei-Teilhen-Loh-Anregungen mit ent-gegengesetzten Spins (ZTLA ↑↓) einen endlihen Beitrag. Die Berehnung der erforderli-hen Kontraktionen be�ndet sih im Anhang C.1. Der Beitrag zweiter Ordnung in U ist



5.2 Grundzustandsenergie 67gegeben durh
EU2,ZTLA↑↓

0 =
∑

|11〉

∣∣∣〈FS|UD̂|11〉
∣∣∣
2

E
(0)
0 − E

(0)
|11〉

=− U2
∑

k1,k2,k3,k4

∣∣∣
∑L

l=1〈FS| (n̂l,↑ − 1/2) (n̂l,↓ − 1/2) b̂+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↓âk4,↓|FS〉

∣∣∣
2

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)

=−
(

U

L

)2 ∑

k1,k2,k3,k4

1

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)
{
δk1−k2+k3−k4,0[u1(k1, k2, k3, k4)]

2 + δk1−k2+k3−k4,±π[u2(k1, k2, k3, k4)]
2
}

.(5.47)5.2.3.2 Langreihweitige Coulomb-WehselwirkungZur zweiten Ordnung der Grundzustandsenergie in V tragen mehrere Anregungen bei.Zunähst gibt es den Beitrag der Ein-Teilhen-Loh-Anregungen (ETLA),
EV 2,ETLA

0 =
∑

|rs〉∈{|10〉, |01〉}

V 2
∣∣∣〈FS|V̂ |rs〉

∣∣∣
2

E
(0)
0 − E

(0)
|rs〉

=
∑

k1,k2,σ

|∑l, r 6=0 V (r)〈FS| (n̂l − 1) (n̂l+r − 1) b̂+
k1,σâk2,σ|FS〉|2

− (E(k1) + E(k2))

= 2
∑

k

V 2v0(k)2

E(k)
, (5.48)wobei im letzten Shritt (C.2) eingesetzt wurde. Mit (C.3) tragen die Zwei-Teilhen-Loh-Anregungen mit entgegengesetzten Spins (ZTLA ↑↓) bei

EV 2, ZTLA↑↓
0 =

∑

|11〉

V 2
∣∣∣〈FS|V̂ |11〉

∣∣∣
2

E
(0)
0 − E

(0)
|11〉

=
∑

k1,k2,k3,k4

V 2
∣∣∣〈FS|V̂ b̂+

k1,↑âk2,↑b̂
+
k3,↓âk4,↓|FS〉

∣∣∣
2

− (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))

=−
(

V

L

)2 ∑

k1,k2,k3,k4

1

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)
{

δk1−k2+k3−k4,0[v1(k1, k2, k3, k4)]
2 + δk1−k2+k3−k4,±π[v2(k1, k2, k3, k4)]

2
}

.(5.49)



68 5 Störungstheorie in der Coulomb-WehselwirkungDarüber hinaus gibt es den Beitrag der ZTLA mit parallelen Spins (ZTLA ‖). Mit (C.5)ist
E

V 2,ZTLA‖
0 =

∑

|rs〉∈{|20〉, |02〉}

V 2
∣∣∣〈FS|V̂ |rs〉

∣∣∣
2

E
(0)
0 − E

(0)
|rs〉

=
∑

k1<k3,k2<k4,σ

−V 2|〈FS|V̂ b̂+
k1,σâk2,σ b̂+

k3,σâk4,σ|0〉|2

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)

=− 2

(
V

L

)2 ∑

k1<k3,k2<k4

1

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)
{

δk1−k2+k3−k4,0[v1(k1, k2, k3, k4)− v1(k1, k4, k3, k2)]
2

+ δk1−k2+k3−k4,±π[v2(k1, k2, k3, k4)− v2(k1, k4, k3, k2)]
2
}

. (5.50)Die Summationsbeshränkungen können aufgehoben und durh einen Faktor 1/4 berük-sihtigt werden.5.2.3.3 MishtermeDer einzige Beitrag zur Grundzustandsenergie proportional zu UV stammt von einer Zwei-Teilhen-Loh-Anregung mit entgegengesetzten Spins und ergibt mit (C.1) und (C.3)
EUV,ZTLA↑↓

0 =UV
∑

|11〉

〈FS|V̂ |11〉〈11|D̂|FS〉+ h.c.

E
(0)
0 − E

(0)
|11〉

=
∑

k1,k2,k3,k4

UV

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)
{
〈FS|V̂ b̂+

k1,↑âk2,↑b̂
+
k3,↓âk4,↓|FS〉〈FS|D̂b̂+

k1,↑âk2,↑b̂
+
k3,↓âk4,↓|FS〉∗ + h..}

=
2UV

L2

∑

k1,k2,k3,k4

1

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)
{

δk1−k2+k3−k4,0u1(k1, k2, k3, k4)v1(k1, k2, k3, k4)

+ δk1−k2+k3−k4,±πu2(k1, k2, k3, k4)v2(k1, k2, k3, k4)
}

. (5.51)Die Beiträge aus (5.44), (5.46), (5.48), (5.47), (5.49), (5.50) und (5.51) liefern die Grund-zustandsenergie bis zur zweiten Ordnung in der Coulomb-Wehselwirkung. Sie werden inAbshnitt 6.1 mit DMRG-Rehnungen verglihen.



5.3 Einteilhenlüke 695.3 EinteilhenlükeIm Abshnitt 2.3 wurde die Einteilhenlüke (2.13) de�niert
∆1(N) = [E0(N + 1)− E0(N)]− [E0(N)−E0(N − 1)] . (5.52)Sie bestimmt den Beginn des Teilhen-Loh-Kontinuums: Elektron-Loh-Paare mit Ener-gien gröÿer als ∆1 sind ungebunden. In einem Teilhen-Loh-symmetrishen Modell wiedem hier untersuhten (5.4) gilt

∆1(N) = 2[E0(N + 1)− E0(N)] . (5.53)Damit genügt es, die Grundzustandsenergie für das halbgefüllte Modell mit einem zusätz-lihen Elektron zu berehnen. Dieses zusätzlihe Elektron hat den Impuls p = −π/2, dadas untere Peierls-Band bereits vollständig besetzt ist und die Energie des oberen Peierls-Bandes an diesem Punkt minimal ist. Somit trägt das Elektron bei p die niedrigstmögliheEnergie.Um die Energie des Grundzustandes mit L + 1 Teilhen zu bestimmen, sind Matrix-elemente der Form MN+1(p) = 〈0|b̂p,σÔb̂+
p,σ|0〉 auszurehnen, wobei Ô ∈ {D̂ , V̂ }. Um dieentsprehenden Beiträge zur Lüke zu erhalten, zieht man die jeweiligen Matrixelementefür N = L Teilhen ab. Die Berehnung dieser Matrixelemente �ndet sih im Anhang C.2.Im folgenden sind die Ergebnisse der Einteilhenlüke bis einshlieÿlih der zweiten Ord-nung aufgeführt, wobei hier die Annahme getro�en wird, daÿ das zusätzlihe ElektronSpin ↑ hat. Wegen der Invarianz des Modells unter Spinrotation hat dies keinen Ein�uÿauf das Ergebnis.5.3.1 Beitrag führender OrdnungWie im Abshnitt 2.3 gezeigt, ist der Beitrag führender Ordnung

∆
(0)
1 = 2E(p) = 4tδ , (5.54)unabhängig von der Systemgröÿe L.5.3.2 Beiträge erster Ordnung in der Coulomb-Wehselwirkung5.3.2.1 Hubbard-WehselwirkungDie erste Ordnung in U vershwindet wegen der Teilhen-Loh-Symmetrie,

∆U
1 = U

(
〈FS|b̂p,↑D̂b̂+

p,↑|FS〉 − 〈FS|D̂|FS〉
)

= 0 . (5.55)



70 5 Störungstheorie in der Coulomb-Wehselwirkung5.3.2.2 Langreihweitige WehselwirkungDie erste Ordnung in V liefert einen endlihen Beitrag zur Energielüke
∆V

1 = 2V
(
〈FS|b̂p,↑V̂ b̂+

p,↑|FS〉 − 〈FS|V̂ |FS〉
)

= 2
∑

−L/2<r<L/2

r|2=1

4tV (r)

(
cos(p)

E(p)
cos(pr)Aδ(r) +

δ sin(p)

E(p)
sin(pr)Bδ(r)

)

=
∑

−L/2<r<L/2

r|2=1

4V (r)(−1)[(r−1)/2]Bδ(r) , (5.56)wobei (C.8) und (5.46) verwendet wurden und im letzten Shritt p = −π/2 eingesetztwurde.5.3.3 Beiträge zweiter Ordnung in der Coulomb-Wehselwirkung5.3.3.1 Hubbard-WehselwirkungIn der zweiten Ordnung in U tragen Ein- sowie Zwei-Teilhen-Loh-Anregungen mit ent-gegengesetzten Spins bei. Mit (C.6) erhält man
∆U2,ETLA

1 =2
∑

k1,k2,k3

U2|〈FS|b̂p,↑D̂b̂+
k1,↓âk2,↓b̂

+
k3,↑|FS〉|2

E(p)− (E(k1) + E(k2) + E(k3))

=

(
U

L

)2 ∑

k1,k2,k3

2 (1− δp,k1
)

E(p)− (E(k1) + E(k2) + E(k3))
{
δk1−k2+k3−p,0[u2(k1, k2, k3, p)]2 + δk1−k2+k3−p,±π[u1(k1, k2, k3, p)]2

}
,(5.57)und mit (C.7) und (C.1)

∆U2, ZTLA↑↓
1 =2




∑

k1,k2,k3,k4

|〈FS|b̂p,↑UD̂b̂+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↓âk4,↓b̂

+
p,↑|FS〉|2

− (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))
− EU2,ZTLA↑↓

0




=

(
U

L

)2 ∑

k1,k2,k3,k4

2δp,k1

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)
{
δk1−k2+k3−k4,0[u1(k1, k2, k3, k4)]

2 + δk1−k2+k3−k4,±π[u2(k1, k2, k3, k4)]
2
}

.(5.58)



5.3 Einteilhenlüke 715.3.3.2 Langreihweitige Coulomb-WehselwirkungIn der zweiten Ordnung in V tragen Ein-Teilhen-Loh-Anregungen sowohl mit entgegen-gesetzten als auh mit parallelen Spins bei,
∆V 2,ETLA

1 =2




∑

k1,k2,k3, τ

V 2 (1− δτ,↑/2) |〈FS|b̂p,↑V̂ b̂+
k1,τ âk2,τ b̂

+
k3,↑|FS〉|2

E(p)− (E(k1) + E(k2) + E(k3))
−EV 2, ETLA

0




=2

((
V

L

)2 ∑

k1,k2,k3

1

E(p)− (E(k1) + E(k2) + E(k3))
{

Θ(k1 − k3)

[
δk1−k2+k3−p,0

{
δp,k3

δk1,k2
Lv0(k1)− δp,k1

δk2,k3
Lv0(k3)

+ v2(k3, p, k1, k2)− v2(k1, p, k3, k2)
}2

+ δk1−k2+k3−p,±π

{
v1(k3, p, k1, k2)− v1(k1, p, k3, k2)

}2
]

+ δk1−k2+k3−p,0

{
δp,k3

δk1,k2
Lv0(k1) + v2(k3, p, k1, k2)

}2

+ δk1−k2+k3−p,±π

{
v1(k3, p, k1, k2)

}2
}
− EV 2,ETLA

0

)
, (5.59)wobei (C.10) und (C.11) verwendet wurden. Zudem liefern die Zwei-Teilhen-Loh-Anre-gungen mit entgegengesetzten Spins nah (C.12)

∆V 2,ZTLA↑↓
1 =2




∑

k1,k2,k3,k4

V 2
∣∣∣〈FS|b̂p,↑V̂ b̂+

k1,↑âk2,↑b̂
+
k3,↓âk4,↓b̂

+
p,↑|FS〉

∣∣∣
2

− (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))
− EV 2,ZTLA ↑↓

0




=

(
V

L

)2 ∑

k1,k2,k3,k4

2δk1,p

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)
{
δk1−k2+k3−p,0[v1(k1, k2, k3, k4)]

2 + δk1−k2+k3−p,±π[v2(k1, k2, k3, k4)]
2
}

.(5.60)Der Beitrag für die ZTLA mit parallelen Spins lautet mit (C.13)
∆

V 2,ZTLA‖
1 =2




∑

k1<k3,k2<k4,τ

V 2|〈FS|b̂p,↑V̂ b̂+
k1,τ âk2,τ b̂

+
k3,τ âk4,τ b̂

+
p,↑|FS〉|2

− (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))
− E

V 2, ZTLA ‖
0




=

(
V

L

)2 ∑

k1<k3,k2<k4,τ

2(δk1,p + δk3,p)

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)
{
δk1−k2+k3−p,0 [v1(k1, k2, k3, k4)− v1(k1, k4, k3, k2)]

2

+ δk1−k2+k3−p,±π[v2(k1, k2, k3, k4)− v2(k1, k4, k3, k2)]
2
}

. (5.61)



72 5 Störungstheorie in der Coulomb-Wehselwirkung5.3.3.3 MishtermeIn der zweiten Ordnung der gemishten Coulomb-Anteile gibt es den Beitrag der ETLAmit entgegengesetzten Spins,
∆UV,ETLA

1 =2
∑

k1,k2,k3,τ

UV

E(p)− (E(k1) + E(k2) + E(k3))
{
〈FS|b̂p,↑D̂b̂+

k1,↓âk2,↓b̂
+
k3,↑|FS〉〈FS|b̂p,↑V̂ b̂+

k1, ↓âk2, ↓b̂
+
k3,↑|FS〉∗ + h.c.

}

=

(
4UV

L2

) ∑

k1,k2,k3

1

E(p)− (E(k1) + E(k2) + E(k3))
{

δk1−k2+k3−p,0v2(k3, p, k1, k2)u2(k1, k2, k3, p)

+ δk1−k2+k3−p,±πv1(k3, p, k1, k2)u1(k1, k2, k3, p)
}

, (5.62)nah Gleihungen (C.6) und (C.10).Die ZTLA mit entgegengesetzten Spins liefern
∆UV,ZTLA↑↓

1 =2

( ∑

k1,k2,k3,k4

(−UV )

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)
{
〈FS|b̂p,↑D̂b̂+

k1,↑âk2,↑b̂
+
k3,↓âk4,↓b̂

+
p,↑|FS〉

〈FS|b̂p,↑V̂ b̂+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↓âk4,↓b̂

+
p,↑|FS〉∗ + h.c.

}
− EUV,ZTLA↑↓

0

)

=

(
4UV

L2

) ∑

k1,k2,k3,k4

δk1,p

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)
{

δk1−k2+k3−p,0u1(k1, k2, k3, k4)v1(k1, k2, k3, k4)

+ δk1−k2+k3−p,±πu2(k1, k2, k3, k4)v2(k1, k2, k3, k4)
}

, (5.63)wobei Gleihungen (C.7) und (C.12) verwendet wurden.Die Terme (5.54), (5.56), (5.57), (5.58), (5.59), (5.60), (5.61), (5.62) und (5.63) ergebenzusammen die Einteilhenlüke bis einshlieÿlih der zweiten Ordnung in der Coulomb-Wehselwirkung. Die Ergebnisse werden im Abshnitt 6.2 mit DMRG-Rehnungen vergli-hen.5.4 Matrixelemente der optishen AnregungenAufgrund der Gültigkeit der Störungstheorie gilt für die Spin- und die Ladungslüken ∆sund ∆c

∆c ≡ E1(N,S = 0)− E0(N,S = 0) = Es −E0 , (5.64)
∆s ≡ E1(N,S = 1)− E0(N,S = 0) = Et − E0 , (5.65)



5.4 Matrixelemente der optishen Anregungen 73wobei E(s/t) die Energie des ersten angeregten Singuletts (Tripletts) bezeihnet. Im fol-genden werden die Ausdrüke der Energien E(s/t) dargestellt. Grundsätzlih treten bei derBerehnung der Energiebeiträge zweiter Ordnung des ersten angeregten Singuletts bzw.Tripletts Matrixelemente der folgenden Art auf,
M0,(s/t)(p1, p2) = (s/t)〈p1|ĤP|p2〉(s/t) − δp1,p2

E
(0)
0 , (5.66)

M1,(s/t)(p1, p2) = (s/t)〈p1|Ŵ |p2〉(s/t) − δp1,p2
E

(1)
0 , (5.67)

M2,(s/t)(e; p1, p2) =
∑

|m〉

(s/t)〈p1|Ŵ |m〉(s/t)(s/t)〈m|Ŵ |p2〉(s/t)

e− (E
(0)
m − E

(0)
0 )

. (5.68)Die Berehnung der einzelnen Matrixelemente �ndet sih im Anhang C.3. Im folgendenwerden die Ergebnisse zusammengestellt.5.4.1 Matrixelement in führender OrdnungDer energetish günstigste Triplett- oder Singulettzustand im Falle vershwindender Cou-lomb-Abstoÿung ist eine optishe Elektron-Loh-Anregung beim Impuls p1 = −π/2, sieheAbb. 5.4, die einen diagonalen Beitrag liefert,
M0,(s/t)(p1, p2) = δp1,p2

2E(p1) . (5.69)
↑

k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

↓

k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

Abbildung 5.4 Ein-Teilhen-Loh-Anregung mit der niedrigstmöglihen Energie.5.4.2 Matrixelemente erster Ordnung in der Coulomb-Wehselwirkung5.4.2.1 Hubbard-WehselwirkungDie Matrix der ersten Ordnung der lokalen Coulomb-Wehselwirkung ergibt sih nah(C.16)
MU

1,(s/t)(p1, p2) = ±U

L
. (5.70)



74 5 Störungstheorie in der Coulomb-Wehselwirkung5.4.2.2 Langreihweitige Coulomb-WehselwirkungIn der ersten Ordnung in der langreihweitigen Coulomb-Wehselwirkung erhält man mit(C.21) und (5.46)
MV

1,(s/t)(p1, p2) =
∑

−L/2<r<L/2

r|2=1

V (r)δp1,p2

[8 cos(p1) cos(p1r)

E(p1)
Aδ(r)

+
8δ sin(p1) sin(p1r)

E(p1)
Bδ(r)

]

− 2

L

∑

r 6=0

V (r) cos((p1 − p2)r)
[
f2
2 (p1, p2) + (−1)rf2

1 (p1, p2)
]

+
2

L

∑

r 6=0

V (r) [1 + (1± 1)(−1)r ] . (5.71)5.4.3 Matrixelemente zweiter Ordnung in der Coulomb-Wehselwirkung5.4.3.1 Hubbard-WehselwirkungZur zweiten Ordnung in der lokalen Coulomb-Wehselwirkung tragen Zwei- sowie Drei-Teilhen-Loh-Anregungen mit entgegengesetzten Spins bei. Mit (C.17) ergibt sih für dieZwei-Teilhen-Loh-Anregungen
MU2,ZTLA↑↓

2,(s/t) (e; p1, p2) =
∑

k1,k2,k3,k4

{
(s/t)

〈
p1|UD̂b̂+

k1,↑âk2,↑b̂
+
k3,↓âk4,↓|FS

〉}
{p1 → p2}∗

e− (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))

=

(
U2

2L2

) ∑

k1,k2,k3,k4

1

e− (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))

{δp1,k2
− δp1,k1

± [δp1,k4
− δp1,k3

]} {p1 → p2}{
δk1−k2+k3−k4,0[u2(k1, k2, k3, k4)]

2

+ δk1−k2+k3−k4,±π[u1(k1, k2, k3, k4)]
2
}

. (5.72)Die Drei-Teilhen-Loh-Anregungen (DTLA) tragen bei
MU2,DTLA

2,(s/t) (e; p1, p2) =
1

2

∑

k1<k3,k2<k4,k5,k6

2U2

e−∑6
j=1 E(kj)

{
(s/t)〈p1|D̂b̂+

k1,↑âk2,↑b̂
+
k3,↑âk4,↑b̂

+
k5,↓âk6,↓|FS〉

}{
p1 → p2

}∗

. (5.73)



5.4 Matrixelemente der optishen Anregungen 75Mit (C.18) folgt
MU2, DTLA

2,(s/t) (e; p1, p2) =

(
U

L

)2 ∑

k1<k3,k2<k4,k5,k6

1

e−∑6
j=1 E(kj)

[
δk1−k2+k3−k4+k5−k6,0

{
δp1,k1

δk1,k2
u1(k3, k4, k5, k6) + δp1,k3

δk3,k4
u1(k1, k2, k5, k6)

− δp1,k1
δk1,k4

u1(k3, k2, k5, k6)− δp1,k3
δk3,k2

u1(k1, k4, k5, k6)
}

{
p1 → p2

}

+ δk1−k2+k3−k4+k5−k6,±π{
δp1,k1

δk1,k2
u2(k3, k4, k5, k6) + δp1,k3

δk3,k4
u2(k1, k2, k5, k6)

− δp1,k1
δk1,k4

u2(k3, k2, k5, k6)− δp1,k3
δk3,k2

u2(k1, k4, k5, k6)
}

{
p1 → p2

}]
. (5.74)Für die konkreten numerishen Auswertungen (L ≤ 140) werden die auftretenden k-Sum-men mithilfe der Impulserhaltungen reduziert. Da die Matrixelemente antisymmetrishunter der Vertaushung von k1 mit k3 bzw. k2 mit k4 sind und die Matrixelemente paar-weise auftreten, können die Summationsbeshränkungen aufgehoben und mit einem Faktor

1/4 berüksihtigt werden. Man erkennt jedoh bereits hier, warum die zweite OrdnungStörungstheorie die Mahbarkeitsgrenze darstellt: in der dritten Ordnung treten Fünf-Teil-hen-Loh-Anregungen auf, die analytish und numerish niht mehr handhabbar sind.5.4.3.2 Langreihweitige Coulomb-WehselwirkungDa ein einzelnes Teilhen-Loh-Paar durh V̂ abgeregt werden kann, trägt auh eine Null-Teilhen-Loh-Anregung (NTLA) zur zweiten Ordnung in der langreihweitigen Coulomb-Wehselwirkung bei. Mit (C.22) folgt
MV 2,NTLA

2,(s/t) (e; p1, p2) =
(s/t)〈p1|V̂ |FS〉〈FS|V̂ |p2〉(s/t)

e
=

V 2

2

(1± 1)2v0(p1)v0(p2)

e
.Die Zwei-Teilhen-Loh-Anregungen mit entgegengesetzten Spins liefern mit (C.23)

MV 2, ZTLA↑↓
2,(s/t) (e; p1, p2) =

∑

k1,k2,k3,k4

{
(s/t)〈p1|V̂ b̂+

k1,↑âk2,↑b̂
+
k3,↓âk4,↓|FS〉

}{
p1 → p2

}

e− (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))
, (5.75)
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MV 2, ZTLA↑↓

2,(s/t) (e; p1, p2) =
1

2

(
V

L

)2 ∑

k1,k2,k3,k4

1

e− (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))
[
δk1−k2+k3−k4,0

{
δk1,k2

δk3,k4
L (δp1,k1

v0(k3)± δp1,k3
v0(k1))

+ (δp1,k2
− δp1,k1

) v2(k1, k2, k3, k4)

± (δp1,k4
− δp1,k3

) v2(k3, k4, k1, k2)
}{

p1 → p2

}

+ δk1−k2+k3−k4,±π{
(δp1,k2

− δp1,k1
) v1(k1, k2, k3, k4)

± (δp1,k4
− δp1,k3

) v1(k3, k4, k1, k2)
}{

p1 → p2

}]
. (5.76)Zwei-Teilhen-Loh-Anregung mit parallelen Spins liefern mit (C.25)

M2,(s/t)
V 2, ZTLA‖(e; p1, p2)

=
∑

k1<k3,k2<k4

V 2
{

(s/t)

〈
p1|V̂ b̂+

k1,↑âk2,↑b̂
+
k3,↑âk4,↑|FS

〉}{
p1 → p2

}

e− (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))

=

(
V

L

)2 ∑

k1<k3,k2<k4

1

e− (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))
[
δk1−k2+k3−k4,0

{
(δk1,k2

δk3,k4
− δk1,k4

δk3,k2
)L [δp1,k1

v0(k3) + δp1,k3
v0(k1)]

2

+ (δp1,k2
− δp1,k1

) v2(k1, k2, k3, k4) + (δp1,k4
− δp1,k3

) v2(k3, k4, k1, k2)

− (δp1,k2
− δp1,k3

) v2(k1, k4, k3, k2)− (δp1,k4
− δp1,k1

) v2(k3, k2, k1, k4)
}

{
p1 → p2

}
+ δk1−k2+k3−k4,±π

{
(δp1,k2

− δp1,k1
) v1(k1, k2, k3, k4) + (δp1,k4

− δp1,k3
) v1(k3, k4, k1, k2)

− (δp1,k2
− δp1,k3

) v1(k1, k4, k3, k2)− (δp1,k4
− δp1,k1

) v1(k3, k2, k1, k4)
}

{
p1 → p2

}]
. (5.77)Der Beitrag der Drei-Teilhen-Loh-Anregungen mit entgegengesetzten Spins

M2,(s/t)
V 2, DTLA⊥(e; p1, p2) =

∑

k1<k3,k2<k4,k5,k6

V 2

e−∑6
j=1 E(kj)

{
(s/t)

〈
p1

∣∣∣V̂ b̂+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑b̂

+
k5,↓âk6,↓

∣∣∣FS
〉}{

p1 → p2

} (5.78)



5.4 Matrixelemente der optishen Anregungen 77ergibt sih zu
M2,(s/t)

V 2, DTLA⊥(e; p1, p2) =

(
V

L

)2 ∑

k1<k3,k2<k4,k5,k6

1

e−∑6
j=1 E(kj)

[
δk1−k2+k3−k4+k5−k6,0

{
δk3,k4

δp1,k3
v1(k1, k2, k5, k6) + δk1,k2

δp1,k1
v1(k3, k4, k5, k6)

− δk1,k4
δp1,k1

v1(k3, k2, k5, k6)− δk3,k2
δp1,k3

v1(k1, k4, k5, k6)

± (δk5,k6
δp1,k5

v1(k1, k2, k3, k4)− δk5,k6
δp1,k5

v1(k1, k4, k3, k2))
}{

p1 → p2

}

+ δk1−k2+k3−k4+k5−k6,±π{
δk3,k4

δp1,k3
v2(k1, k2, k5, k6) + δk1,k2

δp1,k1
v2(k3, k4, k5, k6)

− δk1,k4
δp1,k1

v2(k3, k2, k5, k6)− δk3,k2
δp1,k3

v2(k1, k4, k5, k6)

± (δk5,k6
δp1,k5

v2(k1, k2, k3, k4)− δk5,k6
δp1,k5

v2(k1, k4, k3, k2))
}{

p1 → p2

}]
,(5.79)wobei (C.26) verwendet wurde. Die Impulserhaltungen reduzieren den numerishen Auf-wand auf ein erträglihes Maÿ.Mithilfe von (C.29) ergeben die Drei-Teilhen-Loh-Anregungen mit parallelen Spinsden Beitrag

M2,(s/t)
V 2,DTLA‖(e; p1, p2)

=
∑

k1<k3<k5,k2<k4<k6

V 2
{

(s/t)

〈
p1

∣∣∣V̂
(
b̂+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑b̂

+
k5,↑âk6,↑

)∣∣∣FS
〉}{

p1 → p2

}

e−∑6
j=1 E(kj)

=

(
V

L

)2 ∑

k1<k3<k5,k2<k4<k6

1

e−
∑6

j=1 E(kj)

∑

f=1,2

δk1−k2+k3−k4+k5−k6,±(f−1)π

{
δk5,k6

δp1,k5
(vf (k1, k2, k3, k4)− vf (k3, k2, k1, k4))

+ δk3,k4
δp1,k3

(vf (k1, k2, k5, k6)− vf (k5, k2, k1, k6))

+ δk1,k2
δp1,k1

(vf (k3, k4, k5, k6)− vf (k5, k4, k3, k6))

− δk1,k4
δp1,k1

(vf (k3, k2, k5, k6)− vf (k5, k2, k3, k6))

− δk1,k6
δp1,k1

(vf (k3, k4, k5, k2)− vf (k5, k4, k3, k2))

− δk3,k2
δp1,k3

(vf (k1, k4, k5, k6)− vf (k5, k4, k1, k6))

− δk3,k6
δp1,k3

(vf (k1, k2, k5, k4)− vf (k5, k2, k1, k4))

− δk5,k2
δp1,k5

(vf (k1, k6, k3, k4)− vf (k3, k6, k1, k4))

− δk5,k4
δp1,k5

(vf (k1, k2, k3, k6)− vf (k3, k2, k1, k6))
}{

p1 → p2

}
. (5.80)



78 5 Störungstheorie in der Coulomb-Wehselwirkung5.4.3.3 MishtermeZur zweiten Ordnung der gemishten lokalen und langreihweitigen Coulomb-Wehselwir-kungsbeiträge steuern alle Anregungen bei, deren Beiträge zur zweiten Ordnung in derlokalen Coulomb-Wehselwirkung niht vershwinden.Zum ersten erhält man Beiträge der Zwei-Teilhen-Loh-Anregungen mit untershiedli-hen Spins nah (C.17) und (C.23)
MUV,ZTLA↑↓

2,(s/t) (e; p1, p2)

=
∑

k1,k2,k3,k4

UV

e− (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))

(
(s/t)

〈
p1

∣∣∣V̂ b̂+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↓âk4,↓

∣∣∣FS
〉〈

FS
∣∣∣â+

k2,↑b̂k1,↑â
+
k4,↓b̂k3,↓D̂

∣∣∣ p2

〉
(s/t)

+
{

p1 ↔ p2

}∗
)

=

(
UV

2L2

) ∑

k1,k2,k3,k4

1

e− (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))

(
δk1−k2+k3−k4,0

[{
(δp2,k2

− δp2,k1
) u2(k1, k2, k3, k4)± (δp2,k4

− δp2,k3
) u2(k3, k4, k1, k2)

}

{
(δp1,k2

− δp1,k1
) v2(k1, k2, k3, k4)± (δp1,k4

− δp1,k3
) v2(k3, k4, k1, k2)

}
+ {p1 ↔ p2}

]

+ δk1−k2+k3−k4,±π

{
(δp2,k2

− δp2,k1
) u1(k1, k2, k3, k4)

± (δp2,k4
− δp2,k3

)u1(k3, k4, k1, k2)
}

{
(δp1,k2

− δp1,k1
) v1(k1, k2, k3, k4)± (δp1,k4

− δp1,k3
) v1(k3, k4, k1, k2)

}
+ {p1 ↔ p2}

)
.(5.81)Für die Drei-Teilhen-Loh-Anregungen mit entgegengesetzten Spins ist die Berehnungdes nahfolgenden Matrixelements erforderlih

MUV, DTLA⊥
2,(s/t) (e; p1, p2)

=
∑

k1<k3,k2<k4,k5,k6

2UV

e−∑6
j=1 E(kj)

(
(s/t)

〈
p1

∣∣∣V̂ b̂+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑b̂

+
k5,↓âk6,↓

∣∣∣FS
〉〈

FS
∣∣∣â+

k2,↑b̂k1,↑â
+
k4,↑b̂k3,↑â

+
k6,↓b̂k5,↓D̂

∣∣∣ p2

〉
(s/t)

+
{
p1 ↔ p2

}∗
)

. (5.82)



5.5 Optishe Anregungen 79Mit (C.18) und (C.26) ergibt sih
M2,(s/t)

UV,DTLA⊥(e; p1, p2)

=

(
UV

L2

) ∑

k1<k3,k2<k4,k5,k6

1

e−∑6
j=1 E(kj)

∑

f=1,2

δk1−k2+k3−k4+k5−k6,±(f−1)π[{
δk3,k4

δp2,k3
uf (k1, k2, k5, k6) + δk1,k2

δp2,k1
uf (k3, k4, k5, k6)

− δk1,k4
δp2,k1

uf (k3, k2, k5, k6)− δk3,k2
δp2,k3

uf (k1, k4, k5, k6)
}

{
δk3,k4

δp1,k3
vf (k1, k2, k5, k6) + δk1,k2

δp1,k1
vf (k3, k4, k5, k6)

− δk1,k4
δp1,k1

vf (k3, k2, k5, k6)− δk3,k2
δp1,k3

vf (k1, k4, k5, k6)

± (δk5,k6
δp1,k5

vf (k1, k2, k3, k4)− δk5,k6
δp1,k5

vf (k1, k4, k3, k2))
}

+
{
p1 ↔ p2

}]
.(5.83)5.5 Optishe AnregungenIn diesem Abshnitt werden die vershiedenen Möglihkeiten vorgestellt, Exzitonen mit-hilfe der Matrizen M0, M1 und M2 zu berehnen. Die konkrete Auswertung der Formelnund der Vergleih mit DMRG-Resultaten �ndet sih im nähsten Kapitel, Abshnitt 6.3.5.5.1 Wannier-StörungstheorieIn diesem Kapitel werden die Formeln aus Abshnitt 5.1.2 konkretisiert.5.5.1.1 Wannier-Störungstheorie erster OrdnungNah Gleihung (5.13) ist in erster Ordnung der Wannier-Störungstheorie die Wannier-Matrix mit den Einträgen

MW(p1, p2) = M0,(s/t)(p1, p2) + M1,(s/t)(p1, p2) (5.84)zu diagonalisieren [7℄. Daraus erhält man die Eigenenergien e(s/t) und die zugehörigenEigenzustände mit den Amplituden w(s/t)(p). Man erhält so die Ergebnisse in [2℄.5.5.1.2 Wannier-Störungstheorie zweiter OrdnungUm die Korrektur zweiter Ordnung auszurehnen, muÿ (5.15) ausgewertet werden. DieAnregungsenergie des Singulett- und Triplett-Exzitons wird korrigiert um den Beitragzweiter Ordnung
e
(2)
(s/t) =

∑

|m〉6=|(s/t)〉

〈(s/t)|Ĥ⊥|m〉〈m|Ĥ⊥|(s/t)〉
e
(0)
(s/t) − (E

(0)
m − E

(0)
0 )

. (5.85)



80 5 Störungstheorie in der Coulomb-WehselwirkungDabei wurde die rehte Seite von (5.15) konsequent bis zur zweiten Ordnung in der Störungentwikelt, d.h. der Nenner von (5.85) enthält nur die Beiträge der kinetishen Energie desExzitons,
e
(0)
(s/t) =

∑

k

[w(s/t)(k)]22E(k) . (5.86)Im Prinzip ist es denkbar, die vollständige Anregungsenergie des Exzitons im Nenner von(5.85) zu verwenden. Zum einen wäre dies inkonsistent und zum anderen zeigt sih, daÿdadurh keine Verbesserung der Ergebnisse erreiht werden kann. Daher wird auf dieseVariante niht weiter eingegangen.Insgesamt berehnet sih der Energiebeitrag zweiter Ordnung zu
e
(2)
(s/t) =

∑

p1,p2

w(s/t)(p1)w(s/t)(p2)M2,(s/t)(e
(0)
(s/t); p1, p2)− E

(2)
0 . (5.87)5.5.2 Two-Step-StörungstheorieWie in Abshnitt 5.1.3 ausgeführt wurde, stimmen die Ergebnisse der Wannier-Störungs-theorie mit denen der Two-Step-Störungstheorie zur ersten Ordnung überein. Zur Aus-wertung der zweiten Ordnung in (5.25) benötigt man eine weitere Hilfsmatrix mit denEinträgen

B(s/t)(p1, p2) =
∑

|m〉

(s/t)〈p1|Ŵ |m〉〈m|Ŵ |p2〉(s/t)

E
(0)
m − E

(0)
0

(2E(p1)− (E
(0)
m − E

(0)
0 ))(2E(p2)− (E

(0)
m − E

(0)
0 ))

. (5.88)Um die Einträge der Matrix zu berehnen, müssen lediglih die Energienenner der Aus-drüke in Abshnitt 5.4 geeignet substituiert werden.Die Energie der exzitonishen Anregungen ergibt sih durh Diagonalisierung der Ge-samtmatrix mit den Einträgen
A(s/t)(p1, p2) =M0,(s/t)(p1, p2) + M1,(s/t)(p1, p2) + δp1,p2

(
M2,(s/t)(2E(p1); p1, p1)− E

(2)
0

)

(1− δp1,p2
)
(
M2,(s/t)(2E(p1); p1, p2) + M2,(s/t)(2E(p2); p1, p2)

+ B(s/t)(p1, p2)
)

. (5.89)5.5.3 Downfolding-StörungstheorieIn der Downfolding-Störungstheorie muÿ nah Abshnitt 5.1.4 die e�ektive Hamilton-Matrix mit den Einträgen
F(s/t)(e(s/t); p1, p2) = M0,(s/t)(p1, p2) + M1,(s/t)(p1, p2) + M2,(s/t)(e(s/t); p1, p2)− δp1,p2

E
(2)
0(5.90)diagonalisiert werden. Der niedrigste Eigenwert ist selbstkonsistent zu bestimmen undliefert die exzitonishe Anregungsenergie im Downfolding-Formalismus.



6 ErgebnisseIn diesem Kapitel werden die aus der Störungstheorie gewonnenen Resultate für die Grund-zustandsenergie, die Einteilhenlüke und die optishen Anregungen dargestellt und disku-tiert. In allen störungstheoretishen Ausdrüken zur Berehnung dieser Gröÿen tauht dieGitterlänge L auf. Im Prinzip ist man an den physikalishen Eigenshaften des Systemsim thermodynamishen Limes interessiert und erwartet, daÿ Korrekturen aufgrund derendlihen Gitterlänge (`Finite-Size-E�ekte') systematish mit steigender Systemgröÿe ab-nehmen. Um dieses Verhalten zu analysieren, wird in jedem der folgenden drei Abshnittezunähst die Abhängigkeit der Resultate von der Gitterlänge untersuht. Für feste Gitter-länge und Dimerisierung wird anshlieÿend die Abhängigkeit der physikalishen Gröÿenvon der Coulomb-Wehselwirkung betrahtet, zum einen für ein festes Verhältnis U/V = 2,zum anderen für festes V = t als Funktion von U .Das erweiterte Peierls-Hubbard-Modell ist bereits im Rahmen der Dihtematrix-Renor-mierungsgruppe (DMRG) untersuht worden [9℄. Die DMRG ist ein variationelles Ver-fahren, welhes die Grundzustandsenergien und die zugehörigen Wellenfunktionen bereh-net [5, 6℄. Diese Methode ist numerish exakt, intrinsishe Fehler liegen im Promillebereih.Sie dient hier als Referenzmethode, um die Resultate der Wannier�Störungstheorie, derTwo�Step�Störungstheorie und der Downfolding�Störungstheorie qualitativ und quanti-tativ zu bewerten.In einem abshlieÿenden Abshnitt wird die Relevanz der Untersuhung für Experimentein geordneten Polymeren diskutiert.6.1 Grundzustandsenergie: Vergleih mit DMRGIn diesem Abshnitt werden die Ergebnisse der Rayleigh-Shrödinger-Störungstheorie mitdenen der DMRG verglihen.6.1.1 Finite-Size-E�ekteIn Abbildung 6.1 ist die Grundzustandsenergiedihte E0/L als Funktion der inversen Git-terlänge (1/L) für festes U = 2V = 2t und δ = 0.2 dargestellt. Während die DMRG-Ergebnisse eine quadratishe Abhängigkeit in (1/L) aufweisen, ist die störungstheoretishberehnete Grundzustandsenergie beinahe konstant, Abweihungen sind kleiner als dieStrihstärke.Der Untershied zwishen der Störungstheorie und der DMRG ist die Wahl der Rand-bedingungen. Die DMRG verwendet o�ene Randbedingungen, die zu den erwarteten er-kennbaren systematishen Korrekturen in (1/L)2 zur Energiedihte E0/L führen. Bei der81



82 6 ErgebnisseWahl von periodishen Randbedingungen, wie sie in der Störungstheorie verwendet wur-den, sind die Korrekturen in (1/L)2 für δ = 0.2 bereits für U = V = 0 vershwindendklein. Sie bleiben daher klein im Bereih der Gültigkeit der Störungstheorie. Wesentlihist hier die Beobahtung, daÿ die Grundzustandsenergie sowohl in der DMRG als auh inder Störungstheorie bei L = 100 konvergiert ist. Bei L = 100 sind Untershiede zwishenden Resultaten der DMRG und der Störungstheorie also signi�kant.
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Abbildung 6.1 Abhängigkeit der Energiedihte des Grundzustandes E0/L von der inversen Gitter-länge (1/L) für festes U = 2V = 2t und δ = 0.2 in DMRG und Störungstheorie.6.1.2 DiskussionWie Abbildung 6.1 für U = 2V = 2t und δ = 0.2 zeigt, stimmen die Daten der Stö-rungstheorie hervorragend mit denen der DMRG überein. Erst durh die hohe Au�ösungder Ordinate, etwa 0.01t, ist ein Untershied überhaupt erkennbar. In Abbildung 6.2 istdie Grundzustandsenergiedihte für L = 100, δ = 0.2 und festes Verhältnis U/V = 2 alsFunktion von V dargestellt. Die Störungstheorie erster Ordnung (PT1) entfernt sih be-reits ab V = 0.5 von der DMRG-Kurve. Im Gegensatz dazu ist die Störungstheorie zweiterOrdnung (PT) bis über V = 2 hinaus fast identish zu den DMRG-Daten; die Abweihungzur DMRG-Kurve liegt unter einem Prozent.Um den Ein�uÿ der lokalen Coulomb-Abstoÿung genauer zu untersuhen, wird nun
U variiert. Abbildung 6.3 zeigt die Grundzustandsenergiedihte als Funktion von U für
L = 100, δ = 0.2 und V = t. Wieder ist eine sehr gute Übereinstimmung zu sehen;die Abweihungen liegen unter einem Prozent, obwohl U shon gröÿer als die Bandbreite
W = 4t ist.
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Abbildung 6.2 Abhängigkeit der Energiedihte des Grundzustands E0/L von V für festes U/V = 2,
L = 100 und δ = 0.2 in DMRG und Störungstheorie.
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Abbildung 6.3 Abhängigkeit der Energiedihte des Grundzustands E0/L von U für V = t, L = 100und δ = 0.2 in DMRG und Störungstheorie.



84 6 ErgebnisseUm einen Einblik zu bekommen, in welhem Parameterbereih die ersten relevantenAbweihungen zu �nden sind, ist die Grundzustandsenergiedihte als Funktion von U beikonstanten Werten V = 2t, L = 100 und δ = 0.2 in Abbildung 6.4 dargestellt. Numerisheund analytishe Ergebnisse stehen bis zu einem Wert von U ≈ 3t in Einklang miteinander.Selbst bei sehr groÿer lokaler Coulomb-Wehselwirkung U ≈ 5t liegen die Abweihungenunter zehn Prozent.
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Abbildung 6.4 Abhängigkeit der Energiedihte des Grundzustands E0/L von U für V = 2t, L = 100und δ = 0.2 in DMRG und Störungstheorie.Die Vergleihe der Grundzustandsenergie der Rayleigh-Shrödinger-Störungstheorie mitden DMRG-Resultaten zeigen, daÿ die Störungstheorie quantitativ bis in Bereihe groÿerCoulomb-Parameter U und V eine hervorragende Beshreibung für die Grundzustands-energie liefert.6.2 Einteilhenlüke: Vergleih mit DMRGIn diesem Abshnitt werden die Ergebnisse für die Einteilhenlüke dargestellt und mitdenen der DMRG verglihen.6.2.1 Finite-Size-E�ekteZunähst wird die Abhängigkeit der Einteilhenlüke von der inversen Gitterlänge für festeDimerisierung δ = 0.2 und feste Coulomb-Wehselwirkung U = 2V = 2t in Abbildung 6.5dargestellt.
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Abbildung 6.5 Abhängigkeit der Einteilhenlüke ∆1 von der inversen Gitterlänge (1/L) für festes
U = 2V = 2t und δ = 0.2 in DMRG und Störungstheorie.Ebenso wie im Falle der Grundzustandsenergie liefert die Rayleigh-Shrödinger-Stö-rungstheorie eine (fast) konstante Einteilhenlüke als Funktion der inversen Gitterlänge.Dies ist leiht verständlih, da die Einteilhenlüke für periodishe Randbedingungen undfür U = V = 0 keine (1/L)-Korrektur aufweist. Finite-Size-Korrekturen bleiben daherklein im Bereih der Gültigkeit der Störungstheorie.Das DMRG-Resultat zeigt hingegen eine quadratishe Abhängigkeit aufgrund der in die-sen Rehnungen verwendeten o�enen Randbedingungen. Aus Abbildung 6.5 ist erkennbar,daÿ die Untershiede zwishen den Resultaten für L = 100 und dem thermodynamishenLimes marginal sind. Daher genügt es auh bei der Einteilhenlüke, die Ergebnisse vonDMRG und Störungstheorie für festes L = 100 zu vergleihen. Wie Abbildung 6.5 bereitszeigt, weihen Resultate der Störungstheorie nur um wenige Prozent von den DMRG-Werten ab, wie im folgenden diskutiert wird.6.2.2 DiskussionDas Verhalten der Einteilhenlüke als Funktion von U/V = 2 für festes L = 100 und δ =

0.2 ist in Abbildung 6.6 gezeigt. Bis zu V = 1 verlaufen die Kurven ungefähr linear. Dieseslineare Verhalten für kleine V läÿt sih durh Fluktuationen in der Ladungsdihte erklären,welhe durh die Dimerisierung hervorgerufen werden. In [9℄ wurden bereits Ergebnisseder Störungstheorie erster Ordnung (PT1) aus [2℄ mit den hier dargestellten DMRG-Resultaten verglihen.



86 6 ErgebnisseDie Störungstheorie zweiter Ordnung verbessert o�enbar die Übereinstimmung zwishenStörungstheorie und DMRG niht entsheidend, da sih die Beiträge von U2, V 2 undder Mishterme UV beinahe kompensieren. Jenseits von U = 2V = 3t ist der relativeFehler bereits auf mehr als zehn Prozent angewahsen. Dies ist niht erstaunlih, denn beidieser Gröÿe der Coulomb-Wehselwirkung hat sih der Absolutwert der Lüke um einenFaktor 2.5 vergröÿert.
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Abbildung 6.6 Abhängigkeit der Einteilhenlüke ∆1 von V für festes U/V = 2, L = 100 und
δ = 0.2 in DMRG (Punkte) und Störungstheorie. Untere Kurve: Störungstheorieerster Ordnung (PT1), obere Kurve: Störungstheorie zweiter Ordnung (PT).In Abbildung 6.7 ist das Verhalten der Einteilhenlüke bei variablem U und konstantem

V = t für L = 100 und δ = 0.2 dargestellt. In der Abbildung ist deutlih zu erkennen,daÿ die analytishen Resultate qualitativ dasselbe Bild wie die numerishen Ergebnisseliefern. Insgesamt liegt die störungstheoretishe Kurve jedoh zu niedrig. Dennoh liefertdie Störungstheorie brauhbare Ergebnisse: obwohl sih die Einteilhenlüke gegenüberihrem Wert bei U = V = 0 vervierfaht hat, liegen die Abweihungen immer noh unterzehn Prozent.Der Wert der Lüke für V = 1.5t und U = 3.0t bei festem L = 100 und δ = 0.2 wirdals Zahlenbeispiel herausgegri�en. Man �ndet ∆Abe
1 = ∆PT1

1 = 1.430t und ∆DMRG
1 =

1.8680t, das heiÿt, der Wert der Störungstheorie erster Ordnung weiht um 23 Prozentab. Die Hinzunahme der zweiten Ordnung in der Störungstheorie führt zu einem Wertder Einteilhenlüke von ∆PT
1 = 1.7229t und stellt daher bei einer Abweihung von ahtProzent eine wesentlihe Verbesserung dar.
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Abbildung 6.7 Abhängigkeit der Einteilhenlüke ∆1 von U/V für V = t, L = 100 und δ = 0.2 inDMRG und Störungstheorie.6.3 Optishe Anregungen: Vergleih mit DMRGIn diesem Abshnitt werden die störungstheoretishen Ergebnisse für die optishen Anre-gungen im erweiterten Peierls-Hubbard-Modell dargestellt und mit den Resultaten der nu-merish exakten DMRG verglihen. Insbesondere wird auh die Wannier-Störungstheorieerster Ordnung einbezogen, die bereits von Abe et al. [2℄ untersuht worden war. In denfolgenden Abshnitten sind keine Ergebnisse der Downfolding-Methode dargestellt.Obwohl die selbstkonsistente, numerishe Auswertung der Downfolding-Methode stabilläuft und unabhängig von den Startwerten konvergiert, untershätzt sie Ladungs- undSpinlüke eklatant und liefert daher keine brauhbaren Ergebnisse. Im folgenden werdendie Ladungs- und die Spinlüke ohne die Downfolding-Methode betrahtet.6.3.1 Ladungslüke (Singulett-Exzitonen)6.3.1.1 Finite-Size-E�ekteDie Finite-Size-E�ekte der Ladungslüken der DMRG und der vershiedenen störungs-theoretishen Methoden sind in Abbildung 6.8 dargestellt. Zunähst ist zu sehen, daÿder DMRG-Wert quadratish abnimmt und rash gegen den Wert im thermodynamishenLimes konvergiert. Dies ist die Signatur für einen gebundenen Zustand [46℄.Die störungstheoretishen Methoden shneiden sehr untershiedlih ab. Die mit PT1und PT bezeihneten Kurven zeigen eine starke und o�enbar qualitativ falshe Abhän-



88 6 Ergebnissegigkeit von der Systemgröÿe. Diese Kurven sind das Ergebnis der Rayleigh-Shrödinger-Störungstheorie in erster und zweiter Ordnung für eine einzelne optishe Singulettanregungbeim Impuls p = −π/2. Das (1/L)-Verhalten zeigt, daÿ es sih weiterhin um ungebundeneTeilhen-Loh-Anregungen handelt. O�enbar liefert dieser Zugang unbefriedigende Ergeb-nisse. Die Wannier-Störungstheorie erster Ordnung (WPT1) und die Two-Step-Störungs-theorie (Two-Step-PT) verhalten sih annähernd konstant und zeigen fast keine Abhän-gigkeit von der Gitterlänge. Diese beiden Zugänge liefern o�enbar Exzitonen und damitdie qualitativ rihtige Physik. Allerdings ist die quantitative Übereinstimmung mit denDMRG Daten unbefriedigend: für U = 2V = 2t ist der Fehler in der Gröÿenordnung vonzehn Prozent.Das Ergebnis der Wannier-Störungstheorie zweiter Ordnung (WPT2) beshreibt einesehr leiht nah oben gekrümmte Kurve. Diese Krümmung resultiert aus den Termenzweiter Ordnung, in die der Wannier-Zustand eingeht. Trotz der Störterme der zweitenOrdnung bleibt aber der exzitonishe Charakter der Anregung erhalten. Insbesondere ver-bessert sih die Übereinstimmung mit den DMRG-Daten erheblih, für U = 2V = 2t und
δ = 0.2 liegt der Fehler im Bereih von einigen Prozent.Die Analyse der Finite-Size-E�ekte zeigt also, daÿ die Störungstheorie von einer exzi-tonishen Beshreibung starten muÿ. Zudem ist der Vergleih zwishen Daten der DMRGund der Störungstheorie für L = 100 aussagekräftig.
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Abbildung 6.8 Abhängigkeit der Ladungslüke ∆c von der inversen Gitterlänge (1/L) für festes
U = 2V = 2t und δ = 0.2 in DMRG und Störungstheorie; siehe Text für weitereErläuterungen.



6.3 Optishe Anregungen: Vergleih mit DMRG 896.3.1.2 DiskussionIm folgenden werden die störungstheoretishen Ergebnisse mit denen der DMRG bei festerGitterlänge L = 100 und Dimerisierung δ = 0.2 verglihen. In Abbildung 6.9 ist dasVerhalten der Ladungslüke als Funktion von V für festes U = 2V dargestellt. Die DMRG-Kurve verläuft bei kleinen V zunähst linear, zeigt aber bei anwahsendem V zunehmendquadratishes Verhalten mit positiver Krümmung.Die Übereinstimmung der störungstheoretishen Kurven mit der DMRG-Kurve bei klei-nen V ist für alle Ansätze zufriedenstellend. Bei anwahsendem V entwikeln sih dievershiedenen Kurven hingegen auseinander. Die beste Übereinstimmung mit den nume-rishen Resultaten liefert die Wannier-Störungstheorie zweiter Ordnung (WPT2), die einedeutlihe Verbesserung gegenüber der Störungstheorie erster Ordnung (WPT1) bringt. DieLadungslüke wird etwas untershätzt, die Abweihungen liegen jedoh selbst bei V = 1.5tunter zehn Prozent. Im Vergleih dazu untershätzt das WPT1-Ergebnis das DMRG-Re-sultat an diesem Punkt um 30 Prozent.Die Kurve der Two-Step-Störungstheorie weiht shon für relativ kleine Werten V = 0.5tvom numerish exakten Resultat ab und kann dem Verlauf der DMRG-Kurve auh qualita-tiv niht folgen, da ihre Krümmung negativ ist. Daher kann die Two-Step-Störungstheorienur für Ladungslüken bei Werten unter V = 1 eine passable Beshreibung liefern, dieAbweihung von der numerish exakten Lösung liegen sonst über zehn Prozent.
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Abbildung 6.9 Abhängigkeit der Ladungslüke ∆c von V für festes U/V = 2, L = 100 und δ = 0.2in DMRG und den vershiedenen störungstheoretishen Ansätzen.Abbildung 6.10 stellt die Ergebnisse für die Ladungslüke in Abhängigkeit von der lo-kalen Coulomb-Wehselwirkung U bei konstantem V = t, L = 100 und δ = 0.2 dar.



90 6 ErgebnisseDie DMRG-Kurve zeigt ein quadratishes Verhalten, das von allen störungstheoretishenNäherungen qualitativ reproduziert wird. Wieder erweist sih die Wannier-Theorie zwei-ter Ordnung als die beste Methode; die Abweihungen liegen selbst bei U = 5t bei etwazehn Prozent. Etwas shlehter ist die Two-Step-Störungstheorie. Das Ergebnis der WPT1untershätzt das numerish exakte Resultat deutlih.
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Abbildung 6.10 Abhängigkeit der Ladungslüke ∆c von U für festes V = t, L = 100 und δ = 0.2in DMRG und den vershiedenen störungstheoretishen Ansätzen.6.3.2 Spinlüke (Triplett-Exzitonen)6.3.2.1 Finite-Size-E�ekteDie Finite-Size-Analyse zeigt, daÿ auh die niedrigste Triplettanregung exzitonishen Cha-rakter hat.In Abbildung 6.11 ist die Abhängigkeit der numerish und analytish ermittelten Spin-lüken von der inversen Gitterlänge am Punkt U = 2V = 2t und für festes δ = 0.2dargestellt. Wie auh bei der Ladungslüke zeigt die DMRG-Kurve eine sehr shwaheAbhängigkeit von der Systemgröÿe und konvergiert rash gegen ihren Wert im thermody-namishen Limes. Dieses Verhalten als Funktion der Systemgröÿe ist wieder ein deutlihesZeihen für eine gebundene Teilhen-Loh-Anregung, in diesem Fall ein Triplett-Exziton.Die gewöhnlihe Rayleigh-Shrödinger-Störungstheorie (PT) kann dieses Verhalten nihtreproduzieren und beshreibt wiederum nur eine ungebundene Teilhen-Loh-Anregung.Im Gegensatz dazu beshreiben die anderen störungstheoretishen Verfahren exzitoni-



6.3 Optishe Anregungen: Vergleih mit DMRG 91she Anregungen, wie die geringen Finite-Size-E�ekte zeigen. Wie im Falle des Singulett-Exzitons liefert die Wannier-Störungstheorie zweiter Ordnung (WPT2) die beste Überein-stimmung mit den DMRG-Daten. Für U = 2V = 2t und δ = 0.2 betragen die Fehler nureinige Prozent, während die Two-Step-Störungstheorie die Anregungsenergie um mehr alszehn Prozent untershätzt. Wie für alle vorherigen physikalishe Gröÿen genügt es, denVergleih für L = 100 Gitterplätze durhzuführen.
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Abbildung 6.11 Abhängigkeit der Spinlüke ∆s von der inversen Gitterlänge (1/L) für festes U =
2V = 2t und δ = 0.2 in DMRG und Störungstheorie.6.3.2.2 DiskussionIm folgenden werden die Gitterlänge L = 100, die Dimerisierung δ = 0.2 und das Ver-hältnis U/V = 2 festgehalten. Die Spinlüken der Störungstheorie werden den numerishexakten DMRG-Resultaten gegenübergestellt.Wie man an Abbildung 6.12 sieht, steigt die DMRG-Spinlüke in Abhängigkeit von Vnur sehr shwah an und nimmt ab V = 1 wieder langsam ab. Daran kann man erken-nen, daÿ Korrekturen dritter Ordnung wihtig werden. Wieder ist es die Kurve aus derWannier-Theorie zweiter Ordnung (WPT2), die den DMRG-Datenpunkten der Spinlükeam nähsten kommt. Nur für kleine Werte von V liefern auh die Wannier-Theorie ersterOrdnung (WPT1) sowie die Two-Step-Störungstheorie (Two-Step-PT) akzeptable Wertefür die Spinlüke. Aus dem Vergleih mit der WPT1 läÿt sih shlieÿen, daÿ Korrekturenzweiter Ordnung in der Spinlüke erst bei deutlih gröÿeren V als im Falle der Ladungs-lüke eine Rolle spielen. Der relative Fehler ist jedoh gröÿer als bei der Ladungslüke undliegt bereits bei U = 2V = 3t bei etwa zwanzig Prozent.



92 6 Ergebnisse
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Abbildung 6.12 Abhängigkeit der Spinlüke ∆s von V für festes U/V = 2, L = 100 und δ = 0.2 inDMRG und den vershiedenen störungstheoretishen Ansätzen.
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Abbildung 6.13 Abhängigkeit der Spinlüke ∆s von U/V für festes V = t, L = 100 und δ = 0.2 inDMRG und den vershiedenen störungstheoretishen Ansätzen.



6.3 Optishe Anregungen: Vergleih mit DMRG 93Abbildung 6.13 zeigt die analytishen und die DMRG-Resultate für die Spinlüke in Ab-hängigkeit der Hubbard-Wehselwirkung U bei festem V = 1, L = 100 und δ = 0.2. Dienumerish exakte DMRG-Kurve fällt langsam ab. Qualitativ und quantitativ sind die stö-rungstheoretishen Ergebnisse für die Spinlüke wenig befriedigend. Bei U = 2V = 4t wei-hen diese eklatant vom DMRG-Wert ab. Dies ist jedoh niht erstaunlih, da sih die Spin-anregungen des System für U ≥ 5 mithilfe eines Peierls-Heisenberg-Modells quantitativ be-shreiben lassen. Jeglihe Störungstheorie um den Limes kleiner Coulomb-Wehselwirkungist für diese Parameter unzulässig.6.3.3 Zusammenhang mit dem ExperimentDas erweiterte Peierls-Hubbard-Modell ermögliht eine genaue Untersuhung der E�ekteeiner statishen Verzerrung und der Coulomb-Wehselwirkung auf die elektronishe Struk-tur. Es sollte daher eine brauhbare Beshreibung für quasi-eindimensionale Materialienmit alternierenden Bindungslängen liefern, wie beispielsweise das π-konjugierte PolymerPolyaetylen.Die Parameter des Modells, U , V und δ, sind über experimentelle Daten festzulegen.Die exzitonishen Anregungen in Polydiaetylenen haben Bindungsenergien von 0.9 eV fürden ersten angeregten Triplettzustand und 0.5 eV für den ersten angeregten Singulettzu-stand [8, 47℄. Die Energie der Einteilhenlüke beträgt etwa 2.3 eV. Mit der dielektrishenKonstante ε, dem durhshnittlihen Atomabstand a0 und der Elementarladung e kanndas Potential V auh als e2/(εa0) geshrieben werden.In [2℄ wird die dielektrishe Konstante im Bereih von ε ≈ 5 angesetzt. Mit a0 ≈ 1.4Å er-gibt sih V ≈ 2 eV. Aus den Ergebnissen der Wannier-Störungstheorie erster Ordnungwird in [2℄ der Shluÿ gezogen, daÿ die Parameter für Polydiaetylen U = 2t, V = t und
δ = 0.2 mit t = 2eV passend seien. Zwar stimmen die Bindungsenergien an diesem Punktreht gut mit den experimentellen Resultaten überein, die Ladungslüke ergibt jedoh
∆1 = 1.43t = 2.86 eV und liegt damit deutlih zu hoh. Da gezeigt wurde, daÿ die Abwei-hung der störungstheoretish bestimmten Ladungslüke bei der Gitterlänge L = 100 und
δ = 0.2 an diesem Punkt unter fünf Prozent liegt, sollte man eine bessere Übereinstimmungmit dem Experiment erwarten dürfen.Ursahe für die Diskrepanz ist die Annahme δ = 0.2. Dies führt sofort zu dem Ergebniseiner sehr hohen `nakten' Einteilhenlüke ∆1(U = 0, V = 0) = 0.8t = 1.6 eV. Kor-rekturen aufgrund der Wehselwirkung führen daher shon für die viel zu kleinen Werte
U = 1.2t und V = 0.6t zu einer mit dem Experiment übereinstimmenden Einteilhenlükevon ∆PT1

1 = 1.18t = 2.36 eV. Der Wert von V = 0.6t = 1.2 eV entspriht einer dielek-trishen Konstante von ε > 8, der niht mehr mit den typishen Werten für Polymerenin Einklang gebraht werden kann; realistishe Werte liegen etwa bei ε ≈ 3. Aus dieserBeobahtung läÿt sih der Shluÿ ziehen, daÿ für die Dimerisierung ein deutlih kleinererWert und für die Coulomb-Wehselwirkung ein gröÿerer Wert zu wählen ist, um dieseMaterialien korrekt beshreiben zu können.Die Annahme δ = 0.2 ist auh aus einem weiteren Grund sehr fraglih. Diese sehr groÿeDimerisierung würde eine entsprehend starke Elektron-Gitter-Wehselwirkung implizie-



94 6 Ergebnisseren. Legt man jedoh gemessene Werte für Benzene zugrunde [1℄, so erhält man δ ≈ 0.1nur etwa halb so groÿ wie von Abe et al. [2℄ zugrunde gelegt.
δ U V ∆1 ∆c ∆s ∆Bind,S ∆Bind,T0.10 1.0 1.0 1.54 1.01 1.22 0.526 0.3220.10 2.0 1.0 1.75 1.44 1.05 0.304 0.6940.10 3.0 1.0 2.22 1.97 0.54 0.260 1.690.15 1.0 1.0 2.13 1.47 1.70 0.664 0.4320.15 2.0 1.0 2.35 1.94 1.52 0.412 0.8340.15 3.0 1.0 2.87 2.53 1.07 0.340 1.80Tabelle 6.1 WPT2-Resultate für Einteilhen-, Ladungs- und Spinlüke sowie die Bindungsenergiedes ersten angeregten Singulett- und Triplettzustands für feste Gitterlänge L = 100und t = 2 eV. Alle Energien in eV.In Tabelle 6.1 sind Ergebnisse der Wannier-Störungstheorie zweiter Ordnung für δ = 0.1und δ = 0.15 dargestellt. Um den experimentellen Wert der Einteilhenlüke ∆exp

1 = 2.3 eVzu erhalten, sind deutlih höhere Coulomb-Parameter zu wählen als im Fall δ = 0.2:
U ≈ 6 eV und V ≈ 2 eV bei fester Dimerisierung δ = 0.1 bzw. U ≈ 4 eV und V ≈ 2 eV bei
δ = 0.15. Dies führt zu den Bindungsenergien ∆Bind,S ≈ 0.26 eV und ∆Bind,T ≈ 1.69 eVbeziehungsweise ∆Bind,S ≈ 0.41 eV und ∆Bind,T ≈ 0.83 eV. Es ist also sinnvoll, den Wertder Dimerisierung erheblih zu reduzieren.In Abbildung 6.14 sind die im Rahmen der Wannier-Störungstheorie zweiter Ordnung(WPT2) berehneten Spin- und Ladungslüken und die Einteilhenlüke der Rayleigh-Shrödinger-Störungstheorie (PT) bei festem V = t, Gitterlänge L = 100 und Dimerisie-rung δ = 0.1 in Abhängigkeit von U dargestellt. Abbildung 6.15 zeigt die Bindungsenergienfür den niedrigsten angeregten Singulett- und Triplettzustand als Funktion von U/V beifestem V = t, Gitterlänge L = 100 und Dimerisierung δ = 0.1. Da die Störungstheorie dieEinteilhenlüke und die Ladungslüke stets untershätzt, ist zu erwarten, daÿ diese E�ektesih grob kompensieren. Die Anpassung der experimentellen Ergebnisse für feste Dimerisie-rung δ = 0.1 an die Einteilhenlüke führt zu reht hohen Parametern U ≈ 3.1t = 6.2 eV,welhe am Rande des Anwendungsbereihs der WPT2 für die Ladungs- und die Spinlükeund die damit verbundenen Bindungsenergien liegen. Diese können daher nur bedingt zurBestimmung der Parameter des Modells herangezogen werden. Es ist deutlih zu sehen,daÿ die Ladungslüke shnell anwähst, womit eine geringe Bindungsenergie einhergeht.Um für die Singulettanregung eine Bindungsenergie von 0.5 eV zu erhalten, müÿte daher
U = t gewählt werden, was der Anpassung der Einteilhenlüke widerspriht.O�enbar gelingt es auh bei δ = 0.1 niht, die störungstheoretish berehneten Datenfür die Einteilhenlüke und die Ladungslüke mit denen des Experiments in Einklangzu bringen. Demzufolge ist an zwei Punkten anzusetzen. Zum ersten ist der Wert derDimerisierung selbst von der Stärke der Coulomb-Wehselwirkung abhängig [1℄ und solltedaher selbstkonsistent bestimmt werden. Dies stellt kein grundsätzlihes Problem für die
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Abbildung 6.14 Abhängigkeit der Ladungs- und Spinlüke ∆c/s von U/V für festes V = t, L = 100und δ = 0.1 in der Wannier-Störungstheorie zweiter Ordnung.
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Abbildung 6.15 Bindungsenergien der Wannier-Störungstheorie zweiter Ordnung für das Singulett-und Triplett-Exziton ∆Bind,S/T in Abhängigkeit von U/V für festes V = t, L = 100und δ = 0.1.



96 6 ErgebnisseStörungstheorie dar, da die Grundzustandsenergie mit hoher Genauigkeit als Funktion von
(δ, U, V ) berehnet werden kann. Zusammen mit der in δ quadratishen Gitterenergie muÿlediglih die Gesamtenergie minimiert werden. Zum zweiten ist der Wert der dielektrishenKonstante mit ε = 5 deutlih zu hoh angesetzt. Typisherweise �ndet man ε ≈ 3, so daÿrealistishere Coulomb-Parameter bei V ≈ 3.3 eV und U ≈ 6.6 eV liegen sollten. Für dieseWerte ergeben variationelle Rehnungen, daÿ die Dimerisierung im Bereih von δ ≈ 0.06zu �nden sein sollte. Bei einer solh kleinen Peierls-Lüke nimmt die Genauigkeit derStörungstheorie shnell mit der Gröÿe der Coulomb-Parameter ab: die Störungstheoriewird unzuverlässig.Der Hauptnutzen der vorgelegten störungstheoretishen Untersuhungen besteht darin,daÿ ein Groÿteil des Parameterbereihs (δ, U, V ) mit geringem numerishen Aufwand undvernünftiger Genauigkeit abgefahren werden kann. Auh eine Modi�kation der langreih-weitigen Anteile des Potentials (Ohno-Potential statt (1/r)-Potential) ist kein Problem.Auh wenn die Störungstheorie für optishe Anregungen keine perfekte Beshreibung qua-si-eindimensionaler Materialien mit Gitterverzerrung liefern kann, so bietet sie dennoheine sehr gute Orientierungshilfe, um die für Experimente relevanten Punkte im Parame-terraum zu �nden. Genauere DMRG-Studien, die einen Faktor 100 und mehr Rehenzeitbeanspruhen, können dort ansetzen.



7 Zusammenfassung und AusblikIn der vorliegenden Arbeit wurde das erweiterte Peierls-Hubbard-Modell mit feldtheoreti-shen und störungstheoretishen Methoden untersuht.FeldtheorieDas linearisierte bosonisierte Peierls-Hubbard-Modell mit Nähst-Nahbar-Wehselwir-kung wurde einer semiklassishen und feldtheoretishen Mean-Field-Analyse unterzogen.In Übereinstimmung mit den Resultaten der zugehörigen Renormierungsgruppengleihun-gen zeigt sih, daÿ der Peierls-Term die Physik dominant bestimmt.Im Ladungsdihtewelle-Regime gibt es für sehr kleine Dimerisierung einen endlihenBereih der Koexistenz der Peierls- und der Ladungsdihtewelle-Phase. Oberhalb eineskritishen Wertes für die Dimerisierung vershwindet die Ladungsdihtewelle vollständigund das System ist ein reiner Peierls-Isolator. Dieser Quanten-Phasenübergang konnte mitder DMRG bestätigt werden [40℄.In der Mott-Hubbard-Phase ist es stets der Peierls-Term, der die Physik des erweitertenHubbard-Modells bestimmt. Sowohl Ladungs- als auh Spinlüke sind endlih, und dieTopologie der Anregungen untersheidet sih deutlih von der des erweiterten Hubbard-Modells. Das erweiterte Peierls-Hubbard-Modell beshreibt bei halber Bandfüllung einenPeierls-Mott-Isolator.Störungstheorie zweiter OrdnungAufgrund der Ergebnisse der Feldtheorie ist das Peierls-Modell ein statthafter Ausgangs-punkt für eine Analyse, in der die Coulomb-Wehselwirkung als Störung betrahtet wird.In der Störungstheorie wurde daher bei fester Dimerisierung eine Entwiklung bis zur zwei-ten Ordnung in der Coulomb-Wehselwirkung unter der Annahme eines (1/r)-Potentialsfür die langreihweitigen Anteile vorgenommen.Die Grundzustandsenergie und die Einteilhenlüke wurden im Rahmen der Rayleigh-Shrödinger-Störungstheorie berehnet. Die optishen Anregungen wurden mithilfe derWannier-Störungstheorie, der Two-Step-Störungstheorie und der Downfolding-Methodezur zweiten Ordnung bestimmt. Damit wird die Grenze des analytish und numerishMahbaren erreiht.Für feste Dimerisierung δ = 0.2 zeigt der Vergleih mit den numerish exakten Ergeb-nissen der Dihtematrix-Renormierungsgruppe (DMRG), daÿ die Rayleigh-Shrödinger-Störungstheorie die Grundzustandsenergie auh für groÿe Coulomb-Parameter hervorra-gend beshreibt. Auh für die Einteilhenlüke erreiht die Rayleigh-Shrödinger-Störungs-theorie eine annehmbare Übereinstimmung mit der DMRG. Abweihungen von weniger als97



98 7 Zusammenfassung und Ausblikzehn Prozent erhält man noh für Coulomb-Parameter, bei denen die Einteilhenlüke sihim Vergleih zum ungestörten Modell bereits verdreifaht hat; tendenziell untershätzt siedas exakte Resultat.Für die optishen Anregungen stimmen die vershiedenen Verfahren nur im Bereihshwaher Kopplung miteinander überein. Jenseits dieses Bereihs ergibt der selbstkon-sistente Downfolding-Zugang viel zu niedrige Singulett- und Triplett-Anregungsenergienund ist daher zur Beshreibung optisher Anregungen für realistishe Parameterbereiheunbrauhbar. Für moderate Coulomb-Wehselwirkung zeigt auh die Two-Step-Störungs-theorie keine gute Übereinstimmung mehr mit den DMRG-Daten. Die besten Ergebnisseliefert die Wannier-Störungstheorie zweiter Ordnung (WPT2). Bis zum zweifahen Wertder ungestörten Ladungslüke folgen die WPT2-Resultate den DMRG-Daten mit Ab-weihungen von weniger als zehn Prozent. Für die Spinlüke hingegen kann keiner derstörungstheoretishen Ansätze zufriedenstellende Ergebnisse bereitstellen, sobald der un-mitttelbare Gültigkeitsbereih der Störungstheorie verlassen wird.Im Vergleih zu der von Abe et al. [2℄ durhgeführten Wannier-Störungstheorie ersterOrdnung shneidet die WPT2 ungleih besser ab, besonders für die Grundzustandsenergieund die Ladungslüke. Die WPT2-Daten zeigen, daÿ der in [2℄ verwendete Parametersatzniht für die Beshreibung von Poly(di)aetylen geeignet ist. Insbesondere ist die Dimeri-sierung δ = 0.2 zu hoh und die Stärke der langreihweitigen Coulomb-Wehselwirkung Vzu niedrig angesetzt.Weitergehende FragestellungenIn zukünftigen Untersuhungen sollte die Dimerisierung mithilfe der Gesamtenergie auselektronishem und elastishem Gitterbeitrag selbstkonsistent bestimmt werden. Vermut-lih wird die auf diese Art gewonnene Dimerisierung δ = 0.1 oder kleiner sein. Dement-sprehend müssen U und V gröÿer als bei Abe et al. [2℄ gewählt werden. In diesem Pa-rameterbereih sollte die Störungstheorie für die Grundzustandsenergie noh brauhbareErgebnisse liefern. Bei der Berehnung der Anregungen wird sie shnell die Grenzen derBelastbarkeit erreihen.Dennoh erlaubt es die hier durhgeführte Störungstheorie, den Parameterraum e�zientzu durhsuhen und allgemeine Verhaltensweisen und Trends aufzuspüren. Zum Beispielkann die Form des Coulomb-Potentials leiht modi�ziert werden, so daÿ die Untershie-de zwishen dem (1/r)-Potential, dem Ohno-Potential und der reinen Nähst-Nahbar-Wehselwirkung herausgearbeitet werden können. Quantitativ genauere, aber auh deut-lih aufwendigere DMRG-Rehnungen können an diesem Punkt ansetzen.



A Linearisierung und BosonisierungA.1 Kinetishe EnergieZuerst wird die kinetishe Energie linearisiert
T̂ =− t

L∑

l=1, σ
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]
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]
, (A.1)wobei im letzten Shritt benutzt wird, daÿ das Integral über stark oszillierende Termevershwindet. Durh eine Taylor-Entwiklung
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, (A.3)wobei im letzten Shritt die konstanten Terme, welhe nur eine Renormierung der Grund-zustandsenergie verursahen, weggelassen wurden und auÿerdem vF = 2ta0 sin(kFa0) be-nutzt wurde. 99



100 A Linearisierung und BosonisierungDas Bosonisieren des Terms Ψ̂+
σ (x)∂xΨ̂σ(x) für Ψ̂ = R̂, L̂ wird hier exemplarish für

Ψ̂ = R̂ gezeigt. Dazu führt man das sogenannte Point-Splitting durh, indem man einenkünstlihen Abstand ǫ einführt, den man am Ende wieder Null setzt. Es ist zwekmäÿig,komplexe Koordinaten zu benutzen
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. (A.4)Damit ist (ǫ→ 0+)
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T̂ ≈−vF

8π

∑

σ

[
(∂zϕσ)2 + (∂z̄ϕ̄σ)2

]

=
−vF

8π

[
(∂zΦc)

2 +
(
∂z̄Φ̄c

)2
+ (∂zΦs)

2 +
(
∂z̄Φ̄s

)2]
. (A.8)



A.2 Bosonisierung von Dihteoperatoren 101Ausgedrükt in den ursprünglihen Koordinaten erhält man
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. (A.9)A.2 Bosonisierung von DihteoperatorenIn diesem Abshnitt werden fermionishe Dihten der Art Ĵσ(x) = R̂+
σ (x)R̂σ(x) und

ˆ̄Jσ(x) = L̂+
σ (x)L̂σ(x) bosonisiert. Diese Dihten tauhen in den g2- und g4-Ausdrüken desHamilton-Operators auf. Wieder benutzt man die Methode des Point-Splittings (ǫ = 0+)
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∂zϕσ(z) . (A.10)Dieses Ergebnis wird nun anhand von Spin- und Ladungsfeldern ausgedrükt,
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102 A Linearisierung und BosonisierungAnalog erhält man
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B Hilfsfunktionen und nützliheKontraktionenDie diskreten Impulse sind gegeben durh (L/4 ∈ N, a0 ≡ 1)
k ∈ {−π/2 + 2πm/L |m = 0, . . . , L/2− 1} . (B.1)Die Dispersion E(k) ist mit

ǫ(k) = −2t cos(k) ,

∆(k) = 2tδ sin(k) , (B.2)
E(k) =

√
ǫ(k)2 + ∆(k)2 .Die Fouriertransformation ist de�niert durh (−π ≤ p < π)
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eiplĉp,σ ,
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e−iplĉl,σ . (B.3)Die fermionishen Quasiteilhenoperatoren sind
âk,σ = αkĉk,σ + iβk ĉk+π,σ ,

b̂k,σ = βk ĉk,σ − iαk ĉk+π,σ . (B.4)Die Rüktransformation lautet
ĉk,σ = αkâk,σ + βk b̂k,σ ,

ĉk+π,σ = −iβkâk,σ + iαk âk,σ . (B.5)Auÿerdem gilt
2αkβk = −2tδ sin(k)/E(k) ,

α2
k − β2

k = 2t cos(k)/E(k) . (B.6)Für die Berehnung von Matrixelementen der lokalen Coulomb-Wehselwirkung U erwei-sen sih folgende Hilfsfunktionen als nützlih
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u1(k1, k2, k3, k4) ≡ f1(k2, k1)f1(k4, k3)− f2(k2, k1)f2(k4, k3) , (B.9)
u2(k1, k2, k3, k4) ≡ f1(k2, k1)f2(k4, k3) + f1(k4, k3)f2(k2, k1) . (B.10)103



104 B Hilfsfunktionen und nützlihe KontraktionenZur Vereinfahung von Matrixelementen der langreihweitigen Coulomb-Wehselwirkungwerden weitere Funktionen de�niert,
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v2(k1, k2, k3, k4) ≡ C+(k3, k4)f1(k4, k3)f2(k2, k1) + C−(k3, k4)f1(k2, k1)f2(k4, k3) (B.17)eingeführt.Im folgenden sind einige Kontraktionen zusammengestellt, die in der störungstheoreti-shen Berehnung von Energien häu�g auftauhen. Dabei steht der Ausdruk 〈Ô〉0 kurzfür den Erwartungswert des Operators Ô im Grundzustand |FS〉 des Peierls-Isolators ohneCoulomb-Wehselwirkung. Als Paarkontraktionen erhält man
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B Hilfsfunktionen und nützlihe Kontraktionen 105Wesentlihe Kontraktionen mit vier Fermioperatoren sind
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ĉ+
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〉
0

)

+ (−1)l+r
(〈

ĉ+
k,σĉk+π,σ

〉

0
+ (−1)r

〈
ĉ+
k+π,σĉk,σ

〉

0

)]

=
1

L

∑

k

eikr

[(
1 + (−1)r

2

)(
1 + (−1)l · 0

)

+

(
1− (−1)r

2

)((−ε(k)

E(k)

)
+ (−1)l

(−∆(k)

E(k)

))]

≡1

2
δr,0 +

(
1− (−1)r

2

)(
Aδ(r) + (−1)lBδ(r)

)
, (B.28)wobei Aδ(r) und Bδ(r) in (B.11) und (B.12) de�niert sind.



106 B Hilfsfunktionen und nützlihe Kontraktionen



C MatrixelementeC.1 Matrixelemente des GrundzustandesDie Matrixelemente sind abhängig von den Impulsen der Anregungen. Um die Notation zuvereinfahen, wird die Teilhen-Loh-Symmetrie der Terme D̂ und V̂ niht mehr explizithingeshrieben, sondern durh einen zusätzlihen Index 〈. . .〉HF ausgedrükt.C.1.1 Matrixelemente der lokalen Coulomb-WehselwirkungC.1.1.1 Zwei-Teilhen-Loh-Anregungen mit parallelen SpinsHierfür gibt es keinen Beitrag.C.1.1.2 Zwei-Teilhen-Loh-Anregungen mit entgegengesetzten SpinsEs ergibt sih
U

L∑

l=1

〈
n̂l,↑n̂l,↓b̂

+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↓âk4,↓

〉HF

0

= U

L∑

l=1

〈
n̂l,↑b̂

+
k1,↑âk2,↑

〉HF

0

〈
n̂l,↓b̂

+
k3,↓âk4,↓

〉HF

0

=
U

L

{
δk1−k2+k3−k4, 0 (f1(k2, k1)f1(k4, k3)− f2(k2, k1)f2(k4, k3))

+ iδk1−k2+k3−k4,±π (f1(k2, k1)f2(k4, k3) + f2(k2, k1)f1(k4, k3))

}

=
U

L

{
δk1−k2+k3−k4, 0u1(k1, k2, k3, k4) + iδk1−k2+k3−k4,±πu2(k1, k2, k3, k4)

}
, (C.1)wobei im vorletzten Shritt (B.23) eingegangen ist.C.1.2 Matrixelemente der langreihweitigen Coulomb-WehselwirkungDas Potential der langreihweitigen Coulomb-Wehselwirkung wird durh ein 1/r-Poten-tial beshrieben, V (r) =

∑
r 6=0 V/(2|r|). 107



108 C MatrixelementeC.1.2.1 Ein-Teilhen-Loh-Anregungen
∑

l, r 6=0

V (r)
〈
n̂l,σn̂l+r,σb̂+

k1,σâk2,σ

〉HF

0

=
∑

l, r 6=0

V (r)
〈
ĉl,σ ĉ+

l+r,σ

〉
0

(〈
ĉl+r,σ b̂+

k1,σ

〉
0

〈
ĉ+
l,σâk2,σ

〉
0
+
〈
ĉl,σ b̂+

k1,σ

〉
0

〈
ĉ+
l+r,σâk2,σ

〉
0

)

=
∑

−L/2<r<L/2

r|2=1

V (r)δk1, k2

(
−4αk1

βk1
cos(k1r)Aδ(r)− 2(α2

k1
− β2

k1
) sin(k1r)Bδ(r)

)

≡ V δk1, k2
v0(k1) , (C.2)wobei (B.19), (B.21), (B.22) und (B.6) eingegangen sind.C.1.2.2 Zwei-Teilhen-Loh-Anregungen mit entgegengesetzten SpinsDer Beitrag lautet

∑

l, r 6=0

V (r)
〈
[n̂l,↑n̂l+r,↓ + n̂l+r,↑n̂l,↓] b̂

+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↓âk4,↓

〉HF

0

=
∑

l, r 6=0

V (r)

({〈
n̂l,↑b̂

+
k1,↑âk2,↑

〉HF

0

〈
n̂l+r,↓b̂

+
k3,↓âk4,↓

〉HF

0

}
+ {l←→ (l + r)}

)

=
∑

r 6=0

V (r)

L
2 cos((k3 − k4)r)

{
δk1−k2+k3−k4, 0 (f1(k2, k1)f1(k4, k3)− (−1)rf2(k2, k1)f2(k4, k3))

+ iδk1−k2+k3−k4,±π (f2(k2, k1)f1(k4, k3) + (−1)rf1(k2, k1)f2(k4, k3))
}

=
V

L
{δk1−k2+k3−k4, 0v1(k1, k2, k3, k4) + iδk1−k2+k3−k4,±πv2(k1, k2, k3, k4)} (C.3)mit (B.23).C.1.2.3 Zwei-Teilhen-Loh-Anregungen mit parallelen SpinsFür identishe Teilhen muÿ zum Beispiel (k1 < k3) und (k2 < k4) gewählt werden,

ZTLA =
∑

l, r 6=0

V (r)
〈
n̂l,σn̂l+r,σb̂+

k1,σâk2,σb̂+
k3,σâk4,σ

〉HF

0

=
∑

l, r 6=0

V (r)

([〈
n̂l,σb̂+

k1,σâk2,σ

〉HF

0

〈
n̂l+r,σb̂+

k3,σâk4,σ

〉HF

0
+ {l ↔ (l + r)}

]

−
[〈

n̂l,σb̂+
k1,σâk4,σ

〉HF

0

〈
n̂l+r,σb̂+

k3,σâk2,σ

〉HF

0
+ {l↔ (l + r)}

])
. (C.4)



C.2 Matrixelemente der Einteilhenlüke 109Die Berehnung ergibt
ZTLA =

V

L

(
δk1−k2+k3−k4, 0 [v1(k1, k2, k3, k4)− v1(k1, k4, k3, k2)]

+ iδk1−k2+k3−k4,±π [v2(k1, k2, k3, k4)− v2(k1, k4, k3, k2)]
)

, (C.5)wobei hier (C.3) eingegangen ist.C.2 Matrixelemente der EinteilhenlükeC.2.1 Matrixelemente der lokalen Coulomb-WehselwirkungC.2.1.1 Ein-Teilhen-Loh-AnregungenDamit das Matrixelement der Ein-Teilhen-Loh-Anregungen niht wegen der Teilhen-Loh-Symmetrie vershwindet, muÿ der Spin dieser Anregung dem des zusätzlihen Elek-trons bei (p = −π/2) entgegengesetzt sein. Man erhält
U

L∑

l=1

〈
b̂p, ↑n̂l, ↑n̂l, ↓b̂

+
k1, ↓âk2, ↓b̂

+
k3, ↑

〉HF

0

=U

L∑

l=1

〈
b̂p, ↑n̂l, ↑b̂k3, ↑

〉HF

0

〈
n̂l, ↓b̂

+
k1, ↓âk2, ↓

〉HF

0

=
U

L

{
δk1−k2+k3−p,0 (f1(k2, k1)f2(p, k3) + f2(k2, k1)f1(p, k3))

+ iδk1−k2+k3−p,±π (f2(k2, k1)f2(p, k3)− f1(k2, k1)f1(p, k3))
}

=
U

L

{
δk1−k2+k3−p,0u2(k1, k2, k3, p) + iδk1−k2+k3−p,±π(−u1(k1, k2, k3, p))

}
. (C.6)C.2.1.2 Zwei-Teilhen-Loh-Anregung mit entgegengesetzten SpinsDas Matrixelement für Zwei-Teilhen-Loh-Anregungen mit entgegengesetzten Spins läÿtsih auf das entsprehende Grundzustandsmatrixelement (C.1) zurükführen. Es ergibtsih

U

L∑

l=1

〈
b̂p, ↑n̂l, ↑n̂l, ↓b̂

+
k1, ↑âk2, ↑b̂

+
k3, ↓âk4, ↓b̂

+
p, ↑

〉HF

0

= U (1− δp,k1
)

L∑

l=1

〈
n̂l, ↑n̂l, ↓b̂

+
k1, ↑âk2, ↑b̂

+
k3, ↓âk4, ↓

〉HF

0
. (C.7)



110 C MatrixelementeC.2.2 Matrixelemente der langreihweitigen Coulomb-WehselwirkungC.2.2.1 Matrixelement zur ersten OrdnungZur ersten Ordnung in V trägt folgendes Matrixelement bei
L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)
〈
b̂p,↑ [n̂l,↑n̂l+r,↑ + n̂l,↓n̂l+r,↓] b̂

+
p,↑

〉HF

0

=

L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)
{
−2
∣∣∣
〈
ĉl,↑ĉ

+
l+r,↑

〉
0

∣∣∣
2

+
〈
ĉl,↑ĉ

+
l+r,↑

〉
0

(〈
b̂p,↑ĉ

+
l,↑

〉
0

〈
ĉl+r,↑b̂

+
p,↑

〉
0
+
〈
b̂p,↑ĉ

+
l+r,↑

〉
0

〈
ĉl,↑b̂

+
p,↑

〉
0

)}

=− 2L
∑

−L/2<r<L/2

r|2=1

V (r)
[
Aδ(r)

2 + Bδ(r)
2
]

+
∑

−L/2<r<L/2

r|2=1

V (r)

E(p)
{4t cos(p) cos(pr)Aδ(r) + 4tδ sin(p) sin(pr)Bδ(r)} . (C.8)C.2.2.2 Ein-Teilhen-Loh-Anregungen mit parallelen SpinsFür (k1 < k3) ist

ETLA =

L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)
〈
b̂p,↑n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3, ↑

〉HF

0

=
L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)
{[

δp,k3

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k1,↑âk2,↑

〉HF

0

+

(〈
b̂p,↑n̂l,↑b̂

+
k3,↑

〉HF

0

〈
n̂l+r,↑b̂

+
k1, ↑âk2, ↑

〉HF

0
+ {l↔ (l + r)}

)]

−
[
k3 ↔ k1

]}
. (C.9)Die Berehnung ergibt

ETLA =
V

L

{
δp,k3

δk1,k2
Lv0(k1)− δp,k1

δk3,k2
Lv0(k3)

+ δk1−k2+k3−p,0 [v2(k3, p, k1, k2)− v2(k1, p, k3, k2)]

+ iδk1−k2+k3−p,±π [−v1(k3, p, k1, k2) + v1(k1, p, k3, k2)]
}

. (C.10)



C.2 Matrixelemente der Einteilhenlüke 111C.2.2.3 Ein-Teilhen-Loh-Anregungen mit entgegengesetzten SpinsEs ist
L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)

{〈
b̂p, ↑n̂l, ↓n̂l+r, ↓b̂

+
k1, ↓âk2, ↓b̂

+
k3, ↑

〉HF

0

+
〈
b̂p,↑ [n̂l, ↓n̂l+r,↑ + n̂l+r,↓n̂l,↑] b̂

+
k1, ↓âk2, ↓b̂

+
k3, ↑

〉HF

0

}

=

L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)
{

δp,k3

〈
n̂l, ↓n̂l+r, ↓b̂

+
k1, ↓âk2, ↓

〉HF

0

+
〈
b̂p,↑n̂l, ↑b̂

+
k3, ↑

〉HF

0

〈
n̂l+r,↓b̂

+
k1, ↓âk2, ↓

〉HF

0
+ [l↔ (l + r)]

}

=
V

L

{
δp,k3

δk1,k2
Lv0(k1) + δk1−k2+k3−p,0v2(k3, p, k1, k2)

+ iδk1−k2+k3−p,±π(−v1(k3, p, k1, k2))
}

. (C.11)C.2.2.4 Zwei-Teilhen-Loh-Anregungen mit entgegengesetzten SpinsDas Matrixelement der Zwei-Teilhen-Loh-Anregungen mit entgegengesetzten Spins läÿtsih auf das Grundzustandsmatrixelement (C.3) zurükführen,
∑

l, r 6=0

V (r)
〈
b̂p, ↑ [n̂l+r,↑n̂l,↓ + n̂l,↑n̂l+r,↓] b̂

+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↓âk4,↓b̂

+
p, ↑

〉HF

0

= (1− δp,k1
)
∑

l, r 6=0

V (r)
〈
[n̂l+r,↑n̂l,↓ + n̂l,↑n̂l+r,↓] b̂

+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↓âk4,↓

〉HF

0
. (C.12)C.2.2.5 Zwei-Teilhen-Loh-Anregungen mit parallelen SpinsDas Matrixelement der Zwei-Teilhen-Loh-Anregungen mit parallelen Spins läÿt sih aufdas Grundzustandsmatrixelement (C.5) zurükführen. Mit k1 < k3 und k2 < k4 folgt

∑

l, r 6=0

V (r)
〈
b̂p, ↑n̂l,σn̂l+r,σb̂+

k1,σâk2,σ b̂+
k3,σâk4,σ b̂+

p, ↑

〉HF

0

=δσ,↓

∑

l, r 6=0

V (r)
〈
n̂l,σn̂l+r,σb̂+

k1,σâk2,σb̂+
k3,σâk4,σ

〉HF

0

+ δσ,↑ (1− δp,k1
− δp,k3

)
∑

l, r 6=0

V (r)
〈
n̂l,σn̂l+r,σb̂+

k1,σâk2,σb̂+
k3,σâk4,σ

〉HF

0
. (C.13)



112 C MatrixelementeC.3 Matrixelemente der optishen AnregungenIm folgenden werden die Kurzshreibweisen
|pσ〉 ≡ b̂+

p,σâp,σ (C.14)und
|p〉(s/t) ≡

1√
2

(|p ↑〉 ± |p ↓〉) (C.15)benutzt.C.3.1 Matrixelemente der lokalen Coulomb-WehselwirkungC.3.1.1 Matrixelement zur ersten OrdnungEs ist
MU

1,(s/t)(p1, p2) = U
L∑

l=1

(s/t)〈p1|n̂l,↑n̂l,↓|p2〉HF
(s/t)

= ±U

L∑

l=1

〈
â+

p1,↑b̂p1,↑n̂l,↑

〉
0

〈
n̂l,↓b̂

+
p2,↓âp2,↓

〉
0

= ± U

L2

L∑

l=1

i(−1)(l+1) · i(−1)l

= ±U

L
. (C.16)C.3.1.2 Zwei-Teilhen-Loh-Anregungen mit entgegengesetzten SpinsMan erhält

LU2,↑↓
(s/t) (p) =

U√
2

L∑

l=1

〈(
â+

p,↑b̂p,↑ ± â+
p,↓b̂p,↓

)
n̂l,↑n̂l,↓b̂

+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↓âk4,↓

〉HF

0

=
U√
2

L∑

l=1

[〈
â+

p,↑b̂p,↑n̂l,↑b̂
+
k1,↑âk2,↑

〉HF

0

〈
n̂l,↓b̂

+
k3,↓âk4,↓

〉HF

0
±
{

(k1, k2)↔ (k3, k4)
}]

=
U√
2

L∑

l=1

[
(δp,k2

− δp,k1
)
〈
b̂k2,↑n̂l,↑b̂

+
k1,↑

〉HF

0

〈
n̂l,↓b̂

+
k3,↓âk4,↓

〉HF

0
±
{
(k1, k2)↔ (k3, k4)

}]

=
U√
2L

(
δk1−k2+k3−k4,0 [(δp,k2

− δp,k1
)u2(k3, k4, k1, k2)± (δp,k4

− δp,k3
) u2(k1, k2, k3, k4)]

− iδk1−k2+k3−k4,±π [(δp,k2
− δp,k1

) u1(k3, k4, k1, k2)± (δp,k4
− δp,k3

)u1(k1, k2, k3, k4)]
)

.(C.17)



C.3 Matrixelemente der optishen Anregungen 113C.3.1.3 Drei-Teilhen-Loh-Anregungen mit entgegengesetzten SpinsEs ergibt sih
LU2,↑↑↓

(s/t) (p) =
U√
2

L∑

l=1

〈(
â+

p,↑b̂p,↑ ± â+
p,↓b̂p,↓

)
n̂l,↑n̂l,↓b̂

+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑b̂

+
k5,↓âk6,↓

〉HF

0

=
U√
2

L∑

l=1

〈
â+

p,↑b̂p,↑n̂l,↑b̂
+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑

〉HF

0

〈
n̂l,↓b̂

+
k5,↓âk6,↓

〉HF

0

=
U√
2

L∑

l=1

〈
n̂l,↓b̂

+
k5,↓âk6,↓

〉
0

(
δp,k1

δp,k2

〈
n̂l,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑

〉
0
+ δp,k3

δp,k4

〈
n̂l,↑b̂

+
k1,↑âk2,↑

〉
0

− δp,k1
δp,k4

〈
n̂l,↑b̂

+
k3,↑âk2,↑

〉
0
− δp,k3

δp,k2

〈
n̂l,↑b̂

+
k1,↑âk4,↑

〉
0

)

=
U√
2L

[
δk1−k2+k3−k4+k5−k6,0

(
δp,k1

δp,k2
u1(k3, k4, k5, k6) + δp,k3

δp,k4
u1(k1, k2, k5, k6)

− δp,k1
δp,k4

u1(k3, k2, k5, k6)− δp,k3
δp,k2

u1(k1, k4, k5, k6)
)

+ iδk1−k2+k3−k4+k5−k6,±π

(
δp,k1

δp,k2
u2(k3, k4, k5, k6) + δp,k3

δp,k4
u2(k1, k2, k5, k6)

− δp,k1
δp,k4

u2(k3, k2, k5, k6)− δp,k3
δp,k2

u2(k1, k4, k5, k6)
)]

,(C.18)wobei im letzten Shritt (C.1) eingegangen ist.Aus Symmetriegründen folgt
LU2,↑↓↓

(s/t) (p) = ±LU2,↑↑↓
(s/t) (p) . (C.19)C.3.2 Matrixelemente der langreihweitigen Coulomb-WehselwirkungC.3.2.1 Matrixelement zur ersten OrdnungDer Beitrag erster Ordnung ist

MV
1,(s/t)(p1, p2) = (s/t)〈p1|V̂ |p2〉(s/t)

=
L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)
∑

σ=↑, ↓

(
(s/t)〈p1 ↑ |n̂l,σn̂l+r,σ|p2 ↑〉HF

(s/t) ± (s/t)〈p1 ↑ |n̂l,σn̂l+r,−σ|p2 ↓〉HF
(s/t)

)
.(C.20)



114 C MatrixelementeDie Berehnung ergibt
MV

1,(s/t)(p1, p2) =
L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)

{
δp1,p2

〈n̂l,↑n̂l+r,↑ + n̂l,↓n̂l+r,↓〉HF
0

+

[
δp1,p2

〈
ĉl,↑ĉ

+
l+r,↑

〉
0

(〈
b̂p1,↑ĉ

+
l,↑

〉
0

〈
ĉl+r,↑b̂

+
p1,↑

〉
0
−
〈
â+

p1,↑ĉl+r,↑

〉
0

〈
ĉ+
l,↑âp1,↑

〉
0

)

+
〈
b̂p1,↑n̂l,↑b̂

+
p2,↑

〉
0

〈
â+

p1,↑n̂l+r,↑âp2,↑

〉
0
+
〈
â+

p1,↑b̂p1,↑n̂l,↑

〉
0

〈
n̂l+r,↑b̂

+
p2,↑âp2,↑

〉
0

+
〈
b̂p1,↑n̂l,↑b̂

+
p2,↑

〉
0

〈
â+

p1,↑n̂l+r,↑âp2,↑

〉
0
±
〈
â+

p1,↑b̂p1,↑n̂l,↑

〉
0

〈
n̂l+r,↓b̂

+
p2,↓âp2,↓

〉
0

]

+

[
l↔ (l + r)

]}

=

L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)
(
δp1,p2

〈n̂l,↑n̂l+r,↑ + n̂l,↓n̂l+r,↓〉HF
0

− 2

L2
cos((p1 − p2)r)

(
f2
2 (p1, p2) + (−1)rf2

1 (p1, p2)
)

+
[
2δp1,p2

〈
ĉl,↑ĉ

+
l+r,↑

〉
0

〈
b̂p1,↑ĉ

+
l,↑

〉
0

〈
ĉl+r,↑b̂

+
p1,↑

〉
0
+

(1± 1)

L2
(−1)r

]
+
[
l↔ (l + r)

])

=
∑

−L/2<r<L/2

r|2=1

V (r)δp1,p2

{
−2L

[
Aδ(r)

2 + Bδ(r)
2
]

+
8

E(p1)
[cos(p1) cos(p1r)Aδ(r) + δ sin(p1) sin(p1r)Bδ(r)]

}

− 2

L

∑

r 6=0

V (r) cos((p1 − p2)r)
(
f2
2 (p1, p2) + (−1)rf2

1 (p1, p2)
)

+
2

L

∑

r 6=0

V (r) [1 + (1± 1)(−1)r] . (C.21)C.3.2.2 Null-Teilhen-Loh-AnregungDas Matrixelement mit der Fermisee ist
LV 2,0

(s/t)(p) =
1√
2

〈(
â+

p,↑b̂p,↑ ± â+
p,↓b̂p,↓

)
V̂
〉HF

0
= (1± 1)

V√
2
v0(p) , (C.22)wobei im letzten Shritt (C.2) eingesetzt wurde.



C.3 Matrixelemente der optishen Anregungen 115C.3.2.3 Zwei-Teilhen-Loh-Anregungen mit entgegengesetzten SpinsEs ist
LV 2,↑↓

(s/t) (p) =
1√
2

〈(
â+

p,↑b̂p,↑ ± â+
p,↓b̂p,↓

)
V̂ b̂+

k1,↑âk2,↑b̂
+
k3,↓âk4,↓

〉HF

0

=
L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)√
2

[{
δp,k1

δp,k2

〈
n̂l,↓n̂l+r,↓b̂

+
k3,↓âk4,↓

〉HF

0

+ (δp,k2
− δp,k1

)
〈
b̂k2,↑ [n̂l,↑n̂l+r,↓ + n̂l,↓n̂l+r,↑] b̂

+
k3,↓âk4,↓b̂

+
k1,↑

〉HF

0

}

±
{

(k1, k2)↔ (k3, k4)
}]

=δk1,k2
δk3,k4

V√
2

(δp,k1
v0(k3)± δp,k3

v0(k1))

+
V√
2L

{
δk1−k2+k3−k4,0 [(δp,k2

− δp,k1
) v2(k1, k2, k3, k4)± (δp,k4

− δp,k3
) v2(k3, k4, k1, k2)]

− iδk1−k2+k3−k4,±π [(δp,k2
− δp,k1

) v1(k1, k2, k3, k4)± (δp,k4
− δp,k3

) v1(k3, k4, k1, k2)]
}

.(C.23)Dabei sind hier (C.2) und die zweite Hälfte aus (C.11) eingegangen.C.3.2.4 Zwei-Teilhen-Loh-Anregungen mit parallelen SpinsMan erhält zunähst
LV 2,↑↑

(s/t) (p) =
1√
2

〈(
â+

p,↑b̂p,↑ ± â+
p,↓b̂p,↓

)
V̂ b̂+

k1,↑âk2,↑b̂
+
k3,↑âk4,↑

〉HF

0

=
L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)√
2

〈
â+

p,↑b̂p,↑n̂l,↑n̂l+r,↑b̂
+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑

〉HF

0

=

L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)√
2

[
δp,k1

δp,k2

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑

〉HF

0
+ δp,k3

δp,k4

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k1,↑âk2,↑

〉HF

0

− δp,k1
δp,k4

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k3,↑âk2,↑

〉HF

0
− δp,k3

δp,k2

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k1,↑âk4,↑

〉HF

0

+
{
(δp,k4

− δp,k3
)
〈
b̂k4,↑n̂l,↑b̂

+
k3,↑

〉HF

0

〈
n̂l+r,↑b̂

+
k1,↑âk2,↑

〉HF

0

+ (δp,k2
− δp,k1

)
〈
b̂k2,↑n̂l,↑b̂

+
k1,↑

〉HF

0

〈
n̂l+r,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑

〉HF

0

− (δp,k4
− δp,k1

)
〈
b̂k4,↑n̂l,↑b̂

+
k1,↑

〉HF

0

〈
n̂l+r,↑b̂

+
k3,↑âk2,↑

〉HF

0

− (δp,k2
− δp,k3

)
〈
b̂k2,↑n̂l,↑b̂

+
k3,↑

〉HF

0

〈
n̂l+r,↑b̂

+
k1,↑âk4,↑

〉HF

0

}
+
{

l↔ (l + r)
}]

. (C.24)
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LV 2,↑↑

(s/t) (p) =
V√
2L

{
δk1−k2+k3+k4,0

[
(δk1,k2

δk3,k4
− δk3,k2

δk1,k4
) (δp,k1

Lv0(k3) + δp,k3
Lv0(k1))

+ (δp,k4
− δp,k3

) v2(k1, k2, k3, k4) + (δp,k2
− δp,k1

) v2(k3, k4, k1, k2)

− (δp,k4
− δp,k1

) v2(k1, k4, k3, k2)− (δp,k2
− δp,k3

) v2(k3, k2, k1, k4)
]

− iδk1−k2+k3+k4,±π

[
(δp,k4

− δp,k3
) v1(k1, k2, k3, k4) + (δp,k2

− δp,k1
) v1(k3, k4, k1, k2)

− (δp,k4
− δp,k1

) v1(k1, k4, k3, k2)− (δp,k2
− δp,k3

) v1(k3, k2, k1, k4)
]} (C.25)C.3.2.5 Drei-Teilhen-Loh-Anregungen mit entgegengesetzten SpinsMan berehnet

LV 2,↑↑↓
(s/t) (p) =

1√
2

〈(
â+

p,↑b̂p,↑ ± â+
p,↓b̂p,↓

)
V̂ b̂+

k1,↑âk2,↑b̂
+
k3,↑âk4,↑b̂

+
k5,↓âk6,↓

〉HF

0

=

L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)√
2

{〈
â+

p,↑b̂p,↑ [n̂l,↑n̂l+r,↓ + n̂l,↓n̂l+r,↑] b̂
+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑b̂

+
k5,↓âk6,↓

〉HF

0

±
〈
â+

p,↓b̂p,↓n̂l,↑n̂l+r,↑b̂
+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑b̂

+
k5,↓âk6,↓

〉HF

0

}

=

L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)√
2

{
δp,k1

δp,k2

〈
[n̂l,↑n̂l+r,↓ + n̂l,↓n̂l+r,↑] b̂

+
k3,↑âk4,↑b̂

+
k5,↓âk6,↓

〉HF

0

+ δp,k3
δp,k4

〈
[n̂l,↑n̂l+r,↓ + n̂l,↓n̂l+r,↑] b̂

+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k5,↓âk6,↓

〉HF

0

− δp,k1
δp,k4

〈
[n̂l,↑n̂l+r,↓ + n̂l,↓n̂l+r,↑] b̂

+
k3,↑âk2,↑b̂

+
k5,↓âk6,↓

〉HF

0

− δp,k3
δp,k2

〈
[n̂l,↑n̂l+r,↓ + n̂l,↓n̂l+r,↑] b̂

+
k1,↑âk4,↑b̂

+
k5,↓âk6,↓

〉HF

0

± δp,k5
δp,k6

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑

〉HF

0

}

=
V√
2L

{
δk1−k2+k3−k4+k5−k6,0

[
δp,k1

δp,k2
v1(k3, k4, k5, k6) + δp,k3

δp,k4
v1(k1, k2, k5, k6)

− δp,k1
δp,k4

v1(k3, k2, k5, k6)− δp,k3
δp,k2

v1(k1, k4, k5, k6)

± (δp,k5
δp,k6

v1(k1, k2, k3, k4)− δp,k5
δp,k6

v1(k1, k4, k3, k2))
]

+ iδk1−k2+k3−k4+k5−k6,0

[
δp,k1

δp,k2
v2(k3, k4, k5, k6) + δp,k3

δp,k4
v2(k1, k2, k5, k6)

− δp,k1
δp,k4

v2(k3, k2, k5, k6)− δp,k3
δp,k2

v2(k1, k4, k5, k6)

± (δp,k5
δp,k6

v2(k1, k2, k3, k4)− δp,k5
δp,k6

v2(k1, k4, k3, k2))
]}

,(C.26)



C.3 Matrixelemente der optishen Anregungen 117wobei (C.3) und (C.5) eingegangen sind.Analog folgt
LV 2,↑↓↓

(s/t) (p) = ±LV 2,↑↑↓
(s/t) (p) . (C.27)C.3.2.6 Drei-Teilhen-Loh-Anregungen mit parallelen SpinsAbshlieÿend �ndet man für k1 < k3 < k5 und k2 < k4 < k6

LV 2,↑↑↑
(s/t) (p) =

1√
2

〈(
â+

p,↑b̂p,↑ ± â+
p,↓b̂p,↓

)
V̂ b̂+

k1,↑âk2,↑b̂
+
k3,↑âk4,↑b̂

+
k5,↑âk6,↑

〉HF

0

=

L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)√
2

〈
â+

p,↑b̂p,↑n̂l,↑n̂l+r,↑b̂
+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑b̂

+
k5,↑âk6,↑

〉HF

0
(C.28)

=

L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)√
2

{
δp,k5

δp,k6

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑

〉HF

0

+ δp,k3
δp,k4

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k5,↑âk6,↑

〉HF

0

+ δp,k1
δp,k2

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑b̂

+
k5,↑âk6,↑

〉HF

0

− δp,k5
δp,k4

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↑âk6,↑

〉HF

0

− δp,k5
δp,k2

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k1,↑âk6,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑

〉HF

0

− δp,k3
δp,k6

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k5,↑âk4,↑

〉HF

0

− δp,k3
δp,k2

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k1,↑âk4,↑b̂

+
k5,↑âk6,↑

〉HF

0

− δp,k1
δp,k6

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k5,↑âk2,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑

〉HF

0

− δp,k1
δp,k4

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k3,↑âk2,↑b̂

+
k5,↑âk6,↑

〉HF

0

}
. (C.29)Die zugehörigen Matrixelemente �nden sih bereits in (C.5). Analog ergibt sih

LV 2,↑↑↑
(s/t) (p) = ±LV 2,↓↓↓

(s/t) (p) . (C.30)
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