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1 Einleitung

Motivation

Im Rahmen dieser Arbeit werden die optischen Anregungen in eindimensionalen erwei-
terten Peierls-Hubbard-Modellen untersucht. Diese Modelle beschreiben quasi-eindimen-
sionale Materialien mit alternierenden Bindungslangen, wie sie beispielsweise im 7-konju-
gierten Polymer Polyacetylen zu finden sind. Ein 7-konjugiertes Polymer ist ein polymerer
Halbleiter mit speziellen elektrooptischen Eigenschaften, die technisch zum Beispiel in
Leuchtdioden genutzt werden. Im Gegensatz zu anorganischen Halbleitern, wie zum Bei-
spiel GaAs, ist die Bindungsenergie der optischen Elementaranregungen (Exzitonen) in
Polymeren von derselben Grofenordnung wie die Anregungsenergie getrennter Elektron-
Loch-Paare. Dies deutet auf einen wesentlichen Einfluft der Coulomb-Wechselwirkung hin:
die quasi-eindimensionalen Polymere sind stark korreliert [1].

Das eindimensionale erweiterte Peierls-Hubbard-Modell ist das konzeptionell einfachste
Gittermodell zur Beschreibung dieser Materialien |1, 2|. Thre elektronischen Eigenschaften
werden durch zwei konkurrierende Prozesse bestimmt. Dies ist zum einen die kinetische
Energie, die zur Delokalisierung der Elektronen fiihrt, und zum anderen die (lokale und
langreichweitige) Coulomb-Wechselwirkung, welche die Abstofung zweier Elektronen in
Abhéngigkeit vom Abstand beschreibt. Zusédtzlich wird die statische Gitterverzerrung be-
riicksichtigt. Dieses Modell stellt eine Naherung zum exakten Vielteilchenproblem dar, die
im Gegensatz zu semiempirischen Methoden [3] systematisch verbessert werden kann [4].

Es stellt sich die Frage, wie das erweiterte Peierls-Hubbard-Modell theoretisch unter-
sucht werden kann. Zum einen bieten sich numerische Verfahren an. An erster Stelle ist
hier die Dichtematrix-Renormierungsgruppe (DMRG) [5, 6] zu nennen, mit der man die
Eigenschaften des Grundzustands und elementarer Anregungen numerisch exakt berech-
nen kann. Ein Problem hierbei ist der Aufwand an Rechenzeit, da derartige Rechnungen
fiir realistische Systemparameter einen CPU-Tag oder linger dauern konnen.

Wie kann das erweiterte Peierls-Hubbard-Modell analytisch behandelt werden? Die Ant-
wort ist nicht offensichtlich, denn es gibt zwei konkurrierende Terme im Modell, von denen
jeder fiir sich das isolierende Verhalten begriinden kann und die zu einer vollig unter-
schiedlichen Beschreibung der elementaren Anregungen fiihren. Der Peierls-Mechanismus
resultiert im {iblichen Bénderbild eines Halbleiters mit fermionischen Einteilchenanregun-
gen [7]. Die Coulomb-Wechselwirkung im Hubbard-Modell hingegen fiihrt zu einem Mott-
Hubbard-Isolator mit kollektiven Spin- und Ladungsanregungen (Spinonen und Holonen),
von denen letztere eine Anregungsliicke aufweisen. Entsprechend unterscheiden sich die
Beschreibungen der optischen Anregungen. Die Gegensitzlichkeit von Peierls- und Hub-
bard-Modell wirft also die grundsétzliche Frage auf, ob der Peierls-Limes oder der Mott-
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Hubbard-Limes des erweiterten Peierls-Hubbard-Modells der geeignete Startpunkt fiir ei-
ne storungstheoretische Behandlung sei. Wie in der vorliegenden Arbeit im Rahmen der
Feldtheorie gezeigt wird, ist der Peierls-Limes der geeignete Ausgangspunkt, das heifst die
Coulomb-Wechselwirkung darf im Prinzip storungstheoretisch behandelt werden.

In Poly(di)acetylen sind die optischen Singulett-Exzitonen mit 0.5eV gebunden, ihre
Anregungsenergie liegt um diesen Wert unterhalb der Liicke fiir stromtragende Anregun-
gen von 2.3eV [8]. Die Coulomb-Wechselwirkung liefert also keine kleinen Korrekturen. Sie
kann nicht in Stérungstheorie erster Ordnung behandelt werden, wie Vergleiche zwischen
den Resultaten von Abe et al. [2] und DMRG-Rechnungen [9] fiir realistische Modellpa-
rameter zeigen. Es bleibt zu kldren, inwieweit die Stérungstheorie zweiter Ordnung eine
Verbesserung bringt. Ziel ist es, eine Abschétzung fiir die Genauigkeit der Stérungstheorie
fiir reale Parametersiitze des erweiterten Peierls-Hubbard-Modells zu gewinnen. Numerisch
ist die zweite Ordnung Storungstheorie mit sehr viel weniger Aufwand verbunden als eine
DMRG-Rechnung und kann dazu dienen, einen schnellen Uberblick iiber die Auswirkungen
von Verdnderungen in den Modellparametern zu erhalten.

Es gibt verschiedene Mdglichkeiten, die Storungstheorie zweiter Ordnung fiir optische
Anregungen zu formulieren. Daher stellt sich die Frage, welche Version die quantitativ
beste Ubereinstimmung mit der DMRG liefert: ist es Wannier-Storungstheorie, Two-Step-
Storungstheorie oder Downfolding-Stérungstheorie? Dies ist eine relevante Frage, da Va-
rianten dieser Zugénge zur Beschreibung der optischen Anregungen in realen Materialien
eingesetzt werden. Zum Beispiel ist der LDA+GW+BSE-Zugang [10] konzeptionell sehr
dhnlich zur Two-Step-Storungstheorie.

Aufbau der Arbeit

Aus dieser Motivation heraus ergibt sich der folgende Aufbau der Arbeit. Im zweiten
Kapitel wird der Hamilton-Operator des erweiterten Peierls-Hubbard-Modells und seine
wichtigsten Eigenschaften vorgestellt. Zudem werden die physikalischen Gréfsen eingefiihrt,
die im Laufe der Arbeit eine wesentliche Rolle spielen.

Im dritten Kapitel sind Ergebnisse der bisherigen analytischen Untersuchungen in den
verschiedenen Grenzfillen des Modells zusammengestellt. Die Limites zeigen, daf das Pei-
erls-Modell und das erweiterte Hubbard-Modell qualitativ verschiedene Arten von Isola-
toren beschreiben.

Der Nachweis, daf der Peierls-Term die Physik des erweiterten Peierls-Hubbard-Mo-
dells dominiert, wird im vierten Kapitel erbracht. Im Rahmen der Feldtheorie wird ein
semiklassischer Zugang verwendet und eine Mean-Field-Analyse durchgefithrt. Auferdem
werden die Renormierungsgruppengleichungen aufgestellt und numerisch aufintegriert.

Im fiinften Kapitel werden die verschiedenen perturbativen Zuginge fiir die Beschrei-
bung optischer Anregungen zur zweiten Ordnung in der Coulomb-Wechselwirkung ein-
gefithrt. Zudem sind die expliziten Ausdriicke der erforderlichen Matrixelemente fiir die
Grundzustandsenergie, die Einteilchenliicke und die optischen Anregungen zusammenge-
stellt.
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Im sechsten Kapitel werden die Ergebnisse der verschiedenen storungstheoretischen An-
sitze préasentiert und mit den numerisch exakten Resultaten der Dichtematrix-Renormie-
rungsgruppe verglichen. Die Arbeit schlieft mit Zusammenfassung und Ausblick.

Im Anhang sind sowohl detaillierte Rechnungen zur Bosonisierung als auch zur pertur-
bativen Berechnung der Matrixelemente und die wichtigsten Hilfsfunktionen zusammen-
gestellt.
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2 Erweitertes Peierls-Hubbard-Modell

Das generische Modell zur Beschreibung quasi-eindimensionaler Materialien, zum Beispiel
von m-konjugierten Polymeren, ist das eindimensionale erweiterte Peierls-Hubbard-Modell,
welches im ersten Abschnitt dieses Kapitels vorgestellt wird. Im zweiten Abschnitt werden
die Symmetrien dieses Modells untersucht. In einem dritten Abschnitt werden die in dieser
Arbeit auftretenden physikalischen Grofen und Begriffe eingefithrt und erldutert.

2.1 Hamilton-Operator

Eine geeignete Beschreibung der Physik quasi-eindimensionaler Materialien wie Polyacety-
len liefert das halbgefiillte erweiterte Peierls-Hubbard-Modell [2]|. In diesem Modell steht
die kinetische Energie T der Elektronen in Konkurrenz zu der rein lokalen Coulomb-
Wechselwirkung U D, der langreichweitigen Coulomb-Wechselwirkung V'V und der Peierls-
Dimerisierung Tj. Der zugehérige Hamilton-Operator ist also gegeben durch

H=T+Ts+UD+VV. (2.1)

Die durch den Peierls-Term erweiterte kinetische Energie lautet

L
ToTs=—1> Y (1 n (_1)15> <aﬁaal+1,g n éﬁlvaélvg) , (2.2)

o =1
wobei L die Anzahl der Gitterplidtze und ¢ = Lag die Lénge der Kette ist. Dieser Term
beschreibt das Hiipfen der Elektronen von einem Gitterplatz [ zum Nachbarplatz [ + 1
mit der Hiipfamplitude —¢(1 4 (—1)!§), wobei t als Energieeinheit dient und ¢ = 1 gesetzt
wird. Es gelten periodische Randbedingungen, ¢4, » = ¢ ,. Dabei erzeugt (vernichtet) der
Operator élfa (¢1,5) ein Elektron mit Spin o =7, | im Wannier-Orbital, dessen Zentrum sich

am Ort [ befindet. Es gelten die Antikommutationsrelationen fiir fermionische Operatoren,

{él,m ér—’;—z,fr}-i- = 5l,m50;r 5 (2-3)

alle anderen Antikommutatoren verschwinden. Die Dimerisierung 0 < § < 1 beschreibt den
Effekt der alternierenden Bindungsldngen der Elektron-Hiipfamplituden, welcher von der
Instabilitét des Gitters gegeniiber der statischen Peierls-Verzerrung herriihrt. Dieser Effekt
verursacht eine Verdoppelung der Einheitszelle und damit eine Halbierung der Brillouin-
Zone. Hiipfterme zu weiter entfernten Nachbarn werden in diesem Modell nicht einbezogen.
Der Operator fiir Doppelbesetzungen ist

hoy (- 5) (- 3) (2.4

=1

11
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mit 7y , = élJ,roél,o und 7y = 7y 1 + 7y, . Der Operator

V=303 g (= 1) e, =1 (25)

approximiert die langreichweitigen Anteile der Coulomb-Wechselwirkung, und der Opera-
tor fiir die Gesamtteilchenzahl ist durch

L
N=>"w (2.6)
=1

gegeben. Im folgenden wird nur der Fall halber Bandfiillung betrachtet, bei dem die Anzahl
der Elektronen gleich der Anzahl der Gitterpldtze ist, N = L.

2.2 Symmetrien bei halber Bandfiillung

In diesem Abschnitt werden die Symmetrien des Modells (2.1) untersucht [4]. Bei halber
Bandfiillung ist es invariant unter Spin- und Ladungsrotation (SO(4)-Symmetrie) und
unter speziellen Teilchen-Loch-Transformationen.

Invarianz unter Spinrotation: Rotationen im Spinsektor

Tspin * él,a = 617,0
At ot
. (2.7)
lassen den Hamilton-Operator (2.1) invariant, TspmHTspm = H. Die zugehorige

SU(2)-Lie-Algebra wird generiert von den Operatoren fiir den Gesamtspin

L
ot At A
= E :cmcl,la
=1
L

So=) ehay,

=1

L
Z st —ng|) (2.8)

l\.')|>—t

mit ST = 5% +i8Y = (S7)*.

Invarianz unter Ladungsrotation (7-pairing): Der Hamilton-Operator ist invariant unter
der Abbildung eines doppeltbesetzten auf einen unbesetzten Gitterplatz und umge-
kehrt,

Tcharge - éZrTéZrl = él,Tél,l

ey = e (2.9)
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Diese Abbildung verbindet Unterrdume des Hilbertraums mit unterschiedlichen Teil-
chenzahlen. Die Operatoren

o
I
Il
(=
e
p
ek
N

L
., 1 A .
¢r =3 Z (g + iy —1) (2.10)

mit Ct = C* +iCY = (C~)" erzeugen die zugehérige SU(2)-Lie-Algebra und kom-
mutieren mit dem Hamilton-Operator und mit den Spinoperatoren (2.8).

Aus der Spinrotations- und der Ladungsrotationsinvarianz folgt die SO(4)-Symme-
trie von (2.1).

Spezielle Teilchen-Loch-Symmetrie: Die Teilchen-Loch-Transformation

TrLs - G (-1,

o (1), (2.11)

Cl,o

generiert eine Abbildung des Hamilton-Operators (2.1) auf sich selbst.

Aufgrund dieser Symmetrieeigenschaft garantiert das chemische Potential u = 0
halbe Bandfiillung fiir alle Temperaturen [4].

2.3 Physikalische GroRBen und Begriffe

In diesem Abschnitt werden die fiir die Untersuchung des eindimensionalen erweiterten
Peierls-Hubbard-Modells relevanten Begriffe eingefiihrt und erlautert.

2.3.1 Isolatoren

Bei halber Bandfiillung beschreibt das Modell einen Isolator fiir § # 0 oder U # 0. Ein
System wird als Isolator bezeichnet, wenn seine Gleichstromleitfahigkeit (‘direct current’:
DC) bei der Temperatur 7' = 0 verschwindet [4],

0o (T'=0) = }1111}0 UIJIL% ‘}JI‘TO Re{oqp(q,w)} =0. (2.12)
Diese Definition gilt nur bei T" = 0, da thermische Anregungen bei endlicher Temperatur
stets fiir eine endliche Leitfdhigkeit sorgen. Die Berechnung von o,3(q,w) als Propagator
einer Zwei-Teilchen-Anregung stellt jedoch ein nichttriviales Problem dar, so daf man sich
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einer leichter handhabbaren Gréfse zuwendet, der Liicke fiir stromtragende Einteilchenan-
regungen. In perfekt geordneten Systemen ist diese Einteilchenliicke {iber die chemischen
Potentiale p~ (N) und ™ (N) definiert,

Ai(N) = p*(N) = p~(N)
= [Eo(N + 1) — Eo(N)] — [Eo(N) — Eo(N —1)]. (2.13)

Dabei entspricht das chemische Potential x4~ (u™) der minimalen Energie, die bené&tigt
wird, um ein Elektron zum Grundzustand eines Systems mit N —1 (N) Elektronen hinzu-
zufiigen. Da das in dieser Arbeit untersuchte System Teilchen-Loch-Symmetrie aufweist,
gilt Eg(N — 1) = Eo(N + 1), und zur Bestimmung der Einteilchenliicke geniigt es also,
Eo(N + 1) zu berechnen. Eine stromtragende Einteilchenanregung kann es nur fiir eine
verschwindende Einteilchenliicke geben. Fiir einen Isolator gilt also

Ay >0 (‘gap criterion’). (2.14)

Grundsétzlich gibt es bei Temperatur Null zwei verschiedene Klassen von Isolatoren. Zum
einen gibt es Isolatoren, die von der Elektron-Ion-Wechselwirkung getrieben werden, und
zum anderen solche, deren Ursache die Elektron-Elektron-Wechselwirkung ist. Der Pei-
erls-Isolator gehort zur ersten Isolatorenklasse. Die Elektron-Ion-Wechselwirkung ruft ei-
ne statische Gitterverzerrung hervor, so dafs ein neues Potential mit einer verénderten
Periodizitdt entsteht. Bei niedrigen Temperaturen kann der Gewinn in der kinetischen
Energie der Elektronen die elastische Energie, die die Gitterverzerrung kostet, iibertref-
fen. Die Beriicksichtigung dieses Effekts durch die Dimerisierung fiihrt zu einer endlichen
Einteilchenliicke.

Der Mott-Hubbard-Isolator und der Ladungsdichtewellen-Isolator, meistens charge-den-
sity-wave-Isolator oder kurz CDW-Isolator genannt, sind von der Elektron-Elektron-Wech-
selwirkung getrieben und gehdren damit zur zweiten Klasse von Isolatoren. Im Mott-Hub-
bard-Isolator verhindert die Coulomb-Abstofung die Bewegung der Elektronen auf dem
Gitter. Im Falle von Halbfiillung fiihrt dies zu einer Liicke fiir Ladungsanregungen, wéh-
rend Spinanregungen keine Liicke haben. Im CDW-Isolator hingegen fiihrt die Coulomb-
Abstofung zur Ausbildung einer Ladungsdichtewelle auf dem Gitter. In diesem Fall gibt
es endliche Liicken im Spin- und Ladungssektor.

2.3.2 Anregungsliicken

Offensichtlich ist es erforderlich, verschiedene Anregungsliicken fiir feste Teilchenzahl zu
definieren. Die Ladungsliicke ist definiert als der Energieunterschied zwischen Grundzu-
stand (hier ein Singulett) und dem ersten angeregten Zustand mit demselben Spin S = 0,

ACEEl(N,SZO)—Eo(N,S:O) (215)

Die Spinliicke ist durch den Energieunterschied zwischen dem Grundzustand (hier ein
Singulett) und dem ersten angeregten Zustand mit Spinflip (hier ein Triplett) definiert

A, = Ey(N, S = 1) — Ey(N, S = 0). (2.16)
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Optische Anregungen des Systems |nopt) sind Elektron-Loch-Anregungen des Grundzu-
standes |0), die durch ein Lichtfeld erzeugt werden konnen. Optisch erlaubte Anregungen
haben daher ein endliches Matrixelement (rnopt| ]Opt|0> # 0 mit dem Stromoperator jopt.
Die optische Liicke ist die Energiedifferenz zwischen dem Grundzustand und dem energe-
tisch niedrigsten optisch erlaubten, angeregten Zustand. Elektron-Loch-Anregungen mit
Energien oberhalb der Einteilchenliicke befinden sich im sogenannten FElektron-Loch-Kon-
tinuum und sind ungebunden. Optisch angeregte Elektron-Loch-Paare mit Energien un-
terhalb der Einteilchenliicke sind gebunden und werden als Ezzitonen bezeichnet. IThre
Anregungsenergie ist

Az = Eopt(N) — Ep(N). (2.17)

Man unterscheidet zwischen stark und schwach gebundenen Exzitonen. Um diese zu cha-
rakterisieren, definiert man die Bindungsenergie als den Energieunterschied zwischen Ein-
teilchenliicke und Exzitonenergie

FEgina =A1 — A, >0. (218)

Schwach gebundene Exzitonen werden als Wannier-Mott- Ezzitonen bezeichnet. Sie sind
typisch fiir Bandisolatoren [11]. Im Limes schwacher Coulomb-Korrelationen darf man
sich ein Wannier-Mott-Exziton vorstellen als ein Loch im Leitungsband und ein Elektron
im Valenzband, die durch die attraktive Coulomb-Wechselwirkung zu einer ladungsneu-
tralen Anregung gebunden sind. In Halbleitern wie GaAs betréigt die Bindungsenergie
einige meV, bei einer Bandliicke der Grofsenordnung 1eV. Folglich liegt die Gréfe eines
Wannier-Mott-Exzitons bei ungefihr 100 A und damit fast zwei GroRenordnungen iiber
der Gitterkonstante.

In quasi-eindimensionalen Materialien wie konjugierten Polymeren findet man hinge-
gen Mott-Hubbard- Exzitonen mit deutlich hdheren Bindungsenergien. In diesen Stoffen
beeinfluftt die Elektron-Elektron-Wechselwirkung die Entstehung der optischen Liicke und
die Bildung der Exzitonen stark [1]. Man findet Bindungsenergien bei ungefihr 0.5 eV
bei Polydiacetylen [8|, die mit der optischen Liicke vergleichbar sind. IThre Ausdehnung
liegt im Bereich von 12 A [8]. Einfache Bandstrukturkonzepte sind fiir eine angemessene
Beschreibung dieser Exzitonen nicht hinreichend. Das erweiterte Peierls-Hubbard-Modell
beriicksichtigt sowohl die Elektron-Ton- als auch die Elektron-Elektron-Wechselwirkung
und sollte damit eine gute theoretische Beschreibung der konjugierten Polymere und ihrer
optischen Anregungen liefern.

Der Grundzustand des erweiterten Peierls-Hubbard-Modells ist ein Singulettzustand
(S = 0), daher ist eine optische Anregung in einen Triplettzustand (S = 1) spinverboten.
In dem hier untersuchten Fall wird insbesondere der erste angeregte Singulettzustand be-
trachtet, von dem aus optische Uberginge in den Grundzustand moglich sind. Uberginge
in den energetisch tiefer liegenden Triplettzustand sind zwar spinverboten, kommen aber
trotzdem gelegentlich vor (Intersystem Crossing). Dieser Triplettzustand ist sehr lang-
lebig, weil ein optischer Ubergang zum Grundzustand wieder spinverboten ist und zum
Beispiel nur aufgrund der Spin-Bahn-Wechselwirkung mdoglich ist. Liegt die Singulett- oder
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Triplettliicke unterhalb der Einteilchenliicke, so haben die zugehérigen Anregungen exzi-
tonischen Charakter. Die exzitonischen Anregungen liefern eine obere Schranke fiir die
Ladungsliicke bzw. die Spinliicke.

Die Berechnung der verschiedenen Anregungsliicken im erweiterten Peierls-Hubbard-
Modell ist nicht einfach. Im folgenden Kapitel werden Resultate fiir Grenzfélle zusammen-
gestellt, die bereits untersucht worden sind.



3 Limites

In diesem Kapitel werden die verschiedenen Limites vorgestellt, in denen das halbgefiillte
erweiterte Peierls-Hubbard-Modell bislang behandelt wurde.

3.1 Peierls-Modell

Ohne Coulomb-Wechselwirkung, U = V = 0, reduziert sich das erweiterte Peierls-Hub-
bard-Modell zum Peierls-Modell, HF = T+Tj [12]. Das Modell kann durch Fouriertransfor-
mation und Halbierung der Brillouin-Zone exakt gelost werden. Die Fouriertransformation
der Elektronenoperatoren ist gegeben durch

. 1 ; .
Clo = ﬁ ;6 klao <Ck,0 + (_1)lck+7r/ao,a> ;

L
~ 1 —iklag »
Cho = —Ze Ha0e 5, (3.1)
VL=

wobei eine k-Summe stets die Summe iiber alle Impulse —7/(2a¢) < k; < 7/(2a¢) mit
kj = —m/(2a0) +27j/(Lay) fiir j =0,...,L/2 —1 bezeichnet. Der kinetische Term ergibt
sich zu

T =3 k) (6 otk = s ag o Chin/ans) (3.2)
k,o
Té - _IZ A(k) <é:+7r/ao,aék7o' - éI;Uék‘Fﬂ/aOvJ) ) (33)
k,o

wobei die Dispersionsrelation £(k) und die Hybridisierungsfunktion A(k) durch

e(k) = —2tcos(kayg) ,
A(k) = 2t5sin(kag) (3.4)

gegeben sind. Zur Diagonalisierung der kinetischen Energie fiihrt man in der halben
Brillouin-Zone —m/(2a¢) < k < m/2a¢ neue Quasiteilchenoperatoren ay, , und by , mittels
einer kanonischen Transformation ein:

dk,a = akék,a + iﬁkék—l—w/ao,a )

Bk,a = ﬁkék,a - iakékJﬂr/ao,a . (35)

17
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Umgekehrt gilt

Ch,o = Qklk,o + Brbio

é/€-1—7r/ao,o = _iﬁkdk,o' + iakbkp , (3.6)

wobei o + 37 = 1 gefordert wird. Zusammen mit der zusitzlichen Bedingung, daf nicht-
diagonale Terme der kinetischen Energie verschwinden, ergibt sich fiir o und Sy

=42 <1 - ;(é)))’

1 (k)
= sm(@0 5 (1+ ) 3.7)
mit der Signum-Funktion sgn(r # 0) = z/[z| und apyr/q, = —iBk bz2W. Biir/ay =

iag. Ausgedriickt anhand dieser Quasiteilchenoperatoren ist die kinetische Energie des
Hamilton-Operators (2.1) diagonal,

T + T(g Z E(kj) (i)z’gi)k,a — dzofz}%g) R (38)
k

wobei +FE(k) die Dispersionsrelation fiir das obere und untere Peierls-Band bezeichnet,

E(k) = /e(k)2 + A(k)2. (3.9)

B(

k)
* —7/ag /ao * —7/2a0 /2a0
4t W=4t 4t W=4t

R NV BN

Abbildung 3.1 Dispersion der Peierls-Bénder in der reduzierten Brillouin-Zone mit der Bandbreite
W = 4t.

Die Dispersion beider Béander mit der gesamten Bandbreite W = 4¢ in der vollen bzw.
halben Brillouin-Zone ist in Abbildung (3.1) dargestellt. Die Peierls-Liicke zwischen den
Bindern ist AP = §W = 4¢6.

Im Grundzustand des halbgefiillten Modells ist das untere Peierls-Band vollsténdig ge-
fiillt, und die Grundzustandsenergie Ey(N) ist gegeben durch

Eo(N) =—-2> E(k). (3.10)
k
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Sie hingt von der Lange L des Systems und der Dimerisierung 6 ab. Um die Einteilchen-
liicke zu erhalten, berechnet man die Grundzustandsenergie fiir das System mit einem
zusétzlichen Teilchen. Da im Falle von Halbfiillung das untere Peierls-Band schon voll-
standig gefiillt ist, hat das zusétzliche Elektron die niedrigstmdgliche Energie im oberen
Peierls-Band, beim Impuls p = —7/(2ag), so daf

Eo(N +1) = E(p) + Eo(N). (3.11)
Unabhéngig von der Gitterlinge L ist die Einteilchenliicke damit
AT = 2(Ey(N +1) — Eg(N)) = 2E(p) = 4t6 . (3.12)

Da die Einteilchenliicke fiir § # 0 endlich ist und sie von der Elektron-Phonon-Wechsel-
wirkung verursachten Dimerisierung herriihrt, ist das System ein Peierls-Isolator.

Optische Anregungen werden durch den Stromoperator vermittelt, wobei der Anteil des
Stromoperators fiir optische Anregungen gegeben ist durch [13]

N 4te?agd o, . I
o = 2 5 <b;0ak,o+a:’0bk,o). (3.13)

Nea

Angeregte Singulett- und Triplettzustéinde sind von der Form

Singulett : |s) = (ZA);;T&I,,T + l;;r,ldpvl) /V2[0), (3.14)

Triplett s [6) = (51 = 5.1 ) /V210). (3.15)

Diese Zusténde sind identisch zu den Zustdnden mit minimaler Ladungs- und Spinliicke.
Bestimmt man die Energiedifferenzen des ersten angeregten Singulett- und Triplettzu-
stands vom Grundzustand, ndmlich Ladungs- und Spinliicke,

AL = (s/t1H|s/t), (3.16)

so findet man AE s = AT Damit verschwindet die Bindungsenergie dieser Teilchen-Loch-
Paare, es handelt sich nicht um Exzitonen. Die optische Leitfdhigkeit kann explizit berech-
net werden [13]. Im thermodynamischen Limes erhilt man

e2ay Pw

Re{o(w > 0)} = 2 (0D (72— o) fir Wé<w<W, (3.17)

wobei W = 4t die Bandbreite und e die Elementarladung bezeichnet. Die reduzierte opti-
sche Leitfihigkeit ist in Abb. (3.2) dargestellt. Fast das gesamte spektrale Gewicht liegt in
einem Peak an der unteren Bandkante w = dW, es gibt aber noch einen schwachen Peak
mit endlichem spektralen Gewicht an der oberen Bandkante W. Zur besseren Darstellung
ist die Leitfdhigkeit aus (3.17) mit einer Lorentzkurve der Breite v = 0.01 gefaltet worden.
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Abbildung 3.2 Reduzierte optische Leitfihigkeit des Peierls-Modells 0,.q = wRe{o(w)}/(age*W)
fiir 6 = 0.2 bei einer Verbreiterung von v = 0.01 mit einem starken Peak an der
unteren Bandkante und einem schwachen Peak an der oberen Bandkante.

3.2 Hubbard-Modell

Das eindimensionale Hubbard-Modell [14] ist ein Paradigma der Festkorpertheorie und
damit eines der am intensivsten studierten Modelle. Eine ausfiihrliche Beschreibung findet
man in [4, 15, 16]. Es ist im Grenzfall 6 =0 und V' =0 in (2.1) enthalten und lautet

}AIHub = T + Uﬁ
L L 1 1
_ P . .
= —tlzl: (ClvUCH—l,o + h.C.) + UZZ; <nl,T — 5) (nl,l — 5) . (3.18)
=1l,0 =

Die kinetische Energie dieses Modells ist

T=> ek)e] eno- (3.19)
k,o

In dieser Arbeit interessieren insbesondere die optischen Anregungen im eindimensionalen
Hubbard-Modell, die in [17] untersucht worden sind. Fiir allgemeine Fiillung folgt mit der
speziellen Teilchen-Loch-Symmetrie

H(Ny,N,U,t)=H(L—-N;,L—-N,U,—t)—U(L— Ny —N). (3.20)
Im Falle von Halbfiillung erh&lt man daher

pt+p=U, (3.21)
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so daf fiir die Einteilchenliicke (2.13) A; = U — 2u~ gilt. Aus der exakten Losung des
Hubbard-Modells [18] fiir die Einteilchenliicke findet man [19]

16t/ Al (3.22)

Ysinh 27Tty/U)

Da sie endlich fiir alle U > 0 ist, beschreibt das halbgefiillte Hubbard-Modell einen Mott-
Isolator. Bei schwacher Kopplung 6ffnet sich die Liicke exponentiell

AL (U < 2t) ~ (8t/7) \/U/t exp(=2xt/U) . (3.23)
Bei starker Kopplung gilt fiir die Einteilchenliicke
AU > 4t) ~U —4t. (3.24)
Die Spinliicke verschwindet, A; = 0 und fiir die Ladungsliicke gilt
A=A (3.25)

Die Elektron-Loch-Anregungen sind ungebunden; es handelt sich somit nicht um Exzito-
nen.

3.3 Erweitertes Hubbard-Modell

3.3.1 Limes schwacher Wechselwirkung

Das erweiterte Hubbard-Modell mit Kopplung an néchste und iibernéchste Nachbarn ist
gegeben durch

Hpgmi =T +UD + Vi + Vs (3.26)
oo Lo/ 1\ /. 1
=—1 Z (Cl,JClJrLU + h.C.) + UZ (nm — 5) <nl,l — 5)
I=1,0 =1
L L
+ VY (A =1) (g = 1)+ Vo Y (A —1) (fura — 1) - (3.27)
=1 =1

In [17] sind die optischen Anregungen dieses Modells im Limes kleiner Mott-Liicken, d.h.
im Limes schwacher Kopplung U, Vi, Vs < t, analytisch untersucht worden. In diesem
Limes lassen sich die elementaren Ladungsanregungen (‘Holonen’ und ‘Antiholonen’) im
Gittermodell durch eine effektive Feldtheorie, das Sine-Gordon-Modell [20], beschreiben,
fiir das viele exakte Ergebnisse bekannt sind [21, 22, 23].

Das Sine-Gordon-Modell ist vollstdndig durch die Einteilchenliicke A; und die Kopp-
lungskonstante

4mop

g2 =
drop 4/ 2ao(U + 6V1 + 2V5))° — (2a0(U — 2V; + 215))?

(3.28)
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charakterisiert [24]. Bei schwacher Kopplung skaliert A;/2 wie

Ay St 1—2x (gr+2)/4gx
—  — 1 2
2 V2 gl +w)<1+x> (3.29)
mit
(U2t 2ne)
N U+ 6Vi+ 2V,
U+ 6V + 2V,
g= —o (3.30)

Fiir 1/2 < 32 < 1 haben die massiven Ladungsanregungen eine relativistische Dispersion,

E(P) =+/(A1/2)? +v2P2, (3.31)

mit der Einteilchenliicke A; und der Ladungsgeschwindigkeit v, [23, 25]. Einteilchenliicke
und optische Liicke sind gleich, Agpy = Ag.

Fiir 42 < 1/2 kann es gebundene Soliton-Antisoliton-Paare, auch Breather genannt,
geben, die Exzitonen im Gittermodell entsprechen. Dabei ist ein (Anti-)Soliton im La-
dungssektor ein (Anti-)Holon. Es handelt sich um gebundene spinlose Anregungen mit
entgegengesetzter Ladung aus ‘Doppelbesetzung’ und ‘Loch’. Im Breather-Regime lassen
sich die Anzahl N, und die Exzitonliicken M,, der Anregungen anhand von

2
Ny = [1 ﬁf ] ; (3.32)
M, = A sin (%) (3.33)

bestimmen, wobei [.. .| die Gauk-Klammer ist. Man sieht sofort, daf es im reinen Hubbard-
Modell keine Exzitonen gibt, da 5% = 1 gilt.

Die Anwendung der Resultate der Feldtheorie auf das Gitterproblem ist auf den Bereich
kleiner Mott-Liicken, d.h. U, V1, V5 < t, beschriankt. Es zeigt sich, daf die feldtheoretischen
Ergebnisse auch auferhalb dieses Regimes giiltig bleiben. Dies wurde in [24, 26| mithilfe
der Dichtematrix-Renormierungsgruppe nachgewiesen.

Wie man an (3.28) sieht, bewirken V; und V5 eine Verkleinerung von 3. Um Exzitonen
im erweiterten Hubbard-Modell zu finden, muf man im Parameterraum ein Regime mit
kleiner Mott-Liicke und kleiner Kopplungskonstante 0 < (3% < 1/2 erreichen. Dies ist in
diesem Limes nur moglich fiir V5 # 0. Numerische Arbeiten fiir A; ~ W zeigen, daf man
V5 = 0 setzen kann, um Exzitonen im erweiterten Hubbard-Modell zu erhalten, wenn die
Néchst-Nachbar-Wechselwirkung Vi > 2t gewahlt wird [24].

3.3.2 Limes starker Kopplung

Im Limes starker Kopplung W/U — 0 und bei Temperaturen 7" < /U (uniformer
Spinhintergrund) 1&ft sich das erweiterte Hubbard-Modell auf das Harris-Lange-Modell
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Abbildung 3.3 Imaginérteil der Strom-Strom-Korrelationsfunktion, Im{x(w)} = wRe{o(w)}, im
Limes starker Kopplung fiir V3 = 5¢, Vo = 0 und einer Verbreiterung von v =
0.1¢ [24]. Die durchgezogene Linie ist das Resultat der Dynamischen DMRG fiir
L = 128 Gitterpldatze und offene Randbedingungen. Die gestrichelte Linie ist das
analytische Resultat (3.34), gefaltet mit einer Lorentzkurve der Breite v = 0.1¢. Der
Bildeinschub vergleicht die Ergebnisse auf einer linearen Skala.

abbilden [13]. Dieses Modell ist in einer Dimension exakt l6sbar [27]. Im Falle niedriger
Temperaturen gibt es jedoch keine exakte Losung dieses Modells.

Eine approximative Losung des Problems ist die sogenannte no-recoil-Naherung [13].
Im Limes starker Coulomb-Wechselwirkung und im Falle von Halbfiillung ist im Grund-
zustand jeder Gitterplatz einfach besetzt. Vernachlissigt man Korrekturen der Ordnung
t/U, so sind Ubergéinge von Elektronen auf Prozesse beschrinkt, bei denen die Anzahl
der Locher und Doppelbesetzungen erhalten bleibt; Spin- und Ladungssektor sind von-
einander getrennt. Durch optische Absorption kann ein Loch aus dem unteren und eine
Doppelbesetzung aus dem oberen Hubbard-Band mit einem Impulsiibertrag ¢ (—¢) in den
Spinsektor (Ladungssektor) angeregt werden. In der no-recoil-Ndherung wird angenom-
men, daf nur Prozesse stattfinden, fiir deren Impulsiibertrag ¢ = 0 oder ¢ = 7 gilt. Die
Anregungen des Systems sind Doppelbesetzungen und Locher, die gebunden sein konnen,
und damit exzitonisch sind [13], falls V; > 2¢ fiir V5 = 0.

Das analytische Resultat der optischen Leitfdhigkeit in der no-recoil-Naherung ist gege-
ben durch

wRe{o(w > 0)} =mgrt?e®5(w — wy) + got*e? {@(Vl —2)7 (1 - (2t/V1)2) w —wi)

2 — ((w —
+out - v -~ \/1(w (—(Wl)‘g)/4t)2 } ’

(3.34)
mit w; = U — Vi — 4t2/V1, we = U — V3, der Stufenfunktion ©(x) und ag = 1.
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Den Vergleich mit den numerischen Ergebnissen der dynamischen DMRG fiir g, = 0.08
und go = 2.65 zeigt Abbildung (3.3). Die Ubereinstimmung der beiden Methoden ist
sehr gut. Die storungstheoretische Entwicklung um den Limes grofer U/t gilt nur im
Bereich sehr starker Coulomb-Abstofsung, wie DMRG-Resultate fiir mittlere Kopplung
zeigen [17, 26].

3.4 Erweitertes Peierls-Hubbard-Modell

3.4.1 Bisherige Ergebnisse

Fiir das erweiterte Peierls-Hubbard-Modell gibt es analytische Ergebnisse nur im Limes
starker Coulomb-Abstofung U/W. Dort stimmen die Ergebnisse der dynamischen DMRG
hervorragend mit denen der no-recoil-Ndherung tiberein [17, 24, 26]. Im Bereich mittle-
ren Mott-Liicken sind diese analytischen Resultate allerdings nicht mehr anwendbar und
konnen daher keine Beschreibung fiir reale Materialien liefern.

Fiir sehr kleine Coulomb-Wechselwirkung wurde das erweiterte Peierls-Hubbard-Modell
in Wannier-Theorie untersucht |2]. Numerische DMRG-Resultate [9] zeigen jedoch, daf
die Wannier-Theorie nur bei sehr kleiner Coulomb-Abstofsung quantitativ anwendbar ist.
Bei Coulomb-Wechselwirkungen, die bei realen Materialien relevant sind, sind Korrekturen
quadratischer Ordnung nicht vernachléssigbar. Zudem ist unklar, ob stérungstheoretische
Zuginge iiberhaupt verwendet werden diirfen.

Numerische Untersuchungen mittels der DMRG sind sehr Computer-intensiv und daher
zeitaufwendig. Daher muft man sich im allgemeinen darauf beschrinken, einige Punkte
im Parameterraum (6, U, V') zu betrachten und die Form des langreichweitigen Coulomb-
Potentials beizubehalten. Dies reduziert die Einsetzbarkeit des numerischen Zugangs er-
heblich.

3.4.2 Aufgabenstellung

Bisher gibt es keine zufriedenstellende Analyse des erweiterten Peierls-Hubbard-Modells
im Limes schwacher Coulomb-Korrelationen. Nur fiir den Fall, dafs der Peierls-Term die
Physik dominiert, ist eine Anwendung und Weiterentwicklung der Stérungstheorie sinnvoll.
Im néchsten Kapitel wird der Nachweis erbracht, daf eine Storungsentwicklung in der
Coulomb-Wechselwirkung in der Tat moglich ist.

Im Kapitel 5 wird die Stérungstheorie bis zur zweiten Ordnung in (U, V') durchgefiihrt.
Der Vergleich mit den DMRG-Resultaten fiir ausgewihlte Parametersitze in Kapitel 6
zeigt, dafs man mit dieser Methode in Parameterbereiche vordringen kann, die reale Ma-
terialien beschreiben.



4 Feldtheorie

Eine Feldtheorie beschreibt ein Modell fiir Elektronen auf einem Gitter im Kontinuumsli-
mes [28, 29, 30]. Dabei beschrénkt man sich auf die niederenergetischen Moden des Systems
und damit auf grofte Zeitskalen. Die Lange des Gitters ¢ bei L Gitterpldtzen ist gegeben
durch

l= Lao (4.1)

mit der Gitterkonstanten ag. Der Kontinuumslimes ist definiert durch eine verschwindend
kleine Gitterkonstante, ap — 0, bei konstanter Gitterlinge ¢ [16]. Dieser Limes ist giiltig
fiir niedrige Dichten von Anregungen und kleine Energieiibertrige und ist im allgemeinen
erfiillt, wenn grofe Absténde im Vergleich zur Gitterkonstanten betrachtet werden.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird das Peierls-Hubbard-Modell mit N#chst-Nach-
bar-Wechselwirkung auf das zugehorige effektive feldtheoretische Modell gekoppelter Sine-
Gordon-Terme [20] abgebildet und bosonisiert [25, 31]. In den zwei folgenden Abschnitten
wird dieses Modell im Rahmen eines semiklassischen Ansatzes [21] und der Renormie-
rungsgruppe [32] untersucht.

4.1 Ableitung des feldtheoretischen Modells

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie sich das Peierls-Hubbard-Modell auf ein effekti-
ves feldtheoretisches Modell gekoppelter Sine-Gordon-Modelle niederenergetischer Anre-
gungen abbilden ldRt. Der Ubersichtlichkeit halber wird das Peierls-Hubbard-Modell mit
Niachst-Nachbar-Wechselwirkung betrachtet,

H=T+Ts+UD+VWV

L
SR (1 + (—1)%5) (aﬁoémg + éfﬂ,oél,a>

o =1

L L
+U Y i, + V) (A + 7)) (R, g + A, ) + const. (4.2)
=1 =1

Hierbei beschreibt 7" die Bewegung freier Elektronen auf einem ungestorten Gitter und T;
den Einflufs der Peierls-Verzerrung.

4.1.1 Linearisierung

Im Grundzustand des freien Hamilton-Operators T sind alle Einteilchen-Zustinde besetzt,
deren Impuls im Intervall [—kp, kp] liegt. Damit sind alle Zusténde mit Bloch-Impulsen

25
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der Kosinus-Dispersion

e(k) = —2tcos(kay) (4.3)

fiir alle negativen Werte gefiillt.

E(k)

A RV

Abbildung 4.1 Dispersionsrelation (links) und Linearisierung an den Fermipunkten =+7/(2a0)
(rechts).

Zur Konstruktion des Feldtheorie-Limes behélt man nur die Moden niedriger Energie
in der Umgebung der Fermipunkte £kr = £7/(2ap) bei, siche Abb. (4.1). Dazu wird
die Dispersion der freien Bewegung in der Umgebung der Fermipunkte linearisiert. Dann
beschreibt das freie Modell T’ nichtwechselwirkende, masselose, relativistische Fermionen
mit der Fermigeschwindigkeit

Oe(k)
ok

= 2tagp sin(krag) = 2tayg . (4.4)
k=kp

VF =

Die Elektron-Operatoren werden anhand von chiralen, d.h. sich nach rechts und links
bewegenden Feldern R,(z) und L,(z) ausgedriickt [28],

¢Le — Vao (exp(ikpw)]%(,(w) + exp(—ikpx)flg(w)) . (4.5)

Dabei ist © = lag. Die chiralen Felder sind langsam variierend auf der Skala der Gitterkon-
stanten ag und haben Dimension (Linge) /2. Der Vorfaktor /ag sorgt fiir die Erhaltung
der kanonischen Antikommutationsrelationen der Fermi-Operatoren ¢ .

Ausgedriickt durch diese Operatoren ergibt sich der Hamilton-Operator des Peierls-
Hubbard-Modells mit Niichst-Nachbar-Wechselwirkung V; als

(T / do (LY (@), Lo (2) — B (2)i0, B () (4.6)
Ty =2it5 Y / do (B3 () Lo(w) — L (2) R () (47)
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1
+ (920 +90) (B @By @)LT @)Ly (@) + L @) L @) R (@) Ry ()
+ (11— 911) (BT @)Ly @)L @) Ry (@) + L (0) By (@) BT (2) Ly ()
+ (g1~ 91) (RY @y @)R] @)Ly (@) + L (@) By (0) L (@) Ry () )
+ (921 +98)) (BF @)y @)L (@) Ly (@) + B (@) R (0) L (@)L, (=)
+ (o = o)) (B @)Ly @)L () By (2) + R ()L () L (2) Ry ()
+ g (B @)y (@) B} (@) By (@) + L @)Ly (0) L (0) L4 =)
+ B @R @) R (@R @) + LT @)L (@)L @)L@) ], (48)

wobei die g, gegeben sind als

gnt =Uag, gXL:2Va0 fir n=1,2,3,4,
gn| =0, gX” =2V ay fir n=1,2,4 (4.9)

und 9, als Abkiirzung fiir §/0x steht. Da die g, spiter in der Renormierungsgruppe eine
Rolle spielen, sind die Terme hier bereits angegeben. Die moglichen Streuprozesse im Limes
kleiner Anregungsenergien fallen in vier verschiedene Kategorien, wie in Abb. 4.2 gezeigt.
Dabei beschreiben die sogenannten g-ology-Kopplungskonstanten [33] folgende Streupro-
zesse:

g1 : backward-scattering,
g2 : forward-scattering (R L, L™ R),
g3 : Umklapp-scattering,
g4 : forward-scattering (R R, LTL).

Die go- und g4-Prozesse unterscheiden sich dadurch, daf bei g4 nur Elektronen aus der
Umgebung eines der beiden Fermipunkte gestreut werden, wihrend der gs-Prozefs beide
Fermipunkte involviert. Der g3-Term beschreibt Streuprozesse mit einem dem reziproken
Gittervektor entsprechenden Impulsiibertrag von 27 /ay.

4.1.2 Bosonisierung

Die Methode der Bosonisierung [28, 31] basiert darauf, daf die fermionischen chiralen
Felder anhand von bosonischen Operatoren ausgedriickt werden konnen, so daf die fer-
mionischen Antikommutationsrelationen erhalten bleiben. Die Anregungen im erweiterten
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7 T 7 7 T T

§ § L § § 1921
1 U l 1 U l
I T I I T T
’ U ’ 1 U ’
I Tl 1 T Tl !

% % 91 % % L g2
T T 1 T Tl 1

Abbildung 4.2 Auftretende Streuprozesse: g; backward-scattering, go forward-scattering, g3 Um-
klapp-scattering, g4 forward-scattering.

Peierls-Hubbard-Modell sind Elektron-Loch-Paare, welche stets durch quadratische Kom-
binationen der Fermi-Felder beschrieben werden. Daher haben sie bosonischen Charakter,
der im Rahmen der Bosonisierung ausgenutzt wird. Der Vorteil dieser Methode besteht
in der einfachen Darstellung des Modells, dessen Ausdruck (4.8) im Limes niedriger Ener-
gien recht kompliziert erscheint. Eine gute Einfiihrung in die Bosonisierung findet sich in
[31, 34, 35], die hier benutzte Notation stammt jedoch aus [16].

Fiir das halbgefiillte Modell gelten die Bosonisierungsgleichungen fiir die Rechtsldufer

Rg(l’) _ Mo exp <—i£a71' B %(‘00_>

= ;7;-@0_ exp <_i£z777 _ i ((bc + @c + fa (‘bs + @S))> (410)
und
A;L(l“) =T exp <if°'7T is%)
V2mag 4 V2
— ;7;—& exp <1fZ7T +i((1)c+@c+fo ((I)s+@s))> . (4].].)
V 0

(Pe — Oc+ fo (Ps — @s))> (4.12)
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und

f/j(az) _ exp <1fZ7T _ L >

V2mag \/595‘7
= ;7;@0. exp [lfzﬂ _ i (P — O+ fo [Ps — @8)]> . (4.13)

Hierbei sind 7, die sogenannten Kleinfaktoren, die {1, my}, = 26,4, erfiillen. Aukerdem
gilt f1 =1 = —f|. Die kanonischen Bose-Felder ®./, und die zugehorigen Dualfelder O/,
héngen iiber die Beziehung

1

Ve/s

0,0,/ = ———0;B, ), (4.14)

zusammen. Die sogenannten chiralen Felder ¢./, und &C/s sind gegeben durch

B = —= (01 + 1)+ (21 + P) = de + e, (4.15)
B, = = (01 = 1)+ (B~ @) = b+ 6. (4.16)
Oc = = (g1 + 1) = (P1 + @) = e — e, (4.17)
0u= —= (61 = o) = (21~ 1) = 6u = G- (4.18)

welche die folgenden Kommutationsrelationen erfiillen

(e, bc] = 2mi = [¢s, bs] - (4.19)

Die Normierung wird so gewéhlt, daf fiir verschwindende Absténde |z—y| — 0 die folgende
Operator-Entwicklung gilt,

exp(ia®q(x)) exp(ifPs(y)) = exp (—af (Pa(z)Ps(x))) exp(ia®a(z) +13Pa(y))
4ap
exp(ia®@q(z) +i6Pq(y)) . (4.20)

xr —

ao

Im Anhang A ist dargestellt, wie man das Peierls-Hubbard-Modell mithilfe dieser bosoni-
schen Operatoren darstellen kann. Mit den Abkiirzungen

Guefs = a1 + 911 % 4y (4.21)

und
Gacjs = 921 + 95, + <92|| +95 — g1 + gY”) (4.22)
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ergeben sich die bosonisierten Energiedichten als

T :% [(8x‘1>c(w))2 + (0:00(x))? + (02D4())” + (az@s(x))z] . (4.23)
Ts Z% cos(®./2) cos(Ps/2), (4.24)

_or |1 2 B 2
UD + Vvl - 167 |:27T’UF {(G4c + GQC) (axq)c) + (G4c GQC) (am@c)

- (G4s + GZS) (aa:q)s)Q - (G4s + GZS) (am@s)z}:|
2
(27‘('0,0)2

Die Renormierung der Felder @/, und ihrer Dualfelder ©/; durch Einfiihrung sogenannter
Kompaktifizierungsradien K./, fir Ladungs- und Spinsektoren

{(gu_ — gﬂ) cos(Py) — (ggl — géﬂ_) cos((bc)}. (4.25)

2mvp + Gye — Gac
K.= , 4.26
\/271'?)1: + Gy + Goc ( )
271'?}1: — (G45 — GQS)
Ky = 4.27
\/271'?}1: - (G45 + GQS) ( )
und den Ladungs- und Spingeschwindigkeiten v/,
1 2
Ve = %\/ (2rop + Gao)? — G2, (4.28)
1 2 :
vy = %\/ (2mop — Gus)? — G2, (4.29)

fithrt zu einer starken Vereinfachung der Hamilton-Dichte

(g @002 + Ko (0:00%) + o= (7 @0 + K, 0,0

~ 167 \ K, 167 \ K,
2
+ 5 [(911 — g11) cos[®.] = (g3 — 951 ) cos(®c)]
(27‘('0,0)
4t
+ — cos (P./2) cos (Ps/2) . (4.30)
yen)

Da die Kopplungskonstanten gs —gé/ bzw. g1 —g{ den Ladungs- bzw. Spinsektor beschrei-
ben, werden sie in Ladungs- bzw. Spinkopplungskonstanten umbenannt

Gl =93—93, GsL=g1— 91 - (4.31)

Die Hamilton-Dichte besteht also aus drei Anteilen, ndmlich einem wechselwirkenden La-
dungssektor, einem wechselwirkenden Spinsektor und dem Peierls-Term, der beide Sekto-
ren koppelt. Nach Reskalierung der Felder <AISC/S = ®./5/\/K./s und éc/s = /Kc/sOc/s
ergibt sich

H="H.+Hs+ Hes (4.32)
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mit

He="Heo — 5 cos(v/ K, D) (4.33)
(27Ta0

Hs = Hso + —— cos(v/ K D) (4.34)

(2mag)?
Hes :@cos (\/7<1>C/2> cos (\/_<I>s/2) (4.35)

und den freien Anteilen

Hejan = 12/3 <<a <1>) (amécf) . (4.36)

Das feldtheoretische Modell (4.32) ist ein Modell gekoppelter Sine-Gordon-Modelle, das
bislang noch nicht exakt gelost werden konnte. Ein Ndherungsverfahren ist die semiklas-
sische Methode [36, 37|, die im Abschnitt 4.2 dargestellt wird. Zun#chst werden einige
Ergebnisse fiir das Sine-Gordon-Modell zusammengestellt, das in (4.33) und (4.34) auf-
tritt.

4.1.3 Sine-Gordon-Modell

Im Falle des erweiterten Hubbard-Modells, § = 0, reduziert sich das bosonisierte Mo-
dell (4.32) zu zwei getrennten Sine-Gordon-Modellen fiir Ladungs- und Spinsektor (‘Spin-
Ladungstrennung’). Das einfache Sine-Gordon-Modell [20]

Hsg = ((a o)? (az@)Q) + A cos(5®) (4.37)

ist exakt losbar [22]. Es ist eines der grundlegenden Modelle fiir (1 4+ 1)-dimensionale
Systeme [23, 25, 28]. Wie die exakte Losung des Modells zeigt [22], kann der Storterm
A cos(BP) relevant sein, d.h. zu qualitativ neuer Physik fithren; er kann aber auch irrelevant
sein, so daft das Modell fiir endliches A qualitativ dieselbe Physik beschreibt wie das freie
System fiir A = 0.

Es gibt ein Theorem (siehe [28]), das es erlaubt zu entscheiden, ob der Stérterm relevant
oder irrelevant ist. Hierzu mufs die Skalendimension und der konforme Spin des Stérope-
rators bekannt sein. Die Skalendimension A eines lokalen Operators O(z, Z) beschreibt
dessen Verhalten unter einer Dilatation

O (az, az) = a 20(z, 2). (4.38)

Dabei sind z und z die chiralen Koordinaten

z=—1i(x — vpt)

i(x + vpt) (4.39)

z
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Der konforme Spin s ergibt sich aus dem Verhalten des Operators unter einer Drehung
exp(+£if)
O'(€%%, e7%2) = 002, 7). (4.40)

Im Falle eines Storterms der Art Acos (3®) ist die Skalendimension A = 24% und der
konforme Spin s = 0. Das Theorem besagt nun, daf eine Stérung mit konformem Spin
s = 0 und einer Skalendimension A relevant ist, wenn

A<D (4.41)

gilt, und drrelevant ist, wenn

A>D (4.42)

gilt, wobei D die Dimension des Systems ist, also D = 141 = 2. Fiir den Fall A = D
nennt man die Stérung marginal. Auf die potentielle Auswirkung einer marginalen Stérung
weist der Parameter A hin:

A=D AN A<0 marginal relevant ,
A=D N X>0 marginal irrelevant. (4.43)

Eine endgiiltige Aussage iiber das Verhalten der marginalen Stérung lafst sich jedoch nur
iiber die Untersuchung der Entwicklung der Kopplungskonstante im Flufs der zugehorigen
Renormierungsgruppengleichungen treffen, die im Abschnitt 4.3 eingefiihrt werden.

Fiir 6 < 1 hat das Modell ein massives, stark §-abhdngiges Spektrum mit Anregungen
der Masse M, die das Pauli-Prinzip beriicksichtigen: ein Zustand mit festem Impuls kann
nur einfach besetzt sein. Im Bereich 1/2 < 32 < 1 bestehen diese fermionischen Anregun-
gen aus Dirac-Fermionen, den Kinks, und ihren Antiteilchen, den Antikinks. Im Bereich
(3% < 1/2 sind die Anregungen gebundene Kink-Antikink-Zustéinde, die auch als Breather
bezeichnet werden.

4.2 Semiklassische Untersuchung des effektiven
feldtheoretischen Modells

In dem hier zu untersuchenden feldtheoretischen Modell (4.32) gibt es drei konkurrierende
Storterme. Je nach Vorzeichen von g.; = gs1 = %|g.1 | ist der g., -Term relevant (marginal
relevant) und der g5 -Term marginal relevant (marginal irrelevant). Im kompliziertesten
dieser Storterme, dem d-Term, sind Ladungs- und Spinsektor gekoppelt. Das Wechselspiel
dieser drei Stérungen soll untersucht werden.

Eine mogliche Herangehensweise an das Problem mehrerer teilweise gekoppelter Stor-
terme ist die sogenannte semiklassische Methode [21, 36]. Dabei betrachtet man den Ha-
milton-Operator (4.32) als phdnomenologisches Landau-Ginzburg-Energie-Funktional mit
effektiven Kopplungskonstanten, die man nach dem Ausintegrieren energetisch hochlie-
gender Anregungen erhélt [37]. Ausgehend von (4.32)—(4.35) identifiziert man die hier zu
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untersuchende effektive Potential-Dichte als
Ueﬂ(&)c’ &)S) =H.— HCO +Hs — HSO + Hes
— gC;Q cos(\/Kc;I;c) + gst cos(\/Ksis)
2meag ag

272
+ 7%‘2 cos(v/ Ko, /2) cos(v/KPs/2) (4.44)

mit g., = gs1 = U — 2V;. Fiir den Fall verschwindender Dimerisierung, 6 = 0, und
U > 2V; (U < 2Vy) ist der Spinterm (4.34) marginal irrelevant (marginal relevant) und der
Spinsektor damit liickenlos (hat eine endliche Spinliicke), wéhrend der Ladungsterm (4.33)
marginal relevant (relevant) ist. Es ist daher sinnvoll, eine Fallunterscheidung fiir U > 2V
(Mott-Hubbard-Regime) und U < 2V} (Ladungsdichtewelle-Regime) durchzufiihren.

4.2.1 Mott-Hubbard-Regime

Zunichst wird hier das reine Peierls-Hubbard-Modell untersucht. Die Ergebnisse lassen
sich direkt auf den Fall des erweiterten Peierls-Hubbard-Modells mit (U > 2V7) iibertra-
gen.

Fiir den Fall verschwindender Dimerisierung, 6 = 0, beschreibt das Hubbard-Modell
einen Mott-Hubbard-Isolator und hat damit eine endliche Liicke im Ladungssektor A, # 0
und keine Liicke im Spinsektor Ag = 0. Der Spinsektor wird also durch eine freie boso-
nische Theorie mit masselosen Streuzustédnden ohne Ladung mit Spin 1/2, auch Spino-
nen genannt, beschrieben. Der Ladungssektor ist durch ein Sine-Gordon-Modell mit dem
relevanten Kosinus-Term cos(v/K.®.) gegeben. Die Ladungsanregungen sind damit un-
gebundene, spinlose, massive Kinks und Antikinks mit Ladung, sogenannte Holonen und
Antiholonen.

Was passiert nun mit dem Peierls-Term bei endlicher Dimerisierung? Welchen Einflufs
nimmt er auf Spin- und Ladungssektor? Die Idee der semiklassischen Untersuchung besteht
darin, eine Entwicklung um die Minima des effektiven Potentials durchzufiihren. Hierbei
legt man die Felder an einem dieser Minima fest (‘Pinning’) und erreicht eine Entkopplung
von Ladungs- und Spinsektor, deren Fluktuationen getrennt untersucht werden kénnen
(‘feldtheoretische Mean-Field-Analyse’).

4.2.1.1 Semiklassische Untersuchung der effektiven Potentialdichte

Die relevante Potential-Dichte entspricht dem zugehoérigen phdnomenologischen Landau-
Ginzburg-Energie-Funktional und lautet

Ueff((f)c’ CAIJ)S) :Hc - HCO + Hcs

9c. cos(\/EécH%cos(\/Eécm) cos(VE,D,/2),  (4.45)

_ — 22
2meag

wobei die Kopplungskonstanten g.; = U bzw. g.; = U — 2V} positiv sind. Der Spinanteil
Hs — Hgo durfte weggelassen werden, weil er irrelevant ist.
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Die Minima der Potential-Dichte befinden sich (modulo 47) bei
<\/Kc<f>c, \/Kj)s) — {(0, fluktuierend) , (27, fluktuierend)} fird =0,

<\/E2i>c, \/EEISS) = {(0, 21, (27, 0)} Fiir (U — 2V4) = 0,

<\/Z<T>c, \/Zés) = {(0, 27), (27, 0)} Fiir 8, (U — 2V4) # 0.
(4.46)

Sobald die Dimerisierung 0 endlich ist, wird die Entartung der Minima im Spinsektor
aufgehoben. Der Ordnungsparameter der Peierls-isolierenden Phase

Op1 = (~1)" <é;$é” + a;lé@ ~ cOS <\/Kc$c/2> cos (x/KS$8/2> (4.47)
bekommt an einem beliebigen Minimum einen endlichen Erwartungswert
<cos (\/Kc§>c(x)/2> cos <\/K8(A135(x)/2>> #0. (4.48)

Der Erwartungswert eines Operators ist definiert als das Funktionalintegral

[ D®.DPexp (—S[@,, D)) O[D,, D]

(@) 4.49
(©) [ D®.D®, exp (—S[®,, B,)) (4.49)

Hierbei ist die gesamte Wirkung S[®;, ®.] durch
S[Ps, P.] = S[Ps] + S[Pc] + Sint[Ps, Pc] (4.50)

gegeben, wobei S[®.] bzw. S[®,] durch die Hamilton-Dichten (4.33) bzw. (4.34) und
Sint[Ps, Pc| durch (4.35) bestimmt sind und die Wirkung durch

S[®,, .| = / dzdtl = / dadt (Lo — Hint) (4.51)

gegeben ist. Die Felder werden an einem beliebigen Minimum auf einen endlichen Wert
festgelegt; hier wird (50, 5s> = (0, 27) gewdhlt. Im Rahmen der semiklassischen Analyse
ergeben sich fiir die Spin- und Ladungserwartungswerte damit

<cos(\/?ccf>c(x) /2)> = he >0, (4.52)
<cos(\/Z£f>s(x) /2)> = hy < 0. (4.53)

In einem ersten Losungsansatz werden die Fluktuationen um die semiklassische Losung
im Spin- und Ladungssektor in den nichsten beiden Abschnitten getrennt voneinander
untersucht.
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4.2.1.2 Analyse des Spinsektors

Startpunkt ist die Annahme, daf der Erwartungswert

<cos(\/EEf>c(x) /2)> = he >0 (4.54)

endlich ist. Daher kann man die Ladungsfreiheitsgrade in der Zustandssumme ausintegrie-
ren und erhélt fiir den betreffenden Term

exp(—Seg [P /Dq) exp (—(So[Ps] + So[Pe] + Sint[Ps, Pe])) /Ze (4.55)

mit der Zustandssumme Z, = [ D®.exp[—Sy[P.]] der Ladungsfreiheitsgrade. Hierzu ent-
wickelt man nach dem Wechselwirkungsterm und erhilt ndherungsweise

B S <1 - 22 [ Daces (-sfad)
/decos (VKD (x)/2) cos(/ KP4 (x >
%exp(—So[(I)S])< 4t6/d2xcos VKO, (x

a0
/D(I) exp (—So[® <cos (VEB(x >>

(4.56)

exp(—Sert [Ps]) =~

— exp(—So[.]) [1 - d%cos(m%s(w)/z)]

mago
%exp< So[®s _ 48ohe cos(y/ K P > .

Hieraus liest man die renormierte Hamilton-Dichte des Spinsektors ab,

pef — U {(a B.(0) + (835(:)5(36))2] _ A (R (2)/2). (4.57)

16m Tao

Wegen 32 = K,/4 < 1/2 gibt es in diesem effektiven Sine-Gordon-Modell gebundene und
ungebundene Soliton-Antisoliton-Anregungen. Die Anzahl N;, der verschiedenen (gebun-
denen) Anregungen ergibt sich aus [24] nach

=3, (4.58)
wobei [z] die néchstkleinere oder gleich grofe ganze Zahl bezeichnet, mit den zugehorigen

Anregungsliicken M,
M,, = 2M sin (%ﬂ) n=123 (4.59)
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mit der Einteilchenliicke Ay = 2M im Spinsektor. Man erhélt drei Anregungen mit den
zugehorigen Liicken

My=M, My=+3M,  Mz=2M. (4.60)

Neben zwei gebundenen Breather-Zustinden mit Anregungsliicken M und v/3M gibt es
auch ungebundene Solitonen und Antisolitonen deren Anregungsliicke M3 gerade der Ein-
teilchenliicke 2M entspricht.

Diese Analyse zeigt, dak sich bei endlicher Dimerisierung  eine Spinliicke 6ffnet und es
gebundene Spinon-Antispinon-Zustdnde gibt, die zu Breathern gebunden werden und als
Magnonen interpretiert werden koénnen.

4.2.1.3 Analyse des Ladungssektors

Aufgrund des Peierls-Terms ist die Spinliicke endlich, und man kann eine Mean-Field-
Analyse des Ladungssektors durchfithren. Wegen der endlichen Spinliicke gilt

<cos(\/Z§>S/z)> =h, < 0. (4.61)

Analog zum vorherigen Abschnitt werden die Spinfreiheitsgrade im Funktionalintegral
Mean-Field-entkoppelt. Die getrennte Behandlung der beiden Sektoren im Rahmen der
Mean-Field-Analyse ist moglich, da sich die Energieskalen der Anregungen um Gréfen-
ordnungen unterscheiden (2A; < Aq). Diese Aussage wird fiir das Peierls-Hubbard-Modell
durch DMRG-Untersuchungen unterstiitzt [38].

Im Gegensatz zum Spinsektor ergibt sich hier ein Double-Sine-Gordon-Modell fiir den
Ladungssektor

g (0o }
9c¢2 cos( \/7(1)

_27ra

0s(v/ K P.(x (4.62)

Dieses Modell kann ebenfalls nur semiklassisch analysiert werden.

Wie in Abschnitt 3.3.1 ausgefiihrt, gibt es fiir das erweiterte Hubbard-Modell Breather-
Anregungen im resultierenden Sine-Gordon-Modell [24]: sie sind gebundene Zusténde aus
Holonen und Antiholonen mit entgegengesetzter Ladung. Sie sind ladungsneutral und
tragen keinen Spin, sie haben also die Quantenzahlen von Exzitonen.

Betrachtet man das effektive Potential unter Beriicksichtigung des Peierls-Terms, so
erkennt man, daf sich jedes zweite Minimum nach oben verschiebt und sich damit die
Anzahl der Minima durch das Einschalten der Dimerisierung halbiert. Dadurch ergibt sich
Confinement der Solitonen des Ladungssektors, zwei Solitonen des erweiterten Hubbard-
Modells verbinden sich zu einer Elementaranregung der doppelten Linge im erweiterten
Peierls-Hubbard-Modell. Dieses Szenario wird durch Ergebnisse der sogenannten Form-
faktor-Storungstheorie [39] fiir das Double-Sine-Gordon-Modell unterstiitzt [36].
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Die Resultate dieses Abschnitts lassen sich wie folgt zusammenfassen. Der Mott-Hub-
bard-Isolator ist instabil unter der Peierls-Dimerisierung. Der Peierls-Term ist die domi-
nante Storung und beherrscht die Physik des Systems:

1. Fiir beliebig kleine Dimerisierung ist die Spin-Liicke endlich, wéhrend sie im rei-
nen Hubbard-Modell verschwindet. Die gebundenen Breather-Anregungen kénnen
als Magnonen interpretiert werden.

2. Die Ladungsliicke bleibt bei endlicher Dimerisierung endlich, aber die Anzahl der
Minima des effektiven Potentials im Ladungssektor halbiert sich bei Anwesenheit
der Peierls-Dimerisierung. Daher veréndert sich die Struktur der Anregungen dra-
stisch im Vergleich zum erweiterten Hubbard-Modell. Es gibt Confinement zweier
Solitonen des erweiterten Hubbard-Modells, die Elementaranregung bei endlicher
Dimerisierung hat die doppelte Linge.

3. Der Dimerisierungsterm hebt die Spin-Ladungstrennung im Niederenergiesektor auf.
Es gibt sowohl Anregungen im Ladungs- als auch Anregungen im Spinsektor sowie
gemischte, aus reinen Spin- und Ladungssolitonen (Spinonen und Holonen) zusam-
mengesetzte Anregungen, welche die Quantenzahlen von Elektronen haben. Damit
gibt es elektronische Elementaranregungen wie im Peierls-Modell.

4.2.2 Ladungsdichtewelle-Regime

Im Fall U < 2V; verhilt sich das erweiterte Peierls-Hubbard-Modell ohne Dimerisierung
wie ein charge-density-wave-Isolator (CDWT). Fiir starke Dimerisierung § ist das System
hingegen ein Peierls-Isolator (PI). In diesem Zusammenhang ist es interessant zu unter-
suchen, wie sich das Einschalten der Dimerisierung auf die Ladungsdichtewelle auswirkt.
Bleibt das System fiir kleine Dimerisierung ein CDWI, gibt es einen gemischten CDWI-
PI-Zustand oder wird es sofort Peierls-isolierend? Mit der semiklassischen Methode wird
dieser Frage nachgegangen.

4.2.2.1 Semiklassische Analyse der effektiven Potentialdichte

Die effektive Potentialdichte des erweiterten Peierls-Hubbard-Modells ist gegeben durch
das phinomenologische Landau-Ginzburg-Energie-Funktional

ueff(;i)w CAIJ)S) =Qq ’gcJ_’ COS( V Kc(f)c) - al‘gsJ_‘ COS( V KSCT)S)
+ a8 cos(VV/ KD, /2) cos(v/ KDy /2) | (4.63)

wobei oy = 2/(2mag)? und ag = 4t/(mag). Im Falle § = 0 hat der Spinsektor eine Liicke.
Auch der Ladungsterm ist relevant, da K. ~ 1 — (U +6V}) /(2mvp) < 1 gilt, wenn man
die Anfangswerte g, = Uag und g,‘{7 = 2Vag in (4.26) einsetzt. Die Minima des effek-
tiven Potentials sind abhéngig von dem Wert a20/(a1|gc1|). Man gewinnt sie aus den
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Bedingungen
sin(v/K.®./2) <cos (VED./2) + 1o ‘ o cos (VEK,®,/2) > =
sin(yv/K,®,/2) <cos (VE®,/2) — 4a1|g L| 0s(v/ K ®./2) ) = (4.64)

und erhélt (modulo 47)
(\/7<I>c,\/_<1>> € {(m, 0), (3w, 0), (m 27), (37, 27) } fird =0,
(Ve /EB,) € {(60,0). (27— 60, 0). (60, 27), (27— b0, 27)} fiwrs < 22l

2w
(VR VE®,) € ((0.20). (2r. 0)) s > 20
(4.65)

mit ¢ = 2arccos (2m6/|ge1 |). An dem Punkt ¢t = |ge1|/(27) &ndert sich die Struktur
der Minima im Ladungssektor grundlegend: Ist 6 = 0, so gibt es fiir &, € [0, 47| und
@, = 0 zwei globale Minima. In diesem Limes ist das System ein CDWI. Liegt ¢ nun im
Bereich 0 < § < dgit, so verdndert sich zwar nicht die Anzahl, aber die Lage der Mini-
ma: jeweils zwei benachbarte Minima (rechts und links um 27) bewegen sich bei grofer
werdendem ¢ aufeinander zu. Da die Héhe des dazwischenliegenden Maximums abnimmt,
geht das Potential in ein Double- Well-Potential iiber. Daraus kann man folgern, dafs sich
das System in einem CDWI-PI-Mischzustand befindet. Am Punkt d.t vereinigen sie sich
zu einem Minimum, dessen Position sich fiir weiter wachsendes § nicht mehr verdndert.
Dieses Minimum befindet sich an derselben Stelle wie im reinen Peierls-Modell, in dem das
System Peierls-isolierend ist. Daraus 1dft sich schlieffen, daf sich das erweiterte Peierls-
Hubbard-Modell im Falle § > 0. ebenfalls wie ein PI verhilt, in dem die elementaren
Anregungen Solitonen sind. Position und Anzahl der Minima im Spinsektor sind unab-
héngig von der Grofe von §. Der Spinanteil des Spektrums dndert sich folglich stetig von
der CDW- zur Peierls-Phase. Das ist ganz offensichtlich nicht der Fall fiir den Ladungs-
sektor. Das Szenario eines Quanten-Phaseniibergangs wurde im Rahmen einer DMRG-
Untersuchung bestétigt [40].

Die zugehorigen Ordnungsparameter Ocpw (charge density wave) und Opy (bond order
wave) sind gegeben durch

Ocow = (=1)! (g + nyy) ~ sin (@50/2) cos (\/ZEISSQ) ,
Opr = (—1)" Z (clfocl“p + h.c.) ~ COS (\/E;IEC/Q) cos <\/ZEIV>S/2> . (4.66)

Im Peierls-isolierenden Regime fiir § > 0t verschwindet der CDW-Ordnungsparameter

Ocpw, da das Minimum im Ladungssektor fiir festes Spinfeld \/Ksés = 0 bei \/KC;IBC =27
liegt (modulo 47). Der PI-Ordnungsparameter ist hingegen stets endlich.
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Interessanter dagegen ist der Fall 0 < § < dcpit, in dem beide Ordnungsparameter einen
endlichen Wert annehmen,

: : § 1/ 6 \?
Ocpw  sin (¢g) = sin | arccos ~1—-= , (4.67)
crit 2 6crit
Op1 « cos | arccos d = 0 . (4.68)
5crit 6crit

Dabei ist der CDW-Ordnungsparameter dominant fiir kleine Dimerisierung d: die massiven
Spin- und Ladungssolitonen, Spinonen und Holonen, bleiben stabil. Dieses Verhalten wird
auch im Rahmen der DMRG-Analyse in [40] beobachtet.

4.2.2.2 Analyse des Spinsektors fiir kleine Dimerisierung

Wie im vorherigen Abschnitt 4.2.1 zielt die tiefergehende Mean-Field-Analyse darauf ab,
eine effektive Hamilton-Dichte fiir den Spinsektor zu gewinnen. Im Falle § = 0 befindet
sich das Minimum im Ladungssektor bei /K.®. = 7 (modulo 27). Damit verschwindet
der Term erster Ordnung in ¢

<cos (\/E;I;c(x))> =0. (4.69)

Erst die zweite Ordnung trigt bei. Im Funktionalintegral ergibt sich in zweiter Ordnung
in Sint[Ps, Pc] der Term

2 2 2 2
~ a2h. / 22z <cos (\/EEISS(Q;)) - % (\/Zaz%s (@)2) , (4.70)

wobei Ec eine nichtuniverselle, positive Konstante ist und beriicksichtigt wurde, dafs die
auftretenden Korrelationsfunktionen exponentiell als Funktion des Abstandes |z — y| ab-
fallen, so daf Terme hoherer Ordnung vernachldssigt werden konnen. Damit wird die
Spinkopplungskonstante gs; aus (4.63) in zweiter Ordnung in ¢ renormiert

~ a2 (2rag)? [ 4t6 \ 2
Jsl = gs1 + hc_o (70) — . (471)
tag 2 en

Da gy, = U —2V; <0, gilt g1 < gs1. Wegen des perturbativen Zugangs gilt jedoch
weiterhin g5, < 0. Damit wird der Spinsektor durch das folgende Sine-Gordon-Modell
beschrieben,

peft U <(6zii>s (x))2+ (&L«és(x))?) ) 2gs¢)2 cos (VEDo(w) ,  (472)

167 (27ag

dessen elementare Anregungen massive, ungebundene Solitonen und Antisolitonen sind
(gs1 <0 und 82 > 1/2).
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4.2.2.3 Analyse des Ladungssektors fiir kleine Dimerisierung

Unabhiéingig von der Grofe der Dimerisierung 6 befindet sich das Minimum im Spinsektor
bei vV Ks®s = 0. Folglich tragt schon die erste Ordnung in ¢ bei

<cos (\/ZE%/Q (x))> =hs > 0. (4.73)

Der Ladungssektor ist durch ein Double-Sine-Gordon-Modell [36] bestimmt,

H = ((az$c<x>)2+ (azéc@))z)
4 2lgerl COS<\/*¢ >+hs%‘zcos (@éc(x)p). (4.74)

(2map)?

Die Ladungsanregungen sind massive Holonen und Antiholonen fiir alle 4. Im Gegensatz
zum Mott-Hubbard-Fall ergibt sich durch die Hinzunahme des Dimerisierungsterms kein
Confinement fiir die Anregungen: da die Minima des effektiven Potentials nur leicht ver-
schoben werden aber entartet bleiben, bleiben Solitonen und Antisolitonen weiterhin sta-
bile Anregungen. Der Effekt des Peierls-Terms liegt in einer Verédnderung der Massen der
Anregungen, die durch die Verschiebung der Maxima des effektiven Potentials verursacht
wird [41]. Die Ergebnisse dieser Analyse werden von DMRG-Resultaten bestétigt [40].

4.2.3 Ordnungsparameter im Ladungsdichtewelle-Regime

Wie im vorherigen Abschnitt gezeigt wurde, gibt es im CDW-Regime eine CDWI-PI-
Mischphase. Die Ordnungsparameter dieser Phasen liefern tiefere Einblicke in deren Struk-
tur. Wie bisher werden die Ordnungsparameter der CDW- und der Peierls-isolierenden
Phase (4.66) storungstheoretisch in der Dimerisierung 0 entwickelt. Im Gegensatz zur
semiklassischen Untersuchung im vorherigen Abschnitt wird nunmehr eine Mean-Field-
Analyse durchgefiihrt.

4.2.3.1 PI-Ordnungsparameter

Zunéchst wird der PI-Ordnungsparameter Opy betrachtet. NUm die Notation mdglichst
einfach zu halten, wird an dieser Stelle wieder @/, = \/K./s®./s eingefiihrt. In fiihrender
Ordnung erhélt man

Op) (2) = (cos (De(2)/2) cos (B4(2)/2)) - (4.75)

Dieser Beitrag verschwindet, weil das Ladungsfeld ®. im Falle § = 0 bei einem ungeraden
Vielfachen von 7 gepinnt und damit (cos (P.(z)/2)) = 0 gilt. In erster Ordnung ergibt sich

5/d2 cos (Pc(2)/2) cos (Ps(2)/2) cos (Pe(x)/2) cos (Ps(2)/2))
—5/d2 cos (P.(2)/2) cos (Pe(x)/2)) (cos (Ps(2)/2) cos (Pg(x)/2)) . (4.76)
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In fithrender Ordnung erhdlt man im Spinsektor einen Beitrag von der direkten Entkopp-
lung

(cos (@s(2)/2) cos (@5(2)/2)) = (cos (€5/2))* # 0, (4.77)

da das Spinfeld @4 bei Null gepinnt ist und der Erwartungswert (cos(®,/2)) nicht ver-
schwindet. Die Struktur dieses Erwartungswertes erhilt man iiber eine Dimensionsanalyse

feos (@,(2)/2)] = 1 = |/ 222 (4.78)
Fiir den Spinsektor ergibt sich also
(cos (4(2)/2))? = C A;“O (4.79)

mit einer Konstanten C. Im Gegensatz zum Spinsektor verschwindet der direkt entkop-
pelte Term wegen des Pinnings des Ladungsfeldes bei ®. = 7. Der erste endliche Beitrag
ist damit

(cos (P.(z)/2) cos (Pe(x)/2)) (4.80)
der nicht direkt berechnet werden kann. Da der Ladungssektor massiv ist, verschwindet
diese Korrelationsfunktion exponentiell als Funktion von |z — z|, wobei die Korrelations-
lange ¢ proportional zur inversen Liicke ist, & o v./A.. In dieser Ndherung l&ft sich der
Ausdruck (4.80) auswerten,

,02

(cos (D.(2)/2) cos (Pe(x)/2)) ~ /dl‘26x/£ = 27r/d7" re” /¢ = CCAQCag . (4.81)

Insgesamt erhélt man fiir den PI-Ordnungsparameter bis zur ersten Ordnung in §

oY) (z) ~ 6 / @2z (cos (Be(2)/2) cos (D4 (2)/2) cos (De(z)/2) cos (Dy(z)/2))

As

U
= 0C,Cor o

(4.82)

Wie bereits im Rahmen der semiklassischen Ndherung abgeleitet wurde (4.68), ist der
Ordnungsparameter im langreichweitigen Limes proportional zur Dimerisierung. Der voll-
stiindige Entwicklungsparameter ist offenbar 6(Ag/vs)(ve/A.)?. Der Vorfaktor ist von der
Grofenordnung Eins, da die Ladungs- und Spinliicken in diesem Limes durch den CDW-
Isolator dominiert sind, A/, & v, /5.

4.2.3.2 CDW-Ordnungsparameter

Fiir den CDW-Ordnungsparameter Ocpw gibt es in fiilhrender Ordnung in  einen endli-
chen Beitrag

O = (sin(®e(2)/2) cos(@4(2)/2)) = (sin(®.(2)/2)) (cos(®s(2)/2)) #0,  (4.83)
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da beide Sektoren eine Liicke aufweisen und die Felder fiir 6 = 0 bei ®, = 7 und &, =0
gepinnt sind. Der Beitrag erster Ordnung,

O~ 8 [ P sn(@(2)/2) cos(.(2)/2) cos( () /2)cos(®,(2),2)
=6 [ P n((2)/2) cos(@el)/2)) (eon(@,(2)/2) cos(®u(a)2) = 0, (4580

verschwindet wegen der Teilchen-Loch-Symmetrie des Modells
H(Ps, Oo) = H(—Ds, —P.). (4.85)

Bei gepinnten Spin- und Ladungsfeldern, ®, = 0 und ®. = 7, iibersetzt sich das fiir den
obigen Erwartungswert zu OSI)DW((I)S’ O, —7) = OSI)DW(_(I)S’ —(®. — 7)), wobei beriick-
sichtigt wurde, dafl ¢, modulo 27 bestimmt ist. Im Ladungssektor erhélt man also fiir den
Erwartungswert

(cos(®e(2)/2) sin(Pc(2)/2)) — (cos(®c(2)/2) sin(@c(x)/2)) = 0. (4.86)

q>c—>—<1>c

In zweiter Ordnung ergibt sich

082 (2) ~ 6 / d2xd2y<sin(<1>c(z)2) cos(D(2)2) cos(D(z) /2) cos(Ps(x)/2)
cos(®@.(y)/2) cos(®,(y)/2))

~ 67 (cos(®5/2))° /dQﬂcd2 (sin(®c(2)/2) cos(Pc(x)/2) cos(Pc(y)/2)) #
(4.87)

wobei im letzten Schritt schon die fiihrende Ordnung im Spinsektor eingesetzt wurde, die
wegen der Liicke im Spinsektor und des Pinnings bei @, = 0 endlich bleibt. Die analytische
Berechnung der Dreipunktsfunktion im Ladungssektor ist dufierst kompliziert, so daf man
sich an dieser Stelle mit dem obigen qualitativen Ansatz (4.81) fiir den rdumlichen Zerfall
der Korrelationsfunktionen begniigen mufs,

O huz) ~ 0 (cos(®u/2)* [ dPyexp (~[o — y1/) exp (I = 21/€) exp (~1y — 21/¢)

3/2 4
2 aOAs Ve
TCS e Ea s

Die Mean-Field-Analyse bestéitigt das qualitative Resultat der semiklassischen Rechnung
(4.67). Der Ordnungsparameter der Ladungsdichtewelle nimmt quadratisch mit der Dime-
risierung ab. Der vollstindige Entwicklungsparameter ist offenbar 62(agAs/vs)(ve/agAe)*.

Die Mean-Field-Resultate folgen qualitativ dem Verlauf der mithilfe der DMRG in [40]
berechneten Ordnungsparameter.
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4.3 Renormierungsgruppengleichungen

In diesem Abschnitt werden die Renormierungsgruppengleichungen (RG-Gleichungen) fiir
das Peierls-Hubbard-Modell mit Néchst-Nachbar-Wechselwirkung aufgestellt. Diese ge-
koppelten Differentialgleichungen beschreiben das Verhalten der Stérungen unter schritt-
weiser Ausintegration von Freiheitsgraden hoher Energien im Limes niederenergetischer
Anregungen [32, 42, 43]. Diese Methode geht ebenfalls aus vom feldtheoretischen Limes
des erweiterten Peierls-Hubbard-Modells (4.32). Im Gegensatz zur semiklassischen und
zur Mean-Field-Analyse betrachtet man die fithrenden Instabilititen des nichtwechsel-
wirkenden Systems als Funktion effektiver Kopplungskonstanten, die mithilfe der RG-
Gleichungen systematisch berechnet werden konnen.

Um diese Gleichungen bis zur zweiten Ordnung in den Kopplungskonstanten zu erhal-
ten, werden im ersten Abschnitt die sogenannten Operator-Produkt-Entwicklungen fiir die
auftretenden Produkte zweier Operatoren berechnet. In dem darauf folgenden Abschnitt
werden die RG-Gleichungen zunéchst fiir die Mean-Field-entkoppelten Spin- und Ladungs-
sektoren im CDW-Limes aufgestellt und qualitativ analysiert; im Mott-Hubbard-Regime
ergeben sich die bekannten Resultate, weil die Dimerisierung die Physik stets dominiert.
Zum Schluf werden die vollen RG-Gleichungen behandelt. In beiden Fillen werden die
Resultate der semiklassischen und Mean-Field-Analyse bestétigt.

4.3.1 Hamilton-Dichte im RG-Zugang

Die Hamilton-Dichte des Peierls-Hubbard-Modells mit Néchst-Nachbar-Wechselwirkung
ist gegeben durch

H= Z = <Kia (0:Pq(2, 5))2 + K, (0:04(2, z))2> + 295t cos(Ps(z, 2))

‘. 167‘(’ (271'(10)2
= el os(@u(2,2)) + 0 o5 (Be(z, 2)/2) cos (B2, 2)/2) | (4.89)
(2mag) mao

wie im Abschnitt 4.1 gezeigt wurde. Dies kann man schreiben als

H =Moo+ o ((Ki - 1) (Os®el(2, 2)) + (Ko — 1) (9204 ( z)>2>

o+ o (0 -1) 0052 + (K.~ 1) (0,6,(:,9)

16w \ \ K
*6%Pwﬂm@www%ww®%m}
+ 20 con ({2, )/2) cos (8, (2. 2)2) o

wobei g./s1 = gs/c gilt, z und z die chiralen Koordinaten (4.39) sind und die Kompaktifi-
zierungsradien K/, und die Ladungs- und Spingeschwindigkeiten v,/ durch (4.26)-(4.29)
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definiert sind. Entwickelt man die Kompaktifizierungsradien K/, fiir schwache Kopplung,

so ergibt sich

K. =

go1 + Qzl + (g2 + 92” - g1 + 91|| ) =1 9c||

g1 + g5, + (92 + 92” - g1 + 91|| 9c||

Trop Jell

921+ 931 — (921 + 95 — 91 + 91)) (4.91)

v _
(92 + 92 — 91 + 91|| ) =
) 9sll -

o (
o
(g1 + 0¥, -
oo (

27TUF

Der Hamilton-Dichte ist dann ndherungsweise gegeben durch

H :HOC +

+ Hos +

+

(2m

(=9¢))
2mup

Ve el
P
16w <27TUF (Ose(2,

s ((=gs1)
167 27‘('1)1:

2 (gsL COS(‘I)S(Z, 2))

a2+ U0 50,0, z>>2>

_ g
Z))2 + 27:3

(0P (2, (0:054(2, ))2)

2 — get cos(Pc(z,2)))
ap)

+ ;%(Z cos (Pc(z,2)/2) cos (Ps(z,2)/2)

_HOC

+ Hos —

_l’_

2
(2mag)

+ —cos (P.(z,2)/2) cos (P

Ve

Sr2on %l [0:Pc(2,2)0: P (2, 2)]

— P 2)0:P z
87‘1’22}ng” [az S(z,z)ﬁz S(Z,Z)]

5 {gs1 cos(Ps(2,2)) — ger cos(Pe(z,2))}

(2,2)/2) . (4.92)

yen

Die Mean-Field-entkoppelten Spin- und Ladungssektoren des Peierls-Hubbard-Modells mit
Néchst-Nachbar-Wechselwirkung im CDW-Limes (g.; = gs1 = U —2V; < 0) sind gegeben
durch (4.72) und (4.74)

eff _ "¢
167

C

eff _
167

S

Uc

1 3 _
<E (8m‘1>c(z7 Z))2 + Kc (ax60(27 Z))2>

4?]06 hs

2
Tag

_ 2§_]CL
(2mag)?

1
(K (0,P4(z, 2))? + K,
QQSL
(2mao)

cos(P.(z, 2)) +

cos(P.(z, 2)/2),

Us

(0:0.(.2))

5 cos (Py(z, 2)) (4.93)
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mit B

Gsi = gs1 + 32h. (t6)> <0 (4.94)
und gep = ger und ges = tagd. Setzt man auch hier die Entwicklung von K./, ein, so
erhilt man in fithrender Ordnung

HE® =Hoe + o5 — G (0.0,(2, 2)0:De(2, 2))
TUR
2gcJ_ - 4gc5hs _
— P P 2 4.
ey cos ({2, 9) + L cos@e(z, 2)/2). (4.95)
eff Vs _ _
—Hps — — o )
HS =Hos 87T2vng|| (0,P4(z, 2)0:P5(2, 2))
(2275232 cos (Ps(z, 2)) - (4.96)
0

Zur Aufstellung der RG-Gleichungen benétigt man die Operator-Produkt-Entwicklung,
die im folgenden Abschnitt durchgefiihrt wird.

4.3.2 Operator-Produkt-Entwicklung

Korrelationsfunktionen, die ein Produkt zweier oder mehrerer Operatoren O;(21)O;(22)
enthalten, konnen im Rahmen der feldtheoretischen Betrachtung zuriickgefiihrt werden auf
Korrelationsfunktionen, die die Summe einzelner Operatoren enthalten. In diesem Limes
ist die Operator-Produkt-Entwicklung (OPE) gegeben durch [42]

Arl»Aj*Ak
O, ( . ) , (4.97)

0i(21)0;(z2) ~ Y | —2

k

Z1 — %9

wobei das Argument von Oy aus Symmetriegriinden in dieser Form gew#hlt wird; es konnte
genauso gut auch z; oder zy verwendet werden [42]. Dieser Ausdruck ist eine Ersetzungs-
regel fiir die Berechnung von Mehr-Punkt-Korrelationsfunktionen, in denen Erwartungs-
werte fiir Produkte von lokalen Operatoren bestimmt werden. Dabei interessiert man sich
speziell fiir den Limes kurzer Distanzen, in dem |21 — 29| < |21 — 2|, |22 — 2] gilt, wenn
z; die Argumente aller anderen Operatoren sind. Die Potenz A; ist die Skalendimension
des Operators O;, siehe Gleichung (4.38). Die cfj sind die Kopplungsparameter der OPE,
die in die RG-Gleichungen definierend eingehen.

In der Berechnung der RG-Gleichungen des Peierls-Hubbard-Modells mit Néchst-Nach-
bar-Wechselwirkung und dessen Mean-Field-Theorie gibt es vier verschiedene Typen von
Storoperatoren

Ora = a20.P4(2, 2)0:P,4(z, 2) A, =2,
024 = cos(Pa(z, 2)) Agy =2,
O30 = cos(Pu(z, 7)/2) Ay = % :
Ota = cos(Pu(2, 2)/2) cos(®y(z, 2)/2) A =1 (4.98)
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mit a = ¢, s, die im Rahmen der Normierung (4.20) dimensionslos sind. An dieser Stel-
le werden nur diejenigen Kopplungsparameter der OPE bestimmt, die einen endlichen
Beitrag zu den RG-Gleichungen liefern.

4.3.2.1 Operator-Produkt-Entwicklung fiir O;,05, und 07,03,

Um diese Operator-Produkt-Entwicklung zu bestimmen, ist es zweckméfig, folgenden Zu-

sammenhang zu betrachten

00z, Po(21, 21) explifPy (22, 22)]

—a002, Ba(z1,21) Y M
n=0 .

(iBPa(22, 22)) ")

~iag B0, (Pal21, 21)Pa(22, 22)) Z (n—1)!

n=1

21— %2

=ia0ﬁazl (—4 In

) exp(i0Pq(22, Z2))

=—2if a0 exp(i6Pq (22, 22)) - (4.99)
Z1 — %9
Analog erhélt man
. _ . a . _
a0z, ®y(21, 21) exp(iBPq (22, 22)) = _21B21 _022 exp(iB3Pq(22, 22)) - (4.100)
Damit ergibt sich mit § = 41
O14(21,21)O24(22, 22) =a§0, P21, 21)0z, Pu(21, 21) cos(Pq (20, 22))
—2ia —2ia
~ (_ 9 > < 0 > cos(P, (22, 22))
Z1 — 22 Z1 — %9
a 2
= — 4| —2 | Oy4(22, 7). (4.101)
Z1 — 22
Daher ist 2%, = —4.
Analog erhélt man
2 2
= _ ao _ agp _
O1a(21,21)034(22, 22) = — cos(Pq(22,22)/2) = — O34(22,72) -
Z1 — 22 Z21 — 22
(4.102)

3 3a
Daher ist cjo5, = —1.
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4.3.2.2 Operator-Produkt-Entwicklung fiir O;,0;, fiir i,j € {2,3}

(’)ia(zl,il)(’)ja(z%ég) N% Z {eXp[iU(ﬂi(I)a(Zl,il) + T,Bj(ba(ZQ,gz))]

o, 7=+

exp[—5; (®a(z1, 1) Palz2, 2)] }

21 — 22

:%{COS [Bi®a(21,21) + BjPa(22, 22)] exp <4ﬁzﬂj In

)
)}

21 — 22

+ cos [3;Pq (21, 21) — B Pa(22, Z2)] exp <—4ﬁzﬂj In

—43;3;
cos [3iPq (21, 21) + B;Pa(22, 22)]

ao

21— %2

ao 40:8;

CoS [ﬁi‘l)a(zl, 21) — qu)a(ZQ, 22)]} . (4103)

21— 22

Ab dieser Stelle kommt es nun auf die 3;/; an, so daf bei der weiteren Entwicklung der
Kosinusterme eine Fallunterscheidung durchgefiihrt wird. Im Falle 3; = (3; gibt es auch
Beitrige durch den ersten Kosinusterm in (4.103).

[ (ﬁz :Bj = 1/2) und (ﬁz :Bj == 1)

1 a —45;
Oia(21,21)0;a(22, 22) ~3 4 _022 cos(203;Pq(21, 21))
ﬁ‘z ao 1572 2
— 72 S aOBZi)a(zl, 21)85<I>a(z1, 21) R (4.104)
Z1 — %9

wobei nur Terme beibehalten werden, die einen Beitrag zu den cfj liefern. Neue
Stérungen werden nicht generiert. Der erste Term in (4.104) ergibt nur fiir 8; = 1/2
einen Beitrag zu c3;, da der Operator cos(2®,) im Falle von 3 = 1 irrelevant ist.
Somit erhiilt man 3%, = —1/2, ¢3%, = —1/8 und ¢3%;, = 1/2.

e (Bi=1/2und 3; =1) und (B; =1 und §; = 1/2)

An dieser Stelle wird ausschlieflich der zweite Term in (4.103) beibehalten, da der
erste nur einen irrelevanten Beitrag liefert. Fiir §; = 1 und f; = 1/2 findet man

2
Oga(ZQ,ZQ) (4105)

ao

1
O24(21,21)034(22,Z2) ~ 3

21 — 22

und damit ist c3%;, = 1/2. Analog ist 3%, = 1/2.
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4.3.2.3 Operator-Produkt-Entwicklung fiir O;,0, fiir a = ¢, s

An dieser Stelle wird a = ¢ gewédhlt. Das Ergebnis 1afst sich direkt auf den Fall a = s
iibertragen.

O1c(21, 21)O04(22, 22) = cos(Ps(22, 22)/2)O1 (21, 21) O3 ¢(22, 22)
2
cos(Ps(z2, 22)/2) cos(Pe(22, 22)/2)

2
O4(22, 22) , (4.106)

ag

~ —

21— %2

ag

21— %2

wobei im vorletzten Schritt (4.102) benutzt wurde. Analog erhélt man

2
04(22,22) . (4.107)

ao

018(217 21)04(Z27 22) ~ =

21— 22

Damit ist ¢f,, = —1.

4.3.2.4 Operator-Produkt-Entwicklung fiir O5,0, fiir a = ¢, s

Genauso wie in (4.106) erhilt man

2
04(22,22) . (4.108)

ao

1
O2c(21,21)04(22, 22) = 5

21 — 22

Damit ist ¢j., = 1/2.

4.3.2.5 Operator-Produkt-Entwicklung fiir 0,0,

Abschliefsend ergibt sich

O4(z1,21)04(22, 22) ~O3.(21, 21)O3¢(22, 22) O3 5(21, 21) O3 5(22, 22)

© (1060, + Ora(en )

1

-5 (Orez ) + 0L 2)) o (4109)

~

21— 22

Damit ist ¢3¢ = 1/4 und c}¢ = —1/16.
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4.3.2.6 Tabelle der endlichen OPE

Zusammenfassend ergibt sich fiir die endlichen OPE, die von Null verschiedene Koeffizi-
enten cf“'j liefern

2
a
O14(21,21)024(22,22) ~ —4 = _0Z2 O24(22,22) (4.110)
1
a
O1a(21,21)034a(22, 22) ~  — = _0Z2 O34(22,22) , (4.111)
1
a
O1a(21,21)04(22,72) ~  — - —022 O4(22, %), (4.112)
1 a 2
(92@(21,21)02@(22,22) ~ —5 = 04 a(ZQ,ZQ), (4113)
1 a 2
O2a(21,21)O3a(22,22) ~ 5 p—— O34(22,22) , (4.114)
1 a 2
Oga(21,21)04(22,22) ~ 5 04(22,22), (4115)
Z1 — %9
1 a -1
O34(21,%1)034(22, 22) ~ 355 O14(22, 22) (4.116)
1 a -1
+= 0 O24(22, 22) (4.117)
2 Z1 — %9
1 a 0
04(21, 21)04(22, ZQ) N—1—6 g <Olc(227 22) + O 5(2’2, 22)) (4.118)
1 a 0
Z o <OQC(22, 22) + 025(227 22)) . (4.119)

An diesen Gleichungen lassen sich die Kopplungsparameter cf“'j leicht ablesen.

4.3.3 Renormierungsgruppenzugang

Die RG-Gleichungen beschreiben den Flufs der verschiedenen Storungen um einen Fix-
punkt, der von der Wirkung eines ungestorten Systems Sy[®] bestimmt ist; ® steht hier
stellvertretend fiir die Felder des Systems. Hierzu betrachtet man das freie Modell mit
einigen Storungen, die mit der Stirke der Kopplungskonstanten gi koppeln [42, 43|

dxdr
(o) = $ol#) + - gr [ “5T Oue. 7). (4.120)
k 0
Die lokalen Operatoren Oy, sind Funktionen der Felder ®.
Bei der Untersuchung des erweiterten Peierls-Hubbard-Modells interessiert man sich
fiir den Bereich niedriger Energien in der Umgebung der Fermipunkte. Im Rahmen der
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Linearisierung (4.5) beschrinkt man sich auf die Freiheitsgrade niedriger Energie, was
der Einfiihrung eines Cut-Offs bei kurzen Distanzen entspricht, der die Bereiche héherer
Energien abschneidet. Physikalische Grofen mégen zwar von diesem Cut-Off abhéngen,
werden aber von einer geringen Anderung des Cut-Offs nicht zu stark beeinfluft. Der RG-
Prozef basiert auf dieser Vorstellung und untersucht, wie sich die Kopplungskonstanten des
Systems im Ortsraum unter geringer Anderung des Cut-Offs kurzer Distanzen verhalten.

Dazu entwickelt man die Zustandssumme bis zur zweiten Ordnung in den Kopplungen
und erhalt

exp (- Sun[) exp(- 5ol {1 - So BN

T3 Zgzga/dzzd@ <Oi(zl)0j(z2)>>+---}, (4.121)

wobei die Erwartungswerte beziiglich der Fixpunkt-Wirkung Sy[®] zu bestimmen sind.
Das Integral der ersten Ordnung I6st man anhand einer Dimensionsanalyse und bekommt

ng/dz (Ok(z ngZ/dm (Op(X +x)).,
—ngZOk ag TR (4.122)

wobei ag der Cut-Off kurzer Distanzen, d.h. die Gitterkonstante, und Ay die Skalendi-
mension des Operators Oy ist. Fiithrt man nun eine infinitesimale Reskalierung des Cut-
Offs ag durch

ag — (14 dl)ag mit <1, (4.123)
so laft sich deren Effekt durch Reskalieren der Kopplungen g kompensieren
g — (L+ 0P kg ~ g + (D — Ay)gidl. (4.124)

Die zweite Ordnung l&ft sich mit Hilfe der OPE vereinfachen. Nach dem Reskalieren des
Cut-Offs ag — (1 + 6l)ag 14kt sich das Integral folgendermafen aufteilen

/ _ / _ / . (4.125)
|z1—22|>(1+d0)ao |z1—22|>a0 (14dl)ap>|z1—22|>a0

Der erste Teil gibt wieder den urspriinglichen Beitrag, wihrend der zweite Term mithilfe

der OPE
‘Z kg™ AFA"/ <Ok <Zl +22>> (4.126)
(1+5l)a0>‘z1—22|>a0 2

ergibt. Das Integral liefert einen Faktor SDaoDél, wobei Sp die Fliache einer Hypersphire
mit Einheitsradius in D Dimensionen ist. Fiihrt man nun die Beitrige erster und zweiter
Ordnung zur Renormierung der Kopplungen zusammen, so erhélt man

dgi

dl (D Ak gk - chjglg] + 9 (4127)

V]
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nachdem man g — (2/Sp)gx reskaliert hat. Im hier untersuchten Fall sind alle Kopp-
lungen g proportional zur Fermigeschwindigkeit vp. Fiir die Kopplungen gi = vrgy gilt

also

dgi
dl (D Ak) k - Zcz_]glg] + Y (4128)

iJ
Abgesehen von den modellabhéngigen Vorfaktoren sind die cfj anhand der OPE schon
bestimmt. Dennoch werden diese Grofen im folgenden noch einmal mit allen Vorfaktoren
dargestellt, da sich in ihnen die grofte mogliche Fehlerquelle verbirgt. Die Aufgabe besteht
dann nur noch darin, die entsprechenden Vorfaktoren zusammenzufithren und in (4.128)
einzusetzen.

4.3.4 RG-Gleichungen des Mean-Field-Ansatzes
4.3.4.1 RG-Gleichungen des Mean-Field-Spinsektors

Die Storoperatoren des Mean-Field-entkoppelten Spinsektors fiir den Fall U < 2V; aus
(4.96) sind

1
MF _
OS” — 87‘( Ols 5 OSJ_ — 2—71_2025 (4129)
mit den zugehorigen Kopplungskonstanten
Jis = gs” und 92s = Js1 - (4130)

Die entsprechenden Grofen cl -Z- sind damit gegeben durch

j

-1
Csl 1 1 Vg sl Vg
Sl sL = 2—71'2 ﬁ 87‘(’ VR S” sL = 27‘(’21)1: ’

2 -1
s 1 Us s _ U
Cslsl <ﬁ> <_ 87T2’UF> Cslsl = 772Us : (4131)
Eingesetzt in (4.128) sind die RG-Gleichungen fiir den Mean-Field-Spinsektor gegeben
durch (D = Ay =2 und v ~ vp)

dgg() 1

_ — 2
S = g (1), (4.132)
dgsj_(l) 1 _ _
=— l l 4.1
dl 7T2?}F gs||( )gsi( )a ( 33)

wobei der Beitrag g, gs. doppelt auftritt. Diese Gleichungen wurden zuerst von Kosterlitz
und Thouless hergeleitet [44]. Da die Kopplungskonstanten im CDW-Limes (U < 2V)
negativ sind, wie aus (4.31) und (4.71) bekannt ist,

99 =920 + 951 — <92|| + g3 — 91 + 9}/”) = —|U—-2V]ao <0, (4.134)

30 = g1 —glL +32/he|(t0)? = —|U — 2V | ag + 3262|he|tag < 0, (4.135)
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so folgt fiir die Betrige

2ol _ o9 OF (4.136)
d|§_]j1Ll(l)| _ 7T21UF |§s||(l)| ’gsl(l)‘ ) (4.137)

Diese gekoppelten Differentialgleichungen kann man mithilfe der Invarianten ggll — QEL

16sen, da
d (o9 o\ _
pT <gs|| - 95L> =0 (4.138)

gilt. Man wahlt den Ansatz
95| = Ccosh(0(1)),  |gsi| = C|sinh(0(1))], (4.139)

so daf #(l) und C > 0 zu bestimmen bleiben. Aus dem Vergleich von (4.133) und (4.139)
folgt

do(l c .
d—(l) = o sinh(0(1)) . (4.140)
Diese Gleichung 16st man durch Separation der Variablen und erhélt
o0)\| 6(0) C
tanh <T> = |tanh <T exp vF7r2l . (4.141)

Man erkennt, dak 6(1) > 0(0), d.h. 6(I) wichst an und damit |g,| und |gs1 | Wenn [ zu
grofs wird, erhédlt man fiir die obige Differentialgleichung keine Losung mehr. Dies stellt
aber kein grundsétzliches Problem dar, da die RG-Gleichungen (4.133) nur fiir kleine
Kopplungskonstanten gelten und C' o< § < 1 ist. Das wesentliche Ergebnis besteht darin,
daf die Kopplungen im Spinsektor divergieren: sie sind relevant und generieren daher eine
endliche Liicke im Spinsektor.

4.3.4.2 RG-Gleichungen des Mean-Field-Ladungssektors
Die vollstédndigen Operatoren des Mean-Field-entkoppelten Ladungssektors aus (4.95) sind

~ 1 v ~ 1 ~ 4| hs|
MF _ c MF _ MF _ 2|/
OCII — ﬁEOIC 9 OCL — —HOQC 5 0(5 — T 030 (4142)
mit den zugehorigen Kopplungskonstanten
Jic = Ge| » 92¢ = Gel 93¢ = Jes - (4.143)
Die entsprechenden Kopplungsparameter C’fj sind damit gegeben durch
- 1 v - 1 v
cl o e cd o ___C
CljleL = “onZop Colles = S Zop (4.144)
Ao Lowr s 1
CcicL__Fv_ca Célca——m7 (4.145)

— /UF =l
Copes = —16aP "0 Cides = —16|R . (4.146)
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Eingesetzt in (4.128) ergeben sich die RG-Gleichungen fiir den Mean-Field-Ladungssektor

dg 1 )
d;” = upm? (921 +167°|hs[*g%] | (4.147)
d?]cL o 1 o 9 9 9

A= o GelGer + 1677 s Pgs] (4.148)
dges _ 1,

d; = Jes 471'21)F (QQCJ‘ + gc”) Jes - (4149)

Da hier die RG-Gleichungen im CDW-Regime (U < 2V7) untersucht werden sollen, werden
sie hier fiir die Betrige der Kopplungskonstanten aufgestellt. Die Anfangswerte ergeben
sich aus (4.31) und (4.95)

9o =920 + 931 + (92” + g5 — 91 + 9}/”) = (U+6Vi)ag >0, (4.150)

901 =931 — g5 = (U —2V1)ag <0, (4.151)

so dafs folgt

d|g. 1 7 i

|dl il - [|9c¢|2 + 1677 |hy|? |9c5|2} : (4.152)
d|§ci| 1 _ B -

Al opn? Ugcll| [er| = 167 |hl? Igcalﬂ ; (4.153)
d 9es _ 1 B B ~

\dl | gl - o (219eLl 4 [gey|) 19es! - (4.154)

Diese gekoppelten Differentialgleichungen lassen sich numerisch aufintegrieren. Die RG-
Gleichungen sind perturbativ und gelten nur im Limes schwacher Wechselwirkung. Falls
die Anfangswerte der Kopplungskonstanten klein genug sind, kann sich der Flufs der RG-
Gleichungen in eine bestimmte Richtung im Raum der Kopplungskonstanten entwickeln,
bevor er das Regime schwacher Wechselwirkung verlafst. Man beobachtet, welche Kopp-
lungskonstanten im RG-Fluf klein bleiben und damit irrelevant sind, und welche der
Kopplungskonstanten gemeinsam, d.h. in fester Relation zueinander, divergieren,.

Die im Rahmen dieser Arbeit erstellten numerischen Losung der Mean-Field-RG-Glei-
chungen des Ladungssektors ergibt, dafs — aufser bei sehr kleinen Startwerten fiir g.s —
immer der Dimerisierungsterm zuerst divergiert. Damit bestimmt also der Peierls-Term
im grofsten Teil des Phasenraums die Physik des Systems, aufer im Bereich sehr klei-
ner Dimerisierung, wo der CDW-Term dominant ist. Fiir endliche Werte der Coulomb-
Wechselwirkung darf man einen kritischen Wert d.4t der Peierls-Dimerisierung erwarten,
unterhalb dessen die CDW-Phase und die Peierls-Phase koexistieren. Dies ist in Uberein-
stimmung mit den Resultaten der semiklassischen Untersuchungen aus Abschnitt 4.2.
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4.3.5 RG-Gleichungen des erweiterten Peierls-Hubbard-Modells

Die vollstdndigen Operatoren des hier untersuchten Modells (4.92) sind

20, . Us
OC”_ (477)2 Folca Os||__(47T)2vFOISa
2 2
Oci _(27{')2 2c¢» OSL (27'[')2 028 )
4
05 = _Olc
m

mit den zugehodrigen Kopplungskonstanten

Jic = gc” ) J1s = gs” ’ 92¢ = Gel s G2s = gs” ’ gs = gs = toag .
Die Grofsen 6’213 sind damit gegeben durch
~el o ve 1 ~sl s 1
Celel = ~gp2mz’ Csllsl = 5o 2m2
~0 o Ve 1 =~ o Vg 1
Cols = ~ongnz:  Csls = ougnz
= I 1s vl
Celer == 72 Cslsr =72
~ 1 ~ 1
Col5=— Co = :
cld (27T)2 ) slé (27T)2
~ UF sl UF
ol — g7 osl =gt
66 Ve 66 Vs
Cgé = =8, Cg% =38

(4.155)
(4.156)

(4.157)

(4.158)

(4.159)

(4.160)

(4.161)

(4.162)

(4.163)

(4.164)

Setzt man diese nun in (4.128) ein, erhdlt man die Renormierungsgruppengleichungen

einschlieflich der zweiten Ordnung

dg 1 _
d—;” = UFWQ [ggJ_ + 87{29(%] )
dge. I _
JZEPM%H%%L
dgg) 1 s 2.2
dl = _UF7T2 [gsL + 8 gé] )
dgs. | _
d; = o2 [Qngsn + 87T29§] )
dgs

dl g SupT2 [(2§Cl + gc”) g5 — (2§si + §5||) g(s] .

(4.165)
(4.166)
(4.167)
(4.168)

(4.169)
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Hierbei wurden v, ~ vp und vs ~ vp gesetzt, da die Differenzen zu vp erst zur dritten
Ordnung in den Kopplungskonstanten beitragen.

Das numerische Aufintegrieren der RG-Gleichungen im CDW-Limes liefert qualitativ
dasselbe Ergebnis wie in der Mean-Field-Theorie. Eine weitergehende Analyse ist also
nicht erforderlich.

4.3.6 Zusammenfassung

Ausgangspunkt der feldtheoretischen Untersuchungen am erweiterten Peierls-Hubbard-
Modell war die Frage, welcher Mechanismus die isolierende Phase verursacht. Die Antwort
ist eindeutig: der Peierls-Mechanismus dominiert die Physik. In Anwesenheit einer Peierls-
Verzerrung bildet sich stets eine Spinliicke aus, die im Mott-Hubbard-Isolator nicht auf-
tritt. Dieses Verhalten wird in der semiklassischen Ndherung und Mean-Field-Behandlung
des feldtheoretischen Modells beobachtet und durch die Renormierungsgruppengleichun-
gen bestéitigt. Auch die Ladungsliicke im Peierls-Mott-Isolator wird hauptséchlich durch
die Dimerisierung getrieben.

Im CDW-Regime tritt der Peierls-Term in Konkurrenz zur Ladungsdichtewelle, welche
durch die elektronischen Korrelationen verursacht wird. In diesem Fall zeigen semiklassi-
sche Niherung und Mean-Field-Behandlung in Ubereinstimmung mit den RG-Gleichun-
gen, dafs es einen Bereich der Koexistenz beider Ordnungsparameter gibt. Erst bei ei-
nem endlichen Wert der Peierls-Dimerisierung dcrit > 0 wird die CDW-Phase vollstandig
verdringt. Diese Ergebnisse sind in Ubereinstimmung mit Resultaten der numerischen
DMRG |[40].

Die meisten realen Materialien sind Peierls-Mott-Isolatoren. Fiir diese Isolatoren spielt
der Peierls-Term die Hauptrolle bei der Bildung des isolierenden Zustands. Dies bedeu-
tet, daf eine storungstheoretische Behandlung des erweiterten Peierls-Hubbard-Modells
in der Coulomb-Wechselwirkung ausgehend vom Peierls-Modell sinnvoll ist. Da in diesen
Materialien die Coulomb-Parameter in der Gréfenordnung der Bandbreite liegen, bleibt
jedoch zu kldren, ob diese stérungstheoretische Behandlung auch quantitativ erfolgreich
sein kann. Dieser Frage wird im n#chsten Kapitel nachgegangen.
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5 Storungstheorie in der
Coulomb-Wechselwirkung

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird der storungstheoretische Ansatz vorgestellt, im
Rahmen dessen das erweiterte Peierls-Hubbard-Modell in den folgenden Abschnitten un-
tersucht wird. Die auf diese Art gewonnenen analytischen Ausdriicke fiir die Grundzu-
standsenergie, die Einteilchenliicke und die optischen Anregungen werden dargestellt. Da-
bei wird die Stérungstheorie in zweiter Ordnung in der Coulomb-Wechselwirkung fiir fe-
ste Dimerisierung durchgefiihrt. Neben der Rayleigh-Schrodinger-Storungstheorie werden
die optischen Anregungen des erweiterten Peierls-Hubbard-Modells auch im Rahmen der
Wannier-, der Two-Step- und der Downfolding-Stérungstheorie untersucht.

5.1 Storungstheoretische Ansatze

Grundsétzlich ist die Stérungstheorie ein wohlbekanntes Verfahren [45], um die Koeffizi-
enten einer Taylor-Reihe systematisch zu bestimmen. Die Grundzustédnde fiir N = L und
N = L + 1 Teilchen sind trivial entartet, so dafs die nichtentartete Rayleigh-Schrédinger-
Storungstheorie angewendet werden kann. Da die Brillouin-Wigner-Stérungstheorie nicht
grofenkonsistent ist, wird sie nicht weiter verfolgt.

Bei der Berechnung der optischen Anregungen fiihrt die nichtentartete Rayleigh-Schro-
dinger-Storungstheorie nicht zu einer zufriedenstellenden Beschreibung der Exzitonen des
Systems. Daher wendet man fast-entartete Storungstheorie an und startet von den exzi-
tonischen Zustdnden

Singulett :  |s)= Zws(k)’k>8 )
k

Triplett :  [6) = > wi(k)|k)s (5.1)
k

mit der Normierung Zk[w(s/t)(k‘)]Q =1 und

Loy 2o
’k>(s/t) = \/; <b—k’—,Tak‘7T + bl—;lahl) ‘FS>, (5.2)

wobei das obere (untere) Zeichen fiir das Singulett (Triplett) zu wéhlen ist. Der Grund-
zustand des nichtwechselwirkenden Systems ist gegeben durch

|F'S) = |Fermisee) = H&,Jgo, |Vakuum) . (5.3)
k,o

o7
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Bei verschwindender Coulomb-Abstofsung sind Triplett und Singulett reine Ein-Teilchen-
Loch-Anregungen bei Impuls p = —7/(2a9) (mit w(s/y(p) = 1 und we(k # p) = 0
sonst), da dies der Zustand mit der niedrigstmoglichen Energie ist. Durch das Anschalten
der Hubbard-Wechselwirkung und der langreichweitigen Coulomb-Wechselwirkung entste-
hen energetisch giinstigere gemischte Zustédnde, die in der entarteten Stérungstheorie von
vornherein beriicksichtigt werden.

In erster Ordnung ist dieser Zugang identisch zur Wannier-Storungstheorie. Es gibt meh-
rere Mdglichkeiten, diesen Zugang zur zweiten Ordnung fortzusetzen, die in den folgenden
Abschnitten erldutert werden.

5.1.1 Rayleigh-Schrédinger-Stérungstheorie
Der Hamilton-Operator der Storungstheorie ist das erweiterte Peierls-Hubbard-Modell
H=HY+W, (5.4)

wobei das ungestorte System durch das reine Peierls-Modell mit Hiipfamplitude ¢ und
Dimerisierung 9,

L
Po ot (1 (-1'8) (o ine + o0 ) (5.5)
o I=1
und die Stérung durch
L
WZUZZ(@[J-%) (nll——>+VZZ n nl+r—1) (5.6)
o I=1 I=1 r#0

gegeben ist. Das Eigenwertproblem von HP ist im Kapitel 2.1 durch die Transformation
(3.5) bereits gelost worden. Die Dispersion des ungestorten Systems ist durch £F(k) mit

E(k) = e(k)2 + A(k)2 = 2t\/cos(k)? + 62 sin(k)2 (5.7)

gegeben, wobei die Gitterkonstante von jetzt an ap = 1 gesetzt wird.

Um nun die Eigenenergie E, eines bestimmten Eigenzustandes |z) von H zu berechnen,
setzt man eine Potenzreihenentwicklung in den Stérungen U und V' an. Man erhélt die
tiblichen Ausdriicke fiir die Energien in fithrender, erster und zweiter Ordnung [45]

EY = («| H |z) | (5.8)
EW = EV + BY = (x| W |2) , (5.9)

“ 2
. [l W )|
BE® =BV + B + BV =)

m)

EQ - B
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Abbildung 5.1 Beispiel fiir eine Null-Teilchen-Loch-Anregung (oben) und eine Ein-Teilchen-Loch-
Anregung im Spin-1-Sektor (unten).

T E(k) l E(k)
T T
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k k
1 E(k) 1 E(k)
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k k

/
\
/
\

Abbildung 5.2 Beispiel fiir eine Zwei-Teilchen-Loch-Anregung mit entgegengesetzten (oben) und

eine mit parallelen Spins (unten).
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Abbildung 5.3 Beispiel fiir eine Drei-Teilchen-Loch-Anregung mit entgegengesetzten (oben) und
eine mit parallelen Spins (unten).

wobei die Zusténde |m) # |x) im letzten Ausdruck alle vom Zustand |x) aus erreichbaren
Anregungen sind. Im vorliegenden Fall konnen die moglichen Anregungen Null-, Ein-,
Zwei- oder Drei-Teilchen-Loch-Anregungen sein, die sich auf die Spinsektoren T und |
verteilen, sieche Abbildungen 5.1, 5.2 und 5.3.

Zur Vereinfachung der Schreibweise bezeichnet im folgenden ein Zustand der Art

|rs) (5.11)

eine Anregung mit r Teilchen-Loch-Anregungen im Spin-T-Sektor und s Teilchen-Loch-
Anregungen im Spin- |-Sektor.

Schon die Berechnung der Energiebeitrage zweiter Ordnung ist sehr aufwendig, so dafs
die Stérungsreihe nach der zweiten Ordnung abgebrochen wird. Inwieweit diese Ndherung
ein zufriedenstellendes Ergebnis liefert, wird im folgenden Kapitel 6 genauer untersucht.

5.1.2 Wannier-Stérungstheorie fiir optische Anregungen

Es seien P und Q Projektoren mit P+ Q = 1, so daf P auf den Unterraum des zu
untersuchenden Zustandes |x,,) projiziert, im Falle der optischen Anregungen also auf den
Unterraum mit einem Exziton, d.h. einer Ein-Teilchen-Loch-Anregung. Damit kann man
schreiben

=Hy+H, (5.12)
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wobei Hj das ungestirte System und H | die Stérung ist. Der Zustand |zy,) sei ein Eigen-
zustand von Hy, so daf
Hylzy) = en|zy) (5.13)

Dann gibt die Storungstheorie fiir den gesuchten, noch nicht normierten Zustand bis zur
ersten Ordnung

_ m) (m| H |ay,)

Kennt man diesen Zustand, so ldft sich daraus die Energie bis zur zweiten Ordnung
gewinnen,

2) — €, + Z xn’HJ_’m (m‘HJ-‘xn> 7 (5.15)
_gO
m)#|an)
wobei B = (m|Ho|m) ist. Dabei kann |m) als ein Eigenzustand des Operators der

kinetischen Energie HY gewihlt werden, denn Korrekturen sind von héherer Ordnung.
Das Verfahren der Wannier-Stérungstheorie setzt sich aus zwei Schritten zusammen.

Schritt 1: Man berechnet die Eigenzustande |x,) und die zugehorigen Eigenenergien e,
indem man HY + W bis einschlieRlich der ersten Ordnung auswertet und diagonali-
siert, siehe (5.13).

Schritt 2: Man bestimmt die Beitrédge zweiter Ordnung zur Energie E7(12) durch die Aus-
wertung von (5.15), wobei die Zusténde |m) Null-, Zwei- und Drei-Teilchen-Loch-
Anregungen und Eigenzusténde der kinetischen Energie HP sind. In diesem Unter-
raum gilt H =W.

5.1.3 Two-Step-Storungstheorie fiir optische Anregungen

5.1.3.1 Grundprinzip

Bei dieser Methode betrachtet man, wie sich das System unter der Einwirkung zweier
Storungen verhilt, indem man zunéchst das Problem fiir eine der Stérungen 16st und
dieses Ergebnis danach fiir die Losung des vollen Problems heranzieht. Der Hamilton-
Operator besteht aus dem kinetischen Term und zwei Stortermen

H=H'+W=H +V i+ V5. (5.16)

Man definiere die Projektoren P, und Qn so, dafs P, auf den Unterraum der n-Teilchen-
Loch-Anregungen projiziert (n = 0, 1 fest) und P, + @, = 1 gilt. Ausgedriickt in diesen
Projektoren ist der Hamilton-Operator

B = B4 [P @t Quil Bt QuiVQu] + [P
R (5.17)



62 5 Storungstheorie in der Coulomb- Wechselwirkung

mit
VA = PnWQn + QnWPn + QnWQn ’ (5'18)
Vg =P,WP,. (5.19)

Wie der Name dieses stérungstheoretischen Ansatzes schon besagt, besteht dieses Verfah-
ren aus zwei Schritten.

Schritt 1: Zunéchst betrachtet man
Hy=HP +V,. (5.20)

In einer storungstheoretischen Entwicklung (Rayleigh-Schrodinger) erhélt man fiir
die Eigenzusténde |n) von Hy

\m m]VA]n
In) = Z 50 +.p, (5.21)
wobei die Zusténde [n°) und |m) Eigenzustinde von HY sind mit

EG) = (1A n% und  EQ = (m|H"|m) . (5.22)

Im Rahmen dieser Arbeit wird die Storungstheorie nur bis einschlieflich der zweiten
Ordnung durchgefiihrt. Daher folgt aus der Normierung des Zustandes |n)

1 = | Z|? 1+Z ’VA‘m (mlValn®) | - (5.23)

(50 - £

. 2
|20Vl
S D L
Im) <En0 — En )
Im ersten Schritt dieser Methode werden also die Zusténde |n) ‘von Anregungen
umgeben’; sie werden daher auch dressed states genannt.

Damit ist

(5.24)

Schritt 2: Nun wird die (fast-entartete) Storungstheorie fiir VB anhand der Eigenzustinde
|n) von H, durchgefiihrt. Die Matrix zu H = Hj + Vg wird in der Basis dieser
Eigenzustinde diagonalisiert,

H(nl,ng) = <n1\ﬁ\n2> . (5.25)

Diese Two-Step-Storungstheorie wird zur Berechnung der Energien der optischen Anre-
gungen herangezogen. Die Anwendung dieser Methode zur Berechnung der Grundzustand-
senergie liefert dasselbe Ergebnis wie die Rayleigh-Schridinger-Storungstheorie, wie kurz
gezeigt wird.
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5.1.3.2 Berechnung der Grundzustandsenergie

63

Da der Grundzustand |0) nicht entartet ist, ist auch der Unterraum der Null-Teilchen-

Loch-Anregungen nicht entartet. Damit ist
In) = 10) = (IFS) + 1)) Zo,
[n% = |FS).

Daher erhilt man

Ey =(0|H|0)

= (|Zo|* — 1) (FS|HP|FS) + (FS|H® + W|FS) + (1|W[FS) + (FS|W|1) +

—=(FS|HY 4+ W|FS)

(1A

2 ~EY EY
* m;g)‘ (FS[W|m) ‘ {(Eéo) —Eﬁg)>2 ” <Eéo) E(g))2 * <Eéo) —E,E,?))

. 2
FS|HY + W|FS 7‘ <FS|W|m>‘
|m)#|FS) 0 m

}

(5.28)

Dies ist derselbe Ausdruck fiir die Grundzustandsenergie wie in der Rayleigh-Schrédinger-

Storungstheorie.

5.1.4 Downfolding-St6rungstheorie fiir optische Anregungen

5.1.4.1 Grundprinzip

Die Downfolding-Stérungstheorie verfolgt einen selbstkonsistenten Ansatz, der hier kurz

vorgestellt wird. Die Schrodinger-Gleichung ist gegeben durch
H|W) = (T + W) W) = E|) .
Man definiere zwei Projektoren P und Q, so daR P + Q =1 gilt und
H|V) = H(P+Q)|¥) = Hlp) + H|x) ,
p) = P|¥),
x) = QI¥)
mit (p|x) = 0. Setzt man dies in Gleichung (5.29) ein, so ergibt sich

PH|p) + PH|x) + QH|p) + QH|x) = E|p) + E|x)..

Daraus erhilt man
E|g) = PH|p) + PH|Y) ,
Elx) = QH|p) + QH|x) .

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)
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Aus der zweiten Gleichung ergibt sich der Ausdruck

=Q(E-#) Qi (533

der in die zweite Gleichung eingesetzt wird,
PP PP P Nt PPN
PHP|p) + PHO (E - H) OHP|y) = Ely). (5.34)

Das Einfiigen eines vollstdndigen Satzes von Basiszustédnden von H fiihrt zu

PHO <E—H) OHP = ZPHQ|m m|QHP (5.35)

Zusammen mit
PHP=T+PWP, PHQ=PWQ, QHP=QWP (5.36)
ergibt sich insgesamt die Schrédinger-Gleichung

PWQ|m)(m|QW Plyp)
E,— En

PHPG) + Y

m)

= Bylp). (5.37)

Diesen Ausdruck erhélt man auch in der Brillouin-Wigner-Storungstheorie. Wegen deren
Grofeninkonsistenz kann die Gleichung in dieser Form nicht fiir die perturbative Berech-
nung physikalischer Gréfen verwendet werden. Im folgenden Abschnitt wird sie so umge-
formt, dafs sie fiir stérungstheoretische Berechnungen eingesetzt werden kann.

5.1.4.2 Storungstheorie

In einem ersten Schritt wird die Grundzustandsenergie in (5.37) von der Energie der
Anregung |¢) subtrahiert. Man erhélt

) o PWE WP
(E, — Eo)Ply) = P(H — Eo)Plp) + > (B, f?gsiﬁgm—%

\m>

(5.38)

in dem beide im Nenner auftretenden Energiedifferenzen (fiir alle vom Grundzustand er-
reichbaren Anregungen |m) und |p)) von der Ordnung Eins sind. Um exakte Ergebnisse
zur zweiten Ordnung in der Stérung W zu erhalten, betrachtet man die Energiedifferenzen
genauer,

E, - Ey=e,,
En—Ey=E9 - EY + oW, v). (5.39)
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Damit ergibt sich bis einschliefslich zur zweiten Ordnung exakt

o s PWQIm (m|QW Ply)
epPl) = P(H — +Z ~ B0 - g
0

(5.40)

Wendet man dieses Verfahren formal zur Berechnung der Grundzustandsenergie an, so
ergibt sich mit |p) = |FS) und e, = 0 der Ausdruck

(FS|W |m) (m|W|FS)

Eo = (FS|T + W|FS) + (5.41)
% ~EY + B
der mit dem Ergebnis der Rayleigh-Schrédinger-Stérungstheorie identisch ist.
Die Berechnung der Exzitonenergien e, fithrt zu der Eigenwertgleichung
- PW WP
eolz) = P(H — Ep)lz) + Z [m) {m| W Plz) (5.42)

— (B —Ey)

Mit der Definition (5.1) reduziert sich die Berechnung der Exzitonenergien auf die Diago-
nalisierung der effektiven Hamilton-Matrix mit den Eintrégen

Heg(e(s s k1, k2) =0k, ks [(s/t) (k1| H" |y (s 0) — (FS|HT [FS)

+ (st (k1 [W ki) (s /0) — (FS|W|FS)

(570 kL W Im) (s oy s oy (MW [kt (s 1y (2
© 0 ~Eo
) e/ — (Em’ — Ey”)

+ (1 = gy ko) |:(s/t)<k51|W|k32>(s/t)

(s/6) B W Im) (s 0y (s ) (0 W [ K2 ()
jm) €(s/t) ~ (E,(,?) - EY)

] . (5.43)

wobei die angeregten Zusténde |m) Null-, Zwei- und Drei-Teilchen-Anregungen sind. Die
Selbstkonsistenzbedingung dieses Ansatzes besteht darin, den niedrigsten Eigenwert e,y
der zu Gleichung (5.43) gehérigen Eigenwertgleichung wieder in die Matrix Heg(e(s/s))
einzusetzen, bis die erneute Diagonalisierung (im Rahmen der gewiinschten numerischen
Genauigkeit) denselben Wert liefert.

5.2 Grundzustandsenergie

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der stérungstheoretischen Berechnung der
Grundzustandsenergie dargestellt. Alle berechneten Grofen sind extensive Grofen, d.h.
proportional zur Gitterldnge L. Die Definitionen der Hilfsfunktionen und die Berechnung
oft auftretender Kontraktionen befinden sich im Anhang B.
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5.2.1 Beitrag fiihrender Ordnung

Der Energiebeitrag fithrender Ordnung in U und V' (5.8) entspricht der Summe der Elek-
tronenenergien des unteren Peierls-Bandes. Es ergibt sich der Ausdruck

E(0 -2 Z 2t/ cos(k)2 + 62 sin(k)2 . (5.44)

5.2.2 Beitrdge erster Ordnung in der Coulomb-Wechselwirkung
5.2.2.1 Hubbard-Wechselwirkung

Der Beitrag erster Ordnung in der lokalen Coulomb-Wechselwirkung zur Grundzustands-
energie berechnet sich nach der Formel (5.9) und verschwindet wegen der Teilchen-Loch-
Symmetrie, da (FS|n; »|FS) =1/2,

Ei: (FS| (nm -~ 1) (m — %) IFS) =0. (5.45)

5.2.2.2 Langreichweitige Coulomb-Wechselwirkung

Die erste Ordnung in V liefert einen endlichen Beitrag,

Ey —ZZV (FS|(fr + i, = 1) (At + A, — 1)[FS)

=1 r#0
L 2
= - Z ZV(T) < él,gél-i-r,a |FS>
I1=1,0 7#0
=-L Z 2V (r)(As(r)? 4+ Bs(r)?), (5.46)
—L/2<r<L/2
r|2=1

wobei im letzten Schritt (B.28) eingesetzt wurde und r|2 = 1 alle ungeraden r bezeichnet.

5.2.3 Beitrdge zweiter Ordnung in der Coulomb-Wechselwirkung
5.2.3.1 Hubbard-Wechselwirkung

Fiir die Hubbard-Wechselwirkung liefern nur die Zwei-Teilchen-Loch-Anregungen mit ent-
gegengesetzten Spins (ZTLA 7)) einen endlichen Beitrag. Die Berechnung der erforderli-
chen Kontraktionen befindet sich im Anhang C.1. Der Beitrag zweiter Ordnung in U ist
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gegeben durch

‘(FS]Uﬁ\lD‘Q

2
EOU ,ZTLAT]
Z 0 0
T Ey - E})

11)
— _U? Z

k1,k2,k3,ka

~ N 2
S ES g = 1/2) Gy = 1/2) B, gnib, an, 1 |FS)
E(ky) + E(k2) + E(k3) + E(k4)

__(uy’ 3 1
o <L> bty EkL) + B(kz) + E(ks) + E(ks)

{5k17k2+k37k4,0[ul(k717 ko, k3, ka)]? 4 Oky kot ks ka4 (U2 (K1, ko, 3, k4)]2} .
(5.47)

5.2.3.2 Langreichweitige Coulomb-Wechselwirkung

Zur zweiten Ordnung der Grundzustandsenergie in V' tragen mehrere Anregungen bei.
Zunéchst gibt es den Beitrag der Ein-Teilchen-Loch-Anregungen (ETLA)

)

~ 2
V2 |(ES|Vrs)|

V2 ETLA _
Eo = 2 e
|rsye{|10), |01)} 0 [rs)
-y |30 20 V) ES[ (g = 1) (R — 1) b, ik, o |[FS) |
— (E(k1) + E(k2))

k1,ko,0
V2o (k)?
=9 - 4
g E(k) ’ (5 8)

wobei im letzten Schritt (C.2) eingesetzt wurde. Mit (C.3) tragen die Zwei-Teilchen-Loch-
Anregungen mit entgegengesetzten Spins (ZTLA 1)) bei

~ 2 P ~ 2
0 - 0 0 _
I B - E‘(H)> by~ (EkL) + E(k2) + E(ks) + E(ka))

V2 1
- <f> Mz,;k E(ky) + E(ky) + E(ks) + E(ky)

{5k17k2+k37k4,0[7)1(k17 ko, k3, ka)]? 4 Ok kot ks ks tn[02(F1, Ko, K3, /<74)]2} .
(5.49)
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Dariiber hinaus gibt es den Beitrag der ZTLA mit parallelen Spins (ZTLA ||). Mit (C.5)
ist

P2 ((FS\V\mf

V2 ZTLA|
Eo - Z O _ 0
[rsye{|20),]02)} 0 [rs)
—V2(ES|Vb ks obf, oiks,0l0) [

- ¥

k1<ks,ko<kq,o

B(ky) + Ekz) + B(ks) + E(ky)

2
1
:_2@) 2. F) T B T B T B
k1<ks,ka<ka ( 1) + ( 2)+ ( 3)+ ( 4)
{5k1_k2+k‘3—k‘4,0[v1(k1, k:2a k3, k:4) - Ul(kl, kf4, k3, ]C2)]2

+ 6k1—k‘2+k3—k4,:|:ﬂ[v2(k:15 k?, k:3a k4) - 1)2(]{31, k4, k:3a k?)]z} . (550)

Die Summationsbeschrankungen konnen aufgehoben und durch einen Faktor 1/4 bertick-
sichtigt werden.

5.2.3.3 Mischterme

Der einzige Beitrag zur Grundzustandsenergie proportional zu UV stammt von einer Zwei-
Teilchen-Loch-Anregung mit entgegengesetzten Spins und ergibt mit (C.1) und (C.3)

FS|V|11)(11|D|F h.c.
E(()JV,ZTLATLZUVZ< S[V[11)(11[D|FS) + h.c

(0) (0)
|11) By~ — E|11>

uv
L kzk v E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(ka)
1,72,R3,Rk4

{<FS’vgz—lﬁ&bﬂg:g,l&k%l’FS><FS’ﬁBl:,T&k2,TBZ_3,l&k47l’FS>* + h.C.}
AV g 1
12 o E(k) + E(ke) + E(ks) + E(ka)

1,k2,k3,k4

{5k17k2+k37k470u1 (k17 k27 k37 k4)?}1 (k17 k?a k37 k4)

+ 6k‘1—k:2+k:3—k4,:|:7ru2(kla k?, k:3a k4)’l)2(]€1, k?, k:3, k4)} . (551)

Die Beitrage aus (5.44), (5.46), (5.48), (5.47), (5.49), (5.50) und (5.51) liefern die Grund-
zustandsenergie bis zur zweiten Ordnung in der Coulomb-Wechselwirkung. Sie werden in
Abschnitt 6.1 mit DMRG-Rechnungen verglichen.
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5.3 Einteilchenliicke

Im Abschnitt 2.3 wurde die Einteilchenliicke (2.13) definiert
Ay(N) = [Eo(N +1) = Eo(N)] — [Eo(N) — Eo(N —1)]. (5.52)

Sie bestimmt den Beginn des Teilchen-Loch-Kontinuums: Elektron-Loch-Paare mit Ener-
gien grofer als A; sind ungebunden. In einem Teilchen-Loch-symmetrischen Modell wie
dem hier untersuchten (5.4) gilt

A(N) = 2[Eo(N + 1) — Eo(N)]. (5.53)

Damit geniigt es, die Grundzustandsenergie fiir das halbgefiillte Modell mit einem zusétz-
lichen Elektron zu berechnen. Dieses zusétzliche Elektron hat den Impuls p = —7/2, da
das untere Peierls-Band bereits vollstdndig besetzt ist und die Energie des oberen Peierls-
Bandes an diesem Punkt minimal ist. Somit trdgt das Elektron bei p die niedrigstmdgliche
Energie.

Um die Energie des Grundzustandes mit L + 1 Teilchen zu bestimmen, sind Matrix-
elemente der Form MN*1(p) = (OHA)I,,UOAIA);{,UM auszurechnen, wobei O € {D,V}. Um die
entsprechenden Beitrige zur Liicke zu erhalten, zieht man die jeweiligen Matrixelemente
fiir N = L Teilchen ab. Die Berechnung dieser Matrixelemente findet sich im Anhang C.2.
Im folgenden sind die Ergebnisse der Einteilchenliicke bis einschliefslich der zweiten Ord-
nung aufgefithrt, wobei hier die Annahme getroffen wird, daft das zusétzliche Elektron
Spin T hat. Wegen der Invarianz des Modells unter Spinrotation hat dies keinen Einflufs
auf das Ergebnis.

5.3.1 Beitrag fiihrender Ordnung

Wie im Abschnitt 2.3 gezeigt, ist der Beitrag fithrender Ordnung
A = 2E(p) =4
1 =2E(p) =4td, (5.54)
unabhéngig von der Systemgrofe L.
5.3.2 Beitrdge erster Ordnung in der Coulomb-Wechselwirkung

5.3.2.1 Hubbard-Wechselwirkung

Die erste Ordnung in U verschwindet wegen der Teilchen-Loch-Symmetrie,

AV =U (<FS|BP,T158;T|FS> - (FS|15|FS>) ~0. (5.55)
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5.3.2.2 Langreichweitige Wechselwirkung

Die erste Ordnung in V liefert einen endlichen Beitrag zur Energieliicke

AV =2v ((FS|Bp7TVB;T|FS> - <FS|V|FS>)

=2 ) ) <C§$) cos(pr) As(r) + L) sin(pr)Ba<7“>>
—L/2<r<L/2
r|2=1
= Y awvE)(-nleDABr, (5.56)
—L/2<r<L/2
r|2=1

wobei (C.8) und (5.46) verwendet wurden und im letzten Schritt p = —7/2 eingesetzt
wurde.

5.3.3 Beitrdge zweiter Ordnung in der Coulomb-Wechselwirkung
5.3.3.1 Hubbard-Wechselwirkung

In der zweiten Ordnung in U tragen Ein- sowie Zwei-Teilchen-Loch-Anregungen mit ent-
gegengesetzten Spins bei. Mit (C.6) erhilt man

U2|<FS|Bp7TDB;r1,ldkz,lB;r3,T [FS)[?

E(p) — (E(k1) + E(kz) + E(k3))

2
A? ,ETLA -9 Z
k17k27k3

:<g>2 Z 2(1_5p,k‘1)
L) 4= E@)—(E(k)+ E(k) + E(k3))
1,R2,R3
{611 —koths—polua (ks ko, k3, ) + Oky— kg rhg —p, o [ (K1, ko, K3, ))° }
(5.57)

und mit (C.7) und (C.1)

[(FS|bp 1 UDD iy 10 ey DF [FS)[?

U2, ZTLAT| _ D, U?,ZTLAT|
Af =2 ) —E

— (B(k1) + E(k2) + E(k3) + E(ky)) 0

k1,k2,k3,ka

_ <g>2 Z 20p 1y
1,k2,k3,k4

{6k1—k‘2+k‘3—k470[u1(k15 k?, k:3a k4)]2 + 5k1—k2+k3—k4,:|:7r[u2(k1, k:2a k3a k4)]2} .
(5.58)
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5.3.3.2 Langreichweitige Coulomb-Wechselwirkung

In der zweiten Ordnung in V' tragen Ein-Teilchen-Loch-Anregungen sowohl mit entgegen-

gesetzten als auch mit parallelen Spins bei,

VZ(1- 07,1/2) ‘<FS’bp,TVbZI,rdk2,Tblj37T’FS>’2 V2 ETLA
E(p) = (E(k1) + E(k2) + E(ks)) ’

2
A}/ ETLA _, Z
k1,ko.ks, T

=((3) = :
L) 4= E@)—(E(k)+ E(k) + E(k3))
1,R2,R3

{@(k1 — k3) [5k1—k2+k3—p,0{5p7k35k1,k2Lvo(k1) — Op k1 kg ey Lo (Ki3)

2

+ va(ks, p, k1, k2) — va(k1,p, k3, /<72)}
2
+ 5k17k2+k37p,i7r{7)1(k37p7 ki, ko) — vi(ki,p, ks, /<72)} ]

2
+ 5k1fk2+k37p,0{5p,k35k1,k2LUO(kl) + va(ks, p, k1, kz)}

2 2
+ 5k17k2+k37p,i7r{7)1(k37p7 /<71,k2)} } - Ey ’ETLA> , (5.59)

wobei (C.10) und (C.11) verwendet wurden. Zudem liefern die Zwei-Teilchen-Loch-Anre-
gungen mit entgegengesetzten Spins nach (C.12)

o . . 2
2 + + - +
AV272TLAT»L :2 V ‘<FS’bpyTkal,Tak27Tbk3,lak4ylbp,T‘FS>‘ _ EV2,ZTLA Tl
' o — (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)) ’
1,R2,R3,~k4
= (Z)Q Z 20k, ,p
L o o Tk E(/{:ﬂ—i—E(kz)—l—E(k)g)—i—E(lﬁ)
1,R2,R3,R4
{6k‘1—k2+k3—p70[v1(k1, k:2a k3, k4)]2 + 5k‘1—k‘2+k53—p,:|:7r[v2(k1, k:2a k3, k4)]2} .
(5.60)
Der Beitrag fiir die ZTLA mit parallelen Spins lautet mit (C.13)
AV2,ZTLA|| _9 Z V2|<FS|prTVl;;C‘rl,T&k2,7'82—377'&k477'8;—7'[|FS>|2 VA ZTLA||
' —(B(k1) + E(ks) + E(ks) + E(ka)) ’

k1<ks,ko<kq,T

= <K>2 Z 2(5k1,p + 5k3,p)
L)l cnnn BUn) + E(ks) + E(ks) + E(ks)

{5k17k2+k37p,0 [Ul (k17 k27 k37 k4) - Ul(kla k47 k37 kQ)]Q

+ Oy — kot ky—p,+r[V2(K1, ko, k3, ka) — va(ki, ka, ks, kz)]z} . (5.61)
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5.3.3.3 Mischterme

In der zweiten Ordnung der gemischten Coulomb-Anteile gibt es den Beitrag der ETLA
mit entgegengesetzten Spins,
uv

AUV’ ETLA —9
1 kl,z;@,,f E(p) — (E(k1) + E(k2) + E(k3))

{<FS!bp,Tﬁbi;,1&kz,ib23,T!FS><FS\bp,TVb?cL1,1dk2,1b§3,T!FS>* + h-C-}

AUV 1
:< L?) 2 E(p) — (E(k1) + E(k2) + E(k3))

k1,k2,k3
{5k1—k2+k3—p,ov2(k3,17, ki, k2)ua(k1, ko, k3, p)
+ Oy kot hg—p,+xV1 (K3, D, k1, ko )ui (K1, ko, ksap)} ; (5.62)

nach Gleichungen (C.6) und (C.10).
Die ZTLA mit entgegengesetzten Spins liefern

-UV)
AUV7 ZTLAT| ) (
1 Z E

k1,k2,ks,ka (kl) + E(k2) + E(kB) + E(kﬁ4)

{<FS’bp,TDbzl,T&kz,TbZ—g,l&k@lb;T EFS)

S A B4 a3 , UV, ZTLA
(FS|bp VO, 4y by, ks, by [FS)™ + h-C-} - Eq ”)

B <4UV> > Oky
S\ L) & E(ki)+ E(ke) + E(ks) + B(ka)
1,R2,R3,Rk4

{5k‘1—k‘2+k3—p,0u1 (kly k:2a k3, ]C4)U1 (kly k:2, k:3a k4)
+ 6k1—k2+k3—p,iﬂu2(kla k?, k:3a k4)’02(]€1, k?a k3, k4)} 9 (563)

wobei Gleichungen (C.7) und (C.12) verwendet wurden.

Die Terme (5.54), (5.56), (5.57), (5.58), (5.59), (5.60), (5.61), (5.62) und (5.63) ergeben
zusammen die Einteilchenliicke bis einschliefslich der zweiten Ordnung in der Coulomb-
Wechselwirkung. Die Ergebnisse werden im Abschnitt 6.2 mit DMRG-Rechnungen vergli-
chen.

5.4 Matrixelemente der optischen Anregungen

Aufgrund der Giiltigkeit der Stérungstheorie gilt fiir die Spin- und die Ladungsliicken Ag
und A,

A, = E{(N,S =0)— Ey(N,S =0) = E, — E, (5.64)
Ay =E(N,S=1)— Ey(N,S =0) = E, — Ey, (5.65)
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wobei F(,/) die Energie des ersten angeregten Singuletts (Tripletts) bezeichnet. Im fol-
genden werden die Ausdriicke der Energien E /) dargestellt. Grundsitzlich treten bei der
Berechnung der Energiebeitrige zweiter Ordnung des ersten angeregten Singuletts bzw.
Tripletts Matrixelemente der folgenden Art auf,

Mooy (0102) = (50 (01T [D2) (5/8) — Opr By (5.66)

My (0102) = (0 @1 WIP2)(s0) — Spr i BN (5.67)

(s (PUW M) (5 0) (572 (M W [D2) (50

(5.68)
e— (EY - EY)

My (o (€:p1,p2) = Y

m)

Die Berechnung der einzelnen Matrixelemente findet sich im Anhang C.3. Im folgenden
werden die Ergebnisse zusammengestellt.

5.4.1 Matrixelement in fiihrender Ordnung

Der energetisch giinstigste Triplett- oder Singulettzustand im Falle verschwindender Cou-
lomb-Abstofung ist eine optische Elektron-Loch-Anregung beim Impuls p; = —7/2, siehe
Abb. 5.4, die einen diagonalen Beitrag liefert,

Mo, (s/t)(P1,p2) = 0p, p,2E(p1) - (5.69)
) E(k) 1 E(k)
—7/2a0 m/2a0 —7/2a0 w/2a0

Abbildung 5.4 Ein-Teilchen-Loch-Anregung mit der niedrigstmoglichen Energie.

5.4.2 Matrixelemente erster Ordnung in der Coulomb-Wechselwirkung
5.4.2.1 Hubbard-Wechselwirkung

Die Matrix der ersten Ordnung der lokalen Coulomb-Wechselwirkung ergibt sich nach
(C.16)

U
Mf{(s/t)(phm) = iz- (5.70)
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5.4.2.2 Langreichweitige Coulomb-Wechselwirkung

In der ersten Ordnung in der langreichweitigen Coulomb-Wechselwirkung erhilt man mit
(C.21) und (5.46)

8 cos cos(pyr
My (1) (P1,p2) = m;m V(r)opu,pe | (%gpl) ®17) 25 r)
r|2=1
89 sin(py) sin(p17)
Eoy 20

= 23 V) cosllpn —pr) [F3onpa) + (17 o)

r#£0
+%ZV(T) 14+ (1 +1)(-1)]. (5.71)

r#£0

5.4.3 Matrixelemente zweiter Ordnung in der Coulomb-Wechselwirkung
5.4.3.1 Hubbard-Wechselwirkung

Zur zweiten Ordnung in der lokalen Coulomb-Wechselwirkung tragen Zwei- sowie Drei-
Teilchen-Loch-Anregungen mit entgegengesetzten Spins bei. Mit (C.17) ergibt sich fiir die
Zwei-Teilchen-Loch-Anregungen

{(s/t) <p1‘UDBzI,Tde,Ti);rS,ldlm,l‘FS>} {pl - Pz}*
e — (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))

U?,ZTLA
Mz,(s/t) “(631717172): Z

k1,k2,k3,ka

N ( : > 1
212 3 kzk €= (E(k1) + E(k2) + E(ks) + E(k4))
1,R2,R3,R4
{51)1,192 - 5p17k1 + [5p17k4 - 5p1,k3]} {p1 - pz}

{5k1—k2+k3—k4,0[u2(’f1, ko, k3, ka))?

+ Oky —ko+hs—ka, £ (1 (K1, k2, ks, /<74)]2} : (5.72)
Die Drei-Teilchen-Loch-Anregungen (DTLA) tragen bei

U2, DTLA, .
M2,(s/t) (e;p1,p2) =

202
Z €— 25:1 E(k;)

k1<ks,ka<kq,ks,ke

(S/t)<p1|ﬁi)g1,T&]Qﬁgzg,Ta’k%Ti)z&la’k&l|FS>}{pl —)pQ} . (573)

— = N
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Mit (C.18) folgt

U\?2 1
MYSDTEA (6 py ) = (—)
2,(s/t) L Z ZG E(]C])

k1<ks,ka<ka,ks,ke €= 2j=1

[6k1—k2+k3—k4+k5—k6,0
{6p1,k1 6k1,k2u1(k35 k4, k:5, kﬁ) + 6p1,k36k‘3,k‘4u1(kjla k?, k:5, kﬁ)

- 5})1,]{)1 5k1,k4u1 (k37 k?a k57 kﬁ) - 5p1,k35k3,k2u1 (k17 k47 k57 kﬁ)}

)

+ Okt — ko 4k —ka+-ks—keg 7
{5p1,k1 Oky ka2 (K3, ka, ks, k) + Opy ks Ot kw2 (K1, k2, ks, k)

- 5})1,]{)1 5k1,k4u2(k37 k?a k57 kﬁ) - 5p1,k35k3,k2u2(k17 k47 k57 kﬁ)}

{pl — p2}] . (5.74)

Fiir die konkreten numerischen Auswertungen (L < 140) werden die auftretenden k-Sum-
men mithilfe der Impulserhaltungen reduziert. Da die Matrixelemente antisymmetrisch
unter der Vertauschung von ki mit ks bzw. ko mit k4 sind und die Matrixelemente paar-
weise auftreten, konnen die Summationsbeschrankungen aufgehoben und mit einem Faktor
1/4 beriicksichtigt werden. Man erkennt jedoch bereits hier, warum die zweite Ordnung
Storungstheorie die Machbarkeitsgrenze darstellt: in der dritten Ordnung treten Fiinf-Teil-
chen-Loch-Anregungen auf, die analytisch und numerisch nicht mehr handhabbar sind.

5.4.3.2 Langreichweitige Coulomb-Wechselwirkung

Da ein einzelnes Teilchen-Loch-Paar durch V abgeregt werden kann, trigt auch eine Null-
Teilchen-Loch-Anregung (NTLA) zur zweiten Ordnung in der langreichweitigen Coulomb-
Wechselwirkung bei. Mit (C.22) folgt

2 s p1|V|FS FSVsz V2 (1 +1)2%0 v
Mz‘f(s’/T)TLA(e;pl,m) _ eVl >6< Vip2)isy _ 7( ) Oe(Pl) 0(p2)

Die Zwei-Teilchen-Loch-Anregungen mit entgegengesetzten Spins liefern mit (C.23)

{(s/t) <P1WB:I,Tdkz,TBIS,ldkm!FS>} {pl — pa}
e — (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))

2
My M e = Y , (5.75)

k1,k2,k3,ka
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1/V\? 1
AVEZTLATL . _ (X
2,(s/1) (e;p1,p2) o\ . kQZkS b€ (BE(k1) + E(k2) + E(k3) + E(ky))

[5k1k2+k3k4,0{5k1,k2 Oks ks L (Opy ki v0(k3) £ Opy ksv0(K1))
+ (61?17/@ - 61717/61) Ug(k‘l, k?a k3a k4)
+ (51717]?4 - 5]717]?3) UQ(k?H k47 kla kQ)} {pl - pQ}

+ Ok —kothy—ky, 47
{(51?1,162 - 51)17/61) Ul(kl, ko, k3, k?4)

& (Opy ks — Opa ks ) V1 (K3, as i, k‘2)}{p1 — pz}] . (5.76)
Zwei-Teilchen-Loch-Anregung mit parallelen Spins liefern mit (C.25)
2
My (50" 1A (€5 p1, pa)

V2 {(Sm <p1\VB,;,TakQ,TB;S,T%,T\Fs>}{p1 - pQ}
e — (E(k1) + E(k2) + E(ks) + E(ka))

- ¥

k1<ks,ko<ka

V\? 1
- <E> 2 (E(k1) + E(ks) + E(ks) + E(ky))

Ky <k ko <ka
[5k1k2+k3k4,0{(5k1,k25k3,k4 — Oy et Oy ea) L [0y ey V0 (K3) + Oy g0 (1 )]
(B es — Oy o) V2 (1, K, ke k) + Oy oy — Opy ) 2 (s, K, K, Koz

— (Opu ks = Opu k) Va2 K, i, K2) = (G iy — G ) 2 (R, i B, )}
{P1 — p2} + Oky—kotks—ka,t7

{Gpika = Opu) 01 ot o,k oa) + By by = G k) 01 (R i, o o)

— (Opy ks = Opy k) V1 (K1, Ka,y gy ko) — (Opy kg — 5p17k1)vl(k37k2,k17k4)}

{p1 - pQ}} : (5.77)
Der Beitrag der Drei-Teilchen-Loch-Anregungen mit entgegengesetzten Spins
2
2 Al V
MQ,(S/t)V ,DTL (e;pl,pz) = Z 5 S
k1<ks,ko<ka,ks,ke €—- 7=1 ( J)

)b —m} 679

{(s/t) <P1 ‘VbZI,Tdkz,Tbig,Tdk4,Tb§5, |Gk, |
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ergibt sich zu

2 V2 1
sz(s/t)v ,DTLAL(B;pl,pQ) = (f) T p
key <k ko <kakskg € Zj:l ( j)

|:6k1 —ko+kz—katks—ke,0

{5k3,k45p1,k3v1(k51a ko, ks, ke) + Ok, koOpy by V1 (K3, ka, ks, Ke)

= Oky keaOpy k1 V1 (K3, k2, sy K6) — Oy ko Opy k01 (K1 s, s, K )

+ (Okis kg Opy ks V1 (K1, b2, k3, ka) — Ops kg Opy ks V1 (K1, Kas K3, kz))}{pl — pz}

+ Oky — kot kg —katks—ke, £

{5k3,k45p1,k302(k‘1a ko, ks, ke) + Ok, koOpy k1 V2(k3, ka, ks, Ke)

= Oky keaOpy k1 V2 (K3, k2, sy K6) — Oy ko Opy ke V2 (K1, s, ks, K)

= (Oks kg Opy ks V2 (K1, k2, k3, k) — Oks ke Opy ks V2(K1, Ka, k3, kz))}{pl — pz}} ,
(5.79)

wobei (C.26) verwendet wurde. Die Impulserhaltungen reduzieren den numerischen Auf-
wand auf ein ertrégliches Maf.

Mithilfe von (C.29) ergeben die Drei-Teilchen-Loch-Anregungen mit parallelen Spins
den Beitrag

2
My (570" P (€5 p1, pa)

3 vz {(s/t) <P1 ‘V (37514%,T3§37T@k415254@ksﬁ) ‘ FS>} {pl — pz}
- 6
k1<k3<ks,ka<ks<ke €— Zj:l E(kj)

:<%>2 2 ;- E(k) 2

ki <ky<ks,ka<ka<ks € 2uj=1"\Fj) y—19

5k1fk2+k37k4+k57k6,i(f71)7r{5k5,k65p1,k5 (vf(ky, ko, k3, ky) — vy (k3, ko, k1, ky))
+ 51637/?45171,163 (Uf(kh ko, ks, kﬁ) - Uf(k57 ko, k1, kG)
+ 5161,/?2 p1,k1 (Uf(k?’? ka, ks, kﬁ) - Uf(k57 kq, k3, kﬁ)
— Oy ks Oprky (Vg (K3, ke, ks, ke) — vy (ks, K, ks, ke)
5161,/?6 p1,k1 (Uf(k Ky, ks, 2) _Uf(k k4, k3, 2)

— Ok kO ks (Vg (K1, s ks, ko) — v (ks, K, ks ke)
— Ok kOp1 ks (U (K1, oy ks, k) — vy (ks, k2, ks ka)
— Oks kO ks (Vg (K1, g, k3, k) — vy (ks, ke, ki, ka)
(vy( ) —vg( )

)
)
)
)
)
)
)
)

— Oks kaOpy ks (U (K1, k2, k3, kg) — vp(ks, k2, k1, ke }{p1 —>p2}. (5.80)



78 5 Storungstheorie in der Coulomb- Wechselwirkung

5.4.3.3 Mischterme

Zur zweiten Ordnung der gemischten lokalen und langreichweitigen Coulomb-Wechselwir-
kungsbeitrige steuern alle Anregungen bei, deren Beitrige zur zweiten Ordnung in der
lokalen Coulomb-Wechselwirkung nicht verschwinden.

Zum ersten erhélt man Beitrige der Zwei-Teilchen-Loch-Anregungen mit unterschiedli-
chen Spins nach (C.17) und (C.23)

MV AT ¢y )

_ oy uv
2 e (B(ky) + B(ky) + Eks) + B(ks)
1,R2,R3,R4

FS) (S|, b gl ba D)+ {1 o pz}*)

<(s/t) <P1 ‘Vbli_lj&kabz—g,l&k%l
1

uv
B <E> o (B  B(hy) = E () + (R

<5k1—k2+k‘3—k‘4,0 |:{(6p2,k2 - 5p2,k1) u2(k15 k?a k3, k4) + (6]22,/4:4 - 5p2,k3) UQ(]C?,, k4, kl, k2)}

{(61717/62 - 6p1,k1) UQ(kla ko, k3, k4) + (5p1,k4 - 6p1,k3) v2(k3a k4, k1, k2)} + {p1 — p2}:|

+ 5k1—k‘2+k‘3—k‘4,:|:7r{(5p2,k2 - 5p27k‘1) ul(kly k:2a k3a k4)

+ (5p2,k4 - 6p2,k3) ul(k3a k4, k1, k2)}

{(61717/62 - 6p1,k1) vl(kla k2’ ks, k4) + (5p17k4 - 6p1,k3) Ul(k3a k4, kq, k2)} + {p1 - p2}) .
(5.81)

Fiir die Drei-Teilchen-Loch-Anregungen mit entgegengesetzten Spins ist die Berechnung
des nachfolgenden Matrixelements erforderlich

UV,DTLAL, .
Mg(s/t) (e;p1,p2)
B Z 20V
- 6
ki<ks,ko<kaks,ks C  2ej=1 E(k;)

N

o P S S
Vby, 10ks 105, 10ky 10k, | Gk, |

¥S) (88 af 15, i 1 s D)

<<s/t> <P1 )

+ {Pl A pz}*) . (5.82)
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Mit (C.18) und (C.26) ergibt sich

My 55"V PTEAL (65 p1, pa)

B <%) 2 e— Z?; E(kj) 2

k1<k3,ka<kq,ks,ke f=12

Oky —kytks—ka-t+ks —ke, £(f—1)m

|:{6k‘3,k‘46p2,k‘3uf(kla k?, k:5a k6) + 6k17k26p2,k1uf(k35 k4, k:5a k6)

- 6k17k46p27k‘1uf(k3, k:2a k5, kﬁ) - 6k37k26p27k3uf(k:1, k:4a k5, kﬁ)}
{5k3,k45p1,k37}f(k717 ko, ks, k) + Ok ko Opy ey Vf (K3, ka, ks, Ke)
- 6k1,k‘46p1,k‘1vf(k3, k:2a k5, kﬁ) - 6k3,k26p1,k‘3vf(k1, k:4a k5, kﬁ)

t (Oks ks Opr ks U (K15 k2, ki3, ka) — Oks ki Opy ks Vf (K1, kg, K3, kz))}-i-{pl - pz}