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1 EinleitungMotivationIm Rahmen dieser Arbeit werden die optis
hen Anregungen in eindimensionalen erwei-terten Peierls-Hubbard-Modellen untersu
ht. Diese Modelle bes
hreiben quasi-eindimen-sionale Materialien mit alternierenden Bindungslängen, wie sie beispielsweise im π-konju-gierten Polymer Polya
etylen zu �nden sind. Ein π-konjugiertes Polymer ist ein polymererHalbleiter mit speziellen elektrooptis
hen Eigens
haften, die te
hnis
h zum Beispiel inLeu
htdioden genutzt werden. Im Gegensatz zu anorganis
hen Halbleitern, wie zum Bei-spiel GaAs, ist die Bindungsenergie der optis
hen Elementaranregungen (Exzitonen) inPolymeren von derselben Gröÿenordnung wie die Anregungsenergie getrennter Elektron-Lo
h-Paare. Dies deutet auf einen wesentli
hen Ein�uÿ der Coulomb-We
hselwirkung hin:die quasi-eindimensionalen Polymere sind stark korreliert [1℄.Das eindimensionale erweiterte Peierls-Hubbard-Modell ist das konzeptionell einfa
hsteGittermodell zur Bes
hreibung dieser Materialien [1, 2℄. Ihre elektronis
hen Eigens
haftenwerden dur
h zwei konkurrierende Prozesse bestimmt. Dies ist zum einen die kinetis
heEnergie, die zur Delokalisierung der Elektronen führt, und zum anderen die (lokale undlangrei
hweitige) Coulomb-We
hselwirkung, wel
he die Abstoÿung zweier Elektronen inAbhängigkeit vom Abstand bes
hreibt. Zusätzli
h wird die statis
he Gitterverzerrung be-rü
ksi
htigt. Dieses Modell stellt eine Näherung zum exakten Vielteil
henproblem dar, dieim Gegensatz zu semiempiris
hen Methoden [3℄ systematis
h verbessert werden kann [4℄.Es stellt si
h die Frage, wie das erweiterte Peierls-Hubbard-Modell theoretis
h unter-su
ht werden kann. Zum einen bieten si
h numeris
he Verfahren an. An erster Stelle isthier die Di
htematrix-Renormierungsgruppe (DMRG) [5, 6℄ zu nennen, mit der man dieEigens
haften des Grundzustands und elementarer Anregungen numeris
h exakt bere
h-nen kann. Ein Problem hierbei ist der Aufwand an Re
henzeit, da derartige Re
hnungenfür realistis
he Systemparameter einen CPU-Tag oder länger dauern können.Wie kann das erweiterte Peierls-Hubbard-Modell analytis
h behandelt werden? Die Ant-wort ist ni
ht o�ensi
htli
h, denn es gibt zwei konkurrierende Terme im Modell, von denenjeder für si
h das isolierende Verhalten begründen kann und die zu einer völlig unter-s
hiedli
hen Bes
hreibung der elementaren Anregungen führen. Der Peierls-Me
hanismusresultiert im übli
hen Bänderbild eines Halbleiters mit fermionis
hen Einteil
henanregun-gen [7℄. Die Coulomb-We
hselwirkung im Hubbard-Modell hingegen führt zu einem Mott-Hubbard-Isolator mit kollektiven Spin- und Ladungsanregungen (Spinonen und Holonen),von denen letztere eine Anregungslü
ke aufweisen. Entspre
hend unters
heiden si
h dieBes
hreibungen der optis
hen Anregungen. Die Gegensätzli
hkeit von Peierls- und Hub-bard-Modell wirft also die grundsätzli
he Frage auf, ob der Peierls-Limes oder der Mott-7



8 1 EinleitungHubbard-Limes des erweiterten Peierls-Hubbard-Modells der geeignete Startpunkt für ei-ne störungstheoretis
he Behandlung sei. Wie in der vorliegenden Arbeit im Rahmen derFeldtheorie gezeigt wird, ist der Peierls-Limes der geeignete Ausgangspunkt, das heiÿt dieCoulomb-We
hselwirkung darf im Prinzip störungstheoretis
h behandelt werden.In Poly(di)a
etylen sind die optis
hen Singulett-Exzitonen mit 0.5 eV gebunden, ihreAnregungsenergie liegt um diesen Wert unterhalb der Lü
ke für stromtragende Anregun-gen von 2.3 eV [8℄. Die Coulomb-We
hselwirkung liefert also keine kleinen Korrekturen. Siekann ni
ht in Störungstheorie erster Ordnung behandelt werden, wie Verglei
he zwis
henden Resultaten von Abe et al. [2℄ und DMRG-Re
hnungen [9℄ für realistis
he Modellpa-rameter zeigen. Es bleibt zu klären, inwieweit die Störungstheorie zweiter Ordnung eineVerbesserung bringt. Ziel ist es, eine Abs
hätzung für die Genauigkeit der Störungstheoriefür reale Parametersätze des erweiterten Peierls-Hubbard-Modells zu gewinnen. Numeris
hist die zweite Ordnung Störungstheorie mit sehr viel weniger Aufwand verbunden als eineDMRG-Re
hnung und kann dazu dienen, einen s
hnellen Überbli
k über die Auswirkungenvon Veränderungen in den Modellparametern zu erhalten.Es gibt vers
hiedene Mögli
hkeiten, die Störungstheorie zweiter Ordnung für optis
heAnregungen zu formulieren. Daher stellt si
h die Frage, wel
he Version die quantitativbeste Übereinstimmung mit der DMRG liefert: ist es Wannier-Störungstheorie, Two-Step-Störungstheorie oder Downfolding-Störungstheorie? Dies ist eine relevante Frage, da Va-rianten dieser Zugänge zur Bes
hreibung der optis
hen Anregungen in realen Materialieneingesetzt werden. Zum Beispiel ist der LDA+GW+BSE-Zugang [10℄ konzeptionell sehrähnli
h zur Two-Step-Störungstheorie.Aufbau der ArbeitAus dieser Motivation heraus ergibt si
h der folgende Aufbau der Arbeit. Im zweitenKapitel wird der Hamilton-Operator des erweiterten Peierls-Hubbard-Modells und seinewi
htigsten Eigens
haften vorgestellt. Zudem werden die physikalis
hen Gröÿen eingeführt,die im Laufe der Arbeit eine wesentli
he Rolle spielen.Im dritten Kapitel sind Ergebnisse der bisherigen analytis
hen Untersu
hungen in denvers
hiedenen Grenzfällen des Modells zusammengestellt. Die Limites zeigen, daÿ das Pei-erls-Modell und das erweiterte Hubbard-Modell qualitativ vers
hiedene Arten von Isola-toren bes
hreiben.Der Na
hweis, daÿ der Peierls-Term die Physik des erweiterten Peierls-Hubbard-Mo-dells dominiert, wird im vierten Kapitel erbra
ht. Im Rahmen der Feldtheorie wird einsemiklassis
her Zugang verwendet und eine Mean-Field-Analyse dur
hgeführt. Auÿerdemwerden die Renormierungsgruppenglei
hungen aufgestellt und numeris
h au�ntegriert.Im fünften Kapitel werden die vers
hiedenen perturbativen Zugänge für die Bes
hrei-bung optis
her Anregungen zur zweiten Ordnung in der Coulomb-We
hselwirkung ein-geführt. Zudem sind die expliziten Ausdrü
ke der erforderli
hen Matrixelemente für dieGrundzustandsenergie, die Einteil
henlü
ke und die optis
hen Anregungen zusammenge-stellt.



1 Einleitung 9Im se
hsten Kapitel werden die Ergebnisse der vers
hiedenen störungstheoretis
hen An-sätze präsentiert und mit den numeris
h exakten Resultaten der Di
htematrix-Renormie-rungsgruppe vergli
hen. Die Arbeit s
hlieÿt mit Zusammenfassung und Ausbli
k.Im Anhang sind sowohl detaillierte Re
hnungen zur Bosonisierung als au
h zur pertur-bativen Bere
hnung der Matrixelemente und die wi
htigsten Hilfsfunktionen zusammen-gestellt.
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2 Erweitertes Peierls-Hubbard-ModellDas generis
he Modell zur Bes
hreibung quasi-eindimensionaler Materialien, zum Beispielvon π-konjugierten Polymeren, ist das eindimensionale erweiterte Peierls-Hubbard-Modell,wel
hes im ersten Abs
hnitt dieses Kapitels vorgestellt wird. Im zweiten Abs
hnitt werdendie Symmetrien dieses Modells untersu
ht. In einem dritten Abs
hnitt werden die in dieserArbeit auftretenden physikalis
hen Gröÿen und Begri�e eingeführt und erläutert.2.1 Hamilton-OperatorEine geeignete Bes
hreibung der Physik quasi-eindimensionaler Materialien wie Polya
ety-len liefert das halbgefüllte erweiterte Peierls-Hubbard-Modell [2℄. In diesem Modell stehtdie kinetis
he Energie T̂ der Elektronen in Konkurrenz zu der rein lokalen Coulomb-We
hselwirkung UD̂, der langrei
hweitigen Coulomb-We
hselwirkung V V̂ und der Peierls-Dimerisierung T̂δ. Der zugehörige Hamilton-Operator ist also gegeben dur
h
Ĥ = T̂ + T̂δ + UD̂ + V V̂ . (2.1)Die dur
h den Peierls-Term erweiterte kinetis
he Energie lautet

T̂ + T̂δ = −t
∑

σ

L∑

l=1

(
1 + (−1)lδ

)(
ĉ+
l,σ ĉl+1,σ + ĉ+

l+1,σ ĉl,σ

)
, (2.2)wobei L die Anzahl der Gitterplätze und ℓ = La0 die Länge der Kette ist. Dieser Termbes
hreibt das Hüpfen der Elektronen von einem Gitterplatz l zum Na
hbarplatz l + 1mit der Hüpfamplitude −t(1 + (−1)lδ), wobei t als Energieeinheit dient und t ≡ 1 gesetztwird. Es gelten periodis
he Randbedingungen, ĉl+L,σ ≡ ĉl,σ. Dabei erzeugt (verni
htet) derOperator ĉ+

l,σ (ĉl,σ) ein Elektron mit Spin σ =↑, ↓ im Wannier-Orbital, dessen Zentrum si
ham Ort l be�ndet. Es gelten die Antikommutationsrelationen für fermionis
he Operatoren,
{ĉl,σ, ĉ+

m,τ}+ = δl,mδσ,τ , (2.3)alle anderen Antikommutatoren vers
hwinden. Die Dimerisierung 0 ≤ δ ≤ 1 bes
hreibt denE�ekt der alternierenden Bindungslängen der Elektron-Hüpfamplituden, wel
her von derInstabilität des Gitters gegenüber der statis
hen Peierls-Verzerrung herrührt. Dieser E�ektverursa
ht eine Verdoppelung der Einheitszelle und damit eine Halbierung der Brillouin-Zone. Hüpfterme zu weiter entfernten Na
hbarn werden in diesem Modell ni
ht einbezogen.Der Operator für Doppelbesetzungen ist
D̂ =

L∑

l=1

(
n̂l,↑ −

1

2

)(
n̂l,↓ −

1

2

) (2.4)11



12 2 Erweitertes Peierls-Hubbard-Modellmit n̂l,σ = ĉ+
l,σ ĉl,σ und n̂l = n̂l,↑ + n̂l,↓. Der Operator

V̂ =

L∑

l=1

∑

r 6=0

1

2|r| (n̂l − 1) (n̂l+r − 1) (2.5)approximiert die langrei
hweitigen Anteile der Coulomb-We
hselwirkung, und der Opera-tor für die Gesamtteil
henzahl ist dur
h
N̂ =

L∑

l=1

n̂l (2.6)gegeben. Im folgenden wird nur der Fall halber Bandfüllung betra
htet, bei dem die Anzahlder Elektronen glei
h der Anzahl der Gitterplätze ist, N = L.2.2 Symmetrien bei halber BandfüllungIn diesem Abs
hnitt werden die Symmetrien des Modells (2.1) untersu
ht [4℄. Bei halberBandfüllung ist es invariant unter Spin- und Ladungsrotation (SO(4)-Symmetrie) undunter speziellen Teil
hen-Lo
h-Transformationen.Invarianz unter Spinrotation: Rotationen im Spinsektor
τspin : ĉl,σ 7→ ĉl,−σ

ĉ+
l,σ 7→ ĉ+

l,−σ (2.7)lassen den Hamilton-Operator (2.1) invariant, τ̂+
spinĤτ̂spin = Ĥ. Die zugehörige

SU(2)-Lie-Algebra wird generiert von den Operatoren für den Gesamtspin
Ŝ+ =

L∑

l=1

ĉ+
l,↑ĉl,↓ ,

Ŝ− =
L∑

l=1

ĉ+
l,↓ĉl,↑ ,

Ŝz =
1

2

L∑

l=1

(n̂l,↑ − n̂l,↓) (2.8)mit Ŝ+ = Ŝx + iŜy = (Ŝ−)+.Invarianz unter Ladungsrotation (η-pairing): Der Hamilton-Operator ist invariant unterder Abbildung eines doppeltbesetzten auf einen unbesetzten Gitterplatz und umge-kehrt,
τ
harge : ĉ+

l,↑ĉ
+
l,↓ 7→ ĉl,↑ĉl,↓

ĉl,↑ĉl,↓ 7→ ĉ+
l,↑ĉ

+
l,↓ . (2.9)



2.3 Physikalis
he Gröÿen und Begri�e 13Diese Abbildung verbindet Unterräume des Hilbertraums mit unters
hiedli
hen Teil-
henzahlen. Die Operatoren
Ĉ+ =

L∑

l=1

ĉ+
l,↑ĉ

+
l,↓ ,

Ĉ− =

L∑

l=1

ĉl,↓ĉl,↑ ,

Ĉz =
1

2

L∑

l=1

(n̂l,↑ + n̂l,↓ − 1) (2.10)mit Ĉ+ = Ĉx + iĈy = (Ĉ−)+ erzeugen die zugehörige SU(2)-Lie-Algebra und kom-mutieren mit dem Hamilton-Operator und mit den Spinoperatoren (2.8).Aus der Spinrotations- und der Ladungsrotationsinvarianz folgt die SO(4)-Symme-trie von (2.1).Spezielle Teil
hen-Lo
h-Symmetrie: Die Teil
hen-Lo
h-Transformation
τTLS : ĉl,σ 7→ (−1)l ĉ+

l,σ

ĉ+
l,σ 7→ (−1)l ĉl,σ (2.11)generiert eine Abbildung des Hamilton-Operators (2.1) auf si
h selbst.Aufgrund dieser Symmetrieeigens
haft garantiert das 
hemis
he Potential µ = 0halbe Bandfüllung für alle Temperaturen [4℄.2.3 Physikalis
he Gröÿen und Begri�eIn diesem Abs
hnitt werden die für die Untersu
hung des eindimensionalen erweitertenPeierls-Hubbard-Modells relevanten Begri�e eingeführt und erläutert.2.3.1 IsolatorenBei halber Bandfüllung bes
hreibt das Modell einen Isolator für δ 6= 0 oder U 6= 0. EinSystem wird als Isolator bezei
hnet, wenn seine Glei
hstromleitfähigkeit (`dire
t 
urrent':

DC) bei der Temperatur T = 0 vers
hwindet [4℄,
σDC

αβ (T = 0) = lim
T→0

lim
ω→0

lim
|q|→0

Re{σαβ(q, ω)} = 0 . (2.12)Diese De�nition gilt nur bei T = 0, da thermis
he Anregungen bei endli
her Temperaturstets für eine endli
he Leitfähigkeit sorgen. Die Bere
hnung von σαβ(q, ω) als Propagatoreiner Zwei-Teil
hen-Anregung stellt jedo
h ein ni
httriviales Problem dar, so daÿ man si
h



14 2 Erweitertes Peierls-Hubbard-Modelleiner lei
hter handhabbaren Gröÿe zuwendet, der Lü
ke für stromtragende Einteil
henan-regungen. In perfekt geordneten Systemen ist diese Einteil
henlü
ke über die 
hemis
henPotentiale µ−(N) und µ+(N) de�niert,
∆1(N) ≡ µ+(N)− µ−(N)

= [E0(N + 1)− E0(N)]− [E0(N)− E0(N − 1)] . (2.13)Dabei entspri
ht das 
hemis
he Potential µ− (µ+) der minimalen Energie, die benötigtwird, um ein Elektron zum Grundzustand eines Systems mit N−1 (N) Elektronen hinzu-zufügen. Da das in dieser Arbeit untersu
hte System Teil
hen-Lo
h-Symmetrie aufweist,gilt E0(N − 1) = E0(N + 1), und zur Bestimmung der Einteil
henlü
ke genügt es also,
E0(N + 1) zu bere
hnen. Eine stromtragende Einteil
henanregung kann es nur für einevers
hwindende Einteil
henlü
ke geben. Für einen Isolator gilt also

∆1 > 0 (`gap 
riterion'). (2.14)Grundsätzli
h gibt es bei Temperatur Null zwei vers
hiedene Klassen von Isolatoren. Zumeinen gibt es Isolatoren, die von der Elektron-Ion-We
hselwirkung getrieben werden, undzum anderen sol
he, deren Ursa
he die Elektron-Elektron-We
hselwirkung ist. Der Pei-erls-Isolator gehört zur ersten Isolatorenklasse. Die Elektron-Ion-We
hselwirkung ruft ei-ne statis
he Gitterverzerrung hervor, so daÿ ein neues Potential mit einer verändertenPeriodizität entsteht. Bei niedrigen Temperaturen kann der Gewinn in der kinetis
henEnergie der Elektronen die elastis
he Energie, die die Gitterverzerrung kostet, übertref-fen. Die Berü
ksi
htigung dieses E�ekts dur
h die Dimerisierung führt zu einer endli
henEinteil
henlü
ke.Der Mott-Hubbard-Isolator und der Ladungsdi
htewellen-Isolator, meistens 
harge-den-sity-wave-Isolator oder kurz CDW-Isolator genannt, sind von der Elektron-Elektron-We
h-selwirkung getrieben und gehören damit zur zweiten Klasse von Isolatoren. Im Mott-Hub-bard-Isolator verhindert die Coulomb-Abstoÿung die Bewegung der Elektronen auf demGitter. Im Falle von Halbfüllung führt dies zu einer Lü
ke für Ladungsanregungen, wäh-rend Spinanregungen keine Lü
ke haben. Im CDW-Isolator hingegen führt die Coulomb-Abstoÿung zur Ausbildung einer Ladungsdi
htewelle auf dem Gitter. In diesem Fall gibtes endli
he Lü
ken im Spin- und Ladungssektor.2.3.2 Anregungslü
kenO�ensi
htli
h ist es erforderli
h, vers
hiedene Anregungslü
ken für feste Teil
henzahl zude�nieren. Die Ladungslü
ke ist de�niert als der Energieunters
hied zwis
hen Grundzu-stand (hier ein Singulett) und dem ersten angeregten Zustand mit demselben Spin S = 0,
∆c ≡ E1(N,S = 0)− E0(N,S = 0) . (2.15)Die Spinlü
ke ist dur
h den Energieunters
hied zwis
hen dem Grundzustand (hier einSingulett) und dem ersten angeregten Zustand mit Spin�ip (hier ein Triplett) de�niert
∆s ≡ E0(N,S = 1)− E0(N,S = 0) . (2.16)



2.3 Physikalis
he Gröÿen und Begri�e 15Optis
he Anregungen des Systems |nopt〉 sind Elektron-Lo
h-Anregungen des Grundzu-standes |0〉, die dur
h ein Li
htfeld erzeugt werden können. Optis
h erlaubte Anregungenhaben daher ein endli
hes Matrixelement 〈nopt|ĵopt|0〉 6= 0 mit dem Stromoperator ĵopt.Die optis
he Lü
ke ist die Energiedi�erenz zwis
hen dem Grundzustand und dem energe-tis
h niedrigsten optis
h erlaubten, angeregten Zustand. Elektron-Lo
h-Anregungen mitEnergien oberhalb der Einteil
henlü
ke be�nden si
h im sogenannten Elektron-Lo
h-Kon-tinuum und sind ungebunden. Optis
h angeregte Elektron-Lo
h-Paare mit Energien un-terhalb der Einteil
henlü
ke sind gebunden und werden als Exzitonen bezei
hnet. IhreAnregungsenergie ist
∆x = E1,opt(N)− E0(N) . (2.17)Man unters
heidet zwis
hen stark und s
hwa
h gebundenen Exzitonen. Um diese zu 
ha-rakterisieren, de�niert man die Bindungsenergie als den Energieunters
hied zwis
hen Ein-teil
henlü
ke und Exzitonenergie

EBind = ∆1 −∆x > 0 . (2.18)S
hwa
h gebundene Exzitonen werden als Wannier-Mott-Exzitonen bezei
hnet. Sie sindtypis
h für Bandisolatoren [11℄. Im Limes s
hwa
her Coulomb-Korrelationen darf mansi
h ein Wannier-Mott-Exziton vorstellen als ein Lo
h im Leitungsband und ein Elektronim Valenzband, die dur
h die attraktive Coulomb-We
hselwirkung zu einer ladungsneu-tralen Anregung gebunden sind. In Halbleitern wie GaAs beträgt die Bindungsenergieeinige meV, bei einer Bandlü
ke der Gröÿenordnung 1 eV. Folgli
h liegt die Gröÿe einesWannier-Mott-Exzitons bei ungefähr 100 Å und damit fast zwei Gröÿenordnungen überder Gitterkonstante.In quasi-eindimensionalen Materialien wie konjugierten Polymeren �ndet man hinge-gen Mott-Hubbard-Exzitonen mit deutli
h höheren Bindungsenergien. In diesen Sto�enbeein�uÿt die Elektron-Elektron-We
hselwirkung die Entstehung der optis
hen Lü
ke unddie Bildung der Exzitonen stark [1℄. Man �ndet Bindungsenergien bei ungefähr 0.5 eVbei Polydia
etylen [8℄, die mit der optis
hen Lü
ke verglei
hbar sind. Ihre Ausdehnungliegt im Berei
h von 12 Å [8℄. Einfa
he Bandstrukturkonzepte sind für eine angemesseneBes
hreibung dieser Exzitonen ni
ht hinrei
hend. Das erweiterte Peierls-Hubbard-Modellberü
ksi
htigt sowohl die Elektron-Ion- als au
h die Elektron-Elektron-We
hselwirkungund sollte damit eine gute theoretis
he Bes
hreibung der konjugierten Polymere und ihreroptis
hen Anregungen liefern.Der Grundzustand des erweiterten Peierls-Hubbard-Modells ist ein Singulettzustand(S = 0), daher ist eine optis
he Anregung in einen Triplettzustand (S = 1) spinverboten.In dem hier untersu
hten Fall wird insbesondere der erste angeregte Singulettzustand be-tra
htet, von dem aus optis
he Übergänge in den Grundzustand mögli
h sind. Übergängein den energetis
h tiefer liegenden Triplettzustand sind zwar spinverboten, kommen abertrotzdem gelegentli
h vor (Intersystem Crossing). Dieser Triplettzustand ist sehr lang-lebig, weil ein optis
her Übergang zum Grundzustand wieder spinverboten ist und zumBeispiel nur aufgrund der Spin-Bahn-We
hselwirkung mögli
h ist. Liegt die Singulett- oder
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ke unterhalb der Einteil
henlü
ke, so haben die zugehörigen Anregungen exzi-tonis
hen Charakter. Die exzitonis
hen Anregungen liefern eine obere S
hranke für dieLadungslü
ke bzw. die Spinlü
ke.Die Bere
hnung der vers
hiedenen Anregungslü
ken im erweiterten Peierls-Hubbard-Modell ist ni
ht einfa
h. Im folgenden Kapitel werden Resultate für Grenzfälle zusammen-gestellt, die bereits untersu
ht worden sind.



3 LimitesIn diesem Kapitel werden die vers
hiedenen Limites vorgestellt, in denen das halbgefüllteerweiterte Peierls-Hubbard-Modell bislang behandelt wurde.3.1 Peierls-ModellOhne Coulomb-We
hselwirkung, U = V = 0, reduziert si
h das erweiterte Peierls-Hub-bard-Modell zum Peierls-Modell, ĤP = T̂+T̂δ [12℄. Das Modell kann dur
h Fouriertransfor-mation und Halbierung der Brillouin-Zone exakt gelöst werden. Die Fouriertransformationder Elektronenoperatoren ist gegeben dur
h
ĉl,σ =

1√
L

∑

k

eikla0

(
ĉk,σ + (−1)l ĉk+π/a0,σ

)
,

ĉk,σ =
1√
L

L∑

l=1

e−ikla0 ĉl,σ , (3.1)wobei eine k-Summe stets die Summe über alle Impulse −π/(2a0) ≤ kj < π/(2a0) mit
kj = −π/(2a0) + 2πj/(La0) für j = 0, . . . , L/2− 1 bezei
hnet. Der kinetis
he Term ergibtsi
h zu

T̂ =
∑

k,σ

ε(k)
(
ĉ+
k,σĉk,σ − ĉ+

k+π/a0,σ ĉk+π/a0,σ

)
, (3.2)

T̂δ = −i
∑

k,σ

∆(k)
(
ĉ+
k+π/a0,σ ĉk,σ − ĉ+

k,σĉk+π/a0,σ

)
, (3.3)wobei die Dispersionsrelation ε(k) und die Hybridisierungsfunktion ∆(k) dur
h

ε(k) = −2t cos(ka0) ,

∆(k) = 2tδ sin(ka0) (3.4)gegeben sind. Zur Diagonalisierung der kinetis
hen Energie führt man in der halbenBrillouin-Zone −π/(2a0) ≤ k < π/2a0 neue Quasiteil
henoperatoren âk,σ und b̂k,σ mittelseiner kanonis
hen Transformation ein:
âk,σ ≡ αk ĉk,σ + iβk ĉk+π/a0,σ ,

b̂k,σ ≡ βk ĉk,σ − iαk ĉk+π/a0,σ . (3.5)17



18 3 LimitesUmgekehrt gilt
ĉk,σ ≡ αkâk,σ + βk b̂k,σ ,

ĉk+π/a0,σ ≡ −iβkâk,σ + iαk b̂k,σ , (3.6)wobei α2
k + β2

k = 1 gefordert wird. Zusammen mit der zusätzli
hen Bedingung, daÿ ni
ht-diagonale Terme der kinetis
hen Energie vers
hwinden, ergibt si
h für αk und βk

αk =

√
1

2

(
1− ǫ(k)

E(k)

)
,

βk = sgn(∆(k))

√
1

2

(
1 +

ǫ(k)

E(k)

) (3.7)mit der Signum-Funktion sgn(x 6= 0) ≡ x/|x| und αk+π/a0
= −iβk bzw. βk+π/a0

=
iαk. Ausgedrü
kt anhand dieser Quasiteil
henoperatoren ist die kinetis
he Energie desHamilton-Operators (2.1) diagonal,

T̂ + T̂δ =
∑

k

E(k)
(
b̂+
k,σb̂k,σ − â+

k,σâk,σ

)
, (3.8)wobei ±E(k) die Dispersionsrelation für das obere und untere Peierls-Band bezei
hnet,

E(k) =
√

ǫ(k)2 + ∆(k)2 . (3.9)
k

E(k)

−π/a0 π/a0

2t

4tδ W=4t
k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

4tδ W=4t

Abbildung 3.1 Dispersion der Peierls-Bänder in der reduzierten Brillouin-Zone mit der Bandbreite
W = 4t.Die Dispersion beider Bänder mit der gesamten Bandbreite W = 4t in der vollen bzw.halben Brillouin-Zone ist in Abbildung (3.1) dargestellt. Die Peierls-Lü
ke zwis
hen denBändern ist ∆P = δW = 4tδ.Im Grundzustand des halbgefüllten Modells ist das untere Peierls-Band vollständig ge-füllt, und die Grundzustandsenergie E0(N) ist gegeben dur
h

E0(N) = −2
∑

k

E(k) . (3.10)



3.1 Peierls-Modell 19Sie hängt von der Länge L des Systems und der Dimerisierung δ ab. Um die Einteil
hen-lü
ke zu erhalten, bere
hnet man die Grundzustandsenergie für das System mit einemzusätzli
hen Teil
hen. Da im Falle von Halbfüllung das untere Peierls-Band s
hon voll-ständig gefüllt ist, hat das zusätzli
he Elektron die niedrigstmögli
he Energie im oberenPeierls-Band, beim Impuls p = −π/(2a0), so daÿ
E0(N + 1) = E(p) + E0(N) . (3.11)Unabhängig von der Gitterlänge L ist die Einteil
henlü
ke damit

∆P
1 = 2(E0(N + 1)− E0(N)) = 2E(p) = 4tδ . (3.12)Da die Einteil
henlü
ke für δ 6= 0 endli
h ist und sie von der Elektron-Phonon-We
hsel-wirkung verursa
hten Dimerisierung herrührt, ist das System ein Peierls-Isolator.Optis
he Anregungen werden dur
h den Stromoperator vermittelt, wobei der Anteil desStromoperators für optis
he Anregungen gegeben ist dur
h [13℄
ĵopt =

∑

k,σ

4te2a0δ

E(k)

(
b̂+
k,σâk,σ + â+

k,σb̂k,σ

)
. (3.13)Angeregte Singulett- und Triplettzustände sind von der Form

Singulett : |s〉 =
(
b̂+
p,↑âp,↑ + b̂+

p,↓âp,↓

)
/
√

2|0〉 , (3.14)
Triplett : |t〉 =

(
b̂+
p,↑âp,↑ − b̂+

p,↓âp,↓

)
/
√

2|0〉 . (3.15)Diese Zustände sind identis
h zu den Zuständen mit minimaler Ladungs- und Spinlü
ke.Bestimmt man die Energiedi�erenzen des ersten angeregten Singulett- und Triplettzu-stands vom Grundzustand, nämli
h Ladungs- und Spinlü
ke,
∆P

c/s = 〈s/t|ĤP|s/t〉 , (3.16)so �ndet man ∆P
c/s = ∆P

1 . Damit vers
hwindet die Bindungsenergie dieser Teil
hen-Lo
h-Paare, es handelt si
h ni
ht um Exzitonen. Die optis
he Leitfähigkeit kann explizit bere
h-net werden [13℄. Im thermodynamis
hen Limes erhält man
Re{σ(ω > 0)} =

e2a0

2ω2

δ2W 4

√
(ω2 − (Wδ)2) (W 2 − ω2)

für Wδ < ω < W , (3.17)wobei W = 4t die Bandbreite und e die Elementarladung bezei
hnet. Die reduzierte opti-s
he Leitfähigkeit ist in Abb. (3.2) dargestellt. Fast das gesamte spektrale Gewi
ht liegt ineinem Peak an der unteren Bandkante ω = δW , es gibt aber no
h einen s
hwa
hen Peakmit endli
hem spektralen Gewi
ht an der oberen Bandkante W . Zur besseren Darstellungist die Leitfähigkeit aus (3.17) mit einer Lorentzkurve der Breite γ = 0.01 gefaltet worden.
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Abbildung 3.2 Reduzierte optis
he Leitfähigkeit des Peierls-Modells σred = ωRe{σ(ω)}/(a0e
2W )für δ = 0.2 bei einer Verbreiterung von γ = 0.01 mit einem starken Peak an derunteren Bandkante und einem s
hwa
hen Peak an der oberen Bandkante.3.2 Hubbard-ModellDas eindimensionale Hubbard-Modell [14℄ ist ein Paradigma der Festkörpertheorie unddamit eines der am intensivsten studierten Modelle. Eine ausführli
he Bes
hreibung �ndetman in [4, 15, 16℄. Es ist im Grenzfall δ = 0 und V = 0 in (2.1) enthalten und lautet

ĤHub = T̂ + UD̂

= −t
L∑

l=1,σ

(
ĉl,σ ĉ+

l+1,σ + h.c.
)

+ U
L∑

l=1

(
n̂l,↑ −

1

2

)(
n̂l,↓ −

1

2

)
. (3.18)Die kinetis
he Energie dieses Modells ist

T̂ =
∑

k,σ

ε(k)ĉ+
k,σ ĉk,σ . (3.19)In dieser Arbeit interessieren insbesondere die optis
hen Anregungen im eindimensionalenHubbard-Modell, die in [17℄ untersu
ht worden sind. Für allgemeine Füllung folgt mit derspeziellen Teil
hen-Lo
h-Symmetrie

H(N↑, N↓, U, t) = H(L−N↑, L−N↓, U,−t)− U(L−N↑ −N↓) . (3.20)Im Falle von Halbfüllung erhält man daher
µ+ + µ− = U , (3.21)



3.3 Erweitertes Hubbard-Modell 21so daÿ für die Einteil
henlü
ke (2.13) ∆1 = U − 2µ− gilt. Aus der exakten Lösung desHubbard-Modells [18℄ für die Einteil
henlü
ke �ndet man [19℄
∆1 =

16t

U

∫ ∞

1
dy

√
y2 − 1

sinh(2πty/U)
. (3.22)Da sie endli
h für alle U > 0 ist, bes
hreibt das halbgefüllte Hubbard-Modell einen Mott-Isolator. Bei s
hwa
her Kopplung ö�net si
h die Lü
ke exponentiell

∆1(U ≤ 2t) ≃ (8t/π)
√

U/t exp(−2πt/U) . (3.23)Bei starker Kopplung gilt für die Einteil
henlü
ke
∆1(U ≥ 4t) ≃ U − 4t . (3.24)Die Spinlü
ke vers
hwindet, ∆s = 0 und für die Ladungslü
ke gilt

∆c = ∆1 . (3.25)Die Elektron-Lo
h-Anregungen sind ungebunden; es handelt si
h somit ni
ht um Exzito-nen.3.3 Erweitertes Hubbard-Modell3.3.1 Limes s
hwa
her We
hselwirkungDas erweiterte Hubbard-Modell mit Kopplung an nä
hste und übernä
hste Na
hbarn istgegeben dur
ĥ
HEHM = T̂ + UD̂ + V̂1 + V̂2 (3.26)

=− t

L∑

l=1,σ

(
ĉl,σĉ+

l+1,σ + h.c.
)

+ U

L∑

l=1

(
n̂l,↑ −

1

2

)(
n̂l,↓ −

1

2

)

+ V1

L∑

l=1

(n̂l − 1) (n̂l+1 − 1) + V2

L∑

l=1

(n̂l − 1) (n̂l+2 − 1) . (3.27)In [17℄ sind die optis
hen Anregungen dieses Modells im Limes kleiner Mott-Lü
ken, d.h.im Limes s
hwa
her Kopplung U, V1, V2 ≪ t, analytis
h untersu
ht worden. In diesemLimes lassen si
h die elementaren Ladungsanregungen (`Holonen' und `Antiholonen') imGittermodell dur
h eine e�ektive Feldtheorie, das Sine-Gordon-Modell [20℄, bes
hreiben,für das viele exakte Ergebnisse bekannt sind [21, 22, 23℄.Das Sine-Gordon-Modell ist vollständig dur
h die Einteil
henlü
ke ∆1 und die Kopp-lungskonstante
β2 =

4πvF

4πvF +
√

(2a0(U + 6V1 + 2V2))
2 − (2a0(U − 2V1 + 2V2))

2
(3.28)
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harakterisiert [24℄. Bei s
hwa
her Kopplung skaliert ∆1/2 wie
∆1

2
≈ 8t√

2π

√
g(1 + x)

(
1− x

1 + x

)(gx+2)/4gx (3.29)mit
x =

(
1− U − 2V1 + 2V2

U + 6V1 + 2V2

)1/2

g =
U + 6V1 + 2V2

2πt
. (3.30)Für 1/2 < β2 < 1 haben die massiven Ladungsanregungen eine relativistis
he Dispersion,

E(P ) =
√

(∆1/2)2 + v2
cP

2 , (3.31)mit der Einteil
henlü
ke ∆1 und der Ladungsges
hwindigkeit vc [23, 25℄. Einteil
henlü
keund optis
he Lü
ke sind glei
h, ∆opt = ∆1.Für β2 < 1/2 kann es gebundene Soliton-Antisoliton-Paare, au
h Breather genannt,geben, die Exzitonen im Gittermodell entspre
hen. Dabei ist ein (Anti-)Soliton im La-dungssektor ein (Anti-)Holon. Es handelt si
h um gebundene spinlose Anregungen mitentgegengesetzter Ladung aus `Doppelbesetzung' und `Lo
h'. Im Breather-Regime lassensi
h die Anzahl Nb und die Exzitonlü
ken Mn der Anregungen anhand von
Nb =

[
1− β2

β2

]
, (3.32)

Mn = ∆1 sin

(
nπ

2Nb

) (3.33)bestimmen, wobei [. . .] die Gauÿ-Klammer ist. Man sieht sofort, daÿ es im reinen Hubbard-Modell keine Exzitonen gibt, da β2 = 1 gilt.Die Anwendung der Resultate der Feldtheorie auf das Gitterproblem ist auf den Berei
hkleiner Mott-Lü
ken, d.h. U, V1, V2 ≪ t, bes
hränkt. Es zeigt si
h, daÿ die feldtheoretis
henErgebnisse au
h auÿerhalb dieses Regimes gültig bleiben. Dies wurde in [24, 26℄ mithilfeder Di
htematrix-Renormierungsgruppe na
hgewiesen.Wie man an (3.28) sieht, bewirken V1 und V2 eine Verkleinerung von β. Um Exzitonenim erweiterten Hubbard-Modell zu �nden, muÿ man im Parameterraum ein Regime mitkleiner Mott-Lü
ke und kleiner Kopplungskonstante 0 < β2 < 1/2 errei
hen. Dies ist indiesem Limes nur mögli
h für V2 6= 0. Numeris
he Arbeiten für ∆1 ∼W zeigen, daÿ man
V2 = 0 setzen kann, um Exzitonen im erweiterten Hubbard-Modell zu erhalten, wenn dieNä
hst-Na
hbar-We
hselwirkung V1 > 2t gewählt wird [24℄.3.3.2 Limes starker KopplungIm Limes starker Kopplung W/U → 0 und bei Temperaturen T ≪ t2/U (uniformerSpinhintergrund) läÿt si
h das erweiterte Hubbard-Modell auf das Harris-Lange-Modell
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Abbildung 3.3 Imaginärteil der Strom-Strom-Korrelationsfunktion, Im{χ(ω)} = ωRe{σ(ω)}, imLimes starker Kopplung für V1 = 5t, V2 = 0 und einer Verbreiterung von γ =
0.1t [24℄. Die dur
hgezogene Linie ist das Resultat der Dynamis
hen DMRG für
L = 128 Gitterplätze und o�ene Randbedingungen. Die gestri
helte Linie ist dasanalytis
he Resultat (3.34), gefaltet mit einer Lorentzkurve der Breite γ = 0.1t. DerBildeins
hub verglei
ht die Ergebnisse auf einer linearen Skala.abbilden [13℄. Dieses Modell ist in einer Dimension exakt lösbar [27℄. Im Falle niedrigerTemperaturen gibt es jedo
h keine exakte Lösung dieses Modells.Eine approximative Lösung des Problems ist die sogenannte no-re
oil-Näherung [13℄.Im Limes starker Coulomb-We
hselwirkung und im Falle von Halbfüllung ist im Grund-zustand jeder Gitterplatz einfa
h besetzt. Verna
hlässigt man Korrekturen der Ordnung

t/U , so sind Übergänge von Elektronen auf Prozesse bes
hränkt, bei denen die Anzahlder Lö
her und Doppelbesetzungen erhalten bleibt; Spin- und Ladungssektor sind von-einander getrennt. Dur
h optis
he Absorption kann ein Lo
h aus dem unteren und eineDoppelbesetzung aus dem oberen Hubbard-Band mit einem Impulsübertrag q (−q) in denSpinsektor (Ladungssektor) angeregt werden. In der no-re
oil-Näherung wird angenom-men, daÿ nur Prozesse statt�nden, für deren Impulsübertrag q = 0 oder q = π gilt. DieAnregungen des Systems sind Doppelbesetzungen und Lö
her, die gebunden sein können,und damit exzitonis
h sind [13℄, falls V1 > 2t für V2 = 0.Das analytis
he Resultat der optis
hen Leitfähigkeit in der no-re
oil-Näherung ist gege-ben dur
h
ωRe{σ(ω > 0)} =πgπt2e2δ(ω − ω2) + g0t

2e2

{
Θ(V1 − 2t)π

(
1− (2t/V1)

2
)
δ(ω − ω1)

+ Θ(4t− |ω − U |)2t
2
√

1− ((ω − U)/4t)2

(ω − ω1)V1

}
, (3.34)mit ω1 = U − V1 − 4t2/V1, ω2 = U − V1, der Stufenfunktion Θ(x) und a0 ≡ 1.



24 3 LimitesDen Verglei
h mit den numeris
hen Ergebnissen der dynamis
hen DMRG für gπ = 0.08und g0 = 2.65 zeigt Abbildung (3.3). Die Übereinstimmung der beiden Methoden istsehr gut. Die störungstheoretis
he Entwi
klung um den Limes groÿer U/t gilt nur imBerei
h sehr starker Coulomb-Abstoÿung, wie DMRG-Resultate für mittlere Kopplungzeigen [17, 26℄.3.4 Erweitertes Peierls-Hubbard-Modell3.4.1 Bisherige ErgebnisseFür das erweiterte Peierls-Hubbard-Modell gibt es analytis
he Ergebnisse nur im Limesstarker Coulomb-Abstoÿung U/W . Dort stimmen die Ergebnisse der dynamis
hen DMRGhervorragend mit denen der no-re
oil-Näherung überein [17, 24, 26℄. Im Berei
h mittle-ren Mott-Lü
ken sind diese analytis
hen Resultate allerdings ni
ht mehr anwendbar undkönnen daher keine Bes
hreibung für reale Materialien liefern.Für sehr kleine Coulomb-We
hselwirkung wurde das erweiterte Peierls-Hubbard-Modellin Wannier-Theorie untersu
ht [2℄. Numeris
he DMRG-Resultate [9℄ zeigen jedo
h, daÿdie Wannier-Theorie nur bei sehr kleiner Coulomb-Abstoÿung quantitativ anwendbar ist.Bei Coulomb-We
hselwirkungen, die bei realen Materialien relevant sind, sind Korrekturenquadratis
her Ordnung ni
ht verna
hlässigbar. Zudem ist unklar, ob störungstheoretis
heZugänge überhaupt verwendet werden dürfen.Numeris
he Untersu
hungen mittels der DMRG sind sehr Computer-intensiv und daherzeitaufwendig. Daher muÿ man si
h im allgemeinen darauf bes
hränken, einige Punkteim Parameterraum (δ, U, V ) zu betra
hten und die Form des langrei
hweitigen Coulomb-Potentials beizubehalten. Dies reduziert die Einsetzbarkeit des numeris
hen Zugangs er-hebli
h.3.4.2 AufgabenstellungBisher gibt es keine zufriedenstellende Analyse des erweiterten Peierls-Hubbard-Modellsim Limes s
hwa
her Coulomb-Korrelationen. Nur für den Fall, daÿ der Peierls-Term diePhysik dominiert, ist eine Anwendung undWeiterentwi
klung der Störungstheorie sinnvoll.Im nä
hsten Kapitel wird der Na
hweis erbra
ht, daÿ eine Störungsentwi
klung in derCoulomb-We
hselwirkung in der Tat mögli
h ist.Im Kapitel 5 wird die Störungstheorie bis zur zweiten Ordnung in (U, V ) dur
hgeführt.Der Verglei
h mit den DMRG-Resultaten für ausgewählte Parametersätze in Kapitel 6zeigt, daÿ man mit dieser Methode in Parameterberei
he vordringen kann, die reale Ma-terialien bes
hreiben.



4 FeldtheorieEine Feldtheorie bes
hreibt ein Modell für Elektronen auf einem Gitter im Kontinuumsli-mes [28, 29, 30℄. Dabei bes
hränkt man si
h auf die niederenergetis
hen Moden des Systemsund damit auf groÿe Zeitskalen. Die Länge des Gitters ℓ bei L Gitterplätzen ist gegebendur
h
ℓ = La0 (4.1)mit der Gitterkonstanten a0. Der Kontinuumslimes ist de�niert dur
h eine vers
hwindendkleine Gitterkonstante, a0 → 0, bei konstanter Gitterlänge ℓ [16℄. Dieser Limes ist gültigfür niedrige Di
hten von Anregungen und kleine Energieüberträge und ist im allgemeinenerfüllt, wenn groÿe Abstände im Verglei
h zur Gitterkonstanten betra
htet werden.Im ersten Abs
hnitt dieses Kapitels wird das Peierls-Hubbard-Modell mit Nä
hst-Na
h-bar-We
hselwirkung auf das zugehörige e�ektive feldtheoretis
he Modell gekoppelter Sine-Gordon-Terme [20℄ abgebildet und bosonisiert [25, 31℄. In den zwei folgenden Abs
hnittenwird dieses Modell im Rahmen eines semiklassis
hen Ansatzes [21℄ und der Renormie-rungsgruppe [32℄ untersu
ht.4.1 Ableitung des feldtheoretis
hen ModellsIn diesem Abs
hnitt wird gezeigt, wie si
h das Peierls-Hubbard-Modell auf ein e�ekti-ves feldtheoretis
hes Modell gekoppelter Sine-Gordon-Modelle niederenergetis
her Anre-gungen abbilden läÿt. Der Übersi
htli
hkeit halber wird das Peierls-Hubbard-Modell mitNä
hst-Na
hbar-We
hselwirkung betra
htet,

Ĥ =T̂ + T̂δ + UD̂ + V V̂1

=− t
∑

σ

L∑

l=1

(
1 + (−1)lδ

)(
ĉ+
l,σĉl+1,σ + ĉ+

l+1,σ ĉl,σ

)

+ U
L∑

l=1

n̂l, ↑n̂l, ↓ + V
L∑

l=1

(n̂l,↑ + n̂l, ↓) (n̂l+1, ↑ + n̂l+1, ↓) + const. . (4.2)Hierbei bes
hreibt T̂ die Bewegung freier Elektronen auf einem ungestörten Gitter und T̂δden Ein�uÿ der Peierls-Verzerrung.4.1.1 LinearisierungIm Grundzustand des freien Hamilton-Operators T̂ sind alle Einteil
hen-Zustände besetzt,deren Impuls im Intervall [−kF, kF] liegt. Damit sind alle Zustände mit Blo
h-Impulsen25



26 4 Feldtheorieder Kosinus-Dispersion
ǫ(k) = −2t cos(ka0) (4.3)für alle negativen Werte gefüllt.

k

E(k)

−π/a0 π/a0

2t

W=4t
k

E(k)

−π/a0 π/a0

2t

Abbildung 4.1 Dispersionsrelation (links) und Linearisierung an den Fermipunkten ±π/(2a0)(re
hts).Zur Konstruktion des Feldtheorie-Limes behält man nur die Moden niedriger Energiein der Umgebung der Fermipunkte ±kF = ±π/(2a0) bei, siehe Abb. (4.1). Dazu wirddie Dispersion der freien Bewegung in der Umgebung der Fermipunkte linearisiert. Dannbes
hreibt das freie Modell T̂ ni
htwe
hselwirkende, masselose, relativistis
he Fermionenmit der Fermiges
hwindigkeit
vF =

∂ǫ(k)

∂k

∣∣∣∣
k=kF

= 2ta0 sin(kFa0) = 2ta0 . (4.4)Die Elektron-Operatoren werden anhand von 
hiralen, d.h. si
h na
h re
hts und linksbewegenden Feldern R̂σ(x) und L̂σ(x) ausgedrü
kt [28℄,
ĉl,σ →

√
a0

(
exp(ikFx)R̂σ(x) + exp(−ikFx)L̂σ(x)

)
. (4.5)Dabei ist x = la0. Die 
hiralen Felder sind langsam variierend auf der Skala der Gitterkon-stanten a0 und haben Dimension (Länge)−1/2. Der Vorfaktor √a0 sorgt für die Erhaltungder kanonis
hen Antikommutationsrelationen der Fermi-Operatoren ĉl,σ.Ausgedrü
kt dur
h diese Operatoren ergibt si
h der Hamilton-Operator des Peierls-Hubbard-Modells mit Nä
hst-Na
hbar-We
hselwirkung V̂1 als

T̂ =vF

∑

σ

∫
dx
(
L̂+

σ (x)i∂xL̂σ(x)− R̂+
σ (x)i∂xR̂σ(x)

)
, (4.6)

T̂δ =2itδ
∑

σ

∫
dx
(
R̂+

σ (x)L̂σ(x)− L̂+
σ (x)R̂σ(x)

)
, (4.7)
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UD̂ + V V̂1 =

∫
dx
{(

g4⊥ + gV
4⊥

) (
R̂+

↑ (x)R̂↑(x)R̂+
↓ (x)R̂↓(x) + L̂+

↑ (x)L̂↑(x)L̂+
↓ (x)L̂↓(x)

)

+
(
g2⊥ + gV

2⊥

) (
R̂+

↑ (x)R̂↑(x)L̂+
↓ (x)L̂↓(x) + L̂+

↑ (x)L̂↑(x)R̂+
↓ (x)R̂↓(x)

)

+
(
g1⊥ − gV

1⊥

) (
R̂+

↑ (x)L̂↑(x)L̂+
↓ (x)R̂↓(x) + L̂+

↑ (x)R̂↑(x)R̂+
↓ (x)L̂↓(x)

)

+
(
g3⊥ − gV

3⊥

) (
R̂+

↑ (x)L̂↑(x)R̂+
↓ (x)L̂↓(x) + L̂+

↑ (x)R̂↑(x)L̂+
↓ (x)R̂↓(x)

)

+
(
g2‖ + gV

2‖

)(
R̂+

↑ (x)R̂↑(x)L̂+
↑ (x)L̂↑(x) + R̂+

↓ (x)R̂↓(x)L̂+
↓ (x)L̂↓(x)

)

+
(
g1‖ − gV

1‖

)(
R̂+

↑ (x)L̂↑(x)L̂+
↑ (x)R̂↑(x) + R̂+

↓ (x)L̂↓(x)L̂+
↓ (x)R̂↓(x)

)

+ gV
4‖

(
R̂+

↑ (x)R̂↑(x)R̂+
↑ (x)R̂↑(x) + L̂+

↑ (x)L̂↑(x)L̂+
↑ (x)L̂↑(x)

+ R̂+
↓ (x)R̂↓(x)R̂+

↓ (x)R̂↓(x) + L̂+
↓ (x)L̂↓(x)L̂+

↓ (x)L̂↓(x)
)}

, (4.8)wobei die gnγ gegeben sind als
gn⊥ = Ua0 , gV

n⊥ = 2V a0 für n = 1, 2, 3, 4 ,

gn‖ = 0 , gV
n‖ = 2V a0 für n = 1, 2, 4 (4.9)und ∂x als Abkürzung für ∂/∂x steht. Da die gn‖ später in der Renormierungsgruppe eineRolle spielen, sind die Terme hier bereits angegeben. Die mögli
hen Streuprozesse im Limeskleiner Anregungsenergien fallen in vier vers
hiedene Kategorien, wie in Abb. 4.2 gezeigt.Dabei bes
hreiben die sogenannten g-ology-Kopplungskonstanten [33℄ folgende Streupro-zesse:

g1 : ba
kward-s
attering,
g2 : forward-s
attering (R+L,L+R),

g3 : Umklapp-s
attering,
g4 : forward-s
attering (R+R,L+L).Die g2- und g4-Prozesse unters
heiden si
h dadur
h, daÿ bei g4 nur Elektronen aus derUmgebung eines der beiden Fermipunkte gestreut werden, während der g2-Prozeÿ beideFermipunkte involviert. Der g3-Term bes
hreibt Streuprozesse mit einem dem reziprokenGittervektor entspre
henden Impulsübertrag von 2π/a0.4.1.2 BosonisierungDie Methode der Bosonisierung [28, 31℄ basiert darauf, daÿ die fermionis
hen 
hiralenFelder anhand von bosonis
hen Operatoren ausgedrü
kt werden können, so daÿ die fer-mionis
hen Antikommutationsrelationen erhalten bleiben. Die Anregungen im erweiterten
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↑ ↑

↓ ↓

↑ ↑

↓ ↓

: g1⊥

↑ ↑

↓ ↓

↑ ↑

↓ ↓

: g2⊥

↑ ↑

↓ ↓

↑ ↑

↓ ↓

: g3⊥

↑ ↑

↓ ↓

↑ ↑

↓ ↓

: g4⊥

↑ ↑

↑ ↑

↓ ↓

↓ ↓

: g1‖

↑ ↑

↑ ↑

↓ ↓

↓ ↓

: g2‖Abbildung 4.2 Auftretende Streuprozesse: g1 ba
kward-s
attering, g2 forward-s
attering, g3 Um-klapp-s
attering, g4 forward-s
attering.Peierls-Hubbard-Modell sind Elektron-Lo
h-Paare, wel
he stets dur
h quadratis
he Kom-binationen der Fermi-Felder bes
hrieben werden. Daher haben sie bosonis
hen Charakter,der im Rahmen der Bosonisierung ausgenutzt wird. Der Vorteil dieser Methode bestehtin der einfa
hen Darstellung des Modells, dessen Ausdru
k (4.8) im Limes niedriger Ener-gien re
ht kompliziert ers
heint. Eine gute Einführung in die Bosonisierung �ndet si
h in[31, 34, 35℄, die hier benutzte Notation stammt jedo
h aus [16℄.Für das halbgefüllte Modell gelten die Bosonisierungsglei
hungen für die Re
htsläufer
R̂σ(x) =

ησ√
2πa0

exp

(−ifσπ

4
− i√

2
ϕσ

)

=
ησ√
2πa0

exp

(−ifσπ

4
− i

4
(Φc + Θc + fσ (Φs + Θs))

) (4.10)und
R̂+

σ (x) =
ησ√
2πa0

exp

(
ifσπ

4
+

i√
2
ϕσ

)

=
ησ√
2πa0

exp

(
ifσπ

4
+

i

4
(Φc + Θc + fσ (Φs + Θs))

)
. (4.11)Für die Linksläufer gilt analog

L̂σ(x) =
ησ√
2πa0

exp

(−ifσπ

4
+

i√
2
ϕ̄σ

)

=
ησ√
2πa0

exp

(−ifσπ

4
+

i

4
(Φc −Θc + fσ (Φs −Θs))

) (4.12)
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L̂+

σ (x) =
ησ√
2πa0

exp

(
ifσπ

4
− i√

2
ϕ̄σ

)

=
ησ√
2πa0

exp

[
ifσπ

4
− i

4
(Φc −Θc + fσ [Φs −Θs)]

)
. (4.13)Hierbei sind ησ die sogenannten Kleinfaktoren, die {ηa, ηb}+ = 2δa, b erfüllen. Auÿerdemgilt f↑ = 1 = −f↓. Die kanonis
hen Bose-Felder Φc/s und die zugehörigen Dualfelder Θc/shängen über die Beziehung

∂xΘc/s = − 1

vc/s
∂tΦc/s (4.14)zusammen. Die sogenannten 
hiralen Felder φc/s und φ̄c/s sind gegeben dur
h

Φc =
1√
2

((ϕ↑ + ϕ↓) + (ϕ̄↑ + ϕ̄↓)) ≡ φc + φ̄c , (4.15)
Φs =

1√
2

((ϕ↑ − ϕ↓) + (ϕ̄↑ − ϕ̄↓)) ≡ φs + φ̄s , (4.16)
Θc =

1√
2

((ϕ↑ + ϕ↓)− (ϕ̄↑ + ϕ̄↓)) ≡ φc − φ̄c , (4.17)
Θs =

1√
2

((ϕ↑ − ϕ↓)− (ϕ̄↑ − ϕ̄↓)) ≡ φs − φ̄s . (4.18)wel
he die folgenden Kommutationsrelationen erfüllen
[
φc, φ̄c

]
= 2πi =

[
φs, φ̄s

]
. (4.19)Die Normierung wird so gewählt, daÿ für vers
hwindende Abstände |x−y| → 0 die folgendeOperator-Entwi
klung gilt,

exp(iαΦa(x)) exp(iβΦb(y)) = exp (−αβ 〈Φa(x)Φb(x)〉) exp(iαΦa(x) + iβΦa(y))

−→
∣∣∣∣
x− y

a0

∣∣∣∣
4αβ

exp(iαΦa(x) + iβΦa(y)) . (4.20)Im Anhang A ist dargestellt, wie man das Peierls-Hubbard-Modell mithilfe dieser bosoni-s
hen Operatoren darstellen kann. Mit den Abkürzungen
G4c/s = g4⊥ + gV

4⊥ ± gV
4‖ (4.21)und

G2c/s = g2⊥ + gV
2⊥ ±

(
g2‖ + gV

2‖ − g1‖ + gV
1‖

) (4.22)



30 4 Feldtheorieergeben si
h die bosonisierten Energiedi
hten als
T =

vF

16π

[
(∂xΦc(x))2 + (∂xΘc(x))2 + (∂xΦs(x))2 + (∂xΘs(x))2

]
, (4.23)

Tδ =
4tδ

πa0
cos(Φc/2) cos(Φs/2) , (4.24)

UD + V V1 =
vF

16π

[
1

2πvF

{
(G4c + G2c) (∂xΦc)

2 + (G4c −G2c) (∂xΘc)
2

− (G4s + G2s) (∂xΦs)
2 − (G4s + G2s) (∂xΘs)

2
}]

+
2

(2πa0)
2

{(
g1⊥ − gV

1⊥

)
cos(Φs)−

(
g3⊥ − gV

3⊥

)
cos(Φc)

}
. (4.25)Die Renormierung der Felder Φc/s und ihrer Dualfelder Θc/s dur
h Einführung sogenannterKompakti�zierungsradien Kc/s für Ladungs- und Spinsektoren

Kc =

√
2πvF + G4c −G2c

2πvF + G4c + G2c
, (4.26)

Ks =

√
2πvF − (G4s −G2s)

2πvF − (G4s + G2s)
(4.27)und den Ladungs- und Spinges
hwindigkeiten vc/s

vc =
1

2π

√
(2πvF + G4c)

2 −G2
2c , (4.28)

vs =
1

2π

√
(2πvF −G4s)

2 −G2
2s (4.29)führt zu einer starken Vereinfa
hung der Hamilton-Di
hte

H =
vc

16π

(
1

Kc
(∂xΦc)

2 + Kc (∂xΘc)
2

)
+

vs

16π

(
1

Ks
(∂xΦs)

2 + Ks (∂xΘs)
2

)

+
2

(2πa0)
2

[(
g1⊥ − gV

1⊥

)
cos[Φs]−

(
g3⊥ − gV

3⊥

)
cos(Φc)

]

+
4tδ

πa0
cos (Φc/2) cos (Φs/2) . (4.30)Da die Kopplungskonstanten g3−gV

3 bzw. g1−gV
1 den Ladungs- bzw. Spinsektor bes
hrei-ben, werden sie in Ladungs- bzw. Spinkopplungskonstanten umbenannt

gc⊥ ≡ g3 − gV
3 , gs⊥ ≡ g1 − gV

1 . (4.31)Die Hamilton-Di
hte besteht also aus drei Anteilen, nämli
h einem we
hselwirkenden La-dungssektor, einem we
hselwirkenden Spinsektor und dem Peierls-Term, der beide Sekto-ren koppelt. Na
h Reskalierung der Felder Φ̃c/s = Φc/s/
√

Kc/s und Θ̃c/s =
√

Kc/sΘc/sergibt si
h
H = Hc +Hs +Hcs (4.32)
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Hc = Hc0 −

2gc⊥

(2πa0)
2 cos(

√
KcΦ̃c) , (4.33)

Hs = Hs0 +
2gs⊥

(2πa0)
2 cos(

√
KsΦ̃s) , (4.34)

Hcs =
4tδ

πa0
cos
(√

KcΦ̃c/2
)

cos
(√

KsΦ̃s/2
) (4.35)und den freien Anteilen

Hc/s0 =
vc/s

16π

((
∂xΦ̃c

)2
+
(
∂xΘ̃c

)2
)

. (4.36)Das feldtheoretis
he Modell (4.32) ist ein Modell gekoppelter Sine-Gordon-Modelle, dasbislang no
h ni
ht exakt gelöst werden konnte. Ein Näherungsverfahren ist die semiklas-sis
he Methode [36, 37℄, die im Abs
hnitt 4.2 dargestellt wird. Zunä
hst werden einigeErgebnisse für das Sine-Gordon-Modell zusammengestellt, das in (4.33) und (4.34) auf-tritt.4.1.3 Sine-Gordon-ModellIm Falle des erweiterten Hubbard-Modells, δ = 0, reduziert si
h das bosonisierte Mo-dell (4.32) zu zwei getrennten Sine-Gordon-Modellen für Ladungs- und Spinsektor (`Spin-Ladungstrennung'). Das einfa
he Sine-Gordon-Modell [20℄
HSG =

1

16π

(
(∂xΦ)2 + (∂xΘ)2

)
+ λ cos(βΦ) (4.37)ist exakt lösbar [22℄. Es ist eines der grundlegenden Modelle für (1 + 1)-dimensionaleSysteme [23, 25, 28℄. Wie die exakte Lösung des Modells zeigt [22℄, kann der Störterm

λ cos(βΦ) relevant sein, d.h. zu qualitativ neuer Physik führen; er kann aber au
h irrelevantsein, so daÿ das Modell für endli
hes λ qualitativ dieselbe Physik bes
hreibt wie das freieSystem für λ = 0.Es gibt ein Theorem (siehe [28℄), das es erlaubt zu ents
heiden, ob der Störterm relevantoder irrelevant ist. Hierzu muÿ die Skalendimension und der konforme Spin des Störope-rators bekannt sein. Die Skalendimension ∆ eines lokalen Operators O(z, z̄) bes
hreibtdessen Verhalten unter einer Dilatation
O′(αz, αz̄) = α−∆O(z, z̄) . (4.38)Dabei sind z und z̄ die 
hiralen Koordinaten

z =− i (x− vFt)

z̄ = i (x + vFt) (4.39)



32 4 FeldtheorieDer konforme Spin s ergibt si
h aus dem Verhalten des Operators unter einer Drehung
exp(±iθ)

O′(eiθz, e−iθz̄) = eisθO(z, z̄) . (4.40)Im Falle eines Störterms der Art λ cos (βΦ) ist die Skalendimension ∆ = 2β2 und derkonforme Spin s = 0. Das Theorem besagt nun, daÿ eine Störung mit konformem Spin
s = 0 und einer Skalendimension ∆ relevant ist, wenn

∆ < D (4.41)gilt, und irrelevant ist, wenn
∆ > D (4.42)gilt, wobei D die Dimension des Systems ist, also D = 1 + 1 = 2. Für den Fall ∆ = Dnennt man die Störung marginal. Auf die potentielle Auswirkung einer marginalen Störungweist der Parameter λ hin:

∆ = D ∧ λ < 0 marginal relevant ,

∆ = D ∧ λ > 0 marginal irrelevant. (4.43)Eine endgültige Aussage über das Verhalten der marginalen Störung läÿt si
h jedo
h nurüber die Untersu
hung der Entwi
klung der Kopplungskonstante im Fluÿ der zugehörigenRenormierungsgruppenglei
hungen tre�en, die im Abs
hnitt 4.3 eingeführt werden.Für β < 1 hat das Modell ein massives, stark β-abhängiges Spektrum mit Anregungender Masse Mn, die das Pauli-Prinzip berü
ksi
htigen: ein Zustand mit festem Impuls kannnur einfa
h besetzt sein. Im Berei
h 1/2 < β2 < 1 bestehen diese fermionis
hen Anregun-gen aus Dira
-Fermionen, den Kinks, und ihren Antiteil
hen, den Antikinks. Im Berei
h
β2 < 1/2 sind die Anregungen gebundene Kink-Antikink-Zustände, die au
h als Breatherbezei
hnet werden.4.2 Semiklassis
he Untersu
hung des e�ektivenfeldtheoretis
hen ModellsIn dem hier zu untersu
henden feldtheoretis
hen Modell (4.32) gibt es drei konkurrierendeStörterme. Je na
h Vorzei
hen von gc⊥ = gs⊥ = ±|gc⊥| ist der gc⊥-Term relevant (marginalrelevant) und der gs⊥-Term marginal relevant (marginal irrelevant). Im kompliziertestendieser Störterme, dem δ-Term, sind Ladungs- und Spinsektor gekoppelt. Das We
hselspieldieser drei Störungen soll untersu
ht werden.Eine mögli
he Herangehensweise an das Problem mehrerer teilweise gekoppelter Stör-terme ist die sogenannte semiklassis
he Methode [21, 36℄. Dabei betra
htet man den Ha-milton-Operator (4.32) als phänomenologis
hes Landau-Ginzburg-Energie-Funktional mite�ektiven Kopplungskonstanten, die man na
h dem Ausintegrieren energetis
h ho
hlie-gender Anregungen erhält [37℄. Ausgehend von (4.32)�(4.35) identi�ziert man die hier zu
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hung des e�ektiven feldtheoretis
hen Modells 33untersu
hende e�ektive Potential-Di
hte als
Ueff(Φ̃c, Φ̃s) =Hc −Hc0 +Hs −Hs0 +Hcs

=− gc⊥

2π2a2
0

cos(
√

KcΦ̃c) +
gs⊥

2π2a2
0

cos(
√

KsΦ̃s)

+
4tδ

πa0
cos(

√
KcΦ̃c/2) cos(

√
KsΦ̃s/2) (4.44)mit gc⊥ = gs⊥ = U − 2V1. Für den Fall vers
hwindender Dimerisierung, δ = 0, und

U > 2V1 (U < 2V1) ist der Spinterm (4.34) marginal irrelevant (marginal relevant) und derSpinsektor damit lü
kenlos (hat eine endli
he Spinlü
ke), während der Ladungsterm (4.33)marginal relevant (relevant) ist. Es ist daher sinnvoll, eine Fallunters
heidung für U > 2V1(Mott-Hubbard-Regime) und U < 2V1 (Ladungsdi
htewelle-Regime) dur
hzuführen.4.2.1 Mott-Hubbard-RegimeZunä
hst wird hier das reine Peierls-Hubbard-Modell untersu
ht. Die Ergebnisse lassensi
h direkt auf den Fall des erweiterten Peierls-Hubbard-Modells mit (U > 2V1) übertra-gen.Für den Fall vers
hwindender Dimerisierung, δ = 0, bes
hreibt das Hubbard-Modelleinen Mott-Hubbard-Isolator und hat damit eine endli
he Lü
ke im Ladungssektor ∆c 6= 0und keine Lü
ke im Spinsektor ∆s = 0. Der Spinsektor wird also dur
h eine freie boso-nis
he Theorie mit masselosen Streuzuständen ohne Ladung mit Spin 1/2, au
h Spino-nen genannt, bes
hrieben. Der Ladungssektor ist dur
h ein Sine-Gordon-Modell mit demrelevanten Kosinus-Term cos(
√

KcΦc) gegeben. Die Ladungsanregungen sind damit un-gebundene, spinlose, massive Kinks und Antikinks mit Ladung, sogenannte Holonen undAntiholonen.Was passiert nun mit dem Peierls-Term bei endli
her Dimerisierung? Wel
hen Ein�uÿnimmt er auf Spin- und Ladungssektor? Die Idee der semiklassis
hen Untersu
hung bestehtdarin, eine Entwi
klung um die Minima des e�ektiven Potentials dur
hzuführen. Hierbeilegt man die Felder an einem dieser Minima fest (`Pinning') und errei
ht eine Entkopplungvon Ladungs- und Spinsektor, deren Fluktuationen getrennt untersu
ht werden können(`feldtheoretis
he Mean-Field-Analyse').4.2.1.1 Semiklassis
he Untersu
hung der e�ektiven Potentialdi
hteDie relevante Potential-Di
hte entspri
ht dem zugehörigen phänomenologis
hen Landau-Ginzburg-Energie-Funktional und lautet
Ueff(Φ̃c, Φ̃s) =Hc −Hc0 +Hcs

=− |gc⊥|
2π2a2

0

cos(
√

KcΦ̃c) +
4tδ

πa0
cos(

√
KcΦ̃c/2) cos(

√
KsΦ̃s/2) , (4.45)wobei die Kopplungskonstanten gc⊥ = U bzw. gc⊥ = U − 2V1 positiv sind. Der Spinanteil

Hs −Hs0 durfte weggelassen werden, weil er irrelevant ist.



34 4 FeldtheorieDie Minima der Potential-Di
hte be�nden si
h (modulo 4π) bei
(√

KcΦ̃c,
√

KsΦ̃s

)
= {(0, fluktuierend) , (2π, fluktuierend)} für δ = 0 ,

(√
KcΦ̃c,

√
KsΦ̃s

)
= {(0, 2π) , (2π, 0)} für (U − 2V1) = 0 ,

(√
KcΦ̃c,

√
KsΦ̃s

)
= {(0, 2π) , (2π, 0)} für δ, (U − 2V1) 6= 0.(4.46)Sobald die Dimerisierung δ endli
h ist, wird die Entartung der Minima im Spinsektoraufgehoben. Der Ordnungsparameter der Peierls-isolierenden Phase

OPI = (−1)l
(
ĉ+
l↑ĉl↑ + ĉ+

l↓ĉl↓

)
∼ cos

(√
KcΦ̃c/2

)
cos
(√

KsΦ̃s/2
) (4.47)bekommt an einem beliebigen Minimum einen endli
hen Erwartungswert

〈
cos
(√

KcΦ̃c(x)/2
)

cos
(√

KsΦ̃s(x)/2
)〉
6= 0 . (4.48)Der Erwartungswert eines Operators ist de�niert als das Funktionalintegral

〈O〉 =

∫
DΦcDΦs exp (−S[Φs, Φc])O[Φs,Φc]∫

DΦcDΦs exp (−S[Φs, Φc])
. (4.49)Hierbei ist die gesamte Wirkung S[Φs,Φc] dur
h

S[Φs,Φc] = S[Φs] + S[Φc] + Sint[Φs,Φc] (4.50)gegeben, wobei S[Φc] bzw. S[Φs] dur
h die Hamilton-Di
hten (4.33) bzw. (4.34) und
Sint[Φs, Φc] dur
h (4.35) bestimmt sind und die Wirkung dur
h

S[Φs,Φc] =

∫
dxdtL =

∫
dxdt (L0 −Hint) (4.51)gegeben ist. Die Felder werden an einem beliebigen Minimum auf einen endli
hen Wertfestgelegt; hier wird (Φ̃c, Φ̃s

)
= (0, 2π) gewählt. Im Rahmen der semiklassis
hen Analyseergeben si
h für die Spin- und Ladungserwartungswerte damit
〈
cos(

√
KcΦ̃c(x)/2)

〉
≡ hc > 0 , (4.52)

〈
cos(

√
KsΦ̃s(x)/2)

〉
≡ hs < 0 . (4.53)In einem ersten Lösungsansatz werden die Fluktuationen um die semiklassis
he Lösungim Spin- und Ladungssektor in den nä
hsten beiden Abs
hnitten getrennt voneinanderuntersu
ht.



4.2 Semiklassis
he Untersu
hung des e�ektiven feldtheoretis
hen Modells 354.2.1.2 Analyse des SpinsektorsStartpunkt ist die Annahme, daÿ der Erwartungswert
〈
cos(

√
KcΦ̃c(x)/2)

〉
≡ hc > 0 (4.54)endli
h ist. Daher kann man die Ladungsfreiheitsgrade in der Zustandssumme ausintegrie-ren und erhält für den betre�enden Term

exp(−Seff [Φs]) =

∫
DΦc exp (−(S0[Φs] + S0[Φc] + Sint[Φs,Φc])) /Zc (4.55)mit der Zustandssumme Zc =
∫

DΦc exp[−S0[Φc]] der Ladungsfreiheitsgrade. Hierzu ent-wi
kelt man na
h dem We
hselwirkungsterm und erhält näherungsweise
exp(−Seff [Φs]) ≈

exp(−S0[Φs])

Zc

(
1− 4tδ

πa0

∫
DΦc exp (−S0[Φc])

∫
d2x cos(

√
KcΦ̃c(x)/2) cos(

√
KsΦ̃s(x)/2)

)

≈ exp(−S0[Φs])

(
1− 4tδ

πa0

∫
d2x cos(

√
KsΦ̃s(x)/2)

∫
DΦc exp (−S0[Φc])

〈
cos(

√
KcΦ̃c(x)/2)

〉)(4.56)
= exp(−S0[Φs])

[
1− 4tδhc

πa0

∫
d2x cos(

√
KsΦ̃s(x)/2)

]

≈ exp

(
−S0[Φs]−

4tδhc

πa0
cos(

√
KsΦ̃s(x)/2)

)
.Hieraus liest man die renormierte Hamilton-Di
hte des Spinsektors ab,

Heff
s =

vs

16π

[(
∂xΦ̃s(x)

)2
+
(
∂xΘ̃s(x)

)2
]
− 4thcδ

πa0
cos(

√
KsΦ̃s(x)/2) . (4.57)Wegen β2 = Ks/4 < 1/2 gibt es in diesem e�ektiven Sine-Gordon-Modell gebundene undungebundene Soliton-Antisoliton-Anregungen. Die Anzahl Nb der vers
hiedenen (gebun-denen) Anregungen ergibt si
h aus [24℄ na
h

Nb =

[
1− β2

β2

]
= 3 , (4.58)wobei [x] die nä
hstkleinere oder glei
h groÿe ganze Zahl bezei
hnet, mit den zugehörigenAnregungslü
ken Mn

Mn = 2M sin
(nπ

6

)
n = 1, 2, 3 (4.59)



36 4 Feldtheoriemit der Einteil
henlü
ke ∆s = 2M im Spinsektor. Man erhält drei Anregungen mit denzugehörigen Lü
ken
M1 = M , M2 =

√
3M , M3 = 2M . (4.60)Neben zwei gebundenen Breather-Zuständen mit Anregungslü
ken M und √3M gibt esau
h ungebundene Solitonen und Antisolitonen deren Anregungslü
ke M3 gerade der Ein-teil
henlü
ke 2M entspri
ht.Diese Analyse zeigt, daÿ si
h bei endli
her Dimerisierung δ eine Spinlü
ke ö�net und esgebundene Spinon-Antispinon-Zustände gibt, die zu Breathern gebunden werden und alsMagnonen interpretiert werden können.4.2.1.3 Analyse des LadungssektorsAufgrund des Peierls-Terms ist die Spinlü
ke endli
h, und man kann eine Mean-Field-Analyse des Ladungssektors dur
hführen. Wegen der endli
hen Spinlü
ke gilt

〈
cos(

√
KsΦ̃s/2)

〉
≡ hs < 0 . (4.61)Analog zum vorherigen Abs
hnitt werden die Spinfreiheitsgrade im FunktionalintegralMean-Field-entkoppelt. Die getrennte Behandlung der beiden Sektoren im Rahmen derMean-Field-Analyse ist mögli
h, da si
h die Energieskalen der Anregungen um Gröÿen-ordnungen unters
heiden (2∆s ≪ ∆1). Diese Aussage wird für das Peierls-Hubbard-Modelldur
h DMRG-Untersu
hungen unterstützt [38℄.Im Gegensatz zum Spinsektor ergibt si
h hier ein Double-Sine-Gordon-Modell für denLadungssektor

Heff
c =

vc

16π

[(
∂xΦ̃c(x)

)2
+
(
∂xΘ̃c(x)

)2
]

− gc⊥

2π2a2
0

cos(
√

KcΦ̃c(x)) +
4thsδ

πa0
cos(

√
KcΦ̃c(x)/2) . (4.62)Dieses Modell kann ebenfalls nur semiklassis
h analysiert werden.Wie in Abs
hnitt 3.3.1 ausgeführt, gibt es für das erweiterte Hubbard-Modell Breather-Anregungen im resultierenden Sine-Gordon-Modell [24℄: sie sind gebundene Zustände ausHolonen und Antiholonen mit entgegengesetzter Ladung. Sie sind ladungsneutral undtragen keinen Spin, sie haben also die Quantenzahlen von Exzitonen.Betra
htet man das e�ektive Potential unter Berü
ksi
htigung des Peierls-Terms, soerkennt man, daÿ si
h jedes zweite Minimum na
h oben vers
hiebt und si
h damit dieAnzahl der Minima dur
h das Eins
halten der Dimerisierung halbiert. Dadur
h ergibt si
hCon�nement der Solitonen des Ladungssektors, zwei Solitonen des erweiterten Hubbard-Modells verbinden si
h zu einer Elementaranregung der doppelten Länge im erweitertenPeierls-Hubbard-Modell. Dieses Szenario wird dur
h Ergebnisse der sogenannten Form-faktor-Störungstheorie [39℄ für das Double-Sine-Gordon-Modell unterstützt [36℄.



4.2 Semiklassis
he Untersu
hung des e�ektiven feldtheoretis
hen Modells 37Die Resultate dieses Abs
hnitts lassen si
h wie folgt zusammenfassen. Der Mott-Hub-bard-Isolator ist instabil unter der Peierls-Dimerisierung. Der Peierls-Term ist die domi-nante Störung und beherrs
ht die Physik des Systems:1. Für beliebig kleine Dimerisierung ist die Spin-Lü
ke endli
h, während sie im rei-nen Hubbard-Modell vers
hwindet. Die gebundenen Breather-Anregungen könnenals Magnonen interpretiert werden.2. Die Ladungslü
ke bleibt bei endli
her Dimerisierung endli
h, aber die Anzahl derMinima des e�ektiven Potentials im Ladungssektor halbiert si
h bei Anwesenheitder Peierls-Dimerisierung. Daher verändert si
h die Struktur der Anregungen dra-stis
h im Verglei
h zum erweiterten Hubbard-Modell. Es gibt Con�nement zweierSolitonen des erweiterten Hubbard-Modells, die Elementaranregung bei endli
herDimerisierung hat die doppelte Länge.3. Der Dimerisierungsterm hebt die Spin-Ladungstrennung im Niederenergiesektor auf.Es gibt sowohl Anregungen im Ladungs- als au
h Anregungen im Spinsektor sowiegemis
hte, aus reinen Spin- und Ladungssolitonen (Spinonen und Holonen) zusam-mengesetzte Anregungen, wel
he die Quantenzahlen von Elektronen haben. Damitgibt es elektronis
he Elementaranregungen wie im Peierls-Modell.4.2.2 Ladungsdi
htewelle-RegimeIm Fall U < 2V1 verhält si
h das erweiterte Peierls-Hubbard-Modell ohne Dimerisierungwie ein 
harge-density-wave-Isolator (CDWI). Für starke Dimerisierung δ ist das Systemhingegen ein Peierls-Isolator (PI). In diesem Zusammenhang ist es interessant zu unter-su
hen, wie si
h das Eins
halten der Dimerisierung auf die Ladungsdi
htewelle auswirkt.Bleibt das System für kleine Dimerisierung ein CDWI, gibt es einen gemis
hten CDWI-PI-Zustand oder wird es sofort Peierls-isolierend? Mit der semiklassis
hen Methode wirddieser Frage na
hgegangen.4.2.2.1 Semiklassis
he Analyse der e�ektiven Potentialdi
hteDie e�ektive Potentialdi
hte des erweiterten Peierls-Hubbard-Modells ist gegeben dur
hdas phänomenologis
he Landau-Ginzburg-Energie-Funktional
Ueff(Φ̃c, Φ̃s) =α1|gc⊥| cos(

√
KcΦ̃c)− α1|gs⊥| cos(

√
KsΦ̃s)

+ α2δ cos(
√

KcΦ̃c/2) cos(
√

KsΦ̃s/2) , (4.63)wobei α1 ≡ 2/(2πa0)
2 und α2 ≡ 4t/(πa0). Im Falle δ = 0 hat der Spinsektor eine Lü
ke.Au
h der Ladungsterm ist relevant, da Kc ≃ 1 − (U + 6V1) /(2πvF) < 1 gilt, wenn mandie Anfangswerte gnγ = Ua0 und gV

nγ = 2V a0 in (4.26) einsetzt. Die Minima des e�ek-tiven Potentials sind abhängig von dem Wert α2δ/(α1|gc⊥|). Man gewinnt sie aus den
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sin(

√
KcΦ̃c/2)

(
cos(

√
KcΦ̃c/2) +

1

4

α2δ

α1|gc⊥|
cos(

√
KsΦ̃s/2)

)
= 0 ,

sin(
√

KsΦ̃s/2)

(
cos(

√
KsΦ̃s/2)−

1

4

α2δ

α1|gs⊥|
cos(

√
KcΦ̃c/2)

)
= 0 (4.64)und erhält (modulo 4π)

(√
KcΦ̃c,

√
KsΦ̃s

)
∈ {(π, 0) , (3π, 0) , (π, 2π) , (3π, 2π) } für δ = 0 ,

(√
KcΦ̃c,

√
KsΦ̃s

)
∈ {(φ0, 0) , (2π − φ0, 0) , (φ0, 2π) , (2π − φ0, 2π) } für δ <

|gc⊥|
2π

,

(√
KcΦ̃c,

√
KsΦ̃s

)
∈ {(0, 2π) , (2π, 0)} für δ >

|gc⊥|
2π(4.65)mit φ0 = 2arccos (2πδ/|gc⊥|). An dem Punkt δcrit = |gc⊥|/(2π) ändert si
h die Strukturder Minima im Ladungssektor grundlegend: Ist δ = 0, so gibt es für Φc ∈ [0, 4π] und

Φs = 0 zwei globale Minima. In diesem Limes ist das System ein CDWI. Liegt δ nun imBerei
h 0 ≤ δ < δcrit, so verändert si
h zwar ni
ht die Anzahl, aber die Lage der Mini-ma: jeweils zwei bena
hbarte Minima (re
hts und links um 2π) bewegen si
h bei gröÿerwerdendem δ aufeinander zu. Da die Höhe des dazwis
henliegenden Maximums abnimmt,geht das Potential in ein Double-Well-Potential über. Daraus kann man folgern, daÿ si
hdas System in einem CDWI-PI-Mis
hzustand be�ndet. Am Punkt δcrit vereinigen sie si
hzu einem Minimum, dessen Position si
h für weiter wa
hsendes δ ni
ht mehr verändert.Dieses Minimum be�ndet si
h an derselben Stelle wie im reinen Peierls-Modell, in dem dasSystem Peierls-isolierend ist. Daraus läÿt si
h s
hlieÿen, daÿ si
h das erweiterte Peierls-Hubbard-Modell im Falle δ > δcrit ebenfalls wie ein PI verhält, in dem die elementarenAnregungen Solitonen sind. Position und Anzahl der Minima im Spinsektor sind unab-hängig von der Gröÿe von δ. Der Spinanteil des Spektrums ändert si
h folgli
h stetig vonder CDW- zur Peierls-Phase. Das ist ganz o�ensi
htli
h ni
ht der Fall für den Ladungs-sektor. Das Szenario eines Quanten-Phasenübergangs wurde im Rahmen einer DMRG-Untersu
hung bestätigt [40℄.Die zugehörigen Ordnungsparameter OCDW (
harge density wave) und OPI (bond orderwave) sind gegeben dur
h
OCDW = (−1)l (nl↑ + nl↓) ∼ sin

(√
KcΦ̃c/2

)
cos
(√

KsΦ̃s/2
)

,

OPI = (−1)l
∑

σ

(
c+
l,σcl+1,σ + h.
.) ∼ cos

(√
KcΦ̃c/2

)
cos
(√

KsΦ̃s/2
)

. (4.66)Im Peierls-isolierenden Regime für δ > δcrit vers
hwindet der CDW-Ordnungsparameter
OCDW, da das Minimum im Ladungssektor für festes Spinfeld√KsΦ̃s = 0 bei√KcΦ̃c = 2πliegt (modulo 4π). Der PI-Ordnungsparameter ist hingegen stets endli
h.
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he Untersu
hung des e�ektiven feldtheoretis
hen Modells 39Interessanter dagegen ist der Fall 0 < δ < δcrit, in dem beide Ordnungsparameter einenendli
hen Wert annehmen,
OCDW ∝ sin (φ0) = sin

(
arccos

[
δ

δcrit

])
≈ 1− 1

2

(
δ

δcrit

)2

, (4.67)
OPI ∝ cos

(
arccos

[
δ

δcrit

])
=

δ

δcrit
. (4.68)Dabei ist der CDW-Ordnungsparameter dominant für kleine Dimerisierung δ: die massivenSpin- und Ladungssolitonen, Spinonen und Holonen, bleiben stabil. Dieses Verhalten wirdau
h im Rahmen der DMRG-Analyse in [40℄ beoba
htet.4.2.2.2 Analyse des Spinsektors für kleine DimerisierungWie im vorherigen Abs
hnitt 4.2.1 zielt die tiefergehende Mean-Field-Analyse darauf ab,eine e�ektive Hamilton-Di
hte für den Spinsektor zu gewinnen. Im Falle δ = 0 be�ndetsi
h das Minimum im Ladungssektor bei √KcΦ̃c = π (modulo 2π). Damit vers
hwindetder Term erster Ordnung in δ

〈
cos
(√

KcΦ̃c(x)
)〉

= 0 . (4.69)Erst die zweite Ordnung trägt bei. Im Funktionalintegral ergibt si
h in zweiter Ordnungin Sint[Φs,Φc] der Term
∫

d2xd2y

〈
cos

(√
KcΦ̃c(x)

2

)
cos

(√
KcΦ̃c(y)

2

)〉
cos

(√
KsΦ̃s(x)

2

)
cos

(√
KsΦ̃s(y)

2

)

≈ a2
0h̃c

∫
d2x

(
cos
(√

KsΦ̃s(x)
)
− a2

0

2 · 4
(√

Ks∂xΦ̃s (x)
)2
)

, (4.70)wobei h̃c eine ni
htuniverselle, positive Konstante ist und berü
ksi
htigt wurde, daÿ dieauftretenden Korrelationsfunktionen exponentiell als Funktion des Abstandes |x− y| ab-fallen, so daÿ Terme höherer Ordnung verna
hlässigt werden können. Damit wird dieSpinkopplungskonstante gs⊥ aus (4.63) in zweiter Ordnung in δ renormiert
ḡs⊥ = gs⊥ + h̃c

a2
0

ta0

(2πa0)
2

2

(
4tδ

πa0

)2

. (4.71)Da gs⊥ = U − 2V1 < 0, gilt gs⊥ < ḡs⊥. Wegen des perturbativen Zugangs gilt jedo
hweiterhin ḡs⊥ < 0. Damit wird der Spinsektor dur
h das folgende Sine-Gordon-Modellbes
hrieben,
Heff

s =
vF

16π

((
∂xΦ̃s(x)

)2
+
(
∂xΘ̃s(x)

)2
)

+
2ḡs⊥

(2πa0)
2 cos

(√
KsΦ̃s(x)

)
, (4.72)dessen elementare Anregungen massive, ungebundene Solitonen und Antisolitonen sind(ḡs⊥ < 0 und β2 > 1/2).



40 4 Feldtheorie4.2.2.3 Analyse des Ladungssektors für kleine DimerisierungUnabhängig von der Gröÿe der Dimerisierung δ be�ndet si
h das Minimum im Spinsektorbei √KsΦ̃s = 0. Folgli
h trägt s
hon die erste Ordnung in δ bei
〈
cos
(√

KsΦ̃s/2 (x)
)〉
≡ hs > 0 . (4.73)Der Ladungssektor ist dur
h ein Double-Sine-Gordon-Modell [36℄ bestimmt,

Heff
c =

vF

16π

((
∂xΦ̃c(x)

)2
+
(
∂xΘ̃c(x)

)2
)

+
2|gc⊥|

(2πa0)
2 cos

(√
KcΦ̃c(x)

)
+ hs

4tδ

πa0
cos
(√

KcΦ̃c(x)/2
)

. (4.74)Die Ladungsanregungen sind massive Holonen und Antiholonen für alle δ. Im Gegensatzzum Mott-Hubbard-Fall ergibt si
h dur
h die Hinzunahme des Dimerisierungsterms keinCon�nement für die Anregungen: da die Minima des e�ektiven Potentials nur lei
ht ver-s
hoben werden aber entartet bleiben, bleiben Solitonen und Antisolitonen weiterhin sta-bile Anregungen. Der E�ekt des Peierls-Terms liegt in einer Veränderung der Massen derAnregungen, die dur
h die Vers
hiebung der Maxima des e�ektiven Potentials verursa
htwird [41℄. Die Ergebnisse dieser Analyse werden von DMRG-Resultaten bestätigt [40℄.4.2.3 Ordnungsparameter im Ladungsdi
htewelle-RegimeWie im vorherigen Abs
hnitt gezeigt wurde, gibt es im CDW-Regime eine CDWI-PI-Mis
hphase. Die Ordnungsparameter dieser Phasen liefern tiefere Einbli
ke in deren Struk-tur. Wie bisher werden die Ordnungsparameter der CDW- und der Peierls-isolierendenPhase (4.66) störungstheoretis
h in der Dimerisierung δ entwi
kelt. Im Gegensatz zursemiklassis
hen Untersu
hung im vorherigen Abs
hnitt wird nunmehr eine Mean-Field-Analyse dur
hgeführt.4.2.3.1 PI-OrdnungsparameterZunä
hst wird der PI-Ordnungsparameter OPI betra
htet. Um die Notation mögli
hsteinfa
h zu halten, wird an dieser Stelle wieder Φc/s =
√

Kc/sΦ̃c/s eingeführt. In führenderOrdnung erhält man
O(0)

PI (z) = 〈cos (Φc(z)/2) cos (Φs(z)/2)〉 . (4.75)Dieser Beitrag vers
hwindet, weil das Ladungsfeld Φc im Falle δ = 0 bei einem ungeradenVielfa
hen von π gepinnt und damit 〈cos (Φc(z)/2)〉 = 0 gilt. In erster Ordnung ergibt si
h
O(1)

PI (z) ∼ δ

∫
d2x 〈cos (Φc(z)/2) cos (Φs(z)/2) cos (Φc(x)/2) cos (Φs(x)/2)〉

= δ

∫
d2x 〈cos (Φc(z)/2) cos (Φc(x)/2)〉 〈cos (Φs(z)/2) cos (Φs(x)/2)〉 . (4.76)



4.2 Semiklassis
he Untersu
hung des e�ektiven feldtheoretis
hen Modells 41In führender Ordnung erhält man im Spinsektor einen Beitrag von der direkten Entkopp-lung
〈cos (Φs(z)/2) cos (Φs(x)/2)〉 = 〈cos (Φs/2)〉2 6= 0 , (4.77)da das Spinfeld Φs bei Null gepinnt ist und der Erwartungswert 〈cos(Φs/2)〉 ni
ht ver-s
hwindet. Die Struktur dieses Erwartungswertes erhält man über eine Dimensionsanalyse

[〈cos (Φs(z)/2)〉] = 1 =

[√
∆sa0

vs

]
. (4.78)Für den Spinsektor ergibt si
h also

〈cos (Φs(z)/2)〉2 = Cs
∆sa0

vs
(4.79)mit einer Konstanten Cs. Im Gegensatz zum Spinsektor vers
hwindet der direkt entkop-pelte Term wegen des Pinnings des Ladungsfeldes bei Φc = π. Der erste endli
he Beitragist damit

〈cos (Φc(z)/2) cos (Φc(x)/2)〉 , (4.80)der ni
ht direkt bere
hnet werden kann. Da der Ladungssektor massiv ist, vers
hwindetdiese Korrelationsfunktion exponentiell als Funktion von |x − z|, wobei die Korrelations-länge ξ proportional zur inversen Lü
ke ist, ξ ∝ vc/∆c. In dieser Näherung läÿt si
h derAusdru
k (4.80) auswerten,
〈cos (Φc(z)/2) cos (Φc(x)/2)〉 ∼

∫
dx2e−|x|/ξ = 2π

∫
dr re−r/ξ = Cc

v2
c

∆2
ca

2
0

. (4.81)Insgesamt erhält man für den PI-Ordnungsparameter bis zur ersten Ordnung in δ

O(1)
PI (z) ∼ δ

∫
d2x 〈cos (Φc(z)/2) cos (Φs(z)/2) cos (Φc(x)/2) cos (Φs(x)/2)〉

= δCsCc
v2
c

vs

∆s

∆2
ca0

. (4.82)Wie bereits im Rahmen der semiklassis
hen Näherung abgeleitet wurde (4.68), ist derOrdnungsparameter im langrei
hweitigen Limes proportional zur Dimerisierung. Der voll-ständige Entwi
klungsparameter ist o�enbar δ(∆s/vs)(vc/∆c)
2. Der Vorfaktor ist von derGröÿenordnung Eins, da die Ladungs- und Spinlü
ken in diesem Limes dur
h den CDW-Isolator dominiert sind, ∆c/s ≈ vc/s.4.2.3.2 CDW-OrdnungsparameterFür den CDW-Ordnungsparameter OCDW gibt es in führender Ordnung in δ einen endli-
hen Beitrag

O(0)
CDW = 〈sin(Φc(z)/2) cos(Φs(z)/2)〉 = 〈sin(Φc(z)/2)〉 〈cos(Φs(z)/2)〉 6= 0 , (4.83)



42 4 Feldtheorieda beide Sektoren eine Lü
ke aufweisen und die Felder für δ = 0 bei Φc = π und Φs = 0gepinnt sind. Der Beitrag erster Ordnung,
O(1)

CDW ∼ δ

∫
d2x 〈sin(Φc(z)/2) cos(Φs(z)/2) cos(Φc(x)/2) cos(Φs(x)/2)〉

= δ

∫
d2x 〈sin(Φc(z)/2) cos(Φc(x)/2)〉 〈cos(Φs(z)/2) cos(Φs(x)/2)〉 = 0 , (4.84)vers
hwindet wegen der Teil
hen-Lo
h-Symmetrie des Modells

H(Φs, Φc) = H(−Φs, −Φc) . (4.85)Bei gepinnten Spin- und Ladungsfeldern, Φs = 0 und Φc = π, übersetzt si
h das für denobigen Erwartungswert zu O(1)
CDW(Φs, Φc − π) = O(1)

CDW(−Φs, −(Φc − π)), wobei berü
k-si
htigt wurde, daÿ Φc modulo 2π bestimmt ist. Im Ladungssektor erhält man also für denErwartungswert
〈cos(Φc(z)/2) sin(Φc(x)/2)〉

∣∣∣
Φc→−Φc

= −〈cos(Φc(z)/2) sin(Φc(x)/2)〉 = 0 . (4.86)In zweiter Ordnung ergibt si
h
O(2)

CDW(z) ∼ δ2

∫
d2xd2y

〈
sin(Φc(z)2) cos(Φs(z)2) cos(Φc(x)/2) cos(Φs(x)/2)

cos(Φc(y)/2) cos(Φs(y)/2)
〉

≈ δ2 〈cos(Φs/2)〉3
∫

d2xd2y 〈sin(Φc(z)/2) cos(Φc(x)/2) cos(Φc(y)/2)〉 6= 0 ,(4.87)wobei im letzten S
hritt s
hon die führende Ordnung im Spinsektor eingesetzt wurde, diewegen der Lü
ke im Spinsektor und des Pinnings bei Φs = 0 endli
h bleibt. Die analytis
heBere
hnung der Dreipunktsfunktion im Ladungssektor ist äuÿerst kompliziert, so daÿ mansi
h an dieser Stelle mit dem obigen qualitativen Ansatz (4.81) für den räumli
hen Zerfallder Korrelationsfunktionen begnügen muÿ,
O(2)

CDW(z) ∼ δ2 〈cos(Φs/2)〉3
∫

d2xd2y exp (−|x− y|/ξ) exp (−|x− z|/ξ) exp (−|y − z|/ξ)

∼ δ2

(
a0∆s

vs

)3/2( vc

a0∆c

)4

. (4.88)Die Mean-Field-Analyse bestätigt das qualitative Resultat der semiklassis
hen Re
hnung(4.67). Der Ordnungsparameter der Ladungsdi
htewelle nimmt quadratis
h mit der Dime-risierung ab. Der vollständige Entwi
klungsparameter ist o�enbar δ2(a0∆s/vs)(vc/a0∆c)
4.Die Mean-Field-Resultate folgen qualitativ dem Verlauf der mithilfe der DMRG in [40℄bere
hneten Ordnungsparameter.



4.3 Renormierungsgruppenglei
hungen 434.3 Renormierungsgruppenglei
hungenIn diesem Abs
hnitt werden die Renormierungsgruppenglei
hungen (RG-Glei
hungen) fürdas Peierls-Hubbard-Modell mit Nä
hst-Na
hbar-We
hselwirkung aufgestellt. Diese ge-koppelten Di�erentialglei
hungen bes
hreiben das Verhalten der Störungen unter s
hritt-weiser Ausintegration von Freiheitsgraden hoher Energien im Limes niederenergetis
herAnregungen [32, 42, 43℄. Diese Methode geht ebenfalls aus vom feldtheoretis
hen Limesdes erweiterten Peierls-Hubbard-Modells (4.32). Im Gegensatz zur semiklassis
hen undzur Mean-Field-Analyse betra
htet man die führenden Instabilitäten des ni
htwe
hsel-wirkenden Systems als Funktion e�ektiver Kopplungskonstanten, die mithilfe der RG-Glei
hungen systematis
h bere
hnet werden können.Um diese Glei
hungen bis zur zweiten Ordnung in den Kopplungskonstanten zu erhal-ten, werden im ersten Abs
hnitt die sogenannten Operator-Produkt-Entwi
klungen für dieauftretenden Produkte zweier Operatoren bere
hnet. In dem darauf folgenden Abs
hnittwerden die RG-Glei
hungen zunä
hst für die Mean-Field-entkoppelten Spin- und Ladungs-sektoren im CDW-Limes aufgestellt und qualitativ analysiert; im Mott-Hubbard-Regimeergeben si
h die bekannten Resultate, weil die Dimerisierung die Physik stets dominiert.Zum S
hluÿ werden die vollen RG-Glei
hungen behandelt. In beiden Fällen werden dieResultate der semiklassis
hen und Mean-Field-Analyse bestätigt.4.3.1 Hamilton-Di
hte im RG-ZugangDie Hamilton-Di
hte des Peierls-Hubbard-Modells mit Nä
hst-Na
hbar-We
hselwirkungist gegeben dur
h
H =

∑

a=c,s

va

16π

(
1

Ka
(∂xΦa(z, z̄))2 + Ka (∂xΘa(z, z̄))2

)
+

2gs⊥

(2πa0)
2 cos(Φs(z, z̄))

− 2gc⊥

(2πa0)
2 cos(Φc(z, z̄)) +

4tδ

πa0
cos (Φc(z, z̄)/2) cos (Φs(z, z̄)/2) , (4.89)wie im Abs
hnitt 4.1 gezeigt wurde. Dies kann man s
hreiben als

H ≡H0c +
vc

16π

((
1

Kc
− 1

)
(∂xΦc(z, z̄))2 + (Kc − 1) (∂xΘc(z, z̄))2

)

+H0s +
vs

16π

((
1

Ks
− 1

)
(∂xΦs(z, z̄))2 + (Ks − 1) (∂xΘs(z, z̄))2

)

+
2

(2πa0)
2 {gs⊥ cos(Φs(z, z̄))− gc⊥ cos(Φc(z, z̄))}

+
4tδ

πa0
cos (Φc(z, z̄)/2) cos (Φs(z, z̄)/2) , (4.90)wobei gc/s⊥ ≡ gs/c gilt, z und z̄ die 
hiralen Koordinaten (4.39) sind und die Kompakti�-zierungsradien Kc/s und die Ladungs- und Spinges
hwindigkeiten vc/s dur
h (4.26)�(4.29)



44 4 Feldtheoriede�niert sind. Entwi
kelt man die Kompakti�zierungsradien Kc/s für s
hwa
he Kopplung,so ergibt si
h
Kc = 1− 1

2πvF

(
g2⊥ + gV

2⊥ + (g2‖ + gV
2‖ − g1‖ + gV

1‖)
)
≡ 1− 1

2πvF
gc‖ ,

K−1
c = 1 +

1

2πvF

(
g2⊥ + gV

2⊥ + (g2‖ + gV
2‖ − g1‖ + gV

1‖)
)
≡ 1 +

1

2πvF
gc‖ ,

Ks = 1 +
1

2πvF

(
g2⊥ + gV

2⊥ − (g2‖ + gV
2‖ − g1‖ + gV

1‖)
)
≡ 1 +

1

2πvF
gs‖ ,

K−1
s = 1− 1

2πvF

(
g2⊥ + gV

2⊥ − (g2‖ + gV
2‖ − g1‖ + gV

1‖)
)
≡ 1− 1

2πvF
gs‖ . (4.91)Der Hamilton-Di
hte ist dann näherungsweise gegeben dur
h

H =H0c +
vc

16π

(
gc‖

2πvF
(∂xΦc(z, z̄))2 +

(−gc‖)

2πvF
(∂xΘc(z, z̄))2

)

+H0s +
vs

16π

(
(−gs‖)

2πvF
(∂xΦs(z, z̄))2 +

gs‖

2πvF
(∂xΘs(z, z̄))2

)

+
2

(2πa0)
2 (gs⊥ cos(Φs(z, z̄))− gc⊥ cos(Φc(z, z̄)))

+
4tδ

πa0
cos (Φc(z, z̄)/2) cos (Φs(z, z̄)/2)

=H0c +
vc

8π2vF
gc‖ [∂zΦc(z, z̄)∂z̄Φc(z, z̄)]

+H0s −
vs

8π2vF
gs‖ [∂zΦs(z, z̄)∂z̄Φs(z, z̄)]

+
2

(2πa0)
2 {gs⊥ cos(Φs(z, z̄))− gc⊥ cos(Φc(z, z̄))}

+
4tδ

πa0
cos (Φc(z, z̄)/2) cos (Φs(z, z̄)/2) . (4.92)Die Mean-Field-entkoppelten Spin- und Ladungssektoren des Peierls-Hubbard-Modells mitNä
hst-Na
hbar-We
hselwirkung im CDW-Limes (gc⊥ = gs⊥ = U−2V1 < 0) sind gegebendur
h (4.72) und (4.74)

Heff
c =

vc

16π

(
1

Kc
(∂xΦc(z, z̄))2 + Kc (∂xΘc(z, z̄))2

)

− 2ḡc⊥

(2πa0)2
cos(Φc(z, z̄)) +

4ḡcδhs

πa2
0

cos(Φc(z, z̄)/2) ,

Heff
s =

vs

16π

(
1

Ks
(∂xΦs(z, z̄))2 + Ks (∂xΘs(z, z̄))2

)

+
2ḡs⊥

(2πa0)
2 cos (Φs(z, z̄)) (4.93)



4.3 Renormierungsgruppenglei
hungen 45mit
ḡs⊥ = gs⊥ + 32h̃c (tδ)2 < 0 (4.94)und ḡc⊥ ≡ gc⊥ und ḡcδ ≡ ta0δ. Setzt man au
h hier die Entwi
klung von Kc/s ein, soerhält man in führender Ordnung

Heff
c =H0c +

vc

8π2vF
gc‖ (∂zΦc(z, z̄)∂z̄Φc(z, z̄))

− 2ḡc⊥

(2πa0)2
cos (Φc(z, z̄)) +

4ḡcδhs

πa2
0

cos(Φc(z, z̄)/2) , (4.95)
Heff

s =H0s −
vs

8π2vF
gs‖ (∂zΦs(z, z̄)∂z̄Φs(z, z̄))

+
2ḡs⊥

(2πa0)
2 cos (Φs(z, z̄)) . (4.96)Zur Aufstellung der RG-Glei
hungen benötigt man die Operator-Produkt-Entwi
klung,die im folgenden Abs
hnitt dur
hgeführt wird.4.3.2 Operator-Produkt-Entwi
klungKorrelationsfunktionen, die ein Produkt zweier oder mehrerer Operatoren Oi(z1)Oj(z2)enthalten, können im Rahmen der feldtheoretis
hen Betra
htung zurü
kgeführt werden aufKorrelationsfunktionen, die die Summe einzelner Operatoren enthalten. In diesem Limesist die Operator-Produkt-Entwi
klung (OPE) gegeben dur
h [42℄

Oi(z1)Oj(z2) ∼
∑

k

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
∆i+∆j−∆k

ck
ijOk

(
z1 + z2

2

)
, (4.97)wobei das Argument von Ok aus Symmetriegründen in dieser Form gewählt wird; es könntegenauso gut au
h z1 oder z2 verwendet werden [42℄. Dieser Ausdru
k ist eine Ersetzungs-regel für die Bere
hnung von Mehr-Punkt-Korrelationsfunktionen, in denen Erwartungs-werte für Produkte von lokalen Operatoren bestimmt werden. Dabei interessiert man si
hspeziell für den Limes kurzer Distanzen, in dem |z1 − z2| ≪ |z1 − zl| , |z2 − zl| gilt, wenn

zl die Argumente aller anderen Operatoren sind. Die Potenz ∆i ist die Skalendimensiondes Operators Oi, siehe Glei
hung (4.38). Die ck
ij sind die Kopplungsparameter der OPE,die in die RG-Glei
hungen de�nierend eingehen.In der Bere
hnung der RG-Glei
hungen des Peierls-Hubbard-Modells mit Nä
hst-Na
h-bar-We
hselwirkung und dessen Mean-Field-Theorie gibt es vier vers
hiedene Typen vonStöroperatoren

O1 a = a2
0∂zΦa(z, z̄)∂z̄Φa(z, z̄) ∆1a = 2 ,

O2 a = cos(Φa(z, z̄)) ∆2a = 2 ,

O3 a = cos(Φa(z, z̄)/2) ∆3a =
1

2
,

O4 a = cos(Φc(z, z̄)/2) cos(Φs(z, z̄)/2) ∆4a = 1 (4.98)



46 4 Feldtheoriemit a = c, s, die im Rahmen der Normierung (4.20) dimensionslos sind. An dieser Stel-le werden nur diejenigen Kopplungsparameter der OPE bestimmt, die einen endli
henBeitrag zu den RG-Glei
hungen liefern.4.3.2.1 Operator-Produkt-Entwi
klung für O1 aO2 a und O1 aO3 aUm diese Operator-Produkt-Entwi
klung zu bestimmen, ist es zwe
kmäÿig, folgenden Zu-sammenhang zu betra
hten
a0∂z1

Φa(z1, z̄1) exp[iβΦa(z2, z̄2)] =a0∂z1
Φa(z1, z̄1)

∞∑

n=0

(iβΦa(z2, z̄2))
n

n!

∼ia0β∂z1
〈Φa(z1, z̄1)Φa(z2, z̄2)〉

∞∑

n=1

(iβΦa(z2, z̄2))
(n−1)

(n− 1)!

=ia0β∂z1

(
−4 ln

∣∣∣∣
z1 − z2

a0

∣∣∣∣
)

exp(iβΦa(z2, z̄2))

=− 2iβ
a0

z1 − z2
exp(iβΦa(z2, z̄2)) . (4.99)Analog erhält man

a0∂z̄1
Φa(z1, z̄1) exp(iβΦa(z2, z̄2)) = −2iβ

a0

z̄1 − z̄2
exp(iβΦa(z2, z̄2)) . (4.100)Damit ergibt si
h mit β = ±1

O1 a(z1, z̄1)O2 a(z2, z̄2) =a2
0∂z1

Φa(z1, z̄1)∂z̄1
Φa(z1, z̄1) cos(Φa(z2, z̄2))

∼
( −2ia0

z̄1 − z̄2

)( −2ia0

z1 − z2

)
cos(Φa(z2, z̄2))

=− 4

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
2

O2 a(z2, z̄2) . (4.101)Daher ist c2a
1a2a = −4.Analog erhält man

O1 a(z1, z̄1)O3 a(z2, z̄2) = −
∣∣∣∣

a0

z1 − z2

∣∣∣∣
2

cos(Φa(z2, z̄2)/2) = −
∣∣∣∣

a0

z1 − z2

∣∣∣∣
2

O3 a(z2, z̄2) .(4.102)Daher ist c3a
1a3a = −1.
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hungen 474.3.2.2 Operator-Produkt-Entwi
klung für Oi aOj a für i, j ∈ {2, 3}

Oi a(z1, z̄1)Oj a(z2, z̄2) ∼
1

4

∑

σ,τ=±

{
exp[iσ(βiΦa(z1, z̄1) + τβjΦa(z2, z̄2))]

exp[−βiβj〈Φa(z1, z̄1)Φa(z2, z̄2)〉]
}

=
1

2

{
cos [βiΦa(z1, z̄1) + βjΦa(z2, z̄2)] exp

(
4βiβj ln

∣∣∣∣
z1 − z2

a0

∣∣∣∣
)

+ cos [βiΦa(z1, z̄1)− βjΦa(z2, z̄2)] exp

(
−4βiβj ln

∣∣∣∣
z1 − z2

a0

∣∣∣∣
)}

=
1

2

{∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
−4βiβj

cos [βiΦa(z1, z̄1) + βjΦa(z2, z̄2)]

+

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
4βiβj

cos [βiΦa(z1, z̄1)− βjΦa(z2, z̄2)]

}
. (4.103)Ab dieser Stelle kommt es nun auf die βi/j an, so daÿ bei der weiteren Entwi
klung derKosinusterme eine Fallunters
heidung dur
hgeführt wird. Im Falle βi = βj gibt es au
hBeiträge dur
h den ersten Kosinusterm in (4.103).

• (βi = βj = 1/2) und (βi = βj = 1)
Oi a(z1, z̄1)Oi a(z2, z̄2) ∼

1

2

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
−4β2

i

cos(2βiΦa(z1, z̄1))

− β2
i

2

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
4β2

i −2

a2
0∂zΦa(z1, z̄1)∂z̄Φa(z1, z̄1) , (4.104)wobei nur Terme beibehalten werden, die einen Beitrag zu den ck

ij liefern. NeueStörungen werden ni
ht generiert. Der erste Term in (4.104) ergibt nur für βi = 1/2einen Beitrag zu c2
33, da der Operator cos(2Φa) im Falle von β = 1 irrelevant ist.Somit erhält man c1a
2a2a = −1/2, c1a

3a3a = −1/8 und c2a
3a3a = 1/2.

• (βi = 1/2 und βj = 1) und (βi = 1 und βj = 1/2)An dieser Stelle wird auss
hlieÿli
h der zweite Term in (4.103) beibehalten, da dererste nur einen irrelevanten Beitrag liefert. Für βi = 1 und βj = 1/2 �ndet man
O2 a(z1, z̄1)O3 a(z2, z̄2) ∼

1

2

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
2

O3 a(z2, z̄2) (4.105)und damit ist c3a
2a3a = 1/2. Analog ist c3a

3a2a = 1/2.



48 4 Feldtheorie4.3.2.3 Operator-Produkt-Entwi
klung für O1 aO4 für a = c, sAn dieser Stelle wird a = c gewählt. Das Ergebnis läÿt si
h direkt auf den Fall a = sübertragen.
O1 c(z1, z̄1)O4(z2, z̄2) = cos(Φs(z2, z̄2)/2)O1 c(z1, z̄1)O3 c(z2, z̄2)

∼−
∣∣∣∣

a0

z1 − z2

∣∣∣∣
2

cos(Φs(z2, z̄2)/2) cos(Φc(z2, z̄2)/2)

=−
∣∣∣∣

a0

z1 − z2

∣∣∣∣
2

O4(z2, z̄2) , (4.106)wobei im vorletzten S
hritt (4.102) benutzt wurde. Analog erhält man
O1s(z1, z̄1)O4(z2, z̄2) ∼ −

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
2

O4(z2, z̄2) . (4.107)Damit ist c4
1a4 = −1.4.3.2.4 Operator-Produkt-Entwi
klung für O2 aO4 für a = c, sGenauso wie in (4.106) erhält man

O2 c(z1, z̄1)O4(z2, z̄2) =
1

2

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
2

O4(z2, z̄2) . (4.108)Damit ist c4
2c4 = 1/2.4.3.2.5 Operator-Produkt-Entwi
klung für O4O4Abs
hlieÿend ergibt si
h

O4(z1, z̄1)O4(z2, z̄2) ∼O3 c(z1, z̄1)O3 c(z2, z̄2)O3 s(z1, z̄1)O3 s(z2, z̄2)

∼
∣∣∣∣

a0

z1 − z2

∣∣∣∣
0 {1

4

(
O2 c(z2, z̄2) +O2 s(z2, z̄2)

)

− 1

16

(
O1 c(z2, z̄2) +O1 s(z2, z̄2)

)}
. (4.109)Damit ist c2a

44 = 1/4 und c1a
44 = −1/16.



4.3 Renormierungsgruppenglei
hungen 494.3.2.6 Tabelle der endli
hen OPEZusammenfassend ergibt si
h für die endli
hen OPE, die von Null vers
hiedene Koe�zi-enten ck
ij liefern
O1 a(z1, z̄1)O2 a(z2, z̄2) ∼ −4

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
2

O2 a(z2, z̄2) , (4.110)
O1 a(z1, z̄1)O3 a(z2, z̄2) ∼ −

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
1

O3 a(z2, z̄2) , (4.111)
O1 a(z1, z̄1)O4(z2, z̄2) ∼ −

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
1

O4(z2, z̄2) , (4.112)
O2 a(z1, z̄1)O2 a(z2, z̄2) ∼ −

1

2

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
2

O1 a(z2, z̄2) , (4.113)
O2 a(z1, z̄1)O3 a(z2, z̄2) ∼

1

2

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
2

O3 a(z2, z̄2) , (4.114)
O2 a(z1, z̄1)O4(z2, z̄2) ∼

1

2

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
2

O4(z2, z̄2) , (4.115)
O3 a(z1, z̄1)O3 a(z2, z̄2) ∼ −

1

8

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
−1

O1 a(z2, z̄2) (4.116)
+

1

2

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
−1

O2 a(z2, z̄2) , (4.117)
O4(z1, z̄1)O4(z2, z̄2) ∼−

1

16

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
0 (
O1 c(z2, z̄2) +O1 s(z2, z̄2)

) (4.118)
+

1

4

∣∣∣∣
a0

z1 − z2

∣∣∣∣
0 (
O2 c(z2, z̄2) +O2 s(z2, z̄2)

)
. (4.119)An diesen Glei
hungen lassen si
h die Kopplungsparameter ck

ij lei
ht ablesen.4.3.3 RenormierungsgruppenzugangDie RG-Glei
hungen bes
hreiben den Fluÿ der vers
hiedenen Störungen um einen Fix-punkt, der von der Wirkung eines ungestörten Systems S0[Φ] bestimmt ist; Φ steht hierstellvertretend für die Felder des Systems. Hierzu betra
htet man das freie Modell miteinigen Störungen, die mit der Stärke der Kopplungskonstanten gk koppeln [42, 43℄
S[Φ] = S0[Φ] +

∑

k

gk

∫
dxdτ

a2
0

Ok(x, τ) . (4.120)Die lokalen Operatoren Ok sind Funktionen der Felder Φ.Bei der Untersu
hung des erweiterten Peierls-Hubbard-Modells interessiert man si
hfür den Berei
h niedriger Energien in der Umgebung der Fermipunkte. Im Rahmen der



50 4 FeldtheorieLinearisierung (4.5) bes
hränkt man si
h auf die Freiheitsgrade niedriger Energie, wasder Einführung eines Cut-O�s bei kurzen Distanzen entspri
ht, der die Berei
he höhererEnergien abs
hneidet. Physikalis
he Gröÿen mögen zwar von diesem Cut-O� abhängen,werden aber von einer geringen Änderung des Cut-O�s ni
ht zu stark beein�uÿt. Der RG-Prozeÿ basiert auf dieser Vorstellung und untersu
ht, wie si
h die Kopplungskonstanten desSystems im Ortsraum unter geringer Änderung des Cut-O�s kurzer Distanzen verhalten.Dazu entwi
kelt man die Zustandssumme bis zur zweiten Ordnung in den Kopplungenund erhält
exp(−Seff [Φ̃]) ≃ exp(−S0[Φ̃])

{
1−

∑

k

gk

∫
dz

a2
0

〈Ok(z)〉>

+
1

2

∑

i, j

gigj

∫
dz1dz2

a4
0

〈Oi(z1)Oj(z2)〉> + . . .

}
, (4.121)wobei die Erwartungswerte bezügli
h der Fixpunkt-Wirkung S0[Φ] zu bestimmen sind.Das Integral der ersten Ordnung löst man anhand einer Dimensionsanalyse und bekommt

∑

k

gk

∫
dz 〈Ok(z)〉> =

∑

k

gk

∑

X

∫
dx 〈Ok(X + x)〉>

=
∑

k

gk

∑

X

Ok(X)aD−∆k
0 , (4.122)wobei a0 der Cut-O� kurzer Distanzen, d.h. die Gitterkonstante, und ∆k die Skalendi-mension des Operators Ok ist. Führt man nun eine in�nitesimale Reskalierung des Cut-O�s a0 dur
h

a0 → (1 + δl)a0 mit δl ≪ 1 , (4.123)so läÿt si
h deren E�ekt dur
h Reskalieren der Kopplungen gk kompensieren
gk → (1 + δl)D−∆kgk ∼ gk + (D −∆k)gkδl . (4.124)Die zweite Ordnung läÿt si
h mit Hilfe der OPE vereinfa
hen. Na
h dem Reskalieren desCut-O�s a0 → (1 + δl)a0 läÿt si
h das Integral folgendermaÿen aufteilen

∫

|z1−z2|>(1+δl)a0

≡
∫

|z1−z2|>a0

−
∫

(1+δl)a0>|z1−z2|>a0

. (4.125)Der erste Teil gibt wieder den ursprüngli
hen Beitrag, während der zweite Term mithilfeder OPE
1

2

∑

i, j

∑

k

ck
ija

∆k−∆i−∆j

0

∫

(1+δl)a0>|z1−z2|>a0

〈
Ok

(
z1 + z2

2

)〉 (4.126)ergibt. Das Integral liefert einen Faktor SDaD
0 δl, wobei SD die Flä
he einer Hypersphäremit Einheitsradius in D Dimensionen ist. Führt man nun die Beiträge erster und zweiterOrdnung zur Renormierung der Kopplungen zusammen, so erhält man

dgk

dl
= (D −∆k)gk −

∑

i, j

ck
ijgigj + . . . , (4.127)
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hungen 51na
hdem man gk → (2/SD)gk reskaliert hat. Im hier untersu
hten Fall sind alle Kopp-lungen gk proportional zur Fermiges
hwindigkeit vF. Für die Kopplungen ḡk = vFgk giltalso
dḡk

dl
= (D −∆k)ḡk −

1

vF

∑

i, j

ck
ij ḡiḡj + . . . , (4.128)Abgesehen von den modellabhängigen Vorfaktoren sind die ck

ij anhand der OPE s
honbestimmt. Denno
h werden diese Gröÿen im folgenden no
h einmal mit allen Vorfaktorendargestellt, da si
h in ihnen die gröÿte mögli
he Fehlerquelle verbirgt. Die Aufgabe bestehtdann nur no
h darin, die entspre
henden Vorfaktoren zusammenzuführen und in (4.128)einzusetzen.4.3.4 RG-Glei
hungen des Mean-Field-Ansatzes4.3.4.1 RG-Glei
hungen des Mean-Field-SpinsektorsDie Störoperatoren des Mean-Field-entkoppelten Spinsektors für den Fall U < 2V1 aus(4.96) sind
OMF

s‖ = − vs

8π2vF
O1s , OMF

s⊥ =
1

2π2
O2s (4.129)mit den zugehörigen Kopplungskonstanten

ḡ1s ≡ ḡs‖ und ḡ2s ≡ ḡs⊥ . (4.130)Die entspre
henden Gröÿen ck
ij = ck

ji sind damit gegeben dur
h
C̄s⊥

s‖ s⊥ =−
(

1

2π2

)(
1

2π2

)−1 vs

8π2vF
cs⊥
s‖ s⊥ =

vs

2π2vF
,

C̄
s‖
s⊥ s⊥ =

(
1

2π2

)2(
− vs

8π2vF

)−1

c
s‖
s⊥ s⊥ =

vF

π2vs
. (4.131)Eingesetzt in (4.128) sind die RG-Glei
hungen für den Mean-Field-Spinsektor gegebendur
h (D = ∆s‖ = 2 und vs ≃ vF)

dḡs‖(l)

dl
= − 1

π2vF
ḡs⊥(l)2 , (4.132)

dḡs⊥(l)

dl
= − 1

π2vF
ḡs‖(l)ḡs⊥(l) , (4.133)wobei der Beitrag ḡs‖ḡs⊥ doppelt auftritt. Diese Glei
hungen wurden zuerst von Kosterlitzund Thouless hergeleitet [44℄. Da die Kopplungskonstanten im CDW-Limes (U < 2V1)negativ sind, wie aus (4.31) und (4.71) bekannt ist,

ḡ0
s‖ = g2⊥ + gV

2⊥ −
(
g2‖ + gV

2‖ − g1‖ + gV
1‖

)
= − |U − 2V | a0 < 0 , (4.134)

ḡ0
s⊥ = g1⊥ − gV

1⊥ + 32|h̃c|(tδ)2 = − |U − 2V | a0 + 32δ2|h̃c|ta0 < 0 , (4.135)



52 4 Feldtheorieso folgt für die Beträge
d
∣∣ḡs‖(l)

∣∣
dl

=
1

π2vF
|ḡs⊥(l)|2 , (4.136)

d |ḡs⊥(l)|
dl

=
1

π2vF

∣∣ḡs‖(l)
∣∣ |ḡs⊥(l)| . (4.137)Diese gekoppelten Di�erentialglei
hungen kann man mithilfe der Invarianten ḡ2

s‖ − ḡ2
s⊥lösen, da

d

dl

(
ḡ2
s‖ − ḡ2

s⊥

)
= 0 (4.138)gilt. Man wählt den Ansatz

|ḡs‖| = C cosh(θ(l)) , |ḡs⊥| = C| sinh(θ(l))| , (4.139)so daÿ θ(l) und C > 0 zu bestimmen bleiben. Aus dem Verglei
h von (4.133) und (4.139)folgt
dθ(l)

dl
=

C

vFπ2
sinh(θ(l)) . (4.140)Diese Glei
hung löst man dur
h Separation der Variablen und erhält

∣∣∣∣tanh

(
θ(l)

2

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣tanh

(
θ(0)

2

)∣∣∣∣ exp

(
C

vFπ2
l

)
. (4.141)Man erkennt, daÿ θ(l) > θ(0), d.h. θ(l) wä
hst an und damit |ḡs‖| und |ḡs⊥|. Wenn l zugroÿ wird, erhält man für die obige Di�erentialglei
hung keine Lösung mehr. Dies stelltaber kein grundsätzli
hes Problem dar, da die RG-Glei
hungen (4.133) nur für kleineKopplungskonstanten gelten und C ∝ δ ≪ 1 ist. Das wesentli
he Ergebnis besteht darin,daÿ die Kopplungen im Spinsektor divergieren: sie sind relevant und generieren daher eineendli
he Lü
ke im Spinsektor.4.3.4.2 RG-Glei
hungen des Mean-Field-LadungssektorsDie vollständigen Operatoren des Mean-Field-entkoppelten Ladungssektors aus (4.95) sind

ÕMF
c‖ =

1

2π2

vc

vF
O1c , ÕMF

c⊥ = − 1

4π2
O2c , ÕMF

δ =
4|hs|

π
O3c (4.142)mit den zugehörigen Kopplungskonstanten

g1c ≡ ḡc‖ , g2c ≡ ḡc⊥ , g3c ≡ ḡcδ . (4.143)Die entspre
henden Kopplungsparameter C̄k
ij sind damit gegeben dur
h

C̄c⊥
c‖ c⊥ = − 1

2π2

vc

vF
, C̄cδ

c‖ cδ = − 1

8π2

vc

vF
, (4.144)

C̄
c‖
c⊥ c⊥ = − 1

π2

vF

vc
, C̄cδ

c⊥ cδ = − 1

4π2
, (4.145)

C̄
c‖
cδ cδ = −16|hs|2

vF

vc
, C̄c⊥

cδ cδ = −16|hs|2 . (4.146)



4.3 Renormierungsgruppenglei
hungen 53Eingesetzt in (4.128) ergeben si
h die RG-Glei
hungen für den Mean-Field-Ladungssektor
dḡc‖

dl
=

1

vFπ2

[
ḡ2
c⊥ + 16π2|hs|2ḡ2

cδ

]
, (4.147)

dḡc⊥

dl
=

1

vFπ2

[
ḡc‖ḡc⊥ + 16π2|hs|2ḡ2

cδ

]
, (4.148)

dḡcδ

dl
= ḡcδ +

1

4π2vF

(
2ḡc⊥ + ḡc‖

)
ḡcδ . (4.149)Da hier die RG-Glei
hungen im CDW-Regime (U < 2V1) untersu
ht werden sollen, werdensie hier für die Beträge der Kopplungskonstanten aufgestellt. Die Anfangswerte ergebensi
h aus (4.31) und (4.95)

ḡ0
c‖ = g2⊥ + gV

2⊥ +
(
g2‖ + gV

2‖ − g1‖ + gV
1‖

)
= (U + 6V1) a0 > 0 , (4.150)

ḡ0
c⊥ = g3⊥ − gV

3⊥ = (U − 2V1) a0 < 0 , (4.151)so daÿ folgt
d
∣∣ḡc‖

∣∣
dl

=
1

vFπ2

[
|ḡc⊥|2 + 16π2|hs|2 |ḡcδ|2

]
, (4.152)

d |ḡc⊥|
dl

=
1

vFπ2

[∣∣ḡc‖

∣∣ |ḡc⊥| − 16π2|hs|2 |ḡcδ|2
]

, (4.153)
d |ḡcδ|

dl
= |ḡcδ| −

1

4π2vF

(
2 |ḡc⊥|+

∣∣ḡc‖

∣∣) |ḡcδ| . (4.154)Diese gekoppelten Di�erentialglei
hungen lassen si
h numeris
h au�ntegrieren. Die RG-Glei
hungen sind perturbativ und gelten nur im Limes s
hwa
her We
hselwirkung. Fallsdie Anfangswerte der Kopplungskonstanten klein genug sind, kann si
h der Fluÿ der RG-Glei
hungen in eine bestimmte Ri
htung im Raum der Kopplungskonstanten entwi
keln,bevor er das Regime s
hwa
her We
hselwirkung verläÿt. Man beoba
htet, wel
he Kopp-lungskonstanten im RG-Fluÿ klein bleiben und damit irrelevant sind, und wel
he derKopplungskonstanten gemeinsam, d.h. in fester Relation zueinander, divergieren,.Die im Rahmen dieser Arbeit erstellten numeris
hen Lösung der Mean-Field-RG-Glei-
hungen des Ladungssektors ergibt, daÿ � auÿer bei sehr kleinen Startwerten für gcδ �immer der Dimerisierungsterm zuerst divergiert. Damit bestimmt also der Peierls-Termim gröÿten Teil des Phasenraums die Physik des Systems, auÿer im Berei
h sehr klei-ner Dimerisierung, wo der CDW-Term dominant ist. Für endli
he Werte der Coulomb-We
hselwirkung darf man einen kritis
hen Wert δcrit der Peierls-Dimerisierung erwarten,unterhalb dessen die CDW-Phase und die Peierls-Phase koexistieren. Dies ist in Überein-stimmung mit den Resultaten der semiklassis
hen Untersu
hungen aus Abs
hnitt 4.2.
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hungen des erweiterten Peierls-Hubbard-ModellsDie vollständigen Operatoren des hier untersu
hten Modells (4.92) sind
Oc ‖ =

2vc

(4π)2vF
O1 c , Os ‖ = − vs

(4π)2vF
O1 s , (4.155)

Oc⊥ = − 2

(2π)2
O2 c , Os⊥ =

2

(2π)2
O2 s , (4.156)

Oδ =
4

π
O1 c (4.157)mit den zugehörigen Kopplungskonstanten

ḡ1c ≡ ḡc‖ , ḡ1s ≡ ḡs‖ , ḡ2c ≡ ḡc⊥ , ḡ2s ≡ ḡs‖ , ḡ4 ≡ ḡδ ≡ tδa0 . (4.158)Die Gröÿen C̃k
ij sind damit gegeben dur
h

C̃c⊥
c‖ c‖ = − vc

vF

1

2π2
, C̃s⊥

s‖ s‖ =
vs

vF

1

2π2
, (4.159)

C̃δ
c‖ δ = − vc

vF

1

8π2
, C̃δ

s‖ δ =
vs

vF

1

8π2
, (4.160)

C̃
c‖
c⊥ c⊥ = −vF

vc

1

π2
, C̃1s

s⊥ s⊥ =
vF

vs

1

π2
, (4.161)

C̃δ
c⊥ δ = − 1

(2π)2
, C̃δ

s⊥ δ =
1

(2π)2
, (4.162)

C̃
c‖
δ δ = −8

vF

vc
, C̃

s‖
δ δ = 8

vF

vs
, (4.163)

C̃c⊥
δ δ = −8 , C̃s⊥

δ δ = 8 . (4.164)Setzt man diese nun in (4.128) ein, erhält man die Renormierungsgruppenglei
hungeneins
hlieÿli
h der zweiten Ordnung
dḡc‖

dl
=

1

vFπ2

[
ḡ2
c⊥ + 8π2ḡ2

δ

]
, (4.165)

dḡc⊥

dl
=

1

vFπ2

[
ḡc⊥gc‖ + 8π2ḡ2

δ

]
, (4.166)

dḡs‖

dl
= − 1

vFπ2

[
ḡ2
s⊥ + 8π2ḡ2

δ

]
, (4.167)

dḡs⊥

dl
= − 1

vFπ2

[
ḡs⊥ḡs‖ + 8π2ḡ2

δ

]
, (4.168)

dḡδ

dl
= ḡδ +

1

8vFπ2

[(
2ḡc⊥ + ḡc‖

)
gδ −

(
2ḡs⊥ + ḡs‖

)
gδ

]
. (4.169)



4.3 Renormierungsgruppenglei
hungen 55Hierbei wurden vc ≃ vF und vs ≃ vF gesetzt, da die Di�erenzen zu vF erst zur drittenOrdnung in den Kopplungskonstanten beitragen.Das numeris
he Au�ntegrieren der RG-Glei
hungen im CDW-Limes liefert qualitativdasselbe Ergebnis wie in der Mean-Field-Theorie. Eine weitergehende Analyse ist alsoni
ht erforderli
h.4.3.6 ZusammenfassungAusgangspunkt der feldtheoretis
hen Untersu
hungen am erweiterten Peierls-Hubbard-Modell war die Frage, wel
her Me
hanismus die isolierende Phase verursa
ht. Die Antwortist eindeutig: der Peierls-Me
hanismus dominiert die Physik. In Anwesenheit einer Peierls-Verzerrung bildet si
h stets eine Spinlü
ke aus, die im Mott-Hubbard-Isolator ni
ht auf-tritt. Dieses Verhalten wird in der semiklassis
hen Näherung und Mean-Field-Behandlungdes feldtheoretis
hen Modells beoba
htet und dur
h die Renormierungsgruppenglei
hun-gen bestätigt. Au
h die Ladungslü
ke im Peierls-Mott-Isolator wird hauptsä
hli
h dur
hdie Dimerisierung getrieben.Im CDW-Regime tritt der Peierls-Term in Konkurrenz zur Ladungsdi
htewelle, wel
hedur
h die elektronis
hen Korrelationen verursa
ht wird. In diesem Fall zeigen semiklassi-s
he Näherung und Mean-Field-Behandlung in Übereinstimmung mit den RG-Glei
hun-gen, daÿ es einen Berei
h der Koexistenz beider Ordnungsparameter gibt. Erst bei ei-nem endli
hen Wert der Peierls-Dimerisierung δcrit > 0 wird die CDW-Phase vollständigverdrängt. Diese Ergebnisse sind in Übereinstimmung mit Resultaten der numeris
henDMRG [40℄.Die meisten realen Materialien sind Peierls-Mott-Isolatoren. Für diese Isolatoren spieltder Peierls-Term die Hauptrolle bei der Bildung des isolierenden Zustands. Dies bedeu-tet, daÿ eine störungstheoretis
he Behandlung des erweiterten Peierls-Hubbard-Modellsin der Coulomb-We
hselwirkung ausgehend vom Peierls-Modell sinnvoll ist. Da in diesenMaterialien die Coulomb-Parameter in der Gröÿenordnung der Bandbreite liegen, bleibtjedo
h zu klären, ob diese störungstheoretis
he Behandlung au
h quantitativ erfolgrei
hsein kann. Dieser Frage wird im nä
hsten Kapitel na
hgegangen.
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5 Störungstheorie in derCoulomb-We
hselwirkungIm ersten Abs
hnitt dieses Kapitels wird der störungstheoretis
he Ansatz vorgestellt, imRahmen dessen das erweiterte Peierls-Hubbard-Modell in den folgenden Abs
hnitten un-tersu
ht wird. Die auf diese Art gewonnenen analytis
hen Ausdrü
ke für die Grundzu-standsenergie, die Einteil
henlü
ke und die optis
hen Anregungen werden dargestellt. Da-bei wird die Störungstheorie in zweiter Ordnung in der Coulomb-We
hselwirkung für fe-ste Dimerisierung dur
hgeführt. Neben der Rayleigh-S
hrödinger-Störungstheorie werdendie optis
hen Anregungen des erweiterten Peierls-Hubbard-Modells au
h im Rahmen derWannier-, der Two-Step- und der Downfolding-Störungstheorie untersu
ht.5.1 Störungstheoretis
he AnsätzeGrundsätzli
h ist die Störungstheorie ein wohlbekanntes Verfahren [45℄, um die Koe�zi-enten einer Taylor-Reihe systematis
h zu bestimmen. Die Grundzustände für N = L und
N = L + 1 Teil
hen sind trivial entartet, so daÿ die ni
htentartete Rayleigh-S
hrödinger-Störungstheorie angewendet werden kann. Da die Brillouin-Wigner-Störungstheorie ni
htgröÿenkonsistent ist, wird sie ni
ht weiter verfolgt.Bei der Bere
hnung der optis
hen Anregungen führt die ni
htentartete Rayleigh-S
hrö-dinger-Störungstheorie ni
ht zu einer zufriedenstellenden Bes
hreibung der Exzitonen desSystems. Daher wendet man fast-entartete Störungstheorie an und startet von den exzi-tonis
hen Zuständen

Singulett : |s〉=
∑

k

ws(k)|k〉s ,

Triplett : |t〉=
∑

k

wt(k)|k〉t (5.1)mit der Normierung ∑k[w(s/t)(k)]2 = 1 und
|k〉(s/t) ≡

√
1

2

(
b̂+
k,↑âk,↑ ± b̂+

k,↓âk,↓

)
|FS〉 , (5.2)wobei das obere (untere) Zei
hen für das Singulett (Triplett) zu wählen ist. Der Grund-zustand des ni
htwe
hselwirkenden Systems ist gegeben dur
h

|FS〉 ≡ |Fermisee〉 =
∏

k,σ

â+
k,σ |Vakuum〉 . (5.3)57



58 5 Störungstheorie in der Coulomb-We
hselwirkungBei vers
hwindender Coulomb-Abstoÿung sind Triplett und Singulett reine Ein-Teil
hen-Lo
h-Anregungen bei Impuls p = −π/(2a0) (mit w(s/t)(p) = 1 und w(s/t)(k 6= p) = 0sonst), da dies der Zustand mit der niedrigstmögli
hen Energie ist. Dur
h das Ans
haltender Hubbard-We
hselwirkung und der langrei
hweitigen Coulomb-We
hselwirkung entste-hen energetis
h günstigere gemis
hte Zustände, die in der entarteten Störungstheorie vonvornherein berü
ksi
htigt werden.In erster Ordnung ist dieser Zugang identis
h zur Wannier-Störungstheorie. Es gibt meh-rere Mögli
hkeiten, diesen Zugang zur zweiten Ordnung fortzusetzen, die in den folgendenAbs
hnitten erläutert werden.5.1.1 Rayleigh-S
hrödinger-StörungstheorieDer Hamilton-Operator der Störungstheorie ist das erweiterte Peierls-Hubbard-Modell
Ĥ = ĤP + Ŵ , (5.4)wobei das ungestörte System dur
h das reine Peierls-Modell mit Hüpfamplitude t undDimerisierung δ,

ĤP = −t
∑

σ

L∑

l=1

(
1 + (−1)lδ

) (
ĉ+
l,σĉl+1,σ + ĉ+

l+1,σ ĉl,σ

)
, (5.5)und die Störung dur
h

Ŵ = U
∑

σ

L∑

l=1

(
n̂l,↑ −

1

2

)(
n̂l,↓ −

1

2

)
+ V

L∑

l=1

∑

r 6=0

1

2|r| (n̂l − 1) (n̂l+r − 1) (5.6)gegeben ist. Das Eigenwertproblem von ĤP ist im Kapitel 2.1 dur
h die Transformation(3.5) bereits gelöst worden. Die Dispersion des ungestörten Systems ist dur
h ±E(k) mit
E(k) =

√
ǫ(k)2 + ∆(k)2 = 2t

√
cos(k)2 + δ2 sin(k)2 (5.7)gegeben, wobei die Gitterkonstante von jetzt an a0 = 1 gesetzt wird.Um nun die Eigenenergie Ex eines bestimmten Eigenzustandes |x〉 von Ĥ zu bere
hnen,setzt man eine Potenzreihenentwi
klung in den Störungen U und V an. Man erhält dieübli
hen Ausdrü
ke für die Energien in führender, erster und zweiter Ordnung [45℄

E(0)
x = 〈x| ĤP |x〉 , (5.8)

E(1)
x = EU

x + EV
x = 〈x| Ŵ |x〉 , (5.9)

E(2)
x = EU2

x + EV 2

x + EUV
x =

∑

|m〉

∣∣∣〈x| Ŵ |m〉
∣∣∣
2

E
(0)
x − E

(0)
m

, (5.10)
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↑

k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

↓

k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

↑

k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

↓

k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

Abbildung 5.1 Beispiel für eine Null-Teil
hen-Lo
h-Anregung (oben) und eine Ein-Teil
hen-Lo
h-Anregung im Spin-↑-Sektor (unten).
↑

k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

↓

k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

↑

k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

↓

k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

Abbildung 5.2 Beispiel für eine Zwei-Teil
hen-Lo
h-Anregung mit entgegengesetzten (oben) undeine mit parallelen Spins (unten).
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hselwirkung
↑

k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

↓

k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

↑

k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

↓

k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

Abbildung 5.3 Beispiel für eine Drei-Teil
hen-Lo
h-Anregung mit entgegengesetzten (oben) undeine mit parallelen Spins (unten).wobei die Zustände |m〉 6= |x〉 im letzten Ausdru
k alle vom Zustand |x〉 aus errei
hbarenAnregungen sind. Im vorliegenden Fall können die mögli
hen Anregungen Null-, Ein-,Zwei- oder Drei-Teil
hen-Lo
h-Anregungen sein, die si
h auf die Spinsektoren ↑ und ↓verteilen, siehe Abbildungen 5.1, 5.2 und 5.3.Zur Vereinfa
hung der S
hreibweise bezei
hnet im folgenden ein Zustand der Art
|rs〉 (5.11)eine Anregung mit r Teil
hen-Lo
h-Anregungen im Spin-↑-Sektor und s Teil
hen-Lo
h-Anregungen im Spin-↓-Sektor.S
hon die Bere
hnung der Energiebeiträge zweiter Ordnung ist sehr aufwendig, so daÿdie Störungsreihe na
h der zweiten Ordnung abgebro
hen wird. Inwieweit diese Näherungein zufriedenstellendes Ergebnis liefert, wird im folgenden Kapitel 6 genauer untersu
ht.5.1.2 Wannier-Störungstheorie für optis
he AnregungenEs seien P̂ und Q̂ Projektoren mit P̂ + Q̂ = 1̂, so daÿ P̂ auf den Unterraum des zuuntersu
henden Zustandes |xn〉 projiziert, im Falle der optis
hen Anregungen also auf denUnterraum mit einem Exziton, d.h. einer Ein-Teil
hen-Lo
h-Anregung. Damit kann mans
hreiben

Ĥ =
[
ĤP + P̂ Ŵ P̂

]
+
[
Q̂Ŵ P̂ + P̂ Ŵ Q̂ + Q̂Ŵ Q̂

]

≡ Ĥ0 + Ĥ⊥ , (5.12)



5.1 Störungstheoretis
he Ansätze 61wobei Ĥ0 das ungestörte System und Ĥ⊥ die Störung ist. Der Zustand |xn〉 sei ein Eigen-zustand von Ĥ0, so daÿ
Ĥ0|xn〉 = ǫn|xn〉 . (5.13)Dann gibt die Störungstheorie für den gesu
hten, no
h ni
ht normierten Zustand bis zurersten Ordnung

|Xn〉 = |xn〉+
∑

|m〉6=|xn〉

|m〉〈m|Ĥ⊥|xn〉
ǫn − E

(0)
m

. (5.14)Kennt man diesen Zustand, so läÿt si
h daraus die Energie bis zur zweiten Ordnunggewinnen,
E(2)

n = ǫn +
∑

|m〉6=|xn〉

〈xn|Ĥ⊥|m〉〈m|Ĥ⊥|xn〉
ǫn − E

(0)
m

, (5.15)wobei E
(0)
m = 〈m|Ĥ0|m〉 ist. Dabei kann |m〉 als ein Eigenzustand des Operators derkinetis
hen Energie ĤP gewählt werden, denn Korrekturen sind von höherer Ordnung.Das Verfahren der Wannier-Störungstheorie setzt si
h aus zwei S
hritten zusammen.S
hritt 1: Man bere
hnet die Eigenzustände |xn〉 und die zugehörigen Eigenenergien ǫn,indem man ĤP + Ŵ bis eins
hlieÿli
h der ersten Ordnung auswertet und diagonali-siert, siehe (5.13).S
hritt 2: Man bestimmt die Beiträge zweiter Ordnung zur Energie E

(2)
n dur
h die Aus-wertung von (5.15), wobei die Zustände |m〉 Null-, Zwei- und Drei-Teil
hen-Lo
h-Anregungen und Eigenzustände der kinetis
hen Energie ĤP sind. In diesem Unter-raum gilt Ĥ⊥ = Ŵ .5.1.3 Two-Step-Störungstheorie für optis
he Anregungen5.1.3.1 GrundprinzipBei dieser Methode betra
htet man, wie si
h das System unter der Einwirkung zweierStörungen verhält, indem man zunä
hst das Problem für eine der Störungen löst unddieses Ergebnis dana
h für die Lösung des vollen Problems heranzieht. Der Hamilton-Operator besteht aus dem kinetis
hen Term und zwei Störtermen

Ĥ = ĤP + Ŵ = ĤP + V̂A + V̂B . (5.16)Man de�niere die Projektoren P̂n und Q̂n so, daÿ P̂n auf den Unterraum der n-Teil
hen-Lo
h-Anregungen projiziert (n = 0, 1 fest) und P̂n + Q̂n = 1̂ gilt. Ausgedrü
kt in diesenProjektoren ist der Hamilton-Operator
Ĥ = ĤP +

[
P̂nŴ Q̂n + Q̂nŴ P̂n + Q̂nŴ Q̂n

]
+
[
P̂nŴ P̂n

]

≡ ĤP + V̂A + V̂B (5.17)



62 5 Störungstheorie in der Coulomb-We
hselwirkungmit
V̂A = P̂nŴ Q̂n + Q̂nŴ P̂n + Q̂nŴ Q̂n , (5.18)
V̂B = P̂nŴ P̂n . (5.19)Wie der Name dieses störungstheoretis
hen Ansatzes s
hon besagt, besteht dieses Verfah-ren aus zwei S
hritten.S
hritt 1: Zunä
hst betra
htet man

ĤA = ĤP + V̂A . (5.20)In einer störungstheoretis
hen Entwi
klung (Rayleigh-S
hrödinger) erhält man fürdie Eigenzustände |n〉 von ĤA

|n〉 = Zn



|n

0〉+
∑

|m〉

|m〉〈m|V̂A|n0〉
E

(0)
n0 − E

(0)
m

+ . . .



 , (5.21)wobei die Zustände |n0〉 und |m〉 Eigenzustände von ĤP sind mit

E
(0)
n0 = 〈n0|ĤP|n0〉 und E(0)

m = 〈m|ĤP|m〉 . (5.22)Im Rahmen dieser Arbeit wird die Störungstheorie nur bis eins
hlieÿli
h der zweitenOrdnung dur
hgeführt. Daher folgt aus der Normierung des Zustandes |n〉
1 = |Zn|2


1 +

∑

|m〉

〈n0|V̂A|m〉〈m|V̂A|n0〉
(
E

(0)
n0 − E

(0)
m

)2


 . (5.23)Damit ist

|Zn|2 = 1−
∑

|m〉

∣∣∣〈n0|V̂A|m〉
∣∣∣
2

(
E

(0)
n0 − E

(0)
m

)2 . (5.24)Im ersten S
hritt dieser Methode werden also die Zustände |n〉 `von Anregungenumgeben', sie werden daher au
h dressed states genannt.S
hritt 2: Nun wird die (fast-entartete) Störungstheorie für V̂B anhand der Eigenzustände
|n〉 von ĤA dur
hgeführt. Die Matrix zu Ĥ = ĤA + V̂B wird in der Basis dieserEigenzustände diagonalisiert,

H(n1, n2) = 〈n1|Ĥ|n2〉 . (5.25)Diese Two-Step-Störungstheorie wird zur Bere
hnung der Energien der optis
hen Anre-gungen herangezogen. Die Anwendung dieser Methode zur Bere
hnung der Grundzustand-senergie liefert dasselbe Ergebnis wie die Rayleigh-S
hrödinger-Störungstheorie, wie kurzgezeigt wird.



5.1 Störungstheoretis
he Ansätze 635.1.3.2 Bere
hnung der GrundzustandsenergieDa der Grundzustand |0〉 ni
ht entartet ist, ist au
h der Unterraum der Null-Teil
hen-Lo
h-Anregungen ni
ht entartet. Damit ist
|n〉 = |0〉 = (|FS〉+ |1〉) Z0 , (5.26)
|n0〉 = |FS〉 . (5.27)Daher erhält man

E0 =〈0|Ĥ |0〉
=
(
|Z0|2 − 1

)
〈FS|ĤP|FS〉+ 〈FS|ĤP + Ŵ |FS〉+ 〈1|Ŵ |FS〉+ 〈FS|Ŵ |1〉+ 〈1|ĤP|1〉

=〈FS|ĤP + Ŵ |FS〉

+
∑

|m〉6=|FS〉

∣∣∣〈FS|Ŵ |m〉
∣∣∣
2
{

−E
(0)
0(

E
(0)
0 − E

(0)
m

)2 +
E

(0)
m(

E
(0)
0 − E

(0)
m

)2 +
2(

E
(0)
0 − E

(0)
m

)
}

=〈FS|ĤP + Ŵ |FS〉+
∑

|m〉6=|FS〉

∣∣∣〈FS|Ŵ |m〉
∣∣∣
2

E
(0)
0 − E

(0)
m

. (5.28)Dies ist derselbe Ausdru
k für die Grundzustandsenergie wie in der Rayleigh-S
hrödinger-Störungstheorie.5.1.4 Downfolding-Störungstheorie für optis
he Anregungen5.1.4.1 GrundprinzipDie Downfolding-Störungstheorie verfolgt einen selbstkonsistenten Ansatz, der hier kurzvorgestellt wird. Die S
hrödinger-Glei
hung ist gegeben dur
h
Ĥ|Ψ〉 =

(
T̂ + Ŵ

)
|Ψ〉 = E|Ψ〉 . (5.29)Man de�niere zwei Projektoren P̂ und Q̂, so daÿ P̂ + Q̂ = 1̂ gilt und

Ĥ|Ψ〉 = Ĥ(P̂ + Q̂)|Ψ〉 = Ĥ|ϕ〉+ Ĥ|χ〉 ,
|ϕ〉 = P̂ |Ψ〉 ,
|χ〉 = Q̂|Ψ〉 (5.30)mit 〈ϕ|χ〉 = 0. Setzt man dies in Glei
hung (5.29) ein, so ergibt si
h

P̂ Ĥ|ϕ〉+ P̂ Ĥ|χ〉+ Q̂Ĥ|ϕ〉 + Q̂Ĥ|χ〉 = E|ϕ〉 + E|χ〉 . (5.31)Daraus erhält man
E|ϕ〉 = P̂ Ĥ|ϕ〉+ P̂ Ĥ|χ〉 ,
E|χ〉 = Q̂Ĥ|ϕ〉+ Q̂Ĥ|χ〉 . (5.32)
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hselwirkungAus der zweiten Glei
hung ergibt si
h der Ausdru
k
|χ〉 = Q̂

(
E − Ĥ

)−1
Q̂Ĥ|ϕ〉 , (5.33)der in die zweite Glei
hung eingesetzt wird,

P̂ ĤP̂ |ϕ〉 + P̂ ĤQ̂
(
E − Ĥ

)−1
Q̂ĤP̂ |ϕ〉 = E|ϕ〉 . (5.34)Das Einfügen eines vollständigen Satzes von Basiszuständen von Ĥ führt zu

P̂ ĤQ̂
(
E − Ĥ

)−1
Q̂ĤP̂ =

∑

|m〉

P̂ ĤQ̂|m〉〈m|Q̂ĤP̂

E − Em
. (5.35)Zusammen mit̂

PĤP̂ = T̂ + P̂ Ŵ P̂ , P̂ ĤQ̂ = P̂ Ŵ Q̂ , Q̂ĤP̂ = Q̂Ŵ P̂ (5.36)ergibt si
h insgesamt die S
hrödinger-Glei
hung
P̂ ĤP̂ |ϕ〉+

∑

|m〉

P̂ Ŵ Q̂|m〉〈m|Q̂Ŵ P̂ |ϕ〉
Eϕ − Em

= Eϕ|ϕ〉 . (5.37)Diesen Ausdru
k erhält man au
h in der Brillouin-Wigner-Störungstheorie. Wegen derenGröÿeninkonsistenz kann die Glei
hung in dieser Form ni
ht für die perturbative Bere
h-nung physikalis
her Gröÿen verwendet werden. Im folgenden Abs
hnitt wird sie so umge-formt, daÿ sie für störungstheoretis
he Bere
hnungen eingesetzt werden kann.5.1.4.2 StörungstheorieIn einem ersten S
hritt wird die Grundzustandsenergie in (5.37) von der Energie derAnregung |ϕ〉 subtrahiert. Man erhält
(Eϕ − E0)P̂ |ϕ〉 = P̂ (Ĥ − E0)P̂ |ϕ〉+

∑

|m〉

P̂ Ŵ Q̂|m〉〈m|Q̂Ŵ P̂ |ϕ〉
(Eϕ − E0)− (Em − E0)

, (5.38)in dem beide im Nenner auftretenden Energiedi�erenzen (für alle vom Grundzustand er-rei
hbaren Anregungen |m〉 und |ϕ〉) von der Ordnung Eins sind. Um exakte Ergebnissezur zweiten Ordnung in der Störung Ŵ zu erhalten, betra
htet man die Energiedi�erenzengenauer,
Eϕ − E0 ≡ eϕ ,

Em − E0 = E(0)
m − E

(0)
0 +O(U, V ) . (5.39)



5.2 Grundzustandsenergie 65Damit ergibt si
h bis eins
hlieÿli
h zur zweiten Ordnung exakt
eϕP̂ |ϕ〉 = P̂ (Ĥ − E0)P̂ |ϕ〉+

∑

|m〉

P̂ Ŵ Q̂|m〉〈m|Q̂Ŵ P̂ |ϕ〉
eϕ − (E

(0)
m −E

(0)
0 )

. (5.40)Wendet man dieses Verfahren formal zur Bere
hnung der Grundzustandsenergie an, soergibt si
h mit |ϕ〉 = |FS〉 und eϕ = 0 der Ausdru
k
E0 = 〈FS|T̂ + Ŵ |FS〉+

∑

|m〉

〈FS|Ŵ |m〉〈m|Ŵ |FS〉
−E

(0)
m + E

(0)
0

, (5.41)der mit dem Ergebnis der Rayleigh-S
hrödinger-Störungstheorie identis
h ist.Die Bere
hnung der Exzitonenergien ex führt zu der Eigenwertglei
hung
ex|x〉 = P̂ (Ĥ − E0)|x〉+

∑

|m〉

P̂ Ŵ |m〉〈m|Ŵ P̂ |x〉
ex − (E

(0)
m − E

(0)
0 )

. (5.42)Mit der De�nition (5.1) reduziert si
h die Bere
hnung der Exzitonenergien auf die Diago-nalisierung der e�ektiven Hamilton-Matrix mit den Einträgen
Heff(e(s/t); k1, k2) =δk1,k2

[
(s/t)〈k1|ĤP|k1〉(s/t) − 〈FS|ĤP|FS〉

+ (s/t)〈k1|Ŵ |k1〉(s/t) − 〈FS|Ŵ |FS〉

+
∑

|m〉

(s/t)〈k1|Ŵ |m〉(s/t)(s/t)〈m|Ŵ |k1〉(s/t)

e(s/t) − (E
(0)
m − E

(0)
0 )

− E
(2)
0

]

+ (1− δk1,k2
)

[
(s/t)〈k1|Ŵ |k2〉(s/t)

+
∑

|m〉

(s/t)〈k1|Ŵ |m〉(s/t)(s/t)〈m|Ŵ |k2〉(s/t)

e(s/t) − (E
(0)
m − E

(0)
0 )

]
, (5.43)wobei die angeregten Zustände |m〉 Null-, Zwei- und Drei-Teil
hen-Anregungen sind. DieSelbstkonsistenzbedingung dieses Ansatzes besteht darin, den niedrigsten Eigenwert e(s/t)der zu Glei
hung (5.43) gehörigen Eigenwertglei
hung wieder in die Matrix Heff(e(s/t))einzusetzen, bis die erneute Diagonalisierung (im Rahmen der gewüns
hten numeris
henGenauigkeit) denselben Wert liefert.5.2 GrundzustandsenergieIn diesem Abs
hnitt werden die Ergebnisse der störungstheoretis
hen Bere
hnung derGrundzustandsenergie dargestellt. Alle bere
hneten Gröÿen sind extensive Gröÿen, d.h.proportional zur Gitterlänge L. Die De�nitionen der Hilfsfunktionen und die Bere
hnungoft auftretender Kontraktionen be�nden si
h im Anhang B.



66 5 Störungstheorie in der Coulomb-We
hselwirkung5.2.1 Beitrag führender OrdnungDer Energiebeitrag führender Ordnung in U und V (5.8) entspri
ht der Summe der Elek-tronenenergien des unteren Peierls-Bandes. Es ergibt si
h der Ausdru
k
E

(0)
0 = −2

∑

k

2t
√

cos(k)2 + δ2 sin(k)2 . (5.44)5.2.2 Beiträge erster Ordnung in der Coulomb-We
hselwirkung5.2.2.1 Hubbard-We
hselwirkungDer Beitrag erster Ordnung in der lokalen Coulomb-We
hselwirkung zur Grundzustands-energie bere
hnet si
h na
h der Formel (5.9) und vers
hwindet wegen der Teil
hen-Lo
h-Symmetrie, da 〈FS|n̂l,σ|FS〉 = 1/2,
EU

0 = U

L∑

l=1

〈FS|
(

n̂l,↑ −
1

2

)(
n̂l,↓ −

1

2

)
|FS〉 = 0 . (5.45)5.2.2.2 Langrei
hweitige Coulomb-We
hselwirkungDie erste Ordnung in V liefert einen endli
hen Beitrag,

EV
0 =

L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)〈FS|(n̂l,↑ + n̂l,↓ − 1)(n̂l+r,↑ + n̂l+r,↓ − 1)|FS〉

= −
L∑

l=1,σ

∑

r 6=0

V (r)
∣∣∣〈FS| ĉ+

l,σ ĉl+r,σ |FS〉
∣∣∣
2

= −L
∑

−L/2≤r<L/2

r|2=1

2V (r)(Aδ(r)
2 + Bδ(r)

2) , (5.46)wobei im letzten S
hritt (B.28) eingesetzt wurde und r|2 = 1 alle ungeraden r bezei
hnet.5.2.3 Beiträge zweiter Ordnung in der Coulomb-We
hselwirkung5.2.3.1 Hubbard-We
hselwirkungFür die Hubbard-We
hselwirkung liefern nur die Zwei-Teil
hen-Lo
h-Anregungen mit ent-gegengesetzten Spins (ZTLA ↑↓) einen endli
hen Beitrag. Die Bere
hnung der erforderli-
hen Kontraktionen be�ndet si
h im Anhang C.1. Der Beitrag zweiter Ordnung in U ist



5.2 Grundzustandsenergie 67gegeben dur
h
EU2,ZTLA↑↓

0 =
∑

|11〉

∣∣∣〈FS|UD̂|11〉
∣∣∣
2

E
(0)
0 − E

(0)
|11〉

=− U2
∑

k1,k2,k3,k4

∣∣∣
∑L

l=1〈FS| (n̂l,↑ − 1/2) (n̂l,↓ − 1/2) b̂+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↓âk4,↓|FS〉

∣∣∣
2

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)

=−
(

U

L

)2 ∑

k1,k2,k3,k4

1

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)
{
δk1−k2+k3−k4,0[u1(k1, k2, k3, k4)]

2 + δk1−k2+k3−k4,±π[u2(k1, k2, k3, k4)]
2
}

.(5.47)5.2.3.2 Langrei
hweitige Coulomb-We
hselwirkungZur zweiten Ordnung der Grundzustandsenergie in V tragen mehrere Anregungen bei.Zunä
hst gibt es den Beitrag der Ein-Teil
hen-Lo
h-Anregungen (ETLA),
EV 2,ETLA

0 =
∑

|rs〉∈{|10〉, |01〉}

V 2
∣∣∣〈FS|V̂ |rs〉

∣∣∣
2

E
(0)
0 − E

(0)
|rs〉

=
∑

k1,k2,σ

|∑l, r 6=0 V (r)〈FS| (n̂l − 1) (n̂l+r − 1) b̂+
k1,σâk2,σ|FS〉|2

− (E(k1) + E(k2))

= 2
∑

k

V 2v0(k)2

E(k)
, (5.48)wobei im letzten S
hritt (C.2) eingesetzt wurde. Mit (C.3) tragen die Zwei-Teil
hen-Lo
h-Anregungen mit entgegengesetzten Spins (ZTLA ↑↓) bei

EV 2, ZTLA↑↓
0 =

∑

|11〉

V 2
∣∣∣〈FS|V̂ |11〉

∣∣∣
2

E
(0)
0 − E

(0)
|11〉

=
∑

k1,k2,k3,k4

V 2
∣∣∣〈FS|V̂ b̂+

k1,↑âk2,↑b̂
+
k3,↓âk4,↓|FS〉

∣∣∣
2

− (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))

=−
(

V

L

)2 ∑

k1,k2,k3,k4

1

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)
{

δk1−k2+k3−k4,0[v1(k1, k2, k3, k4)]
2 + δk1−k2+k3−k4,±π[v2(k1, k2, k3, k4)]

2
}

.(5.49)



68 5 Störungstheorie in der Coulomb-We
hselwirkungDarüber hinaus gibt es den Beitrag der ZTLA mit parallelen Spins (ZTLA ‖). Mit (C.5)ist
E

V 2,ZTLA‖
0 =

∑

|rs〉∈{|20〉, |02〉}

V 2
∣∣∣〈FS|V̂ |rs〉

∣∣∣
2

E
(0)
0 − E

(0)
|rs〉

=
∑

k1<k3,k2<k4,σ

−V 2|〈FS|V̂ b̂+
k1,σâk2,σ b̂+

k3,σâk4,σ|0〉|2

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)

=− 2

(
V

L

)2 ∑

k1<k3,k2<k4

1

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)
{

δk1−k2+k3−k4,0[v1(k1, k2, k3, k4)− v1(k1, k4, k3, k2)]
2

+ δk1−k2+k3−k4,±π[v2(k1, k2, k3, k4)− v2(k1, k4, k3, k2)]
2
}

. (5.50)Die Summationsbes
hränkungen können aufgehoben und dur
h einen Faktor 1/4 berü
k-si
htigt werden.5.2.3.3 Mis
htermeDer einzige Beitrag zur Grundzustandsenergie proportional zu UV stammt von einer Zwei-Teil
hen-Lo
h-Anregung mit entgegengesetzten Spins und ergibt mit (C.1) und (C.3)
EUV,ZTLA↑↓

0 =UV
∑

|11〉

〈FS|V̂ |11〉〈11|D̂|FS〉+ h.c.

E
(0)
0 − E

(0)
|11〉

=
∑

k1,k2,k3,k4

UV

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)
{
〈FS|V̂ b̂+

k1,↑âk2,↑b̂
+
k3,↓âk4,↓|FS〉〈FS|D̂b̂+

k1,↑âk2,↑b̂
+
k3,↓âk4,↓|FS〉∗ + h.
.}

=
2UV

L2

∑

k1,k2,k3,k4

1

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)
{

δk1−k2+k3−k4,0u1(k1, k2, k3, k4)v1(k1, k2, k3, k4)

+ δk1−k2+k3−k4,±πu2(k1, k2, k3, k4)v2(k1, k2, k3, k4)
}

. (5.51)Die Beiträge aus (5.44), (5.46), (5.48), (5.47), (5.49), (5.50) und (5.51) liefern die Grund-zustandsenergie bis zur zweiten Ordnung in der Coulomb-We
hselwirkung. Sie werden inAbs
hnitt 6.1 mit DMRG-Re
hnungen vergli
hen.



5.3 Einteil
henlü
ke 695.3 Einteil
henlü
keIm Abs
hnitt 2.3 wurde die Einteil
henlü
ke (2.13) de�niert
∆1(N) = [E0(N + 1)− E0(N)]− [E0(N)−E0(N − 1)] . (5.52)Sie bestimmt den Beginn des Teil
hen-Lo
h-Kontinuums: Elektron-Lo
h-Paare mit Ener-gien gröÿer als ∆1 sind ungebunden. In einem Teil
hen-Lo
h-symmetris
hen Modell wiedem hier untersu
hten (5.4) gilt

∆1(N) = 2[E0(N + 1)− E0(N)] . (5.53)Damit genügt es, die Grundzustandsenergie für das halbgefüllte Modell mit einem zusätz-li
hen Elektron zu bere
hnen. Dieses zusätzli
he Elektron hat den Impuls p = −π/2, dadas untere Peierls-Band bereits vollständig besetzt ist und die Energie des oberen Peierls-Bandes an diesem Punkt minimal ist. Somit trägt das Elektron bei p die niedrigstmögli
heEnergie.Um die Energie des Grundzustandes mit L + 1 Teil
hen zu bestimmen, sind Matrix-elemente der Form MN+1(p) = 〈0|b̂p,σÔb̂+
p,σ|0〉 auszure
hnen, wobei Ô ∈ {D̂ , V̂ }. Um dieentspre
henden Beiträge zur Lü
ke zu erhalten, zieht man die jeweiligen Matrixelementefür N = L Teil
hen ab. Die Bere
hnung dieser Matrixelemente �ndet si
h im Anhang C.2.Im folgenden sind die Ergebnisse der Einteil
henlü
ke bis eins
hlieÿli
h der zweiten Ord-nung aufgeführt, wobei hier die Annahme getro�en wird, daÿ das zusätzli
he ElektronSpin ↑ hat. Wegen der Invarianz des Modells unter Spinrotation hat dies keinen Ein�uÿauf das Ergebnis.5.3.1 Beitrag führender OrdnungWie im Abs
hnitt 2.3 gezeigt, ist der Beitrag führender Ordnung

∆
(0)
1 = 2E(p) = 4tδ , (5.54)unabhängig von der Systemgröÿe L.5.3.2 Beiträge erster Ordnung in der Coulomb-We
hselwirkung5.3.2.1 Hubbard-We
hselwirkungDie erste Ordnung in U vers
hwindet wegen der Teil
hen-Lo
h-Symmetrie,

∆U
1 = U

(
〈FS|b̂p,↑D̂b̂+

p,↑|FS〉 − 〈FS|D̂|FS〉
)

= 0 . (5.55)



70 5 Störungstheorie in der Coulomb-We
hselwirkung5.3.2.2 Langrei
hweitige We
hselwirkungDie erste Ordnung in V liefert einen endli
hen Beitrag zur Energielü
ke
∆V

1 = 2V
(
〈FS|b̂p,↑V̂ b̂+

p,↑|FS〉 − 〈FS|V̂ |FS〉
)

= 2
∑

−L/2<r<L/2

r|2=1

4tV (r)

(
cos(p)

E(p)
cos(pr)Aδ(r) +

δ sin(p)

E(p)
sin(pr)Bδ(r)

)

=
∑

−L/2<r<L/2

r|2=1

4V (r)(−1)[(r−1)/2]Bδ(r) , (5.56)wobei (C.8) und (5.46) verwendet wurden und im letzten S
hritt p = −π/2 eingesetztwurde.5.3.3 Beiträge zweiter Ordnung in der Coulomb-We
hselwirkung5.3.3.1 Hubbard-We
hselwirkungIn der zweiten Ordnung in U tragen Ein- sowie Zwei-Teil
hen-Lo
h-Anregungen mit ent-gegengesetzten Spins bei. Mit (C.6) erhält man
∆U2,ETLA

1 =2
∑

k1,k2,k3

U2|〈FS|b̂p,↑D̂b̂+
k1,↓âk2,↓b̂

+
k3,↑|FS〉|2

E(p)− (E(k1) + E(k2) + E(k3))

=

(
U

L

)2 ∑

k1,k2,k3

2 (1− δp,k1
)

E(p)− (E(k1) + E(k2) + E(k3))
{
δk1−k2+k3−p,0[u2(k1, k2, k3, p)]2 + δk1−k2+k3−p,±π[u1(k1, k2, k3, p)]2

}
,(5.57)und mit (C.7) und (C.1)

∆U2, ZTLA↑↓
1 =2




∑

k1,k2,k3,k4

|〈FS|b̂p,↑UD̂b̂+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↓âk4,↓b̂

+
p,↑|FS〉|2

− (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))
− EU2,ZTLA↑↓

0




=

(
U

L

)2 ∑

k1,k2,k3,k4

2δp,k1

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)
{
δk1−k2+k3−k4,0[u1(k1, k2, k3, k4)]

2 + δk1−k2+k3−k4,±π[u2(k1, k2, k3, k4)]
2
}

.(5.58)



5.3 Einteil
henlü
ke 715.3.3.2 Langrei
hweitige Coulomb-We
hselwirkungIn der zweiten Ordnung in V tragen Ein-Teil
hen-Lo
h-Anregungen sowohl mit entgegen-gesetzten als au
h mit parallelen Spins bei,
∆V 2,ETLA

1 =2




∑

k1,k2,k3, τ

V 2 (1− δτ,↑/2) |〈FS|b̂p,↑V̂ b̂+
k1,τ âk2,τ b̂

+
k3,↑|FS〉|2

E(p)− (E(k1) + E(k2) + E(k3))
−EV 2, ETLA

0




=2

((
V

L

)2 ∑

k1,k2,k3

1

E(p)− (E(k1) + E(k2) + E(k3))
{

Θ(k1 − k3)

[
δk1−k2+k3−p,0

{
δp,k3

δk1,k2
Lv0(k1)− δp,k1

δk2,k3
Lv0(k3)

+ v2(k3, p, k1, k2)− v2(k1, p, k3, k2)
}2

+ δk1−k2+k3−p,±π

{
v1(k3, p, k1, k2)− v1(k1, p, k3, k2)

}2
]

+ δk1−k2+k3−p,0

{
δp,k3

δk1,k2
Lv0(k1) + v2(k3, p, k1, k2)

}2

+ δk1−k2+k3−p,±π

{
v1(k3, p, k1, k2)

}2
}
− EV 2,ETLA

0

)
, (5.59)wobei (C.10) und (C.11) verwendet wurden. Zudem liefern die Zwei-Teil
hen-Lo
h-Anre-gungen mit entgegengesetzten Spins na
h (C.12)

∆V 2,ZTLA↑↓
1 =2




∑

k1,k2,k3,k4

V 2
∣∣∣〈FS|b̂p,↑V̂ b̂+

k1,↑âk2,↑b̂
+
k3,↓âk4,↓b̂

+
p,↑|FS〉

∣∣∣
2

− (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))
− EV 2,ZTLA ↑↓

0




=

(
V

L

)2 ∑

k1,k2,k3,k4

2δk1,p

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)
{
δk1−k2+k3−p,0[v1(k1, k2, k3, k4)]

2 + δk1−k2+k3−p,±π[v2(k1, k2, k3, k4)]
2
}

.(5.60)Der Beitrag für die ZTLA mit parallelen Spins lautet mit (C.13)
∆

V 2,ZTLA‖
1 =2




∑

k1<k3,k2<k4,τ

V 2|〈FS|b̂p,↑V̂ b̂+
k1,τ âk2,τ b̂

+
k3,τ âk4,τ b̂

+
p,↑|FS〉|2

− (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))
− E

V 2, ZTLA ‖
0




=

(
V

L

)2 ∑

k1<k3,k2<k4,τ

2(δk1,p + δk3,p)

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)
{
δk1−k2+k3−p,0 [v1(k1, k2, k3, k4)− v1(k1, k4, k3, k2)]

2

+ δk1−k2+k3−p,±π[v2(k1, k2, k3, k4)− v2(k1, k4, k3, k2)]
2
}

. (5.61)



72 5 Störungstheorie in der Coulomb-We
hselwirkung5.3.3.3 Mis
htermeIn der zweiten Ordnung der gemis
hten Coulomb-Anteile gibt es den Beitrag der ETLAmit entgegengesetzten Spins,
∆UV,ETLA

1 =2
∑

k1,k2,k3,τ

UV

E(p)− (E(k1) + E(k2) + E(k3))
{
〈FS|b̂p,↑D̂b̂+

k1,↓âk2,↓b̂
+
k3,↑|FS〉〈FS|b̂p,↑V̂ b̂+

k1, ↓âk2, ↓b̂
+
k3,↑|FS〉∗ + h.c.

}

=

(
4UV

L2

) ∑

k1,k2,k3

1

E(p)− (E(k1) + E(k2) + E(k3))
{

δk1−k2+k3−p,0v2(k3, p, k1, k2)u2(k1, k2, k3, p)

+ δk1−k2+k3−p,±πv1(k3, p, k1, k2)u1(k1, k2, k3, p)
}

, (5.62)na
h Glei
hungen (C.6) und (C.10).Die ZTLA mit entgegengesetzten Spins liefern
∆UV,ZTLA↑↓

1 =2

( ∑

k1,k2,k3,k4

(−UV )

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)
{
〈FS|b̂p,↑D̂b̂+

k1,↑âk2,↑b̂
+
k3,↓âk4,↓b̂

+
p,↑|FS〉

〈FS|b̂p,↑V̂ b̂+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↓âk4,↓b̂

+
p,↑|FS〉∗ + h.c.

}
− EUV,ZTLA↑↓

0

)

=

(
4UV

L2

) ∑

k1,k2,k3,k4

δk1,p

E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4)
{

δk1−k2+k3−p,0u1(k1, k2, k3, k4)v1(k1, k2, k3, k4)

+ δk1−k2+k3−p,±πu2(k1, k2, k3, k4)v2(k1, k2, k3, k4)
}

, (5.63)wobei Glei
hungen (C.7) und (C.12) verwendet wurden.Die Terme (5.54), (5.56), (5.57), (5.58), (5.59), (5.60), (5.61), (5.62) und (5.63) ergebenzusammen die Einteil
henlü
ke bis eins
hlieÿli
h der zweiten Ordnung in der Coulomb-We
hselwirkung. Die Ergebnisse werden im Abs
hnitt 6.2 mit DMRG-Re
hnungen vergli-
hen.5.4 Matrixelemente der optis
hen AnregungenAufgrund der Gültigkeit der Störungstheorie gilt für die Spin- und die Ladungslü
ken ∆sund ∆c

∆c ≡ E1(N,S = 0)− E0(N,S = 0) = Es −E0 , (5.64)
∆s ≡ E1(N,S = 1)− E0(N,S = 0) = Et − E0 , (5.65)



5.4 Matrixelemente der optis
hen Anregungen 73wobei E(s/t) die Energie des ersten angeregten Singuletts (Tripletts) bezei
hnet. Im fol-genden werden die Ausdrü
ke der Energien E(s/t) dargestellt. Grundsätzli
h treten bei derBere
hnung der Energiebeiträge zweiter Ordnung des ersten angeregten Singuletts bzw.Tripletts Matrixelemente der folgenden Art auf,
M0,(s/t)(p1, p2) = (s/t)〈p1|ĤP|p2〉(s/t) − δp1,p2

E
(0)
0 , (5.66)

M1,(s/t)(p1, p2) = (s/t)〈p1|Ŵ |p2〉(s/t) − δp1,p2
E

(1)
0 , (5.67)

M2,(s/t)(e; p1, p2) =
∑

|m〉

(s/t)〈p1|Ŵ |m〉(s/t)(s/t)〈m|Ŵ |p2〉(s/t)

e− (E
(0)
m − E

(0)
0 )

. (5.68)Die Bere
hnung der einzelnen Matrixelemente �ndet si
h im Anhang C.3. Im folgendenwerden die Ergebnisse zusammengestellt.5.4.1 Matrixelement in führender OrdnungDer energetis
h günstigste Triplett- oder Singulettzustand im Falle vers
hwindender Cou-lomb-Abstoÿung ist eine optis
he Elektron-Lo
h-Anregung beim Impuls p1 = −π/2, sieheAbb. 5.4, die einen diagonalen Beitrag liefert,
M0,(s/t)(p1, p2) = δp1,p2

2E(p1) . (5.69)
↑

k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

↓

k

E(k)

−π/2a0 π/2a0

Abbildung 5.4 Ein-Teil
hen-Lo
h-Anregung mit der niedrigstmögli
hen Energie.5.4.2 Matrixelemente erster Ordnung in der Coulomb-We
hselwirkung5.4.2.1 Hubbard-We
hselwirkungDie Matrix der ersten Ordnung der lokalen Coulomb-We
hselwirkung ergibt si
h na
h(C.16)
MU

1,(s/t)(p1, p2) = ±U

L
. (5.70)



74 5 Störungstheorie in der Coulomb-We
hselwirkung5.4.2.2 Langrei
hweitige Coulomb-We
hselwirkungIn der ersten Ordnung in der langrei
hweitigen Coulomb-We
hselwirkung erhält man mit(C.21) und (5.46)
MV

1,(s/t)(p1, p2) =
∑

−L/2<r<L/2

r|2=1

V (r)δp1,p2

[8 cos(p1) cos(p1r)

E(p1)
Aδ(r)

+
8δ sin(p1) sin(p1r)

E(p1)
Bδ(r)

]

− 2

L

∑

r 6=0

V (r) cos((p1 − p2)r)
[
f2
2 (p1, p2) + (−1)rf2

1 (p1, p2)
]

+
2

L

∑

r 6=0

V (r) [1 + (1± 1)(−1)r ] . (5.71)5.4.3 Matrixelemente zweiter Ordnung in der Coulomb-We
hselwirkung5.4.3.1 Hubbard-We
hselwirkungZur zweiten Ordnung in der lokalen Coulomb-We
hselwirkung tragen Zwei- sowie Drei-Teil
hen-Lo
h-Anregungen mit entgegengesetzten Spins bei. Mit (C.17) ergibt si
h für dieZwei-Teil
hen-Lo
h-Anregungen
MU2,ZTLA↑↓

2,(s/t) (e; p1, p2) =
∑

k1,k2,k3,k4

{
(s/t)

〈
p1|UD̂b̂+

k1,↑âk2,↑b̂
+
k3,↓âk4,↓|FS

〉}
{p1 → p2}∗

e− (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))

=

(
U2

2L2

) ∑

k1,k2,k3,k4

1

e− (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))

{δp1,k2
− δp1,k1

± [δp1,k4
− δp1,k3

]} {p1 → p2}{
δk1−k2+k3−k4,0[u2(k1, k2, k3, k4)]

2

+ δk1−k2+k3−k4,±π[u1(k1, k2, k3, k4)]
2
}

. (5.72)Die Drei-Teil
hen-Lo
h-Anregungen (DTLA) tragen bei
MU2,DTLA

2,(s/t) (e; p1, p2) =
1

2

∑

k1<k3,k2<k4,k5,k6

2U2

e−∑6
j=1 E(kj)

{
(s/t)〈p1|D̂b̂+

k1,↑âk2,↑b̂
+
k3,↑âk4,↑b̂

+
k5,↓âk6,↓|FS〉

}{
p1 → p2

}∗

. (5.73)
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hen Anregungen 75Mit (C.18) folgt
MU2, DTLA

2,(s/t) (e; p1, p2) =

(
U

L

)2 ∑

k1<k3,k2<k4,k5,k6

1

e−∑6
j=1 E(kj)

[
δk1−k2+k3−k4+k5−k6,0

{
δp1,k1

δk1,k2
u1(k3, k4, k5, k6) + δp1,k3

δk3,k4
u1(k1, k2, k5, k6)

− δp1,k1
δk1,k4

u1(k3, k2, k5, k6)− δp1,k3
δk3,k2

u1(k1, k4, k5, k6)
}

{
p1 → p2

}

+ δk1−k2+k3−k4+k5−k6,±π{
δp1,k1

δk1,k2
u2(k3, k4, k5, k6) + δp1,k3

δk3,k4
u2(k1, k2, k5, k6)

− δp1,k1
δk1,k4

u2(k3, k2, k5, k6)− δp1,k3
δk3,k2

u2(k1, k4, k5, k6)
}

{
p1 → p2

}]
. (5.74)Für die konkreten numeris
hen Auswertungen (L ≤ 140) werden die auftretenden k-Sum-men mithilfe der Impulserhaltungen reduziert. Da die Matrixelemente antisymmetris
hunter der Vertaus
hung von k1 mit k3 bzw. k2 mit k4 sind und die Matrixelemente paar-weise auftreten, können die Summationsbes
hränkungen aufgehoben und mit einem Faktor

1/4 berü
ksi
htigt werden. Man erkennt jedo
h bereits hier, warum die zweite OrdnungStörungstheorie die Ma
hbarkeitsgrenze darstellt: in der dritten Ordnung treten Fünf-Teil-
hen-Lo
h-Anregungen auf, die analytis
h und numeris
h ni
ht mehr handhabbar sind.5.4.3.2 Langrei
hweitige Coulomb-We
hselwirkungDa ein einzelnes Teil
hen-Lo
h-Paar dur
h V̂ abgeregt werden kann, trägt au
h eine Null-Teil
hen-Lo
h-Anregung (NTLA) zur zweiten Ordnung in der langrei
hweitigen Coulomb-We
hselwirkung bei. Mit (C.22) folgt
MV 2,NTLA

2,(s/t) (e; p1, p2) =
(s/t)〈p1|V̂ |FS〉〈FS|V̂ |p2〉(s/t)

e
=

V 2

2

(1± 1)2v0(p1)v0(p2)

e
.Die Zwei-Teil
hen-Lo
h-Anregungen mit entgegengesetzten Spins liefern mit (C.23)

MV 2, ZTLA↑↓
2,(s/t) (e; p1, p2) =

∑

k1,k2,k3,k4

{
(s/t)〈p1|V̂ b̂+

k1,↑âk2,↑b̂
+
k3,↓âk4,↓|FS〉

}{
p1 → p2

}

e− (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))
, (5.75)
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hselwirkung
MV 2, ZTLA↑↓

2,(s/t) (e; p1, p2) =
1

2

(
V

L

)2 ∑

k1,k2,k3,k4

1

e− (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))
[
δk1−k2+k3−k4,0

{
δk1,k2

δk3,k4
L (δp1,k1

v0(k3)± δp1,k3
v0(k1))

+ (δp1,k2
− δp1,k1

) v2(k1, k2, k3, k4)

± (δp1,k4
− δp1,k3

) v2(k3, k4, k1, k2)
}{

p1 → p2

}

+ δk1−k2+k3−k4,±π{
(δp1,k2

− δp1,k1
) v1(k1, k2, k3, k4)

± (δp1,k4
− δp1,k3

) v1(k3, k4, k1, k2)
}{

p1 → p2

}]
. (5.76)Zwei-Teil
hen-Lo
h-Anregung mit parallelen Spins liefern mit (C.25)

M2,(s/t)
V 2, ZTLA‖(e; p1, p2)

=
∑

k1<k3,k2<k4

V 2
{

(s/t)

〈
p1|V̂ b̂+

k1,↑âk2,↑b̂
+
k3,↑âk4,↑|FS

〉}{
p1 → p2

}

e− (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))

=

(
V

L

)2 ∑

k1<k3,k2<k4

1

e− (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))
[
δk1−k2+k3−k4,0

{
(δk1,k2

δk3,k4
− δk1,k4

δk3,k2
)L [δp1,k1

v0(k3) + δp1,k3
v0(k1)]

2

+ (δp1,k2
− δp1,k1

) v2(k1, k2, k3, k4) + (δp1,k4
− δp1,k3

) v2(k3, k4, k1, k2)

− (δp1,k2
− δp1,k3

) v2(k1, k4, k3, k2)− (δp1,k4
− δp1,k1

) v2(k3, k2, k1, k4)
}

{
p1 → p2

}
+ δk1−k2+k3−k4,±π

{
(δp1,k2

− δp1,k1
) v1(k1, k2, k3, k4) + (δp1,k4

− δp1,k3
) v1(k3, k4, k1, k2)

− (δp1,k2
− δp1,k3

) v1(k1, k4, k3, k2)− (δp1,k4
− δp1,k1

) v1(k3, k2, k1, k4)
}

{
p1 → p2

}]
. (5.77)Der Beitrag der Drei-Teil
hen-Lo
h-Anregungen mit entgegengesetzten Spins

M2,(s/t)
V 2, DTLA⊥(e; p1, p2) =

∑

k1<k3,k2<k4,k5,k6

V 2

e−∑6
j=1 E(kj)

{
(s/t)

〈
p1

∣∣∣V̂ b̂+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑b̂

+
k5,↓âk6,↓

∣∣∣FS
〉}{

p1 → p2

} (5.78)
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hen Anregungen 77ergibt si
h zu
M2,(s/t)

V 2, DTLA⊥(e; p1, p2) =

(
V

L

)2 ∑

k1<k3,k2<k4,k5,k6

1

e−∑6
j=1 E(kj)

[
δk1−k2+k3−k4+k5−k6,0

{
δk3,k4

δp1,k3
v1(k1, k2, k5, k6) + δk1,k2

δp1,k1
v1(k3, k4, k5, k6)

− δk1,k4
δp1,k1

v1(k3, k2, k5, k6)− δk3,k2
δp1,k3

v1(k1, k4, k5, k6)

± (δk5,k6
δp1,k5

v1(k1, k2, k3, k4)− δk5,k6
δp1,k5

v1(k1, k4, k3, k2))
}{

p1 → p2

}

+ δk1−k2+k3−k4+k5−k6,±π{
δk3,k4

δp1,k3
v2(k1, k2, k5, k6) + δk1,k2

δp1,k1
v2(k3, k4, k5, k6)

− δk1,k4
δp1,k1

v2(k3, k2, k5, k6)− δk3,k2
δp1,k3

v2(k1, k4, k5, k6)

± (δk5,k6
δp1,k5

v2(k1, k2, k3, k4)− δk5,k6
δp1,k5

v2(k1, k4, k3, k2))
}{

p1 → p2

}]
,(5.79)wobei (C.26) verwendet wurde. Die Impulserhaltungen reduzieren den numeris
hen Auf-wand auf ein erträgli
hes Maÿ.Mithilfe von (C.29) ergeben die Drei-Teil
hen-Lo
h-Anregungen mit parallelen Spinsden Beitrag

M2,(s/t)
V 2,DTLA‖(e; p1, p2)

=
∑

k1<k3<k5,k2<k4<k6

V 2
{

(s/t)

〈
p1

∣∣∣V̂
(
b̂+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑b̂

+
k5,↑âk6,↑

)∣∣∣FS
〉}{

p1 → p2

}

e−∑6
j=1 E(kj)

=

(
V

L

)2 ∑

k1<k3<k5,k2<k4<k6

1

e−
∑6

j=1 E(kj)

∑

f=1,2

δk1−k2+k3−k4+k5−k6,±(f−1)π

{
δk5,k6

δp1,k5
(vf (k1, k2, k3, k4)− vf (k3, k2, k1, k4))

+ δk3,k4
δp1,k3

(vf (k1, k2, k5, k6)− vf (k5, k2, k1, k6))

+ δk1,k2
δp1,k1

(vf (k3, k4, k5, k6)− vf (k5, k4, k3, k6))

− δk1,k4
δp1,k1

(vf (k3, k2, k5, k6)− vf (k5, k2, k3, k6))

− δk1,k6
δp1,k1

(vf (k3, k4, k5, k2)− vf (k5, k4, k3, k2))

− δk3,k2
δp1,k3

(vf (k1, k4, k5, k6)− vf (k5, k4, k1, k6))

− δk3,k6
δp1,k3

(vf (k1, k2, k5, k4)− vf (k5, k2, k1, k4))

− δk5,k2
δp1,k5

(vf (k1, k6, k3, k4)− vf (k3, k6, k1, k4))

− δk5,k4
δp1,k5

(vf (k1, k2, k3, k6)− vf (k3, k2, k1, k6))
}{

p1 → p2

}
. (5.80)
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hselwirkung5.4.3.3 Mis
htermeZur zweiten Ordnung der gemis
hten lokalen und langrei
hweitigen Coulomb-We
hselwir-kungsbeiträge steuern alle Anregungen bei, deren Beiträge zur zweiten Ordnung in derlokalen Coulomb-We
hselwirkung ni
ht vers
hwinden.Zum ersten erhält man Beiträge der Zwei-Teil
hen-Lo
h-Anregungen mit unters
hiedli-
hen Spins na
h (C.17) und (C.23)
MUV,ZTLA↑↓

2,(s/t) (e; p1, p2)

=
∑

k1,k2,k3,k4

UV

e− (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))

(
(s/t)

〈
p1

∣∣∣V̂ b̂+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↓âk4,↓

∣∣∣FS
〉〈

FS
∣∣∣â+

k2,↑b̂k1,↑â
+
k4,↓b̂k3,↓D̂

∣∣∣ p2

〉
(s/t)

+
{

p1 ↔ p2

}∗
)

=

(
UV

2L2

) ∑

k1,k2,k3,k4

1

e− (E(k1) + E(k2) + E(k3) + E(k4))

(
δk1−k2+k3−k4,0

[{
(δp2,k2

− δp2,k1
) u2(k1, k2, k3, k4)± (δp2,k4

− δp2,k3
) u2(k3, k4, k1, k2)

}

{
(δp1,k2

− δp1,k1
) v2(k1, k2, k3, k4)± (δp1,k4

− δp1,k3
) v2(k3, k4, k1, k2)

}
+ {p1 ↔ p2}

]

+ δk1−k2+k3−k4,±π

{
(δp2,k2

− δp2,k1
) u1(k1, k2, k3, k4)

± (δp2,k4
− δp2,k3

)u1(k3, k4, k1, k2)
}

{
(δp1,k2

− δp1,k1
) v1(k1, k2, k3, k4)± (δp1,k4

− δp1,k3
) v1(k3, k4, k1, k2)

}
+ {p1 ↔ p2}

)
.(5.81)Für die Drei-Teil
hen-Lo
h-Anregungen mit entgegengesetzten Spins ist die Bere
hnungdes na
hfolgenden Matrixelements erforderli
h

MUV, DTLA⊥
2,(s/t) (e; p1, p2)

=
∑

k1<k3,k2<k4,k5,k6

2UV

e−∑6
j=1 E(kj)

(
(s/t)

〈
p1

∣∣∣V̂ b̂+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑b̂

+
k5,↓âk6,↓

∣∣∣FS
〉〈

FS
∣∣∣â+

k2,↑b̂k1,↑â
+
k4,↑b̂k3,↑â

+
k6,↓b̂k5,↓D̂

∣∣∣ p2

〉
(s/t)

+
{
p1 ↔ p2

}∗
)

. (5.82)
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he Anregungen 79Mit (C.18) und (C.26) ergibt si
h
M2,(s/t)

UV,DTLA⊥(e; p1, p2)

=

(
UV

L2

) ∑

k1<k3,k2<k4,k5,k6

1

e−∑6
j=1 E(kj)

∑

f=1,2

δk1−k2+k3−k4+k5−k6,±(f−1)π[{
δk3,k4

δp2,k3
uf (k1, k2, k5, k6) + δk1,k2

δp2,k1
uf (k3, k4, k5, k6)

− δk1,k4
δp2,k1

uf (k3, k2, k5, k6)− δk3,k2
δp2,k3

uf (k1, k4, k5, k6)
}

{
δk3,k4

δp1,k3
vf (k1, k2, k5, k6) + δk1,k2

δp1,k1
vf (k3, k4, k5, k6)

− δk1,k4
δp1,k1

vf (k3, k2, k5, k6)− δk3,k2
δp1,k3

vf (k1, k4, k5, k6)

± (δk5,k6
δp1,k5

vf (k1, k2, k3, k4)− δk5,k6
δp1,k5

vf (k1, k4, k3, k2))
}

+
{
p1 ↔ p2

}]
.(5.83)5.5 Optis
he AnregungenIn diesem Abs
hnitt werden die vers
hiedenen Mögli
hkeiten vorgestellt, Exzitonen mit-hilfe der Matrizen M0, M1 und M2 zu bere
hnen. Die konkrete Auswertung der Formelnund der Verglei
h mit DMRG-Resultaten �ndet si
h im nä
hsten Kapitel, Abs
hnitt 6.3.5.5.1 Wannier-StörungstheorieIn diesem Kapitel werden die Formeln aus Abs
hnitt 5.1.2 konkretisiert.5.5.1.1 Wannier-Störungstheorie erster OrdnungNa
h Glei
hung (5.13) ist in erster Ordnung der Wannier-Störungstheorie die Wannier-Matrix mit den Einträgen

MW(p1, p2) = M0,(s/t)(p1, p2) + M1,(s/t)(p1, p2) (5.84)zu diagonalisieren [7℄. Daraus erhält man die Eigenenergien e(s/t) und die zugehörigenEigenzustände mit den Amplituden w(s/t)(p). Man erhält so die Ergebnisse in [2℄.5.5.1.2 Wannier-Störungstheorie zweiter OrdnungUm die Korrektur zweiter Ordnung auszure
hnen, muÿ (5.15) ausgewertet werden. DieAnregungsenergie des Singulett- und Triplett-Exzitons wird korrigiert um den Beitragzweiter Ordnung
e
(2)
(s/t) =

∑

|m〉6=|(s/t)〉

〈(s/t)|Ĥ⊥|m〉〈m|Ĥ⊥|(s/t)〉
e
(0)
(s/t) − (E

(0)
m − E

(0)
0 )

. (5.85)



80 5 Störungstheorie in der Coulomb-We
hselwirkungDabei wurde die re
hte Seite von (5.15) konsequent bis zur zweiten Ordnung in der Störungentwi
kelt, d.h. der Nenner von (5.85) enthält nur die Beiträge der kinetis
hen Energie desExzitons,
e
(0)
(s/t) =

∑

k

[w(s/t)(k)]22E(k) . (5.86)Im Prinzip ist es denkbar, die vollständige Anregungsenergie des Exzitons im Nenner von(5.85) zu verwenden. Zum einen wäre dies inkonsistent und zum anderen zeigt si
h, daÿdadur
h keine Verbesserung der Ergebnisse errei
ht werden kann. Daher wird auf dieseVariante ni
ht weiter eingegangen.Insgesamt bere
hnet si
h der Energiebeitrag zweiter Ordnung zu
e
(2)
(s/t) =

∑

p1,p2

w(s/t)(p1)w(s/t)(p2)M2,(s/t)(e
(0)
(s/t); p1, p2)− E

(2)
0 . (5.87)5.5.2 Two-Step-StörungstheorieWie in Abs
hnitt 5.1.3 ausgeführt wurde, stimmen die Ergebnisse der Wannier-Störungs-theorie mit denen der Two-Step-Störungstheorie zur ersten Ordnung überein. Zur Aus-wertung der zweiten Ordnung in (5.25) benötigt man eine weitere Hilfsmatrix mit denEinträgen

B(s/t)(p1, p2) =
∑

|m〉

(s/t)〈p1|Ŵ |m〉〈m|Ŵ |p2〉(s/t)

E
(0)
m − E

(0)
0

(2E(p1)− (E
(0)
m − E

(0)
0 ))(2E(p2)− (E

(0)
m − E

(0)
0 ))

. (5.88)Um die Einträge der Matrix zu bere
hnen, müssen ledigli
h die Energienenner der Aus-drü
ke in Abs
hnitt 5.4 geeignet substituiert werden.Die Energie der exzitonis
hen Anregungen ergibt si
h dur
h Diagonalisierung der Ge-samtmatrix mit den Einträgen
A(s/t)(p1, p2) =M0,(s/t)(p1, p2) + M1,(s/t)(p1, p2) + δp1,p2

(
M2,(s/t)(2E(p1); p1, p1)− E

(2)
0

)

(1− δp1,p2
)
(
M2,(s/t)(2E(p1); p1, p2) + M2,(s/t)(2E(p2); p1, p2)

+ B(s/t)(p1, p2)
)

. (5.89)5.5.3 Downfolding-StörungstheorieIn der Downfolding-Störungstheorie muÿ na
h Abs
hnitt 5.1.4 die e�ektive Hamilton-Matrix mit den Einträgen
F(s/t)(e(s/t); p1, p2) = M0,(s/t)(p1, p2) + M1,(s/t)(p1, p2) + M2,(s/t)(e(s/t); p1, p2)− δp1,p2

E
(2)
0(5.90)diagonalisiert werden. Der niedrigste Eigenwert ist selbstkonsistent zu bestimmen undliefert die exzitonis
he Anregungsenergie im Downfolding-Formalismus.



6 ErgebnisseIn diesem Kapitel werden die aus der Störungstheorie gewonnenen Resultate für die Grund-zustandsenergie, die Einteil
henlü
ke und die optis
hen Anregungen dargestellt und disku-tiert. In allen störungstheoretis
hen Ausdrü
ken zur Bere
hnung dieser Gröÿen tau
ht dieGitterlänge L auf. Im Prinzip ist man an den physikalis
hen Eigens
haften des Systemsim thermodynamis
hen Limes interessiert und erwartet, daÿ Korrekturen aufgrund derendli
hen Gitterlänge (`Finite-Size-E�ekte') systematis
h mit steigender Systemgröÿe ab-nehmen. Um dieses Verhalten zu analysieren, wird in jedem der folgenden drei Abs
hnittezunä
hst die Abhängigkeit der Resultate von der Gitterlänge untersu
ht. Für feste Gitter-länge und Dimerisierung wird ans
hlieÿend die Abhängigkeit der physikalis
hen Gröÿenvon der Coulomb-We
hselwirkung betra
htet, zum einen für ein festes Verhältnis U/V = 2,zum anderen für festes V = t als Funktion von U .Das erweiterte Peierls-Hubbard-Modell ist bereits im Rahmen der Di
htematrix-Renor-mierungsgruppe (DMRG) untersu
ht worden [9℄. Die DMRG ist ein variationelles Ver-fahren, wel
hes die Grundzustandsenergien und die zugehörigen Wellenfunktionen bere
h-net [5, 6℄. Diese Methode ist numeris
h exakt, intrinsis
he Fehler liegen im Promilleberei
h.Sie dient hier als Referenzmethode, um die Resultate der Wannier�Störungstheorie, derTwo�Step�Störungstheorie und der Downfolding�Störungstheorie qualitativ und quanti-tativ zu bewerten.In einem abs
hlieÿenden Abs
hnitt wird die Relevanz der Untersu
hung für Experimentein geordneten Polymeren diskutiert.6.1 Grundzustandsenergie: Verglei
h mit DMRGIn diesem Abs
hnitt werden die Ergebnisse der Rayleigh-S
hrödinger-Störungstheorie mitdenen der DMRG vergli
hen.6.1.1 Finite-Size-E�ekteIn Abbildung 6.1 ist die Grundzustandsenergiedi
hte E0/L als Funktion der inversen Git-terlänge (1/L) für festes U = 2V = 2t und δ = 0.2 dargestellt. Während die DMRG-Ergebnisse eine quadratis
he Abhängigkeit in (1/L) aufweisen, ist die störungstheoretis
hbere
hnete Grundzustandsenergie beinahe konstant, Abwei
hungen sind kleiner als dieStri
hstärke.Der Unters
hied zwis
hen der Störungstheorie und der DMRG ist die Wahl der Rand-bedingungen. Die DMRG verwendet o�ene Randbedingungen, die zu den erwarteten er-kennbaren systematis
hen Korrekturen in (1/L)2 zur Energiedi
hte E0/L führen. Bei der81



82 6 ErgebnisseWahl von periodis
hen Randbedingungen, wie sie in der Störungstheorie verwendet wur-den, sind die Korrekturen in (1/L)2 für δ = 0.2 bereits für U = V = 0 vers
hwindendklein. Sie bleiben daher klein im Berei
h der Gültigkeit der Störungstheorie. Wesentli
hist hier die Beoba
htung, daÿ die Grundzustandsenergie sowohl in der DMRG als au
h inder Störungstheorie bei L = 100 konvergiert ist. Bei L = 100 sind Unters
hiede zwis
henden Resultaten der DMRG und der Störungstheorie also signi�kant.

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

1/L

1.4

1.45

1.5

1.55

1.6

 ∆
1 

PT
DMRG

Abbildung 6.1 Abhängigkeit der Energiedi
hte des Grundzustandes E0/L von der inversen Gitter-länge (1/L) für festes U = 2V = 2t und δ = 0.2 in DMRG und Störungstheorie.6.1.2 DiskussionWie Abbildung 6.1 für U = 2V = 2t und δ = 0.2 zeigt, stimmen die Daten der Stö-rungstheorie hervorragend mit denen der DMRG überein. Erst dur
h die hohe Au�ösungder Ordinate, etwa 0.01t, ist ein Unters
hied überhaupt erkennbar. In Abbildung 6.2 istdie Grundzustandsenergiedi
hte für L = 100, δ = 0.2 und festes Verhältnis U/V = 2 alsFunktion von V dargestellt. Die Störungstheorie erster Ordnung (PT1) entfernt si
h be-reits ab V = 0.5 von der DMRG-Kurve. Im Gegensatz dazu ist die Störungstheorie zweiterOrdnung (PT) bis über V = 2 hinaus fast identis
h zu den DMRG-Daten; die Abwei
hungzur DMRG-Kurve liegt unter einem Prozent.Um den Ein�uÿ der lokalen Coulomb-Abstoÿung genauer zu untersu
hen, wird nun
U variiert. Abbildung 6.3 zeigt die Grundzustandsenergiedi
hte als Funktion von U für
L = 100, δ = 0.2 und V = t. Wieder ist eine sehr gute Übereinstimmung zu sehen;die Abwei
hungen liegen unter einem Prozent, obwohl U s
hon gröÿer als die Bandbreite
W = 4t ist.



6.1 Grundzustandsenergie: Verglei
h mit DMRG 83

0 0.5 1 1.5 2

V=U/2

-2

-1.8

-1.6

-1.4

-1.2

E
0 

/L
DMRG
PT
PT1

Abbildung 6.2 Abhängigkeit der Energiedi
hte des Grundzustands E0/L von V für festes U/V = 2,
L = 100 und δ = 0.2 in DMRG und Störungstheorie.
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Abbildung 6.3 Abhängigkeit der Energiedi
hte des Grundzustands E0/L von U für V = t, L = 100und δ = 0.2 in DMRG und Störungstheorie.



84 6 ErgebnisseUm einen Einbli
k zu bekommen, in wel
hem Parameterberei
h die ersten relevantenAbwei
hungen zu �nden sind, ist die Grundzustandsenergiedi
hte als Funktion von U beikonstanten Werten V = 2t, L = 100 und δ = 0.2 in Abbildung 6.4 dargestellt. Numeris
heund analytis
he Ergebnisse stehen bis zu einem Wert von U ≈ 3t in Einklang miteinander.Selbst bei sehr groÿer lokaler Coulomb-We
hselwirkung U ≈ 5t liegen die Abwei
hungenunter zehn Prozent.
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Abbildung 6.4 Abhängigkeit der Energiedi
hte des Grundzustands E0/L von U für V = 2t, L = 100und δ = 0.2 in DMRG und Störungstheorie.Die Verglei
he der Grundzustandsenergie der Rayleigh-S
hrödinger-Störungstheorie mitden DMRG-Resultaten zeigen, daÿ die Störungstheorie quantitativ bis in Berei
he groÿerCoulomb-Parameter U und V eine hervorragende Bes
hreibung für die Grundzustands-energie liefert.6.2 Einteil
henlü
ke: Verglei
h mit DMRGIn diesem Abs
hnitt werden die Ergebnisse für die Einteil
henlü
ke dargestellt und mitdenen der DMRG vergli
hen.6.2.1 Finite-Size-E�ekteZunä
hst wird die Abhängigkeit der Einteil
henlü
ke von der inversen Gitterlänge für festeDimerisierung δ = 0.2 und feste Coulomb-We
hselwirkung U = 2V = 2t in Abbildung 6.5dargestellt.
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Abbildung 6.5 Abhängigkeit der Einteil
henlü
ke ∆1 von der inversen Gitterlänge (1/L) für festes
U = 2V = 2t und δ = 0.2 in DMRG und Störungstheorie.Ebenso wie im Falle der Grundzustandsenergie liefert die Rayleigh-S
hrödinger-Stö-rungstheorie eine (fast) konstante Einteil
henlü
ke als Funktion der inversen Gitterlänge.Dies ist lei
ht verständli
h, da die Einteil
henlü
ke für periodis
he Randbedingungen undfür U = V = 0 keine (1/L)-Korrektur aufweist. Finite-Size-Korrekturen bleiben daherklein im Berei
h der Gültigkeit der Störungstheorie.Das DMRG-Resultat zeigt hingegen eine quadratis
he Abhängigkeit aufgrund der in die-sen Re
hnungen verwendeten o�enen Randbedingungen. Aus Abbildung 6.5 ist erkennbar,daÿ die Unters
hiede zwis
hen den Resultaten für L = 100 und dem thermodynamis
henLimes marginal sind. Daher genügt es au
h bei der Einteil
henlü
ke, die Ergebnisse vonDMRG und Störungstheorie für festes L = 100 zu verglei
hen. Wie Abbildung 6.5 bereitszeigt, wei
hen Resultate der Störungstheorie nur um wenige Prozent von den DMRG-Werten ab, wie im folgenden diskutiert wird.6.2.2 DiskussionDas Verhalten der Einteil
henlü
ke als Funktion von U/V = 2 für festes L = 100 und δ =

0.2 ist in Abbildung 6.6 gezeigt. Bis zu V = 1 verlaufen die Kurven ungefähr linear. Dieseslineare Verhalten für kleine V läÿt si
h dur
h Fluktuationen in der Ladungsdi
hte erklären,wel
he dur
h die Dimerisierung hervorgerufen werden. In [9℄ wurden bereits Ergebnisseder Störungstheorie erster Ordnung (PT1) aus [2℄ mit den hier dargestellten DMRG-Resultaten vergli
hen.



86 6 ErgebnisseDie Störungstheorie zweiter Ordnung verbessert o�enbar die Übereinstimmung zwis
henStörungstheorie und DMRG ni
ht ents
heidend, da si
h die Beiträge von U2, V 2 undder Mis
hterme UV beinahe kompensieren. Jenseits von U = 2V = 3t ist der relativeFehler bereits auf mehr als zehn Prozent angewa
hsen. Dies ist ni
ht erstaunli
h, denn beidieser Gröÿe der Coulomb-We
hselwirkung hat si
h der Absolutwert der Lü
ke um einenFaktor 2.5 vergröÿert.
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Abbildung 6.6 Abhängigkeit der Einteil
henlü
ke ∆1 von V für festes U/V = 2, L = 100 und
δ = 0.2 in DMRG (Punkte) und Störungstheorie. Untere Kurve: Störungstheorieerster Ordnung (PT1), obere Kurve: Störungstheorie zweiter Ordnung (PT).In Abbildung 6.7 ist das Verhalten der Einteil
henlü
ke bei variablem U und konstantem

V = t für L = 100 und δ = 0.2 dargestellt. In der Abbildung ist deutli
h zu erkennen,daÿ die analytis
hen Resultate qualitativ dasselbe Bild wie die numeris
hen Ergebnisseliefern. Insgesamt liegt die störungstheoretis
he Kurve jedo
h zu niedrig. Denno
h liefertdie Störungstheorie brau
hbare Ergebnisse: obwohl si
h die Einteil
henlü
ke gegenüberihrem Wert bei U = V = 0 vervierfa
ht hat, liegen die Abwei
hungen immer no
h unterzehn Prozent.Der Wert der Lü
ke für V = 1.5t und U = 3.0t bei festem L = 100 und δ = 0.2 wirdals Zahlenbeispiel herausgegri�en. Man �ndet ∆Abe
1 = ∆PT1

1 = 1.430t und ∆DMRG
1 =

1.8680t, das heiÿt, der Wert der Störungstheorie erster Ordnung wei
ht um 23 Prozentab. Die Hinzunahme der zweiten Ordnung in der Störungstheorie führt zu einem Wertder Einteil
henlü
ke von ∆PT
1 = 1.7229t und stellt daher bei einer Abwei
hung von a
htProzent eine wesentli
he Verbesserung dar.
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Abbildung 6.7 Abhängigkeit der Einteil
henlü
ke ∆1 von U/V für V = t, L = 100 und δ = 0.2 inDMRG und Störungstheorie.6.3 Optis
he Anregungen: Verglei
h mit DMRGIn diesem Abs
hnitt werden die störungstheoretis
hen Ergebnisse für die optis
hen Anre-gungen im erweiterten Peierls-Hubbard-Modell dargestellt und mit den Resultaten der nu-meris
h exakten DMRG vergli
hen. Insbesondere wird au
h die Wannier-Störungstheorieerster Ordnung einbezogen, die bereits von Abe et al. [2℄ untersu
ht worden war. In denfolgenden Abs
hnitten sind keine Ergebnisse der Downfolding-Methode dargestellt.Obwohl die selbstkonsistente, numeris
he Auswertung der Downfolding-Methode stabilläuft und unabhängig von den Startwerten konvergiert, unters
hätzt sie Ladungs- undSpinlü
ke eklatant und liefert daher keine brau
hbaren Ergebnisse. Im folgenden werdendie Ladungs- und die Spinlü
ke ohne die Downfolding-Methode betra
htet.6.3.1 Ladungslü
ke (Singulett-Exzitonen)6.3.1.1 Finite-Size-E�ekteDie Finite-Size-E�ekte der Ladungslü
ken der DMRG und der vers
hiedenen störungs-theoretis
hen Methoden sind in Abbildung 6.8 dargestellt. Zunä
hst ist zu sehen, daÿder DMRG-Wert quadratis
h abnimmt und ras
h gegen den Wert im thermodynamis
henLimes konvergiert. Dies ist die Signatur für einen gebundenen Zustand [46℄.Die störungstheoretis
hen Methoden s
hneiden sehr unters
hiedli
h ab. Die mit PT1und PT bezei
hneten Kurven zeigen eine starke und o�enbar qualitativ fals
he Abhän-



88 6 Ergebnissegigkeit von der Systemgröÿe. Diese Kurven sind das Ergebnis der Rayleigh-S
hrödinger-Störungstheorie in erster und zweiter Ordnung für eine einzelne optis
he Singulettanregungbeim Impuls p = −π/2. Das (1/L)-Verhalten zeigt, daÿ es si
h weiterhin um ungebundeneTeil
hen-Lo
h-Anregungen handelt. O�enbar liefert dieser Zugang unbefriedigende Ergeb-nisse. Die Wannier-Störungstheorie erster Ordnung (WPT1) und die Two-Step-Störungs-theorie (Two-Step-PT) verhalten si
h annähernd konstant und zeigen fast keine Abhän-gigkeit von der Gitterlänge. Diese beiden Zugänge liefern o�enbar Exzitonen und damitdie qualitativ ri
htige Physik. Allerdings ist die quantitative Übereinstimmung mit denDMRG Daten unbefriedigend: für U = 2V = 2t ist der Fehler in der Gröÿenordnung vonzehn Prozent.Das Ergebnis der Wannier-Störungstheorie zweiter Ordnung (WPT2) bes
hreibt einesehr lei
ht na
h oben gekrümmte Kurve. Diese Krümmung resultiert aus den Termenzweiter Ordnung, in die der Wannier-Zustand eingeht. Trotz der Störterme der zweitenOrdnung bleibt aber der exzitonis
he Charakter der Anregung erhalten. Insbesondere ver-bessert si
h die Übereinstimmung mit den DMRG-Daten erhebli
h, für U = 2V = 2t und
δ = 0.2 liegt der Fehler im Berei
h von einigen Prozent.Die Analyse der Finite-Size-E�ekte zeigt also, daÿ die Störungstheorie von einer exzi-tonis
hen Bes
hreibung starten muÿ. Zudem ist der Verglei
h zwis
hen Daten der DMRGund der Störungstheorie für L = 100 aussagekräftig.
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Abbildung 6.8 Abhängigkeit der Ladungslü
ke ∆c von der inversen Gitterlänge (1/L) für festes
U = 2V = 2t und δ = 0.2 in DMRG und Störungstheorie; siehe Text für weitereErläuterungen.



6.3 Optis
he Anregungen: Verglei
h mit DMRG 896.3.1.2 DiskussionIm folgenden werden die störungstheoretis
hen Ergebnisse mit denen der DMRG bei festerGitterlänge L = 100 und Dimerisierung δ = 0.2 vergli
hen. In Abbildung 6.9 ist dasVerhalten der Ladungslü
ke als Funktion von V für festes U = 2V dargestellt. Die DMRG-Kurve verläuft bei kleinen V zunä
hst linear, zeigt aber bei anwa
hsendem V zunehmendquadratis
hes Verhalten mit positiver Krümmung.Die Übereinstimmung der störungstheoretis
hen Kurven mit der DMRG-Kurve bei klei-nen V ist für alle Ansätze zufriedenstellend. Bei anwa
hsendem V entwi
keln si
h dievers
hiedenen Kurven hingegen auseinander. Die beste Übereinstimmung mit den nume-ris
hen Resultaten liefert die Wannier-Störungstheorie zweiter Ordnung (WPT2), die einedeutli
he Verbesserung gegenüber der Störungstheorie erster Ordnung (WPT1) bringt. DieLadungslü
ke wird etwas unters
hätzt, die Abwei
hungen liegen jedo
h selbst bei V = 1.5tunter zehn Prozent. Im Verglei
h dazu unters
hätzt das WPT1-Ergebnis das DMRG-Re-sultat an diesem Punkt um 30 Prozent.Die Kurve der Two-Step-Störungstheorie wei
ht s
hon für relativ kleine Werten V = 0.5tvom numeris
h exakten Resultat ab und kann dem Verlauf der DMRG-Kurve au
h qualita-tiv ni
ht folgen, da ihre Krümmung negativ ist. Daher kann die Two-Step-Störungstheorienur für Ladungslü
ken bei Werten unter V = 1 eine passable Bes
hreibung liefern, dieAbwei
hung von der numeris
h exakten Lösung liegen sonst über zehn Prozent.
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Abbildung 6.9 Abhängigkeit der Ladungslü
ke ∆c von V für festes U/V = 2, L = 100 und δ = 0.2in DMRG und den vers
hiedenen störungstheoretis
hen Ansätzen.Abbildung 6.10 stellt die Ergebnisse für die Ladungslü
ke in Abhängigkeit von der lo-kalen Coulomb-We
hselwirkung U bei konstantem V = t, L = 100 und δ = 0.2 dar.



90 6 ErgebnisseDie DMRG-Kurve zeigt ein quadratis
hes Verhalten, das von allen störungstheoretis
henNäherungen qualitativ reproduziert wird. Wieder erweist si
h die Wannier-Theorie zwei-ter Ordnung als die beste Methode; die Abwei
hungen liegen selbst bei U = 5t bei etwazehn Prozent. Etwas s
hle
hter ist die Two-Step-Störungstheorie. Das Ergebnis der WPT1unters
hätzt das numeris
h exakte Resultat deutli
h.
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Abbildung 6.10 Abhängigkeit der Ladungslü
ke ∆c von U für festes V = t, L = 100 und δ = 0.2in DMRG und den vers
hiedenen störungstheoretis
hen Ansätzen.6.3.2 Spinlü
ke (Triplett-Exzitonen)6.3.2.1 Finite-Size-E�ekteDie Finite-Size-Analyse zeigt, daÿ au
h die niedrigste Triplettanregung exzitonis
hen Cha-rakter hat.In Abbildung 6.11 ist die Abhängigkeit der numeris
h und analytis
h ermittelten Spin-lü
ken von der inversen Gitterlänge am Punkt U = 2V = 2t und für festes δ = 0.2dargestellt. Wie au
h bei der Ladungslü
ke zeigt die DMRG-Kurve eine sehr s
hwa
heAbhängigkeit von der Systemgröÿe und konvergiert ras
h gegen ihren Wert im thermody-namis
hen Limes. Dieses Verhalten als Funktion der Systemgröÿe ist wieder ein deutli
hesZei
hen für eine gebundene Teil
hen-Lo
h-Anregung, in diesem Fall ein Triplett-Exziton.Die gewöhnli
he Rayleigh-S
hrödinger-Störungstheorie (PT) kann dieses Verhalten ni
htreproduzieren und bes
hreibt wiederum nur eine ungebundene Teil
hen-Lo
h-Anregung.Im Gegensatz dazu bes
hreiben die anderen störungstheoretis
hen Verfahren exzitoni-



6.3 Optis
he Anregungen: Verglei
h mit DMRG 91s
he Anregungen, wie die geringen Finite-Size-E�ekte zeigen. Wie im Falle des Singulett-Exzitons liefert die Wannier-Störungstheorie zweiter Ordnung (WPT2) die beste Überein-stimmung mit den DMRG-Daten. Für U = 2V = 2t und δ = 0.2 betragen die Fehler nureinige Prozent, während die Two-Step-Störungstheorie die Anregungsenergie um mehr alszehn Prozent unters
hätzt. Wie für alle vorherigen physikalis
he Gröÿen genügt es, denVerglei
h für L = 100 Gitterplätze dur
hzuführen.
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Abbildung 6.11 Abhängigkeit der Spinlü
ke ∆s von der inversen Gitterlänge (1/L) für festes U =
2V = 2t und δ = 0.2 in DMRG und Störungstheorie.6.3.2.2 DiskussionIm folgenden werden die Gitterlänge L = 100, die Dimerisierung δ = 0.2 und das Ver-hältnis U/V = 2 festgehalten. Die Spinlü
ken der Störungstheorie werden den numeris
hexakten DMRG-Resultaten gegenübergestellt.Wie man an Abbildung 6.12 sieht, steigt die DMRG-Spinlü
ke in Abhängigkeit von Vnur sehr s
hwa
h an und nimmt ab V = 1 wieder langsam ab. Daran kann man erken-nen, daÿ Korrekturen dritter Ordnung wi
htig werden. Wieder ist es die Kurve aus derWannier-Theorie zweiter Ordnung (WPT2), die den DMRG-Datenpunkten der Spinlü
keam nä
hsten kommt. Nur für kleine Werte von V liefern au
h die Wannier-Theorie ersterOrdnung (WPT1) sowie die Two-Step-Störungstheorie (Two-Step-PT) akzeptable Wertefür die Spinlü
ke. Aus dem Verglei
h mit der WPT1 läÿt si
h s
hlieÿen, daÿ Korrekturenzweiter Ordnung in der Spinlü
ke erst bei deutli
h gröÿeren V als im Falle der Ladungs-lü
ke eine Rolle spielen. Der relative Fehler ist jedo
h gröÿer als bei der Ladungslü
ke undliegt bereits bei U = 2V = 3t bei etwa zwanzig Prozent.
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Abbildung 6.12 Abhängigkeit der Spinlü
ke ∆s von V für festes U/V = 2, L = 100 und δ = 0.2 inDMRG und den vers
hiedenen störungstheoretis
hen Ansätzen.
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Abbildung 6.13 Abhängigkeit der Spinlü
ke ∆s von U/V für festes V = t, L = 100 und δ = 0.2 inDMRG und den vers
hiedenen störungstheoretis
hen Ansätzen.



6.3 Optis
he Anregungen: Verglei
h mit DMRG 93Abbildung 6.13 zeigt die analytis
hen und die DMRG-Resultate für die Spinlü
ke in Ab-hängigkeit der Hubbard-We
hselwirkung U bei festem V = 1, L = 100 und δ = 0.2. Dienumeris
h exakte DMRG-Kurve fällt langsam ab. Qualitativ und quantitativ sind die stö-rungstheoretis
hen Ergebnisse für die Spinlü
ke wenig befriedigend. Bei U = 2V = 4t wei-
hen diese eklatant vom DMRG-Wert ab. Dies ist jedo
h ni
ht erstaunli
h, da si
h die Spin-anregungen des System für U ≥ 5 mithilfe eines Peierls-Heisenberg-Modells quantitativ be-s
hreiben lassen. Jegli
he Störungstheorie um den Limes kleiner Coulomb-We
hselwirkungist für diese Parameter unzulässig.6.3.3 Zusammenhang mit dem ExperimentDas erweiterte Peierls-Hubbard-Modell ermögli
ht eine genaue Untersu
hung der E�ekteeiner statis
hen Verzerrung und der Coulomb-We
hselwirkung auf die elektronis
he Struk-tur. Es sollte daher eine brau
hbare Bes
hreibung für quasi-eindimensionale Materialienmit alternierenden Bindungslängen liefern, wie beispielsweise das π-konjugierte PolymerPolya
etylen.Die Parameter des Modells, U , V und δ, sind über experimentelle Daten festzulegen.Die exzitonis
hen Anregungen in Polydia
etylenen haben Bindungsenergien von 0.9 eV fürden ersten angeregten Triplettzustand und 0.5 eV für den ersten angeregten Singulettzu-stand [8, 47℄. Die Energie der Einteil
henlü
ke beträgt etwa 2.3 eV. Mit der dielektris
henKonstante ε, dem dur
hs
hnittli
hen Atomabstand a0 und der Elementarladung e kanndas Potential V au
h als e2/(εa0) ges
hrieben werden.In [2℄ wird die dielektris
he Konstante im Berei
h von ε ≈ 5 angesetzt. Mit a0 ≈ 1.4Å er-gibt si
h V ≈ 2 eV. Aus den Ergebnissen der Wannier-Störungstheorie erster Ordnungwird in [2℄ der S
hluÿ gezogen, daÿ die Parameter für Polydia
etylen U = 2t, V = t und
δ = 0.2 mit t = 2eV passend seien. Zwar stimmen die Bindungsenergien an diesem Punktre
ht gut mit den experimentellen Resultaten überein, die Ladungslü
ke ergibt jedo
h
∆1 = 1.43t = 2.86 eV und liegt damit deutli
h zu ho
h. Da gezeigt wurde, daÿ die Abwei-
hung der störungstheoretis
h bestimmten Ladungslü
ke bei der Gitterlänge L = 100 und
δ = 0.2 an diesem Punkt unter fünf Prozent liegt, sollte man eine bessere Übereinstimmungmit dem Experiment erwarten dürfen.Ursa
he für die Diskrepanz ist die Annahme δ = 0.2. Dies führt sofort zu dem Ergebniseiner sehr hohen `na
kten' Einteil
henlü
ke ∆1(U = 0, V = 0) = 0.8t = 1.6 eV. Kor-rekturen aufgrund der We
hselwirkung führen daher s
hon für die viel zu kleinen Werte
U = 1.2t und V = 0.6t zu einer mit dem Experiment übereinstimmenden Einteil
henlü
kevon ∆PT1

1 = 1.18t = 2.36 eV. Der Wert von V = 0.6t = 1.2 eV entspri
ht einer dielek-tris
hen Konstante von ε > 8, der ni
ht mehr mit den typis
hen Werten für Polymerenin Einklang gebra
ht werden kann; realistis
he Werte liegen etwa bei ε ≈ 3. Aus dieserBeoba
htung läÿt si
h der S
hluÿ ziehen, daÿ für die Dimerisierung ein deutli
h kleinererWert und für die Coulomb-We
hselwirkung ein gröÿerer Wert zu wählen ist, um dieseMaterialien korrekt bes
hreiben zu können.Die Annahme δ = 0.2 ist au
h aus einem weiteren Grund sehr fragli
h. Diese sehr groÿeDimerisierung würde eine entspre
hend starke Elektron-Gitter-We
hselwirkung implizie-



94 6 Ergebnisseren. Legt man jedo
h gemessene Werte für Benzene zugrunde [1℄, so erhält man δ ≈ 0.1nur etwa halb so groÿ wie von Abe et al. [2℄ zugrunde gelegt.
δ U V ∆1 ∆c ∆s ∆Bind,S ∆Bind,T0.10 1.0 1.0 1.54 1.01 1.22 0.526 0.3220.10 2.0 1.0 1.75 1.44 1.05 0.304 0.6940.10 3.0 1.0 2.22 1.97 0.54 0.260 1.690.15 1.0 1.0 2.13 1.47 1.70 0.664 0.4320.15 2.0 1.0 2.35 1.94 1.52 0.412 0.8340.15 3.0 1.0 2.87 2.53 1.07 0.340 1.80Tabelle 6.1 WPT2-Resultate für Einteil
hen-, Ladungs- und Spinlü
ke sowie die Bindungsenergiedes ersten angeregten Singulett- und Triplettzustands für feste Gitterlänge L = 100und t = 2 eV. Alle Energien in eV.In Tabelle 6.1 sind Ergebnisse der Wannier-Störungstheorie zweiter Ordnung für δ = 0.1und δ = 0.15 dargestellt. Um den experimentellen Wert der Einteil
henlü
ke ∆exp

1 = 2.3 eVzu erhalten, sind deutli
h höhere Coulomb-Parameter zu wählen als im Fall δ = 0.2:
U ≈ 6 eV und V ≈ 2 eV bei fester Dimerisierung δ = 0.1 bzw. U ≈ 4 eV und V ≈ 2 eV bei
δ = 0.15. Dies führt zu den Bindungsenergien ∆Bind,S ≈ 0.26 eV und ∆Bind,T ≈ 1.69 eVbeziehungsweise ∆Bind,S ≈ 0.41 eV und ∆Bind,T ≈ 0.83 eV. Es ist also sinnvoll, den Wertder Dimerisierung erhebli
h zu reduzieren.In Abbildung 6.14 sind die im Rahmen der Wannier-Störungstheorie zweiter Ordnung(WPT2) bere
hneten Spin- und Ladungslü
ken und die Einteil
henlü
ke der Rayleigh-S
hrödinger-Störungstheorie (PT) bei festem V = t, Gitterlänge L = 100 und Dimerisie-rung δ = 0.1 in Abhängigkeit von U dargestellt. Abbildung 6.15 zeigt die Bindungsenergienfür den niedrigsten angeregten Singulett- und Triplettzustand als Funktion von U/V beifestem V = t, Gitterlänge L = 100 und Dimerisierung δ = 0.1. Da die Störungstheorie dieEinteil
henlü
ke und die Ladungslü
ke stets unters
hätzt, ist zu erwarten, daÿ diese E�ektesi
h grob kompensieren. Die Anpassung der experimentellen Ergebnisse für feste Dimerisie-rung δ = 0.1 an die Einteil
henlü
ke führt zu re
ht hohen Parametern U ≈ 3.1t = 6.2 eV,wel
he am Rande des Anwendungsberei
hs der WPT2 für die Ladungs- und die Spinlü
keund die damit verbundenen Bindungsenergien liegen. Diese können daher nur bedingt zurBestimmung der Parameter des Modells herangezogen werden. Es ist deutli
h zu sehen,daÿ die Ladungslü
ke s
hnell anwä
hst, womit eine geringe Bindungsenergie einhergeht.Um für die Singulettanregung eine Bindungsenergie von 0.5 eV zu erhalten, müÿte daher
U = t gewählt werden, was der Anpassung der Einteil
henlü
ke widerspri
ht.O�enbar gelingt es au
h bei δ = 0.1 ni
ht, die störungstheoretis
h bere
hneten Datenfür die Einteil
henlü
ke und die Ladungslü
ke mit denen des Experiments in Einklangzu bringen. Demzufolge ist an zwei Punkten anzusetzen. Zum ersten ist der Wert derDimerisierung selbst von der Stärke der Coulomb-We
hselwirkung abhängig [1℄ und solltedaher selbstkonsistent bestimmt werden. Dies stellt kein grundsätzli
hes Problem für die
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Abbildung 6.14 Abhängigkeit der Ladungs- und Spinlü
ke ∆c/s von U/V für festes V = t, L = 100und δ = 0.1 in der Wannier-Störungstheorie zweiter Ordnung.
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Abbildung 6.15 Bindungsenergien der Wannier-Störungstheorie zweiter Ordnung für das Singulett-und Triplett-Exziton ∆Bind,S/T in Abhängigkeit von U/V für festes V = t, L = 100und δ = 0.1.



96 6 ErgebnisseStörungstheorie dar, da die Grundzustandsenergie mit hoher Genauigkeit als Funktion von
(δ, U, V ) bere
hnet werden kann. Zusammen mit der in δ quadratis
hen Gitterenergie muÿledigli
h die Gesamtenergie minimiert werden. Zum zweiten ist der Wert der dielektris
henKonstante mit ε = 5 deutli
h zu ho
h angesetzt. Typis
herweise �ndet man ε ≈ 3, so daÿrealistis
here Coulomb-Parameter bei V ≈ 3.3 eV und U ≈ 6.6 eV liegen sollten. Für dieseWerte ergeben variationelle Re
hnungen, daÿ die Dimerisierung im Berei
h von δ ≈ 0.06zu �nden sein sollte. Bei einer sol
h kleinen Peierls-Lü
ke nimmt die Genauigkeit derStörungstheorie s
hnell mit der Gröÿe der Coulomb-Parameter ab: die Störungstheoriewird unzuverlässig.Der Hauptnutzen der vorgelegten störungstheoretis
hen Untersu
hungen besteht darin,daÿ ein Groÿteil des Parameterberei
hs (δ, U, V ) mit geringem numeris
hen Aufwand undvernünftiger Genauigkeit abgefahren werden kann. Au
h eine Modi�kation der langrei
h-weitigen Anteile des Potentials (Ohno-Potential statt (1/r)-Potential) ist kein Problem.Au
h wenn die Störungstheorie für optis
he Anregungen keine perfekte Bes
hreibung qua-si-eindimensionaler Materialien mit Gitterverzerrung liefern kann, so bietet sie denno
heine sehr gute Orientierungshilfe, um die für Experimente relevanten Punkte im Parame-terraum zu �nden. Genauere DMRG-Studien, die einen Faktor 100 und mehr Re
henzeitbeanspru
hen, können dort ansetzen.



7 Zusammenfassung und Ausbli
kIn der vorliegenden Arbeit wurde das erweiterte Peierls-Hubbard-Modell mit feldtheoreti-s
hen und störungstheoretis
hen Methoden untersu
ht.FeldtheorieDas linearisierte bosonisierte Peierls-Hubbard-Modell mit Nä
hst-Na
hbar-We
hselwir-kung wurde einer semiklassis
hen und feldtheoretis
hen Mean-Field-Analyse unterzogen.In Übereinstimmung mit den Resultaten der zugehörigen Renormierungsgruppenglei
hun-gen zeigt si
h, daÿ der Peierls-Term die Physik dominant bestimmt.Im Ladungsdi
htewelle-Regime gibt es für sehr kleine Dimerisierung einen endli
henBerei
h der Koexistenz der Peierls- und der Ladungsdi
htewelle-Phase. Oberhalb eineskritis
hen Wertes für die Dimerisierung vers
hwindet die Ladungsdi
htewelle vollständigund das System ist ein reiner Peierls-Isolator. Dieser Quanten-Phasenübergang konnte mitder DMRG bestätigt werden [40℄.In der Mott-Hubbard-Phase ist es stets der Peierls-Term, der die Physik des erweitertenHubbard-Modells bestimmt. Sowohl Ladungs- als au
h Spinlü
ke sind endli
h, und dieTopologie der Anregungen unters
heidet si
h deutli
h von der des erweiterten Hubbard-Modells. Das erweiterte Peierls-Hubbard-Modell bes
hreibt bei halber Bandfüllung einenPeierls-Mott-Isolator.Störungstheorie zweiter OrdnungAufgrund der Ergebnisse der Feldtheorie ist das Peierls-Modell ein statthafter Ausgangs-punkt für eine Analyse, in der die Coulomb-We
hselwirkung als Störung betra
htet wird.In der Störungstheorie wurde daher bei fester Dimerisierung eine Entwi
klung bis zur zwei-ten Ordnung in der Coulomb-We
hselwirkung unter der Annahme eines (1/r)-Potentialsfür die langrei
hweitigen Anteile vorgenommen.Die Grundzustandsenergie und die Einteil
henlü
ke wurden im Rahmen der Rayleigh-S
hrödinger-Störungstheorie bere
hnet. Die optis
hen Anregungen wurden mithilfe derWannier-Störungstheorie, der Two-Step-Störungstheorie und der Downfolding-Methodezur zweiten Ordnung bestimmt. Damit wird die Grenze des analytis
h und numeris
hMa
hbaren errei
ht.Für feste Dimerisierung δ = 0.2 zeigt der Verglei
h mit den numeris
h exakten Ergeb-nissen der Di
htematrix-Renormierungsgruppe (DMRG), daÿ die Rayleigh-S
hrödinger-Störungstheorie die Grundzustandsenergie au
h für groÿe Coulomb-Parameter hervorra-gend bes
hreibt. Au
h für die Einteil
henlü
ke errei
ht die Rayleigh-S
hrödinger-Störungs-theorie eine annehmbare Übereinstimmung mit der DMRG. Abwei
hungen von weniger als97



98 7 Zusammenfassung und Ausbli
kzehn Prozent erhält man no
h für Coulomb-Parameter, bei denen die Einteil
henlü
ke si
him Verglei
h zum ungestörten Modell bereits verdreifa
ht hat; tendenziell unters
hätzt siedas exakte Resultat.Für die optis
hen Anregungen stimmen die vers
hiedenen Verfahren nur im Berei
hs
hwa
her Kopplung miteinander überein. Jenseits dieses Berei
hs ergibt der selbstkon-sistente Downfolding-Zugang viel zu niedrige Singulett- und Triplett-Anregungsenergienund ist daher zur Bes
hreibung optis
her Anregungen für realistis
he Parameterberei
heunbrau
hbar. Für moderate Coulomb-We
hselwirkung zeigt au
h die Two-Step-Störungs-theorie keine gute Übereinstimmung mehr mit den DMRG-Daten. Die besten Ergebnisseliefert die Wannier-Störungstheorie zweiter Ordnung (WPT2). Bis zum zweifa
hen Wertder ungestörten Ladungslü
ke folgen die WPT2-Resultate den DMRG-Daten mit Ab-wei
hungen von weniger als zehn Prozent. Für die Spinlü
ke hingegen kann keiner derstörungstheoretis
hen Ansätze zufriedenstellende Ergebnisse bereitstellen, sobald der un-mitttelbare Gültigkeitsberei
h der Störungstheorie verlassen wird.Im Verglei
h zu der von Abe et al. [2℄ dur
hgeführten Wannier-Störungstheorie ersterOrdnung s
hneidet die WPT2 unglei
h besser ab, besonders für die Grundzustandsenergieund die Ladungslü
ke. Die WPT2-Daten zeigen, daÿ der in [2℄ verwendete Parametersatzni
ht für die Bes
hreibung von Poly(di)a
etylen geeignet ist. Insbesondere ist die Dimeri-sierung δ = 0.2 zu ho
h und die Stärke der langrei
hweitigen Coulomb-We
hselwirkung Vzu niedrig angesetzt.Weitergehende FragestellungenIn zukünftigen Untersu
hungen sollte die Dimerisierung mithilfe der Gesamtenergie auselektronis
hem und elastis
hem Gitterbeitrag selbstkonsistent bestimmt werden. Vermut-li
h wird die auf diese Art gewonnene Dimerisierung δ = 0.1 oder kleiner sein. Dement-spre
hend müssen U und V gröÿer als bei Abe et al. [2℄ gewählt werden. In diesem Pa-rameterberei
h sollte die Störungstheorie für die Grundzustandsenergie no
h brau
hbareErgebnisse liefern. Bei der Bere
hnung der Anregungen wird sie s
hnell die Grenzen derBelastbarkeit errei
hen.Denno
h erlaubt es die hier dur
hgeführte Störungstheorie, den Parameterraum e�zientzu dur
hsu
hen und allgemeine Verhaltensweisen und Trends aufzuspüren. Zum Beispielkann die Form des Coulomb-Potentials lei
ht modi�ziert werden, so daÿ die Unters
hie-de zwis
hen dem (1/r)-Potential, dem Ohno-Potential und der reinen Nä
hst-Na
hbar-We
hselwirkung herausgearbeitet werden können. Quantitativ genauere, aber au
h deut-li
h aufwendigere DMRG-Re
hnungen können an diesem Punkt ansetzen.



A Linearisierung und BosonisierungA.1 Kinetis
he EnergieZuerst wird die kinetis
he Energie linearisiert
T̂ =− t

L∑

l=1, σ

[
ĉ+
l, σ ĉl+1, σ + h.c.

]

=− t
∑

σ
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]
, (A.1)wobei im letzten S
hritt benutzt wird, daÿ das Integral über stark oszillierende Termevers
hwindet. Dur
h eine Taylor-Entwi
klung

Ψ̂σ(x + a0) ≈ Ψ̂σ(x) + a0
∂
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]
, (A.3)wobei im letzten S
hritt die konstanten Terme, wel
he nur eine Renormierung der Grund-zustandsenergie verursa
hen, weggelassen wurden und auÿerdem vF = 2ta0 sin(kFa0) be-nutzt wurde. 99



100 A Linearisierung und BosonisierungDas Bosonisieren des Terms Ψ̂+
σ (x)∂xΨ̂σ(x) für Ψ̂ = R̂, L̂ wird hier exemplaris
h für

Ψ̂ = R̂ gezeigt. Dazu führt man das sogenannte Point-Splitting dur
h, indem man einenkünstli
hen Abstand ǫ einführt, den man am Ende wieder Null setzt. Es ist zwe
kmäÿig,komplexe Koordinaten zu benutzen
z = −i(x− vFt) , ∂z =

−i

2
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1

vF
∂t − ∂x
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,
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hritt (4.20) eingesetzt wurde. Des weiteren ist
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(∂zϕσ(z))2 . (A.6)Analog erhält man
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(∂z̄ϕ̄σ(z̄))2 . (A.7)Insgesamt ergibt si
h für den kinetis
hen Term
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A.2 Bosonisierung von Di
hteoperatoren 101Ausgedrü
kt in den ursprüngli
hen Koordinaten erhält man
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. (A.9)A.2 Bosonisierung von Di
hteoperatorenIn diesem Abs
hnitt werden fermionis
he Di
hten der Art Ĵσ(x) = R̂+
σ (x)R̂σ(x) und

ˆ̄Jσ(x) = L̂+
σ (x)L̂σ(x) bosonisiert. Diese Di
hten tau
hen in den g2- und g4-Ausdrü
ken desHamilton-Operators auf. Wieder benutzt man die Methode des Point-Splittings (ǫ = 0+)
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1 +

iǫ√
2
∂zϕσ(z)− 1

]

=
i√
8π2

∂zϕσ(z) . (A.10)Dieses Ergebnis wird nun anhand von Spin- und Ladungsfeldern ausgedrü
kt,
Ĵσ(x) =

i

4π
∂z (φc + fσφs)

=
i

4π
∂z (Φc + fσΦs)

=
1

8π

(
1

vF
∂t − ∂x

)
(Φc + fσΦs)

= − 1

8π
∂x (Φc + fσΦs + (Θc + fσΘs)) . (A.11)



102 A Linearisierung und BosonisierungAnalog erhält man
ˆ̄Jσ(x) = L̂+

σ (x)L̂σ(x)

=
−i√
8π2

∂z̄ϕ̄σ(z̄)

= − 1

8π
∂x [Φc + fσΦs − (Θc + fσΘs)] . (A.12)



B Hilfsfunktionen und nützli
heKontraktionenDie diskreten Impulse sind gegeben dur
h (L/4 ∈ N, a0 ≡ 1)
k ∈ {−π/2 + 2πm/L |m = 0, . . . , L/2− 1} . (B.1)Die Dispersion E(k) ist mit

ǫ(k) = −2t cos(k) ,

∆(k) = 2tδ sin(k) , (B.2)
E(k) =

√
ǫ(k)2 + ∆(k)2 .Die Fouriertransformation ist de�niert dur
h (−π ≤ p < π)

ĉl,σ =
1√
L

∑

p

eiplĉp,σ ,

ĉp,σ =
1√
L

L∑

l=1

e−iplĉl,σ . (B.3)Die fermionis
hen Quasiteil
henoperatoren sind
âk,σ = αkĉk,σ + iβk ĉk+π,σ ,

b̂k,σ = βk ĉk,σ − iαk ĉk+π,σ . (B.4)Die Rü
ktransformation lautet
ĉk,σ = αkâk,σ + βk b̂k,σ ,

ĉk+π,σ = −iβkâk,σ + iαk âk,σ . (B.5)Auÿerdem gilt
2αkβk = −2tδ sin(k)/E(k) ,

α2
k − β2

k = 2t cos(k)/E(k) . (B.6)Für die Bere
hnung von Matrixelementen der lokalen Coulomb-We
hselwirkung U erwei-sen si
h folgende Hilfsfunktionen als nützli
h
f1(k1, k2) ≡ αk1

βk2
− αk2

βk1
= −f1(k2, k1) , (B.7)

f2(k1, k2) ≡ αk1
αk2

+ βk1
βk2

= f2(k2, k1) , (B.8)
u1(k1, k2, k3, k4) ≡ f1(k2, k1)f1(k4, k3)− f2(k2, k1)f2(k4, k3) , (B.9)
u2(k1, k2, k3, k4) ≡ f1(k2, k1)f2(k4, k3) + f1(k4, k3)f2(k2, k1) . (B.10)103



104 B Hilfsfunktionen und nützli
he KontraktionenZur Vereinfa
hung von Matrixelementen der langrei
hweitigen Coulomb-We
hselwirkungwerden weitere Funktionen de�niert,
Aδ(r) ≡

1

L

∑

k

cos(k) cos(kr)√
cos(k)2 + δ2 sin(k)2

= Aδ(−r) , (B.11)
Bδ(r) ≡

1

L

∑

k

δ sin(k) sin(kr)√
cos(k)2 + δ2 sin(k)2

= −Bδ(−r) , (B.12)
v0(k) ≡

∑

−L/2<r<L/2,r|2=1

1

2|r|
4t

E(k)

(
δ sin(k) cos(kr)Aδ(r)− cos(k) sin(kr)Bδ(r)

)
,(B.13)wobei (r|2 = 1) alle ungeraden r bezei
hnet. Auÿerdem werden

C+(k1, k2) ≡
∑

r 6=0

1

2|r|2 cos(r(k1 − k2)) , (B.14)
C−(k1, k2) ≡

∑

r 6=0

(−1)r

2|r| 2 cos(r(k1 − k2)) (B.15)und
v1(k1, k2, k3, k4) ≡ C+(k3, k4)f1(k2, k1)f1(k4, k3)− C−(k3, k4)f2(k2, k1)f2(k4, k3) , (B.16)
v2(k1, k2, k3, k4) ≡ C+(k3, k4)f1(k4, k3)f2(k2, k1) + C−(k3, k4)f1(k2, k1)f2(k4, k3) (B.17)eingeführt.Im folgenden sind einige Kontraktionen zusammengestellt, die in der störungstheoreti-s
hen Bere
hnung von Energien häu�g auftau
hen. Dabei steht der Ausdru
k 〈Ô〉0 kurzfür den Erwartungswert des Operators Ô im Grundzustand |FS〉 des Peierls-Isolators ohneCoulomb-We
hselwirkung. Als Paarkontraktionen erhält man

〈n̂l,σ〉0 =
1

2
, (B.18)

〈ĉ+
l,σ ĉl+r,σ〉0 =

1

2
δr,0 +

1− (−1)r

2
(Aδ(r) + (−1)lBδ(r)) (B.19)

= 〈ĉ+
l+r,σ ĉl,σ〉0 , (B.20)

〈ĉ+
l,σâk,σ〉0 =

1√
L

e−ikl(αk + i(−1)lβk) , (B.21)
〈ĉl,σ b̂+

k,σ〉0 =
1√
L

eikl(βk + i(−1)lαk) . (B.22)



B Hilfsfunktionen und nützli
he Kontraktionen 105Wesentli
he Kontraktionen mit vier Fermioperatoren sind
〈n̂l,σ b̂+

k1,σâk2,σ〉0 =
1

L
ei(k1−k2)l(f1(k2, k1) + i(−1)lf2(k2, k1)) , (B.23)

〈
b̂k1,σ

(
n̂l,σ −

1

2

)
b̂+
k2,σ

〉

0

=
1

L
e−i(k1−k2)l(f2(k2, k1) + i(−1)lf1(k2, k1)) , (B.24)

〈
â+

k1,σ

(
n̂l,σ −

1

2

)
âk2,σ

〉

0

= − 1

L
ei(k1−k2)l(f2(k2, k1) + i(−1)(l+1)f1(k2, k1)) , (B.25)

〈b̂k,σĉ+
l+r,σ〉0〈ĉl,σ b̂+

k,σ〉0 =
1

L
e−ikr(β2

k + (−1)rα2
k + i(−1)l(1− (−1)r)αkβk) , (B.26)

〈â+
k,σĉl+r,σ〉0〈ĉ+

l,σâk,σ〉0 = − 1

L
eikr(α2

k + (−1)rβ2
k + i(−1)l(1− (−1)r)αkβk) . (B.27)Als Beispiel sei die Bere
hnung von (B.19) vorgeführt. Es ist

〈
ĉ+
l,σ ĉl+r,σ

〉
0

=
1

L

∑

−π≤q,p<π

e−ipleiq(l+r)
〈
ĉ+
p,σ ĉq,σ

〉
0

=
1

L

∑

−π≤p<π

eipr
(〈

ĉ+
p,σĉp,σ

〉
0
+ (−1)l+r

〈
ĉ+
p,σĉp+π,σ

〉
0

)

=
1

L

∑

k

eikr

[(〈
ĉ+
k,σĉk,σ

〉
0
+ (−1)r

〈
ĉ+
k+π,σĉk+π,σ

〉
0

)

+ (−1)l+r
(〈

ĉ+
k,σĉk+π,σ

〉

0
+ (−1)r

〈
ĉ+
k+π,σĉk,σ

〉

0

)]

=
1

L

∑

k

eikr

[(
1 + (−1)r

2

)(
1 + (−1)l · 0

)

+

(
1− (−1)r

2

)((−ε(k)

E(k)

)
+ (−1)l

(−∆(k)

E(k)

))]

≡1

2
δr,0 +

(
1− (−1)r

2

)(
Aδ(r) + (−1)lBδ(r)

)
, (B.28)wobei Aδ(r) und Bδ(r) in (B.11) und (B.12) de�niert sind.
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C MatrixelementeC.1 Matrixelemente des GrundzustandesDie Matrixelemente sind abhängig von den Impulsen der Anregungen. Um die Notation zuvereinfa
hen, wird die Teil
hen-Lo
h-Symmetrie der Terme D̂ und V̂ ni
ht mehr explizithinges
hrieben, sondern dur
h einen zusätzli
hen Index 〈. . .〉HF ausgedrü
kt.C.1.1 Matrixelemente der lokalen Coulomb-We
hselwirkungC.1.1.1 Zwei-Teil
hen-Lo
h-Anregungen mit parallelen SpinsHierfür gibt es keinen Beitrag.C.1.1.2 Zwei-Teil
hen-Lo
h-Anregungen mit entgegengesetzten SpinsEs ergibt si
h
U

L∑

l=1

〈
n̂l,↑n̂l,↓b̂

+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↓âk4,↓

〉HF

0

= U

L∑

l=1

〈
n̂l,↑b̂

+
k1,↑âk2,↑

〉HF

0

〈
n̂l,↓b̂

+
k3,↓âk4,↓

〉HF

0

=
U

L

{
δk1−k2+k3−k4, 0 (f1(k2, k1)f1(k4, k3)− f2(k2, k1)f2(k4, k3))

+ iδk1−k2+k3−k4,±π (f1(k2, k1)f2(k4, k3) + f2(k2, k1)f1(k4, k3))

}

=
U

L

{
δk1−k2+k3−k4, 0u1(k1, k2, k3, k4) + iδk1−k2+k3−k4,±πu2(k1, k2, k3, k4)

}
, (C.1)wobei im vorletzten S
hritt (B.23) eingegangen ist.C.1.2 Matrixelemente der langrei
hweitigen Coulomb-We
hselwirkungDas Potential der langrei
hweitigen Coulomb-We
hselwirkung wird dur
h ein 1/r-Poten-tial bes
hrieben, V (r) =

∑
r 6=0 V/(2|r|). 107



108 C MatrixelementeC.1.2.1 Ein-Teil
hen-Lo
h-Anregungen
∑

l, r 6=0

V (r)
〈
n̂l,σn̂l+r,σb̂+

k1,σâk2,σ

〉HF

0

=
∑

l, r 6=0

V (r)
〈
ĉl,σ ĉ+

l+r,σ

〉
0

(〈
ĉl+r,σ b̂+

k1,σ

〉
0

〈
ĉ+
l,σâk2,σ

〉
0
+
〈
ĉl,σ b̂+

k1,σ

〉
0

〈
ĉ+
l+r,σâk2,σ

〉
0

)

=
∑

−L/2<r<L/2

r|2=1

V (r)δk1, k2

(
−4αk1

βk1
cos(k1r)Aδ(r)− 2(α2

k1
− β2

k1
) sin(k1r)Bδ(r)

)

≡ V δk1, k2
v0(k1) , (C.2)wobei (B.19), (B.21), (B.22) und (B.6) eingegangen sind.C.1.2.2 Zwei-Teil
hen-Lo
h-Anregungen mit entgegengesetzten SpinsDer Beitrag lautet

∑

l, r 6=0

V (r)
〈
[n̂l,↑n̂l+r,↓ + n̂l+r,↑n̂l,↓] b̂

+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↓âk4,↓

〉HF

0

=
∑

l, r 6=0

V (r)

({〈
n̂l,↑b̂

+
k1,↑âk2,↑

〉HF

0

〈
n̂l+r,↓b̂

+
k3,↓âk4,↓

〉HF

0

}
+ {l←→ (l + r)}

)

=
∑

r 6=0

V (r)

L
2 cos((k3 − k4)r)

{
δk1−k2+k3−k4, 0 (f1(k2, k1)f1(k4, k3)− (−1)rf2(k2, k1)f2(k4, k3))

+ iδk1−k2+k3−k4,±π (f2(k2, k1)f1(k4, k3) + (−1)rf1(k2, k1)f2(k4, k3))
}

=
V

L
{δk1−k2+k3−k4, 0v1(k1, k2, k3, k4) + iδk1−k2+k3−k4,±πv2(k1, k2, k3, k4)} (C.3)mit (B.23).C.1.2.3 Zwei-Teil
hen-Lo
h-Anregungen mit parallelen SpinsFür identis
he Teil
hen muÿ zum Beispiel (k1 < k3) und (k2 < k4) gewählt werden,

ZTLA =
∑

l, r 6=0

V (r)
〈
n̂l,σn̂l+r,σb̂+

k1,σâk2,σb̂+
k3,σâk4,σ

〉HF

0

=
∑

l, r 6=0

V (r)

([〈
n̂l,σb̂+

k1,σâk2,σ

〉HF

0

〈
n̂l+r,σb̂+

k3,σâk4,σ

〉HF

0
+ {l ↔ (l + r)}

]

−
[〈

n̂l,σb̂+
k1,σâk4,σ

〉HF

0

〈
n̂l+r,σb̂+

k3,σâk2,σ

〉HF

0
+ {l↔ (l + r)}

])
. (C.4)



C.2 Matrixelemente der Einteil
henlü
ke 109Die Bere
hnung ergibt
ZTLA =

V

L

(
δk1−k2+k3−k4, 0 [v1(k1, k2, k3, k4)− v1(k1, k4, k3, k2)]

+ iδk1−k2+k3−k4,±π [v2(k1, k2, k3, k4)− v2(k1, k4, k3, k2)]
)

, (C.5)wobei hier (C.3) eingegangen ist.C.2 Matrixelemente der Einteil
henlü
keC.2.1 Matrixelemente der lokalen Coulomb-We
hselwirkungC.2.1.1 Ein-Teil
hen-Lo
h-AnregungenDamit das Matrixelement der Ein-Teil
hen-Lo
h-Anregungen ni
ht wegen der Teil
hen-Lo
h-Symmetrie vers
hwindet, muÿ der Spin dieser Anregung dem des zusätzli
hen Elek-trons bei (p = −π/2) entgegengesetzt sein. Man erhält
U

L∑

l=1

〈
b̂p, ↑n̂l, ↑n̂l, ↓b̂

+
k1, ↓âk2, ↓b̂

+
k3, ↑

〉HF

0

=U

L∑

l=1

〈
b̂p, ↑n̂l, ↑b̂k3, ↑

〉HF

0

〈
n̂l, ↓b̂

+
k1, ↓âk2, ↓

〉HF

0

=
U

L

{
δk1−k2+k3−p,0 (f1(k2, k1)f2(p, k3) + f2(k2, k1)f1(p, k3))

+ iδk1−k2+k3−p,±π (f2(k2, k1)f2(p, k3)− f1(k2, k1)f1(p, k3))
}

=
U

L

{
δk1−k2+k3−p,0u2(k1, k2, k3, p) + iδk1−k2+k3−p,±π(−u1(k1, k2, k3, p))

}
. (C.6)C.2.1.2 Zwei-Teil
hen-Lo
h-Anregung mit entgegengesetzten SpinsDas Matrixelement für Zwei-Teil
hen-Lo
h-Anregungen mit entgegengesetzten Spins läÿtsi
h auf das entspre
hende Grundzustandsmatrixelement (C.1) zurü
kführen. Es ergibtsi
h

U

L∑

l=1

〈
b̂p, ↑n̂l, ↑n̂l, ↓b̂

+
k1, ↑âk2, ↑b̂

+
k3, ↓âk4, ↓b̂

+
p, ↑

〉HF

0

= U (1− δp,k1
)

L∑

l=1

〈
n̂l, ↑n̂l, ↓b̂

+
k1, ↑âk2, ↑b̂

+
k3, ↓âk4, ↓

〉HF

0
. (C.7)



110 C MatrixelementeC.2.2 Matrixelemente der langrei
hweitigen Coulomb-We
hselwirkungC.2.2.1 Matrixelement zur ersten OrdnungZur ersten Ordnung in V trägt folgendes Matrixelement bei
L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)
〈
b̂p,↑ [n̂l,↑n̂l+r,↑ + n̂l,↓n̂l+r,↓] b̂

+
p,↑

〉HF

0

=

L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)
{
−2
∣∣∣
〈
ĉl,↑ĉ

+
l+r,↑

〉
0

∣∣∣
2

+
〈
ĉl,↑ĉ

+
l+r,↑

〉
0

(〈
b̂p,↑ĉ

+
l,↑

〉
0

〈
ĉl+r,↑b̂

+
p,↑

〉
0
+
〈
b̂p,↑ĉ

+
l+r,↑

〉
0

〈
ĉl,↑b̂

+
p,↑

〉
0

)}

=− 2L
∑

−L/2<r<L/2

r|2=1

V (r)
[
Aδ(r)

2 + Bδ(r)
2
]

+
∑

−L/2<r<L/2

r|2=1

V (r)

E(p)
{4t cos(p) cos(pr)Aδ(r) + 4tδ sin(p) sin(pr)Bδ(r)} . (C.8)C.2.2.2 Ein-Teil
hen-Lo
h-Anregungen mit parallelen SpinsFür (k1 < k3) ist

ETLA =

L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)
〈
b̂p,↑n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3, ↑

〉HF

0

=
L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)
{[

δp,k3

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k1,↑âk2,↑

〉HF

0

+

(〈
b̂p,↑n̂l,↑b̂

+
k3,↑

〉HF

0

〈
n̂l+r,↑b̂

+
k1, ↑âk2, ↑

〉HF

0
+ {l↔ (l + r)}

)]

−
[
k3 ↔ k1

]}
. (C.9)Die Bere
hnung ergibt

ETLA =
V

L

{
δp,k3

δk1,k2
Lv0(k1)− δp,k1

δk3,k2
Lv0(k3)

+ δk1−k2+k3−p,0 [v2(k3, p, k1, k2)− v2(k1, p, k3, k2)]

+ iδk1−k2+k3−p,±π [−v1(k3, p, k1, k2) + v1(k1, p, k3, k2)]
}

. (C.10)



C.2 Matrixelemente der Einteil
henlü
ke 111C.2.2.3 Ein-Teil
hen-Lo
h-Anregungen mit entgegengesetzten SpinsEs ist
L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)

{〈
b̂p, ↑n̂l, ↓n̂l+r, ↓b̂

+
k1, ↓âk2, ↓b̂

+
k3, ↑

〉HF

0

+
〈
b̂p,↑ [n̂l, ↓n̂l+r,↑ + n̂l+r,↓n̂l,↑] b̂

+
k1, ↓âk2, ↓b̂

+
k3, ↑

〉HF

0

}

=

L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)
{

δp,k3

〈
n̂l, ↓n̂l+r, ↓b̂

+
k1, ↓âk2, ↓

〉HF

0

+
〈
b̂p,↑n̂l, ↑b̂

+
k3, ↑

〉HF

0

〈
n̂l+r,↓b̂

+
k1, ↓âk2, ↓

〉HF

0
+ [l↔ (l + r)]

}

=
V

L

{
δp,k3

δk1,k2
Lv0(k1) + δk1−k2+k3−p,0v2(k3, p, k1, k2)

+ iδk1−k2+k3−p,±π(−v1(k3, p, k1, k2))
}

. (C.11)C.2.2.4 Zwei-Teil
hen-Lo
h-Anregungen mit entgegengesetzten SpinsDas Matrixelement der Zwei-Teil
hen-Lo
h-Anregungen mit entgegengesetzten Spins läÿtsi
h auf das Grundzustandsmatrixelement (C.3) zurü
kführen,
∑

l, r 6=0

V (r)
〈
b̂p, ↑ [n̂l+r,↑n̂l,↓ + n̂l,↑n̂l+r,↓] b̂

+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↓âk4,↓b̂

+
p, ↑

〉HF

0

= (1− δp,k1
)
∑

l, r 6=0

V (r)
〈
[n̂l+r,↑n̂l,↓ + n̂l,↑n̂l+r,↓] b̂

+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↓âk4,↓

〉HF

0
. (C.12)C.2.2.5 Zwei-Teil
hen-Lo
h-Anregungen mit parallelen SpinsDas Matrixelement der Zwei-Teil
hen-Lo
h-Anregungen mit parallelen Spins läÿt si
h aufdas Grundzustandsmatrixelement (C.5) zurü
kführen. Mit k1 < k3 und k2 < k4 folgt

∑

l, r 6=0

V (r)
〈
b̂p, ↑n̂l,σn̂l+r,σb̂+

k1,σâk2,σ b̂+
k3,σâk4,σ b̂+

p, ↑

〉HF

0

=δσ,↓

∑

l, r 6=0

V (r)
〈
n̂l,σn̂l+r,σb̂+

k1,σâk2,σb̂+
k3,σâk4,σ

〉HF

0

+ δσ,↑ (1− δp,k1
− δp,k3

)
∑

l, r 6=0

V (r)
〈
n̂l,σn̂l+r,σb̂+

k1,σâk2,σb̂+
k3,σâk4,σ

〉HF

0
. (C.13)



112 C MatrixelementeC.3 Matrixelemente der optis
hen AnregungenIm folgenden werden die Kurzs
hreibweisen
|pσ〉 ≡ b̂+

p,σâp,σ (C.14)und
|p〉(s/t) ≡

1√
2

(|p ↑〉 ± |p ↓〉) (C.15)benutzt.C.3.1 Matrixelemente der lokalen Coulomb-We
hselwirkungC.3.1.1 Matrixelement zur ersten OrdnungEs ist
MU

1,(s/t)(p1, p2) = U
L∑

l=1

(s/t)〈p1|n̂l,↑n̂l,↓|p2〉HF
(s/t)

= ±U

L∑

l=1

〈
â+

p1,↑b̂p1,↑n̂l,↑

〉
0

〈
n̂l,↓b̂

+
p2,↓âp2,↓

〉
0

= ± U

L2

L∑

l=1

i(−1)(l+1) · i(−1)l

= ±U

L
. (C.16)C.3.1.2 Zwei-Teil
hen-Lo
h-Anregungen mit entgegengesetzten SpinsMan erhält

LU2,↑↓
(s/t) (p) =

U√
2

L∑

l=1

〈(
â+

p,↑b̂p,↑ ± â+
p,↓b̂p,↓

)
n̂l,↑n̂l,↓b̂

+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↓âk4,↓

〉HF

0

=
U√
2

L∑

l=1

[〈
â+

p,↑b̂p,↑n̂l,↑b̂
+
k1,↑âk2,↑

〉HF

0

〈
n̂l,↓b̂

+
k3,↓âk4,↓

〉HF

0
±
{

(k1, k2)↔ (k3, k4)
}]

=
U√
2

L∑

l=1

[
(δp,k2

− δp,k1
)
〈
b̂k2,↑n̂l,↑b̂

+
k1,↑

〉HF

0

〈
n̂l,↓b̂

+
k3,↓âk4,↓

〉HF

0
±
{
(k1, k2)↔ (k3, k4)

}]

=
U√
2L

(
δk1−k2+k3−k4,0 [(δp,k2

− δp,k1
)u2(k3, k4, k1, k2)± (δp,k4

− δp,k3
) u2(k1, k2, k3, k4)]

− iδk1−k2+k3−k4,±π [(δp,k2
− δp,k1

) u1(k3, k4, k1, k2)± (δp,k4
− δp,k3

)u1(k1, k2, k3, k4)]
)

.(C.17)



C.3 Matrixelemente der optis
hen Anregungen 113C.3.1.3 Drei-Teil
hen-Lo
h-Anregungen mit entgegengesetzten SpinsEs ergibt si
h
LU2,↑↑↓

(s/t) (p) =
U√
2

L∑

l=1

〈(
â+

p,↑b̂p,↑ ± â+
p,↓b̂p,↓

)
n̂l,↑n̂l,↓b̂

+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑b̂

+
k5,↓âk6,↓

〉HF

0

=
U√
2

L∑

l=1

〈
â+

p,↑b̂p,↑n̂l,↑b̂
+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑

〉HF

0

〈
n̂l,↓b̂

+
k5,↓âk6,↓

〉HF

0

=
U√
2

L∑

l=1

〈
n̂l,↓b̂

+
k5,↓âk6,↓

〉
0

(
δp,k1

δp,k2

〈
n̂l,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑

〉
0
+ δp,k3

δp,k4

〈
n̂l,↑b̂

+
k1,↑âk2,↑

〉
0

− δp,k1
δp,k4

〈
n̂l,↑b̂

+
k3,↑âk2,↑

〉
0
− δp,k3

δp,k2

〈
n̂l,↑b̂

+
k1,↑âk4,↑

〉
0

)

=
U√
2L

[
δk1−k2+k3−k4+k5−k6,0

(
δp,k1

δp,k2
u1(k3, k4, k5, k6) + δp,k3

δp,k4
u1(k1, k2, k5, k6)

− δp,k1
δp,k4

u1(k3, k2, k5, k6)− δp,k3
δp,k2

u1(k1, k4, k5, k6)
)

+ iδk1−k2+k3−k4+k5−k6,±π

(
δp,k1

δp,k2
u2(k3, k4, k5, k6) + δp,k3

δp,k4
u2(k1, k2, k5, k6)

− δp,k1
δp,k4

u2(k3, k2, k5, k6)− δp,k3
δp,k2

u2(k1, k4, k5, k6)
)]

,(C.18)wobei im letzten S
hritt (C.1) eingegangen ist.Aus Symmetriegründen folgt
LU2,↑↓↓

(s/t) (p) = ±LU2,↑↑↓
(s/t) (p) . (C.19)C.3.2 Matrixelemente der langrei
hweitigen Coulomb-We
hselwirkungC.3.2.1 Matrixelement zur ersten OrdnungDer Beitrag erster Ordnung ist

MV
1,(s/t)(p1, p2) = (s/t)〈p1|V̂ |p2〉(s/t)

=
L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)
∑

σ=↑, ↓

(
(s/t)〈p1 ↑ |n̂l,σn̂l+r,σ|p2 ↑〉HF

(s/t) ± (s/t)〈p1 ↑ |n̂l,σn̂l+r,−σ|p2 ↓〉HF
(s/t)

)
.(C.20)



114 C MatrixelementeDie Bere
hnung ergibt
MV

1,(s/t)(p1, p2) =
L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)

{
δp1,p2

〈n̂l,↑n̂l+r,↑ + n̂l,↓n̂l+r,↓〉HF
0

+

[
δp1,p2

〈
ĉl,↑ĉ

+
l+r,↑

〉
0

(〈
b̂p1,↑ĉ

+
l,↑

〉
0

〈
ĉl+r,↑b̂

+
p1,↑

〉
0
−
〈
â+

p1,↑ĉl+r,↑

〉
0

〈
ĉ+
l,↑âp1,↑

〉
0

)

+
〈
b̂p1,↑n̂l,↑b̂

+
p2,↑

〉
0

〈
â+

p1,↑n̂l+r,↑âp2,↑

〉
0
+
〈
â+

p1,↑b̂p1,↑n̂l,↑

〉
0

〈
n̂l+r,↑b̂

+
p2,↑âp2,↑

〉
0

+
〈
b̂p1,↑n̂l,↑b̂

+
p2,↑

〉
0

〈
â+

p1,↑n̂l+r,↑âp2,↑

〉
0
±
〈
â+

p1,↑b̂p1,↑n̂l,↑

〉
0

〈
n̂l+r,↓b̂

+
p2,↓âp2,↓

〉
0

]

+

[
l↔ (l + r)

]}

=

L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)
(
δp1,p2

〈n̂l,↑n̂l+r,↑ + n̂l,↓n̂l+r,↓〉HF
0

− 2

L2
cos((p1 − p2)r)

(
f2
2 (p1, p2) + (−1)rf2

1 (p1, p2)
)

+
[
2δp1,p2

〈
ĉl,↑ĉ

+
l+r,↑

〉
0

〈
b̂p1,↑ĉ

+
l,↑

〉
0

〈
ĉl+r,↑b̂

+
p1,↑

〉
0
+

(1± 1)

L2
(−1)r

]
+
[
l↔ (l + r)

])

=
∑

−L/2<r<L/2

r|2=1

V (r)δp1,p2

{
−2L

[
Aδ(r)

2 + Bδ(r)
2
]

+
8

E(p1)
[cos(p1) cos(p1r)Aδ(r) + δ sin(p1) sin(p1r)Bδ(r)]

}

− 2

L

∑

r 6=0

V (r) cos((p1 − p2)r)
(
f2
2 (p1, p2) + (−1)rf2

1 (p1, p2)
)

+
2

L

∑

r 6=0

V (r) [1 + (1± 1)(−1)r] . (C.21)C.3.2.2 Null-Teil
hen-Lo
h-AnregungDas Matrixelement mit der Fermisee ist
LV 2,0

(s/t)(p) =
1√
2

〈(
â+

p,↑b̂p,↑ ± â+
p,↓b̂p,↓

)
V̂
〉HF

0
= (1± 1)

V√
2
v0(p) , (C.22)wobei im letzten S
hritt (C.2) eingesetzt wurde.
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hen Anregungen 115C.3.2.3 Zwei-Teil
hen-Lo
h-Anregungen mit entgegengesetzten SpinsEs ist
LV 2,↑↓

(s/t) (p) =
1√
2

〈(
â+

p,↑b̂p,↑ ± â+
p,↓b̂p,↓

)
V̂ b̂+

k1,↑âk2,↑b̂
+
k3,↓âk4,↓

〉HF

0

=
L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)√
2

[{
δp,k1

δp,k2

〈
n̂l,↓n̂l+r,↓b̂

+
k3,↓âk4,↓

〉HF

0

+ (δp,k2
− δp,k1

)
〈
b̂k2,↑ [n̂l,↑n̂l+r,↓ + n̂l,↓n̂l+r,↑] b̂

+
k3,↓âk4,↓b̂

+
k1,↑

〉HF

0

}

±
{

(k1, k2)↔ (k3, k4)
}]

=δk1,k2
δk3,k4

V√
2

(δp,k1
v0(k3)± δp,k3

v0(k1))

+
V√
2L

{
δk1−k2+k3−k4,0 [(δp,k2

− δp,k1
) v2(k1, k2, k3, k4)± (δp,k4

− δp,k3
) v2(k3, k4, k1, k2)]

− iδk1−k2+k3−k4,±π [(δp,k2
− δp,k1

) v1(k1, k2, k3, k4)± (δp,k4
− δp,k3

) v1(k3, k4, k1, k2)]
}

.(C.23)Dabei sind hier (C.2) und die zweite Hälfte aus (C.11) eingegangen.C.3.2.4 Zwei-Teil
hen-Lo
h-Anregungen mit parallelen SpinsMan erhält zunä
hst
LV 2,↑↑

(s/t) (p) =
1√
2

〈(
â+

p,↑b̂p,↑ ± â+
p,↓b̂p,↓

)
V̂ b̂+

k1,↑âk2,↑b̂
+
k3,↑âk4,↑

〉HF

0

=
L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)√
2

〈
â+

p,↑b̂p,↑n̂l,↑n̂l+r,↑b̂
+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑

〉HF

0

=

L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)√
2

[
δp,k1

δp,k2

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑

〉HF

0
+ δp,k3

δp,k4

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k1,↑âk2,↑

〉HF

0

− δp,k1
δp,k4

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k3,↑âk2,↑

〉HF

0
− δp,k3

δp,k2

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k1,↑âk4,↑

〉HF

0

+
{
(δp,k4

− δp,k3
)
〈
b̂k4,↑n̂l,↑b̂

+
k3,↑

〉HF

0

〈
n̂l+r,↑b̂

+
k1,↑âk2,↑

〉HF

0

+ (δp,k2
− δp,k1

)
〈
b̂k2,↑n̂l,↑b̂

+
k1,↑

〉HF

0

〈
n̂l+r,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑

〉HF

0

− (δp,k4
− δp,k1

)
〈
b̂k4,↑n̂l,↑b̂

+
k1,↑

〉HF

0

〈
n̂l+r,↑b̂

+
k3,↑âk2,↑

〉HF

0

− (δp,k2
− δp,k3

)
〈
b̂k2,↑n̂l,↑b̂

+
k3,↑

〉HF

0

〈
n̂l+r,↑b̂

+
k1,↑âk4,↑

〉HF

0

}
+
{

l↔ (l + r)
}]

. (C.24)
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LV 2,↑↑

(s/t) (p) =
V√
2L

{
δk1−k2+k3+k4,0

[
(δk1,k2

δk3,k4
− δk3,k2

δk1,k4
) (δp,k1

Lv0(k3) + δp,k3
Lv0(k1))

+ (δp,k4
− δp,k3

) v2(k1, k2, k3, k4) + (δp,k2
− δp,k1

) v2(k3, k4, k1, k2)

− (δp,k4
− δp,k1

) v2(k1, k4, k3, k2)− (δp,k2
− δp,k3

) v2(k3, k2, k1, k4)
]

− iδk1−k2+k3+k4,±π

[
(δp,k4

− δp,k3
) v1(k1, k2, k3, k4) + (δp,k2

− δp,k1
) v1(k3, k4, k1, k2)

− (δp,k4
− δp,k1

) v1(k1, k4, k3, k2)− (δp,k2
− δp,k3

) v1(k3, k2, k1, k4)
]} (C.25)C.3.2.5 Drei-Teil
hen-Lo
h-Anregungen mit entgegengesetzten SpinsMan bere
hnet

LV 2,↑↑↓
(s/t) (p) =

1√
2

〈(
â+

p,↑b̂p,↑ ± â+
p,↓b̂p,↓

)
V̂ b̂+

k1,↑âk2,↑b̂
+
k3,↑âk4,↑b̂

+
k5,↓âk6,↓

〉HF

0

=

L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)√
2

{〈
â+

p,↑b̂p,↑ [n̂l,↑n̂l+r,↓ + n̂l,↓n̂l+r,↑] b̂
+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑b̂

+
k5,↓âk6,↓

〉HF

0

±
〈
â+

p,↓b̂p,↓n̂l,↑n̂l+r,↑b̂
+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑b̂

+
k5,↓âk6,↓

〉HF

0

}

=

L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)√
2

{
δp,k1

δp,k2

〈
[n̂l,↑n̂l+r,↓ + n̂l,↓n̂l+r,↑] b̂

+
k3,↑âk4,↑b̂

+
k5,↓âk6,↓

〉HF

0

+ δp,k3
δp,k4

〈
[n̂l,↑n̂l+r,↓ + n̂l,↓n̂l+r,↑] b̂

+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k5,↓âk6,↓

〉HF

0

− δp,k1
δp,k4

〈
[n̂l,↑n̂l+r,↓ + n̂l,↓n̂l+r,↑] b̂

+
k3,↑âk2,↑b̂

+
k5,↓âk6,↓

〉HF

0

− δp,k3
δp,k2

〈
[n̂l,↑n̂l+r,↓ + n̂l,↓n̂l+r,↑] b̂

+
k1,↑âk4,↑b̂

+
k5,↓âk6,↓

〉HF

0

± δp,k5
δp,k6

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑

〉HF

0

}

=
V√
2L

{
δk1−k2+k3−k4+k5−k6,0

[
δp,k1

δp,k2
v1(k3, k4, k5, k6) + δp,k3

δp,k4
v1(k1, k2, k5, k6)

− δp,k1
δp,k4

v1(k3, k2, k5, k6)− δp,k3
δp,k2

v1(k1, k4, k5, k6)

± (δp,k5
δp,k6

v1(k1, k2, k3, k4)− δp,k5
δp,k6

v1(k1, k4, k3, k2))
]

+ iδk1−k2+k3−k4+k5−k6,0

[
δp,k1

δp,k2
v2(k3, k4, k5, k6) + δp,k3

δp,k4
v2(k1, k2, k5, k6)

− δp,k1
δp,k4

v2(k3, k2, k5, k6)− δp,k3
δp,k2

v2(k1, k4, k5, k6)

± (δp,k5
δp,k6

v2(k1, k2, k3, k4)− δp,k5
δp,k6

v2(k1, k4, k3, k2))
]}

,(C.26)
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hen Anregungen 117wobei (C.3) und (C.5) eingegangen sind.Analog folgt
LV 2,↑↓↓

(s/t) (p) = ±LV 2,↑↑↓
(s/t) (p) . (C.27)C.3.2.6 Drei-Teil
hen-Lo
h-Anregungen mit parallelen SpinsAbs
hlieÿend �ndet man für k1 < k3 < k5 und k2 < k4 < k6

LV 2,↑↑↑
(s/t) (p) =

1√
2

〈(
â+

p,↑b̂p,↑ ± â+
p,↓b̂p,↓

)
V̂ b̂+

k1,↑âk2,↑b̂
+
k3,↑âk4,↑b̂

+
k5,↑âk6,↑

〉HF

0

=

L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)√
2

〈
â+

p,↑b̂p,↑n̂l,↑n̂l+r,↑b̂
+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑b̂

+
k5,↑âk6,↑

〉HF

0
(C.28)

=

L∑

l=1

∑

r 6=0

V (r)√
2

{
δp,k5

δp,k6

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑

〉HF

0

+ δp,k3
δp,k4

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k5,↑âk6,↑

〉HF

0

+ δp,k1
δp,k2

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑b̂

+
k5,↑âk6,↑

〉HF

0

− δp,k5
δp,k4

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k3,↑âk6,↑

〉HF

0

− δp,k5
δp,k2

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k1,↑âk6,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑

〉HF

0

− δp,k3
δp,k6

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k1,↑âk2,↑b̂

+
k5,↑âk4,↑

〉HF

0

− δp,k3
δp,k2

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k1,↑âk4,↑b̂

+
k5,↑âk6,↑

〉HF

0

− δp,k1
δp,k6

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k5,↑âk2,↑b̂

+
k3,↑âk4,↑

〉HF

0

− δp,k1
δp,k4

〈
n̂l,↑n̂l+r,↑b̂

+
k3,↑âk2,↑b̂

+
k5,↑âk6,↑

〉HF

0

}
. (C.29)Die zugehörigen Matrixelemente �nden si
h bereits in (C.5). Analog ergibt si
h

LV 2,↑↑↑
(s/t) (p) = ±LV 2,↓↓↓

(s/t) (p) . (C.30)
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