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1 Ziel der Ausarbeitung und Fragestellung

Rayleigh-Plateau Instabilitit fiir Fliissigkeitsfilme auf Drihten bringen das Fluid zum Zerfallen.
Das Ziel dieser Ausarbeitung ist die Analyse einer solchen zylindersymmetrischen Instabilitit
auf ein Fluid mit dem Radius R, welches ein Draht mit dem Radius Ry < R umbhiillt. Interessant
ist es vor allem, den Einfluss des Drahtes auf die Instabilitdt des Systems zu betrachten. Die
vordergriindige Fragestellung ist folgende:

e Von welchen Parametern hiingt das gesamte System ab?
e Bei welcher Wellenzahl k erreicht das Fluid den Modus maximaler Instabilitét?

e Wie dndert sich das System fiir verschiedene Verhiltnisse Rﬁo?

2 Problemfall

Der zu untersuchende Fall ist in Abbildung 1 dargestellt. An einem Rohr entlang (Medium 1)
bewegt sich ein Fluid (Medium 2) mit der Geschwindigkeit v, in Richtung der z-Achse. Dieses
Fluid ist viskos und hat eine Oberflichenspannung. Von der z-Achse bis zur Wand ist der Ab-
stand Ry und zur ungestorten Oberflache zwischen Medium 2 und Medium 3 betréigt der Abstand
R. Wird nun eine Stérung, in Form einer Modulation angelegt, so kann iiber den radialen Druck-
gradienten die Dispersionsrelation bestimmt werden. Zu beachten ist das wir den Druck von
Medium 3 vernachlissigen - die errechnete Dispersionsrelation also nur fiir bestimmte Medien
2 und 3 gilt - auBerdem soll das System nur von r und z abhiingen. Aus der Dispersionsrelation
erhalten wir dann fiir ein konkretes Fluid die Wachstumsrate s zur dazugehorigen Wellenzahl k.
Interessant ist hierbei diejenige Wellenzahl fiir die, die Wachstumsrate s maximal wird. Denn
daraus resultiert die Mode mit der maximalen Instabilitit (dazu mehr im Teil Disskusion).
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Abbildung 1: Skizze des Untersuchung



3 Berechnung

3.1 Ansatz uber die Navier-Stoke Gleichung

Beginnend mit der Navier-Stokes-Gleichung

a—)
6—”; = —grad IT + vAZ, (1)

fiir der Druck I1, die Viskositédt v mit (aus der Kontinuititsgleichung)
divii = 0 2

lasst sich diese verdndern zu:

a—)
a—b; = —grad IT — v rot’it 3)

Da das Geschwindigkeitsfeld i divergenzfrei sein muss, konnen wir
- : - 1d 277\ 1 ikz+st
i = [-ikrUé, + ——(r'U)e]e"™ 4)
rdr
mit U = U(r) schreiben.

Als Ansatz fiir eine Storung an der Grenzflache, also die symmetrische Deformation des Zy-
linders, da unabhéngig von ¢, wihlen wir

r =R+ et 3)

wobei R den Radius des Abstandes zwischen z-Achse und der ungestorter Oberflache darstellt.
Die Wellenzahl k beschreibt die Mode der Storung in z-Richtung. Desweiteren ist € eine Kon-
stante und s die Wachstumsrate der zeitlich wachsenden Mode.

3.2 Bestimmung des Druckes

Mit Gleichung 2 und Divergenz von 3 erhilt man fiir den Druck IT
V211 = 0. (6)

Uberlegen wir uns auBerdem, dass IT den Druck der Mode an der zylindersymmetrischen Grenz-
flache (aus Gleichung 5) wiederspiegeln muss, konnen wir I1 schreiben als

1 = (Molo(kr) + T, Ko(kr)e= = %” %)

wobei Iy und IT; Konstanten sind. Mit Iy und K sind die modifizierten Besselfunktionen O-ter
Ordung - da fiir unser Problem keine ¢-Abhingigkeit existiert - gemeint.



3.3 Bestimmung des Geschwindigkeitsfeldes i/

Um die Gleichung 3 mdglichst einfach zu l6sen, zielen wir erst einmal darauf ab, die Vektoren
i und grad IT als Rotation von anderen Vektoren dazustellen. Dadurch lisst sich eine Rotation
aus der Navier-Stokes Gleichung rausnehmen. Somit hat man dann nur eine eine Gleichung in
é,-Richtung zu 16sen.

Bildet man also grad IT und versucht diesen als rot 77 zu schreiben, kommt man auf
i = i - (ol (kr) — TI Ky (kr))e®*8,,. (8)

Das Geschwindigkeitsfeld i lésst sich als Rotation eines anderen Vektors ¥ schreiben, sodass
Gleichung 4 erfiillt ist:

i =rot ¥ = rot ru(re*+e, 9)
Setzt man Gleichung 8 und 9 in Gleichung 3 ein, erhilt man
s-tot ¥ = - — v rot° . (10)

Nimmt man eine Rotation heraus, rechnet die restlichen Rotationen aus und teilt dann durch 7,

e+t und &, so lasst sich die Navier-Stokes Gleichung nun als skalare Gleichung
' d?U  3dU
sU = —i(Holl(kr)—H1K1(kr))+v(—+—— - K*U) (11)
r dr?  rdr
aufschreiben. Umstellen ergibt
d’U 34U '
E 428 LK+ U = S Wk (kr) — T K (kr). (12)
dr:  rdr v rv
Mithilfe der Relation (Analog fiir K;)
& 3dU _L(Br) _ ,L(Br)
Z 4= = 13
(dr2 rdr ) r P r (13)
erhalten wir einen Ausdruck fiir das Potential U
i Ii(kr) K (kr)
U=—[A -B — o4y (kr) — 1 K, (kr))] (14)
sr r r
mit den Integrationskonstanten is‘ und g und
2 42,95
K =k"+-. (15)
v
Aus den Gleichungen 4 und 14 erhilt man die Geschwindigkeitskomponenten
k .
uy = =[AL(kr) = BK;(kr) = (ToI, (kr) — IT; Ky (kr)) )"+ (16)
s
und
u, = i[K - (Aly(kr) + BKy(kr)) — k - (TgIo(kr) + IT; Ko(kr))]e™ <+, (17)
s



3.4 Formulierung der Nebenbedingungen

Gleichung 16 und 17 miissen mehrere Nebenbedingungen erfiillen:

1. Die radiale Komponente der Geschwindigkeit muss zum gewéhlten Ansatz der deformier-
ten Oberflache aus Gleichung 5 kompatibel sein. Also

d
E(Gleichung 5) = (Gleichung 16). (18)

2. Da wir annehmen das auf der Fluid-Oberfliche, durch das dritte Medium, keine Krifte
wirken, muss die tangentiale Komponente des Spannungstensors auf der Oberflidche (d.h.
fiir r=R) verschwinden(siehe [2, Seite 62]):

Ouy, Jug

Prz = PV(a_Z + )r=r =0 (19)

3. Wieder unter der Annahme das durch das dritte Medium keine Krifte wirken, konnen
wir fiir die rr-Komponente des Spannungstensors bei r=R schreiben, dass der gestorte
Druck des zweiten Mediums an der Oberfliche (in der Rechnung dargestellt durch die
Moden), mit dem Druck, hervorgerufen durch die Oberflichenspannung, iibereinstimmen
muss(siehe [2, Seite 62]):

ou, 1 1
= 65p = 2vo—)pepg = T(— + — 20
Prr = (po +6p —2vp ar)r—R (R1+R2) (20)

Dabei ist T die Oberflachenspannung und R und R, die Hauptradien des zylindersymme-
trischen Problems.

4. An der Grenzflache Fluid-Wand miissen beide Geschwindigkeitskomponenten verschwin-
den, da die Fluid-Molekiile, welche sich unmittelbar an der Grenzschicht Ry befinden
durch zwischenmolekulare Krifte an der Wand haften (No-Slip-Bedingung). D.h. es gilt

U(Ryp) =0 21
und
u;(Ro) = 0. (22)
3.5 Gleichungen aus den Nebenbedingungen
Es wird nun folgende Notation verwendet:
x=kR y=«kR xo=kRy yy=«Rg (23)

Ankniipfend an die obige Aufzdhlung der Nebenbedingungen sollen nun die daraus fithrenden
Gleichungen notiert werden :



k
sep = E[All (y) — BK1(y) — (o1 (x) = 111 K7 (x))]

ou, Ou, d 1d , ) "
= —_—t —),—p = — (= U+k Ulz+St
Drz pV(aZ ar)rR ;nidr(rdrr ) rUle
d*U 3dU .
= pvr(— +=— + KU =0 fiirr =R
dr?  rdr

Mit der Relation 13 und der Gleichung 14 kdnnen wir schreiben

(k> + k) AL(y) — BK()) — 2k*(ToI1(x) — T K (x)) = 0.

oz 1 1
DPrr = (po + c')p — 2Vp8_rr)r=R = T(ITl + R_2)

Zuerst berrechnen wir die rechte Seite:

1 1 _ 1 2 ikz+st
T(R—l + ]Tz) = T(R—+ Eoeikz‘”t + E()k e )
T T :
— E _ ﬁ(l _ x2)eoelkz+sl‘

Mit % = po und einsetzten in Gleichung 20 folgt

op T
9 1%
p R

und mit Gleichung 7 und 16 erhilt man dann

(1 _ x2)el‘kz+xl‘

T 1
[ (1= %) + —(Tolo(x) + T Ko(x) ey
Y €0

2vk? K

= ——[-(AL}(y) = BK|()) — (oI (x) = TI; K} (x))].
s k

. Aus

URp) =0 und u,(Ry) =0
erhilt man tiber 14 und 17 folgende zwei Gleichungen bei Ry:
0 =AlL(yo) — BKi(yo) — (Ilp/1(x0) — 1 Ki(x0))
und

0 = k- (Alo(yo) + BKo(y0)) — k - (Iplo(x0) + 111 Ko(x0))

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31

(32)

(33)

(34)

Unter Zuhilfenahme dieser Gleichungen konnen die Konstanten A, B, I1p und I1; bestimmt wer-

den.



3.6 Festlegung der Konstanten A, B, I, und II;

Alle vier Konstanten werden bestimmt indem wir Gleichung 24 und 27 bzw. 33 und 34 zusam-
menfiihren.

27 in 24 fiihrt zu zwei Gleichungen:

2ksey = (k> — (kK + K2>)§<Ah (y) — BK1(y)) (35)
Umstellen ergibt
1
—2kvey = ;(Ah(y) — BK1(y)). (36)
Daraus folgt
1
B = m(All ) + 2ksvey). 37
kZ
s*ey = k(2m = DIpli(x) — IT; K1 (x)) (38)

Durch umstellen bekommt man

2 2
—M = Toly (x) — T K1 (). (39)

Dadurch erhilt man

svey(k? + k)

1
Iy = ——Ip/1(x) + T

= . 4
Ki(x) ) @0

Die Relationen 37 und 40 sollen werden jetzt in Gleichung 33 und 34 eingesetzt. Dabei wollen
wir folgende abkiirzende Schreibweise verwenden:

In(f)
Ku(f)

Qe fan+ = Ig(e) £ K (e) 41)

e 37 und 40 in 33:

K1(yo)
Ki(y)
Ki(xo) svak* + 1)

K Iol1(x) + T

0 = AL(o) - (AL(y) + 2ksve) (42)

—(IpIy(x0) — )

Durch umstellen bekommt man

K
0 = AQyO,y,LL_—ﬂ%sveo (43)

K1 (y)
K1(x0) segv(k® + k2)

—TI1pQ -+
02=x9,x,1,1, Kl(x) k




e 37 und 40 in 34:

K,
0 = k- (AloGo) + 209 41 (3) + 2ksvee))
Ki(y)
Ko(x0) svey(k? + k)
—k - (Tolo(x0) + == (ol (x) + —————"2))
K1 (x) k
Vereinfachen fiihrt zu
Ko(yo) Ko(x0)
0= AkQy 0.1+ + T@)stweo — kIpQyy x 0.1+ — X0 svey(k? + &2).

Nun Setzen wir Gleichung 43 in 45 ein:

Ki(yo0) K1(x0) SVE
0 = (2 =T ® + = + ToQoxi1) - Doyors
Ko(y0),,»  Ko(xo)k o 5. svep k

—((- 2k —(k - — + —IIHQ Qv 11—

(( KI(Y) + Kl(x) K( + K )) k + P 0 xo,x,0,1,+) v0,y,1,1,
Durch Umformen nach Iy erhilt man
svey  2k>

0 = S (G Ko00stic + KiGo)y01.4)

(K + k?)

k
T()C)(KO(XO);QMJ,I,I,— + K1 (x0)Q2y0.0.0.1,+))

+o(Qxg,x,1,1,-2y0,0,0,1,+ — ;on,x,0,1,+Qyo,y,l,l,—)-
Definieren wir nun

— X
Q:= (on,x,l,l,—Qyo,y,0,1,+ - ;on,x,o,l,+Qy0,y,1,1,—),

— (x2 + 2) X
T(;;(Ko(xo)§ﬁyo,y,1,1,— + K1 (x0)€2y,.y.0,1,+)
2
“K0) (Ko(y0)Qy0.0.1,1,— + K1(0)2y0.7.0,1,4)s
und
_ sve
" kR?

(44)

(45)

(40)

(47)

(48)

(49)

(50)

dann koénnen wir alle vier Konstanten mit diesen Definitionen und Gleichung 23 bequem auf-

schreiben. Wir beginnen mit I[1y bzw. I1; aus Gleichung 47 bzw. 40:

p=nh

Ol &=l

10
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.
I, = K( )( 11(X)+(x +5%) (52)

Durch einsetzten von 51 in 43 erhilt man

K _ Ki(x L
0= AQy 11— (00 2 KO0 2y 2y hQonm_ (53)

Ki(y) K1(x)
Definiert man

Ki(yo), » Ki(xo)

L=(——=22x% + —=2(x% +y?)), (54)
() KoY
so kann mann die Konstanten A und B mit 37 und 53 schreiben als:
1 L
A=h——(=Qyx1,1-— L) (55)
Qyo,y,l,l,— Q
L L(y) 2
B = (( Q —L)———— +2x%) (56)
Kl( ) x0,x,1,1,— Qyo,y,l,l,—

Mithilfe dieser vier Konstanten, kann nun mit der Bestimmung der Dispersionsrelation fortge-
fahren werden.
3.7 Dispersionsrelation

Die implizite Dispersionsrelation bestimmen wir durch das einsetzten der vier Konstanten aus
51,52,55 und 56 in die, aus den Nebenbedingungen, iibriggebliebene Gleichung 32:

T L
0 = R_f’(1—x2)+h510(x)+hK°Ex;( LX)+ (2 +y%) (57)
_Zh@(LQxO x1,1,— L)—Il ©)
Qyoy.1,1,-
Ki(y)_ kvk L Li(y) 2
=2 onx - L)——— 42
Kl( ) (= L1, )Qyo,y,l,l,— +2x%)
2vik* L K’ 2vk* L
hv— HOR ) V—( =100 = (7 +5%)
Ki(x)
T s L Ko(x) s
0= o5 o=+ & _Q”o]++K—()kT(x2+y2> (58)

- KO«
Qy, N

Z4y 2
Qyo,y,l,l,— Kl (y) k

k L
_2;(5on,x,l,l,f - L)

’

L Ki® 5
2=y 11— —2—— .
+ 9 x,x,17,1, K](X)(x +y )

11



Mit dem Verhéltniss % = y? — x? lasst sich diese Gleichung umschreiben in

TR 0?-)L Ko(x) 0% - %)
0 = —((1- . " 59
xvzp( X ) x2 Q x,x,0,1,+ K( ) xz ('x y ) ( )
L Qyyri- KO K (x)
P O T o A Sl Lo P LoV L ey
Qyyi1- Ky Q Ki(x)
Multiplizieren mit x> und nochmaliges Vereinfachen fiir J = VTTI; fiihrt zu
K (x) 2xy KiWKi(x) Ko(x)
Jx(1-=x%) = 2x2(x% +y)———[1 - L + =y 60
x(i-) = 2203+l o x2+y2K’(x)K(y)] e (60)

17,1,—
~(* - AL Qxx01++2XY( onm_ L)”——z —me_
Q Qyy.1.1.- Q

Liasst man fiir diese implizite Dispersionsrelation Ry — 0 laufen, so erhilt man eine Dispersi-
onsrelation die sich mit fritheren theoretischen Ergebnissen deckt (siehe z.B. [1, Seite 541]).
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Abbildung 2: Die Dispersionsrelation fiir verschiedene Verhéltnisse R%; Die hochste schwarze

Linie stellt einen Grenzwert fiir R% = 10'% dar. Die blauen Linien fangen unten
bei Rﬁo = 1.1 an und erhohen das Verhiltniss jeweils um 500 Prozent. (siehe Tabelle

1)
4 Graphische Darstellung der Dispersionsrelation und
Disskusion
Die Dispersionsrelation aus Gleichung 60 héngt von den Parametern s, k, j, Rﬁo ab. Deshalb wer-
den fiir die implizite Funktion s(k) zwei Abbildungen gezeigt. Die Abbildung 2 fiir verschiedene

Verhitnisse R% mit der Tabelle 1 und die Abbildung 3 fiir verschiedene J mit der Tabelle 2.

Da der Effekt in Abbildung 3 schon in anderen Veroffentlichungen analysiert wurde, wollen
wir im Folgenden explizit nur die Abbildung 2 dikutieren:

% Wachstumsrate s | Wellenzahl k

R
1010 0.3383 0.4919
15000 0.2914 0.5238
3000 0.2822 0.5298
600 0.2689 0.5382
125 0.2485 0.5508
25 0.2104 0.5731
5 0.1245 0.6196
1.1 0.0002 0.7057

Tabelle 1: Die Tabelle zu Graphn 2; zu beachten ist, das die Wachstumsrate mit R—Vz und die
Wellenzahl mit R skaliert; die Einheiten sind genau reziprok dazu.

13
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Abbildung 3: Die Dispersionsrelation fiir verschiedene J; die Linien fangen unten bei J=1 an
und erhohen das Verhiltniss jeweils um 100 Prozent. (siehe Tabelle 2)

Ro

Wachstumsrate s

Wellenzahl k

132
64

—_
@)}

— o A o

2.4432
1.4354
0.8245
0.4536
0.2407
0.1245
0.0634
0.0320

0.6538
0.6434
0.6344
0.6273
0.6225
0.6196
0.6179
0.6171

Tabelle 2: Die Tabelle zu Graph 3; zu beachten ist, das die Wachstumsrate mit R72 und die Wel-
lenzahl mit R skaliert; die Einheiten sind genau reziprok dazu.
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e In Abbildungen 2 ldsst sich fiir jede Kurve ein Maximum erkennen. Das Maximum stellt
aufgrund der hochsten Wachstumsrate fiir ein bestimmtes k den dazugehérigen Modus fiir
die Maximale Instabilitdt dar, da die Wachstumsrate multipliziert mit der Zeit im Expo-
nenten der Exponentialfunktion auftaucht (siehe Gleichung 5) und dadurch im Vergleich
mit anderen (kleineren) Wachstumraten fiir lange Zeitabschnitte die anderen Moden do-
miniert.

e Aus dem Bild 2 entnimmt man, das fiir immer gro3er werdendes R% die Wachstumsrate fiir
alle k steigt. Das bedeutet das die Instabilitéit des Systems steigt umso weniger das Fluid
von dem Draht spiirt. Somit wirkt der Draht stabilisierend auf das von ihm umgebene
Fluid, indem es den Zerfall des Fluids verlangsamt, umso kleiner das Verhéltniss fur - 1st.
Dies liegt an der Haftung der Fluidteilchen an der Grenzschicht Wand-Fluid, Wodurch die
unmittelbaren Nachbarfluidteilchen auch eine sehr starke Reibung erfahren und dadurch
das Ausbilden von Moden Allgemein erschwert wird. Dieser Effekt sinkt natiirlich nicht
linear, da die Fluidteilchen an der Oberfliche, fiir grole R, von dieser inneren Reibung fast
nichts mehr spiiren, was die genannte Abbildung auch bestitigt, da die blauen Linien eine
regelméBige Erhohung um 500 Prozent zeigen, aber trotzdem nicht linear anwachsen!

e In Abbildungen 2 erkennt man das die blauen Kurven bei ca. k=0.05 einen kleinen Bogen
in Richtung s=0 einschlagen. Die innnere Reibung, verstéarkt durch die Wand, wird gerade
fiir grole Wellenldngen dominanter, da die einzelnen Fluidteilchen pro Wellenldnge nun
einen lingeren Weg zuriicklegen miissen. Der lingere Weg der Welle wiederum kostet
jedes einzelne Fluidteilchen mehr Energie und somit wird der Zerfall des Systems ver-
langsamt; d.h. die Wachstumsrate geht gegen O.

e Beide Bilder zeigen fiir k — 1, also fiir sehr kleine Wellenldngen, das die Wachstumsrate
gegen 0 geht. Das liegt an den hohen Energiekosten fiir hhere Wellenzahlen, da die Ober-
flachenspannung der VergroBBerung der Wellenzahl k, d.h. der Vergroerung der Ober-
flache, entgegen arbeitet. Umgerechnet bedeutet es, das dieses System fiir Wellenldngen
groBer als 2R Instabil ist. Dies deckt sich mit fritheren Ergebnissen (siehe [3, Seite 9]).
Aufgrund der Oberflichenspannung verschiebt sich auch das Maximum in Bild 2 fiir
groBe Verhiltnisse REO in Richtung k=0. Das System spiirt nicht mehr soviel Reibung vom
Draht wie zuvor und kann dadurch bequem zu groeren Wellenléngen iibergehen um so
Energie aus der Verkleinerung der Oberfldche zu gewinnen.
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